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Abstract

Resumen: Dada una variedad diferenciable M y un sistema mecanico en el espacio de
configuracion T*M que tiene una estructura simpléctica podemos formular dicho sistema en
base al formalismo lagrangiano y hamiltoniano y estudiar la equivalencia entre ambas. Con-
siderando una accién izquierda de un grupo de Lie G en M podemos levantar dicha accién
al espacio de configuraciéon T*M mediante la accion derecha de Gy estudiar la simetrias
y cantidades conservadas de dicho sistema mecanico mediante la defincién de un mapeo

J:T*M — g* llamado mapeo momento.

Abstract: Given a differentiable manifold M and a mechanical system in the configura-
tion space T* M is possible to formulate the given mechanical system based in the Lagrangian
and Hamiltonian formalism and study the equivalence between both of them. Considering a
left action of a Lie group G on M we can lift up the action to 7*M by the right action on
G and study symmetries and first integrals of the mechanical system introducing the map
J :T*M — g* called the momentum map.

Palabras clave: Accién, cantidades conservadas, espacio de configuracion, estructura

simpléctica, mapeo momento, simetrias, variedad diferenciable.






Introduccién

Los sistemas mecéanicos formulados en términos matematicos comienzan con el estudio de
Newton sobre la velocidad, aceleracion, masa y energia llegando de este modo a las ecuaciones
que describen la mecanica de Newton. En 1788 el matematico y fisico Joseph Luis Lagrange
revolucioné la formulacién de la mecanica usando los principios variacionales. Lagrange de-
dujo que en un sistema mecéanico que consiste en una particula que sigue una trayectoria en
el espacio euclidiano n-dimensional con dominio [0, 7, dicha trayectoria es la que minimiza
un funcional que tiene como dominio todas las curvas definidas en [0, 7], y que esta dada
por S(a) := fOT L(a(t), &(t))dt, donde L es una funcién diferenciable que depende de la posi-
cién y la velocidad. De este principio de la minimizacién del funcional S, se encontraron las

ecuaciones del movimiento

Este descubrimiento permitié una generalizacion a la formulacién de Newton asegurando
que para describir un sistema mecanico es suficiente con tener el lagrangiano dado por la
diferencia entre la energia cinética y potencial L =T — U y las ecuaciones de Lagrange. En
1833, el matematico William Hamilton introdujo una nueva teoria para describir la mecanica
de Lagrange. Hamilton descubrio mediante la transformada de Legendre que a partir del
lagrangiano L se puede obtener una nueva funciéon H, pero a diferencia de el lagrangiano
que depende de la posicion y la velocidad, esta depende de la posicion y una nueva variable
p llamada momento. Esta variable consistia en la variacién del lagrangiano respecto a la
velocidad, es decir estaba dada por g—g por lo que esta nueva funcién, llamada hamiltoniano,
no es otra cosa mas que un cambio de variable del lagrangiano. Usando el hamiltoniano H y

las ecuaciones de Lagrange, Hamilton obtuvo un nuevo sistema de ecuaciones

)
P T
. 0H
T

de primer orden llamadas ecuaciones de Hamilton. El hecho de que las ecuaciones de Ha-
milton resultaran en ecuaciones diferenciales de primer orden facilitaban mas su estudio que

3



4 INTRODUCCION

las ecuaciones de Lagrange, que al contener el término %‘g—i se convierte en un sistema de

ecuaciones de segundo orden.

La formulacién de la geometria simpléctica resulté de gran utilidad para el estudio de
los sistemas hamiltonianos. Permite que los sistemas hamiltonianos puedan ser descritos en
una variedad diferenciable abstracta y no solamente en una superficie del espacio euclidiano.
El objetivo de este trabajo es utilizar y desarrollar herramientas para el estudio del mapeo
momento en un sistema hamiltoniano y como puede ser relacionado con el momento angular

clasico.

El capitulo 1 tiene dos objetivos importantes. El primero es estudiar la formulacion de
Lagrange y Hamilton de la mecanica en el espacio euclidiano y dar las condiciones en las
cuales son equivalentes estas dos teorias, es decir, dado el Lagrangiano, que condiciones debe
de cumplir para poder aplicar la transformada de Legendre y asi obtener el Hamiltoniano. La
importancia de este tratamiento sobre la transformada de Legendre es que se desarrollaran

los detalles que generalmente en la literatura clasica no se presentan.

El segundo es el de la generalizacion de un sistema mecanico. En la mecéanica clésica
podemos tener un sistema mecanico definido sobre el espacio euclidiano donde la dimension
se interpreta como los grados de libertad del sistema. Entonces, el espacio de configuracion
debera estar dado por el conjunto de puntos y velocidades, es decir, puntos y vectores tangen-
tes al espacio euclidiano. Parte de lo que queremos estudiar en el capitulo 1 es generalizar las
dos formulaciones de la mec¢anica cuando el sistema mecanico estd en una variedad diferen-
ciable M. Entonces la idea del espacio de configuracion que consiste en puntos y velocidades
esta expresada en el haz tangente de M, es decir, en T'M. Entonces, para poder desarrollar
el formalismo lagrangiano y hamiltoniano debemos adaptar la teoria de la transformada de
Legendre en el espacio euclidiano a una carta de M, obteniendo asi las dos formulaciones
de manera local. En la formulacién lagrangiana en una variedad M, el lagrangiano deberia
estar definido en T'M para ser consistente con las ideas clasicas, y entonces como resultado de
aplicar la transformada de Legendre, podremos ver que el hamiltoniano esta definido sobre

el haz cotangente T M.

En un sistema mecanico en R™ x R™ con un hamiltoniano H tenemos las ecuaciones de
Hamilton del movimiento y si equipamos a R" x R con una forma simpléctica en particular,
formaremos el sistema (R™ x R™, w, H). El objetivo del capitulo 2 es estudiar la relacién
entre la forma simpléctica y las ecuaciones de Hamilton del movimiento, y como podemos

generalizar esta relaciéon en una variedad simpléctica.
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En el capitulo 3 desarrollamos la teoria del mapeo momento de un sistema hamiltoniano
en una variedad simpléctica con hamiltoniano H. Un mapeo momento sobre la accion de
un grupo de Lie sobre la variedad simpléctica donde tenemos el sistema hamiltoniano H es
un mapa que a cada punto de la variedad se le asocia un covector del dlgebra de Lie del
grupo de Lie. El caso que es de principal interés es cuando la variedad simpléctica es el
espacio de configuracién de una variedad M donde la accién del grupo de Lie en el espacio
de configuracién T*M proviene de una acciéon de ese mismo grupo de Lie en M. Uno de
los objetivos del andlisis de un sistema mecanico es el de encontrar primeras integrales de
movimiento de dicho sistema. En un sistema dado por la accién de un grupo de Lie en una
variedad diferenciable y bajo ciertas condiciones, el mapeo momento resulta ser una primera
integral de movimiento. Este hecho motiva a investigar cuales son esas condiciones en las
cuales el mapeo momento es una primera integral y que relacion tiene con la simetria del

sistema.

En particular, nos interesan dos sistemas mecénicos los cuales tienen simetria respecto de
la accién del grupo de Lie SO(3): el primero es estudiar el mapeo momento del modelo de
Newton de la mecénica libre de potencial cuando el grupo SO(3) actia sobre el espacio de tres
dimensiones. El segundo consiste en un sistema mecanico que también es libre de potencial,
pero que esta restringido sobre la esfera. En ambos casos se busca cual es la relacién entre
el mapa momento y el vector del momento angular descrito en la mecanica de Newton. Se
investiga ademas las primeras integrales de un sistema mecéanico sobre la esfera pero que esta
sujeto a un potencial gravitatorio teniendo asi un analisis completo de las soluciones de las

ecuaciones de Hamilton.






Capitulo 1

Formulaciones de la mecanica clasica en el espacio euclidiano

1. Mecanica de Newton

La mecanica de Newton es el primer modelo matematico formulado para describir la
dinamica de los objetos de nuestro entorno. Esta formulacion estd basada en la observacion
de los fenémenos tales como la caida de objetos, las trayectorias de objetos balisticos, etc.

La mecanica de Newton se formula sobre tres postulados:

1. La trayectoria de un cuerpo en movimiento en el vacio es recta siempre y cuando no
actie una fuerza en él.

2. La fuerza total que se ejerce en un objeto es F' = mi donde x es una trayectoria en
R™ vy @ es la aceleracion de este objeto.

3. A toda accion corresponde una reaccién tales que se anulan entre si.

Comenzamos con el concepto fundamental relacionado a la energia que es el de trabajo.
Supongamos que una masa puntual m sigue una trayectoria diferenciable ~ : [Ty, T1] — €2
donde €2 C R™ es abierto y conexo. Veamos ahora el desplazamiento de la particula como el
conjunto de desplazamientos en una particiéon de puntos que se va haciendo cada vez mas
fina, es decir, consideremos una particién del intervalo [T7, T5] dada por {t1, ..., ¢} que define
una particién de la curva 7 con puntos v, = y(t1),...,7% = y(tx). El trabajo infinitesimal
realizado en el sistema es la proyeccién ortogonal de la fuerza F'(vy;) en direccién del vector
A(t;), es decir (F'(v;),(t;))Av;. Dado el trabajo infinitesimal, definimos el trabajo sobre la

trayectoria v como la suma de trabajos infinitesimales cuando Avy; — 0

W)= [ PO o)

To

Como el trabajo es la integral curvilinea de un campo vectorial F' a lo largo de la trayecto-
ria 7y, entonces no depende de la parametrizacion orientada que elijamos para . Supongamos
que la fuerza no depende del tiempo y que el sistema es cerrado, es decir, no hay interaccién
con el entorno del sistema. Definimos la energia como la capacidad para realizar trabajo.
En un sistema cerrado la fuerza no depende del tiempo y no hay flujos de energia por las

7



8 1. FORMULACIONES DE LA MECANICA CLASICA EN EL ESPACIO EUCLIDIANO

fronteras, por lo que la energia se conserva a la largo del tiempo, es decir, si llamamos E la

energia, F(t) = C, donde C' es una constante.

DEFINICION 1.1. Sea 2 C R™ un abierto y 7 : [0, 7] — Q una curva diferenciable. Dado

F : ) — R™ una funcién diferenciable, definimos la integral de linea de F' en v como

[r= [ e

DEFINICION 1.2. Decimos que en el sistema es conservativo si dada una curva cerrada
v [T, Ty — Q, el trabajo W(y) = ¢ F = 0.

LEMA 1. Sean dos puntos zg y x1 en 2. Consideremos dos trayectorias v : [0,7] — Q
y 7 :[0,T] — Q tales que v(0) = 3(0) = zo y 7(T') = A(T) = x1 que estdn es un sistema

conservativo. Entonces el trabajo es independiente del la trayectoria, es decir, W (vy) = W(5).

DEMOSTRACION. Consideremos la curva a : [0,7] — Q definida como «(t) := v(2t) t €
[0, g] y a(t) = (2T — 2t) para t € [%,T]. Vemos que « es una curva cerrada, por lo que

W (a) = 0. Ahora, como « el el producto de dos trayectorias, entonces

[F+LF:£F:Q

Por lo tanto f7 F=- fﬁ F. Si cambiamos la orientacién de 4 podemos concluir que fv F=

fﬁ Iy entonces tenemos que W(y) = W(%).

Consideremos el campo de fuerzas F': 2 — R™. Consideremos un punto , xg € €2, donde
xo sera tomado como punto de referencia del sistema. Unimos un punto x € €2 con zy por
una v : [0,7] — Q, es decir v(0) = x¢ y v(T') = z y como la integral f7 F no depende de
la trayectoria -, podemos definir el potencial U : 2 — R como el trabajo que realiza el

sistema para desplazar el cuerpo. En forma integral, el potencial estda dado por
U(ZE)Z——/F+U0, Uy € R.
g

Consideremos la curva constante a : [0,7] — R tal que «(t) = zo. Entonces el potencial
en o, que es U(zg) = — [ F = Uy, por lo que U(x) — U(zg) = — f7 F', es decir, podemos
ver que el trabajo que realiza el sistema para recorrer la trayectoria v que une x y xq es la

diferencia de potencial entre los dos puntos.

En el campo de fuerzas anterior que define un potencial U : 2 — R elegimos un vector

arbitrario w € R" y derivamos el potencial U en direccién de w, obteniendo asi la igualdad
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Lli—oU(z + tw) = (VU(x),w). Pero si definimos v : [0,{] — Q como y(s) = z + sw y

calculamos %|t:0U (x + tw) en base a la definicién de U, obtenemos

Ulx+tw) = ——

dtli=o

= (~F(@),w)

Entonces para todo w € R", (VU (z),w) = (—F(z),w) y como el producto interno en R" es

no degenerado, entonces tenemos que VU (x) = —F(z), por lo que podemos ver que
(1.1) mi = —-VU

En un sistema cerrado con campo de fuerzas F' : 2 — R" que no depende del tiempo, la
energfa siempre se conserva y considerando que la energd tiene la forma E(z, ) = T(2)+U(z)
podemos asegurar que £ = 4L 4+ 4 — (0 Tenemos & = (VU, &(t)) = —(F(z(t)),&(t)) y
usando la segunda ley de Newton F'(z(t)) = m(t)

0 = — = (F(z(t)), &(t))

it
= O~ mE), 4(0)
= T ), a0,
De la tdltima igualdad obtenemos que
T = [ ™% i), ie)ds = (). i(1) 4 C.

2 dt

Entonces usando la igualdad anterior, podemos concluir que la ley de la conservacion de la

to

energfa en sistemas conservativos se puede escribir como F(x(t),4(t)) = T(z(t)) + U(x(t)) =

C, donde la energfa cinética estd dada por T(i(t)) = 2| (¢)]|*.

Sea una particula con masa m que se mueve de g a x; con una trayectoria z : [0, 1] — R"
en un sistema cerrado conservativo. Definimos el lagrangiano L : R® x R — R como
L(x,%) = T(¢) — U(x). Consideremos el conjunto de todas las curvas en R™ que unen los
puntos xy y x1 de un sistema cerrado conservativo. El principio fundamental de la mecanica
dice que la trayectoria que sigue una masa puntual m y que une los puntos xg y x; es una

trayectoria estacionaria de la accion
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definido sobre todas las curvas z : [0,1] —  tal que 2(0) = 2o y 2(1) = z;. Consultar la

demostracién del siguiente lema en [6].

LEMA 1.3 (Lema fundamental del célculo variacional). Sea f : [a,b] — R una funcion
de clase C*([a,b]) tal que para toda funcién h : [a,b] — R de clase C*([a,b]) con h(a) =

h(b) =0 se cumple fabf(t)h(t)dt = 0. Entonces la funcion f es idénticamente cero en |a,b).

Sean x,7 : [0,1] — Q C R™ curvas diferenciables tales que = + sy estén en (2 para todo
sy que (x+5v)(0) = z(0) y (x+ sy)(1) = z(1), es decir, v(0) = v(1) = 0. Denotemos

9L — (g—i,...,%) 9L — (g—i,...,gi) y calculamos £|,_oS(z + 57)
d d
—| s = — Ldt
ds ls=0 (z+57) ds /x+sy
d

/ L(a(t) + s3(0).2(0) + 57(0)de

) +57(1), 2(1) + s7(2))dt

oL ) )
(G5 0) = (G5t ar

(t)>dt—/01%<%,fy(t)>dt

Ahora tenemos que fol L (8L ~(t))dt = 0 por v(0) = v(1) = 0.Considerando la base canénica

:/Old

ACE

At
(&

0

0
> (557
)+ i

d OL
_%am
= 0.

de R"™ dada por eq,...,e,. Podemos elegir la curva v de forma arbitraria y en particular

podemos construir curvas 7, (t) = f( Jei, i =1,...,n con f :[0,1] — R tal que f(0) =

f (1) = 0, que, remplazando en fo C‘ft‘gﬁ,”y( ))dt = 0, permite obtener las igualdades
d oL

0 833 — S5 )f(t)dt = 0. Tenemos que f que cumple la hipdtesis del lema 1.3, por lo que

obtenemos el sistema de ecuaciones

ac

oL _ i oL

=0, 1=1,...,n.

Este sistema de ecuaciones es llamado Fcuaciones de Fuler- Lagrange. Dada una trayectoria
x : [0,1] — R" en nuestro sistema cerrado conservativo, el lagrangiano es L(x, &) = T(&) —

U(x) donde la energfa cinética es T'(&) = 2||Z||*. Entonces por las ecuaciones de Lagrange
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obtenemos % =—-VUy %g—ﬁ = ma. Por lo tanto
. OL doL
—VU(z) — mi = EiTY F

Obtenemos entonces que las ecuaciones del movimiento con energia cinética 1" son las ecua-
ciones de Newton del movimiento 1.1. De este resultado podemos concluir que el formalismo
de Lagrange con el lagrangiano dado anteriormente, da lugar a las ecuaciones de Newton de
la mecédnica clasica. Para entender mas la interpretacién fisica y ver ejemplos de sistemas

mecénicos consultar [2,5].

2. Transformada de Legendre en R"

En esta seccién vamos a estudiar la transformada de Legendre de una funcién convexa f,
con el fin de construir una nueva funcién que depende de nuevas variables. En el formalismo
lagrangiano, la transformada de Legendre aplicada al lagrangiano L da lugar a una nueva
funcion llamada Hamiltoniano y que es utilizada en un nuevo formalismo de la mecanica.
Recordemos que dado un dominio abierto  C R”, una funcién f : Q — R de clase C*(Q)
es estrictamente convexa en €2 si dado z € 2, la matriz hessiana (Hessf)(x) es estrictamente

positiva.

Sea ) C R™ un abierto y f : 2 — R la funcién estrictamente convexa. Consideremos
la fucién F : Q x R" — R definida como F(z,p) = (z,p) — f(x) que da lugar a la funcién
F,(z) = (z,p) — f(x) definida en la fibra 2 x {p}. Calculamos la derivada parcial en x €
y obtenemos 25 = p — %. Si 2E(zo) = 0, entonces p = %(1’0) y Hess(F,) = —Hess(f).
Como f en 2 es convexa, la igualdad anterior asegura que F' alcanza su maximo en () si
p € Im(Vf). Ademds podemos garantizar que z € 2 es donde F), alcanza su méaximo local.
Observemos que en el punto zy donde F), alcanza su maximo local es donde p = %(5[1’0) por
lo que podemos buscar una relacién entre la variable p y el punto critico zy. Con este fin,

vamos a probar que la aplicacién Vf : 2 — R” es inyectiva.

LEMA 1.4. Sea Q C R™ convezo y f : Q@ — R de clase C*(Q) que es estrictamente
conveza en todo ). Entonces Vf:Q — R x+— Vf(zx) es inyectiva.

DEMOSTRACION. Sean x y y dos puntos distintos en Q y el vector v := y — x. Consideremos
la curva 7 : [0,1] — Q, y(s) := y — sv tal que v(0) = y y ¥(1) = z. Calculamos (V f(z) —
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Vf(y),v) y obtenemos

d

s -V = { [ 1£(Vf(7(8))ds,v>

_ /0 (Hess f(0), 0)ds.

Como f es convexa, se cumple que (Hessf(v),v) > 0, que implica fol (Hessf(v),v)ds > 0
lo que significa que (V f(z) — Vf(y),v) es distinta de cero siempre y cuando x # y, lo que
implica que V f(x) — V f(y) # 0. Podemos asegurar entonces que V f : @ — R" es inyectiva.

(1

DEFINICION 1.5. Sea 0 C R™ un abierto estrictamente convexo y f :  — R una

funcién de clase C?(Q) estrictamente convexa. Definimos la transformada de Legendre L :
Im(Vf) — R de f como (ILf)(p) = sup,eq((z,p) — f(2)).

El lema 1.4 anterior afirma nuestra asuncion que hay una relacion bien definida entre el

punto critico z y la variable p = g—x(:c). Entonces, podemos establecer la relacion p(x) :=
Vf(x)y
(1.2) p(z) = Vf(z)

z(p) = (V) '(p).

donde (V)™ : Im(Vf) — Q. Si F), alcanza su maximo en z = z(p), entonces

(1.3) (Lf)(p) = sup Fy(x) = F,(z(p)) = (z(p),p) — f(z(p))

z€Q

Ahora, cabe preguntarnos si dada una funcién f : 2 — R estrictamente convexa su transfor-
mada de Legendre hereda esta propiedad y si es el caso que asi sea, cual serd su transformada
de Legendre. Para responder estas preguntas formularemos dos lemas que dependen de que
la transformada de Legendre de f sea diferenciable. Supongamos que f : 2 — R es de
clase C?(Q) y estrictamente convexa. Sabemos que Vf : Q@ — R" es diferenciable y para
z € Q se tiene que d(Vf), = (Hessf)(x). Por el lema 1.4 tenemos que Vf : Q@ — R" es
inyectiva y como f es estrictamente convexa en 2 tenemos que Hessf(x) es positiva, por lo
que podemos concluir que Vf : Q@ — Im(Vf) es un difeomorfismo y por lo tanto pode-
mos asegurar que (Vf)™1 : Im(V f) — Q es diferenciable. Entonces sabemos por (1.3) que
(Lf)(p) = Fy(z(p)) y como z(p) = (Vf)"*(p), podemos asegurar que la transformada de
Legendre Lf : Im(V f) — R es diferenciable.
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LEMA 1.6. Sea f : Q@ — R wuna funcién que es estrictamente conveza de clase C2.

Entonces Lf : Im(Vf) — R es conveza.

DEMOSTRACION. Consideremos z(p) = (Vf)~!(p), por lo que p(z) = Vf(x). Si usamos la

notacién V f = % se cumple

p= )
y obtenemos
8(6;1;“)0) (p) = a% ((z(p),p) — f(=(p))
_ %"Z (p)pi + (p) — g—;’;@(p))

= x(p).
Por la ecuacién (1.2) se cumple
o), o (9"
(1.4) o (p) = x(p) = (ax (p).
Usamos el teorema de la funcién inversa tenemos que
0*(Lf)
Hess(Lf)(p) = D0y (p)

- (2 (Zew))

0% f -
- (a6
= (Hess/(e(p))

Entonces, tenemos que Hess(ILf)(p) = (Hessf(z(p)))~' > 0 por ser f convexa de clase C.

Podemos concluir que la transformada de Legendre Lf : Im(Vf) — R es una funcién

convexa. E
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TEOREMA 1.7. Sea f : R" — R una funcién estrictamente convexa. Entonces (L o

L)) = [

DEMOSTRACION. Consideremos la aplicacién Vf : Q — R" y la transformada de Legendre
Lf(p) = (z(p),p)— f(z(p)), donde z(p) := (Vf)~!(p). Ahora, sabemos que L es una funcién
convexa, por lo que podemos calcular su trasformada de Legendre, dada por L(Lf)(y) =
(p(y),yy —Lf(p(y)), donde p(y) = (%pf))_l(y). Por la ecuacién (1.4) tenemos que %pf)(p) =

(55)7"(p), por lo que

(15) o) = (a%;f))_l@)
- ((g—f))@
- 2y

Ahora, tenemos que

LILAw) = W)y — L))
= (p(y),y) — (W), p(y)) — f(z(pv))
= (p(v),y) — ), z(p(y))) — f(z(p(y))

donde tenemos que por (1.4) y (1.5)

@\_/

o) = () o)

de donde podemos ver que

LIL(Ny) =
).
Entonces, podemos concluir que (L o L)(f) = f. .

Vamos a dar un ejemplo de una funcién estrictamente convexa f con dominio R™ pero

que el dominio de la transformada de Legendre L f no es necesariamente R". Consideremos
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el dominio Rde f: R — Ry f(z) = 1+ 22. Tenemos que

of X

2 = iy e
i1
Ox? (1—|—x2)%‘

Tenemos que %(w) > () para todo = € R por lo que f es estrictamente convexa en todo R.

Notemos que Im(%) = {\/%7, x € R} = (—1,1). Ademds tenemos que
of
plz) = %(fﬂ)

x
V1+ a2

de donde tenemos que

Luego
(Lf)(p) =

z(p)

(p)p
= z(p) (p vitalp) +x(p)2>
z(p) ( %

p’ -1
Vi
—/1—p2.

— f(z(p))

Tenemos entonces Lf : (—1,1) — R donde (Lf)(p) = —/1 — p2.

Mediante la transformada de Legendre, el sistema de ecuaciones de un sistema mecanico
con cierto lagrangiano L puede transformarse en otro sistema de ecuaciones, donde el la-
grangiano L se transforma en una funcion H definida como la transformada de Legendre de
L y donde las velocidades se transforman en momentos generalizados. La transformada de
Legendre es el puente entre la formulacion lagrangiana y la formulacién hamiltoniana de la
mecanica. Si usamos la transformada de Legendre para encontrar de L podemos encontrar un

nuevo sistema de ecuaciones del movimiento dependientes de nuevas variables que describe el
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sistema lagrangiano y ya encontrado este sistema, regresar a las ecuaciones de Lagrange del
movimiento a partir del nuevo sistema encontrado. En [2,10] pueden encontrase mas detalles

sobre el formalismo de Lagrange y Hamilton.

3. Formalismo lagrangiano y hamiltoniano

El formalismo de Lagrange o formulacion lagrangiana de un sistema mecanico cerrado y
conservativo con trayectoria z : [0, 1] — € consiste en dos cosas: una funcién L : Q@ x R" —
R y las ecuaciones de Lagrange. Con este sistema de ecuaciones obtenemos las ecuaciones di-
ferenciales del movimiento del sistema. A lo largo de la trayectoria z, el lagrangiano esta dado
por L(z(t),z(t)) = T'(x(t),(t)) — U(z(t)), tal que para cada = € Q2 la funcién L, : R — R,
L,(v) := L(z,v) es una funcién convexa, y siendo L, convexa podemos aplicar la transfor-

mada de Legendre. Estas afirmaciones dan sentido a la siguiente definicién

DEFINICION 1.8. Sea un lagrangiano L : Q x R® — R tal que para cualquier z € (,
la restriccién L, en la fibra {x} x R"™ es convexa. Definimos el hamiltoniano del sistema
H:QxR" — R como H(z,p) = (LL,)(p).

Dado el sistema con lagrangiano L, la transformada de Legendre da lugar a una nueva
funcién H definida en una nueva variable p tal que p(v) = VL,(v). Por la igualdad (1.3)
podemos ver que de forma explicita el hamiltoniano H es H(z,p) = (v(p),p) — L.(v(p)),
donde v(p) := (VL,) *(p). Consideremos z : [0,1] —  la trayectoria en sistema cerrado,
con velocidad #(t) y momento p : [0,1] — R™ dado por p(t) := VL) (i(t)). Calculamos

91 (x(t),p(t)) y obtenemos por las ecuaciones de Euler-Lagrange
OH 0
(1.6) 5, (@(0,p(t) = 2 (), p(t)) = La(v(p(1))))
oL
- (COR0)
d oL
= 2 (), vlp(0).
Tenemos que p(t) = V Ly (#(t)) = %= (x(t), i(t)), por lo que usando las ecuaciones de (1.6),
tenemos que —4 2L (z(t),v(p(t))) = —p(t), que equivale a la ecuacién
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De igual forma, a lo largo de la trayectoria  vamos a calcular %—I;(Sﬂ(t), p(t))

17) ) = )
= (VL) ' (p(t))
= (%) s
como p(t) = L= (i(t)) = p(i(t)), tenemos que v(p(t)) = v(p(i(t))) = &(t) por la transforma-

ci6n inversa. Usando las ecuaciones (1.6)y (1.7) tenemos que

S0 = (57) (w0

= &(t).
Tenemos entonces que %—g(x(t),p(t)) = i(t) y 22(x(t),p(t)) = —p(t). Podemos concluir que
para el sistema conservativo y cerrado con trayectoria z : [0,1] — € con hamiltoniano
H : Q) xR" — R se cumplen las ecuaciones del movimiento de Hamilton o simplemente

ecuaciones de Hamilton

(18) B0 = a0,
(19 a0y = (), plt).

Segun los calculos desarrollados, comprobamos que el lagrangiano L del sistema origina una
nueva funcién H a partir de la transformada de Legendre y ademas, las ecuaciones del
movimiento de Hamilton se originan a partir de las ecuaciones del movimiento de Lagrange.
Podemos concluir entonces que el formalismo de Lagrange da lugar al formalismo de Hamilton
del sistema. Ahora, sabemos que si el lagrangiano L : 2 x R™ — R del sistema es convexo,
entonces la transformada de Legendre IL(L,) es convexa y mas atin, sabemos que L(IL(L,)) =
L, para cualquier z € €, es decir, que la transformada de Legendre del hamiltoniano L(H,) =
L, en la fibra de x. Esto da lugar a la pregunta si el formalismo de Hamilton de un sistema
cerrado y conservativo da lugar al formalismo de Lagrange originalmente formulado en dicho
sistema. Sea la trayectoria t € [0,1] — (z(t),p(t)) €  x R™ una solucién de las ecuaciones
de Hamilton (1.8). Aplicamos la transformada de Legendre para obtener una trayectoria
t€[0,1] — (z(t),v(t)) € Q x R donde

o(t) = o(p(t)) = %—ﬁ(xwp(t)).



18 1. FORMULACIONES DE LA MECANICA CLASICA EN EL ESPACIO EUCLIDIANO

Usamos la primera ecuacién del sistema (1.8)y obtenemos

o(t) = %—f(x(tmu)) — ().

Por la ecuacién (1.6) tenemos que

O (1), 007) = 2 wl0), 00 0) = ~ 22 ((0) (1)

Obtenemos entonces

(1.10) 5, @), 8(t) = —— ==(3(t)

Usando la segunda ecuacién de (1.6) y (1.10) obtenemos

(L) T2l i) — o w(0),50) = o (w(t) (1) — < (p(1)
= ()~ #(0)
= 0

entonces la trayectoria t € [0,1] — (z(t),v(f)) es una solucién a las ecuaciones de Euler-

Lagrange, por lo que podemos concluir con el siguiente teorema.

TEOREMA 1.9. Sea un sistema cerrado y conservativo en § con trayectoria x : [0, 1] —
con lagrangiano L, € C?(Q,R) estrictamente convezo. Consideremos el hamiltoniano H : £ x
R*™ — R, H(x,p) :=L(L,)(p). Entonces (z(t),z(t)) resuelve las ecuaciones del movimiento

de Lagrange si y solo si (x(t), p(t))resuelve las ecuaciones del movimiento de Hamilton, donde
p(t) = Fe(a(t), & (t)).

4. Formalismos de la mecanica en el haz de una variedad diferenciable

Un sistema mecanico puede estar definido en una variedad diferenciable M, lo que puede
interpretarse que las posiciones de dicho sistema corresponden a puntos de la variedad. Ahora,
para un punto z € M, el espacio tangente T, M es el conjunto de todas las posibles velocidades
con todas las posibles direcciones que se originan en z entonces podemos reunir todas las
velocidades de todos los puntos en el haz tangente T'M, que vamos a nombrar como espacio

de configuracion. Recordemos que en el espacio euclidiano, si  es una trayectoria en R",
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entonces el lagrangiano L es dependiente de la posicién z(t) y la velocidad @(¢). Ahora, si
nuestro espacio de posiciones es una variedad diferenciable M, es natural que pensemos que el
lagrangiano debe ser una funciéon L : TM — R diferenciable, pues T'M se puede interpretar
como todas las posibles velocidades para cada unos de los puntos en M.

Sea M una variedad diferenciable y una particula que describe una trayectoria x : [Ty, T7] —
M y ademés tenemos un Lagrangiano L : "M — R. Para facilitar los calculos, vamos a
establecer que la trayectoria x esta contenida completamente en una carta de M dada por
(U, ¢) v que tiene coordenadas (z1,...,x,). La carta (U, ) en M induce una carta (T'U, @)
en TM con coordenadas (z1,...,Tn,v1,...,v,). Usando la carta (T'U, p), el lagrangiano L

induce un lagrangiano L que define este diagrama:

(1.12) TU

La trayectoria = que estd contenida en U pude ser proyectada a TU asociando xz(t) a

T(t)ewy € TwwyM y cuyas coordenadas en la carta (TU,¢) estdn dadas por los puntos

(x1(t)....,x,(t), 21(t),. .., &,(t)). Entonces las ecuaciones de Lagrange estan dadas por
oL d oL ]
- = = i=1,...,n.
8361- dt al‘l ’ ’ ’

En el sistema mecanico dado por la trayectoria z y el lagrangiano L, elegimos la carta (U, ¢)
y podemos transformar localmente mediante la transformada de Legendre el Lagrangiano en
un Hamiltoniano H y asi reformular las ecuaciones de Lagrange en las ecuaciones de Hamilton
en la carta (U, ). Consideremos un Lagrangiano L : TM — R y una carta (TU, $) que
induce el lagrangiano L : $(TU) — R. Para cada m € U denotamos I~/¢(m)(f}) = L(p(m), D)

y vamos a pedir que Hess(L, ) tenga determinante positivo para todo m € U. Es decir, el

lagrangiano L restringido a cada una de las fibras de TU es una funcién convexa.

4.1. Transformada de Legendre en una variedad diferenciable. Dado un siste-
ma cerrado conservativo en un abierto {2 C R" con lagrangiano L : 2 X R" — R construimos
una nueva funcion H mediante la transformada de Legendre aplicada en las restricciones de L
en cada fibra de €2 x R™ y las ecuaciones de Lagrange dieron lugar a las ecuaciones de Hamil-
ton. Ahora, si nuestro sistema cerrado esta en una variedad diferenciable M, con lagrangiano
L :TM — R y ecuaciones de movimiento dadas por las ecuaciones de Lagrange, queremos
definir alguna transformacion analoga a la de Legendre, es decir alguna transformacion que a

partir del formalismo de Lagrange en T'M de origen al formalismo de Hamilton en 7M. La
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transformada de Legendre en este caso no transformara funciones diferenciable en funciones

diferenciables, si no que transformara un vector tangente de T'M en un covector en T*M.

DEFINICION 1.10. Sea un sistema cerrado conservativo en una variedad M con lagran-
giano L : TM — R. Definimos la transformada de Legendre LL : TM — T*M tal que
para v, € T,M y w, € T, M

d
LL(v,)(wy) := pr tZOL(Um + tw,)

LEMA 1.11. Consideremos x € M y un vector tangente v, € T,M. Entonces LL(v,) :

TM — R es lineal.

DEMOSTRACION. Sea (U, ¢) una carta de M alrededor de un punto z € M y v, un vector
tangente en T, M. Consideremos la carta (TU,¢) inducida por la carta (U,¢). En T, M

elijamos tres vectores v, w,, u, € T, M que en coordenadas de (T'U, ) se expresan como

- 0

Definamos los vectores en R™, v := (vy,...,v,), w := (wy,...,w,) y u = (uq,...,u,). Usando

el diagrama 1.12 tenemos que en la carta (TU, @) la transformada de Legendre de L es

(1.13) LL(vg)(w,) = 4 L(v, + tw,)

dt lt=0
d

— | Lopt
I Log™(pla), vt tw)
di -

= —| L
9 L)+ )
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Entonces dado dos escalares a y # en R tenemos que por 1.13 se cumple

oL
ov

-« <g—§<¢<x>,v>,w> +p <§—f<so<x>,v>,u>

= alLL(v,)(ws) + BLL(v,)(uy).

LL(vs) (0w, + Bus) = < (o(), v), (0w, + ﬁux)>

.

LEMA 1.12. Sea M una variedad diferenciable con lagrangiano L : TM — R diferen-
ciable. Entonces la transformada de Legendre ILL : TM — T*M es diferenciable.

DEMOSTRACION. Sea m € M y consideremos dos vectores tangentes v,,, w,, en T,, M. Dada
la carta (T'U, ¢) inducida de (U, ¢) con coordenadas (z1, ..., Zp,v1,. .., 0,), podemos expresar

U V Wy, COMO

"0 = 3}
1.14 Uy = Vi, Wy = W;—.
Definamos dos vectores en R" como v = (vy,...,v,) y w := (wy,...,w,) vy denotemos

z = p(m) de modo que en la carta (TU, §) se tiene ¢(v,,) = (z,v) ¥y ¢(wy,) = (z,w). Por la
ecuacién (1.13) tenemos
oL

(1.15) (LL) (@ (2, 0) (wm) = 5, (@v) W

Ahora, consideremos la carta (T*U, ¢*) en T*M inducida de (U, ). Usando la ecuacién (1.13)

tenemos que p*o(LL)og ! (x,v) = (=, %(:{;, v)) en o(U) x R™. Entonces como L : TM — R

es diferenciable, y en consecuencia el mapa

e(U) xR" — p(U) xR", (z,v) — (m, %(m,v))

es diferenciable, por lo que podemos concluir que LL : T'M — T*M es diferenciable. —
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Sea L : TM — R un lagrangiano en una variedad diferenciable M. Decimos que L, :
T;nM — R es estrictamente convexa si dada una carta (7U,$) en T'M inducida de una
carta (U, ) alrededor de m € M el lagrangiano local L,, : R" — R definido como L, (v) =
Lo @ (z,v) es estrictamente convexa. Sea m € M y consideremos la restriccién en la fibra
de m de la transformada de Legendre LL,, : T,,,M — T M. Por la igualdad (1.13) podemos
ver que LL,, : T, M — T» M es inyectiva si y solo si

(1.16) R" —R", v~ g—i(

x,v)
es inyectiva. Si L, es estrictamente convexa entonces por el lema (1.4) el mapa (1.16) es

inyectiva. Finalmente concluimos que LL,,es inyectiva.

DEFINICION 1.13. Sea M una variedad diferenciable con lagrangiano L : TM — R.

Decimos que L es regular si L es estrictamente convexo y LL,, : T,,, M — 1" M es biyectiva.

DEFINICION 1.14. Sea una variedad diferenciable M con L : TM — R regular. Defi-
nimos la energia del sistema E : TM — R por E(v,,) := (LL)(vy)(vy) — L(v,) donde
v € 10, M.

DEFINICION 1.15. Sea una variedad diferenciable M con lagrangiano L : TM — R
regular y energia F : TM — R. El hamiltoniano H asociado a L es una funcion H :

T*M — R definido mediante el siguiente diagrama conmutativo

(1.17) ™ 2R

w| A

"M

LEMA 2. Sea M una variedad diferenciable con energia EF : TM — R asociada al
lagrangiano L : TM — R. Dada una carta (U, ) en M que induce una carta (TU, $) en
TM se cumple E o oYz, v) = <8L" (U),U> — L,(v) para (z,v) € p(TU).

ov

DEMOSTRACION. Consideremos la carta (TU, @) v (x,v) € o(U) x R que ¢~ (z,v) €
T-1(yM. Por 1.13 tenemos que LL($ 7' (z,v)) = 31, 2= (v)da;. Siv = (v1,...,v,) en R"

i=1 du;
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se tiene que 7 (z,v) = Y1 v;3 y la energia E es

Eo¢ (z,v) = LL(@ (z,0))(¢  (z,0)) = Log ' (,v)

.

Consideremos una variedad diferenciable M con lagrangiano L : TM — R, energia
E :TM — R y hamiltoniano H : T*M — R. Consideremos una carta (U, ¢) en M que
induce una carta (TU, ) en TM y una carta (T*U, ¢*) en T*M. Definimos las funciones
locales H : (U) xR* — Ry E : ¢(U) x R mediante los siguientes diagramas conmutativos

(1.18) p(U)xR"Z=R  oU)xR"T—=R
@1 l (sO*)ll
E H
TM T*M

Dado (z,v) € ¢(U) x R* definimos H,(p) := H(z,p) y E,(v) := E(z,v), teniendo asi fun-

ciones en la fibra {z} x R™.

TEOREMA 1.16. Sea M una variedad diferenciable con carta (U, ), lagrangiano regular
L:TM — R, energia £ : TM — R y hamiltoniano H : T*M — R. Dadas las cartas
(TU, @) y (T*U,¢*) en TM y T*M respectivamente que inducen las funciones locales L y H,
se cumple que para todo (x,p) € o(U) x R", H,(p) = L(Ly)(p).

DEMOSTRACION. Consideremos el lagrangiano local L, : R" — R para z € ¢(U). Por

la ecuacién 1.3 sabemos que L(L,)(p(v)) = (p(v),v) — Ly(v) donde p(v) := %(v). Por la

ecuacion 1.13 se cumple que

¢* o (LL) o g~ (z,v) = (z,p(v)).
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Ly
v
unicidad de v esté garantizada por que LLL es biyectiva). Por el lema 2 tenemos que

Tomemos p € R™ y sea v € R" el unico vector tal que p = p(v) = (v) (la existencia y

(1.19) H(p(v)) = Ho

.

Entonces, dado un sistema en una variedad diferenciable M donde hay un lagrangiano
L : TM — R regular, la transformada de Legendre LL : TM — T*M permite calcular
la energia £ : TM — R mediante la férmula E(v,) = LL(v;)(vy) — L(v,) y mediante
el diagrama 1.17 definimos el hamiltoniano H : T*M — R teniendo asi que H(p,) =
FE o (LL)"'(p,). Por el teorema 1.16 encontramos que en una carta (U, ) el hamiltoniano
local en la carta (TU,¢*) tiene la forma H(x,p) = (LL,)(p), donde LL, : R* — R y con
este resultado se establece la relacion entre la transformada de Legendre LL : TM — T*M

y la transformada de Legendre usual.

Consideremos un sistema cerrado conservativo en M con lagrangiano L : TM — R y una
trayectoria  : [0,1] — M que da lugar a una curva dada por v : [0, 1] — T'M v(t) := @(t)
en TpyM y a su vez, describe una trayectoria p : [0,1] — T*M como p(t) := LL(v(t)) en
Ty M. En una carta (TU, ) de TM con coordenadas (z1,...,Z,,v1,...,v,) inducida por

una carta (U, ¢) se cumplen las ecuaciones de Lagrange del movimiento dadas por

O o) - 42 (o) =0 i=1,..n

Ahora, consideremos el hamiltoniano H : T*M — R, que en la curva p : [0,1] — T*M
cumple H(p(t)) = (L[Zw(x(t)))(gé(v(t)) en la carta (U, ) y segin los resultados de la seccién

anterior, tenemos que en las coordenadas (z1,...,%,,p1,...,Py) se cumplen las ecuaciones
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de Hamilton del movimiento

B0 = ~SoEe0).

B = S E0)

coni=1,...,n.

Consideremos una variedad riemanniana con la conexién de Levi- Civita (M, g, V). Una
geodésica es una curva v : [0, 1] — M tal que V4 = 0. En una carta (U, ¢) con coordenadas
: d d .
(xl, ey Tp) Y dados los campos vectoriales 9z ¥ B podemos expresar la conexion como
=>.T y llamamos F ; simbolos de Christoffel. A continuacién mostraremos un
8:(:1 k l 2J 8:(:

teorema que da una ecuacién que cumplen las geodésicas y la demostracion puede encontrarse
en [4]

TEOREMA 1.17. Sea (M, g,V) una variedad riemanniana y v : [0,1] — M una curva

tal que v estd contenida en una carta (U, ). Si V5 = 0 entonces en la carta (U, @)

Fi + Z Lt A =

Consideremos un sistema cerrado y conservativo en una variedad riemanniana (M, g, V)
donde hay una trayectoria x : [0,1] — M. Supongamos que el sistema no tiene energia
potencial, es decir U : M — R es nula para cada x € M, por lo que el lagrangiano es la
energia cinética. L : TM — R estaria dado por L(v,) = Fg(vs,v,), donde g(v,,v,) es la

velocidad del vector en z. Sea (U, ¢) una carta de M donde z(]0,1]) NU es no vacio. En esta

carta, oo (#(1), #(8)) = 0, g (2(0)) e,

0 Y (1)
8:1;2__2 n £ (0

d 9L
y dt 0,

oL
o % (Z G+ giuiu)
1] v
d OL 0 " .
Eﬁxl - % ( glu .7 + Z a $]$z/ + Zguzwu + Zg”,x,/> .
1]

Calculamos y obtenemos
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En la primera suma de la segunda igualdad cambiamos j por v y en la segunda suma por p,

de donde obtenemos

oL doL m g4 00 Oguw\ .
dt O ) <_Z<8xl: + oz, B 8;;) Luly = Qngxu>-

8:1:,-
uv

De las ecuaciones de Lagrange obtenemos la igualdad
agm @gw &cmy)
i — =0.
S 33 (% o

Denotamos como (¢g**) a la matriz inversa de (g;,). Por la igualdad anterior, tenemos que

Zgﬂ <Z Omilh + = Z (agm 0giv _ %g;l/>$u$l/)

Zy,

k=1 i=1

o i
= I+ E I’W:L‘ny
17

donde en la igualdad anterior, I'/,,

=227 gzkwa( Z ﬂ@ij*

891'1/ _

agiz/ 89;w .o
oz, axi>x“””>

9guv

) son los simbolos de Chris-

= 0. ; Que
concluimos de este resultado? Si x es una trayectoria en un sistema conservativo y cerrado

2 Zz] g <agM + Be, T 0w
toffel, de forma que obtenemos la ecuacién de la geodésica &; + > » Ffww'ux'l,
dado por una variedad riemanniana que en (U, ) cumple con las ecuaciones de Lagrange,
entonces localmente cumple con las ecuaciones de la geodésica. Esto prueba que las ecua-
ciones de Lagrange en (M, g,V) con lagrangiano L(v,) = % g(ve,v,) son equivalentes a las
ecuaciones de la geodésica, es decir que equivale al resultado clasico de que las geodésicas

son puntos criticos de la energia. Esto se puede verificar en [4].

Como ejemplo més concreto vamos a calcular las ecuaciones de Hamilton para la esfera

S?. Tomemos en S? las cartas formadas por las parametrizaciones en coordenadas polares

(0, p) = (Jo—m, Jo+m) x
la métrica g inducida de R? dada por

= 8_¢ (9_¢ = cos?

99 Gy = 0
B e
Yoo = I\ 0y 0p

= Uﬂ% + v(p% un vector tangente en T,S* donde x = 9~ 1(1J, ) el lagrangiano

(cos v cos @, sen ¥ cos @, sen ) con (9, @) € (=%, %). Consideremos

Dado v,

en T'S? estd dado como L(v,) = % (cos®()vj + v2) . En estas coordenadas tenemos que el
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lagrangiano L = L o ¢y~ ! esta dado por
- m

L((ﬁv 90)7 (Uﬁa ng)) = E (COSQ(SO)Ug + 'UZ)
Por la seccién anterior sabemos que el hamiltoniano en coordenadas locales estda dado por
la transformada de Legendre H((¥,¢), (ps,p,)) = (LL)((ps,p,)) donde H = Hop* 'y
tenemos que

oL ;
(1.20) po((vo,vy)) = a—vﬁ((ﬁ,w),(vﬂ’%)) = muy cos” @,

oL

pol(00,0)) = (0, (va, ) = v,
©

despejamos las velocidades de las ecuaciones anteriores y tenemos que

1
1.21 = ——
( ) Uy M cos? gppﬁ
1
Vp = Epso

Calculamos el hamiltoniano en coordenadas polares tenemos

H((9, ), (pﬂapeo)) = <(p19,p<p), (W(pﬂvpsa)v Uw(pﬁva)» — L((Y, 9), (U19<p197p§0)’ Ugo(pﬂapsa))

(1.22) Lo L, m ) 1 ? (1 2
: = — —p; — — | cos _— —
m cos? <,0p’9 mPe P\ m cos? gopﬁ m’e

1 1 9
= om (mm +p<p) :
Por las igualdades (1.21) y (1.20) tenemos que la transformada de Legendre LL : T(S? \
{(0,0,1)}) — T*(S? \ {(0,0,1)}) es una biyeccién. Consideremos una curva diferenciable
r:[0,1] — S*\ {(0,0,1)} que es solucién a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Bajo las
cartas (U, ) de S* y (T*U,¢*) de T*S? obtenemos una trayectoria (9(t), o(t), ps(t), p,(t)) =

(v* o (LL))(7(t)) que satisface las ecuaciones de Hamilton de movimiento dadas por

Bolt) =~ 900, 9(0) pa(t) (1) =0
) = =G 0, l0).palt) ) =
Por otro lado tenemos que las trayectorias estan dadas por
) = G, et (0) = A
G0 = GO0, p(0) 22002, (0) = (D)
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Obtenemos de esta forma las ecuaciones del movimiento de un sistema con espacio de con-
figuracién de T*S%. En el capitulo 4, vamos a estudiar cuales son las propiedades dindmicas
de estos sistemas, es decir, como son las trayectorias del sistema, describir si hay cantidades
conservadas, primeras integrales, etc. También nos centraremos en estudiar las simetrias del

sistema bajo rotaciones del grupo SO(3).



Capitulo 2

Sistema hamiltoniano en el haz cotangente

Las cantidades conservadas son unos de los objetos que resultan ser ttiles en el estu-
dio de los sistemas hamiltonianos. Una cantidad conservada de un sistema hamiltoniano es
aquella magnitud que se conserva en las trayectorias que describen el sistema. El objetivo
principal en esta seccion es definir que es una cantidad conservada sobre un sistema hamil-
toniano (M, w, H), donde (M,w) es una variedad simpléctica y tratar de interpretar fisica y

geométricamente su significado.

1. Sistema hamiltoniano conservativo

En esta seccion vamos a estudiar las cantidades conservadas de un sistema hamiltoniano
e introduciremos un concepto de gran importancia en la mecanica que es el de primera
integral. Un sistema hamiltoniano consiste en una variedad simpléctica (M, w) y una funcién

diferenciable H : M — R. Vamos a denotar el sistema hamiltoniano como (M,w, H).

DEFINICION 2.1. Una forma simpléctica en una variedad M de dimensién 2n es una 2-

forma w diferenciable cerrada y no degenerada. El par (M, w) es llamado variedad simpléctica.

Consideremos un sistema hamiltoniano (M,w, H) y los espacios TM y T*M. Parap € M
definamos la transformaciéon 7' : TM — T*M como v, — wy(vy, -). Consideremos v, € T,M
tal que T'(v,) = w(vy,) = 0, por lo que la no degeneracién de w implica que v, = 0 que
nos permite concluir que dada la restriccion T'|g,ar : T,M — Ty M se tiene que ker(7T'|z,)
es trivial para todo p € M. Como en todo p € M tanto T, M como Ty M tienen la misma
dimensién se concluye que 1|7, : T,M — T, » M es un isomorfismo. Ahora, consideremos
el hamiltoniano H : M — R y la 1-forma dH en M. Dado p € M, existe un vector z(p) en
T,M tal que para todo & € T,,M se tiene w,(z(p),&) = dH,(§). Entonces podemos concluir
que el campo vectorial Xy definido por Xy (p) = z(p) cumple que w(Xy(p), &) = dH,(§) para

todo p € M por lo que ix,w = dH. Estas conclusiones dan sentido a la siguiente definicion.

DEFINICION 2.2. Dado un sistema hamiltoniano (M, w, H) donde (M,w) es una variedad
simpléctica y H : M — R es una funcién diferenciable. El campo vectorial Xy en M que
cumple la igualdad ix,w = dH es llamado campo vectorial asociado al hamiltoniano H.

29
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DEFINICION 2.3. Consideremos un sistema hamiltoniano (M,w, H). Sea H un hamilto-
niano que tiene un campo vectorial asociado Xg. Una funcién f : M — R es una primera

integral si es constante en el flujo de Xg.

El hecho que una funcién f sea constante bajo el flujo de ¢; de Xy, implica que %( fo
©¢(p)) = 0 para todo t. En un sistema hamiltoniano (M, w, H) existe al menos una primera

integral, que es el propio hamiltoniano H. Esto lo podemos verificar en el siguiente teorema

TEOREMA 2.4. Sea (M,w, H) un sistema hamiltoniano. Dado el campo vectorial asociado

Xy, entonces H se conserva a lo largo del flujo de Xy

DEMOSTRACION. Consideremos un punto p € My ¢ : I, x D, — M el flujo local de Xy
alrededor de p, donde A, es un abierto en M y I, abierto. Calculamos % (H o ¢,(p)) para t

y obtenemos

L Hop)p) = dH(Xu(op))

dt
= w(Xu(ep)), Xu(ei(p))
= 0

Obtenemos entonces que %(H o p)(p) = 0, por lo que el hamiltoniano H es constante en el

ﬂujo. 1

Consideremos el hamiltoniano del sistema H : M — R y ¢ € R un valor regular de H.
Sabemos que H~'(c) es una subvariedad diferenciable de M. Consideremos p € H'(c), y el
flujo alrededor de p, ¢ : I x D, — M, por lo que tenemos que H(y:(p)) = H(p) = ¢ por ser
H primera integral, de donde podemos concluir que o;(p) € H~!(c). Entonces la subvariedad

H~!(c) es invariante bajo el flujo de Xg.

Sea € un abierto en R" y el espacio 2 x R™ con coordenadas (z1, . .., Ty, p1, .., ps) dotado
con la forma simplécticaw = > | dx; Adp;. Consideremos un hamiltoniano H : QxR" — R
y el campo vectorial asociado a H dado por Xpy. En las coordenadas de 2 x R™ tenemos
que Xy = ZXia%i + Pia%’ donde X;, P; : 2 x R" — R son funciones diferenciables.

Por definiciéon de Xy, tenemos ix,w = dH, entonces para los campos vectoriales % y %,

i=1,...nsecumpleix,w(:>) =dH(:>)y Z'XHW(Q%.) = dH(%). Calculando ambos lados

7 2 7 7
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de las igualdades anteriores por separado tenemos

0 OH
0 OH
H =
d <8pi) apz"
, 0
txyW (8_%@) = —F,

_ 0
Ix W (a—pl) = X,

De estas igualdades obtenemos que para (z,p) € Q x R" y el hamiltoniano H con campo

vectorial asociado, Xy = > Xia%i + Pia%i obtenemos el sistema de ecuaciones
o0H
(2.1) X, = ,
Op;
OH
P o= -
(91:1-

Consideremos el campo vectorial Xy su flujo en (z,p) dado por ¢ : I x D — Q x R",
oi((z,p)) = (z(t),p(t)), donde D es un entorno de (z,p) . Entonces Xy((z(t),p(t))) =
> xi(t)a%i(az(t),p(t)) —i—pi(t)a%(:z:(t),p(t)) y usando las ecuaciones de (2.1) obtenemos que el

flujo cumple con las ecuaciones de Hamilton

OH

(22) ) = S Gal0).pl0)
pe) = 2 (), ple)

Entonces el flujo del campo vectorial Xy es equivalente a las soluciones de las ecuaciones
de Hamilton. Este modelo de las ecuaciones de Hamilton en el espacio euclidiano motiva
a investigar si es posible formular el formalismo de Hamilton en el haz cotangente de una
variedad M. Para esto, debemos de construir una 2-forma en T*M similar a la dos forma
en {2 x R™ y definir un hamiltoniano sobre T*M que de lugar a un campo vectorial Xy en
I(T(T*M)) que cumpla iy, w = dH.

Consideremos una variedad simpléctica y un sistema hamiltoniano (M, w, H). Elijamos
un punto p € M y segun el teorema de Darboux, existe una carta (U, ¢) alrededor de p con

coordenadas (z1, ..., Ty, D1, -.,Pn) tal que la forma simpléctica w se escribe como

w = i dx; N\ dp;.
i=1
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Si Xy es el campo vectorial asociado al hamiltoniano H que en las coordenadas de Darboux

)

se escribe como Xy = > 1" X5+
k2

+ Piaip» y siguiendo las ecuaciones (2.1), tenemos que se

satisfacen las ecuaciones

OH
2. X, =
(2:3) ' Op;
OH
p o= ——.
‘ 83&2

Ahora consideremos otro ejemplo de una cantidad conservada. Consideremos un sistema
(M,w, H) donde el hamiltoniano H(z1,...,Tp,p1,. .. pn) = H o @0 (21, .., Zn, D1y - - Pn)

en las coordenadas de Darboux (U, ¢) es independiente de una coordenada z; para cierto i

entonces %(m, p) = 0. Consideremos el flujo ¢; definido en (a, b) del campo vectorial Xy que
en las coordenadas de Darboux se ve como (x(t),p(t)) = (x1(t),...,zu(t),p1(t),. .., Du(t))

y por las ecuaciones (2.2) tenemos que p;(t) = 22 (x(t),y(t)) = 0. Entonces, tenemos que

pi(t) = 0 para todo t € (a,b), por lo que p;(t) es constante en todo el intervalo (a, b). Entonces
hemos encontrado una primera integral del movimiento por el hecho que el hamiltoniano sea

constante en cierta coordenada.

2. Forma simpléctica en el haz cotangente

Consideremos M una variedad diferenciable y (T*M, 7, M,R™) el haz cotangente con
base M, fibra R" y proyeccion 7 : T*M — M, o, — p para oy, € Ty M. Establecemos la
proyeccién dr : T(T*M) — T M como w,, & dm(wa, ). Dados oy, € TXM y v, € To, (T*M)

definimos
90‘? (Uap) = Oép(d’/r(vap))

Obtenemos una aplicacién diferenciable 6 : T*M — T*(T*M) tal que 0,, € T, (T*M), es

decir 0 € T'(T*(T*M)). Esta 1-forma la llamaremos forma canénica del haz cotangente.

Sea f : M — N una funcién diferenciable. Dada una 1-forma a € Q'(N), recordamos el
pullback (f*«)(v) = a(df(v)) para todo v € T,M. Como todas las aplicaciones son diferen-
ciables y awodf : T,M — R es lineal para todo p € M, tenemos que el pullback f*a define
una 1-forma diferenciable en M. Dado f* : T*N — T*M, tenemos que si ay,) € T;(p)N ,



2. FORMA SIMPLECTICA EN EL HAZ COTANGENTE 33

entonces tenemos un covector f*(ay(y) € T, M, por lo que el siguiente diagrama es conmu-

tativo

M <l TN |

M — N
Sif: M — M es un difeomorfismo, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

(2.4) M L

M———- M
f71
Consideremos el difeomorfismo f : M — M y el levantamiento f* : T*M — T*M. Dada

una 1-forma w € T*M calculamos (f~1)* o f*(w), y obtenemos

() of(w = (fofw
= id*w

= W

De forma anéloga se puede probar que f*o (f~1)* = id. De esto concluimos que si f : M —
M es un difeomorfismo entonces f* : T*M — T*M es biyectiva con inversa (f*)~!
(fH* Dado f : M — M el pullback f* : T*M — T*M induce otro levantamiento
(f) :TY(T*M) — T*(T*M).

PROPOSICION 2.5. Sea f : M — M wun difeomorfismo. Entonces la transformacion
f*:T*M — T*M preserva la 1-forma 0, es decir (f*)*0 = 6.

DEMOSTRACION. Sea v, € Ty M. Tenemos entonces 0,, € Ty (1" M) y para v, € Ty, (T M)

((F) 0oy (va,) = Opr(a) (A7) (va,))
= (f(ap)(drm o d(f")(va,))
= ([ (ep))(d(m o [7)(vay,))-
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Siguiendo el diagrama conmutativo 2.4 tenemos que
(f*(ap))(d(mo f*)(va,)) = (f(ep)(d(f~" o m)(va,))
= ap(df(df " o dm(va,))
= ap(dm(va,))
= 04, (Va,)

Podemos concluir entonces que (f*)*0 =6. —

PROPOSICION 2.6. Consideremos M una variedad diferenciable y a T*M con la forma
canonica 0. Dada una 1-forma 5 : M — T*M y el pullback p* : T*(T*M) — T*M se
cumple que %0 = (.

DEMOSTRACION. Sea v, € T,M. Calculamos (5*6),(v,)
(B 0)p(vp) = O5(dBy(vy))
= Bpldr(dp(vp)))
= Bpld(mo B)(vy)).

El siguiente diagrama conmutativo permite verificar que (7 o 5)(p) = id(p)

Mo

N

M

Entonces

Bp(d(mo B)(vp)) = By(d(id)(vp))
= Bp(vp).

Podemos concluir entonces que 50 = 3.

Consideremos una carta (U, ¢) en M con coordenadas (xy,...,z,) y la carta (T*U, ¢*)
en T*M con coordenadas (z1,...,Tpn,P1,...,Pn). Vamos a calcular la 1-forma canénica 6 :
T*M — T*(T*M) en las coordenadas de la carta (T*U, ¢*) . Sea a,,, € T M tal que (o) =
m y que en coordenadas (x1,...,%,) se expresa como « = y ., p;dx;. Consideremos v €

T, (T*M) escrito como v,,, = Y i, Uiaixi +wia% y como 7o (¢*) N x1, ..., Tp, p1,y .o P0) =
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)
Opi

o Y(x1,...,2,) podemos ver que dﬂ'({%i) = % y dm(=) = 0. Calculamos 0, (v,,)

(2.5) O, (V) = ap(dr(v,,))

=1

donde dr(v,,,) = i, viz—. Podemos concluir entonces que en las coordenadas de la carta

(T*U, ¢*) la forma canénica 6 estd dada por
0 = prdxy + -+ - + ppday,.
DEFINICION 2.7. Sea M una variedad diferenciable y (T*M,6) el haz cotangente con la
1-forma canoénica. Definimos la 2-forma w = —d#.
En la carta (T*U, ¢*) podemos verificar que la 2-forma w tiene la forma

w = —db

= —d (i Pid%)
=1
i=1

= Zn: dx; N\ dp;.
i=1

Entonces dada una variedad diferenciable M construimos una 1-forma 6 en T*M que da
lugar a una 2-forma w = —df y que en coordenadas tiene la forma Y |, dz; A dp;. En [2] y

en [1] puede consultarse para verificar que en efecto w es una 2-forma simpléctica.

2.1. Ecuaciones del movimiento en el haz cotangente. Recordemos que el haz
cotangente T*M proviene de la formulacion hamiltoniana de la mecanica, pues es el espacio
fase del sistema mecanico en M. En T*M construimos una 1-forma 6, llamada la forma
canénica, de donde se deriva la forma simpléctica w. Tomemos una carta (7*U, ¢*) en T*M

con coordenadas (z1,...,%,,p1,...,pn) de donde sabfamos que la forma simpléctica se ve
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como
n
w = Z dx; N dp;.
i=1
Consideremos un hamiltoniano H : T*M — R y Xy el campo vectorial asociado a H me-
diante la relacién ix,w = dH. En las coordenadas anteriores, expresamos el campo vectorial

Xy y la 1-forma dH como

- 0 0
Xp = Y Xz + Vi,
" ZZ:; Ox; * 8291
"\ OH H
dH = _('3 dx; + _(9 dp;.
i1 Ox; opi

En esta misma carta (T*U, ¢*) vamos a expresar la igualdad ix,w = dH desarrollando cada
lado de la igualdad. Primero, calculamos iy, w:
ixgw=> Xidp; — Yida;.
i=1
Entonces, para que la igualdad ix,w = dH sea vélida, se tienen que satisfacer este sistema

de ecuaciones para todo punto 7T*U

oH

2. - _Y.
oH
— = X;.
78}%

Anélogamente a la seccién anterior, vamos a calcular las ecuaciones diferenciales que
determinan el flujo del campo vectorial Xpy. Ahora sea el sistema hamiltoniano (M,w, H)
donde Xy el campo vectorial asociado a H con flujo v : 1,, x D,, — T*Mcon I,
abierto en R. Consideremos una carta (T*U,¢*) en T*M y bajo esta carta ¢*(¢(t)) =
(1(t), ... 20 (), p1(t), - .., pu(t)). Considerando que ¥ (t) = (p*) 1 (x(t), p(t)) con (z(t), p(t)) =
(x1(t), ..., xn(t), p1(t), ..., pu(t)) entonces a lo largo del flujo ¢ el campo vectorial X g estéd da-
do por

Xl a0 00) = 3 (0 + 0 ).
i1 Ox; Op;

Usando el sistema de ecuaciones (2.6) tenemos que se cumplen las ecuaciones

B(O) = G (alt).pl0)
B0 = ~S (o) p(0)
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Como en la seccién anterior el flujo de Xy estd determinado por las ecuaciones de Ha-
milton.La formulacion fisica de las ecuaciones de Hamilton que se basa en el principio de la
minima accién puede encontrarse en [5]. Para profundizar mas en la cuestién simpléctica del

formalismo hamiltoniano revisar [1,10,11].






Capitulo 3

Sistemas mecanicos con simetria

En el estudio de un sistema mecéanico con hamiltoniano H, una de las propiedades que
pueden resultar de mucha utilidad es la simetria del sistema. Por simetria nos referimos a que
bajo una cierta ”transformacion del sistema”, el hamiltoniano H se preserva. Ahora, sabemos
que una variedad simpléctica (M,w) puede ser usada como un espacio fase de un sistema
con hamiltoniano H € C*(M) y el concepto de transformacién puede ser formalizado con la

accion de un grupo de Lie sobre M.

1. Accién de un grupo de Lie sobre una variedad simpléctica

DEFINICION 3.1. Sea M una variedad diferenciable y G un grupo de Lie. Una accién por
la izquierda de G en M es una transformacién G x M — M, (g, p) — gp diferenciable que

cumple las siguiente propiedades

1. Para todo p € M, ep = p, donde ¢ es el neutro de G.
2. Para todo h,g € G y todo p € M, g(hp) = (gh)p

Observemos que en la definiciéon anterior, el grupo de Lie esta actuando por la izquierda
sobre la variedad M, pero de igual forma se puede definir una acciéon derecha de G en M
teniendo especial cuidado en como se define cada una de las acciones. Para g € GG definimos
la traslacion izquierda L, : M — M cuando G actia por la izquierda en M y cuando actia
por la derecha sobre M definimos la traslacién por la derecha como R, : M — M p — pg.
Para la siguiente definicion necesitamos el mapa exponencial en un grupo de Lie que puede
ser consultado en la seccion 4 del apéndice y también puede consultarse la definicion del

operador adjunto de un grupo de Lie.

DEFINICION 3.2. Sea G x M — M una accién de un grupo de Lie G en M. Dado un
vector tangente £ € g = T.G, definimos el campo vectorial en M infinitamente generado por

&, el cual denotaremos por X, como
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TEOREMA 3.3. Sea Ad : G — Aut(g) el operador adjunto en G. Entonces para cada
g€ G y&egtenemos que Xpg,e = dLg(Xe).

DEMOSTRACION. Solo debemos de manipular la definicién de Xq,¢(p) para p € M y asf ob-

tener
d
Xage(p) = EL:OLexp(tAdgg)p
= a t:oLgeXp(tg)Lg_lp

— () (5], e91©)) (L o)
= (dLy)(Xe(g™'p))-

Concluimos entonces que Xaq,e = dLg(Xe¢).

TEOREMA 3.4. Sean n y & vectores en g de un grupo de Lie G que actia en M. Entonces
Kiem) = —[Xe, Xil.

DEMOSTRACION. La demostracién se basa en el teorema anterior. Consideremos el flujo
en G dado por exp(tn). Por el teorema anterior, tenemos que X Adaxp(ené = d Lexp (i) (Xe)-

Derivamos ambos miembros de la igualdad anterior en ¢ = 0 para obtener del lado derecho

*

exp(tn)
hecho que %|t:0Adexp(tn)§ = [n, &], entonces

d

de la igualdad £|,—oL Xe = —[X,), X¢]. Del otro lado de la ecuacidn, si consideramos el

d

o (ALowan(Xe) () = im0 Xadune(®)
= Xy
de donde podemos concluir que X, = —[X¢, X;].

DEFINICION 3.5. Sea (M, w) una variedad simpléctica y G un grupo de Lie que actua en

M. Decimos que la accion es simpléctica si para todo g € G se cumple Liw = w.

La idea que debemos de entender detras de esta definicién es de preservar la forma
simpléctica a lo largo de la érbita de cada uno de los puntos de M. Entonces lo que nos
interesa es saber cuando una accién de un grupo de Lie deja invariante la forma simpléctica

a lo largo de las orbitas en M.

Como ejemplo, consideremos la esfera S? encajada en R? con la forma simpléctica w

definida como la forma de volumen w,(u,v) = det(p,u,v) donde p € $* y u,v € T,S*
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Vamos a verificar que dado A € SO(3) y la accién Ly : S* — S?, la forma simpléctica
w se preserva en las érbitas de A, es decir L w = w. Para esto, debemos considerar que
det(p,u,v) = (p,u x v), que dLy = Ay que SO(3) es un grupo de isometrias, es decir
(Au, Av) = (u,v) para u,v € R®. Entonces dados u,v € T,S* C R? tenemos que

(Law)p(u,v) = wap((dLa)p(u), (dLa)p(v))
= wap(Au, Av)
= (Ap, Au x Av)
— (Ap, Aux )

= (p,u xv)

= wp(u,v).

Entonces concluimos que para cualquier matriz A € SO(3) se cumple Lw = w y por lo
tanto SO(3) x S? — S? es una accién simpléctica. En [1] [11] pueden encontrarse diferentes

ejemplos y en particular la accién de S? sobre la esfera.

2. Mapeo momento de sistemas con simetria

Los sistemas mecanicos con simetria resultaron de gran importancia debido a las propie-
dades conservativas que tienen. Un objeto de gran importancia en el estudio de los sistemas
mecanicos con simetrias es el mapeo momento. La palabra mapeo se refiere a que hay una
correspondencia entre dos objetos y momento tiene origen en el momento (angular) utilizada
en la mecdnica clasica. Siendo asi, el mapeo momento es un intento de generalizar en una
variedad simpléctica el momento angular, y la utilidad de que la variedad sea simpléctica es

que podemos formular las ecuaciones de Hamilton del movimiento.

DEFINICION 3.6. Consideremos (M, w) una variedad simpléctica en donde actiia un grupo
de Lie G de forma simpléctica. Un mapeo momento J es una transformacion J : M — g*
tal que para § € g la funcién Jg : M — R definida con la igualdad

ng = ngw
donde Je¢(p) = J(p)(§).

Consideremos la igualdad dJe = ix.w. Como X, es el campo vectorial asociado a Jg,
por definicién cumple con la igualdad dJ; = ix e Usando la primera igualdad tenemos
que ix.w = (dJe), = ixjgw. Entonces como w es no degenerada, podemos concluir que

X = Xe¢. Es decir, si J es un mapeo momento, entonces para cada § € g se tiene que X¢ es
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el campo vectorial hamiltoniano asociado a la funcién Je. Ahora, supongamos que tenemos
J: M — g* tal que para cada 7 € g se cumple X; = X,. El campo vectorial hamiltoniano
X, cumple la igualdad dJ; = ix, w por definicién de campo vectorial asociado y entonces

dJ. =ix w. Es decir, J es un mapeo momento.

DEFINICION 3.7. Sea un sistema hamiltoniano (M,w, H) y una accién G x M — M de
un grupo de Lie G. Decimos que el Hamiltoniano H : M — R es simétrico si para todo
g € G secumple LyH = H.

TEOREMA 3.8. Sea (M,w) una variedad simpléctica donde actia un grupo de Lie G de
forma simpléctica. Supongamos que H es simétrico respecto a la accion de G. Para cada

€ € g la funcion Je € C*(M) es una primera integral del campo vectorial asociado a H.

DEMOSTRACION. Denotemos por ¢; : I x D — M el flujo de Xy donde Xy es el campo
vectorial asociado a H. Evaluamos el mapeo momento J en la trayectoria ¢; y veremos que

es constante: elegimos un vector ¢ en g y calculamos %(Jg o p)(p):

D ow)p) = dl(Xu()

dt
= (ixw)(Xu(p))
= w(Xe(p), Xnu(p)).

Ahora, de la dltima igualdad podemos ver que w,(X¢(p), Xu(p)) = dH (Xe(p)) pero, dH(X¢(p)) =
4 |,—oH (exp(t€)p), pero como H es invariante bajo la accién de G en (M,w) podemos concluir

que %]tZOH(exp(tf)p) = 0. De esta forma llegamos a que %(Jg op)(p) =0 C!

Consideremos el mapeo momento J : M — g* de una acciéon simpléctica de G en
(M,w). Consideremos dos vectores tangentes &, 7 € g y tomemos las funciones Je y J;.

Vamos a calcular d(J¢ ;) y ver que relacién tienen con Je y J;. Primero tenemos

d(J[Tﬂ) = iX[T,g]UJ
= XX W
= Lxg(iXTu}) — Z.XT(LXQW)
donde la tltima igualdad viene le hecho que para ijxyjo = Lx(iya) — iy(Lxa) (ver la

ecuaciéon (2) en la seccién 3 del apéndice). Como la accién de G en (M, w) es simpléctica,

quiere decir que w es invariante, por lo que Lx,w = 0. Tenemos entonces que d(Jier) =
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Ly ix,w. Por definicién de mapeo momento, iy w = d.J;, de donde obtenemos que

dJig = Ly.dJ,
= d(Lx.J:)
= d(dJ;(Xe))
= dw(Xr, X))

Recordemos la definicién el corchete de Poisson de funciones diferenciables en (M, w) dada por
{f,9} = w(Xy, Xy) con f, g funciones diferenciables y X, X, campos vectoriales asociados en
M (ver seccién 5 del apéndice). Considerando que {.J;, J¢} = w(X,,, X;,) y por las ecuaciones
(3.1) y (3.1) se tiene que la igualdad dJi ) = d{J¢, J-}. Esta relacion implica que {J¢, J:} y
Ji¢,r son funciones diferenciable en M difieren de una constante. Cabe preguntarnos entonces,

.Bajo que condiciones esta constante es cero?

DEFINICION 3.9. Sea (M,w) con accién simpléctica de Gy con mapeo momento J.

Decimos que J es Ad-equivariante si el siguiente diagrama conmuta

Lg
M — M .

* *
T

Esto significa que para todo g € G tenemos J(L,p) = Ad;_l(J (p)). Podemos decir que
la equivarianza mide la compatibilidad de simetria del mapeo momento J : M — g* del

sistema.

TEOREMA 3.10. Sea G un grupo de Lie que actia en (M,w) de forma simpléctica y
J: M — g un mapeo momento que es Ad-equivariante. Entonces para cualesquiera &, 7 € g

se cumple Ji 1 = {Je, J7 }.

DEMOSTRACION. Consideremos el mapeo momento J : M — g* que por definicién para
peMyé&eg, J(p) = J(p)(§). Consideremos v, € T,M y una curva v : (a,b) — M, tal

que v(0) =p y L]—ov(t) = v,. Tenemos que

(3.) (@) = o] ()

p =0
RONE

= (dJ(vp))(E)-
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Ahora, consideremos un vector 7 en g y calculamos en p € M el corchete de Poisson de Jg y

J,, usando la ecuacién (3.1) se tiene:

(3.2) {Je, Jn}(p) = w(Xy(p), X5, (p))
dJe)p(Xy(p))
dJ(X,(p)))(E)-

—~ o~

Por otro lado, sabemos [, 7] = ad¢(n), entonces tenemos que

(3.3) Jen(p) = J(@)([&n])
= J(p)((ade(n))
= (adzJ(p))(n).

Consideremos el flujo de X¢ dado por ¢¢(t) = exp(t£). Como el mapeo momento es Ad
equivariante, entonces Adg. 4 J(p) = J(exp(t§)p). Calculamos la derivada en t = 0 y
obtenemos d.J(X¢(p)) = —ad¢J(p). Esto implica que para cualquier 1 en g, tenemos que
(dJ(Xe(p)))(n) = (—adgJ(p))(n) que implica por las ecuaciones (3.2) y (3.3) que para todo

p €M, {Je, Jy}(p) = Jiem(p)-

3. Mapeo momento candnico en el haz cotangente

En una variedad simpléctica definimos una accion de un grupo de Lie, por ejemplo la
accién de SO(3) sobre la esfera S? con la forma simpléctica w dada por la forma de volumen.
En general, dada una variedad diferenciable M, sabemos que el haz cotagente T* M tiene una
estructura simpléctica dada por la 2-forma w = —d6f. Entonces si un grupo de Lie GG actua
en M ;serd posible levantar la accion de G en M a una accién de G en T*M?7, mas aun,
Serd esta accién una acciéon simpléctica?. Consideremos la accién Gx M — M, (g, p) — gp.
Primero vamos a definir la acciéon G x T*M — T*M como Egap = Ly, que es la forma

mas natural de definir. Vamos a verificar que en efecto es una accion:

1. Tomamos e es el elemento neutro y para oo € T* M, Lea = Lia = a.

2. Para g, h € G calculamos
Ly(Lna) = Ly(Lja)
= (LnolLy)a

= thOé.
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Usando las conclusiones 1 y 2 podemos ver que la accién G x T*M — T*M dada por
f)g () :== L} es una accion por la derecha. Ahora, definimos la accién izquierda f/ga = L;_la.

Entonces para g, h € G tenemos

LgoLya = Li (L)
= (Lh—l o Lg—1)*0é
= Lign-a

= Lghoz.

En T*M tenemos la 1-forma candnica 6 (definida en el capitulo 2) que da lugar a la forma
simpléctica w. La transformacién L, es un difeomorfismo en M. Siguiendo la proposicién 2.4,
podemos concluir que ig preserva 6 para todo g € GG, es decir, E;H =¢. Como w = —df y el

pullback conmuta con el diferencial tenemos que
Liw = L,(—df)

= —d(L:9)

= —dbf

= w.
Supongamos que (M, w) es una variedad simpléctica donde actiia un grupo de Lie G de forma
que w = —df# donde 6 es la 1-forma 6 es invariante bajo la accién de G. Definimos el mapa
J: M — g* como J(p)(7) = 6(X,(p)) con 7 € g. Vamos a verificar que este mapa es en

efecto un mapeo momento: para cualquier 7 en g definimos J;(p) = J(p)(7) y calculamos
dJ. usando la férmula de Cartan C14

dJ, = d(ix.0)

— Ly —ix.df
= —ix,(d0)
= iXTw,

Entonces J es un mapeo momento de la accién definida.

TEOREMA 3.11. Sea (M,w) una variedad simpléctica donde w = —df y donde actia un
grupo de Lie G que preserva la foma 6. Entonces el mapa J : M — g* definido como

J(p)(1) =ix.0(p) es un mapeo momento.

Estamos interesados en el estudio del mapeo momento sobre el haz cotangente de una

variedad diferenciable. Usamos la construccién anterior para dar un mapeo momento a la
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variedad (7% M,w). Entonces, el mapeo momento de la accién de G en (T M, w) esta definido
como J(a)(v) = (ix,0)(a). El siguiente teorema permite saber explicitamente como es el

mapeo momento de una accién de un grupo de Lie G en (T*M,w).

TEOREMA 3.12. Sea G x M — M vy consideremos (T*M,w), donde w = —df y 0 :
T*M — T*(T*M) es la 1-forma candnica. Entonces, dado £ € g y Xg, el campo vectorial
generado por § en M y oy, € Ty M se cumple la igualdad J(oy)(§) = o, (Xe(p)).

DEMOSTRACION. Consideremos el haz cotangente (T*M, 7, M). Sea X, el campo vecto-
rial generado por £ € g en T*M por la acciéon [N/g. Por la proposiciéon 3.10, tenemos que
J "M — g%, J(ap)(§) = (ix.0)(ap) es un mapeo momento y por definicién de 0,
0o, (Xe(ap)) = ap(dm(Xe(ap))). Dada la accién por la izquierda Lege) : T*M — T*M,

tenemos que X¢ estd dado por

Xe(ap) == —

dt ‘ exp (te) tZOLpr(ftg)O‘p‘

Tenemos entonces

Oo,(Xe(ap)) = opldm(Xe(ay)))
el
- ™ <i o (7 (L:xp(ts)%))> :

Tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

Lexp(—t6)

"M —T1"M .

M—M
Lexp(te)

Siguiendo este diagrama, podemos verificar que W(L:Xp(_ tg)ap) = exp(t&)p y entonces

(3.4) 6o, (Xele) = (] o7 ()

- (dt} exp(t€)p )

= a(Xe(p)).

L



Capitulo 4

Mapeo momento de algunos sistemas mecanicos

1. Momento angular en la mecanica de Newton

Consideremos un sistema R3*\ {(0,0,0)} y que tiene un potencia central U : R? — R que
es radial, es decir U(x,y, z) = U(R), donde R := \/m, y U es una funcién real dife-
renciable. Por ejemplo, podemos considerar el potencial gravitatorio U : R*\ {(0,0,0)} — R
de un sistema con masa m puntual centrada en (0,0,0) definido como U(R) = —&m donde
G es la constante de gravitaciéon. Sabemos que la fuerza en cada punto de R? es F(x,y, z) =

VU (z,y,z), de donde obtenemos que

- [OBR AR OR
(@) Flos) = -0 (50515
_ _U/(R (fE,y,Z’)
Vet + 2
_ _~/ ($ayaz)
= ~U'®)=5—

Consideremos una particula con masa m que se mueve a lo largo una curva r : (a,b) — R3
r(t) = (x(t),y(t), 2(t)), entonces la velocidad en cada instante esta dada por 7(¢). En cada
punto de la curva r, definimos el momento angular M (t) en r(t) como el vector ortogonal a

r(t) y al vector ms(t) que estAj dado por el producto cruz
M(t) := mr(t) x r(t).

Calcularemos como es la derivada respecto del tiempo del momento angular, tomando en
consideraciéon que F(r(t)) = mi(t), usando la ecuacién (4.1) y el hecho que para todo v € R?

se cumple que v x v = 0,

%(t) = mr(t) X 7(t) + mi(t) x r(t)
= F(T(t)) X T(t)
U'(R(t))
_Wr(t) X T(t)
= 0.

47
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donde R(t) := ||r(t)||. Concluimos que la derivada del momento angular es cero, que es
equivalente a decir que se conserva a lo largo de la trayectoria r (para ver con detalle la

teoria del momento angular revisar [5]).

Consideremos el espacio euclidiano R?\ {(0,0,0)} donde actiian las rotaciones de SO(3).
Como vimos en el capitulo anterior, una accién en una variedad induce una accion en el
haz cotangente de la variedad, entonces inducimos la accién de SO(3) en T*(R?\ {(0,0,0)})
mediante L4(p,) = L*_+(p,), donde p, € T*(R*\ {(0,0,0)}) en la fibra de r € R3\ {(0,0,0)}.
Dotemos al haz cotangente T*(R?® \ {(0,0,0)}) con coordenadas (x,vy, z, p1, p2, p3), y dado
p € T*R? en estas coordenadas se expresa como p = pydx + pody + psdz. Consideremos 6 la
1-forma canénica en T*(R?\ {(0,0,0)}), entonces podemos ver que por (2.5) del capitulo 2 se
tiene que 0(p) = prdx + pady + p3dz. Usamos los teoremas (3.11),(3.12) y la ecuacién (eq3.4)
del capitulo anterior para construir un mapeo momento: primero, dado £ € so(3), tenemos
que el campo vectorial generado por &, X¢(p,) = %|mgLexpuepr en T*(T*(R?\ {(0,0,0}))) v
el campo vectorial generado por £ en R? por Xg(?") = %|t:0 exp(t&)r = £-d que es el producto
de la matriz £ en s0(3) por el vector r € R3\ {(0,0,0)} y usando el teorema del capitulo 2,
tenemos que J(p,)(€) = p.(Xe(r)). Obtenemos la igualdad

‘](pr)(g) = pr(g ’ T)'

Del parrafo anterior, podemos asegurar que para p, € T*(R?\ {(0,0,0)}) la funcién J(p,) :
g — R es lineal. Siendo lineal, para calcular el mapeo momento J : T*(R3\ {(0,0,0)}) —
50(3)* solo debemos de saber cual es el valor en la base de so(3). Consideremos las matrices
de la base de so(3) dadas por (ver [8])

42) X =

(=

0
0

Dado p, € TH(R3\ {(0,0,0)}), debemos calcular por separado cada funcién J(p,)(X1),
J(pr)(X2) v J(pr)(X3). Para esto, solo debemos saber como se ven los campos vectoria-
les X1, Xs, X3. Dado p, con r = (11,75, 73), tenemos en la base 2(r), a%(r), 2 (r) de T,(R?\
{(0,0,0)})

~ 0 0
Xl(T) = Xl'T:—Tg%(T)—FTla—y(T),
. 0 0
XQ(T‘) = Xz-r:rga(T)—h&(T),

0

Xalr) = Xyor=—r(r) b (r).

dy
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Ya que tenemos los campos vectoriales expresados en la base de T,.(R*\ {(0,0,0)}) y usando
la expresién de p, en las coordenadas de T*(R3\ {(0,0,0)}), dada por p, = p1dx+ prdy+psdz,

tenemos que

(4.3) J(p)(X1) = p(Xi(r))
0 0
= pidx + pody + p3dz (—7”2%(7”) + rla—y(r)>
= —piTe + Por1,
(4.4) J(pr)(Xz) = pr(XZ(T))
0 0
= pidzr + pady + p3dz (7“3%(7") - T2%(”>
= pPirs —p3n
(4-5) J(]?r)(Xs) = pr(j(s(?"))
4 0 0
= prdx + pady + piszdz <—7‘38—y(7“) + 7‘2%(7“))
= —T3pP2 + P3ra.

Consideremos un sistema cerrado y conservativo que tiene potencial U : R* — R, que es

radial U((z,y,2)) = U(R) y que tiene el lagrangiano L : TR®> — R dado por L(r,v) :=

2v|)? — U(r). Como el potencial U solo depende de la posicién, entonces podemos asegurar

que L es estrictamente convexo por lo que podemos calcular el hamiltoniano H. Tenemos
oL oL

que p(v) = F2(r,v) = mv y por lo tanto, podemos ver que v(p) = (%(r,v))_l(r,v) = £

Denotamos R = ||r|| y tenemos entonces que

H(r,p) = (p,v(p)) — L(r,v(p))
p> m P2, 7
= —)— —|= UR
() = ZIE|2 + 0(R)
1 5 =
= — U(R).
bl + U (R)
Como la accién de SO(3) en R? con la norma euclidiana es una accién isométrica, entonces
podemos garantizar que H se preserva bajo rotaciones de SO(3). Ahora, por el teorema

3.8 del capitulo anterior, tenemos que para los vectores Xy, X5, X3 en s0(3), las funciones

Jx, : T*(R*\{(0,0,0)}) — R con i = 1,2, 3 son primeras integrales para este hamiltoniano.
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Si combinamos estas tres primeras integrales en un vector

—

J(pr) = (J(pr)(X3)7 J(pr>(X2)7 J(pr)(Xl))

donde p, = pidx + pedy + psdz, y usando las igualdades (4.3), (4.4) y (4.5) calculadas

anteriormente, tenemos que

—

J(pr) = (r2ps — T3p2, T3p1 — T1P2, T1P2 — Tap1) =T X P.

De esto concluimos que el mapeo momento J : T*R® — s0(3)* de la accién de SO(3)
en T*R? inducida de la accién sobre R? da origen al vector J=rx p que es el momento
angular cldsico que presentamos al principio de este capitulo. Sea (r(t),7(f)) una solucién
de las ecuaciones de Lagrange, o equivalentemente si la curva (r(t),p(t)) es una solucién
a las ecuaciones de Hamilton, donde p(t) := mr(t) por definicién, entonces J(r(t),p(t)) :
50(3) — R? es constante pues Jy, : T*R® — R con ¢ = 1,2,3 son primeras integrales.

Entonces J(r(t), p(t)) = r(t) X p(t) es constante. Si definimos M (t) := J(r(t), p(t)) obtenemos

el momento angular de la mecdnica de Newton para el sistema con potencial U(R).

2. Momento angular sobre la 2-esfera

Recordemos la esfera S? y la carta de coordenadas polares (U, ), donde ¥~1(9, ) =
(cos ¥ cos p,sent) cos ,sen) y U = ¢~ ((—m + Do, m +109) x (=5, ). En estas coordenadas,
la métrica g en S? inducida del producto interno en R? esta dada por g = cos? pdi¥? + dp?.
Vamos a estudiar la accién del grupo SO(3) sobre el haz cotangente T*S?. Consideremos un
sistema cerrado y conservativo en S* con lagrangiano L : T*S* — R, L(v,) = Zg(v,,vp). Si

expresamos v, en las coordenadas (¥, ¢) como v, = v1 2|, + v —8‘1 |, entonces
m
_ 2 92 2
L(v,) = 5 (cos® ui 4+ v3).

Consideremos una curva (a,b) — ¥(U), t — (9(t),¢(t)) que define una curva en S? da-
da por r(t) = v (I(t), o(t)). En cada t, la curva 7(t) tiene como vector tangente 7(t) =
é(t)% + gb(t)%. En estas coordenadas tenemos L(7(t)) = %92 cos® o+ p? y segiin la ecuacién
(1.22) del capitulo 1, el hamiltoniano dado por la transformada de Legendre en estas mismas

coordenadas esta dado por

- 1 1
H(J,,p9,pp) = om (mpl% +pi)
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Recordemos las ecuaciones de Hamilton en la esfera para obtener las ecuaciones de Hamilton

a lo largo de una curva en el haz cotangente de S%. Las ecuaciones estdn dadas por

. B 6ﬁ . pg(t)
o) = a—m(ﬁ(t)w(t),pﬂ(t)’m(t))—m
60 = G020, p0(0) 2 10) = o)
Bolt) = — 00, 9(0) po(t) po(1) =0
Balt) = =G 00,0 alt) o) =
Adaptamos el teorema 3.12 al estudio del sistema en (T*S? w) donde w = —df y 6 es la

1-forma canédnica. El teorema 3.12 lo usaremos para construir un mapeo momento en este
haz, sabiendo que w = —d#f. Siguiendo este teorema, podemos definir el mapeo momento J

en p, € TyS? y € € s0(3) como J(p;)(§) = ix,bp,. Calcularemos entonces J:

() (&) = Op, (Xe(pz))
= pe(dm(Xe(ps)))

d -
= Dz <d7T (E tZOLexp(tf)pm)>

d ~
= Dz <E tZOﬂ-(Lexp(tﬁ)pw)>

_ (2

Lo exp(t&)z. Ahora, para t € R tenemos que exp(t&) € SO(3),

exp(tf)x) .

t=0

Denotamos como Xg(x) =

por lo que X¢(2) = € - x. Entonces, podemos concluir que J(p,)(€) = p.(€ - 2).

Consideremos el algebra de Lie s0(3) con la base Xj, Xs, X3 dada anteriormente por
4.2. Dado un vector n en so0(3) expresado como n = mX; + 79Xy + 73X3 podemos ver
que es suficiente con calcular las funciones Jx,, Jx, v Jx, para poder determinar el mapeo
momento. Para poder hacer esto, debemos de calcular los campos vectoriales X, X, y Xs.
Considerando x € S? en la carta (U, 1) con coordenadas (U, ¢) tiene la forma z = ¢! (1, ) =

(cos ¥ cos p, sen ¥ cos p, sen ) podemos ver que

Xi(x) = (seny,0,—cosdcosp)

(—sen ) cos ¢, cos ¥ cos ¢, 0)
(0, —sen ¢, sen 9 cos ).
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Ahora, el mapeo momento lo evaluamos en p € T*S?, que en coordenadas polares tiene la
forma p, = pydd + p,dy por lo que para calcular J,, (z;) = p2(X;i(z)) con i = 1,2, 3 necesi-
tamos expresar cada uno de los campos vectoriales en la base de T, S?. En las coordenadas

de (U, %) tenemos que la base en z estd dado por

0

%(1}) = (—sentcosp,cosvcosy,0),
%(z) = (—cosvsenp, —sendsen g, cos p)

Procedemos a calcular cada uno de los campos vectoriales:

Xi(x) = (—sendcosgp,costcosy,0)

0
= %(m)
Xo(x) = (sen,0,—cosdsen )
L o sengpg
= —cos 19890 (x) — sen o5 0 9 (x)

X3(x) = (0,—senp,senvsen )

Sea p, = ppdd + pydp en TrS?, donde x = ¢~ 1(19, ¢). Por los resultados obtenidos respecto a
los campos vectoriales X1, X, X3 obtenemos cada uno de los mapeos momentos estan dados

por

J(p2)(X1) = (pod? + p,de) ((%(56)) = Dy,

Calculamos J(p,)(X52)

B 0 seny 0
J(p2)(X2) = (ped?V + pydp) (— cos 19&0(3:) — Sem?cosgp 819(33))

sen ¢
0S

= —costp, —sen? Dy

Por 1ltimo calculamos J(p,)(X3)

B 0 senp 0
J(p2)(X3) = (pedd + pyde) (sen 19%@) — cosé‘coS 5 0_19(x)>

sen
= senvp, — cos
v cos

®
Dy-
2



2. MOMENTO ANGULAR SOBRE LA 2-ESFERA 53

Hacemos el mismo acomodo que en R? de forma que obtenemos un vector de la forma

J(p2)(X3) — cos ¥ —sen gt
J((9,0,p0,00)) = | J(p:)(X2) [ =pp| send |[+ps| —cosi?
J(pa)(X1) 0 1

Ahora, segun el teorema 3.8 del capitulo anterior, tenemos que el mapeo momento Jy, :
T*S? — R es una primera integral, por lo tanto es constante a lo largo de las flujos del
sistema. Mas atn, si z : [0,7] — ¥(U) x R? dada por z(t) = (9(t), (t), ps(t), p,(t)) es
solucién a las ecuaciones de Hamilton, entonces J se conserva a lo largo de esta trayectoria
y en particular J(z(t)) = J(x(0)) es constante en todo ¢ € I. Ahora, vamos a dar una
descripcién cualitativa de el mapeo momento. Recordemos que en S? definimos el lagrangiano
L : TS? — R dado por la energia cinética y que este lagrangiano es estrictamente convexo
y ademds segun las ecuaciones (1.20) del capitulo 1, los momentos estdn dados por p,(t) =

m(t) y pe(t) = mi(t) cos? p(t). Entonces el mapeo momento se transforma en

sen v —cosﬁii_zg
JW,0,9,¢) = mg| —cosv | +meos*(p)d | —senyzen?
0 1
my 0 .o,
= — — V—.
cos ¢ 00 +m cos(e) Oy

2.1. Primeras integrales del movimiento. Sea la trayectoria z(t) := ¢~ (9(¢), p(t))
una solucién a las ecuaciones de Hamilton. Calculamos (J(9(t), o(t), 9(t), $(t)), z(t)) v segtin
la ecuacién anterior, solo debemos calcular el producto interno en R? para cada % y % en

T,(S*. Tenemos entonces que -2 es ortogonal a z(t) y % es ortogonal a x(t) y por lo tanto

(2a0) -
(L) - o

Entonces concluimos que (J(9(t), (t),9(t), (1)), z(t)) = 0 para todo ¢ € I. Como J es una
primera integral entonces en particular (J(9(0), ¢(0),9(0), $(0)), z(t)) = 0 para todo t € I
y entonces la trayectoria x(t) se queda para todo instante en el plano ortogonal al vector
J(0). Ahora, supongamos que las velocidades (9(0),$(0)) no son cero, por lo que el mapeo
momento J(9(0), p(0),9(0), $(0)) es no nulo y en consecuencia tenemos que z(t) € J(0)=NS2.
Como J (0)* es un hiperplano en R? y podemos concluir entonces que J (0)1NS? es un circulo

grande en S? y entonces z(t) se mueve a lo largo de este circulo grande para todo t € 1.
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Calculamos entonces la norma de J en todo ¢t € 1

| J(ﬁ(t.), p(t), D(t), ¢t |
- { m(t) % + mcos(w(t))@(t)%, CT:S“;% % + mcos(w(t))z?(t)%>

0
R A )
- < 2 819>30(t) (0 cos (1) {55

= m2p(t)? + m? cos? (t)0(t)?

= ity etz ol ) + s (91055 6157 )
= g (605 + 035 605 + 0 )

= mig(it). (1))

Por un lado tenemos que ||J(9(¢), ¢(t), 9(t),¢(t)||> = (J(0),J(0)) es constante y por la
igualdad anterior, tenemos que m?g((t), z(t)) es constante, de donde podemos deducir que
|2(t)|| = Z||J(0)|| es constante. Esto significa que z : [0,7] — S* es una geodésica. Fi-
nalmente dadas las condiciones iniciales x(0) € S* y ©(0) € Ty)S* con 2(0) no nulo,
queremos construir las soluciones a las ecuaciones de movimiento usando las primeras in-
tegrales. Elegimos la base ortogonal de R? como e; := z(0) y ey := ||iEO§H y €3 := €1 X e3
y podemos ver que en esta base se tiene que x(0) = (1,0,0) y ©(0) = ||(0)]|(0,1,0). En
coordenadas polares tenemos (0) = 9(0) = 0y ©(0) = [|&(0)]|Z(2(0)). Tenemos que
#(0) = ¢(0)-2(2(0)) + 19(0)8%@(0)) y como z es un ciculo méximo con z(0) = ¢ ~1((0,0)) y

Op
(0) = [|£(0)[|-2((0)) y podemos ver las condiciones iniciales
90(0) = 0,
90) =[]

Ahora, usando (4.6) tenemos que #(0) es ortogonal a J(0), donde

—mﬂ%%w» + mcos((0)(0) = (a(0))

- ml!fv(O)II%(a’(O))
= ml|#(0)]|(0.0, 1)

J(0) =

entonces z(t) es ortogonal J(0) para todo ¢. Esto significa que z(t) esté en el plano ortogonal
al (0,0,1) y por lo tanto ¢(t) = 0 para todo t € [0,7]. Entonces tenemos que z(t) =
P7HI(¢),0) = (cosI(t),send(t),0) y @(t) = 19(t) . Més ain tenemos que para todo t € [0, 7]
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se cumple ||z(t)|| = ﬁ“j(O)H = ||£(0)|| por lo que es una constante de movimiento. Ahora

la norma de #(0) estd dada por

2% = [la@)?
= o (#05 + 05605+ 0 )
o O\ .
= 9(%,%> v(t)
= cos? p(t)0(t)?

ya que ¢(t) = 0 para todo t € [0,7]. De lo anterior podemos concluir entonces que 19(t) =
|£(0)]| y como ¥(0) = 0 entonces podemos asegurar que ¥(t) = ||#(0)||t. Ahora sabemos que
es explicitamente 9(t), es decir (9(t), p(t),(t), ¢(t)) = (||#(0)]|t,0, |£(0)|,0) ¥ por lo tanto
la ecuacién de la trayectoria x(t) esta dada, bajo cambio de coordenadas por

x(t) =

Y O(), o(t))
—

H([12(0)]|, 0)
= (cos([[#(0)][2), sen([|z(0)[[¢), 0)

Hemos encontrado como es explicitamente la ecuacién de la trayectoria x que describe el
movimiento de las ecuaciones de Hamilton utilizando las primeras integrales dados por el

mapeo momento sin necesidad de resolver directamente las ecuaciones de Hamilton.

3. Analisis de primeras integrales sobre la 2-esfera con potencial gravitatorio

Consideremos una masa m que se mueve con restriccién a la esfera S?> C R3 donde
parametrizamos la esfera con la carta ¢! : (0,27) x (—%,%) — R? dada por ¢ 1(0, ¢) =
(cos ¥ cos p, sen ¥ cos p, sen ) . En este sistema asumimos que hay un potencial U : R? — R
definido como U(x,y,z) = mgz, es decir, depende solo de la altura. Considerando que el
lagrangiano L : T'S? — R es la diferencia entre energia cinética y potencial, tenemos que en

coordenadas polares, si v, € T,S? con z =1 (9, p) y v, = Uﬁ% +o %, entonces

L(v,) = %(vg cos® p + Ui,) — mgsen .
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Usando las ecuaciones (1.2) y (1.20), calculamos el hamiltoniano correspondiente: los mo-

mentos py, p, y las velocidades vy y v, estan dadas por

oL

(4.6) Py = 5us = muy cos” p,

oL

p«p = _— 7’]’)/[]4)07
v,

Py

vy =
m cos? ¢
p

v, = ﬁ’

Si H : T*S* — R es el hamiltoniano del sistema, entonces en la carta (¢*, T*U) de T*S?,
el hamiltoniano local ﬁ(ﬁ,(p,pﬁ,pw) = Ho (w*)_l(fﬁ, ©, Py, Py) estd dado en coordenadas

CcOo1mo

(4.7) H(0,¢,p9,pp) = <(W’p%’)’(p—l9 &)>

mcos2p’ m

2 2
- n U cos? p+ <&> + mgsen
2 m cos? ¢ m

= L Ly +p? | + mgsen
2m \cos?2p ¥ '

Consideremos una trayectoria [0,7] — ¥(U), t — (V(t), ¢(t)) que resuelve las ecuaciones

de Hamilton. En esta trayectoria las ecuaciones tienen la forma

(48) Polt) =~ ((1), (1) polt),p(1) = 0
el = =500 60 l0). 1) = ~ I g )

Buscamos aplicar el teorema 3.8 para encontrar primeras integrales del sistema, por lo que
debemos buscar un grupo de Lie que actue en T*S? tal que el hamiltoniano H sea simétrico
con respecto de esta accién. Veamos primero que el potencial U(z,y, z) = mgz impide que
la accién de SO(3) deje simétrico el hamiltoniano H. Como la fuerza de gravedad que actia
en el sistema esta dado en direccion del eje z podemos intuir que una rotacion al rededor
de este eje mantendra el hamiltoniano invariante. Vamos a expresar esta idea mediante la
accién SO(2) x S? — S? dada por (A,r) — A-r donde A € SO(2) y r € S?. Dada una
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matriz A € SO(3) existe un o € R tal que A puede expresarse de forma tinica como

cosae —sena 0
(4.9) A= | sena cosa 0
0 0 1

Sabemos por [9] que SO(2) = U(1), donde U(1) = {e'* : a € R} por lo que para una
matriz A € SO(2) existe un o € R tal que A puede identificarse con ¢ de forma tnica.
Primero observemos que si r = ¢~1(1, ) = (cos ¥ cos p,send cos p,sen p) y A € SO(2) tiene

la forma (4.9), entonces A - r estd dado por

cosae —sena 0 cos v cos ¢ cos(V + ar) cos ¢
sena  cosa 0 sentcosp | = | sen(d+ a)cosy
0 0 1 sen sen

Siguiendo la igualdad anterior, podemos ver que la accién de SO(2) en S? da lugar a
una accién de U(1) en T*S? de esta forma: dada la carta (¢*, T*U), si 8 € T*U de forma
que *(8) = (9, ¢, po, p,) entonces (e, B) = (¥ — o, ¢, py, py) para e'* € U(1). Usemos la
ecuaciéon (4.7) para ver que H depende solo de ©, Py, Py y por lo tanto podemos ver que el
hamiltoniano H es simétrico respecto de esta accién de U(1) = SO(2). Usando el teorema
(3.11) tenemos el mapeo momento .J : T*S* — s0(2) definido por J(P,)(&) = ix, 0 y por el
teorema 3.8 podemos asegurar que dado 7 € s0(2) la funcién J, : T*S* — R es una primera
integral. Sabemos que $0(2) es de dimensién uno, por lo que solo hay un generador en la base

y estd dado por

0 -1 0
(4.10) e=11
0 0 0

Por la ecuacién (3.4) tenemos que Je(P,) = P.(X¢(r)) donde P, € T*S?* y X¢ es el campo

vectorial asociado a & en S?. Calculamos explicitamente Xg obtenemos

(4.11) Xe(r) = %tzoexp(tf)r

= &

Tenemos que en coordenadas locales r = (cos ¥ cos g, sen ) cos @, sen ¢), lo cual implica que

&-r=(—sentcosp,cosvcosp,0), es decir £ - r = %(r) y dado P, = pydd + p,de tenemos
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que

(4.12) Je(Pr) = 0p.(Xe(Fr))
= P(Xe(r))
= (pgd?d + pydyp) (%(7‘))
= Dy

Por el teorema 3.8 tenemos que la funcién Je : T*S? — R se conserva a lo largo de
las soluciones de las ecuaciones de Hamilton y por lo tanto tenemos que py se conserva en
estas mismas trayectorias. Entonces, usando la propiedad conservativa del mapeo momento
podemos llegar a el mismo resultado obtenido por la ecuacién (4.8) que también indica que

el momento py es una cantidad conservada.

Vamos a estudiar las soluciones de las ecuaciones de Hamilton del sistema de las condi-
ciones iniciales. Primero vamos a estudiar el caso donde la velocidad inicial es 9(0) = 0 y
que (0) es distinto de § y —7. Por la ecuacién (4.12) tenemos que para todo ¢ € [0,T] se
tiene py(t) = 0, que implica py(t) sea constante en todo [0,7]. Por otro lado, la ecuacién
(4.6) indica que py(t) = md(t) cos® ¢(t) y considerando la condicién inicial 9(0) = 0 podemos
concluir que py(t) = py(0) = 0. Como mi(t) cos p(t) = 0 en todo t € [0,T] y cos® p(t) > 0
podemos ver que J(t) = 0 en [0,7] y entonces J(t) = 9J(0) = 9y en todo [0,7]. Usando
nuevamente las ecuaciones de Hamilton (4.8) y el hecho que py(t) = 0 en todo [0, 7] podemos

ver que

(4.13) Po(t) = —mgcos p(t).

Tenemos que p,(t) = mp(t) por (4.6) y sustituyendo esta igualdad en (4.13) tenemos la

ecuacion me(t) = —mgcos ¢(t). Trasladando en 7, ¢(t) — ¢(t) — 5 da lugar a la ecuacién

P(t) = —mgsen p(t).

Esta ecuacidescribe el movimiento de un péndulo en un campo gravitatorio con constante
de gravitacion g. Entonces la condicién inicial 9¥(0) = 0 implica que la masa m tiene una

velocidad ¢(t) en direccién azimutal por lo que obtenemos un péndulo restringido a la esfera.

Ya que analizamos el sistema con condicién inicial ¥(0) = 0 vamos a analizar detallada-

mente el comportamiento de ¢ con las condiciones 19(0) # 0, es decir la velocidad inicial en

direccion de ) es no nula y ¢(0) € (=%, 5). Por (4.6) tenemos que py(t) = mA(t) cos® p(t) # 0

es constante en todo ¢ € [0,T]. Sabemos por el teorema 2.4 que el hamiltoniano H es una



3. ESFERA CON POTENCIAL GRAVITATORIO 59

primera integral por lo que dada la solucién [0,1] — ¥(U) dada por t — (V(t), p(t)), tene-
mos que H(¥(t), p(t), ps(t), p,(t)) se mantiene constante en todo [0,7]. Ahora, calculamos el
limite h’mHig cos ¢(t) = 0 para conocer que sucede en el hamiltoniano cuando la trayectoria

se acerca a cada uno de los polos £3 y vemos que

: 1 P 2
4.14 lim  H(V(t), p(t t )= I
410) lim A0, p0000.0,0) = tin (5 (24 i2) 4 mosen

diverge. Entonces si la trayectoria se aproxima a —3 o 7, que corresponden a los polos de la
esfera, el hamiltoniano no se conserva. Esto da lugar a que podamos encontrar dos niimeros

us

2
trayectoria debe estar acotada superiormente por ¢; e inferiormente por ¢, . Siguiendo las

reales @9 > —% y 1 < 7 tal que en todo t € [0,77] se tiene ¢(t) € [po, ¢1], es decir, la

ecuaciones (4.6) tenemos que p,(t) = m@(t) y por las ecuaciones de Hamilton (4.8) tenemos

oH 1 (0 tanp()

(4.15) p(t) = —%(19(0), (1), 6(0), py(t)) = — cos p(t).

m?  cos? p(t)
Nos preguntamos ahora si un circulo con latitud sen ¢y puede ser la trayectoria de una

solucién de las ecuaciones de Hamilton, es decir, suponer que ¢(t) = ¢(0) para todo t € [0, 7.

Como py es constante y H no depende de 9(t), podemos ver que la funcién constante

©(t) = ¢(0) es una solucién a la ecuacién 4.15 si satisface la ecuacién
2
(4.16) sen p(0) + k(1 —sen® p(0))> =0, k:= 77215 :
p3(0)

Tenemos que analizar la ecuacién (4.16) para poder conocer el valor ¢(0). Sabemos que sen ¢

es mon6tonamente creciente en todo [¢g, 1] por 1o que podemos definir s := sen ¢ y entonces

la ecuacién 4.16 se convierte en la ecuacion

(4.17) s+k(1—5%2=0.

Podemos ver que hemos reducido el problema al analisis de una ecuacion algebraica.
Consideremos la funcién h : (—1,1) — R definida como h(s) := s + k(1 — s?)%. Observemos
que h es no negativa en todo s € [0,1) y ademds lim,_,_; h(s) = —1. Por el teorema del valor
intermedio, h debe de tener al menos una raiz en (—1,0). Por otro lado tenemos la derivada
h'(s) = 1 — 4ks(1 — s?) es positiva en todo s € (—1,0) lo cual nos permite concluir que h
es inyectiva en todo s € (—1,0). Por ser h inyectiva en (—1,0) podemos concluir que existe
una tinica raiz sy en dicho intervalo y ademds verificamos que existe un ¢, € (—3,0) tal que
so = sen(yp.). Tenemos que por ser ¢(t) constante, p,(t) = mp(t) = 0. Ahora, como py(t) es
constante y py(0) = pp tenemos que py(t) = py(0) = po.
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En base al andlisis anterior, vamos a proponer las condiciones iniciales siguientes

(4.18) e(0) = ¢
J(0) = o,
pcp(o) = 0,
po(0) = po.

Considerando que 9(t) = #gt;(t)’ po(t) = po y que (t) = @, calculamos ¥(t):

t
Po
_ Dot Do
 mcos? @, ~ mecos? .’
= wt.

De los resultados obtenidos para las condiciones iniciales (4.18), concluimos que J(t) = wt
para todo ¢ € [0, T]. Ademads, por ser ¢(t) constante la trayectoria t — (J(t), ¢.) solo depende

de ¥(t). Entonces tenemos que por las ecuaciones de Hamilton

(4.20 SO0, e, 0) = 0==p,(t) = ~mp(r)
o 00)pem0) = palt) =0
Por otro lado tenemos
(a.21) T 0) = opl) = 4(0) =
00 = T = i O

Como las ecuaciones de Hamilton (4.20) se satisfacen y considerando que 9(t) = wt, podemos

concluir en este caso que la trayectoria 7 : [0,7] — S? dada por la ecuacién

r(t) = HI(t), e) = (cos(g.) cos(wt), cos(y.) sen(wt), sen(g,)),

es una solucién a las ecuaciones de Hamilton. Observemos que r : [0, 7] — S? es un circulo

con latitud sen(y.) que gira con velocidad angular constante w = —F% o a lo largo del

circulo, es decir la velocidad que sigue la trayectoria en direccién de ¢ es wt
Ahora, vamos a estudiar el caso cuando ¢ no es constante en [0,7] y tiene al menos
un punto decreciente, es decir ¢(s) < 0 para cierto s € R. De esto podemos ver que ¢(t)
es localmente decreciente en (s — J,s + d) con 6 € R. Recordemos por (4.14) que el limite
m™ T

del hamiltoniano impuso la restriccion ¢(t) € [po, 1] C (=%, %) que implica que ¢(t) se
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aproxima a un infimo, es decir existe tg € (s,00] tal que lim;_,;, p(t) = Po, donde @g es un

nuamero real. Veamos que el analisis puede separarse en dos casos:

Caso 1. Si ty < oo tenemos que ¢(ty) = ¢, es un minimo local por lo que la aceleracién es
P(to) = —%%—g > 0. De este hecho podemos ver que el caso cuando $(ty) = 0 resulta ser que
corresponde a la tinica solucién ¢(t) = ¢, para todo t € [0, 7], pero es una contradiccién con
la suposicién de que ¢(s) < 0. En particular tenemos que ¢(tg) = Sp,(t) =0y ¢(ty) < ¢,
por que

L0 a) 1) o). 0) = 3(t0) > 0
m Op ’ ’ ’

si y solo st ¢(ty) € [po, pe). Consideremos un intervalo (¢, to + €) donde € es un nimero
real tal que (t) es creciente en ese intervalo. La restriccion ¢(t) € [po, 1] implica que p(t) se
aproxima a un supremo, es decir existe un t; € (tp, oo] tal que limy_;, () = @1 . Sit; < o0
tenemos que p; es un maximo local y entonces se cumple que $(t1) = —%%—Z < 0. Como en
el caso anterior, si ¢(t1) = 0 entonces tenemos ¢(t) = ¢, lo cual es una contradiccién. Para
el caso de t € (t1,t; + €) se tiene que ¢(t) es decreciente, entonces ¢(t) < 0 y se aplica el

mismo argumento anterior.

Caso II. Ahora vamos a suponer que to = co. Esto implica que ¢(t) < 0 para todo t > s,
es decir, ¢(t) es decreciente en todo t € (s, 00]. Como limy;_,o, ¢(t) = o v ©(t) es decreciente
podemos asegurar que lim; ., ¢(¢) = 0. Por el contrario, tenemos que ¢ alcanza su minimo
en tiempo finito por lo siguiente: ahora existe ¢, tal que |p(t)| > € > 0 en todo ¢ > ¢, por lo

que

(4.22) ot) —olt) = — [WW

¢
> / edt
te

= €e(t—t,)

Observemos entonces que lim; . (¢(t) — ¢(t.)) diverge lo que es una contradicciéon con el

hecho que ¢ es decreciente. Ahora si ¢y # . tenemos entonces que

P 1 ., OH .
(4.23) Yim p(1) =~ Jim 5 (0o, o(1),pol0), £ (1)
1 2
= (B + mgsen ¢q
m \ 2m cos? g
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ya que %—5(190, ©(t), ps(0),(t)) = 0 tiene como tnica raiz ¢ = .. Entonces podemos ver que
existe ¢, tal que |@(t)] > € > 0 en todo t > t.. Como H(t) < 0y lim; . H(t) = 0 podemos
concluir que la velocidad ¢(t) es creciente en todo t € (t.,00) y entonces @(t) > € > 0. Por

lo tanto tenemos que

(4.24) () — pls) = / B(r)dr

= €(t—ys)
Donde la ultima igualdad implica que lim;_,.(4(t) — ¢(s)) diverge, que es una contradiccion.

Por 1ltimo supongamos que ¢y = .. Sabemos que la funcién definida como h(p) =
H (o, ¢, p9(0),0) tiene su tinico minimo en ¢. y ¢(t) es decreciente. Como ¢(t) es acotado

debe existir un ty; € [—00, s) tal que la funcién ¢(t,s) alcanza su maximo y por lo tanto

(4.25) tgrtnhlgp(t) = ©Om > P
Jim o(t) = 0.

Como @ > p. ¥ @c es el tinico minimo local de h(y), tenemos la desigualdad

(4.26) H(Jo, p(tar), po(0),mp(tar)) = H(o, o(tar), ps(0),0)

> H(Yo, e, py(0),0)

= Jtm H(do, p(t), po(0), mp(1)
que es una contradiccion a que H es una primera integral y por lo tanto es constante en el
tiempo.

Por el mismo argumento ¢(t) alcanza su maximo en ¢(t;) = ¢; con velocidad ¢(t1) =0

en tiempo finito. Ademas tenemos que se cumplen estas igualdades

(4.27) H (Do, 0,5(0),0) = H(o, ¢(to),ps(0), py(to))
= H(Wo,¢(t1),ps(0), pp(t1))
= H(, 1,p9(0),0)

entonces el valor ¢, estd definido como el tinico valor en (¢, §) tal que la funcién h cumple
h(p1) = h(po) donde habiamos definido la funcién h como h(yp) = H (¥, ¢, ps(0),0). Como
conclusién podemos ver que ¢(t) oscila entre los valores ¢y y @1 que son puntos que se

alcanzan un numero infinito de veces.



Conclusiones

El principal objeto de estudio fue la acciéon de un grupo de Lie en un sistema hamilto-
niano, definiendo la simetria del sistema como la conservacién del hamiltoniano bajo dicha
accion. En el teorema 3.8 se establecio la existencia de cantidades conservadas en un sistema
hamiltoniano con simetria y mas atn, se dedujo que dichas cantidades conservadas estan

dadas por el mapeo momento de la accién.

En particular este resultado se aplico al caso de la accion de un grupo de Lie G en un
sistema hamiltoniano dado por (T*M,w, H), donde T*M es el espacio fase del sistema, w es
la forma simpléctica canénica en T*M y H : T*M — R es el hamiltoniano del sistema. Este

resultado fue aplicado para encontrar primeras integrales en dos sistemas mecanicos.

En el sistema mecanico (T*R3, w, H) donde H : T*M — R es un hamiltoniano simétrico
respecto de la accién de SO(3) en T*R?, encontramos que el mapeo momento J : T*R3 — g*
estd dado por J(p,) = r X p de donde podemos concluir que el mapeo momento coincide con
el momento angular cldsico. Ademéds por el teorema 3.8 podemos verificar que el momento
angular clasico es una cantidad conservada.

Otro sistema mecdnico que estudiamos fue (T*S? w, H) donde H : T*S? — R estd da-

1
2m

do en coordenadas polares por H (¥, p, pg,p,) = @pg + pi). En este caso el mapeo

momento en coordenadas polares tiene la forma

- i 5 O )
T, 0,0, ¢) = —— 2 4 i cos(p)i—.

Ahora, como el mapeo momento es conservativo, encontramos que si z : [0,7] — S* es
una trayectoria que resuelve las ecuaciones de Hamilton, entonces x(t) € J(0)* N'S? y como
|Z(t)|| es constante, entonces x es una geodésica. Mas ain, encontramos que la solucién

z:[0,T] — S? con velocidad inicial #(0) tiene la forma
(t) = (cos([[(0)[[£), sen([[£(0)[|£), 0).

El sistema hamiltoniano consiste en una particula con masa m que esta sujeta a una fuerza
gravitacional que depende de la altura, es decir estd dado por el potencial U(z,y, z) = mgz.

Este potencial da lugar al hamiltoniano H (¢, ¢, pg, p,) = ﬁ (@pﬁ + p?o +mg sen ¢ el cual
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preserva simetria respecto de las rotaciones de SO(2) al rededor del eje z. Los métodos para
encontrar soluciones a las ecuaciones de Hamilton de este sistema son meramente cualitativos
y dependen de las condiciones iniciales del sistema. Si la velocidad inicial 19(0) =0y 9(0) =g
entonces 1 es constante en el tiempo y ¢ cumple con la ecuacion del péndulo matematico
G(t) = —mgsen p(t), de forma que la solucién es x(t) = =1 (dg, ¢(t)) y la particula oscila
en una trayectoria con angulo azimutal constante vy y angulo del altitud entre ¢o y 1.
Cuando la velocidad inicial 9(0) es no nula establecemos las condiciones iniciales ©(0) = .,
¥(0) = Yo, p,(0) = 0y py(0) = po y obtenemos que ¥(t) = wt y da lugar a la solucién
z:[0,T] — S? dada por

x(t) = (cos(ip.) cos(wt), cos(¢p.) sen(wt), sen(p.)).

Para el sistema hamiltoniano sobre la esfera libre de potencial donde actia el grupo de
rotaciones SO(3), la existencia de cantidades conservadas dadas por el mapeo momento
permitio deducir que las trayectorias que resuelven las ecuaciones de Hamilton del sistema
son geodésicas en la esfera. Para el caso de el sistema con potencial gravitatorio la solucion
es una trayectoria periddica cuyo angulo de latitud estd entre dos constantes g v 1 y son

puntos que se alcanzan un numero infinito de veces.



Apéndice

A. Cartas en el haz tangente y cotangente en una variedad diferenciable

Dada M una variedad diferenciable, en un punto p € M denotamos 7,M el espacio

tangente de M en p. En una carta (U, ¢) de M con coordenadas (z1, ..., x,) la base estdndar

o1 ) Oxp

tangente en p denotado como Ty M que tiene como base los covectores dzy, ..., dr, y que es
la base dual a la base { o .. 2 } de T,M, es decir,

Oz’ ) Oxp
0

DEFINICION Al. Definimos el espacio tangente como la coleccién de todo los vectores

de T,M esta dada por {i, . } En un punto p € M existe el espacio dual al espacio

tangentes en todos los puntos, es decir T'M = Upepn/ T, M.

Sabemos por [7,9,13] que para todo p € M el espacio tangente T,M es un espacio
vectorial de dimension igual que la dimension de la variedad. Entonces podemos tomar el

espacio dual T7M y poder definir el haz cotangente.

DEFINICION A2. En una variedad diferenciable M definimos el espacio cotangente como
T*M = UpenTy M

Consideremos un atlas de la variedad diferenciable de donde elegimos una carta (U, ¢)
con coordenadas (z1, ..., x,). En base a esta carta elegida de M podemos construir una carta
en T'M que llamaremos carta inducida de M en T'M. Primero, en base al abierto U C M
construimos el conjunto T'U = U,cyT,M que serd considerado como el abierto de la nueva
carta. Ya que tenemos el abierto construido, el siguiente paso es definir la nueva funciéon de

coordenadas como
Q:TU — R" x o(U), v, = (v(p),de,(vy)), v, € T,M.

En las coordenadas (21, ...,z,) de la carta (U, ¢) podemos expresar el vector tangente v, €
. ., . o o o %)

1, M como una combinacion lineal de la bases 75—, . .., - como v, = vla—wl(p)jt- . -—i—vn%(p).

De este modo obtenemos que dy,(v,) = (v1,...,v,) de forma que en coordenadas de la carta
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elegida, la funciéon ¢ se ve como @(v,) = (21...,%p,01,...,0,). Vamos a verificar que las
funciones de transicién son diferenciables: consideremos dos cartas (TU, @) y (TV, 1) en M
con coordenadas (z1,...,%n,U1,...,0n) Y (Y1y. -y Yn, W1, ..., w,) respectivamente. Conside-
remos (Y1, ..., Yn, Wi, ..., wy) € Y(TU NTV) y denotando x(y) = ¢ o ¥~ (yy,...,y,) con

r=(x1,...,2,) yy = (y1,...,Yn) tenemos

@o¢_1(y17'"ayn7w17""wn) = ¢(¢_1<y17"'7yn)7(dw)_l(w1""7wn))
= (ot Hyi,. . yn), (do) o (dp) H(wy,. .., w,)

“ oy “ oz,
= x s TnlYy), Wi, ., Wi—=——
( 1(9): - (y) Z oy 2 ayj)

=1

Como las funciones g—;i son diferenciable, podemos concluir que la funciéon de transicion

- - J
Qo L p(TUNTV) — @(TUNTV) es diferenciable.

De forma analoga podemos construir una carta en el haz cotangente 7" M inducida de la
carta (U, ). Primero construimos el conjunto 7*U = U,cp/7, » M que sera el abierto de la carta
a construir. Ahora, consideremos ¢ : U — (U) y consideremos la inversa ¢! : o(U) — U,
su diferencial dp™" : R" — T, M y la transpuesta (dp~")* : T*M — R™. Definimos entonces

la carta

P 1TV — o(U) xR" a1 (9(p), (de™')"(ap)).

En las coordenadas de (U,¢) de M podemos expresar el vector dual o, € Ty M co-
mo «, = aidz; + -+ + a,dz, y entonces podemos ver que (dp')*(ay) = (aq,...,aqn),
de forma que la carta (TU,¢*) tiene coordenadas ¢*(ay,) = (x1,...,&n,Q1,...,0,). De
nuevo, vamos a verificar que que las funciones de transicion son diferenciables: conside-
remos las carta (T*U,¢*) y (T*V,¢¥*) en T*M con coordenadas (Yi,...,Yn,"1,---,7n) ¥
(T1,.. ., T, P1,- -, Pn). Consideremos (y1,...,Yn,71,---,7n) € W (T*U NT*V) y denotando
z(y) =¢@o (y) con z = (z1,...,2,) Yy ¥y = (y1,--.,Yn) tenemos que

e o (V) YD1 n) = @ W W), (AT (D1, )
= (ot (Y1, yn)s (do) o (A~ ")*(p1, .., 1))

— y, "L Oy,
- (Il(y)M’I"@)’ija_x]l"-»zpjaf)’
Jj=1 n

j=1

Concluimos entonces que dadas dos cartas (T*U, ¢*) y (T*V,1*), la funcion de transicién
@ o (V)L (T*UNT*V) — o(T*U NT*V) es diferenciable.
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Dada una variedad M y su espacio tangente T'M y cotangente T*M, podemos dar una

estructura de haces a T"M y a T*M de la siguiente forma: en T'M definimos la proyeccién

m:TM — M, v,—p, v, € T,M.

De forma analoga, definimos la proyeccién en el espacio cotangente T*M como

m:T"M — M, op—p, o, €T7M.

De esta forma, dada la veriedad diferenciable M hemos construido tanto como el haz
tangente (T'M, m, M) como el haz contangente (T*M, m, M).

B. Campos vectoriales en variedades diferenciables

Consideremos M y N dos variedades diferenciables con el conjunto de campos vectoriales
D(TM)yT(TN).Sean X € I'(TM) yY € I'(TN) dos campos vectoriales y F': M — N un
difeomorfismo. Definimos el pushforward de F sobre X como (F,X)(p) = dF(X(F~(p))).
Por otro lado, definimos el pullback de F' sobre X como (F*X)(p) = dF~(X(F(p))).

DEFINICION B3. Sea X un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M. Dada
una funcién diferenciable f € C*(M), definimos la derivada de Lie de f en direccién X como
Lx f = df(X). Para simplificar la notacién, aveces denotaremos Ly f como X. f. Esta notacién

viene de ver un campo vectorial como una derivacion sobre las funciones diferenciables.

DEFINICION B4. Sea F : M — N una funcién diferenciable entre dos variedades dife-
renciables. Dada f € C*°(N), definimos una funcién en M como (F*f)(p) = f o F(p).

TEOREMA B5. Consideremos un difeomorfismo F' entre dos variedades diferenciables M
y N, y f una funcion en N. Entonces para X € I'(T'N) tenemos

Lp-x(F"f) = F*(Lx [).

DEMOSTRACION. Calculamos Lg:x(F*f) para p € M:

Lp-x(F*f)(p) = d
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Entonces podemos concluir que Lp«x F*f = F*(Lx f). —

TEOREMA B6. Consideremos un difeomorfismo F' entre dos variedades diferenciables M

y N, y f una funcion en M. Entonces para un campo vectorial X en M,
Lpx(Fif) = F(Lx [).

DEMOSTRACION. Solo se aplica la definicién F, = (F~1)* y el teorema B5 a

B.1. Corchetes de Lie. En esta seccién estudiaremos los campos vectoriales y el

corchete de Lie.

DEFINICION B7. Sean X y Y dos campos vectoriales sobre una variedad diferenciable
M. Definimos el corchete de Lie [X,Y] como el campo vectorial tal que para f € C*(M) se
cumple

(B1) [X,Y].f = X.(Y.f) — Y.(X.f).

Observemos que se cumplen las siguientes propiedades y su prueba puede consultarse
en [9,13].

1. La ecuacién (B1) define un unico campo vectorial [X, Y] en I'(T'M).

2. Para todo cualesquiera nimeros reales «, 3, [aX + BY, Z| = o[ X, Z] + S[Y, Z] donde
X,Y, Z son campos vectoriales en M.

3. Para cualesquiera dos campos vectoriales X, Y en M, [X,Y] = —[Y, X].

4. Para cualesquiera tres campos vectoriales X,Y,Z en M se cumple la identidad de
Jacobi [ X[V, Z]| + [V, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] = 0.

DEFINICION B8. Sea M una variedad diferenciable y X un campo vectorial en M. Dado
p € M, el flujo en p con dominio D, C M abierto y I, C R abierto que contiene al cero, es
una funcién ¢ : I, x D, — M, (t,p) — ¢.(p) tal que

1. Para todo t € I, ¢ : D,, — ¢4(D,,) es un difeomorfismo.
2. Sit = 0 entonces, ¢y(q) = q.
3. Paratodoge D, ytel,

o) = X(ai(a))

DEFINICION B9. Sean X y Y dos campos vectoriales en una variedad diferenciable M.

Denotemos ¢; el flujo de X. Definimos la derivada de Lie de Y en direccién de X como
LxY (p) = &li=o(27Y)(2u(p))-
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TEOREMA B10. Dados dos campos vectoriales X y Y en una variedad diferenciable.

Entonces [X,Y] = LxY.

DEMOSTRACION. La demostracién puede consultarse en [9].

TEOREMA Bl11. Sea F' : M — N un difeomorfismo. Entonces, para cualesquiera X yY
campos vectoriales en M, tenemos que F.[X,Y]| = [F.X, F.Y].

DEMOSTRACION. Consideremos f una funcién diferenciable en N. Vamos a calcular [F. X, F.Y](f).

Por la definicion del corchete de Lie, tenemos que
[F.X,F.Y].(f) = F.X.(FY.f) — E.Y.(F.X.f).

Si definimos f := f o F~!, tenemos que f = F.f, v por el teorema B11 la expresién anterior

queda como

[F.X,FY].(f) = FX.(FY.(Ff)) - FY.(FX.(Ff))
)

TEOREMA B12. Para X y Y dos campos vectoriales en una variedad N y un difeomor-
fismo F': M — N, entonces [F*X, F*Y] = F*[X,Y].

DEMOSTRACION. Solo debemos aplicar el teorema B11 pués dado un campo vectorial X, se
cumple F*X = (F71),X. —

C. Formas diferenciables

Consideremos dos variedades diferenciables M y N y una funcién diferenciable F' : M —
N. El pullback de una k-forma en w € QF(N) es una k-forma diferenciable en M definida como
sigue: dados u1, ..., u, en T,M, el pullback (F*w),(u1, ..., up) = wpe) (dF (u1), ..., dF(ug)).
El pullback define una operacién F* : Q¥(N) — QF(M), w — F*w.
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DEFINICION C13. Sea M una variedad diferenciable M, un campo vectorial X con flujo
v : I x D — M y una k-forma w. La derivada de w en direccién de X, llamada también
derivada de Lie, estd dada por

di .
2| prwle—i(p))-

(Lxw)(p) =
Las funciones diferenciables en M pueden ser identificadas como una forma en Q°(M).
Entonces dado un campo vectorial X en I'(T'M) con flujo ¢ : I x D — M y una funcién

diferenciable f en M, definimos la derivada de f en direccién de X también como

S| s,

Comenzamos entonces con calcular Lxdf para una funcién f € Q°(M). Consideremos p € M

y Y un campo vectorial en M,

Ly (V) = G| @ranee o)

_ % d(f o )e_ ) (Y(P))

= 2] Yot Do)

dt It
= (fo

= d(Lxf)

(o}
(p)
Y)(p).

De donde concluimos que Lxdf = dLxf. Dado un campo vectorial X en una variedad
diferenciable Mdefinimos la contraccién ix : Q¥ (M) — QF(M) como (ixw),(n1, ..., n) =
wp(X(p),m,...,Mk), donde ny, ..., g € T,M.

)
(

TEOREMA C14 (Férmula de Cartan). Para cualquier forma diferenciable w € Q(M) y

un campo vectorial, tenemos que

Lxw = d(ixw) + ixdw.

DEMOSTRACION. La demostracién puede ser consultada en [9,13] —

La férmula de Cartan es una gran herramienta al momento de manipular calculos con
derivadas de Lie y diferenciales. Algunos resultados sencillos pero importantes los vamos a

probar a continuacién

1. Para cualquier campo vectorial X en M se cumple Lxdw = dLxw
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DEMOSTRACION. Usamos la identidad de Cartan para calcular L xdw
Lxdw = d(ixdw)+ixddw
= d(ixdw)
= d(Lxw —d(ixw))
= d(Lxw).

.

2. Dados dos campos vectoriales X y Y, tenemos que
i[X,y]w = LX 9} (iy(x)) — iy o (LXw)

DEMOSTRACION. Ver [9].

D. Grupos de Lie

DEFINICION D15. Un grupo de Lie G es un grupo que es una variedad diferenciable tal
que la aplicacién G x G — G (g, h) — gh es diferenciable.

Consideremos un grupo de Lie G y el elemento neutro e. Al espacio tangente en la identi-
dad T.G lo vamos a denotar por g. El objetivo es presentar las herramientas utilizadas sobre
los campos vectoriales invariantes y el mapeo exponencial. Consideremos la multiplicacion
del grupo de Lie G x G — G (g, h) — gh. Para g € G, definimos L, : G — G, h > gh la
traslacion izquierda y Ry : G — G h — hg la traslaciéon derecha.

DEFINICION D16. Sea G un grupo de Lie y X un campo vectorial sobre G. Decimos que
X es invariante por la izquierda si (Ly),X = X (resp. (R,).X = X).

Denotemos como I'*(T'G) (respecto a la derecha) al conjunto de los espacios vectoriales
invariantes por la izquierda (resp. I'*(TG)). Consideremos X y Y dos campos vectoriales en
I'E(TG). Como los dos campos vectoriales se preservan bajo traslacién izquierda, podemos
ver que para todo g € G, L, [X,Y]| = [(L,).X, (Ly).Y] = [X,Y]. Sucede lo mismo con la

traslacion derecha.

DEFINICION D17. Sea v un vector en g = T,G. Definimos el campo vectorial generado
por la izquierda como XX (g) := (dL,).(v).

DEFINICION D18. Sea G un grupo de Lie. En g definimos el corchete de Lie como [u, v] =

[ XL XI](e) para dos vectores u,v en g.
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DEFINICION D19. Sean dos grupos de Lie Gy H. Un homomorfismo entre G y H es una
funcién diferenciable f : G — H tal que, dados g, h € G, tenemos que f(gh) = f(g)f(h).

DEFINICION D20. Sean G y H dos grupos de Lie con respectivas dlgebras de Lie g y b.

Una funcién f : g — b es un homomorfismo de algebras de Lie si para cualesquiera u,v € g,

f([u,0]) = [f(u), f(v)].

LEMA D21. Sea f: M — N wuna funcion diferenciable y consideremos los campos X,Y
en D(TM) y X,Y en T(TN). Si f,.X =X y £.Y =Y entonces f.([X,Y]) = [f.X, £.Y].

DEMOSTRACION. La demostraciéon puede consultarse en [9]. -

TEOREMA D22. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces df. =

g — b es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

DEMOSTRACION. Tenemos que verificar que para cualesquiera u, v en g, df ([u, v]) = [dfe(u), dfe(v)].
Primero observemos que df (XX(g)) = df,((dL,)c(u)) = d(f o Ly)e(u). Como f es un homo-

morfismo, el diagrama siguiente conmuta

¢—L-n
Lg l lLf(g)
G — H.
Siguiendo el diagrama anterior, tenemos
(D2) d(f o Lg)e(u) = d(Lye) o f)(u)
= X(zc(u)(f(g))'

De esta igualdad tenemos que f.(Xy) = X, v fo(X) = Xj;(,)- Ahora, usando la ecuacién
D2 y el lema D21

[dfe(u), dfe(v)] = [Xde(u)aXde(v)](e)
= [fX0) f(XD)] ()
= X0 X(e)
= dfe([u,v]).



D. GRUPOS DE LIE 73

D.1. Mapa exponencial. Construimos campos vectoriales a partir de un vector tan-
gente en g mediante el diferencial de la traslacion izquierda, que también puede ser construido
para acciones derechas. Estos campos vectoriales los usamos para definir un corchete de Lie
en g y darle una estructura de élgebra de Lie. Ademads, cualquier campo vectorial en I'*(T'G)
es invariante por la izquierda, por lo que los campos vectoriales se preservan bajo traslacio-
nes. La siguiente proposiciéon expone una propiedad muy importante sobre la completud de

los campos vectoriales invariantes.
DEFINICION D23. Sea M una variedad diferenciable M y X un campo vectorial. Decimos
que X es completo si dado el flujo ¢ : I x D — M para cualquier p € M, se tiene que

D=MyI=R.

TEOREMA D24. En todo grupo de Lie G los campos vectoriales invariantes son completos.

DEMOSTRACION. La demostracién puede consultarse en [9,13]. -
La proposicién anterior asegura entonces que dado un campo vectorial X invariante, el
flujo ¢ tiene como dominio R x G, por lo que puede ser definido en todo el grupo de Lie.

Esta propiedad permite que la siguiente definicion tenga sentido

DEFINICION D25. Sea G un grupo de Lie. El mapa exp : g — G, v — ©Y(e), donde ¢’ es

el flujo de X%, es llamado mapa exponencial del grupo G.

Vamos a calcular la derivada del mapa exponencial en el cero de g. Vamos a calcular

dexpy(v) donde v € Tyg, pero v = 4u(t), donde v : R —» g se define como v(t) = tv.
Entonces
d
dexpy(v) = E‘t:ﬂ exp(tv)
d v
= E tzogptl (6)

d v
= E{tio(pt (6)

. Por definicién del flujo de X%, tenemos que %|t:0w5(e) = v, es decir, dexpy(v) = v.

Concluimos entonces que dexp, : g — g es la identidad.
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TEOREMA D26. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces el

siguiente diagrama conmuta:

g——=15"
expl lexp
G—=H
f

DEMOSTRACION. La demostraciéon puede consultarse en [9]. -

D.2. Formas diferenciables invariantes. Consideremos una variedad diferenciable
M donde actiia un grupo de Lie G. Dada una forma diferenciable w € Q(M), decimos que w
es izquierda invariante (resp. derecha) invariante bajo la accién de G si para todo elemento

g € G, la traslacion Lg preserva w, es decir Liw = w.

Nos vamos a encargar ahora de estudiar un tipo muy particular de campos invariantes
tomando que la variedad donde actiia un grupo de Lie G es el mismo grupo de Lie G, es decir,
la operacion G x G — G la vemos como una accién. Comencemos con una k forma alternante
en T,G llamada w,. Tomamos la accién izquierda L, y generamos una k forma alternante en
cada Ty—1G de esta forma wy-1 := Liw,. Dados ni,...,n en T,G existen &1, ..., & en T.G

tales que & = (dL,)e(n;), pues Ly es un difeomorfismo, de forma que

wg(nla cee 777k> = we(fla cee 76/@)

Consideremos dos campos vectoriales X y Y en GG que son invariantes por la derecha 6 iz-
quierda tales que X (e) =uy Y(e) = v y una 1 forma w en G. Sabemos por [9] que se cumple

la siguiente igualdad
dw(X,Y) = Xw(Y) - YwX) —w(X,Y)].

Como w es invariante y X y Y son invariantes, podemos asegurar que X.w(Y) =0y Y.w(X) =

0. De estas dos igualdades obtenemos que dw,(u,v) = we([u,v]) en e € G.

DEFINICION D27. En un grupo de Lie GG, definimos el mapa inversién como 7 : G — G

g—g .
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Notemos que los siguientes diagramas conmutan:

e Q(Q) - (@)
[T
e 2(G) — Q)

g %

LEMA D28. El diferencial di. : g — g es —id.

DEMOSTRACION. Solo calculamos la derivada de la exponencial di.(v) para v € g

die(v) = i (exp(tv))

2
dt lt=0

— —t
0t o P 1Y)
= —.

Entonces dic(v) = —v.

TEOREMA D29. Sea G un grupo de Lie y w € Q¥(M). Entonces

L. *w, = (—1)*w,.

2. Siw es izquierda y derecha invariante, entonces dw = 0.

DEMOSTRACION. Consideremos uy, . .., uy, vectores en g
(Tw)e(ug, ... up) = wel(die(uy),. .., dic(ug))
= w(—ul,...,—uk)
= (=D w(u,...,uz).

Ahora, consideremos que w es invariante por la izquierda y la derecha. Tenemos siguiendo
los diagramas conmutativos anteriores, entonces i*w y dw son invariantes por la derecha e

izquierda. Siguiendo esto, tenemos que
fwe = (—1)Fw,
i*dw, = d(i*w,)
(—DFdw, = d((—1)*w.).

Entonces tenemos que (—1)¥*1dw = (—1)¥dw, que implica entonces que dw, = 0 en e. Usando

la invarianza para todo g € G obtenemos que dw = 0 1
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TEOREMA D30. Sea G un grupo de Lie conmutativo, entonces g es conmutativo.

DEMOSTRACION. Para probar que g es conmutativo, debemos ver que [u,v] = 0 para u,v € g
arbitrarios. Consideremos un covector a, € g. Mediante la traslaciéon L, generamos una 1-
forma ( := Lja. que es izquierda invariante, y como G es conmutativo,  es también derecha
invariante. Tenemos entonces que df = 0. Ahora, siguiendo los cédlculos al inicio el capitulo,
tenemos que dfe(u,v) = a.([u,v]), pero como df = 0, tenemos que . ([u,v]) = 0. Entonces

[u,v] = 0y por lo tanto g es conmutativo. —

E. Representaciéon adjunta

Consideremos un grupo de Lie G. Para g € G definimos la conjugacién Cy : G — G como
C,(h) = ghg™*. Consideremos la conjugacién C;, en G y para el mismo g € G la conjugaciéon
C,-1. Calculamos en h € G arbitrario Cy o Cy-1(h) = Cy(g *hg) = g(g 'hg)g™' = h.
Calculamos ahora C,-1 0 Cy(h) = Cy-1(ghg™) = g~ (ghg™*)g = h. Podemos concluir que la

conjugacion es biyectiva, y por lo tanto es un difeomorfismo.

DEFINICION E31. Dado un grupo de Lie G, en cada g € G definimos Ad, : g — g como
Ad, := (dCy)..

Como Cy es un difeomorfismo, podemos garantizar que Ady es un isomorfismo de espacios
vectoriales. Entonces por cada g € G, tenemos un isomorfismo Ad, € Aut(g), por lo que
podemos establecer una relacién bien definida Ad : G — Aut(g), g — Ad,.

Como Cy es diferenciable se puede verificar que Ad : G — Aut(g) es diferenciable y esto
permite que podamos calcular la derivada de Ad en la identidad e. Denotamos a la derivada

(dAd), como ad, obteniendo de esta forma un mapa ad : g — gl(g)

TEOREMA E32. Sea G un grupo de Lie y ad : g — gl(g). Entonces para cualesquiera
ad(u)(v) = [u,v].

DEMOSTRACION. Recordemos que el campo vectorial X% es invariante y tiene como flujo
" GXR — G, ¢}(g) = gexp(tu). Sabemos por el teorema 4.10 [ X, X ](e) = Ly X[ (e)
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y entonces

[u’ U] = [qu, XvL](e)

= 2| e X

dt li=

d d Y
= e (d— (" (23} <e>>>))
) 4
dt lt=0ds
) 4
dtlt=0ds

Calculamos la dltima igualdad y obtenemos que 4|,_o<|,_oexp(tu)exp(tv)(exp(tu))~! =

s=0

exp(tu) exp(sv) exp(—tu)g
s=0

o exp(tu) exp(sv) (exp(tu)) ™" .

%|t:0Adexp(_tu)v. Por definicién de ad : g — Aut(g) podemos concluir que %lt:OAdexp(tu)U =

ad(u)(v).

F. Variedades simplécticas

DEFINICION F33. Sea M una variedad diferenciable. Si existe una forma w € Q%(M) que

es cerrada y no degenerada, decimos que el par (M,w) es una variedad simpléctica.

Consideremos la esfera S? con la 2 forma w,(u,v) = det(p, u,v) con p € S* y u,v € T,S*.
Como la esfera es de dimensién dos y w es una dos forma, podemos asegurar que dw = 0.
Ahora, si w,(u,v) = 0 para todo u € T,S?, se tiene que det(p,u,v) =0y como p es no nulo,
esto implica que v = 0 y por lo tanto w es no degenerada. De lo anterior concluimos que w

es simpléctica y por lo tanto (S?, w) es una variedad simpléctica.

Dada una variedad simpléctica (M,w) podemos preguntarnos si la forma simpléctica w es
exacta, es decir, si existe una 1-forma o € Q'(M) tal que w = da. Para poder responder este
cuestionamiento, podemos que relacionar la forma simpléctica con una forma de volumen en

una variedad.

TEOREMA F34. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Entonces la 2n-forma w™ es una

forma de volumen.

DEMOSTRACION. La demostracién puede verse en [2]

TEOREMA F35. Sea (M,w) una variedad simpléctica compacta sin frontera. Entonces,
no existe « € QM) tal que w = dav.
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DEMOSTRACION. Primero, supomgamos que si existe a € Q(M) tal que w = da. Podemos
escribir la forma de volumen w” como wA -+ Aw = (da) A+ Aw = d(a Aw™ ). Como M

tiene una forma de volumen, podemos integrar w™ en M y mas aun

/Mw”%O.

Por otro lado, como M es cerrada, usamos el teorema de Stokes para calcular f u "

/w”:/d(a/\w”_l):/ aAw"t=0.
M M oM

Por un lado tenemos que |, 4w es no nulo y por otro que es nulo, que es una contradiccion.

.

TEOREMA F36 (Teorema de Darboux). Sea (M,w) una variedad simpléctica. Dado un
punto p € M existe una carta (U, @) con coordenadas (xy,...,%n,p1,--.,0n) tal que la forma

simpléctica w en estas coordenadas tiene la forma

w:zn:dmi/\dpi

i=1

DEMOSTRACION. La demostracién puede encontrarse en [11]

A menudo a la carta dada en el teorema de Darboux se llama carta de Darboux y las

coordenadas de dicha carta se denominada coordenadas de Darboux.

F.1. Campos vectoriales hamiltonianos.

DEFINICION F37. Sea (M,w) una variedad simpléctica y X € I'(T'M) un campo vectorial.
Si existe H € C°(M) tal que ixw = dH, decimos que H es el hamiltoniano asociado al campo

vectorial X.

DEFINICION F38. Sea (M, w) una variedad diferenciable y H € C*°(M) un Hamiltoniano.
El tinico campo vectorial Xy € I'(T'M) tal que ix,w = dH, es llamado el campo asociado al

hamiltoniano H.

Sea (M, w) una variedad simpléctica. Definimos la correspondencia ® : T'(M) — Q' (M),
X +— ixw. Veamos que ®(aX + Y) = ioxipyw = ixw + fiyw y entonces ¢(aX + fY) =
a®(X) + fP(Y) y entonces es lineal.
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Sea (M,w) una variedad simpléctica, definimos el corchete de Poisson {,} de esta for-

ma: dados f, g funciones diferenciables y sus campos vectoriales asociados Xy, X,, definimos
{f,9} = w(Xy, X,). Notemos que {f, g} = w(Xs, X,) = df (X,) = —dg(Xy).

1. Podemos ver que para f una funcion diferenciable y o un nimero real, X, = aX;.
Podemos concluir que el corchete de Poisson es bilineal.

2. Es antisimétrica.

3. Consideremos f, g, h funciones diferenciables. Entonces {fg, h} = d(fg)(Xn) = fdg(Xn)+

4. Cumple con la identidad de Jacobi {{f, ¢}, h} + {{g,h}, f} +{{h, f}, 9} =0.

Cada unos de los propiedades del corchete de Poisson sobre una vaeridad simpléctica M puede
ser consultado en [1-3,11], considerando que cada autor propone diferentes definiciones del

corchete de Poisson.

DEFINICION F39. Sean (M,w) y (N,7) dos variedades simplécticas. Una funcién f :

M — N es un simplectomorfismo si es un difeomorfismo y f*7 = w.

DEFINICION F40. Un campo vectorial X € I'(M) es simpléctica si la 1-forma inducida

ixw es cerrada.

PROPOSICION F41. Consideremos un campo vectorial X € T'(M) de una variedad simplécti-
ca (M,w) tal que el flujo de X es ¢ : 1 x D — M donde I C R contiene al cero y D C M
abierto. Entonces para t € I, ¢, es un simplectomorfismo si y solo si el campo vectorial X

es simpléctico.

DEMOSTRACION. Primero suponemos que X es simpléctico, que por definicién d(ixw) = 0.
Vamos a calcular % lt=op;w. Primero consideremos la igualdad % ‘tiogof w = Lxw y después por
la igualdad de Cartan, tenemos que Lxw = d(ixw) + ixdw = 0, pués ixdw = 0 por que w es
una forma simpléctica y d(ixyw) = 0. Entonces obtenemos que 4 |,opjw = (Lyw) = 0 Ahora,
supongamos que ¢;w = w para todo ¢t € I, de donde podemos comprobar que %h:ogofw = 0.

Por la igualdad de Cartan 4 |,_opjw = Lxw = d(ixw) = 0 por la igualdad anterior.
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