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Resumen

Empezamos con una introduccion detallada de la cromodindmica cuantica (QCD). Escribi-
mos su Lagrangiano y revisamos sus simetrias. En particular, estudiamos la simetria quiral
y su rompimiento dindmico. Una de las herramientas poderosas para hacerlo son las ecua-
ciones de Schwinger-Dyson (SDEs). Después de una descripcién diagramética de estas
ecuaciones, resolvemos la ecuacion de gap para quarks, usando diferentes modelos para el
producto del propagador gluénico y el vértice quark-gluon. Posteriormente, realizamos una
parametrizacion de la solucién en términos de polos complejos conjugados. Esto consiste
en escribir al propagador del quark como la suma de algunos propagadores libres con ma-
sas complejas (y sus complejos conjugados). Esta parametrizacion es extremadamente ttil
y practica para el estudio de las propiedades hadronicas a través de las SDEs y ecuaciones
de Bethe-Salpeter.

Palabras clave: Feynman, lagrangiano, cudntica, parametrizacion, pion.
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Abstract

We start with a detailed introduction of quantum chromodynamics (QCD). We write your
Lagrangian and we check its symmetries. In particular, we study chiral symmetry and its
dynamic breaking. One of the powerful tools to do this is the Schwinger-Dyson equations
(SDE). After a diagrammatic description of these equations, we solve the equation of the
gap for the quarks, using different models for the product of the gluonic propagator and the
vertex quark-gluon. Subsequently, we perform a parameterization of the solution in terms
of complex conjugate poles. This consists of writing to the propagator of the quark as the
sum of some free propagators with complex masses (and their conjugated complexes). This
parameterization is extremely useful and practical for the study of the properties through
SDE and Bethe-Salpeter equations.
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Capitulo 1

QCD: Generalidades

1.1. Introduccion

En los anos sesentas, previo a la formulacién de la Cromodindmica Cuantica (QCD por sus
siglas en ingles), las interacciones electromagnéticas habian sido descritas exitosamente por
una teoria cuantica de campos (QFT por sus siglas en ingles) la Electrodinamica Cudntica
QED. Sin embargo, las interacciones fuertes dentro de un nucleo o para hadrones en general
fueron estudiadas a través del Modelo de Quarks, reproduciendo, a groso modo, el espectro
de hadrones, relaciones entre sus masas y otras propiedades estéticas [1]. Este modelo
logro clasificar los hadrones conocidos y ademds predijo la existencia y masa del barion
)~ (Premio Nobel a Gell-Mann en 1969). Nambu y Han incluyen el nimero cuéntico de
color (cada quark viene en 3 colores) quitando el problema de estadistica Fermi-Dirac [2].

Experimentos de dispersion inelastica profunda en los afios 1960s y 1970s demostraron la
existencia de los quarks. Por esta razon el grupo de color dado por Fritzsih, Gell-Mann y
Leutwyler [3] se interpreté como grupo de norma. La interaccion de quarks se debe a un
octete de bosones de norma no masivos llamados gluones. A esto se le llamé QCD.

La QCD es una teoria no abeliana por la interaccion de los bosones de norma. El aco-
plamiento se vuelve débil cuando la escala de energia es grande (poca separacion entre
quarks), teoria asintéticamente libre. Asi los quarks se comportan como particulas quasi-
libres y es posible un tratamiento perturbativo de QCD, esto descubierto por Gross, Wilczek
[4], [5] y Politzer [6] en 1973 (Premio Nobel 2004). En la escala de energia pequeia (se-
paracion grande entre quarks), el acoplamiento es muy grande y los quarks se encuentran
confinados en hadrones. Otra consecuencia es la genarcion denamica de masas: quarks y
gluones adquieren masa (efectiva) de manera dindmica dentro de los hadrones, llamada
Ruptura Dindmica de Simetria Quiral (DCSB por sus siglas en ingles); el 98 % de la ma-
sa en el universo luminoso se debe a este mecanismo. Confinamiento y DCSB son dos
fendmenos emergentes de QCD de gran importancia en el espectro y dindmica de la estruc-
tura nuclear y hadrénica. La QCD es la parte del Modelo Estandar de fisica de particulas
(SM por sus siglas en ingles) que estudia las interacciones fuertes; interacciones que go-
biernan la fisica nuclear / hadronica y que dan la mayor parte de la masa a la materia
visible.

Una de las manera de abordar el estudio de QCD, a nivel de quarks, es a través de las

3



4 Capitulo 1. QCD: Generalidades

Ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE por sus siglas en ingles): exactas, no perturbativas
e invariantes de Poincaré; consistentes con confinamiento, DCSB y QCD perturbativa [7,

b b ]'

Debido a que en la naturaleza no es posible encontrar los quarks libres, pues estos siempre
se encuentran formando particulas compuestas de ellos (hadrones), es de nuestro interés po-
der describir la fisica a este nivel; para ésto, hemos elegido a los piones como nuestro objeto
de estudio. Para describir piones, y en general cualquier meson, recurrimos a la Ecuacién
de Bethe-Salpeter [9] que es la ecuacion que describe estados ligados de dos particulas, o
bien, la SDE para la funcién de cuatro puntos, esto para una interaccion de contacto [ 12, 13]
que es un modelo donde el momento del gluén no interviene en la ecuacion (proporciona
automdticamente @ = 0); pues en el diagrama de Feynman correspondiente a una disper-
sién qq no aparece el gluén que intercambian y simplememte se tiene un diagrama con 4
puntas que corresponden a los quarks entrantes y salientes. Los piones son de gran interés
en la fisica hadronica debido a su naturaleza como Boson de Goldstone. Cuando se rompe
la simetria quiral, es necesaria la existencia de los piones; y cuando esta simetria se rom-
pe ademds de manera explicita mediante la masa de los quarks, autométicamente tenemos
piones masivos, pero ligeros en comparacion con los demds hadrones. De ésta forma, po-
demos relacionar la existencia de los piones y la Generacion de Masas mediante un tinico
fenémeno, que es DCSB.

Comenzamos mostrando el lagrangiano de QCD, explicando sus términos y significado
fisico; posteriormente se discutirdn generalidades de las SDEs.

1.2. Lagrangiano de QCD

El lagrangiano es una funcidn escalar a partir de la cual se pueden obtener las ecuaciones
de movimiento para todos los campos involucrados. El lagrangiano se considera el objeto
mas fundamental que describe un sistema fisico en teoria cudntica de campos. En el caso
de QCD, ésta se puede escribir como:

1 1
~£ = _ZFZVFZV - 2_5(6MAZ)2 - (yﬁa)(auna) - gf;lhc(auﬁa)Ach (11)

Ny
+ ) WDy - mw.
j=1
Estudiemos cada uno de sus términos tomando unidades de Plank o naturales, es dcir #, ¢ =

= El primer término contiene la dindmica de los campos de norma (gluones, represen-
tados por A7), es decir, su energia cinética y sus auto-interacciones. Notamos que
Fy, = 0,A5 — (')VAZ +g fabcAZAﬁ es el tensor de campo gludnico (fuerza del campo
gluonico), analogo al tensor de campo electromagnético (fotén). Aqui, g es el aco-
plamiento,ya = 1,2,3,--- ,8 es el indice de color.

= El segundo término, es el término que fija la norma, siendo ¢ el pardmetro covariante
de norma: ¢ = 0 corresponde a la Norma de Landau, ¢ = 1 a la Norma de Feynman.
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La fisica no es afectada por el valor de &.

= [os campos 7,, corresponden al campo fantasma de Faddeev-Popov. Sus términos
cinéticos son de la forma de un Lagrangiano para campos escalares cargados, sin
masa (que satisfacen la estadistica de Fermi-Dirac), por lo que pareceria ser un cam-
po bosdnico, sin embargo es fermidnico debido a su naturaleza como ndmero de
Grassman.

= [.os campos zp{ son los campos fermidnicos (quarks). De esta manera, el ultimo
término contiene al Lagrangiano de Dirac y termino de interaccién. D,y estd da-
do como Dy = o — ingj{z.,//iAZ. D, = 0, — igT{A{ es la derivada covariante
asociada al campo gauge gludnico. Donde j = 1,2,---, Ny corresponde al nimero
de sabores, existen 6 sabores, 7 son los generadores del grupo de color (Matriz de

color). El indice / es niimero de colores, la evidencia experimental nos dice que hay
tres colore [ = 1,2, 3.

La notacién es: Y = rojo, ) = azul, W, = verde.

= Aqui f,. son las constantes de estructura completamente antisimétricas del grupo de
norma de QCD. Tenemos las siguientes relaciones:

[T T = ifwT"
T°T* = Crl,
1

Te[T°T?] = §5ab,

JaveSoea = Cabaa.

Donde T¢ = L;, y A% son las matrices de Gell-Mann.
En la representacion fundamental de S U.(N):

N> -1

2N

Donde C son los operadores de Casimir. Para QCD N = 3 por lo tanto Cy = 3y Cr = %.
Sabemos que los calculos de observables fisicas en QCD mas alld del nivel arbol encuen-
tran divergencias ultravioletas. Sin embargo, QCD es una teoria renormalizable, por lo que
podemos afadir contra términos con la misma forma que el Lagrangiano original, que nos
remuevan estas divergencias, de tal manera que sigamos teniendo un Lagrangiano que sea
consistente con los resultados experimentales. Al Lagrangiano original, mas el Lagrangiano
de contra términos, le llamaremos el Lagrangiano desnudo.

Lo L+ Ler =L

Ci=N, Cp=
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A este nuevo Lagrangiano lo podemos factorizar de la siguiente manera:
1
Ly = —37Z:0,A7 - 0,4 A, - A
1 . . ,
~5218furc B Ay = B ADALAL

1
- ngfabcfadeAbAcAﬂAv

4 M veTdt e
1 ~ ~
_2_§ 6(6”142)2 - Z3(6”7_7a)(6,u77a) - Zlgﬁlbc(ayﬁa)Ach

Ny
+ D 2 B O] + Zurs T S~ Zogm, )

J=1

Los coeficientes Z; corresponden a las constantes de renormalizacion las cuales absorben
los infinitos de las ecuaciones.

= Z3: Constante de renormalizacion del campo del gluén.

= Z3: Constante de renormalizacién del campo del fantasma.

= Zrj: Constante de renormalizacion del campo del quark.

= Z,: Constante de renormalizacion de la constante de acoplamiento.
= Z,;: Constante de renormalizacion de la masa del quark.

» Z;: Constante de renormalizacion del pardmetro de norma.

= Z;: Constante de renormalizacion del vértice de tres gluones.

= Z5: Constante de renormalizacion del vértice de cuatro gluones.

= Z: Constante de renormalizacién del término que fija la norma.

= Z;: Constante de renormalizacién del término de interaccién gluén-fantasma.
= Z;rj: Constante de renormalizacion del vértice quark-gluon.

= Z4;: Constante de renormalizacion del término de masa del quark.

Estas constates dependen del punto de renormalizacion y y del regulador de corte ultra-
violeta A, es decir Z; = Z;(u; A). Con el fin de que el lagrangiano mantenga la forma
redefinimos algunas cantidades de la siguiente manera:

~1/2

= Para los campos: Aj = Zé/ZAZ, Mg =23 Moy Yj = Zé;:‘zjwj'

) L _ _ 71
= Para los pardmetros: gg = Z,g, mp; = Zymj, =27, €.

De esta manera que se asegura que los coeficientes de los términos cinéticos correspon-
dientes en el Lagrangiano desnudo sean iguales a la unidad. El subindice B se refiere a las
cantidades desnudas. Estas constantes son determinadas por el requerimiento de covarianza



1.2. Lagrangiano de QCD 7

de norma local del Lagrangiano de QCD. Tenemos, por ejemplo, para el término del vértice
de tres gluones:

1 Z a a b pve 1 a a b A ve
——Zy—zngﬁ,bc(aﬂABV — 0,Ap AT AY = _Engahc(auABv - 0,A)AY A (1.2)
3 4
que implica que Z; = ZgZ;/ 2. Para el vértice de cuatro gluones:
l Zs Zf f AL A A/ldAve _ l Zf f AL A ud 4 ve (1.3)
422Z2g3 abcJade A Apyip Ap — 4gB abcJade‘3 gy BVAB B- .
g3
asi tenemos Zs = Z;Z%. Para el término de interaccion del quark-gluén, tenemos:
Zle 7J opaugj pa  _ 7J a J Aa
WgB‘/’BlTIkV VA, = 888 Ty Vi Ay (1.4)
gHLF 43

que implica Zr; = Z,Z»r jZé/ 2 En el caso del término gluén-fantasma, tenemos:

Zl —q b _nc —q b e
Wg%fabc(a,unlg AR NBC = g5 func(0,715) Al 1B (1.5)
4343
y asf tenemos Z; = Z,Z,Z,'*. El término de masa para quarks nos da:
Zyj L L
7 -ZJZF ‘mBj‘/’gzlrl’;zz = mgly - (1.6)
mj J
que implica Z,; = Z,,jZ,r . Para el término que fija la norma:
1 Zg 1
—— (AL = ——(0"ALp) . 1.7
277 O =~ @A) (1.7)
por lo que Zg = Z:Z3. Resumimos las relaciones entre las constantes de renormalizacion:
Z = 72,237, (1.8)
Zs = 7.7, (1.9)
Z, = 72,27}, (1.10)
Z6 = Z§Z3, (111)
Zirj = ZgZZFjZ;/Z’ (1.12)
Z4j = ijzsz. (113)

Manipulando algebraicamente estas relaciones, al dividir pares de ecuaciones entre si, ob-
tenemos:

Z_ 2 _ 25 _
Zy 7y Zi Zorj
Estas son las Identidades de Slavlov-Taylor que son generalizaciones no abelianas de las

identidades de Ward-Takahashi. Garantizan la universalidad de la constante de acoplamien-
to g. Ya escrito el lagrangiano de QCD de esta manera, a continuacion mostramos algunas

(1.14)
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de sus diversas simetrias.

1.3. Simetrias del Lagrangiano

Una simetria de un sistema fisico es un rasgo fisico o matematico de un sistema que es pre-
servado sobre cierto cambio (Transformacion). Eso es, que bajo ciertas transformaciones,
aspectos de esos sistemas son “incambiables”, de acuerdo a una observacion particular.

Mostramos algunas simetrias del lagrangiano de QCD y sus corolarios. La mayoria de ellas
son s6lo aproximadas en la naturaleza; sin embargo, nos permiten obtener un entendimiento
mds profundo sobre la fisica en el mundo real. Comenzamos discutiendo el teorema de
Noether, que nos permite relacionar simetrias con corrientes y cargas conservadas. Este
teorema constituye una explicacion de por qué existen leyes de conservacion y cantidades
fisicas que no cambian a lo largo de la evolucién temporal de un sistema fisico.

1.3.1. Teorema de Noether

El teorema de Noether expresa que cualquier simetria diferenciable, proveniente de un
sistema fisico, tiene su correspondiente ley de conservacion. El teorema se denomina asi
por la matematica alemana Emmy Noether, que lo formul6 en 1915.

El teorema de Noether relaciona pares de ideas bésicas de la fisica: una es la invariancia
de la forma que una ley fisica toma con respecto a cualquier transformacién (generaliza-
da) que preserve el sistema de coordenadas (aspectos espaciales y temporales tomados en
consideracion), y la otra es la ley de conservacion de una cantidad fisica.

Informalmente, el teorema de Noether se puede establecer como: A cada simetria (conti-
nua) le corresponde una ley de conservacion y viceversa. El enunciado formal del teorema
deriva una expresion para la cantidad fisica que se conserva (y, por lo tanto, también la
define) de la condicién de invariancia solamente.

Por ejemplo:

= la invariancia con respecto a la (direccion del eje de) rotacion da la ley de conserva-
cién del momento angular.

= la invariancia de sistemas fisicos con respecto a la traslacion (dicho simplemente, las
leyes de la fisica no varian con la localizacién en el espacio) da la ley de conservacion
del momento lineal.

= la invariancia con respecto a (la traslacién en) tiempo da la ley de conservacion de la
energia.

En la teoria cudntica de campos, la invariancia con respecto a la transformacion general de
gauge da la ley de la conservacion de la carga eléctrica, etcétera. Asi, el resultado es una
contribucién muy importante a la fisica en general, pues ayuda a proporcionar intuiciones
de gran alcance en cualquier teoria general en fisica, con s6lo analizar las diversas trans-
formaciones que harian invariantes la forma de las leyes implicadas. Supongamos que el
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lagrangiano tiene los campos de quarks y el campo de gluones:

7 . 1 a v
Lye = p(0)y, D' — my(x) + ZF,W(X)FZ‘ (0, (@=1---8). (1.15)
donde D* = 9" —igAH(x), A*(x) = AZ(x)é—“ y ¥(x) = (ud s)'. De manera general definimos
una transformacion global como:

Y(x) = ¢'(x) = exp [0, ¢ (x)

(1 +il“®, + 0 (@a)z) w(x), (1.16)
(1 +iI0,) y(x),
Y(x) + oy(x),

donde I'* (indica sobre qué eje estamos rotando) son los generadores del grupo U(N) o
SU(N):

= Para U(1) tenemos que I'* = 1.
= Para S U(2) tenemos que [ = 0, donde o son las matrices de Pauli.
= Para S U(3) tenemos que [ = A%, donde A“ son las matrices de Gell-Mann.

0, es el parametro de la transformacion (indica cuanto se esta girando alrededor de a), para
una transformacién global ®, = constante, para una transformacién local ®, = 0,(x).

I'“ puede cruzar a y° ya que viven en espacios diferentes, uno puede escoger ®, co-
mo queramos, por ejemplo (@ =(0,=0,0,=0,0, =7/ 2)). Es importante recordar que

0 (@,w) = 0, (0Y). La corriente de Noether esta dada por:
0Ly O _

JHx) = —————= = HT . 1.17
a (%) 90 90 )y T Y(x) (1.17)
Si L, es invariante ante la transformacion, la corriente de Noether se conserva:
0,0 (x) = 0. (1.18)
Ademas, si la corriente estd localizada en el espacio, se tiene una carga conservada:
Q. = f d’xJJ(x) = f & xp (OT Y (x) (1.19)

0, = 40 :o,(fd%ﬁﬁzsgds*-ﬁ:o).
dt % s

Si L, no es invariante ante la transformacion, la corriente de Noether no se conserva:

3, Jx) # 0, (1.20)
0L
3,J"(x) Wf‘

A continuacién discutiremos algunos corolarios del teorema de Noether.
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1.3.2. Simetria de Sabor y Nimero Barionico

Alguas de las simetrias del Lagrangiano {1.1} son:

= Simetria de isospin/sabor: El sabor es un nimero cudntico de las particulas elemen-
tales (quarks: u (up, arriba), d (down, abajo), s (strange, extrafno), ¢ (charm, encan-
tado), b (bottom, fondo) y t (top, cima).) relacionado con su grupo. En el modelo
electrodébil, esta simetria es figurada y los procesos de cambio de sabor existen. En
cromodindmica cudntica, por otro lado, el sabor es una simetria global. Tomamos
Y(x) = (ud)! y asumimos m, = my. La transformacién S U¢(2) de isospin es:

2

donde 7“ es una matriz de isospin, 7* = 0 (con a = 1,2, 3) son los generadores de
S U(2); las matrices de Pauli. La corriente y carga conservadas son:

Y(x) = ' (x) = exp liT—aea] . (1.21)

JH)

Py %w(x), (1.22)

0" f d*xV2(x) = f Pt (0= w(x) (1.23)

son llamadas corriente y carga isospin respectivamente. Podemos extender al caso
con Ny = 3 afladiendo la componente del quark strange a (x); adicionalmente,

asumimos m, = my = my y las matrices de Pauli 7* se reemplazan por las matrices
de Gell-Mann, A* (a =1, ---8).

= Simetria de nimero bariénico: El nimero barionico (representados B) es un nime-
ro cuantico invariante. Se puede definir como un tercio del nimero de quarks menos
el nimero de antiquarks dentro del sistema hadronico:

Nq_Nt?
3 .

donde N, es el nimero de quarks, y N; es el nimero de antiquarks. Tenemos la
simetria global U(1), tal que:

Y(x) — ePyY(x) = f(x) = BEQy (). (1.24)

La carga conservada, B = f d*xy" (x)y(x), corresponde al niimero bariénico.

B =

1.3.3. Bosones de Goldstone y Simetrias Quirales

El teorema de Goldstone dice que cuando se rompe una simetria continua, de manera es-
pontanea, la QFT genera una particula no masiva con los mismos nimeros cuanticos que
una simetria local de rotacion. Esto implica que, por cada corriente axial de isospin en
QCD, con quarks u, d no masivos (o también s), se obtienen los mesones pseudoescalares:
{n°, n*} con Ny =2 | 7%, n*, K°, K*, K, n}, con N; = 3. En fisica de particulas y fisi-
ca de la materia condensada los bosones de Goldstone (también conocidos como bosones
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de Nambu-Goldstone) son bosones que aparecen en modelos de teoria cudntica de campos
con ruptura espontdnea de simetria. Propuestos por vez primera en 1960 por Yoichiro Nam-
bu, estos bosones estdn asociados a generadores de la simetria rota. Pueden considerarse
como excitaciones del campo en la direccién simétrica y carecen de masa, si la simetria es-
pontdneamente rota no ha sido rota explicitamente. Si la simetria no es exacta, por ejemplo,
si se rompe explicitamente, ademds de espontaneamente, entonces los bosones de Golds-
tone serdn masivos, aunque generalmente ligeros. A estos se les denomina pseudo bosones
de Goldstone, o pseudo bosones de Nambu-Goldstone.

La anomalia de Adler-Bell-Jackiw tiene varias implicaciones importantes en QCD, para
describir esto, primero debemos describir simetrias quirales de QCD. Simetria quiral es
una simetria de QCD en el limite en el que desaparecen las masas de los quarks. Sabemos,
sin embargo, que la masa corriente de los quarks es finita. Sin embargo, en comparacion
con las escalas de hadrones, las masas de los dos quarks mas ligeros son muy pequefias, por
lo que la simetria quiral puede ser considerada una simetria aproximada de las interacciones
fuertes. La existencia de simetria quiral vino a partir del estudio de la desintegracion beta
nuclear. La identificacion de la corriente axial, se debe a una caracteristica muy importante
e interesante de la interaccion fuerte, esto es que la simetria asociada con la corriente vector
axial es “espontdneamente rota”. Una consecuencia importante de la ruptura espontianea de
simetria es la existencia de un modo sin masa, el llamado boson de Goldstone. En nuestro
caso, el boson de Goldstone es el pion. Si la simetria quiral fuera una perfecta simetria
de QCD, los piones no deberian terner masa. Como la simetria quiral es s6lo aproxima-
da, esperamos que el pién tenga una masa pequeiia (en comparacion con todos los otros
hadrones). El hecho de que el pion es un bosén de Goldstone es de gran utilidad practica.
A bajas energias y temperaturas los procesos hadrénicos son dominados por los piones Yy,
por lo tanto, todos los observables se pueden expresar como una expansion en las masas y
los momentos de piones. Esta es la idea basica de la teoria de perturbaciones quirales, que
es muy exitosa en la descripcion fisica del umbral de piones. Una de las grandes ventajas
de la formulacién lagrangiana es que las simetrias del lagrangiano conservan cantidades
(corrientes). De Mecénica Clasica sabemos que las simetrias del lagrangiano implican can-
tidades conservadas. Por ejemplo, si la funcion de Lagrange es independiente del espacio
y tiempo, el momento y la energia son conservados. Como un ejemplo de la corriente de
Noether, consideremos el lagrangiano de dos sabores Ny = 2y el lagrangiano {1.15}. Se-
paramos las componentes del gludn, interaccion quark-gluon y el término de masa:

ng = lZ’(X)(Wy&HW(X) + m‘;(x)'//(x) + Lgluén + -Eint' (125)
donde

w(x)=(2) yom=( ).

Si los quarks u y d son muy ligeros, los dos ultimos terminos del lagrangiano pueden ser
despresiados. Estudiemos como hacer m, y my; = 0. Si ignoramos las masas de u y d
y solo tomamos el primer terminio del lagrangiano {1.25} este tiene simetria isospin, la
simetria de una transformacion unitaria S U(2) que mezcla los campos u y d. Debido a que
el lagrangiano clasico para los fermiones sin masa no contiene acoplamiento entre quarks
izquierdo y derecho, este lagrangiano es realmente simétrico bajo las transformaciones
unitarias separadas. En el limite donde m, = m,; = 0, podemos separar los campos de
quarks derecho e izquierdo como el doblete de quarks con componentes quirales:
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Yr(x) = %(ﬂ FY @), i) = %(1 -7) ¥(). (1.26)

De esta manera, reescribimos al lagrangiano como:

Lye = ) (17,D) Yr(0) + F.0) (i, D) (%) + Lgtin- (1.27)

En esta discusion, ignoraremos todos excepto los quarks mas ligeros u y d. De esta manera
la parte fermionica del lagrangiano resulta ser:

L=uiDu+dil)d — m,au — mydd. (1.28)

Donde Ip = y, D"
Definimos transformaciones unitarias separadas de la forma:

Yr(x) = Uryr(x),  Yr(x) = Urgr(x). (1.29)
tal que Ug 1 pueden ser transformaciones globales unitarias U(1) o S U(2). Asi, el grupo de

simetria para el lagrangiano sin masa es S Ug(2) X SU(2) X Ug(1) X Ur(1). Las corrientes
asociadas a las transformaciones U(1) son:

Jr () = PrO)YYr(x) s () = Py (). (1.30)
para el grupo S U(2):
Jr () = ROV TYR() s () = Py T (). (1.31)

En el cuadro {1.3.1} se muestran algunas propiedades de los left y right espinores.

Las sumas de las corrientes derecha e izquierda {1.30}, tal como se muestra en {1.3.2}, dan
las corrientes de isospin también conocidas como corrientes vectoriales. La resta nos da las
corrientes vectoriales:

Jv =9y, gy =Ty (1.32)
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Propiedades de los left y right espinores. .

Dagger de los espinores.
. /J . lu _ 7 7
Jp g = Y+ dryY Yk
los términos que mezclan R y L suman cero ya que son cero,
para mostrarlo utilizamos las propiedades de las matrices .
Primero encontramos como se escribe cada yg,,, en términos del 7:

Y = %(1—?’5)‘/&

Tomamos el ¥ y multiplicamos por ° por el lado derecho,

Y, = %W(ﬂ—ys),

vy’ = %wWO (1+7°).
Y = %&(ﬂ +7’5)-

De manera similar encontramos
A

R 21/’ Y )

De esta manera tenemos:
(1er)rg (o)
g(1+7)(1-7)rv

<
—
\%:
S
=

Il
<
=
+
\<

J(1-7 +9 - 1)yy
RY'YL

RN N T Y =

Il
<
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Suma de corrientes izquierda y derecha. .

Suma de las corrientes izquierda y derecha para U(1):

Je v 7 = UrY YR+ Uy YL

_ %&(1_75)y#%(1+y5)g//+%l}(ﬂ+'y5)yl‘%(ﬂ—’)’5)¢/
- %[‘(1 V) @+y)u+d(1+7) 7 (1-7)y]
- Bl i) vl
- %[‘1 V) v+ i (1+7) y w]

= G20 -r)reia(ier)rl

_ %[ (1=7) vy +0(1+7)vy]

= EWWw+www—&fww+&fwM

= Y=
Para SU(2) las matrices de Pauli no anticonmutan con 75,
ya que viven en otro espacio, por lo tanto:

Je I = WY TR Ay T

- 11/3(11—y5)y”r“%(11+y5)w+%&(ﬂws)y“r“%(ﬂ—f)w
(L) Uy dy e (=) (-7
)= )rura (1) (14 y) vl

<
\<
-~I

=

(

Y (149°) v+ gy (1 —75)111]
T“Z(]l + 'ys)w + Yy T2 (]l - yS) zp]

Iyt (L+9 )y + oy e (1 - ) v

<

‘Sl
\<

r—r—1r—1r—1r—1
SI

S [ ey + By ey + Iy ey - Gy ey

iy = .

AL I N N N [ N N I N

<
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Las simetrias correspondientes son las transformaciones {1.29} con U = U. Las restas de
las corrientes {1.30,1.31}, tal como se muestra en {1.3.3}, dan las correspondientes corrien-

tes vectoriales axiales j*, j*:

P =9y Yy, =y Ty (1.33)
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Corrientes axiales. .

La resta de las corrientes izquierda y derecha {1.30,1.31} dan las correspondientes
corrientes vectoriales axiales{1.33}. Para U(1):

Jx =il = wrY"Yr =YL
Vs (149w - 50 (1+7) 75 (1-7)

p—
I

= §¢@—7
= =) ()= d(1+) 7 (1-7) ]
= 5lo- y>< )y -0 (1+7)(1+7)]
= %[_ ) yu -0 (1+v) v
= 2l2(1- y)w 72(1+7) yy]
= (=) -a (1))

o

S [0r v = e = by = vy

= YV =YYy = j°.
Para SU(2) Las matrices de Pauli no anticonmutan con ys
ya que viven en otro espacio, por lo tanto

Jpl =0l = Ry TR — Y T
) (L )y - 30 (L4 ) s (1- 7)o
(ﬂ +7) (7Y =dye (1-7) (1= 7))

=) (1 -7) v - w(ﬂw)(ﬂ V)7l

1+7 w wVT ]

<

—~
|=\
\<

I
A

“7'”2(1+7 )zﬁ—&y“‘r@(]l—y )w]

Gyt (1+ ) —dy'e (1-9)y]

,_‘,_‘,_|,_‘,_|,_\

S By e + Iy ey = I + gy Ty

/15a

RS ST IS (O ) IS N I N (S N IS N IS O ) TS

<

VTV =gy T =
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Mostraremos a continuacién que para las corrientes de isotriplete ¢ las leyes cldsicas

de conservacién no se ven afectadas por anomalias, pero con las corrientes j*> no pasa lo
mismo.

Las transformaciones de los vectores en el grupo de simetria S U(2) X U(1) son propias
de las interacciones fuertes, cuyas corrientes conducen a leyes de conservacion conocidas.
No pasa lo mismo con las transformaciones axial/chiral ya que no corresponden a ninguna
simetria precisa de las interacciones fuertes. En 1960, Nambu y Jona-Lasinio supusieron
que estas son simetrias de las interacciones fuertes que se rompen espontdneamente. Lo
cual a permitido la descripcion detallada de las interacciones fuertes a baja energia.

1.3.4. Rompimiento Espontaneo de la Simetria Quiral.

La presencia de un término de masa en {1.25}, mezcla quarks izquierdos y derechos, por lo
que rompe la simetria quiral:

Liasa =My = m (Y g + Yriyr) = Yrmyyy + Y myg. (1.34)

Sin embargo, éste no es el tinico mecanismo de ruptura.

) S
‘J??J'

Figura 1.1: Un par quark-antiquark “condensado” con momento total y momento angular
cero.

En QCD, quarks y antiquarks tienen interacciones fuertes, y, si estos quarks son no masi-
vos (0 casi no masivos), la energia necesaria para crear un par adicional de quark-antiquark
es pequeiia. Por lo tanto, esperamos que el vacio de QCD contenga un condensado de pa-
res quark-antiquark. Estos pares de fermiones deben tener un impulso total y un momento
angular cero. Por lo tanto, como muestra la Fig.{1.1}, deben contener carga quiral neta,
emparejando a los quarks zurdos con las antiparticulas de los quarks diestros. El valor de
expectacion del vacio esta caracterizado por un condensado quark-antiquark que se carac-
teriza por ser distinto de cero:

(O Y 10) = O] Yoyrg + YRy 0) # 0. (1.35)

que se transforma bajo {1.29} con U, # Ug. El valor de expectacion indica que el vacio
mezcla las dos helicidades de los quarks. Esto permite que los quarks u# y d adquieran
masas efectivas a medida que se mueven a través del vacio. Dentro de los estados ligados
quark - antiquark, los quarks u y d parecerian moverse como si tuvieran una masa efectiva
considerable, incluso si tuvieran masa cero en el Lagrangiano de QCD original. Es un
efecto que no se puede descifrar de la teoria de perturbaciones, que predice un condensado
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idénticamente cero. ) )
En el cuadro {1.3.4} se muestran mas propiedades de los espinores.

Propiedades de los espinores.

Para encontrar {1.35} se han utilizado las siguientes propiedades de las definiciones
{1.26}:
Y = L+ R+ Yr) = Y i + YR + Yrr
—— ——"
-0 =0
ya que:

- 1 - 1 _

I = S[A =YW=Y = S - YA+ ] =0

_ 1 - 1 _

e = |-y WA+ = S| =)A= y)iw|#0
donde (75 Y =1

El valor de expectacion en el vacid {1.35} sefiala la ruptura espontdnea del grupo de si-
metria completo {1.29} hasta el subgrupo de simetrias de vector con U, = Ug. Por lo
tanto, hay cuatro simetrias continuas espontdneamente rotas, asociadas con las cuatro co-
rrientes axiales de vectores. El teorema de Goldstone establece que cada simetria continua
espontaneamente rota de una teoria cudntica de campos conduce a una particula sin masa
con los nimeros cudnticos de una rotacion de simetria local. Esto significa que, en QCD con
quarks u y d sin masa, deberiamos encontrar cuatro particulas espin-cero con los nimeros
cudnticos correctos creadas por las cuatro corrientes axiales de vectores. Las interacciones
fuertes no contienen particulas sin masa, pero si contienen un triplete isospin de mesones
ligeros, estos son los piones. Se sabe que estas particulas tienen paridad impar (ya que son
estados ligados quark-antiquark). Por lo tanto, pueden ser creados por las corrientes axiales
de isospin. Podemos parametrizar el elemento de la matriz de j #>* entre el vacio y un pién
on-shell escribiendo:

O j#*0) 2"(p)y = —ip” fr5e™ P, (1.36)
donde a, b son indices de isospin, esta ecuacion tiene escrita todas las posibles soluciones
que uno esperaria, el término e7* es la solucién en onda plana del pién libre, el término
5> aparece para conservar el nimero de isospin ya que no cambia, el término p* es el
unico momento involucrado y preserva el indice u. El término —if,; es una constante defi-
nida asf por conveniencia donde f(m?) = f, es llamada constante de decaimiento del pién
[15], es dimensionalmente una escala de energia y determina la fuerza de la ruptura de
simetria quiral es calculada a través de la tasa de decaimiento de 7™ {1.37}. En el cuadro

{1.3.5} se muestra el calculo de la constante de decaimiento del pion a través de la tasa de
decaimiento.
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Constante de decaimiento del pion f;.

La constante de decaimiento del pion f; se calcula a través de la tasa de decaimiento
de *:

1 G2 - 2
Y (r — Iv) -= gf M} [1 - —]. (1.37)

tomando las siguientes constantes del PDG:
Gr = 1.16637 x 107! MeV =2,
= 2.63788 x 107'* MeV,
m, = 105.658 MeV/c?,
m; = 139.57 MeV/c?,

de esta manera se obtiene:
fr = 131MeV.

En el limite quiral, al contraer {1.36} con p, y utilizamos la conservacion de las corrientes

axiales hallamos que un pién on-shell debe satisfacer p* = 0, es decir, no debe tener masa,
segln requiere el teorema de Goldstone.

Si restauramos los términos de masa del quark en {1.28}, las corrientes axiales ya no se
conservan exactamente '. La ecuacién de movimiento del campo de quark es ahora:

iDy = my, —iDyy" = ym. (1.38)
De esta manera se calcula:
8.j " =iy {m, v}y (1.39)
De esta ecuacion y {1.34} encontramos:
(01 8, j (O 7”(p)) = =ip® 6™ = (OLi g{m, 7"}y| 2 (p)). (1.40)

Esta cantidad es un invariante, es decir:
1
tr [{m, % rb] = E(sab (m,, +my). (1.41)

Asi obtenemos la relacidén de Gell-Mann-Oakes-Renner de la cual obtenemos la masa de
los piones a partir de de las masas de los quarks de la siguiente manera:
M2
m = (m, + my) T (1.42)

donde M? ~ 400 MeV y eventualmente se le asocia con el condensado. La relacién {1.42}
implica que el cuadrado de la masa del bosén de Goldstone, evoluciona linealmente con la
masa de los quarks. En cierta medida, esto explica porqué, con los mismos quarks de va-
lencia, tenemos m, ~ 140 MeV y masa del nucleén my ~ 940 MeV. En el limite en el que
los quarks u y d tienen masa corriente cero en el lagrangiano (limite quiral), estos quarks

'La corriente j*° no se conserva y por lo tanto no existen isosingletes ligeros.
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adquieren masas efectivas grandes e iguales desde el vacio con simetria quiral espontanea-
mente rota. Mientras las masas m, y m, en el lagrangiano sean pequefas en comparacion
con la masa efectiva, los quarks u y d se comportaran dentro de los hadrones como si fueran
aproximadamente degenerados. Por lo tanto, la simetria isospin de las interacciones fuer-
tes no tiene nada que ver con una simetria fundamental que vincule u y d; para cualquier
relacion arbitraria entre m,, y m, siempre que ambos pardmetros sean mucho menores que
300 MeV. La simetria quiral y su rompimiento tienen consecuencias muy grandes en la
naturaleza: entre otras cosas, podemos tener piones muy ligeros y al mismo tiempo, con
los mismos quarks de valencia, formar estados mucho mas pesados, consecuencia de la
dindmica de QCD: asi, por ruptura espontdnea entiéndase dindmica. De forma similar, la
simetria § U(Ny = 3) aproximada de las interacciones fuertes se produce si la masa funda-
mental del quark s también es pequefia en comparacion con la escala de interaccion fuerte.
La simetria quiral es el limite en que las masas de los quarks son nulas entonces el lagran-
giano de QCD es invariante ante el grupo de transformaciones globales S U(3)x ® S U(3),.

Las estimaciones actuales de las relaciones de masa m,,, m; y m prueban que el lagrangiano
fundamental de las interacciones fuertes no muestra ningin signo de simetria de sabor entre
las masas de quark. La identificacion de los piones como bosones de Goldstone de simetria
quiral rota tiene una serie de implicaciones para los elementos de la matriz hadrénica. En
el siguiente argumento, trabajaremos en el limite de la simetria quiral exacta, ignorando
las pequenas correcciones de las masas u y d. El elemento de la matriz de la corriente de
isospin axial en el nucledn, una cantidad que entra en la teoria del neutron y el decaimiento
nuclear S, se puede escribir en términos de factores de forma de la siguiente manera:
it
L Fe) + q“y5F§<q2>] u. (1.43)

(NI j*(q) INy = [y“ysFﬁqZ) +

La cinemadtica del vértice se muestra en la figura {1.2}. Donde F,3 son funciones des-

Lo l

q
p
(@) (b)

Figura 1.2: Corriente isospin axial en el nucleén: (a) Cinematica de la amplitud. (b) Con-
tribucién que conduce a un polo en p? = 0.

conocidas de ¢*> llamadas factores de forma. El valor de F 15 en ¢ = 0 no estd restringido

por el valor de ninguna carga evidentemente conservada. Convencionalmente, uno escribe
simplemente:

F3(0) = ga. (1.44)

El valor de esta cantidad se puede calcular. Si ignoramos las masas de los quarks, se con-
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serva la corriente vectorial axial en {1.43}, por lo que los factores de forma satisfacen:
0 = @p) |4V’ F(@) + @Y Fi|u(p)
= a(p) |(F - Y FI() + PV 3| ulp)

= @(p") |2myy’ FY (@) + @Y F3(@) | u(p). (1.45)
Asi encontramos:
2
ga = lim —— F3(4). (1.46)
7*—0 sz

Esta ecuacion implica que g4 = 0 amenos q F ; contenga un polo en ¢>. Tal polo implicaria
la presencia de una particula fisica sin masa, pero afortunadamente, hay una disponible; el
pion sin masa. El proceso en el que la corriente crea un pién que luego es absorbido por
el nicleo conduce a un polo en F ; (¢*), como se muestra en la figura {1.2}(b). Calculemos
ahora este término de polo y usémoslo para determinar g4. La interaccién pidon-nucleén de
baja energia es parametrizada convencionalmente por el lagrangiano:

AL = gt Ny c°N. (1.47)

La amplitud de la corriente j** para crear el pién viene dada por {1.35}. Entonces la
contribucion de la figura {1.2}(b) al vértice actual es:

i
~gunn #RT Y )u - 7 (iq" f)- (1.48)
Entonces:
5, 2 1
F3(q ) = ; * 2 fx &xNN- (1.49)

Encontramos que g4 esta dada por una combinacién de f;, 1a masa del nucledn y la cons-
tante de acoplamiento pidn-nucledn de la siguiente manera:

8a = igzrzvzv~ (1.50)
my

Esta relacion entre la interaccion de acoplamiento fuerte de los piones con los nucleones,
el coeficiente g en el modelo de acoplamiento en gradiente y el coeficiente de corriente
vectorial axial del nucleén que determina la tasa de disminucion débil del neutrén. Es 1la-
mada relacion Goldberger-Treiman, y se satisface con un 5 % de presicion. La constante
ga es el coeficiente que determina la tasa de disminucién de neutrones. Da la normali-
zacion de los elementos de matriz de interaccion débil para el nucledn. Por otro lado, el
acoplamiento pién-nucledn es una constante fenomenoldgica que describe la dispersion de
estados ligados de quarks y gluones. Las interacciones débiles son, en dltima instancia, in-
teracciones corriente-corriente porque provienen de una teoria de medida no abeliana. La
relacion Goldberger-Treiman sugiere que los piones interactiian por algiin motivo como si
estuvieran relacionados con la misma corriente de simetria. La identificacion del pion co-
mo el bosén de Goldstone de la simetria quiral rota espontineamente conduce a numerosas
otras predicciones para los elementos de matriz actuales y las amplitudes de dispersion de
piones. En particular, los términos principales de las amplitudes de dispersién pion-pion y
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pion-nucleon a baja energia se pueden calcular directamente en términos de f,; por argu-
mentos similares a los que acabamos de dar.

1.3.5. Anomalias de las Corrientes Quirales.

Anomalia No Abeliana

Hemos discutido las simetrias quirales de QCD de acuerdo con las ecuaciones de conser-
vacion clasicas. Ahora debemos preguntarnos si estas ecuaciones se ven afectadas por la
anomalia de Adler-Bell-Jackiw, y cudles son las consecuencias de esa modificacion. Es-
tudiamos la modificacion de las leyes de conservacion quirales debido al acoplamiento de
las corrientes de los quarks a los campos de gluones de QCD. Los argumentos dados en la
seccion anterior se aplican igualmente bien en el caso de fermiones sin masa que se acoplan
a un campo de gauge no abeliano, por lo que esperamos que una corriente vectorial axial
reciba una contribucién anémala de los diagramas mostrados en la figura {1.3}. La ecuacién
de anomalia debe ser el resultado abeliano, complementado por un factor de teoria de grupo
apropiado. Ademads, dado que la corriente axial es invariante, la anomalia también debe ser
invariante. Es decir, debe contener toda la intensidad de campo no abeliana, incluidos sus
términos no lineales. Adler-Bell-Jackiw mostraron que las corrientes axiales, en los diagra-
mas de triangulo de la figura {1.3}, contienen anomalias. Los bosones de norma pueden ser
gluones (anomalia no abeliana) o fotones (anomalia abeliana).

AVAVAVAVEY g

usa A + us5a A

NN\ 9 g

Figura 1.3: Diagramas que conducen a una anomalia vectorial axial para una corriente
quiral en QCD.

Para las corrientes axiales de isospin en el caso de QCD, escritas en {1.33} podemos leer
los factores de la teoria de grupos para la anomalia de Adler-Bell-Jackiw a partir de los
diagramas de la figura {1.3} que corresponden a la anomalia no abeliana:

2
. a g (04 vV C a C
0pf " = =1 €" Fop - Fly - THT'RRY), (1.51)
la traza se toma sobre COlOl‘eS y sabores. En este caso, encontramos:
Tr[t*R°R?] = Tr[t%] Tr[R°R?] = 0. (1.52)

Ya que Tr[7%] = 0. Por lo tanto, la conservacién de las corrientes de isospin axiales no
se ve afectada por la anomalia de QCD Adler-Bell-Jackiw (Corriente axial de isospin de
conserva). Sin embargo, en el caso de la corriente axial singlete de isospin, la matriz 7 se
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reemplaza por la matriz 1 en los sabores, y encontramos:

2
uj* = ‘fg S P F - Fy, - THLRRY). (1.53)
7T

Donde Tr[R°R‘] = 364, que implica:

. uS gz Nf afuv e e

(9#_] = —W € FaﬂFyV' (154)
Donde Ny es el numero de sabores, en nuestro modelo Ny = 2. Por lo tanto, la corriente
axial del singulete de isospin no se conserva en QCD. Es afectada por la anomalia no
abeliana. La ecuacidn anterior nos muestra porqué, en las interacciones fuertes, no existe
un meson pseudoescalar ligero, que sea isosingulete y que tenga una masa comparable a la
de los piones. Cuando se incluyen quarks s (el caso N = 3), la enorme diferencia de masas
de los mesones n—1n’ se explica por esta anomalia. La divergencia de esta corriente es igual
a un operador de gluones con elementos de matriz no triviales entre estados de hadrones.
Quedan algunas sutiles preguntas sobre los efectos de este operador. En particular, se puede
mostrar, como se sabe para la anomalia axial bidimensional, que el lado derecho de {1.54}
es una divergencia total.

¢ F,, =28, (€”A,) . (1.55)

Sin embargo, de nuevo de acuerdo con nuestra experiencia en dos dimensiones, existen
configuraciones de campo fisicamente razonables en las que la integral tetradimensional
de este término toma un valor distinto de cero. En cualquier caso, la Eq.{1.54} de hecho
implica que QCD no tiene simetria axial isosinglete y ningun boson Goldstone asociado.
Esta ecuacion explica por qué las interacciones fuertes no contienen ningtin mesén pseu-
doescalar isosinglete con una masa comparable a la de los piones.

Anomalia Abeliana

Aunque las corrientes axiales de isospin no tienen anomalias axiales debidas a las interac-
ciones QCD, si tienen una anomalia asociada con el acoplamiento de los quarks al electro-
magnetismo QED. Volviendo a referirnos a los diagramas de la figura {1.3}, vemos que la
anomalia electromagnética de las corrientes isospin axiales estd dada por:

2

. a e apuv a
0uj "> = =5 €M FopFyy T Q) (1.56)
Donde Q es la matriz de carga eléctrica
2
0
Q B (3 ).
0 -4

La traza corre de nuevo sobre sabores y colores. Como las matrices en la traza no dependen
del color, la suma de colores simplemente da un factor de 3. La traza de sabor es distinta
de cero solo para a = 3; en ese caso, la anomalia electromagnética es:

2
. € apuy

0# p33 = —@ € P F(Y,BF,MV' (1.57)

Debido a que la corriente j *** aniquila un 7° meson. Asila Ec.{1.57} indica que la anomalia
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del vector axial contribuye al elemento de matriz para la desintegracién 7° — 2y. De

hecho, da la contribucién principal a esta amplitud. De nuevo, trabajamos en el limite de
los quarks sin masa u y d, de modo que las simetrias quirales son exactas hasta los efectos
de la anomalia. Considere el elemento de la matriz de la corriente axial entre el vacio y un
estado de dos fotones:

(P, klj " (@)I0) = € e, M (p, k). (1.58)

Donde M es la matriz de dos fotones de la divergencia de la corriente vectorial axial. Estu-
diaremos las propiedades generales de este elemento de matriz al expandirlo en factores de
forma. En general, la amplitud puede descomponerse escribiendo todas las estructuras po-
sibles de tensor y aplicando las restricciones que siguen de la simetria bajo el intercambio
de (p,v)y (k, 1) y las identidades Ward QED:

M = I MY = 0. (1.59)

Esto deja tres estructuras posibles:
M,uwl — q;z Ev/l(tﬁ Da kﬁ Ml + ( Eyvaﬁ k/l e,u/l(tﬁ ) k(z Dp M2
+ (e pt - PR ) ko ps — € (p — k) p - K| M. (1.60)

El segundo término satisface {1.59} en virtud de las condiciones on-shell p> = k*> = 0.
Ahora contraemos {1.60} con (ig,) para tomar la divergencia de la corriente vectorial axial.
Encontramos:

lq M;u//l lqz ewlaﬁ pakﬁMl ellvxlo‘ q#(p k)o- p- k M3 (161)

Los otros términos automaticamente dan cero. Usando ¢ = p + k (momento total del siste-
ma), ¢> = 2p - k podemos simplificar esto como:

ig M = ig* € pokg(M, + Ms). (1.62)

La cantidad total es proporcional a g* y aparentemente desaparece en el limite g> — 0.
Esto contrasta con la prediccion de la anomalia del vector axial. Tomando el elemento de
la matriz del lado derecho de {1.57}, encontramos:

2
M V. € V 107
ig M = € 1B k. (1.63)
El conflicto se puede resolver si uno de los factores de forma que aparecen en {1.62} con-
tiene un polo en g?. Tal polo puede surgir a través del proceso que se muestra en la figura

{1.4}, en el que la corriente crea un meson n° que posteriormente se descompone en dos
fotones. La amplitud de la corriente para crear el meson viene dada por {1.36}. Vamos a
parametrizar la amplitud de la disminucién del pién como:

iM(r" - 2y) = iGY, € € €™ p, ks. (1.64)

nyv

Donde Ggy es una constante por determinar. De la ecuacion anterior y {1.36}, vemos que la
contribucién de este decaimiento al proceso {1 58} mostrado en la figura {1.4}es:

M M,uv/l _ (lqﬂfn) _ (ZGO WWB pozk,B) . (165)
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Py

®

9\

Figura 1.4: Contribucién que conduce a un polo en el vector axial M.

De manera que la contribucién a M; esta dada por:
M, = _—zl - Ggy + constante + O(¢°). (1.66)
q

Finalmente, al comparar {1.62} y {1.63} encontramos G?ry en términos del coeficiente de
anomalia:

= — . (1.67)

A partir del elemento de la matriz de decaimiento {1.64}, es fécil calcular la tasa de dismi-
nucién de 7°. Tenga en cuenta que, aunque hemos calculado el elemento de la matriz de
desintegracion en el limite de un 7° sin masa, debemos proporcionar la cinematica fisica-

mente correcta que depende de la masa de 7° . Incluyendo un factor 1/2 para el espacio de
fases de particulas idénticas, encontramos:

M=) = gy Ml - )
B 3271rmﬂ (@) 2 02 (1.68)
3
- (Ggy)2 6";—;.
Asi finalmente,
I — 2y) = Z%fr? '}ij =7.74 +0.56 keV. (1.69)

Donde a = e?/4x. Esta relacién proporciona una medida directa de la anomalia de Adler-
Bell-Jackiw, se satisface experimentalmente con una precision de un pequefio porcentaje.






Capitulo 2

Ecuaciones de Schwinger-Dyson

QCD se caracteriza por dos fendmenos no evidentes del lagrangiano:

Confinamiento Los grados de libertad fundamentales, quarks y gluones, no pueden ser ais-

lados (ni observados directamente), pues poseen carga de color. Estos se agrupan en estados
ligados de color neutro, denominados hadrones. Dado que los gluones pueden interactuar
entre ellos, éstos forman un campo de color que impide que los quarks se separen. El po-
tencial entre los quarks crece linealmente con la distancia y, por lo tanto, se requiere una
cantidad infinita de energia para separar dos quarks. Creemos en su veracidad debido a que
explica por que no se han encontrado quarks libres ni gluones libres. Los hadrones pue-
den ser bariones (compuestos por tres quarks) o mesones (compuestos por un quark y un
antiquark). QCD tiene una propiedad que se llama libertad asintética [20], descubierta por
Gross, Wilczek y Politzer (ganadores del premio Nobel en 2004), que consiste en el hecho
que la intensidad de la interaccién de QCD decrece a cortas distancias (o altas energias).
Este comportamiento ha sido observado experimentalmente, como se muestra en la figura
{2.1}. Puesto que el acoplamiento fuerte es débil a altas energias, se puede usar la teoria
de perturbaciones de forma fiable en este régimen y explica perfectamente la evolucién de
la constante de acoplamiento. Por otra parte, a bajas energias, el desarrollo perturbativo
se rompe, aumenta el acoplamiento y el confinamiento entra en escena. A un loop, dicho
acoplamiento resulta ser:

o(0?) = g%igz) _ LB o
” (11NC—2Nf)Log( 0 )

2
Abep

dende Agcp es un parametro conocido como la escala de QCD definido en terminos del
punto de renormalizacion u y a,(u?), a saber a,(u> = (2GeV)?) ~ 0.388 [21].

Rompimiento Dinamico de Simetria Quiral (DCSB). Debido a las autointeracciones,
quarks y gluones adquieren masa (efectiva) de manera dindmica, dentro de los hadrones.
Estas autointeracciones generan un valor de expectacion del vacio < Yy ># 0 llamado
condensado quiral que es el parametro de la DCSB.

Estos fendémenos son de naturaleza no perturbativa. Por esta razon, estudiar hadrones es
muy dificil. Existen varios enfoques para la QCD no perturbativa: teoria quiral de perturba-
ciones u otros modelos efectivos, QCD de reticula (ICQ), SDE, entre otros. Las ecuaciones

27
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Figura 2.1: Resultados experimentales para la dependencia de la constante de acoplamiento
fuerte g,(Q*) como funcién de la energia [20].

de SDE son una herramienta fundamental en la teoria cudntica de campos. Se pueden deri-
var formalmente de las integrales de camino de Feynman que no requieren la suposicion de
acoplamiento pequefio, Una derivacion detallada de estas relaciones se puede encontrar en
las referencias [16, 17]. Obtenemos un conjunto completo de estas ecuaciones acopladas
no lineales integrales para las funciones de Green como consecuencia de la estructura del
Lagrangiano.

Representan un enfoque continuo para QCD que es capaz de estudiar el rango completo
de la funcién de masa de los quarks entre el limite quiral y el dominio de quarks pesa-
dos. Para los estudios numéricos, uno se basa en un truncamiento de los sistemas infinitos
de ecuaciones a un subconjunto que captura el contenido fisico y se resuelve de manera
explicita, combinado con el uso de ansitz para aquellas funciones de Green que entran en
las ecuaciones pero no se resuelven. Estas funciones estdn restringidas por las propiedades
de simetria, la renormalizacién multiplicativa, los limites perturbativos, etc.

Las SDE se utilizan para estudiar fendmenos no perturbativos ya que no se hacen suposicio-
nes sobre el valor del acoplamiento, son exactas e invariantes de Poincaré. Estas ecuaciones
son infinitas en nimero y su estructura es tal que la funcion de n-puntos esta relacionada
con la funcién de n + 1-puntos; la funcién de n + 1 puntos estd relacionada con la de n +
2 puntos, y asi sucesivamente, por lo tanto, tenemos que truncarlas de alguna manera para
reducir este nimero de ecuaciones a un nimero que se pueda resolver.

Un truncamiento consiste en tomar los primeros términos de la serie perturbativa cuando
nuestro acoplamiento @ < 1. Sin embargo, cuando @ ~ 1 se usan otros tipos de méto-
dos. Estos métodos se llaman no perturbativos. Los cédlculos no perturbativos muestran los
efectos muy importantes que permanecen fuera de la teoria de la perturbacion, como la
generacion de masa dindmica para fermiones fundamentales y el confinamiento de quarks
y gluones en QCD. Nos interesa la generacion dindmica de masas, ya que sabemos que
aproximadamente el 98 % de la masa de la materia ordinaria es de origen dindmico.
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Las DSE estan limitadas a la dinamica de una particula. Dentro de este formalismo tenemos
las ecuaciones de Bethe-Salpeter, que describen la dispersion relativista de dos particulas
y sus estados ligados. Del mismo modo, los estados ligados de tres particulas se pueden
estudiar a través de las ecuaciones de Faddeev.

2.1. Reglas de Feynman.

En la Fisica de Particulas es comtn hacer cédlculos de procesos de dispersion entre particu-
las que no son calculables exactamente, por lo que es necesario usar teoria de perturbacio-
nes. Estos cdlculos se hacen mediante el uso de las reglas de Feynman que nos permiten
asociar amplitudes de dispersion a diagramas que representan el proceso a estudiar, de for-
ma que las observables corresponden a la amplitud total de todos los posibles diagramas.

Las reglas de Feynman se usan en las teorias cudnticas de campos y se pueden obtener
del formalismo de la integral de camino. Por otro lado, los diagramas de Feynman son
lineas de distintos estilos que representan campos de particulas propagandose. Si tres o
mas lineas se unen en un punto comun, a este le llamamos vértice y representa a esas
particulas encontrandose en un punto del espacio de momentos.

Una particula que se desplaza entre dos puntos del espacio-tiempo es lo que llamamos pro-
pagador. De hecho, un propagador es una funcién de Green de 2-puntos que representa la
amplitud de probabilidad de propagacién de una particula entre dos puntos. Las funciones
de Green pueden ser expresadas como valores de expectacion de productos de los opera-
dores de campo en el vacio. Recordamos el lagrangiano de QCD {refeq:1.1} para analizar
cada una de las interacciones del lagrangiano de la siguiente manera:

LQCD = Lquarks libres T Limeraccién quarks-gluones (22)

+ Lgluones libres T Linteraccién tres-gluones

+ Linteraccién cuatro-gluones *

Para describir cada una de las partes del lagrangiano {2.2} debemos analizar las reglas
de Feynman. En la QCD necesitamos de tres tipos de propagadores: quarks, gluones y
fantasmas. El propagador del quark se representa como una linea s6lida, donde podemos
interpretar la direccion de las flechas como representaciones de los operadores de creacion
y aniquilacion, desde « a 8y desde B a a, respectivamente, tal como se muestra en la figura
{2.2}. La parte del lagrangiano {2.2} que contiene la informacién de los quarks libres de la
figura {2.2} es el siguiente:

Ny
Lauarks tivres = ) PGy Dy = mj)]. (2.3)
j=1

El propagador del gluon se representa por una espiral sélida, tal como se muestra en la
figura {2.3}.

La parte del lagrangiano {2.2} que representa los gluones libres se muestra en la expresion
{2.4}.

Lgtuones ibres = —%[aﬂA; - oAk |[6,A41 - 0,44 2.4)
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Quark Entrando < u]a (p, A)
Ja D, A —j
Quark Saliendo < uJa (. N
Ja B.J'
Propagador > 1 6a,8 5] 5’
P rmy
. -D; A j} a _]
Antiquark Entrando < Via (0, A)
. . Ja P, A ]
Antiguark Saliendo < Voo (0, A)

Figura 2.2: Diagramas de Feynman para el Quark y el Propagador.

k,o a

u
Gluon Entrando r35 000000000 Sﬁ (k, o)

a k,o %
Gluon Saliendo r§mmm 8ﬁ (k, 0)
i a k b,v k k, Sab
Propagador  55uTO00s00Y [P~ |5 F

Figura 2.3: Diagramas de Feynman para el Gluon y su Propagador.

El propagador del campo fantasma es el mostrado en la figura {2.4}.

Figura 2.4: Diagrama de Feynman para el Campo Fantasma.

Ahora, analizamos la parte del lagrangiano {2.2} en la cual identificamos la interaccién
quarks y gluones:

g T7ia j
Linteraccion quarks—gluones = §¢’{y/1aﬁ7uwéAZ (25)

Este término esta relacionado al vértice de quark-gluon, que es cuando los quarks se afectan
en algun punto del espacio de momentos mediante un gluon tal como se muestra en la figura
{2.5}.
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Figura 2.5: Diagrama de Feynman para el Vértice Quark-Gluon.

Sin embargo, el lagrangiano nos admite otros tipos de vértices, por ejemplo el vértice de
tres gluones mostrado en la figura {2.6}.

v, b g,c

Ka

9 Jabe [g“v(p ) q)a - gva(q or )u - gau( r-p )V]
Figura 2.6: Diagramas de Feynman para el Vértice de 3 Gluones.

El lagrangiano que describe la interaccion de tres gluones {2.6} se muestra en la figura
{2.6}.

1 a a v
Lintemccion tres—gluones = _Egﬁzbc I:ayAy - avAﬂ] A'ZAC (26)

Otro vértice admitido por el lagrangiano es el de cuatro gluones, cuyo lagrangiano corres-
ponde a la expresion {2.7}, mostrado en la figura {2.7}.

1
-Einteraccion cuatro—gluones = _ZfabcﬁzdeAgAZAZAi- (27)

Todos los procesos a calcular se conciben como correcciones a la propagacion libre y se
realizan a través de la teoria de las perturbaciones, donde el pardmetro pequefio es el aco-
plamiento fuerte ag = g?/4n que depende de la escala de energia involucrada. Pero la
propagacion libre solo corresponde a uno de los escenarios posibles. En general, la propa-
gacion de un quark de un punto a otro puede implicar procesos internos mds complicados,
como la creacién y aniquilacion de particulas virtuales. Esto significa agregar diagramas
que involucren vértices o funciones de 3, 4 y hasta n-puntos. Asi, la propagaciéon completa
se escribe como se muestra en la figura {2.8}.

Una forma particularmente conveniente para el entendimiento de la fisica subyacente del
propagador completo es usar funciones de vestimiento en las expresiones de las reglas de
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Mma p,d

v, b g, ¢
-g* [ﬁzbc Jede ( Guo%vp = Yo gvo) * foce ﬁ)de( 9w Iop = Yp gvo) * fade Jebe ( 940%vp = Yv op )]

Figura 2.7: Diagramas de Feynman para el Vértice de 4 Gluones.

Figura 2.8: Propagacion General del Quark.

Feynman. En el espacio Euclidiano tenemos:

Z(p*, 1)
iy p+MpAp?)
donde M(p?, u?) es la funcién de masa y Z(p?, u?) es la renormalizacién de la funcién de

onda. Esta forma se asemeja al propagador del quark a nivela 4rbol cuando M(p?, %) =

m(u) y Z(p?, u*) =~ 1. Esto mismo ocurre para todos los propagadores y todos los vértices.
Por ejemplo, el propagador del gluon se muestra en la figura {2.9}. El propagador del gluon

W@m

Figura 2.9: Propagador General para el Gluon.

S(p*p*) =

(2.8)

se caracteriza por una sola funcién de vestimento, G(k?, u*)/k?, y se escribe como:
ki, \ G(k*, &%) kuk,
Dﬂv:(gyv_ k2) 2 +§k4 .

Es comiin tomar la aproximacion quenched, donde el propagador completo se toma como

(2.9)
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el desnudo, es decir, G(k?, 4 2) = 1, el cual se muestra en la figura {2.10}. Otro propagador

ST = eI

Figura 2.10: Aproximacién quendched para el propagador completo del gluon.

que necesitamos es el propagador del fotén, el cual se muestra en la figura {2.11}. Por

MWWV

Figura 2.11: Propagador del fot6n.

ultimo el vértice quark-gluon completo se representa como se muestra en la figura {2.12}.
Utilizando todos estos diagramas se construye la SDE para el propagador del quark, esta

Figura 2.12: Aproximacion quendched para el propagador completo del gluon.

ecuacion después de ser renormalizada se le denomina ecuacion de gap.

2.1.1. Ecuacion de Gap

Consideremos la interacciéon en QED, donde el bosén de norma es el fotén. Aunque la
derivacion de las SDE es independiente del valor del acoplamiento @, es mas intuitivo
deducirlas por argumentos perturbativos. Asi, el propagador del quark se puede escribir
como una serie de correcciones al propagador desnudo, como se muestra en la figura {2.13},
donde la interaccién es mediada por un foton.

En 1949, Freeman Dyson al darse cuenta de que existia una cierta regularidad en las co-
rrecciones del propagador desnudo, las agrupo en cuatro tipos de correcciones:

= Correcciones al propagador fermionico, llamadas correcciones de arcoiris. Solo co-
rrigen al propagador interno.
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i35

Figura 2.13: Términos en la serie perturbativa del propagador del quark.

= Correcciones al propagador del foton.

m Correcciones al vértice.

= Re-correcciones, son repeticiones y combinaciones de todas las posibles correccio-
nes.

El proceso de autointeracciones genera tres series infinitas, dichas series se representan
esquemadticamente a continuacion. Primero mostramos las correcciones al propagador fer-
mionico en la figura {2.14}.

St | S o S

Figura 2.14: Correcciones al propagador fermionico.

Se utiliza un circulo relleno sobre el propagador fermiénico que representa la suma de to-
das las posibles interacciones que pueden contribuir al fermidn en propagacion. Esto mismo
sucede con el propagador del foton y el vértice completo del fermidn que también poseen
circulos rellenos, a diferencia de los propagadores desnudos que no los tienen.

Las correcciones al propagador del foton se muestran en la figura {2.15}. Las correcciones

O, S o S8

Figura 2.15: Correcciones al propagador del foton.

al vértice se muestran en la figura {2.16}. Por ultimo se muestran las recorrecciones en la
figura {2.17}.

Las series anteriormente mencionadas se pueden dibujar en una forma compacta, como se
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Figura 2.16: Correcciones al vértice.

E N MU= i P

Figura 2.17: Re-Correcciones de todas las correcciones.

exhibe en la Figura {2.18}. Debemos observar que, en el tercer diagrama, uno de los vérti-
ces no lleva un circulo relleno, porque, de ponerlo, estariamos contando doble.
En la figura {2.18} se puede observar que la extensidn al final del término de correcciones

® = > +;N:\27§+

Figura 2.18: Primera simplificacion de los términos en serie perturbativa mostrados en la
figura {2.13}.

corresponde a las re-correcciones. Esto significa que podemos tener todas las posibilidades
que el caso del mismo propagador completo. Expandiendo este dltimo término, tenemos
una ecuaciéon como la que se muestra en la figura {2.19}. Identificamos el término de la
figura {2.20} como la autoenergia X(p).

Entonces podemos escribir la ecuacién diagramatica de la figura {2.19} como se muestra
en la caucidén {2.10} donde definimos S (p) como el propagador del quark completamente
vestido y a S o(p) propagador del quark a nivel arbol.

S(p) = Sop) +So(PIE(P)So(p) + So(P)Z(P)S o(P)Z(P)S o(p) + ...
= 50(p) + So(PIZ(P)]| So(p) + So(PE(PISo(p) + ... |
S(p)
= So(p) + So(PE(P)So(p). (2.10)

Ahora multiplicamos la ecuacién {2.10} por la izquierda con S;'(p) y posteriormente con
S~!(p) por la derecha, asi, obtenemos {2.11}.
So' (S(P) = S5 PISo(p) + 55" (PISe(P)Z(P)S (p)
S5/ (MS(p) = T+ZPS(p)
Ss' PSS~ (p) = STHUP)+Z(PS(P)ST(p)
S'(p) = S7'(p)+X(P)
$7p) = S;'(p)—X(p). 2.11)
La ecuacion de Schwinger-Dyson para el propagador del foton "QED”{2.11} puede ser re-
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N P e

Figura 2.19: Expansion de la figura {2.18}.

Figura 2.20: Diagrama que corresponde a la autoenergia X(p).
presentada en forma diagramatica tal como se muestra en la figura {2.21}. De una manera
-1 -1 p-q

p p q

> —

Figura 2.21: Representacion esquematica de la Ecuacion de Schwinger-Dyson para un
quark en QED.

similar podemos extender esta idea a QCD. Asi, la DSE para el quark en QCD esquemati-
camente se muestra en la figura {2.22}. Con una discusion similar se muestran las figuras de
las DSE diagramaticamente para el propagador del gluon {2.23}, propagador del fantasma
{2.24}, el vértice quark-gluon {2.25} y el vértice fantasma-gluon {2.26}, ver [16, 17].
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- —
-

p p q

Figura 2.22: Representacion esquematica de la Ecuacion de Schwinger-Dyson para el pro-
pagador del quark en QCD.

-1 -1
7OOOO000 = 7goo00000 +

oN
+ ’2)‘6‘6\( "mﬂj\ +

B i Y

Figura 2.23: Representacion esquematica del propagador del gluon en QCD.

-1 -1
—

R e =
p p q

Figura 2.24: Representacion esquematica para el propagador del fantasma en QCD.

e e fue e
Ay

Figura 2.25: Representacion esquematica del vértice quark-gluon en QCD.
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Figura 2.26: Representacion esquematica para el vértice gluon-fantasma en QCD.
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Ahora nos enfocaremos en la ecuacion de Schwinger-Dyson para el propagador del quark,
o equivalentemente ecuacion de gap en QCD, ya que es importante para entender el rom-
pimiento espontdneo de simetria quiral (DCSB) la cual se muestra esquemdticamente en la
figura {2.22} y en la ecuacion {2.11}. La ecuacion de Schwinger-Dyson para la auto energia
del quark se muestra en la figura {2.27}. Las integrales que aparecen en este tipo de ecua-

Figura 2.27: La Ecuacion de Schwinger-Dyson para la energia propia del quark.

ciones por lo regular siempre presentan divergencias por lo cual es muy conveniente definir
cortes infrarrojo y ultravioleta, donde A es el regulador de corte o también conocido co-
mo escala de masa, para poder tratar las integrales numéricamente. Entonces reescribimos
la ecuacion para el propagador del quark {2.22} con la correspondiente autoenergia {2.27}
ambas en su forma desnuda como se muestra en la ecuacion {2.12}.

S; ;N = S‘l(p;A)+Zd(p;A)

54(p: A) f SE DL =GN TRS (G N pi A 1)

Donde los simbolos representas lo siguiente:

= §: Propagador del quark vertido.

= §;: Propagador del quark desnudo.

= §: Propagador del quark a nivel arbol.
= Y,;: Autoenergia propia del quark.

= D,,: Propagador del gluon vestido.

I'): Vértice quark-gluon vestido.
= ,: Vértice quark-gluon a nivel arbol.

Todas las cantidades vestidas hacen referencia a las integrales de Green que contiene todas
las posibles contribuciones a cualquier orden. Cabe sefialar que trabajaremos en el espacio
Euclidiano, ver apéndice A, donde vale el producto escalar de vectores mostrado en la
ecuacion {2.13}, recordemos que en este espacio no existen distinciones entre indices arriba
y abajo.
4
a-b=adub, =) ab. (2.13)

i=1
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Para solucionar el problema de infinitos es conveniente escribir las cantidades desnudas en
términos de las renormalizadas. De esta manera la ecuacién {2.12} se transforma en:

S~ (p; _ a*
—Z(i B - 53+ f ﬁ (25| |20 — q:10)]
A I5(p, g
XS5 [Z27S (q; )] [%] : (2.14)

Las constantes de renormalizacion dependen del regulador de corte y del punto de renor-
malizacion para mayor simplicidad en la notacion obviaremos esta dependencia. El propa-
gador del quark a nivel 4rbol es:

S5'(p) =iy - p+mg(A) = iy - p + Zpym(p). (2.15)

Multiplicamos por Z,r y reagrupamos las constantes de renormalizacién, de esta manera
obtenemos:

_ . d*
SN p. ) = Zor iy - p + Zum(W)] + 2375, 257, f ﬁgzw (2.16)

A
D,(p - q:p)—= VpS (q; I (q, p; ).

Sabemos que Z;r = ZgZZFZ;/ 2, ZrrZ,y, = Z4, ademds usamos la notacion g = g(u), de esta
manera obtenemos:

ST (p,w) = Zop(iy - p) + Zam() + Zip f (n )48 (2.17)

A
D (p— q; )= VpS (g: I'y(q, p; ).

La ecuacion {2.18} es la DSE renormalizada para el propagador del quark en QCD también
llamada ecuacidon de gap. Utilizando las relaciones de Slavlov-Taylor la ecuacion de gap se
escribe de la siguiente manera:

- : 2z d*
ST pot) = Zopliy - p) o+ Zum() + === f (zﬂ";gz (2.18)
3

a

/l a
XD, (p — q;u)jypS (q; WI(q, p; 1)-

Esta ecuacion relaciona el propagador del quark con el sector fantasma.

2.2. Representaciones del propagador del quark

Independientemente del truncamiento, en general, el propagador del quark se escribe en
términos de dos estructuras matriciales (1, y - p), de esta manera el propagador del quark lo
podemos escribir de la siguiente manera:

S~ p,p) = iy - p A(p*, 11*) + B(p*, %), (2.19)
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donde A(p?, %) y B(p?, 1?) son llamadas funciones de vestimento. Otra manera de escribir
el propagador del quark es:

S(p,p) = =iy - p o (p* u?) + oo (p* 1), (2.20)

donde o, (p?, u?) y o.(p?, u*) son la parte vectorial y escalar del propagador del quark
respectivamente. Para entender la fisica tras la forma en la que escribimos el propagador

del quark es mejor escribir el propagador mostrado en la ecuacién {2.8} de la siguiente
manera:

iy-p +M(p*,u*)
Z(p, %)
recordemos que esta forma se asemeja al propagador del quark a nivela arbol cuando

M(p?, u*) = m(u) y Z(p*,u*) = 1. Las relaciones entre las diferentes maneras de escri-
bir el propagador del quark son las siguientes:

S~ p.p) =

(2.21)

2 202 2 20,2 .2
Z(pZ’uZ) — 1 — P O-v(p iy )+O-g(p iy )’
A(p?, 12) o (p?, 1?)
M(pZ’uZ) — B(Pz,ﬂz) — O-e(pza/lQ),
A% 12)  o(pp?)
o (p2 MZ) — Z(pz’ﬂz) — A(pz’luz)
e P2+ M2(p? ) PPA%(p?p?) + BA(p? 12)
2 oo Z(PRpPHOM@pP ) B(p*,1%)
o(p° ) =

P*+ MA(p2 ) PPAX(p ) + BA(p2 i)
En la teoria de perturbaciones se tiene la condicion:

ST P, = iy p+mi), (2.22)

con m(u) = M(u?), esto debe cumplirse sin importar el truncamiento o la forma del pro-
pagador. Esta condicién implica que A(u?, p?) = 1 = Zu?, 1) y B(u?, pi*) = m(u). De la
ecuacion {2.21} nos damos cuenta de que para poder renormalizar multiplicativamente de-
be cumplirse que M(p?, u*) = M(p?); lo que significa que la funcién de masa no depende
del punto de renormalizacién u a diferencia de las demds funciones de vestimento. Para
poder encontrar una funcién de masa de los observables hadronicos es necesario hacer un
truncamiento y proponer modelos para simplificar la ecuacion de gap, esto se discute a
continuacion.

2.3. Truncamiento de las ecuaciones de Schwinger-Dyson

El vértice quark-gluon al igual que el propagador del quark obedecen su propia DSE por
lo tanto son una torre infinita de ecuaciones acopladas las que debemos resolver, este es
un trabajo sumamente dificil por lo tanto debemos reducir el numero de ecuaciones aco-
pladas; es decir, truncar las DSE. Para desacoplar la torre infinita de ecuaciones acopladas
proponemos un ansitz consistente con el vértice quark-gluon y el propagador del gluon.
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Comenzamos analizando el propagador del gluon, este se caracteriza solo por una funcién
de vestimento G(k?, u*)/k?, y se escribe:

2 2 + & T (2.23)
En la actualidad se conoce mas sobre el propagador del gluon, se sabe que la funcion de
vestimento es acotada y muestra un maximo en k*> = 0, ademds es monétona decreciente
en la region space-like. Tal como se observa en la figura {2.28}. Los gluones y los quarks
adquieren masa del orden de cientos de MeV's de manera dindmica en el infrarrojo.

k.k,\ G(k?, 112 k,k,
Dpv(k’/l) = (gpv -2 ) ( a ) 2

8 I I I

Gluon Propagator
7 - . s Latltice p = 4.0 GeV |
Fit
* |attice = 2.5 GeV |
Fit

Alg) [GeV

T
0.01 0.1 1 10 100

q'[GeV’]

Figura 2.28: Propagador del Gluon comparacién con 1IQCD y ESD.

En la gréfica de la figura {2.28} se muestra el propagador del gluon en comparacién de
1QCD' y DSE. Analizando el vértice quark-gluon podemos observar que se compone de
una estructura tensorial de 12 componentes , 4 de ellas longitudinales y las 8 restantes
transversas. Ademas, debe reproducir todas las predicciones (fenomenologia) perturbativas
en el ultravioleta y ser consistente con las restricciones en el infrarrojo (identidades de
Ward), y debe ser numéricamente tratable. Con estas consideraciones podemos, ahora si,
escribir el ansétz que trunca consistentemente la ecuacion de gap. Debemos ser cuidadosos
para evitar perder la mas minima informacion fisica de las ecuaciones.

Lattice QCD (1QCD) es un enfoque no perturbativo bien establecido para resolver la teorfa de quarks
y gluones de la cromodindmica cudntica (QCD).Fue inventada por K. Wilson (premio Nobel en 1982) para
comprender la libertad asintdtica y la propiedad confinante de QCD a partir de primeros principios.
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2.3.1. Aproximacion Arcoiris para DSE

Para poder extraer informacion de la torre infinita de ecuaciones de 1aS DSE debemos bus-
car una forma de truncarlas, es decir, proponer la forma de algunas de las partes de las DSE,
en este caso para el propagador del quark y el vértice quark-gluo. La forma que utilicemos
debe ser tal que no afecte la fisica tras las ecuaciones que vamos a resolver. Podemos co-
menzar tomando en cuanta que en el vértice del quark-gluon no existan interacciones, esto
se traduce como tomar el vértice desnudo en lugar del completo:

/la
L. g = =y
Se considera el propagador del gluon {2.24} como un gluon desnudo (libre) ng(q) en lugar
del gluon completo D,,(q). El propagador desnudo se usa por varias razones, por ejemplo;
es por que es el punto fijo del grupo de normalizacidn, es el gauge por el cual la sensibilidad
a las diferencias dependientes del modelo entre el ansétz para el vértice quark-gluon es me-
nos notable y un gauge invariante que se implementa facilmente en simulaciones numéricas
de lattice QCD regularizado. Estas dos aproximaciones juntas son una aproximacion de las
DSE preserva las simetrias y es conocida como aproximacion arcoiris,(Rainbow-Ladder,
RL por sus siglas en inglés) el cual se muestras en la figura {2.29}. Asi, hacemos el reem-

-1 1 pq

p p q

Figura 2.29: DSE para el propagador del quark con la aproximacién arcofris.

plazo:
/la
Zirg* D, (k) — kzg(kz)ng(kz)Eyv, (2.24)

donde G(k?) se conoce como el acoplamiento efectivo. Posteriormente describiremos su
forma. Este truncamiento funciona en la norma de Landau (¢ = 0), por lo que sera la
norma que utilizaremos. La norma de Landau es el punto fijo en el grupo de renormaliza-
cion. Ademads, elimina ka componente longitudinal del propagador del gluon, que no tiene
correcciones a ningun orden.

Hasta cierto tiempo estamos modificando el resultado correcto, debemos buscar una manera
adecuada de arreglar esta situacion. Retomamos la DSE para el propagador del quark:

a

d* A
S Np,u) = ZorS 5 (p) + Zir f ﬁgszv(p —G05YS (GG Py, (225)

Hacemos los cambios de acuerdo a la aproximacion arcoiris {2.24} en la DSE {2.25} obte-
Nnemos:

a

A A
SN p.) = ZorS ' (p) + Zir f EGUNDL, (k: 1) S (5 1) T (2.26)
q
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donde, k = p — g y utilizamos la notacién fq - f (Z;')ﬂ. Esta aproximacién desacopla la
DSE del propagador del quark de las correspondientes DSE del vértice quark-gluon y del
propagador del gluon, de manera que es posible resolver numéricamente la ecuacion de
gap. La ecuacion {2.26} es una ecuacion matricial en cuyo sistema de ecuaciones escalares
asociado no existe independencia lineal. Posteriormente veremos como encontrar las ecua-
ciones que son independientes y la manera de resolverlas. A continuacion daremos una
forma al acoplamiento efectivo.

2.3.2. Acoplamiento Efectivo

En principio existen muchas maneras de proponer la forma del acoplamiento efectivo. Una
forma puede ser tomar informacion de la fenomenologia o de estudios del sector de norma
(en el continuo o en 1QCD), y de esta manera podemos escribir G(k*) de manera particular.
Sin importar la forma del acoplamiento efectivo G(k?), debe reproducir el comportamiento

de a(k?) para QCD en el ultravioleta (Q(kz) — 47ra(k2)) con k> > 2 — 4 GeV?, es decir,

debemos conocer la teorfa de perturbaciones, en especial a(k?), para reproducir DCSB y
confinamiento. a(k?) es una funcién continua regular, monétona decreciente del acopla-
miento perturbativo QCD que corre a todos los valores de spacelike-k>.

Por otro lado las restricciones para el infrarrojo se pueden obtener de estudios del propaga-
dor del gluon y del vértice quark-gluon y de estudios fenomenoldgicos que nos arrojan can-
tidades conocidas como el condensado quiral < g >° y constantes de decaimiento. En este
trabajo analizaremos dos modelos del acoplamiento efectivo, el modelo de Maris-Tandy
(MT) [18] y el modelo de Qin-Chang (QC) [19]. Comenzaremos analizando el modelo de
Maris-Tandy (MT) mostrando sus ventajas y deficiencias.

Modelo de Maris-Tandy (MT)

Este modelo se puede escribir de la siguiente manera:

2 4n° 2 R’ 2 Y >
G = —DKe + 87 ~F (K, (2.27)
w In T+(1 +k2/A2QCD) ]
1
FK) = B |1 - exp (-K2/ (4m?))].
Podemos definir G(k*) = Gnp(k?) + Gyv(k?), donde:
4 2 2 2
Grup(l®) = Gk = %D KR,
Grl®) = Guv(k) = 87 Y F ().

In

T4 (140 /A2QCD)2]

Gir(k*) es un ansiitz para la interaccién de momentos infrarrojos, tal que Gr(k?) <
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@pocp(k*) = k* > 2 GeV?. La forma de Gr(k*) determina si el confinamiento y/o DCSB
se realizan en soluciones de la ecuacién de gap. La capacidad de las ecuaciones de Dyson-
Schwinger (DSE) para unificar la explicacion de una amplia gama de observables de meson
y barién implica que el comportamiento puntual de G;z(k?) se puede restringir a través de
la retroalimentacion entre el experimento y la teorfa. La interaccién en k* pequefia por lo
regular se expresa como una singularidad infrarroja integrable, tipicamente G z(k2) o< 6*(k)
la cual concentra mayor contribucion en el infrarrojo, o una aproximacion de ancho finito.
La forma de 6* se muestra a continuacion:

s R L L, (2.28)

21% wb

Guv(k?*) contiene la parte perturbativa, esta descrita de manera que reproduce el comporta-
mineto de a(k?) en el ultravioleta. Los pardmetros son: Agcp = 0.234 GeV (este se obtiene
delaecuacion {2.1});y,, = 12/(11N.—2Ny) (con Ny =4, N. = 3); 7 = e’—1;m, =0.5GeV;
valores fijados en [1&]. Esta forma de interaccion preserva el comportamiento del grupo de
renormalizacién de un lazo de QCD en la ecuacion de gap (reproduce teoria de perturba-
ciones a un lazo); y desde entonces ha sido empleado extensivamente en la prediccion y
explicacion de observables de hadrones.

El modelo de Maris-Tandy es muy bueno para describir mesones pseudo-escalares y vec-
toriales. Sin embargo, presenta algunas desventajas. Este modelo tiene un cero para un
valor pequefio de space-like y decrece a valores negativos muy rapido. Estas facetas del
comportamiento producido por el modelo estdn en fuerte conflicto con los resultados de la
DSE moderna y los estudios de lattice; Es decir, la funcion de vestimento del propagador
del gluon es una funcién limitada (acotada) y regular de los momentos del espacio, que
alcanza su valor maximo en este dominio en k> = 0 y decrece monétonamente en el eje
de space-like como mencionamos antes en {2.28}, y el vértice vestido de quark-gluon no
posee ninguna estructura que pueda cualitativamente alterar este comportamiento. Por lo
tanto, este modelo se considera por la forma funcional y la conveniencia numérica. Por
estas desventajas es necesario un modelo que se ajuste mas a los valores experimentales,
un modelo que se ajusta a las propiedades del modelo MT sin compartir las desventajas es
el modelo de Qin-Chang, sobre el cual hablaremos a continuacién.

En la figura {2.30} y {2.31} se observan las contribuciones para este modelo en el infrarrojo
y en el ultravioleta respectivamente.

Modelo de Qin-Chang

El modelo de Qin-Chang modifica la ecuacion {2.29} de la siguiente manera:

a) ~0 1 1 _k2/w2
2wt '

54 k) = (2.29)

Esto mejora los resultados. La dlferen01a entre {2.28} y {2.29} es la eliminacién de un
factor k? el cual se introdujo para mejorar las singularidades encontradas en el tratamiento
numérico del operador de proyeccion transversal kzng(k). De esta manera el modelo se
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Figura 2.30: Modelo MT. Término no perturbativo Gyp(k?) (linea solida naranja), término
perturbativo Gp(k?) (linea punteada azul), parte completa G(k*) (linea punteada verde). Se
observa que la contribucién en el infrarrojo viene del término no perturvativo.
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Figura 2.31: Modelo MT. Término no perturbativo Gyp(k?) (linea solida naranja), término

perturbativo Gp(k?) (linea punteada azul). Se observa que la contribucién en el ultravioleta
viene del término perturvativo.
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Figura 2.32: Modelo QC. Término no perturbativo Gyp(k?) (linea solida naranja), término
perturbativo Gp(k?) (linea punteada azul), parte completa G(k*) (linea punteada verde). Se
observa que la contribucidn en el infrarrojo viene del término no perturvativo.

escribe de la siguiente manera:

8 2
G = Dl 48
w

Vo
[+ (14 22/ Ny ) |

& [1-exn (-0 ().

F k), (2.30)

F (k)

En la figura {2.32} y {2.33} se observan las contribuciones para este modelo en el infra-
rrojo y en el ultravioleta respectivamente. Las propiedades observables, como las masas
y constantes de decaimiento, de los mesones vectoriales y pseudo-escalares, (en estado
base), no se ven afectadas por la variacion de w € [0.3,0.6] GeV, siempre y cuando
Dw = constante; la constante se fija para reproducir la fenomenologia del sector ligero.
Tomaremos Dw = (0.72 GeV)?, w = 0.4 GeV. Los valores de todas las constantes se toman
iguales para ambos modelos. En la figura {2.34} se muestra la comparacion de los modelos.
Otra razén por la cual el modelo QC es mejor es porque su comportamiento puntual se
ajusta con los estudios modernos de IQCD y DSE, ademads de que el acoplamiento efectivo
puede parametrizarse de la siguiente manera:

47 age(k?) M;

2 oc 2,12 8

~ = 2. 1
Gik) k2 + m2(k?)’ (k) M2 + K’ 2.31)

donde @y (k?) es el acoplamiento efectivo corriendo para la aproximacién QC, m,(k*) es
la masa del gluon corriendo ambas con k, y M, es la masa efectiva del gluon. El mo-
delo QC induce una masa efectiva sobre el gluon de M, = 680 MeV, para valores de
w € [0.5,0.6] GeV. La funcién de masa decrece con el momento y el gluon se vuelve no
masivo en el ultravioleta tal como se muestra en la figura {2.35}. La funcién a(k®)/n se
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Figura 2.33: Modelo QC. Término no perturbativo Gyp(k?) (linea solida naranja), término

perturbativo Gp(k?) (linea punteada azul). Se observa que la contribucion en el ultravioleta
viene del término perturvativo.
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Figura 2.34: Acoplamiento efectivo. Modelo QC (rojo, linea solida) y modelo MT (azul,
linea punteada). Los modelos se interceptan en k* ~ 0.096 GeV? y k? ~ 1.23 GeV>.
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Figura 2.35: Funcién de masa para el gluon obtenida con el modelo QC a través de la
ecuacion 2.31.

escribe analogamente al acoplamiento de QCD, esto se muestra en la figura {2.36}. Pode-
mos observar que el valor @yc(0)/m = 16.5 es alto, lo cual se puede traducir como una
consecuencia de la perdida de altura en el infrarrojo debido al uso del vértice desnudo.
Particularmente a(0)7x ~ 1. Un truncamiento mas refinado produce valores mas pequefios.
Por todas las propiedades que hemos analizado sobre los modelos MT y QC en las apro-
ximaciones Arcoiris, esperamos obtener buenas aproximaciones a los resultados para los
mesones pseudoescalares.

2.4. Solucion General

En esta seccién se da una forma de resolver la DSE para el propagador del quark con
las aproximaciones mencionadas en las secciones anteriores utilizando los modelos MT y
QC. Cabe mencionar que para el c6digo que se empleo en Mathematica 11.0 para resolver
dicho sistema de ecuaciones se necesita una Rejilla Logaritmica para tomar los valores de
las funciones en la escala infrarroja y ultravioleta.
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Figura 2.36: Acoplamiento-corriendo QCD-like inducido por la interaccién QCD.

2.4.1. Solucion a La Ecuacién de Gap

En la seccion anterior se analizaron las formas de representar al propagador del quark tal
como se muestra en el conjunto de ecuaciones siguientes:

! p*oi(p? i) + oo(pP i)
A(p*, u?) o (p*, u?)
s o B odptud)

A(p=,u*)  o(p*, u°)

o (p2 /12) — Z(pz’l“lz) — A(pza/”lz)

o p*+MA(p* ) PPAY(p% ) + BA(p?,p)

Z(p?, pHM(p*, 1?) B(p*, 1?)

O_e(pZ,/lZ) — p /‘l p :u _ p /J (232)

Pr+ MY u2)  PRAX(pA ) + BA(ph )
Resolver las DSE para el propagador del quark implica encontrar las diversas funciones de
vestiento para el propagador en la ecuacion;

a

A4 A
ST (p.1) = ZorS5 (p) + f KGURD}, (k1) 7,8 (@, 1) Y+ (2.33)

q

La ecuacion {2.33} es una ecuacion matricial 4 X 4, es decir, es un sistema de 16 ecuaciones
escalares asociado que no tienen independencia lineal. Para extraer las ecuaciones indepen-
dientes, multiplicamos por p = iy - p y tomamos las trazas. De esta manera obtenemos dos
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ecuaciones que son independientes de las demas:

M(p?, 1% z T Z(p, 1M (p?, 1%
T~z + 22 f e f dpsin’ ) 6(q°) K SELEID,
1 Zir > Z(p*, 1)
z - epn f ak f BB S K I am e
x k-p+2—(k'q;(2p"p . (234

se realizo el cambio de variable de integracion ¢ — k y de este modo se redefine ¢ —
k — p. Recordemos que M(p?,u*) y Z(p?, %) son la funcién de masa y renormalizacién
de la funcién de onda, respectivamente; ademas las constantes de renormalizacion Z;r,r
dependen de los pardmetros A y u los cuales no escribimos por simplicidad de la escritura
de las ecuaciones. Cuando reemplazamos el vértice quark-gluon completo por el desnudo,
estamos en la aproximacion Abeliana de QCD. En la aproximacién Abeliana se cumple
que Z;r = Zpr. De esta manera en la aproximacién Abeliana las funciones de vestimento
A(p?, 11?) y B(p?, 1) se escriben de la siguiente manera:

1

AP = s = Zor (L 1P ) (2.35)
B(p*.i*) = % =2ZoF (mB + IB(PZ’,UZ)) ) (2.36)
donde I,(p?, u?), Ig(p?, 4?) se escriben de la siguiente forma:
W) = e [ dRRGRR R o (pzf‘/ff;f;)z(pz,ﬂz), (2.37)
Io(p*.1) = 213 di f5(p* 1) K k2A2(1?2B,lﬁf)zil-lulzi’)z(P2 u?)’ (2:38)

las funciones fA(p 1%, fz(p*, u?) corresponden a las integrales angulares, las cuales se
escriben de la siguiente manera:

(k - q)(Zp : q)), (2.39)
q

Lt ) = fo dBsin*(B) G(¢*) (k-p+2
FoP ) = f Bsi’B) 6. q=k-p. (2.40)

Donde se ha tomado la integracion del 4-vector de integracion de la siguiente manera:

= |g| (cos(¢) sen(6) sen(B), sen(¢) sen(#) sen(B), cos(d) sen(B), cos(B)), (2.41)

de esta manera la integracion sobre el momento resulta ser:

A 27 T T
f d*q = f q’dg f de f sen(6)de f sen’(B)dp. (2.42)
0 0 0 0

Elegimos la direccion de p, sobre el cuarto eje, asi, los integrandos son independientes
de 6y ¢; por lo tanto la integracion sobre estas variables se puede hacer analiticamente.
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Ademis, ¢*dg = (1/2)q*dq?, asi obtenemos:

A2 T
f d*q =2n f g dq’ f sen’(B)dp. (2.43)
0 0

Solo nos falta encontrar una ecuacidén que nos permita relacionar y determinar Z,r para

poder determinar completamente las funciones de vestimento A(p?, u*) y B(p?, u?). Esta se
obtiene de la condicion de renormalizacion {2.22} de tal manera que se tiene:

1= AGP ) = Zor (14 L) (24)
1
= ZZF = —1 n IAW2#2), (245)

De esta manera tenemos un sistema de 3 ecuaciones, ({2.35}, {2.36}, {2.44}), con tres
incognitas. En el limite quiral Z; no aparece explicitamente en las ecuaciones pero fue-
ra de este limite si aparece, puede ser determinada de la otra parte de la condicion de
renormalizacién {2.22} de tal manera que:

m) = Zop (ma(A) + Is(?, 1)) (2.46)

multiplicamos de ambos lados por Z, y al final la despejamos Z;:

Zymu) = Z [Z2F (mB(A) + IB(llz,llz))] ,
Zop mp(N) = Z4 [ZZF (mB(A) + IB(llz’llz))] )
Z my(A) (2.47)

mp(A) + I, 1)’

En principio se puede escribir Z, en términos de m(u) en lugar de mg(A), para hacerlo se
utiliza la ecuacion {2.46} de la siguiente manera:

m) = Zop (ma(A) + I, 1)),

Zy mp(A) + Zy g, 1),

m(u) = Zor I, 1%)
mi) '

Es evidente que la ecuacion {2.45} no esta definida en el limite quiral (m(u) = 0), ademés
de que en dicho limite no es necesario calcularla ya que no aparece explicitamente en las
ecuaciones. Sin embargo, calcular Z, es necesario ya que al calcular el condensado quiral
aparece explicitamente, por lo tanto se necesita una manera alternativa de escribir Z,. Para
escribila utilizamos la explesion a un laso [22]:

_ Log (12 /Njep)
- Log (AZ/A

3
g
I

Z4 = (248)

Zy (2.49)

2QCD) |
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Después de conocer el valor de Z, se puede determinar el valor de mg(A) y Z,, de la si-
guiente manera:

Zym(u) = ZzF mp(A),

= my(A) = Z_ZF'"(“) (2.50)
Zm m(ﬂ) = mB(A)’
mp(A) 74
Z = 251
- m(u) Zor (@31)

Finalmente de la relacion Zr = Z,rZ,Z, 112 obtenemos que Z, Zl/ 2 =1 (Dado que Zr =
Z,r). Las constantes Z, y Z; permanecen indeterminadas pero relacionadas entre si, ya
que se hizo la sustitucion para el acoplamiento y el propagador del gluon. De esta manera

obtenemos el sistema de ecuaciones a resolver el cual se muestra a continuacion donde se
a escrito en términos de la parte vectorial y escalar del propagador del quark ya que es mas

facil de resolver:

APt = Z2F(1+ ey f dk* fa(p* 1) K2 Gv(kz,uz)),

1
B(p*.1i>) = Zyr (mB(A) + 0 fdkz fa(p* 1) k2 O'.s(kz,llz)) ,

1
-1 _ 2 2 1,2y 1,2 2 2
ZZF - 1 + 67T3p2 fdk fA(l’l 9k )k O-V(k M1 )’

5 1 1
z' = e (A (mB(A) 55 fdk2 fs(® k%) i O's(kz,llz))- (2.52)

Las trazas y contracciones de la ecuacion {2.33} se calcularon de las propiedades mostradas
en el apéndice {A}. Las integrales angulares se resuelven con una cuadratura gaussiana. Las
ecuaciones {2.52} son integrales no lineales y acopladas, para resolverlas, se discretizaron
los momentos en una malla logaritmica, se da una condiciona inicial para las funciones de
vestimento y se itera hasta obtener el error relativo promedio deseado.

2.5. Resultados Numéricos

Los datos numéricos mostrados en esta seccion coinciden con los encontrados en la li-
teratura, posteriormente analizamos las soluciones con distintos parametros con el fin de

comprender mayormente las soluciones y observar si aparecen diferencias importantes en
un sector de pardmetros diferente. Resolvimos el sistema de ecuaciones {2.52} con el aco-
plamiento efectivo propuesto por los modelos MT, mostrado en las ecuaciones {2.27}, y el
modelo QC, mostrado en las ecuaciones {2.30}. Se trabajo en el limite quiral (m = 0) y fue-
ra de este limite utilizando las masas m,,;; = 3.74 MeV 'y m; = 95 MeV. Se analiz6 el punto
de renormalizacion u = 4 GeV. Este valor fue elegido ya que es el valor tipico para la fisica
en escala hadronica, ademas de ser utilizado en los estudios del sector de gauge en 1QCD.
También se analiz6 el punto de renormalizacion y = 19 GeV esto con el fin de comparar
los resultados variando el punto de renormlizacion. Otra consideracion importante es que
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se escogid este punto ya que se espera que sea la escala mas natural para el comienzo de la
regién perturbativa. Con estas consideraciones se presentan los resultados para M(p?, u*) y

Z(p?, 1.

2.5.1. Limite Quiral

Se definen algunos observables para poder comparar resultados obtenidos con los mode-
los utilizados y los valores experimentales. Se muestran los resultados variando algunos
parametros, se muestran también algunos de los graficos mas representativos.

Condensado Quiral

El condensado quiral es el parametro de orden de la DCSB, es el valor de expectacion en el
vacid, que de hecho es, el valor del limite quiral del condensado dentro del mesén; en otras
palabras, describe una particula en el limite quiral del mesén pseudoescalar. Es la escala
del condensado la que determina la masa generada dindimicamente. El condensado quiral
esta dado por:

A
~ < >= ZN, fk THS ook, )] = (% f i K m(kz,,uz)) (253)

El valor experimental para el modelo de MT es [23]:
— <PY > oy= (0235 %15 GeV)’ (2.54)

Constante de decaimiento

La constante de desintegracion del pion es dimensionalmente una escala de energia y deter-
mina la fuerza de la ruptura de la simetria quiral. Calculamos la constante de decaimiento
del pi6n a través de la siguiente ecuacion:

Zyp N, - v
Jr=- ZZ f P, Tr[T5"(q, P)S“(q )yuysS (q")] (2.55)
T q

El valor experimental es f; = (0.092 + 0.0035) GeV [25].

En la tabla {2.1} se muestran los resultados obtenidos con los modelos QC y MT utilizando
las masas corriente de los quark’s en el punto de renormalizacion antes mencionado (u =
4 GeV). Se calculo la funcién de masa, la funcién de renormalizacion de la funcion de masa
en el limite quiral, asi como el valor de las funciones de vestimento A(p?, u?) y B(p?, u*) en
el mismo limite. También se realizo un tests de confinamiento. Esto con el fin de comparar
los resultados obtenidos en este trabajo de tesis y con los encontrados en la literatura. Estos
valores fueron obtenidos con mg = (0.87 GeV)>.

Utilizaremos los siguientes valores para los parametros de los modelos; para el modelo MT
w=0.4GeV,D =0.933 GeV? y para el modelo QC w = 0.5 GeV'y D = 0.74 GeV?. Estos
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Interaccion | QC | MT | QC | MT | QC [ MT |

w 0.4 0.4 0.5 0.5 0.5 0.5
D 0.933 | 0.933 |1 0933 | 0933 | 0.933 | 0.933
myq 0 0 0 0 0 0
u 4 4 4 4 19 19
M(0) 03421 0.546 | 0213 | 0.502 | 0.184 | 0.432
Z(0) 0.676 | 0.639 | 0.884 | 0.0.755 | 0.880 | 0.774
A(0) 1477 | 1.564 | 1.130 | 1.289 | 1.135 | 1.291
B(0) 0.505 | 0.855 | 0.241 | 0.647 | 0.209 | 0.558
£ 0.062 | 0.093 [ 0.054 | 0.100 | 00.049 | 0.089
", 0 |0.146 0111 0.151 | 0.132 | 0.178
(- <Yy >2)”3 0.182 | 0.262 | 0.170 | 0.284 | 0.181 | 0.291

Cuadro 2.1: Se muestran los resultados de la comparacion para diferente valores entre los
dos modelos mencionados en este trabajo de esta tesis para el limite quiral, todos los valores
tienen unidades de GeV.

valores son fijados en cada modelo para reproducir la fenomenologia en el sector ligero,
los resultados se resumen en las siguientes tablas:

| fx DSE-RL) | f; (DSE-DB) | f; (IQCD) | f; (Experimental) |
| 0093 | 0092 | 0092 [ (0.092=0.0035) |

Cuadro 2.2: Constante de decaimiento para el pion en GeV. RL se refiere al truncamiento
Arcoiris mostrado en la ecuacién {2.24}, DB se refiere a un truncamiento mas sofisticado
mostrado en [26] y 1QCD se refiere al promedio de resultados de lattice QCD tambien
mostrado en [26].

] my \ m, (Experimental) ‘
1 0.138 | (0.138 £3.5x 1077)"

Cuadro 2.3: Masa del meson pién en GeV." El valor de m, es el promedio entre m,0 y mi-.
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El punto de renormalizacion no cambia mucho los resultados, en la figura {2.37} y {2.38}
se muestran la funcién de masa para el punto de renormalizacion yu = 4 GeV 'y u = 19 GeV
para los modelos MT y QC respectivamente.

0.5}
0.4f
‘E 0.3}
= 0.2}
0.1¢

0.0F ‘ | ‘
1074 0.01 1 100

Figura 2.37: Funcion de Masa para el modelo MT en el limite quiral para u = 4 GeV
(azul, linea punteada) y para u = 19 GeV (rojo, linea solida). Los valores de M(0)
son 0.502102 GeV y 0.4900388 GeV respectivamente, los cuales muestran un error del
2.203 %.

En las siguientes figuras se muestran las funciones de Masa y Renormalizacion de la Fun-
cion de Masa respectivamente comparando los modelos MT y QC.
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Figura 2.38: Funcién de Masa para el modelo QC en el limite quiral para u = 4 GeV
(azul, linea punteada) y para u = 19 GeV (rojo, linea solida). Los valores de M(0)
son 0.342213 GeV y 0.316233 GeV respectivamente, los cuales muestran un error del
7.59155 %.

100

Figura 2.39: Funcién de masa para los modelos MT (azul, linea punteada) y QC (rojo, linea
solida) para u = 4 GeV.
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Figura 2.40: Renormalizacién de la Funcién de Masa para los modelos MT (azul, linea

punteada) y QC (rojo, linea solida) para u = 4 GeV.
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Figura 2.41: Funcién de Masa (azul, puntos), Renormalizacién de la Funcién de Masa
(naranja, puntos y lineas), funcion de vestimento A (verde, linea sé6lida) y funcién de ves-
timento B (rojo, lineas) para el modelo MT y u = 4 GeV.
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Figura 2.42: Funcién de Masa (azul, puntos), Renormalizaciéon de la Funcién de Masa
(naranja, puntos y lineas), funcion de vestimento A (verde, linea sdlida) y funcion de ves-
timento B (rojo, lineas) para el modelo QCy u = 4 GeV.
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Figura 2.43: Parte vectorial (azul, linea sé6lida) y escalar (naranja, lineas) del propagador
del quark para el modelo MT con u =4 GeV.
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Figura 2.44: Parte vectorial (azul, linea s6lida) y escalar (naranja, lineas) del propagador
del quark para el modelo QC con y = 4 GeV.

2.5.2. Fuera del Limite Quiral

Fuera del limite quiral se calcularon las funciones de Masa, Funcion de Renormalizacion
de la Funcién de Masa, asi como sus funciones de vestimento para los MT y QC. Utilizando
as masas semillas de los quarks u/d (m,;; = 3.374 MeV)y s (m; = 95 MeV), para el punto
de renormalizacién u = 4 GeV,y u = 19 GeV, se espera ver muy poca diferencia entre los
puntos de renormalizacién al igual que el limite quiral por lo tanto se puede justificar una
invarianza en el punto de renormazacion tal como se muestra en las tablas {2.4} y {2.5}.

| m@wMeV) [ MO,u =4)MeV) | M(0,u = 19)(MeV) | Error |

m(u) =0 502 490 2.4 %
my () = 3.74 505 503 2%
my(u) = 95 687 684 0.4 %

Cuadro 2.4: Valores para la funciéon de Masa para diferentes quarks y diferente punto de
renormalizacion utilizando el modelo MT.
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| m@MeV) | MO,u =4MeV) | M(0,u = 19)(MeV) | Error |

m(u) = 0
mu/d(,u) =374
my(u) = 95

342
351
529

316
332
548

7.6 %
5.4 %
3.4 %

Cuadro 2.5: Valores para la funciéon de Masa para diferentes quarks y diferente punto de
renormalizacién utilizando el modelo QC.
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Figura 2.45: Funcién de Masa utilizando el modelo MT para el quark s con masa semilla
mgy(u) = 95 MeV para los puntos de renomalizacén y = 4 GeV (azul, linea punteada) y
u =19 GeV (rojo, lineas).
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Figura 2.46: Funcion de Masa utilizando el modelo QC para el quark s con masa semilla
mgy(u) = 95 MeV para los puntos de renomalizacén u = 4 GeV (azul, linea punteada) y

u =19 GeV (rojo, lineas).
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Figura 2.47: Comparacion de la Funcion de Masa entre los modelos MT (azul, linea pun-
teada) y QC (rojo, lineas) para el quark s y el punto de renormalizacion u = 4 GeV.
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Figura 2.48: Comparacion de la Funcién de Renormalizacion de la Funcién de Onda entre
los modelos MT (azul, linea punteada) y QC (rojo, lineas) para el quark s y el punto de
renormalizacién u = 4 GeV.

En la figura {2.50} se observa la funcién de masa para los 6 quark distintos utilizando
las masas de la tabla {2.6}: En la figura {2.50} se muestran las funciones de masa para los

H Simbolo \ Nombre \ Masa H
u Up (4 +2)MeV
d Down (8 +4) MeV
s Strange | (164 = 33) MeV
c Charm 1.4 GeV
b Bottom 5.3 GeV
t Top 175 GeV

Cuadro 2.6: Masas de los distintos quarks.

distintos quark para el modelo MT, con el modelo QC se obtiene la misma forma y se puede
observar que, en el infrarrojo (momentos pequefios), hay un realce con respecto al valor de
la masa corriente (que es la masa en el ultravioleta). Podemos ver que una masa semilla
de unos cuantos MeVs puede generar una masa de cientos de MeVs, a la cual se le llama
masa constituyente. A medida que aumenta la masa corriente del quark los efectos de la
DCSB son menos. Incluso cuando la masa corriente es cero (limite quiral) hay generacién
dindmica de masas. Esto no ocurre en la teoria de perturbaciones donde una masa semilla
igual a cero genera una funcién de masa M(p*) = 0. DCSB es el mecanismo que genera el
mayor porcentaje de la masa de la materia ordinaria.
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Figura 2.49: Funcién de masa (azul, linea punteada) y renormalizacién de la funcion de
onda (rojo, lineas) para el limite quiral.
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Figura 2.50: Funciones de Masa para los diferentes quarks: m,;; = 3.74 MeV (naranja,
lineas pequenas), m, = 95 MeV (verde, linea sélida delgada), m. = 1.4 GeV (rojo, lineas y
puntos), m, = 5.3 GeV (morado, lineas grandes), m, = 175 GeV (café, linea sdlida gruesa)
y el limite quiral (azul, linea punteada). Se muestran las masas utilizando el modelo MT,
para el modelo QC la forma es la misma.
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2.5.3. Confinamiento

En la funciéon de masa se observa un punto de infleccion lo cual indica que se trata de
una particula confinada [24]. Podemos enterder el confinamiento a través del axioma de
reflexion de posibilidad (“ es posible encontrar conjuntos que representen la clase de todos

los conjuntos”). Definimos el promedio espacial de la funcién de Schwinger de la siguiente
manera:

Ar) = f d’x f U (g, ). (2.56)
q

Un cambio de signo en A(¢) corresponde a una funciéon de onda que decae rapidamente
lo cual indica que no se trata de un propagador positivo definido. Por lo tanto, se trata
de una particula inestable, “una particula confinada”. Para particulas fundamentales, como
los quarks, la interpretacion es la de particula confinada. En la figura {2.51} se muestra la
grifica de Log|A(¢)| para los dos modelos utilizados.

Logl|A(t)]
>

1 2 5 10 20
{

Figura 2.51: Promedio espacial de la funcién de Schwinger para los modelos MT(rojo) y
QC(azul).
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2.5.4. Parametrizacion de las Soluciones

Una de las maneras para el calculo de observables hadrénicos y objetos no perturbativos es
resolver la ecuacion de Bethe-Salpeter de la cual se habla a continuacion.

Ecuacion de Bethe-Salpeter

En teoria cudntica de campos, la ecuacion de Bethe-Salpeter (BSE) [9], es una descripcion
completamente relativista de estados ligados de dos particulas. Es empleada para describir
mesones. Los estados ligados se identifican como polos en la amplitud de dispersion quark-
antiquark. La BSE se escribe de la siguiente manera:

d4
[r%a(p P) ]m f (27:)]4
D4(q, P) = S%g+nP)Ie(q, P)S(qg—(1-n)P).

Ki:(p.q, P)|¥3(q. P)| . (2.57)

Sr

Donde:
= T%(p, P) es la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA).

» ®%(g, P) corresponde a la funcién de onda de Bethe-Salpeter.

= p es el momento relativo entre quark-antiquark; a y b son los correspondientes sabo-
res.

= 77 es la fraccion del momento total que comparten quark-antiquark. Ninguna obser-
vable fisica depende de su valor.

= P es el momento total, es tal que P? = —mfw, donde m,, es la masa del meson en
cuestion.

= 1, s, t, u representan los indices combinados de las matrices de color.

m M indica el meson en cation.

= K} es el kernel de dispersion renormalizado, amputado e irreducible con respecto a
cortes entre pares de lineas de quark-antiquark. Este debe ser determinado consisten-
temente con el truncamiento de la ecuacion de gap.

La BSE corresponde diagraméticamente a la figura {2.52}.

\/
=
3

p+

(abdyx

T,
\
=

Figura 2.52: Ecuacion de Bethe-Salpeter.

Como ya se menciono la ecuacion de Bethe-Salpeter esta relacionada con la ecuacion de
gap a través del propagador del quark, por ello es necesario conocer el propagador en
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Figura 2.53: Se muestra la parte imaginaria de la parte vectorial del propagador del quark
para el limite quiral con el modelo MT. Podemos observar que no hay comportamiento
inestable pero vemos indicios de singularidades conjugadas complejas cerca del pico de la
region, el tipo de singularidad es desconocido.

todo el pano complejo. El proceso es integrar a lo largo de rayos en el plano complejo
reemplazando el momento externo del quark de la siguiente forma p* — |rle” 6 € [0;2n),
de tal manera que ahora debemos resolver las siguientes ecuaciones:

. 1 A2 .
AGre’ ) = 1+ s f A4 @ o 1) [Ia(re” = 1)
0

. 1y .
Bre". i) = mu) + 5 fo g’ ¢ g 42 [In(re” = 1G] . (2.58)

La variable de integracion g* se encuentra sobre el eje de space-like, independientemente
del angulo 6. Conociendo el propagador en dicho eje, suficientes rayos y una malla de
integracion adecuada podemos resolver las integrales, aunque puede haber inestabilidades
numéricas para algunos valores de 6, estas son causadas por el termino perturbativo en
el vestimento del gluon efectivo. A continuacion se muestran los resultados para los dos
distintos modelos utilizados en el limite quiral, principalmente nos interesa mostrar la parte
vectorial y escalar del propagador del quark en los rayos del plano complejo para distintos
angulos.

Se puede observar de las figuras {2.53-2.57} que no hay ningiin comportamiento inestable
pero vemos vemos singularidades conjugadas complejas cerca de la region del pico. Este
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Figura 2.54: Se muestra la parte imaginaria de la parte vectorial del propagador del quark
para el limite quiral con el modelo MT. Podemos observar que no hay comportamiento
inestable pero vemos indicios de tres pares de singularidades conjugadas complejas cerca
del pico de la regidn, el tipo de singularidad es desconocido.
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Figura 2.55: Se muestra la parte real de la parte escalar del propagador del quark para el
limite quiral con el modelo MT. Podemos observar que no hay comportamiento inestable
pero vemos tres pares de singularidades conjugadas complejas cerca del pico de la region,
el tipo de singularidad es desconocido
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Figura 2.56: Se muestra la parte real de la parte vectorial del propagador del quark en el
limite quiral para el modelo QC. Podemos observar que no hay comportamiento inesta-
ble pero vemos un par de singularidades conjugadas complejas, el tipo de singularidad es
desconocido.
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Figura 2.57: Se muestra la parte real de la parte vectorial del propagador del quark para
el quark s con el modelo MT. Podemos observar que no hay comportamiento inestable
ademds vemos un par de singularidades conjugadas complejas, el tipo de singularidad es
desconocido.

pico se localiza, segun las caracteristicas de la BSE, donde se cumple:
(nP)* = —mj,. (2.59)

Ahora mostraremos figuras de la parte real y/o imaginaria de las parte escalar y/o vectorial
del propagador del quark vs la sustitucién p?> — |rle” @ € [0;2n) para diferentes dngulos.

Es necesario conocer donde se encuentran los picos/polos de las figuras anteriores para
poder determinar con mayor precision la masa del meson y para que se muestre con mas
claridad el numero de polos complejo conjugados en cada caso, para poder hacer esto es
necesario ver si se puede limpiar la sefial para evitar el ruido, ya sea modificando los polos
del modelo utilizado o con una expansion en series de Taylor, estos cambios son puramente
matematicas, es decir, no afectan la fisica.

Este método nos permite calcular con precision la masa del meson en estudio, pero re-
sulta sumamente complicado y poco prictico de implementar para el célculo de factores
de forma. Un método alternativo es emplear la parametrizacién N-ccp, llamada también
“Representacion Integral de la Teoria de Perturbaciones” (PTIR) [27]-[28], pues las ex-
presiones a las que da lugar se asemejan a las que encontramos en célculos perturbativos de
lazos. Esta consiste en escribir al propagador del quark como la suma de N propagadores
libres con masas complejas (y sus complejos conjugados). Esto con el fin de que podamos
utilizar estos resultados para calcular mas facilmente las amplitudes de Bethe-Salpeter. Es-
ta parametrizacion consiste en escribir el propagador del quark como la suma de N polos
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Figura 2.58: Parte imaginaria de o, en el plano complejo para diferentes dngulos en el

limite quiral con el modelo QC. 90° (azul, linea punteada), 110° (naranja, lineas pequefias),
132° (verde, linea solida), 167° (rojo, lineas y puntos) y 180° (morado, lineas grandes).
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Figura 2.59: Parte real de o, en el plano complejo para diferentes dngulos en el limite quiral

con el modelo QC. 90° (azul, linea punteada), 110° (naranja, lineas pequeiias), 132° (verde,
linea sélida), 167° (rojo, lineas y puntos) y 180° (morado, lineas grandes).
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Figura 2.60: Parte imaginaria de o, en el plano complejo para diferentes angulos para el

quark s con el modelo MT. 90° (azul, linea punteada), 110° (naranja, lineas pequefias), 132°
(verde, linea sdlida), 167° (rojo, lineas y puntos) y 180° (morado, lineas grandes).
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Figura 2.61: Parte real de o, en el plano complejo para diferentes dngulos para el quark s

con el modelo MT.90° (azul, linea punteada), 110° (naranja, lineas pequefas), 132° (verde,
linea sélida), 167° (rojo, lineas y puntos) y 180° (morado, lineas grandes).
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complejo conjugados N-ccp de la siguiente manera:

N *
S(g) = Z( R ) (2.60)
k=1

y-q+mg  iy-q+myg

Donde z; y my son pardmetros complejos a fijar a partir de las soluciones numéricas, son
de la forma z; = (ay +iby) y my = (¢ +id;) . Al menos uno de los pardmetros m;, debe tener
parte imaginaria distinta de cero, esto para asegurar que el propagador no tenga polos sobre
el eje real y se trate de una particula confinada. Independientemente de la parametrizacién
empleada, se espera que el propagador completo tenga la forma de un propagador libre en
el ultravioleta, por lo tanto tendremos restricciones sobre los pardmetros:

N
Z(p* > )51 = 23 Re(z) =1,
k=1

N
M(p2 - )om = ZZRe(zkmk) =m
k=1

N
plo(p?P > 0)5C = -2 ZRe(zkm,z).
k=1

La ultima condicion proviene del hecho de que:
ZPOMPD) _ 5 ZpIM?)
P TP Ty
Pop?) =pae ZEOMP) [P = M (p*) +0(1/p°)]. (2.61)

Tomando M(p?> — oo) ~ 1/p? tenemos que el primer termino es una constante y los

demds caen como 1/p?. En el limite quiral la constante C corresponde al condensado quiral.
Descomponiendo el propagador en su parte vectorial y escalar {2.20}:

S(p) = ~iy - p ou(p) + Te(p),
la parametrizacion N-ccp resulta ser:

p40_e(p2) =

N #
L
o (p) = _, (2.62)
Z; p?+ mk p2 + mk2
N %
om
T(p) = Z A Lt (2.63)

2 %2
p +mk p +mk

En las figuras {2.53} - {2.57} podemos ver que para el limite quiral con el modelo MT N = 3
(numero de polos complejos conjugados), para el modelo QC en el limite quiral N = 2y
para el quark s con el modelo MT N = 2. Estos son el numero de polos que se muestran
en las figuras por ello tomamos ese numero para la parametrizacién para disminuir el error.
Se realizo el ajuste para momentos desde p?> = 10~ hasta p?> = 10°. El ajuste muestra un
error del orden de 2 X 107> el cual es minimo y el comportamiento ultravioleta esperado.
Los resultados se muestran a continuacion.
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H Ik = ag + lbk ‘ my = cy + ldk H
71 = 0.596848 — i0.3538853 | m; = 0.486185 + i0.0095224

2o = —0.198807 — i0.18447 | my = 1.07606 + i0.616632
73 = 0.135216 +i0.255348 ms = —1.115 +i0.280785

Cuadro 2.7: Resultados numéricos para los pardmetros z; y my en el limite quiral con el
modelo MT.
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Figura 2.62: Se muestra la parte vectorial del propagador del quark en el limite quiral con
el modelo MT. Solucién de las gap (rojo), aproximacion 3-ccp (azul).
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Figura 2.63: Se muestra la parte escalar del propagador del quark en el limite quiral con el
modelo MT. Solucién de las gap (rojo), aproximacién 3-ccp (azul).
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H Zr = ay + iby ‘ my = ¢y + idy H
71 = 0.14184 + i0.156288 | m; = —0.511209 + i0.325218
7o = 0.353135 +i0.26572 | m, = 0.336216 — i0.00071798

Cuadro 2.8: Resultados numéricos para los pardmetros z; y my en el limite quiral con el
modelo QC.
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Figura 2.64: Se muestra la parte vectorial del propagador del quark en el limite quiral con
el modelo QC. Solucién de las gap (rojo), aproximacion 2-ccp (azul).
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Figura 2.65: Se muestra la parte escalar del propagador del quark en el limite quiral con el
modelo QC. Solucién de las gap (rojo), aproximacion 2-ccp (azul).
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H Zr = ay + lbk ‘ my = cy + ldk H
z1 = 0.132717 +i0.0915433 | m; = —1.76961 — i0.745219
7o = 0.37925 — i0.0550352 my = 0.609359 —i0.30183

Cuadro 2.9: Resultados numéricos para los parametros z; y my para el quark s con el modelo
MT.
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Figura 2.66: Se muestra la parte escalar del propagador del quark s con el modelo MT.
Solucién de las gap (rojo), aproximacion 3-ccp (azul).
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Figura 2.67: Se muestra la parte vectorial del propagador del quark s con el modelo MT.

Solucién de las gap (rojo), aproximacion 3-ccp (azul).
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De esta manera podemos utilizar la parametrizacion N-ccp para resolver mas eficiente-
mente la BSE y poder obtener asi las BSA y los observables hadronicos. Ahora debemos
analizar las singularidades para evitar que afecten los cdlculos de los observables hadroni-
cos. Un cambio fisicamente no observable puede permitir la solucién mas amigable de las
ecuaciones, es decir, modificar matematicamente las ecuaciones.



Capitulo 3

Conclusiones

Revisamos algunas de las caracteristicas del lagrangiano de QCD, una de las mas notorias
son sus simetrias , tipos y su rompimiento. Observamos que estas simetrias, al igual que las
de la naturaleza, son aproximadas; es decir, solo existen bajo algunas condiciones. De estas
simetrias y sus caracteristicas podemos obtener bastante informacion fisica de la naturale-
za. Una de las simetrias mas importantes es la quiral ya que su rompimiento da lugar a la
generacion dela mayor parte de la masa de la materia ordinaria. El universo es tan intrigante
que crea simetrias para después romperlas de alguna manera. Estudiamos el rompimiento
espontdneo de la simetria quiral (DCSB) a partir del propagador del quark, para ello obtuvi-
mos la funcion de masa la cual codifica la ruptura de simetria quiral dindmica y muestra la
transicion de la masa de quark constituyente a la masa de quark actual, también obtuvimos

renormalizacién de la funcién de onda asi como sus funciones de vestimento.
Estas funciones se obtuvieron resolviendo la DSE para el propagador del quark, esta ecua-

cion es conocida como la ecuacion de gap. Para facilitar los cdlculos se escogié un trun-
camiento adecuado que nos permitiera separar el vértice quark- gluon y el propagador del
gluon, a este truncamiento se le conoce como rainbow-lader. Posteriormente se escogieron
los modelos de Qin-Chang y Maris-Tandy para el acoplamiento efectivo. Ambos modelos
muestran caracteristicas importantes de estas interacciones. Hay diferencias entre los mo-
delos pero cada uno nos ayuda a entender la fisica de las interacciones, ambos tienen el
mismo comportamiento en el ultravioleta pero en el infrarrojo tiene bastantes diferencias.
Una ves obtenidas las funciones correspondientes a la masa con ambos modelos podemos
observar que la funcién de masa es mondtona y decrece, es finita en el infrarrojo. Para una
masa corriente de algunos cuantos MeV's se generan cientos de MeV's, el ejemplo mas no-
torio es para una mas corriente ~ 0 MeV (limite quiral) se genera una masa del orden de
511 MeV. El ultravioleta corresponde a la masa corriente.

A medida que la masa corriente aumenta los efectos dindmicos disminuyen, se genera mas
masa para los quarks ligeros que para los pesados, esto podria deberse a que mientras mas
pesado el quark interactiia menos. La funcién de masa tiene un punto de inflexién lo cual
indica que se trata de una particula confinada.

El condensado quiral (valor de expectacion en el vacid) toma sentido en el enfoque no per-
turbativo de la funcion de masa. Podemos concluir que con la aproximacion RL podemos
obtener para los mesones pseudoescalares. El formalismo de la DSE es muy amigable, fa-
cilita los célculos y los resultados son comparables con los de otros formalismos como por
ejemplo 1QCD.

La DSE esta relacionada con la BSE a traves del propagador del quark, por ende es ne-
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cesario conocer el propagador en todo el plano complejo. para facilitar los calculos se
parametrizardn las soluciones con una parametrizacion llamada representacion integral de
teoria de perturbaciones. Esta consiste en escribir al propagador del quark como la suma
de N polos complejo conjugados, el numero de polos que es mas adecuado lo inferimos de
las graficas de la parte real vs la parte imaginaria de la parte vectorial/escalar del propa-
gador del quark, es estas graficas se pueden observar pares de polos complejo conjugados.
Encontramos que N = 2 es un buen numero de polos para parametrizar las soluciones.
Posteriormente sigue el camino para resolver completamente la BSE y obtener las BSA
para poder conocer y describir los observables hadronicos, factores de forma entre otras
caracteristicas importantes de los mesones. Los resultados obtenidos en este trabajo de tesis
reproducen fielmente los resultados experimentales mostrados en la literatura para QCD.



Apéndice A

Convencion Euclidiana y Trazas

A.1. Convencion Euclidiana

La mayoria de los calculos en una QFT no perturbativa se realizan en la métrica Euclidiana
(donde a-b = a,6,,b,). A partir de los 4-vectores en el espacio de Minkowski se obtiene el
espacio Euclidiano mediante la continuacidn analitica a tiempo imaginario. Para vectores
espacio-tiempo y energia-momento:

tF=i ., wFP=xY (A.1)

8E = igM , ﬁE = ﬁM (A2)

Los indices E, M denotan Euclidiano y Minkowski, respectivamente. Las matrices gamma

son de la forma: Y6 = y* y y £ = —iy M la metrica g,, — g, = 6,,- Ademds tenemos
las siguientes relaciones:

f M = i f d*k® (A.3)

Yt o= -t pt (A.4)

q"-p" = -ig" - p° (A.5)

MopM = xE L pE (A.6)

A.2. Matrices Gamma

Las matrices gamma Euclidianas tiene las siguientes propiedades. La propiedad que hace
que las matrices gamma generen un algebra de Clifford es la relacion de anticonmutacion:

Ly =Y Y = 2001 (A7)
Con {,} el anticonmutador y 6*” la métrica. La version covariante estan definidas por:
Yu = pv)’v (A.8)
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El producto de las 4 matrices gamma es:

Y = iyPyly2yR.

La matriz y° cumple las siguientes propiedades:
' =7,
@)’ = 1,

.y} = Yy +yy =0.
Las matrices cumplen las siguientes identidades:

Y'Y =
Y'YV =
Y'YV
YYYY v =

Yy =

A.3. Trazas

Propiedades de la traza:

Tr[A + B]
Tr[rA]
Tr[ABC]

—2y7¥y",
My’ + 0Pyt — HPyY — ie("”’py(,y5 .

Tr[A] + Tr[B],
rTr[B],
Tr[BCA] = Tr[CAB].

Las matrices gamma obedecen las siguientes identidades de traza:

Tr[y"]

I
L

Tr[# impar de y's] = 0,
Tr[producto de un # impar de y*] = 0,

Tr[y’ producto de un # impar de y*] = 0,

Tr[y*y"] = 46",

Tr[,yy,yvyayB] — 4(6;11/6(1,3 _ 6;1(161/,3 + 6yﬁ5va)’
Tr[o*o®] = 4567 - 46%6"),

Trly’y'y’] = Tr[y’] =0,
Tr[y

YYYYL = die",
Tr[)/”l cyH = Ty .7/41],
PLICEI

(A9)

(A.10)
(A.11)
(A.12)

(A.13)
(A.14)
(A.15)
(A.16)

(A.17)

(A.18)
(A.19)
(A.20)

(A.21)
(A.22)
(A.23)

(A.24)
(A.25)
(A.26)
(A.27)
(A.28)
(A.29)
(A.30)
(A31)
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A.4. Hermiticidad

Se puede escoger la forma de las matrices gamma con condiciones adicionales de hermiti-
cidad, restringidas por las relaciones de anticonmutacion. Podemos imponer:

()/0)T = yo, compatible con ()/0)2 = 1. (A.32)
Para el resto de las matrices (k = 1,2, 3)
(¥"" = =, compatible con (y*)* = —1. (A.33)
En general:
"=y (A.34)

A.5. Notacion Slash de Feynman

La notacion slash de Feynman esta definida por:

¢ :=y"a,. (A.35)
Para cualquier cuadrivector a. Algunas identidades que involucran la notacién slash son:
@ = a-b-ia,0"b,, (A.36)
W= Y= 3 O+ ) = e =@, (A3
Tr[gp] = 4(a-b), (A.38)
Trldptd] = 4[(a-b)c-d)—(a-c)b-d)+ (a-d)b-c)], (A.39)
Trly dbid] = —4i€,0a'b’cd’, (A.40)
YY" = =24, (A.41)
Yty = 4a-b, (A.42)
Yulbey = =2{bg. (A.43)

Donde €, €s €l simbolo de Levi-Civita y o = 5[y, "], con [,] el conmutador.
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