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Resumen

Los modelos matematicos se han convertido en herramientas importantes para analizar las reac-
ciones quimicas, de especial interés son las reacciones enzimaticas en sistemas bioquimicos. Un es-
quema basico para una reaccion catalizada por enzimas se basa en la ecuacion de Michaelis-Menten
(Ec[2.45), este modelo generalmente asume que las reacciones de este tipo se producen de acuerdo a
la ley de accién de masas, dando lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal
que posteriormente se reduce a un sistema bidimensional. En el estudio de estos modelos enzimaticos,
el andlisis de soluciones periddicas se considera un objetivo importante ya que esta periodicidad es
comun en sistemas bioldgicos. Por lo tanto, determinar la existencia de tales soluciones con diferentes
configuraciones de parametros y funciones de entrada fue de especial interés. Katriel en su trabajo [6]
se cuestiona sobre las condiciones bajo las cuales existe solucidn periddica para reacciones cataliza-
das por enzimas, a la cual dio respuesta usando teoria de Leray-Schauder (en esta tesis damos una
prueba alterna usando teoria de sistemas cooperativos) Katriel también pregunta si en caso de existir
alguna solucion periddica esta es unica y asintoticamente estable, preguntas a las que se dio respuesta
en esta tesis haciendo uso de la teoria de sistemas cooperativos y como una aplicacion de nuestro
resultado principal (Teorema [3.3.2)). También se consideré un modelo en el que se extrae el producto
de manera continua (Ec[3.53)) para el cual se obtuvo la existencia de al menos una solucion periddica.
Por otro lado, debido a la naturaleza inherente de los sistemas bioldgicos, es también adecuado uti-
lizar la ley generalizada de masas, considerando esto obtenemos sistemas mas generales, para los
cuales también probamos la existencia de orbitas periddicas. Finalmente se realizaron simulaciones
numéricas para ilustrar nuestros resultados analiticos.

Palabras clave: Ecuacién Michaelis-Menten, unicidad, estabilidad, sistemas cooperativos, orbitas
periddicas.
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Abstract

Mathematical models have been become important tools in the analysis of chemical reactions,
enzymatic reactions in biochemical systems are of special interest. A basic scheme for an enzyme
catalyzed reaction is based on the Michaelis-Menten equation (Ec. [2.45)), this model generally assu-
mes that reactions of this type happen according to the law of mass action, giving rise to a system of
ordinary non-linear differential equations that is subsequently reduced to a two-dimensional system.
Studying periodic solutions in this type of reactions is considered very important because this perio-
dicity is common in biological systems.Therefore, determining the existence of such solutions with
different configurations of parameters and input functions was a key piece in this paper. Katriel in
his work [6]] questions the conditions under which there is a periodic solution for reactions catalyzed
by enzymes, which was answered using Leray-Schauder theory ( in this thesis we give an alternative
proof using cooperative systems theory, Katriel also asks if in case of any periodic solution this is
unique and asymptotically stable, questions that we answered using the theory of cooperative systems
and as an application of our main result (theorem 3.3.2)). It was also considered a model in which the
product is extracted continuously (Ec. for which the existence of at least one periodic solution
was proved.

On the other hand, due to the inherent nature of the biological systems, it is also appropriate to use the
generalized law of mass action, getting more general systems and for which we also prove the existen-
ce of periodic orbits. Finally, numerical simulations were carried out to illustrate our analytical results.

Key words: Michaelis-Menten equation, uniqueness, stability, cooperative systems, periodic orbits.
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Capitulo 1

Introduccion

“ Cuando las leyes de la matemdtica se
refieren a la realidad, no son ciertas;
cuando son ciertas,

no se refieren a la realidad”

Albert Einstein

En los altimos anos la biologia se ha convertido en una de las ciencias que cada dia hace mas uso
de las matemadticas, pues en gran medida se trata de una ciencia cuantitativa y por ello requiere de
métodos matematicos, sin embargo los sistemas biolégicos son complejos por lo que es casi imposi-
ble estudiarlos por completo. Asi la modelacién matemadtica juega un papel de suma importancia pues
ofrece una herramienta de investigacién que permite estudiar la esencia de cierto fenémeno dejando
de lado detalles que no son relevantes para su comprension. Debido a lo costoso o peligroso o por
cuestiones éticas la modelacion muchas veces complementa o sustituye experimentos realizados en
un laboratorio por lo que generalmente se recurre al uso de la computadora, que con ciertos programas
es posible simular algunas reacciones. Como ejemplos donde es posible combinar las matemaéticas y
la biologia se tiene la teoria de redes neuronales artificiales, los algoritmos genéticos, la ingenieria
metabolica, por mencionar algunos. De hecho la ingenieria metabodlica es un area interdisciplinaria
donde bioquimicos, bi6logos moleculares, ingenieros quimicos y matemaéticos trabajan en conjunto
para manejar y resolver el problema de una manera basada en la naturaleza real y con un lenguaje y
una metodologia de las matemdticas modernas. Estos estudios también tienen aplicaciones industria-
les ( ver [[10]]).

Como era de esperarse el trabajo interdisciplinario es necesario ya que, por un lado, sin un cono-
cimiento profundo de la naturaleza de la reaccion es imposible fundamentar un modelo matematico y
saber si es interesante o irrelevante por muy complicado que sea desde el punto de vista matematico.
Por otra parte, se debe tener especial cuidado en el desarrollo de buenos modelos mateméticos pues
debe representar el proceso deseado.

Antes es importante conocer un poco de la historia que ha llevado a querer saber un poco més de la
naturaleza de las reacciones enzimaéticas, segtn la literatura, se cree que los catalizadores biolégicos
fueron descritos por primera vez a finales del siglo XVII, en estudios sobre la digestién de la carne
por secreciones del estomago. La investigacion continu6 durante el siglo XIX sobre la fermentacién
que se cree comenzé en 1810 con Joseph Gay-Lussac quien determiné que el Etanol y el CO, son
los principales productos de la descomposicion del azicar por la levadura, no obstante fue Eduard
Buchner quien en 1897 descubri6 que los extractos por levadura pueden fermentar el azicar para ob-
tener alcohol, demostrando que las moléculas que intervienen pueden continuar funcionando cuando
se separan de la estructura de las células vivas. Mas tarde, Frederick Wilhelm Kiihne dio el nombre
de enzimas a las moléculas detectadas por Buchner. Cabe mencionar que Kiihne acufié en 1878 el
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término enzima (del griego: en, en + zyme, levadura) en un esfuerzo por subrayar que habia algo en
la levadura, opuesto a esta, que cataliza las reacciones de la fermentacion; asi es como empez6 el
estudio de las reacciones enzimaticas.

Para entender un poco mas, decimos que la sustancia sobre la que actia una enzima se denomina
sustrato de esa enzima. Asi, los polipéptidos son los sustratos naturales de la tripsina y la hemoglobi-
na de los glébulos rojos es una enzima y el oxigeno, con el que se combina, es un sustrato. Por todo
esto las enzimas son importantes en la regulacion de procesos bioldgicos, que pueden actuar como
activadores o inhibidores en una reaccion.

Aqui, presentamos modelos matematicos para algunas reacciones bioquimicas importantes. Co-
menzamos por introducir un modelo ttil para una reacciéon quimica: la ley de accién de masas, la cual
dice que la velocidad de reaccién es proporcional al producto de la concentracion de los reactivos, se
puede escribir matematicamente como sigue:

A+B—-C

d[C]

T [A][B].

Luego modelamos cudles pueden ser las reacciones bioquimicas mas importantes, a saber, aque-
llas catalizadas por enzimas. Usando el modelo matematico de la cinética enzimatica, consideramos
una propiedad enzimatica fundamental: la cooperatividad.

Nosotros nos ocuparemos del modelo propuesto por Michaelis-Menten que considera la forma-
cién enzima-sustrato para después liberar producto, ademds consideramos una entrada periddica de
sustrato en el sistema, este proceso se puede ilustrar con la siguiente ecuacién

I(t) ki k,
—S+E2C—P+E,
k_y

de este esquema se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal que resulta de consi-
derar la ley de accién de masas :

% = I(t)—kl[E][S] +k_1[C]
% = Ky [SIE]+ [Clk_y +K2)
% =ki[S][E] = (kp + k_1)[C]
d[P] _

7 —kZ[C]

el cual se reduce a un sistema de dos ecuaciones

% =1(t) = ki (K= [C])[S]+ k-4 [C]
% = ki (K= [C][S] = (k_; +k,)[C],

esto se logra haciendo algunas consideraciones bioldgicas del sistema; estos puntos se trataran
con mayor detalle en el desarrollo de la tesis, sin embargo el reto principal serd dar una demostracion
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alterna del teorema principal en [6] recuperando y extendiendo teoremas importantes de otros trabajos.

Para entrar de lleno al tema que nos ocupa es necesario conocer algunos conceptos y resultados
de campos vectoriales que nos seran de gran utilidad en la demostracion de nuestro teorema principal
(3.3.2)), teniendo en cuenta que los sistemas dindmicos es una de las areas de las matematicas que mas
ampliamente se utiliza en la modelacién de los fenémenos bioldgicos, nosotros haremos énfasis en el
estudio de sistemas cooperativos y en el segundo capitulo mencionaremos algunos de los resultados
de esta teorfa; también en este capitulo daremos una definicién de la ley de masas (2.22) y la ley
generalizada de accién de masas, ademads hablaremos de la ecuacién de Michaelis Menten (2.43) y de
dos tipos de reacciones importantes: las reversibles y las irreversibles.

En el capitulo 3 hablaremos de las reacciones con entrada continua de sustrato, las cuales son el
tema principal de esta tesis, asimismo deduciremos el sistema de ecuaciones que modela la reaccion
(3.1) y ademds probamos el teorema sobre existencia, unicidad y estabilidad de la solucién, para ello
tenemos un par de resultados importantes que harén la tarea menos complicada; de la misma manera
abordaremos el sistema resultante de considerar la ley generalizada de accién de masas dando lugar
al siguiente sistema:

U] _ 14—y (k- [CPIS ) + K alCY
dt
M~ (k- 1CP)ISI® - (ko + KL,

y del cual s6lo podemos asegurar la existencia de al menos una solucién periddica, haciendo f =1
y a =1 se obtiene el sistema anterior por lo que una vez mas se estaria probando la existencia de una
solucion periddica. También de considerar la ley generalizada de accidon de masa se obtiene el sistema

% =1(t) = ki (K = [CIP)[S] + k_1[C]P
% =k (K= [CIP)[S] - (k_y + k)[C]P,

de este se recupera facilmente el primer sistema, haciendo g = 1, recuperando asi los resultados
de existencia, unicidad y estabilidad; ademds hablaremos de algunos casos especificos que se obtie-
nen de hacer algunas consideraciones extras de nuestro modelo, por ejemplo, considerar una funcién
periddica de salida del producto, que se modela como sigue:

% =I(t) -k (K= [C])[S] + k_1[C]
% = —J(t) + k1 (K =[C])[S] - (k_; +k,)[C],

Finalmente en el capitulo 4 nos dedicamos a ilustrar con algunos ejemplos nuestros resultados
analiticos, esto mediante simulaciones numéricas, incluyendo una cantidad considerable de graficas
para cada uno de los casos considerados en el capitulo 3, variando los pardmetros que intervienen en
la reaccién enzimaética.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Antecedentes

Gran parte de la historia de la bioquimica (rama de la biologia molecular que estudia la quimica
de la vida) es la investigacion enzimdtica. Las enzimas son proteinas (con excepcion de un pequefio
grupo de moléculas de RNA) que catalizan las reacciones quimicas que hacen posible la vida tal como
la conocemos. Un catalizador es una sustancia que aumenta la velocidad de una reaccién quimica,
sin verse alterada ella misma en el proceso global. La Cinética enzimatica se encarga de estudiar la
velocidad de las reacciones catalizadas por enzimas, que ayudan a convertir los sustratos en productos.

El concepto fundamental de este trabajo es la velocidad con que se llevan a cabo las reacciones
quimicas, que no siempre es la misma, ni siempre se alcanza la formacién completa de los reactivos
en producto pero lo cierto es que el nimero de moléculas de cualquier especie permanece constante,
pues cada molécula de reactivo pasa a ser una molécula de producto por ende la concentracion siem-
pre es constante.

Entender el metabolismo humano ha llamado la atencién de bidlogos, médicos y farmacéuti-
cos, que pretenden comprenderlo de manera mas profunda y analitica. En este sentido, los modelos
matematicos les han sido de gran ayuda pues permiten predecir algunos procesos, asi como anti-
cipar apropiadas intervenciones en caso de ser necesarias. Los modelos que se utilizan con mayor
frecuencia estdn en forma de sistemas de ecuaciones, ya sea algebraicas o diferenciales ordinarias
que comuinmente son no lineales. Estin compuestas de pardmetros cinéticos tales como constantes
de velocidad cinética, velocidades iniciales, concentraciones, etc. La naturaleza no lineal de estas
reacciones enzimaticas y el gran nimero de pardmetros involucrados la mayoria de las veces causan
problemas en las simulaciones de estas.

La ingenieria metabdlica es un ejemplo claro de los multiples usos y aplicaciones que tiene la
modelacién matemadtica, un problema puede formularse construyendo un modelo matematico de una
red metabolica luego este modelo puede usarse para anticipar modificaciones o simplificaciones en el
genotipo de los microorganismos. El uso de estos modelos matematicos de redes metabdlicas también
juega un papel importante en aplicaciones médicas donde a menudo es necesario analizar el metabo-
lismo como un sistema completo. Entonces se trata de un campo de investigacion que desafia a las
modernas matemadticas aplicadas a la biotecnologia, ingenieria y en farmacia. Ademds en medicina
los trabajos cientificos en el metabolismo humano contribuyen a mejorar las capacidades de algunas
enzimas, que en la industria se usan ampliamente para desarrollar ciertos métodos que mejoren la
funcionalidad de algunas moléculas en la célula. Para lograr todo esto es necesario construir y simu-
lar un modelo matemético que se adapte lo mas posible a la realidad.
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2.2. Campos vectoriales

En esta seccion tenemos las definiciones mas relevantes que estaremos utilizando a lo largo de
este trabajo, ademds conforme avancemos iremos introduciendo algo de notacion.

Definicion 2.2.1. Una ecuacion diferencial x’ = F(t, x) se llama auténoma, si el campo vectorial es
independiente de t y solo depende de la variable posicion x € R", es decir F(t,x) = g(x) para todo
(t.x) y cierta funcion g.

Definicion 2.2.2. Sea A CR"y ¢ : Rx A — R" dada por (t,x) — @(t,x) y tal que para cada
x €A, t— @(t,x) = @s(x) es solucion del problema de valor inicial

D p(tx) = flplt ), p0,0)=x @

@ es el flujo y satisface
P(t+35,x) = @(t, ¢(s,x)) (2.2)
paratodo t,s € Ry x € A.

Observacion 1. Cuando el intervalo mdximo de definicion no es todo R se dice que es flujo local, en
este caso la condicion 2.2]se satisface siempre y cuando ambos lados de la igualdad estén definidos.

Definicion 2.2.3. Si x € Ay existe T > 0 tal que ¢(T,x) = x, entonces @(t +T,x) = @(t,p(T,x)) =
@(t,x), en este caso se dice que t — @(t,x) es una solucion periddica de periodo T.

Definicion 2.2.4. Un punto xy € A es llamado un punto de equilibrio, punto critico o solucion
estacionaria de X = ¢(x), si p(xy) = 0.

Observacion 2. x es la notacion de Newton para la derivada y es equivalente a % yx'.

Definicion 2.2.5. Sea f : Rx A — R", considere

d
L= fty), )=y, 23)

Decimos que una solucion y C A es asintéticamente atractiva si para toda y solucion que cumpla con
¥(tg) =yo € A se tiene que :

(y-y)—0 cuando t — oo 2.4)

Definicion 2.2.6. Sea A C R" se dice que A es positivamente invariante si para xy € A se tiene que
@:(x9) € A para todo t > 0.

A continuacién presentaremos algunos resultados basicos que serdn ttiles para para el desarrollo
de esta tesis.

Lema 2.2.1. Cualquier funcién b(t) € C[0, T] se puede descomponer como b(t) = b+ b(t), tal que
b=+ bls)dsy [] b(s)ds=0.
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Demostracion. Se puede ver que b(t) estd definida por

- 1 (T
b(t):=b(t)- —J b(s)ds, (2.5)
T Jo
verificamos que
T T 1 (7
f b(s)ds = J- b(s)ds — T—J b(s)ds = 0. (2.6)
0 0 T Jo
O

Lema 2.2.2. Sea la ecuacion diferencial v’ + ay = b(t) con a una constante positiva. La solucion
general de esta ecuacion estd dada por

t
y(t) = Ce™™ +e_“tj e®b(s)ds . .7)
0

Demostracién. Multiplicando por el factor integrante e?’ tenemos,
ey’ +aey = e"b(t),

esto se simplifica como sigue:
(e"y) = e"b(t),

integrando ambos lados de la igualdad

t
ey = J e™b(s)ds+C,
0

finalmente tenemos lo buscado,

t
Y= e_“tj e®b(s)ds + Ce ™" .
0

]
Lema 2.2.3. Considere la ecuacion
v +ay =b(t), (2.8)

con a una constante positiva y b(t) una funcion con periodo T. El problema tiene solucion T -periodi-
ca y ademds es uinica.

Demostracion. La solucion general de la ecuacion (2.8))esta dada por
t
v(t) = yoe ™ + e_“tj e™b(s)ds (2.9)
0

la solucién es T-periddica si »(0) = y(T) = yy, sustituyendo en 2.9 obtenemos:

T
vo =voe T +eT j e™b(s)ds
0
T
vo(1—eT) = e_”TJ e™b(s)ds (2.10)
0

1 r (7
=———— T [ eb(s)ds.
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o eaT
Multiplicando por —= finalmente tenemos,
e

1 T
Vo = J e”b(s)ds . (2.11)
0

et —1

Entonces la funcion

et —1

et T t
Y(t) = —— j e“b(s)ds + e_“tf e“b(s)ds (2.12)
0 0

es solucién de la ecuacion (2.8) y es T-periddica.

Ahora supongamos que esta solucién no es unica, por lo tanto existe z(f) otra solucién, asi la
diferencia w(t) = z(t) — y(t) es igual a

w(t) = (vo—2z0)e ™ — 0, cuando t — oo,

esto demuestra que todas las soluciones tienden a y(t), asi la solucién es tnica. 0

2.3. Sistemas cooperativos

Estudiaremos aqui algunos resultados importantes de los sistemas cooperativos, los cuales tie-
nen gran relevancia en el estudio de la existencia, unicidad y estabilidad de soluciones en sistemas
dindmicos.

Definicion 2.3.1. Un orden parcial en un conjunto X es una relacion R sobre X tal que para todo
a,b,c en X satisface:

a) aRa (reflexiva)
b) aRb y bRa implica que a = b (antisimétrica)
¢) aRb y bRc implica que aRc (transitiva)

Definicion 2.3.2. Sean > 1, n€ N, y sean x = (x1,xp,-+,X,) € Y = (V1,V2, -+ , V) elementos de R"
se define el siguiente orden en R":

a) x<ysix; <y;paratodaic€{l,2,---, n}.

b) x <y six; <y; paraalgunaie€(l1,2,---,n}.

¢) x<Kysix;<y;paratodaic{l,?2,---, n}.
Note que a) nos define un orden parcial en IR".

Definicion 2.3.3. Sea ACIR"y f : Rx A — R", diremos que f es creciente en A si para cada iy
para todo t, f;(t,a) < f;(t,b) para cualesquiera dos puntos ay b € A que cumplan a <bya; =b; .
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Con la idea intuitiva de que un sistema dindmico es aquel que evoluciona con el tiempo, es decir,
estd cambiando en funcidn del tiempo, podemos entonces hablar de sistemas cooperativos y competiti-
vos. Un sistema cooperativo es un sistema dindmico en el que los elementos en interaccién comparten
informacion o tareas para lograr un objetivo comiin, la teoria de los sistemas dindmicos cooperativos
y competitivos ha tenido algunas aplicaciones notables en las ciencias biolégicas, por ejemplo aplica-
ciones relacionadas con el crecimiento del fitoplancton en un quimiostato, modelos depredador-presa,
reacciones entre enzimas-sustrato, mas especifico cuando una sola molécula de enzima, después de
unirse a una molécula de sustrato en un sitio, puede unirse a otra molécula de sustrato en otro sitio.

Definicion 2.3.4. Sea ACIR" y F: Rx A — R", el sistema de ecuaciones diferenciales

X =F(t,x) (2.13)
se llama cooperativo si
‘;—Z(t,x)zo, i#], (t,x)eA. (2.14)
Definicion 2.3.5. La ecuacion se llama competitiva en A si para todo (t,x) € Rx A
g—i;(t,x) <0, i#] (2.15)

Teorema 2.3.1 (Teorema de Kamke-Miiller ). Sea f continua en R x A y creciente en A . Asumimos
que las soluciones de valor inicial son tinicas para x = f(t,x). Sean x(t) y y(t) soluciones definidas
en [a,b], si x(a) < y(a) entonces x(t) < y(t) para todo t € [a,b], es decir, las soluciones preservan el
orden.

Demostracion. Ver prueba en [9] Teorema 1. OJ

Corolario 2.3.1. Sea x = F(t,x) un sistema cooperativo en A C IR". Denotemos por x(t,s,&) a la
solucion x(t) que satisface el problema de valor inicial x(s) = &. Ahora si s < t entonces:

o & <&, implica que x(t,s,&1) < x(t,s,&5).
» & <&y implica que x(t,s,&1) < x(t,5,&5).
o & < & implica que x(t,s,&1) < x(t,5,&5).
Considerando el sistema
x = f(t,x(£), y(t))
y =g(tx(t),y()),

donde f y g son funciones T-periddicas en ty para todos (x,p).

(2.16)

Definicion 2.3.6. Se dice que un par de funciones T-periddicas diferenciables (a(t), b(t)) forma una
subsolucion si para todo t:

a < f(ta(t),b(t))

. (2.17)
b<g(ta(t)b(t)),
andlogamente (A(t), B(t)) forma una supersolucion si para todo t
A> f(t,A(t),B(t
U6, A1) B(e) .

B> g(t,A(t),B(t)).

Definicion 2.3.7. Decimos que un par sub- supersolucion estd ordenado si a(t) < A(t) y b(t) < B(t)
para todo t.

A A

Definicion 2.3.8. Se dice que una solucion (%(t),9(t)) es una solucion minimal y (X(t),
solucion maximal, si para cualquier solucion (x(t),y(t)) se tiene que X(t) < x(t) < X(

y(t) <y(t).
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2.4. Ley de accion de masas

En 1864 Cato Guldberg y Peter Waage encontraron la manera en la que suceden muchas de las
reacciones quimicas elementales, esto es lo que se conoce como ley de accién de masas.

Definicion 2.4.1. Ley de accion de masas. Esta dice que la velocidad de reaccion es proporcional
al producto de la concentracion de cada uno de los reactivos.

Para comprender esto, consideremos la reaccion mas sencilla posible, la conversion de una sus-
tancia A en la sustancia B:

A — B. (2.19)
Definimos la velocidad de reaccién (v), como la velocidad de formacion del producto, en este caso
B:
d[B]
=—, 2.20
T (2.20)

donde [i] denota la concentracién molar del reactivo i. Las unidades de v son concentracién por
unidad de tiempo (por ejemplo, molar por segundo). Por cada molécula de B que se forma, una de A

desaparece, entonces tenemos:

__d[A]
v=-—rt, (2.21)

donde el signo negativo indica que la concentracién de A disminuye con el tiempo.

La punta de flecha apunta al compuesto que aumenta su concentracion (signo positivo), mientras
que el que disminuye su concentracion lleva signo negativo.

Podemos expresar matematicamente la ley de accion de masas como sigue:

JABL_ AL ay, (2.22)
dt dt

donde la n de la ec[2.22] describe la dependencia de la velocidad observada con la concentracién de
A, inicialmente no se conoce el valor de n, cuando n = 1 se denomina reaccion de primer orden, si
n = 2 es una reaccion de segundo orden y asi sucesivamente, el orden de la reaccion solo se puede
determinar experimentalmente. La constante k, es la constante de velocidad, la cual proporciona una
medida directa de la rapidez con la que se produce la reaccion, mientras mas grande sea, mas rapida
es la velocidad y viceversa, esto depende de diversos factores como temperatura y la naturaleza de las
sustancias.

Para casos mas generales se tiene la ley generalizada de accién masas:

Definicion 2.4.2. Ley generalizada de accion de masas. Esta asume que la tasa de reaccion es
proporcional al producto de potencias de las concentraciones de sus reactivos.

Se puede expresar la ley generalizada de accién de masas con la ecuacion (2.22) considerando #
distinta de uno. Mds adelante abordaremos ejemplos en los cuales se considera esta ley.

2.5. Tipos de reacciones

En esta seccidn, se discuten los conceptos basicos de la bioquimica, los tipos de reacciones, la
cinética enzimatica, la ecuacién de Michaelis-Menten y su derivacion, las reacciones catalizadas por
enzimas asi como algunos ejemplos.
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Existen reacciones denominadas irreversibles es decir que los reactivos disminuyen progresiva-
mente y termina hasta que alguno se agota y otras denominadas reversibles que se caracterizan por
que los reactivos se combinan entre si y forman de nuevo sustancias reaccionantes, asi la formacién
de producto es parcial, alcanzando el estado de equilibrio quimico, producido cuando las velocidades
de las reacciones directa e inversa se igualan, aunque esto no siempre sucede en una etapa, puesto que
el equilibrio quimico no es algo estatico, sino dindmico, pues aunque aparentemente no se observe
cambio, a nivel molecular las reacciones directa e inversa siguen produciéndose mientras no se altere
el estado de equilibrio.

* Irreversibles: Este tipo de reacciones se representan de la siguiente manera:
k
A+B—-C, (2.23)

donde — denota que la reaccion es irreversible y k es la constante asociada a la velocidad de
esta reaccion.

Tomando en cuenta la ley de accién de masas obtenemos:

d[C] _

— = k[A][B] (2.24)
% = —k[A][B] (2.25)
d[B] _

—7 = ~klAlIB]. (2.26)

Para resolver la ecuacidn (2.24) tomamos en cuenta que cada molécula de reactivo se convierte
en una molécula de producto, es decir:

%([A]+[C]):0 = [A]+[C] = [Ao]
%([B]+[C]):0 = [B]+[C]=[Bo],

donde [Ay] y [By] son las concentraciones iniciales de los reactivos, y el producto no esta pre-
sente inicialmente, despejando [A] y [B] de estas dltimas y sustituyendo en (2.24)), obtenemos:

% :k([AO]_[C])([BO]_[C]) con [CO] =0. (227)

Desarrollando el producto de la derecha y resolviendo por separacién de variables, y con un
poco de dlgebra, tenemos que la solucién esta determinada por:

e([Aol=[BoDkt _ 1
[Bo]e([Ao]—[BoDkt —[Ay] ’

[C()] = [Ao][Bo] (2.28)

La reaccion se detiene cuando uno de los reactivos se agota, y la concentracion final del pro-
ducto es igual a la concentracion inicial del reactivo que se agoto:

[Ag] si[Ag] <[Bo]

”’”H“’{ [Bo] si [Bo] < [Ao). 229
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La medicién de las reacciones en equilibrio es facil, porque la velocidad de la reaccion es
constante. Por lo tanto, es posible comprender el comportamiento o la funcién de la enzima en
la reaccion mediante el uso de pardmetros. Ademas, es predecible aprender como funciona una
enzima en diferentes condiciones al cambiar las concentraciones del sustrato.

A continuacion se enuncian algunos ejemplos comunes de este tipo de reacciones quimicas con
sus respectivos sistemas de ecuaciones diferenciales a partir de la ley de accion de masas :

+ Descomposicion del peroxido de hidrégeno en agua y oxigeno:

2H,0, -5 2H,0 + O, (2.30)
2d[H,0
—[dt2 I ki[H,0,)?
d[(%] =k [H,0,)° @.31)
2d[H,0
—[d? 2] = _kl[H202]2'

+ Formacidn de agua:
k
2H, + O, —> 2H,0 (2.32)

2d[H,0
2L kr,10,)
d[o

[dtz] _ ko[, (0] (2.33)
2d[H,)

= —k,[H,]*[O).

dt

* Combustion del metano gaseoso en aire:

CH, +20, =% 2H,0+ CO, (2.34)
MM - kfoprcH)
2% ijopicm,)
2d[1,0 2:39)
= =k[0][CH,]
A0 ktopicm)

* Reversibles: La expresion asociada a este tipo de reacciones es:

ky
A+B2C, (2.36)
k_
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donde la doble flecha 2 simboliza el estado de equilibrio, k_ y k. son las constantes asociadas
a las velocidades de reaccion. La derivada con respecto del tiempo del producto estd dada por:

% = k,[A][B] - k_[C]. (2.37)

Tomando en cuenta que [A]+[C] =[Aq] y [B] +[C] = [By], obtenemos

k_
([Ao] = [CD([Bo] = [C]) ~ 1=[€] =0, (2.38)
+
definiendo la constante de equilibrio K., como
k_
Key = = (2.39)

Por lo tanto, en el equilibrio, la concentracién del producto estd dada por la solucién de la
ecuacion cuadratica

[C]* = ([Ao] + [Bo] + K )[C] + [A0][Bo] = 0, (2.40)

suponiendo que 0 < [C] < min{[Ay],[Bo]}-

Por ejemplo si [Ag] = [Bg] = [Ry] entonces, en el equilibrio

[C1= [Ro] - 5Keq

4|R
LA 0]_1], (2.41)
si Koy < [Rg] entonces A 'y B tienen una alta afinidad.

Como ejemplo de este tipo de reaccion tenemos:

+ Descomposicion del 4cido clorhidrico en hidrégeno y cloro

k
2HCI 2 H, +Cl, (2.42)
ks

2D - ki )ich] - kI
dlHa] ky[HCI)? — ks[H,][Cl,] (245)
d[Clp]

T ks[HCI)? - ks[H,][Cl,].
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Sea S el sustrato, P el producto y E la enzima, con [S],[P], [E] sus respectivas concentracio-
nes, la reaccidon

S+ENPLE (2.44)

es un modelo deficiente pues la velocidad de reaccion alcanza un limite finito al aumentar [S].

En 1913, Leonor Michaelis y Maud Menten desarrollaron la cinética enzimatica y propusieron
una ecuacién de velocidad que explica el comportamiento cinético de las enzimas. Ellos propu-
sieron que las reacciones catalizadas enzimaticamente ocurren en dos etapas:

-Union del sustrato. Se forma el complejo enzima-sustrato.

-Etapa Catalitica. El complejo enzima-sustrato da lugar a la formacién del producto, liberando
el enzima libre.

kl k2

S+E2C — P+E , (2.45)
k_

g_\,...l__/ —

Unién del sustrato Etapa Catalitica

donde C es el complejo formado por la enzima y el sustrato. El sistema de ecuaciones diferen-
ciales que representa esta reaccion se obtiene de la ley de accién de masas

% — _ky[S][E]+k_[C] (2.46)
&f] — _ky[S][E] + k_1[C] + ko[C] (2.47)
% — k4 [C]+ Kk [S][E] - ko[C] (2.48)

A _kipcy. (2.49)

Comitnmente, el sustrato se proporciona continuamente a la reaccion y el producto se elimina
continuamente. La eliminacién del producto se ha modelado ignorando la reaccién inversa P +
E — C.

Como la enzima no se modifica por la reaccion tenemos:

—d([E]d: ) _ o = (B)+ (1= (B0) = [B] = [Eo] - [C) (2:50)
sustituyendo en la ec.(2.48)
% = ki[SN((Eo) - [C]) ~ (ks + k_1)[C] 2.51)

=k [S][Eo] - (kp + k_; + k1 [S])[C].

Suponiendo que el complejo C esta en equilibrio, es decir la velocidad de formacion es la
misma que la de disociacion, entonces tenemos que [C] = 0, asi resolviendo en la ec.(2.51),
obtenemos

ki [Eol[S]

[C]:k_1+k2+k1[5]'

(2.52)
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La velocidad de reaccion estd dada por:

dp

47 (e

_kiky[Eo][S]

B k_1 + kz + kl[S] (253)
VinlS]

T Ku+[S]

donde definimos: L '
K, = % V, = kEq . (2.54)
1

La constante de Michaelis-Menten K, tiene unidades de concentracion, y la velocidad méxima
de reaccién V,, tiene unidades de concentracion divididas por el tiempo. La interpretacion de
estas constantes se obtiene considerando los siguientes limites:

dp
cuando [S] — oo, [C] - Eq y — =V,

dt (2.55)
i [S]=K, [C]=<E ar _1
° = B o0 Y gy T

Asi V,, es la velocidad limite de reaccidn, que se obtiene al saturar la reaccion con el sustrato,
y K,,, es la concentracion de S a la que solo se une la mitad de las enzimas y la reaccién avanza
a la mitad de la velocidad maxima.

Hasta ahora se han estudiado reacciones catalizadas con enzimas con concentracion inicial de sus-
trato, en el siguiente apartado se estudiaran reacciones con entrada continua de sustrato, es decir cuya
velocidad de entrada de sustrato varia en el tiempo.



Capitulo 3

Reacciones enzimaticas

Todas las reacciones enzimaticas estdn sujetas a la entrada de sustrato y a la eliminacion del
producto, con el fin de comprender la funcién de las reacciones bioquimicas se utiliza la cinética en-
zimatica, por lo tanto, es esencial determinar la validez de este enfoque en tales condiciones.

3.2. Reacciones con entrada continua de sustrato

Este tipo de reacciones se pueden describir con el siguiente esquema:

I(t) ky ky
—S+E2C—P+E, 3.1
k_y

donde S es el sustrato, E la enzima y C el complejo que se forma, si pensamos que esta reaccion es
reversible, el complejo se descompone en la enzima y un producto P. I(t) es la velocidad a la que
entra el sustrato en el sistema y tal que satisface que:

I(t)>0, teRR (3.2)

El sistema que se obtiene es como en (2.47),(2.48)),(2.49) a excepcion de la ecuacién para S, la cual
en este caso estd dada por:

d[S
o) = 10 -kENs) + kulc)
d[E
ML kISIET+ [Cky + ko)
(3.3)
d[C]
TR ki[S][E] = (ko + k_1)[C]
d[P] _
(o
Nuevamente considerando que la enzima no se modifica por la reaccion, tenemos % =0,

esto quiere decir que la cantidad de enzima libre y enlazada se mantiene constante en el tiempo. Es
decir,

[E]+[C] =K.

15
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Rescribiendo las ecuaciones en terminos de [S]y [C]

AST_ 1) kg (K = [CD[S]+ k4 [C]
dcfé] (3.4)
— = k(K= [CD[S]- (k- + k2)[C]

Debido a las caracteristicas bioldgicas de las reacciones, por ejemplo las oscilaciones intrinsecas
en los pasos anteriores a la via de reaccion, asi como a las oscilaciones externas al organismo. Se
considera que la funcién de entrada I(¢) es una funcién T-periddica

I(t+T)=1(t). (3.5)

Definimos () como sigue
Q :={([S],[C]) e R*:[S]>0, 0<[C] <K} (3.6)

Proposicion 3.2.1. Asumiendo que ki,ky, >0, k_; > 0,K > 0, Q definido como arriba, entonces ()
es positivamente invariante ([2.2.6).

Demostracion. * Si [C] =0, tenemos que
[C'] = ki (K= 0)[S] = (k-1 +k2)(0) = ky (K)[S] > 0 (3.7)

que [C’] > 0 implica que la componente [C] es creciente, asi en [C] = 0 se tiene que hay
repulsion.

* Si[S] =0, tenemos
[S']=1(t) — ki (K= [C])(0) + k_1C = I(t) + k_;[C] >0 (3.8)
por lo tanto [S] = 0 también es repulsiva
* Si[C] =K, entonces
[C'] = ki (K=K)[S]—(k_1 +ko)K = —(k_1 +k,)K <0 (3.9)
se tiene que [C] = K es de atraccion. Por lo tanto () es positivamente invariante (ver Figura

B.1) O]

Regidtn Q

[C] (s, (e

.
ey

22 lrr ]t

[s]

Figura 3.1: Diagrama de la regién QQ



CAPITULO 3. REACCIONES ENZIMATICAS 17

Proposicion 3.2.2. Asumiendo que ki,k, >0, k.1 > 0,K >0, [S],[C]e Q entonces el sistema
(3-4) es cooperativo.

Definimos:
Fi=1I(t)— —[C)[S]+ k_1[C],
V=10~ k(K= [CDIS]+ k4 [C] .
Fr =k (K —[C] [S]—= (k-1 + ky)[C]
Demostracion. Derivando F; con respecto de [C] y F; con respecto de [S], tenemos:
JdF
—L kl [S] +k_ 1>0
d[C]
3.11)
9 k- [C))>
d[s] K
por lo tanto el sistema (3.4) es cooperativo. O

3.3. Teorema de existencia, unicidad y estabilidad de soluciones
periodicas

En [6] Katriel usando métodos de andlisis no lineal, en especial teoria de Leray-Schauder, probd
la existencia de una solucion periddica de

d[s
M) - 1k - [CDIs)+kilC] = F,
(3.12)
d[C]
TR ki (K=[CD[S] (k1 + k)[C] = Fy,
en (), ademas plantea la siguiente pregunta, es cierto que para cualquier I(t) que satisface
—J‘ t)dt < kK (3.13)

se tiene que la solucidn es unica y globalmente estable?

Antes de llegar a nuestro objetivo principal, se tienen algunos resultados que junto con la teoria
desarrollada hasta el momento serd de gran utilidad para dar una demostracién del teorema esperado.

Lema 3.3.1. Considere la ecuacion y’ + ay = b(t), con a una constante positiva y b(t) una funcion
con periodo T, y sea y(t) una solucion entonces se tiene

limay(t)=b. (3.14)

a—0

Demostracion. Sustituyendo la solucién general, se tiene que

T t
limay(t) = llm(%j e“sb(s)ds)e_“t +1im ae“”J- e®b(s)ds, (3.15)
et 0 0

a—0 a—0 a—0

de aqui observamos que

t
lim ae‘“tj e™b(s)ds =0
0

a—0
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y ademas
ae~ (T ae™™ T
lim I e®b(s)ds = [lim ———— limJ e”b(s)ds]|, (3.16)
a—0etT — 1 0 a—0eT —1 J\as0 0
aplicando la regla de L'Hdpital tenemos
1 (T -
ii_r)réay(t) = Tjo b(s)ds = b.

]

Nuestro siguiente resultado nos da una prueba alterna de la existencia de al menos una solucién
T-periddica de (3.12)), usando campos cooperativos. Ademds damos respuesta a las preguntas:

* ;La solucién es unica?

* ;La solucion es globalmente estable?

Teorema 3.3.1. Suponiendo que tiene un par ordenado sub-supersolucion (a(t), b(t)) y (A(t), B(t))
respectivamente. También asumimos que el sistema es cooperativo entonces tiene una solucion
T-periddica, que satisface a(t) < x(t) < A(t), b(t) < y(t) < B(t), para todo t. Mds aiin cualquier solu-
cion que satisface la condicion inicial a(0) < x(0) < A(0) y b(0) < y(0) < B(0) converge al producto
(£(1), %() x (9(£),9(1)).

Demostracion. Ver prueba en [8]] Teorema 2.1 OJ

Teorema 3.3.2. Sean ki,ky, > 0, k.y > 0,K > 0, I(t) es una funcion continua periddica tal que
I(t) > 0 para todo t € R. Entonces

a) Existe al menos una solucion T-periddica [S],[C] € Q) de siy solo si
0<I<kK, (3.17)

donde .
fzji[ I(t)dt, I=1(t)-1. (3.18)
0

b) La solucion periodica es tinica.
¢) La solucion es globalmente estable, en el cuadrante positivo del plano real.

Demostracion. a) Asumiendo que [C]y [S] € Q son soluciones T-periddicas, sumando las ecuacio-

nes en (3.12))

dlc], dls]_ I(t)-ky[C], (3.19)

+
dt dt
integrando en [0, T], obtenemos

T T
sz [C]dt:J I(t)dt. (3.20)
0 0

considerando que 0 < C < K tenemos que:

1

T
?L I(t)dt < k,K
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Hasta aqui se ha demostrado la necesidad de (3.17).
A continuacion construiremos una subsolucién y supersolucion del sistema (3.4):

Definamos

a(t)
b(t)

0 3.21
. (3.21)

es claro que (a(t), b(t)) es subsolucion, sea F; y F, como en (3.10) , entonces se tiene que

Fy(t,a(t),b(t)) =1(t) 20

Fy(t,a(t),b(t))=0.
Para construir la supersolucion sea
A'(t)=1I(t) =k (K-M)A(t)+k_ M+ 06 (3.22)
con 6 > 0 pequefia y M una constante positiva.
Fq(t,A(t),B(t)) =I(t) - ki (K= M)A(t) + k_1M , (3.23)

asi F1(t,A(t), B(t)) < A'(t).

Sea ahora

entonces se tiene que
B'(t)=0.

Para que (A(t), B(t)) sea supersolucion se debe cumplir que
ki(K—-M)A(t)— (k-1 + k)M <0. (3.24)
De (3.22) tenemos que
A'(t)+k (K-=M)A(t)=I(t)+k_. M +0, (3.25)
asi podemos aplicar el lema(3.3.1)) y llegamos a

ki lim (K= M)A =1(t) +k K +6 (3.26)

sustituyendo en (3.24) obtenemos que

0> l;—l(I_(t) +k_ K+0)—(k_y +ky)K > 1(t)-k,K+ 0, (3.27)
1

cuando M — K.
Ahora aplicando el teorema (3.3.1)) se prueba la existencia.

b) Para verificar la unicidad partamos del hecho de que

T T
sz [C]dt:f I(t)dt (3.28)
0 0
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en particular esto se cumple para la solucién maximal ([S,,;ux ], [Cinax]), asi restando estas ecuaciones

T T T
szo ([C] = [Coax])dt :JO I(t)dt—fo I(td =0 (3.29)

se tiene que la componente [C] de cualquier solucién T-periddica positiva es igual a la componente
de la solucién maximal, de la segunda ecuacion en también se tiene que la componente [S]
coincide, por lo tanto es Unica.

c) Por el teorema (3.3.1) se tiene que la solucidn es tnica en el rectangulo (0, A(0)) x (0,K) de la
ecuacion (3.25). Donde A es la tnica solucién periddica de:

A'(t)+cA(t)=I(t)+k_ 1M +6,

donde ¢ = k; (K — M).
De (3.26) tenemos que 17 := I(t) + k_; K + 0 > 0, luego A(0) es tan grande como se desee, asf la

solucién es globalmente asintéticamente atractiva cuando ¢ — oo.
O

En [7] estudian el caso particular I(t) = Iy(1 + esin(wt)) con 0 < € < 1 donde se prueba la exis-
tencia de una solucién periddica. Usando nuestro resultado (3.3.2]) podemos dar una prueba alterna
del teorema.

En forma mas precisa se tiene lo siguiente:

Corolario 3.3.1. En el caso que I(t) = Iy(1 + esin(wt)) con 0 < € < 1 existe solucion de siy
solo si
max I(t) < k,K. (3.30)
t€[0,T]
Demostracion. La condicion implica la condicion (3.17) que se demostré es necesaria y sufi-
ciente para la existencia de soluciones periddicas. 0

3.4. Existencia de orbitas periodicas

En ocasiones es conveniente modificar un poco nuestro modelo para que se acerque mas a la
realidad del fendémeno que estamos estudiando por lo que es necesario basarnos en la ley de masas
generalizada. Por tal motivo a continuacion se estudian algunas variantes del sistema(3.12).

Para la funcién I(t) definimos

I" = maéx I(t) (3.31)
t€[0,T]

a) Tomando en cuenta la ley generalizada de masas podemos considerar el sistema :

dis] _ I(t)— ki (K- [C)P)[S]* +k_4[C)f = F,

dt (3.32)
d[C]
— =ki(K=[CI)[S]" = (ky + k)[C) = Fy,

donde a y 8 son positivos. Note que para @ = 1y f =1 se tiene el sistema (3.12)
Proposicion 3.4.1. Considerando que las constantes ki,k, >0, k_y > 0,K >0, [S] > 0,0 <
[C]P <K ysi

I" <k,K (3.33)

entonces el sistema tiene al menos una solucion T -periddica.
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Demostracion. -Primero veamos que se trata de un sistema cooperativo. Derivando F; con
respecto de [C] y F, con respecto de [S], tenemos:

o = (kSI* +k)[CP >0
8[13 ] (3.34)
2 _ _ B a-1

Asi (3.32) es cooperativo.

Ahora queremos construir una subsolucion (a(t), b(t)) y una supersolucién (A(t), B(t)) por lo
que definamos

a(t)

0 3.35
b(t):=0 (3:33)

es trivial ver que es subsolucién. Ahora consideremos

A(t):=[S7]
* (3.36)
B(t) :=[C"]
S*y C* constantes positivas y tal que C* < K/#, tenemos que conseguir que
F{(t,55,C")<0
Fy(t,S,C")<0
Para esto hagamos que
Fy = ki (K=[CP)[S]% = (k- + kp)[C)P = 0
esto implica que
g = atha)[CP
ky (K~ [C*]P)
Sustituyendo en F; tenemos:
k_i +ko)[C*]P
Fr=1(0) -k (K- [c1H S RIEE oo
ki (K = [C*]F) (3.37)
Fi =1(t) - ky[C"]P
de aqui se obtiene que
I(t) < ky[C*]P < kK (3.38)
De modo que definiendo
ap_ I
[C*]f = — (3.39)
ka
I*
(ko1 +k2) 2~
5] = ——3 (3.40)
ki(K-—
K= )

entonces (3.36)) es supersolucién. Ahora aplicando el teorema (3.3.)) existe solucién T-peri6di-

ca de (3.32). [



CAPITULO 3. REACCIONES ENZIMATICAS 22

b) Se puede considerar otro caso, cuando > 1.

)~ 10— k(k —[CPIS ]+ kslCP = F

! (3.41)
dic]

7~ kK —[CIP)[S] - (kg + k) [C) = F,

Proposicion 3.4.2. Sean ki,k, >0, k_y > 0,K > 0, [(t) una funcion continua periédica tal que
I(t) > 0 para todo t € R. Entonces

o Existe al menos una solucion T-periddica [S],[C] € Q de siy solo si

1 T

* La solucion periodica es tinica en ).

* La solucion es globalmente estable, en el cuadrante positivo del plano real.

Demostracion. Al igual que en el inciso anterior se trata de un sistema cooperativo pues:

dF
—L = (lg[S]*+k_y)[C)F >0
ac]
OF (3.42)
ory
=k Clf)>0
También se tiene que (a(t), b(t)) definida como sigue es subsolucion:
alt) =0 (3.43)
b(t):=0 '
Para construir (A(t), B(t)) sea
1
B(t):=P? (3.44)
tal que P es una constante y ademds 0 < P < K, entonces se tiene que
B'(t)=0.
y sea
A'(t)=1(t)—k;(K-P)A(t)+k_1P+0 (3.45)
con 0 > 0 pequeia.
Fy(t, At), B(t)) = I(t) — ki (K = P)A(t) + k1 P, (3.46)
asi F{(t,A(t), B(t)) < A'(t).
Se quiere que (A(f), B(t)) sea supersolucién por lo tanto se debe cumplir
kl(K—P)A(t)—(k_l +k2)P <0. (3.47)

De (3.45)) tenemos que
A'(t)+ki(K-P)A(t)=I(t)+k_1P+0, (3.48)
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asi podemos aplicar el lema(3.3.1]) y llegamos a

kq ;in}<(K—P)A =I(t)+kK+6 (3.49)
sustituyendo en obtenemos que
ky - _
0> k—l(l(t) +k (K+0)—(k_ +k)K >I(t)—k, K +6, (3.50)
1

cuando P — K.
Ahora aplicando el teorema (3.3.1)) se prueba la existencia.

Para verificar la unicidad partamos del hecho de que

T T
sz [C]ﬁdt:J I(t)dt (3.51)
0 0

en particular esto se cumple para la soluciéon maximal ([S,,4x], [Cinax]), asi restando estas ecua-

ciones
T T T
kzj ([C1P = [Cpuax])dt = J I(t)dt—f I(H)d =0 (3.52)
0 0 0

se tiene que la componente [C] de cualquier solucién T-periddica positiva es igual a la compo-
nente de solucién maximal, de la segunda ecuacién en (3.12) también se tiene que la compo-
nente [S] coincide, por lo tanto es Unica.

Considerando que cualquier otra solucion A(t) debe satisfacer:
A'(t)+cA(t)=I(t)+k_P+0,
donde ¢ = k; (K - P).

De (3.49) tenemos que 77 := I(t)+k_1 K + 6 > 0, luego A(0) es tan grande como se desee, asf la
solucién es globalmente asintéticamente atractiva cuando ¢t — oo.

]

Consideremos un sistema, en el cual se extrae el producto a cierta velocidad, este se puede modelar
como sigue :

d[s
% =I(t) =k (K= [C])[S] + k1 [C] = G,
(3.53)
d[C]
— = J )+ k(K= [C][S] - (k1 +Kk)[C] = G,
donde I(t) > 0y J(¢) > 0 son funciones T-periddicas.
Definiendo
I" = max I(t),
t€[0,T]
F— i J(0 (3.54)
 1€[0,T]
e
I, = min I(t),
t€[0,T]
(3.55)
]}(_ = min ](t)
t€[0,T]

se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 3.4.3. Sean ki,k, >0, k_qy > 0,K >0, I(t) y J(t) funciones continuas T -periddicas tal
que I(t) = 0y J(t) = 0 para todo t € R. Existe al menos una solucion T -periddica ([S),[C]) de (3.53)
cuyas componentes son positivas y [C] < K; siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

I' <k,K (3.56)

L>] (3.57)
Demostracion. Primero construiremos una subsolucion (a(t), b(t)) para ello, sea

a(t):=S*
b(t):= 0 (3.58)

con S* constante positiva, tenemos que conseguir que

G1(t,5%,0)>0
G,(t,5%,0) >0
Para esto hagamos que
G, =—J(t)+k; K[S*] = -]"+k;K[S*] =0

esto implica que

a_ I
S* =
[57] K
Sustituyendo en G; tenemos:
Gl - I(t)—le ]*
kK (3.59)

G =It)-]">L-T">0

como se cumple (3.57) entonces también (3.59)) y asi definiendo

[C*]:=0,
G T (3.60)

entonces (3.58)) es subsolucion, ahora para construir una supersolucion (A(t), B(t)), consideremos

B(t) := C* (3.61)

se tiene que

G =I(t) -k (K-C)Z*+k_,C* <I"—kj(K-C")Z*+k_,C* =0 (3.62)
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esto implica que

I'+k_,C*

2= e
k(K -C*)

sustituyendo en G,

I*+k_1C*

Gy =—J(t) + k(K- C*)m

—(k_l+k2)c*:—](t)+1*—k2C*SI*—kzc*SO (363)
donde la ultima desigualdad se cumple por hipétesis, asi(3.61) es supersolucion; también se puede

verificar facilmente que el sistema (3.53) es cooperativo, ahora aplicando el teorema (3.3.1)) existe
solucién T-periddica de (3.53). O



Capitulo 4

Ejemplos y aplicaciones

En, general, todas las reacciones enzimaéticas de sistemas bioldgicos estin sujetas a entradas fluc-
tuantes. Estas fluctuaciones puede depender de condiciones externas como las condiciones ambienta-
les o de factores intrinsecos de las reacciones. Por ejemplo, la fotosintesis esta sujeta a fluctuaciones
de la intensidad de la luz y la obtencién de carbono que depende del tiempo. Por ello, para compren-
der las reacciones enzimaticas se debe considerar la naturaleza fluctuante de la entrada de sustrato.
Nosotros en este trabajo nos hemos dedicado al estudio de una clase de estas fluctuaciones, la entrada
periddica de sustrato.

El andlisis de las reacciones quimicas por lo general genera sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales, como en nuestro caso, sin embargo resolverlos de manera exacta es casi imposible, por
ello es necesario recurrir a técnicas cualitativas y a los métodos numéricos.

La modelacién matemadtica es una de las claves mds importantes para la ingenieria metabdlico. Sin
embargo, el modelo depende de las suposiciones, simplificaciones y datos utilizados para construir-
lo. El objetivo de la ingenieria metabdlica es encontrar una solucién de una manera fécil, eficiente y
rentable a la vez que se mejoran las capacidades de los microorganismos industrialmente relevantes.
Sigue habiendo una pregunta abierta sobre qué informacion y datos son aplicables, ya que existen
grandes y fuertes diferencias entre la biologia y las matemédticas computacionales. Debido al proble-
ma de resolucion, no todos los detalles sobre un conocimiento funcional en los sistemas celulares o
todas las condiciones fisicas del entorno experimental se pueden incluir en un modelo matematico.
En particular, los sistemas bioldgicos no se pueden descomponer facilmente en sus componentes.

Si bien la ingenieria metabdlica inicialmente apuntaba a reacciones bioquimicas especificas que,
sin embargo, parecian limitar el proceso de produccién microbiana, pronto se dio cuenta de que se
requiere un enfoque mas global. Dado que cualquier cambio en una via afecta a otras vias directa
o indirectamente, como una persona debe utilizar la informacion cinética disponible para manipular
cualquier via sin afectar otras vias es una cuestion esencial.

Hace solo unas décadas, el andlisis matematico de los sistemas metabdlicos habria sido muy dificil
o incluso imposible debido a las ecuaciones no lineales irresolubles. Hoy, la creciente potencia de
computadora disponible permite simular sistemas. Sin embargo, la existencia de un buen modelo
matematico es imprescindible para que dicha simulacion represente y analice sistemas complejos.
Esto sefala la importancia de elegir una buena representacién matematica y un método eficiente de
simulacion.

En este capitulo se muestran algunas simulaciones numéricas realizadas utilizando funciones de
entrada de sustrato especificas, con la finalidad de ilustrar los resultados analiticos obtenidos. Para
ello, se desarroll6 un programa en FORTRAN 95, basado en el método de Runge-Kutta de cuarto
orden.

26
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A continuacién se muestran algunos ejemplos de los modelos estudiados en el capitulo 2, con
pardmetros fijos.

4.2. Ejemplos basados en la ley de accion de masas

Ejemplo. 1. Siguiendo el modelo (3.12), con los siguientes pardmetros:

kl :2

k=1

-l 4.1)
k2 = 15

K=3

y tomando 1(t) como sigue:
I(t) =1+ 0.3sin(27t)

esta funcion tiene periodo T = 1, por el teorema se debe verificar que se cumple la condi-
cion (3.17). Calculando

1
J (1+0.3sin(2mt))dt =1 (4.2)
0
tenemos que se cumple ([3.17)
0<I<45 (4.3)
El sistema finalmente queda como sigue:
@ =1+0.3sin(2nt) - 2(3 -[C])[S] +[C]
d‘[ié] 4.4)
T 23-[C))[S]-(1+1.5)[C]
con condiciones iniciales
5(0)] =0.325
[5(0)] (4.5)

[C(0)] = 0.645.

Por lo tanto existe solucion iinica 'y globalmente estable o asintéticamente atractiva (2.2.5)).
En las figuras 4.1y 4.2] se muestran los resultados obtenidos.

05
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0.1 |
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t

Figura 4.1: Grifica de la solucién [S] del sistema (4.4)
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Figura 4.2: Grifica de la solucién [C] del sistema (4.4)

Ejemplo. 2. Siguiendo el modelo (3.12)), y con los siguientes pardmetros:

k, =02
k=03 @6

ky=7

K=0.8

y tomando 1(t) como sigue:
I(t) = cos®(2mt)

1
esta funcion tiene periodo T = > por el teorema (3.3.2) se debe verificar que se cumple la

condicion[3.17] Tenemos que

L
2

2J cos?(2mt)dt = 0.5 4.7
0

por lo tanto se cumple que

0<[<5.6 (4.8)

El sistema finalmente queda como sigue:

dis] _ cos*(2mt) - 0.2(0.8 = [C])[S] + 0.3[C]
dt (4.9)
d[C]
—— =02(0.8-[C])[S]-(0.3+7)[C]
con condiciones iniciales
[S(0)] = 3.48 (4.10)

[C(0)] = 0.0693

Por todo esto afirmamos que existe uinica solucion %-perio’a’ica y globalmente estable. Las grdficas
en este caso son las de las figuras 4.3y 4.4} que muestran nuestro resultado .
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Figura 4.3: Grifica de la solucién [S] del sistema (4.9)
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Figura 4.4: Grifica de la solucién [C] del sistema

Ejemplo. 3. Siguiendo el modelo (3.12)), y con los siguientes pardmetros:

ki =3.2
k=75
k, = 0.45
K=4

(4.11)

y tomando 1(t) como sigue:
I(t) = 0.5 + sin’(rct) — 0.3cos(mt)

esta funcion tiene periodo T = 2, por el teorema (3.3.2)) se debe verificar que se cumple la condi-
cion[3.17) Tenemos que

1 2
EJ 0.5+ sin’(mct) — 0.3cos(mt)dt = 1 (4.12)
0



CAPITULO 4. EJEMPLOS Y APLICACIONES 30

por lo tanto se cumple que
0<I<1.8 (4.13)

El sistema finalmente queda como sigue:

als] = 0.5+ sin®(mt) — 0.3cos(mct) — 3.2(4—[C])[S] + 7.5[C]
dt
d[C] 4.14)
T =3.2(4—[C])[S]-(7.5+0.45)[C]
con condiciones iniciales
[S(0)] =1.8
[C(0)] =1.81 (4.15)

Ast se tiene que existe solucion 2-periodica y ademas es tinica y globalmente estable, para ilustrar
esto se tienen las grdficas|4.5|yH.6 correspondientes a (#.14)) con las condiciones iniciales impuestas.
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Figura 4.5: Gréfica de la solucién [S] del sistema (4.14)
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Figura 4.6: Grifica de la solucién [C] del sistema (4.14))
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4.3. Ejemplos basados en la ley generalizada de accion de masas
con exponentes o y f3

Ahora considerando la ley generalizada de masas, podemos hacer algunas pruebas con funciones
que cumplan con las condiciones necesarias.

Ejemplo. 4. Considerando los siguientes pardmetros:

»

A

I == KR
[

(4.16)

™
i
»A
IS
oIl oo
o N W N U W

~
I
(=)

y tomando 1(t) como sigue:
I(t) = cos*(2mt),

para esta funcion se tiene I* = max I(t) = 1, se debe verificar que se cumple la condicion .
Asi
I(t)<1<5.6 4.17)

El sistema finalmente queda como sigue:

ST _ o2 (2mt) - 0.2(0.8 - [CP)[ST + 0.3[C°
dc[ié] (4.18)
== =02(0.8-[CP)SP - (0.3 +7)CP?
con condiciones iniciales
[S(0)]=0.4
[C(0)] = 0.4 @)

La proposicion nos asegura que existe solucion %—perio’dica, y hemos encontrado una so-
lucion que se ilustra en las imdgenes y sin embargo no podemos decir que sea tnica ni
globalmente estable, pues no se ha demostrado, aunque las grdficas correspondientes a este ejemplo,
sugieren que lo son, esto solo es una idea de un posible trabajo a futuro pues no hemos estudiado la
teoria para tal demostracion.
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Figura 4.7: Gréfica de la solucién [S] del sistema (4.18))
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Figura 4.8: Grifica de la solucién [C] del sistema (4.18)

Ejemplo. 5. Considerando los siguientes pardmetros:

y tomando 1(t) como sigue:

32

(4.20)
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para esta funcion se tiene I* = max I(t) = 2, se debe verificar que se cumple la condicion m
Asi
I(t)<1<60 4.21)

El sistema finalmente queda como sigue:

ast_y sen(t)—3.8(30 — [C]?)[S]* +5.9[C]?
d”[lé] (4.22)
— T =3.8(30- [CT]P)[S]> - (5.9+2)[C]?
con condiciones iniciales
[S(0)] = 0.0
[C(0)] = 0.0 (4.23)

La proposicion (3.4.1) nos asegura que existe solucion 21-periddica, sin embargo no podemos
decir que sea unica ni globalmente estable, nosotros hemos encontrado al menos una solucion que se

muestra en las figuras 4.9y

[S]
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Figura 4.9: Grifica de la solucién [S] del sistema (4.22))
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Figura 4.10: Grifica de la solucion [C] del sistema (4.22)

Ejemplo. 6. Considerando los siguientes pardmetros:

(4.24)

y tomando 1(t) como sigue:
I(t) = 3+ cos(t),

para esta funcion se tiene I* = max I(t) = 4, se debe verificar que se cumple la condicion m)
Ast

I(H)<4<18.8 (4.25)

El sistema finalmente queda como sigue:

dlst_ 3+cos(t)—8.1(4-[C]®)[S]> +3.7[C]®
dé[ié] (4.26)
= 8.1(4—[C®)[S]?-(3.7+4.7)[C]®
con condiciones iniciales
[S(0)]=0.2
[C(0)]=0.5 (4.27)

La proposicion (3.4.1) nos asegura que el sistema tiene solucion 21-periddica, se encontré al
menos una solucion, la cual se muestra en las figuras y
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Figura 4.11: Gréfica de la solucién [S] del sistema (4.26)
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Figura 4.12: Gréfica de la solucién [C] del sistema (4.26)

4.4. Ejemplos basados en la ley generalizada de accion de masas
con exponente f3

Una vez mas tratando de modelar reacciones enzimadticas con la ley generalizada de masas pero
del tipo (3.41) tenemos los siguientes ejemplos:
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Ejemplo. 7. Basdndose en los pardmetros

k= 0.
k=03 (4.28)
ky=7
K=08

e I(t) tal que
I(t) = cos®(2mt)

se tiene que el sistema

% = cos®(2mt) —0.2(0.8 = [C]*)[S] + 0.3[C]°

% =0.2(0.8—[CP’)[S]-(0.3+7)[C] (4.29)

[5(0)] = 0.4

[C(0)] = 0.4

cumple con (3.4.2) pues 1
* cos? dt =0. 4.30
2]0 cos“(2mt)dt = 0.5 (4.30)
entonces

0<I<5.6 (4.31)

y por (m) existe solucion %—perio’dica, globalmente estable y tinica.
Las grdficas correspondientes a este ejemplo son las figuras y que reafirman lo estu-
diado.
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Figura 4.13: Gréfica de la solucion [S] del sistema (4.29)



CAPITULO 4. EJEMPLOS Y APLICACIONES

0.6

37

ICl.

058 |

056

054 |

052

05

[C]

048 +

046 |-

044

042 H

Figura 4.14: Grafica de la solucién [C] del sistema (4.29)

Ejemplo. 8. Basdndose en el modelo (3.41) con los pardmetros

B=2
k; = 0.1
k=10
ky=5.7
K=6.2

e I(t) tal que
I(t) = 1 +sin®(2mt)

se tiene que el sistema

% =1 +sin’(2mt)—0.1(10 = [C]*)[S] + 5.7[C]?
% =0.1(10-[C]*)[S]~ (5.7 + 6.2)[C]?
[S(0)] = 4.0
[C(0)]=0.2
cumple con (3.4.2) pues

1
J 1+sin®(2nt)dt =1
0

entonces
0<I<354

y por (3.4.2) existe solucion 1-periddica, globalmente estable y iinica.

100

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

Las grdficas correspondientes a este ejemplo son las figuras y que reafirman lo estu-

diado.



CAPITULO 4. EJEMPLOS Y APLICACIONES 38
[S] ——
58
5.6
541
52 F
@
48 |
4.6 |
44
0 10 20 30 40 50 60 70 80
t
Figura 4.15: Grifica de la solucién [S] del sistema (4.33))
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Figura 4.16: Gréfica de la solucién [C] del sistema (4.33)
Ejemplo. 9. Basdndose en el modelo (3.41) con los pardmetros
g=11
kl — 15
k_y=3.3 (4.36)
k2 - 346
K=20

e I(t) tal que
I(t) =4 +sin(t)
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se tiene que el sistema

% =4 +sin(t)-1.5(2 - [C]'1)[S]+3.3[C]*!
% =1.5(2-[C]'))[S]- (3.3 + 3.46)[C]"! (4.37)
[S(0)] =0.25
[C(0)] = 0.80
cumple con (3.4.2) pues
1 27 ' B
e 4 +sin(t)dt = 4 (4.38)
entonces
0<I1<6.92 (4.39)

y por (3.4.2) existe solucion 21c-periddica, globalmente estable y tnica.
Las grdficas correspondientes a este ejemplo son las figuras y que reafirman lo estu-
diado.
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Figura 4.17: Gréfica de la solucién [S] del sistema (4.37)
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Figura 4.18: Gréfica de la solucién [C] del sistema (4.33))

4.5. Ejemplos con entrada continua de sustrato y salida continua
de producto

Ejemplo. 10. Basdndose en el modelo con los pardmetros

kl =2
k=1 (4.40)
kz - 15 .
K=3
con I(t) tal que
I(t) =1+ 0.3sin(2mnt)
y J(t) como sigue
J(t) = 0.3+ 0.25co0s(271t)
ambas funciones con periodo T = 1, entonces se tiene que el sistema
d[S
% =1+0.3sin(2nt) - 2(3 - [C])[S]+[C]
d[C]
T —0.3 - 0.25co0s(2mt) + 2(3 - [C])[S] - (1 + 1.5)[C] (4.41)
[S(0)]=0.2
[C(0)]=0.2
cumple con y pues
=13 (4.42)
.=07 '
y
J*=0.55
(4.43)

J.=0.05
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por lo tanto existe solucion 1-periddica.
Las grdficas correspondientes a este ejemplo son las figuras y que reafirman lo estu-
diado.
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Figura 4.19: Grifica de la solucién [S] del sistema (4.41)
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Figura 4.20: Grifica de la solucién [C] del sistema (4.41])
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Ejemplo. 11. Basdndose en el modelo con los pardmetros

k, =3.5
k=04
ky=1.9
K=0.8

con I(t) tal que
I(t) =1+ 0.5sin>(t)

y J(t) como sigue
J(t) = 0.3 +0.2cos>(t)

ambas funciones con periodo T = T, entonces se tiene que el sistema

% =1+0.5sin(t) - 3.5(0.8 = [C])[S] + 0.4[C]

% = —(0.3 +0.2cos?(t)) +3.5(0.8 = [C])[S] - (0.4 + 1.9)[C]
[S(0)] = 0.6

[C(0)] = 0.4

cumple con y pues

*=1.5
=1
y
J*=0.5
J.=0.3
asi
I"<1.52
y
<L

por lo tanto existe solucion Tt-periddica.

42

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Las grdficas correspondientes a este ejemplo son las figuras y que reafirman lo estu-

diado.
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Figura 4.21: Grifica de la solucion [S] del sistema (4.45)
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Figura 4.22: Gréfica de la solucién [C] del sistema (4.45)

Ejemplo. 12. Basdndose en el modelo (3.53)) con los pardmetros

k=12
k=36
k, = 0.5

K=4

con I(t) tal que
I(t)=1.4+0.5cos(t)

y J(t) como sigue
J(t) = 0.5+ 0.4sin(t)

80

43

(4.48)
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ambas funciones con periodo T = 2T, entonces se tiene que el sistema

d[S
% =1.4+0.5cos(t)—1.2(4—-[C])[S] + 3.6[C]
d[C] .
T —(0.5+ 0.4sin(t)) + 1.2(4—[C])[S] - (3.6 + 0.5)[ C] (4.49)
[S(0)] = 8.0
[C(0)]=1.5
cumple con (3.56)) y pues
“=1.9 (4.50)
.=0.9 .
y
J'=
4.51
=01 (4.51)
asi
I'<2
y
J =1
por lo tanto existe solucion Tt-periddica.
Las grdficas correspondientes a este ejemplo son las figuras y que reafirman lo estu-
diado.
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Figura 4.23: Gréfica de la solucién [S] del sistema (4.49)
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Figura 4.24: Grifica de la solucién [C] del sistema (4.49)
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Conclusiones

Finalmente podemos decir que se cumplio el propdsito de esta tesis pues se muestra claramente
la relacion entre dos disciplinas que en algiin momento se pensé que eran ajenas: la bioquimica y las
matematicas, sin embargo nosostros pudimos mostrar que herramientas matematicas son muy utiles
en el estudio de reacciones bioquimicas, ademads se dio respuesta a las preguntas que se plante6 Ka-
triel en [6], usando una teoria distinta, mds atin, se consideran sistemas mas generales, que si bien en
algunos casos no se pudo demostrar la parte de unicidad y estabilidad de las soluciones, es un gran
paso para desarrollar un trabajo en el futuro, pues con la idea que se obtiene de las simulaciones en
computadora se puede intentar demostrar que existe una tnica solucion estable, aunque tal vez serdn
necesarias teorias mas avanzadas, incluso se puede comenzar el estudio de otro tipo de fluctuaciones
presentes en sistemas bioldgicos e intentar combinar las teorias con un estudio mas riguroso de los
métodos numéricos.

También debido al tiempo para este trabajo no fue posible obtener datos precisos de reacciones
catalizadas con enzimas presentes en procesos tales como la respiracion, la digestion o la fotosintesis,
es decir, acercarnos un poco mas a la realidad, pues el proceso de experimentacion es dificil y requiere
de mucho tiempo y colaboracidn con otras instituciones; por estas razones se ilustran los resultados
con ejemplos que podrian estar muy alejados de la realidad, esto considerando las escalas y valores en
las constantes de velocidad, pero esto se podria solucionar con un cambio de variable, en conclusién
en este trabajo logra los objetivos y un poco mas.
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