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Resumen

Una de las preguntas en torno a la estructura de las estrellas es sobre el
tipo de ecuacion de estado que pueden describirla desde diferentes enfoques,
se ha propuesto que esta puede ser descrita por diferentes relaciones, entre
las que figuran se encuentran la forma lineal o de la forma P = upH%, se
obtienen a partir de la estructura local. En esta tesis se muestra que, al
imponer la invarianza del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias aso-
ciadas a modelos estelares, en el marco de teoria de gravitacién de Rastall
para una geometria estatica y esféricamente simétrica, bajo la acciéon de un
generador infinitesimal se obtiene que la ecuacién de estado que satisface es

P = uc?p. Resultado matemdtico que coincide con una de las ecuaciones de

estado formuladas a partir de condiciones fisicas.

Para esta ecuacién de estado, que complementa el sistema de ecuaciones
que describen el interior de un objeto compacto, realizamos él analisis de
este mediante herramientas de sistemas dinamicos, mostrando que existe un
punto espiral asociado a una solucion que generaliza a la de Misner- Za-
polsky.

Palabras clave: Ecuacion de Estado, Estrella de Estética, Familias Homologi-

cas, Transformacién cuasihomologas y Teoria de Rastall.
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Abstract

One of the questions about the structure of the stars is about the ty-
pe of equation of state that can describe it, from different approaches it
has been proposed that this can be described by different relations, which
they appear are the form linear or this form P = ,upH%, they are obtained
from the structure local. In this thesis it is shown that when imposing the
invariance of the system of ordinary differential equations associated with
stellar models, in the frame of Rastall’s theory of gravitation for a static and
spherically symmetric geometry, under the action of an infinitesimal gene-
rator, it is obtained that the equation of state that satisfies such a condition
is P = pc?p. Mathematical result that matches one of the state equations

formulated from physical conditions.

For this equation of state, which complements the system of equations that
describe the interior of a compact object, we carry out analysis of this, by
means of dynamical systems tools, showing that there is a spiral point asso-

ciated with a solution that generalizes to that of Misner- Zapolsky.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales

ordinarias.

En este capitulo conoceremos las distintas formas que tenemos para cla-
sificar a las ecuaciones diferenciales. Vamos a ver los diferentes casos que se
conocen de ecuaciones diferenciales de primer orden, a su vez daremos una
breve introduccién de cada una de ellas, una forma de como se resuelven
para un caso general y un ejemplo de cada uno de los casos, para tomarlo
como referencia, esto con la finalidad de ubicar de forma mas concreta al

tipo al que pertenece la ecuacién como se ve en [1].

Para el caso donde n = 1, la ecuacion que obtendemos serd de la forma:

Aqui z(t) es una funcién real dependiente del tiempo ¢, y f(z) es una fun-
cién suave de valores reales de x. Llamaremos a tales ecuaciones como uni-
dimensionales o sistemas de primer orden. Es conveniente aclarar algunos

conceptos:
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Figura 1.1: Punto estable e inestable del sistema & = sin z. Fuente [2]

1.- La palabra sistema esta siendo usada en el sentido de un sistema dinami-
co, no en el sentido clasico de una coleccién de dos o mas ecuaciones. Una

simple ecuacién puede ser un sistema.

Definicion 1.1. Sistema auténomo y no auténomo. Sea una funcion f con-
tinua, es infinitamente diferenciable, se dice que un sistema es autdnomo
cuando tenemos un sistema y la funcion f no tiene dependencia en t, es
decir & = f(x). La funcion no depende explicitamente del tiempo. La depen-
dencia del tiempo o ecuaciones no auténomas son de la forma & = f(t,x)
este tipo de sistemas son mds complicados, ya que se necesita mds informa-

cion para x y t, en la prediccion del estado futuro del sistema.

Empezaremos a entender el concepto de campo vectorial con un pensa-
miento fisico, imaginemos un fluido que es constante atraves del eje X con
una velocidad v = & que varia respecto a la posicién, todo esto de acuerdo

a la siguiente ecuacién & = sinx. Como se muestra en la Fig. 1.1.

Se puede ver que una particula se irfa hacia la derecha cuando & > 0y
hacia la izquierda cuando & < 0. En los puntos donde & = 0, no hay movi-
miento, a tales puntos se les conoce como puntos fijos. Existen dos tipos de
puntos fijos como se muestra en la Fig. 1.1. Los puntos negros representan
los puntos fijos estables (usualmente llamados como atractores o sumideros
porque el flujo es en direccién a ellos), y los puntos blancos representan a

los puntos fijos inestables (también conocidos como repulsores o fuentes).



JS(x)

4"/ i x

Figura 1.2: Puntos atractores y repulsores. Fuente [2]

Las ideas mencionadas anteriormente pueden ser aplicadas a un sistema
unidimensional como & = f(x), s6lo necesitamos hacer el bosquejo de la

grafica de f(x), y entonces visualizaremos el campo vectorial.

Como vimos antes, nosotros imaginamos un fluido que sigue una trayec-
toria con una velocidad local f(x). Este fluido imaginario es llamado la fase
del fluido y la trayectoria del flujo es llamado el espacio fase. El fluido se
dirige hacfa la derecha si f(xz) > 0, y hacfa la izquierda si f(z) < 0. Para
encontrar la solucién a & = f(x), empezaremos con la condicién inicial z,,
y considerando una particula hipot’/etica (conocida como punto fase) en z,
y vemos como es el movimiento atraves del fluido. Posteriormente desplaza
respecto al tiempo, el punto fase se mueve a lo largo del eje X, acorde a la
funcién z(t). Esta funcién se llama trayectoria basada en z,, y representa la
solucion de la ecuacién diferencial con condicién inicial. La imagen anterior

nos muestra la trayectoria cualitativa del sistema.

La aparicion del espacio fase es controlada por punto fijos x* definidos
por f(x*) = 0, estos corresponden a puntos de asignacién del fluido. En

la Fig. 1.2, el punto sélido representa atraccién y el punto blanco representa
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repulsién. Es decir en término de ecuaciones diferenciales, los puntos fijos
representan soluciones equilibradas (conocidas también como constantes, en-
tonces si x = x* inicialmente, resulta que z(t) = z* para todo el tiempo).
El equilibrio es definido estable si para todas las pequenas perturbaciones
se van amortiguando mientras se alejan respecto al tiempo.

Ahora comenzaremos con la clasificacién de las ecuaciones diferenciales li-
neales, este tipo de distincién se debe a que no existe un método general

para resolver algunas ecuaciones en términos de funciones elementales.

1.1. Ecuaciones Lineales

Nuestro objetivo es determinar cuando tales funciones existen, y de ser
asi, como encontrarlas. Para obtener alguna familiaridad y sus soluciones,

consideramos primero la ecuacién lineal de primer orden.

Y +p(z)y = g(x). (1.1)

donde p(z) y g(z), son funciones continuas en un intervalo tal como a < z <

b, que seria la regién donde la ecuacion se quiere integrar.

Para resolver este tipo de ecuaciones con esta estructura primero de-
bemos elegir una funcién u, conocida como factor integrante tal que si la
ecuacién anterior es multiplicada por p(z), el lado izquierdo de la ecuacion se
transforma en la derivada p(z)y. Esto es, queremos elegir pu(z), si es posible

tal que
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Por lo tanto p(z), debe satisfacer

plx)yp(z) = yu'(x).

Suponiendo por el momento que p(x) > 0, y dividiendo entre py, obtenemos

= [Inp(@)] = p(x).

Por lo tanto

(o)) = [ poy

y finalmente

() = exp| / " p(t)d].

ahora que ya obtuvimos u(z), volvemos a la ecuacién (1.1) y la multiplicamos

por u(x), se obtiene

Por lo tanto

p@ly = [ us)g(s)ds +c.

v | [ e+

Para este tipo de ecuaciones tenemos una manera de construir su solucion,
pero la ecuacién no es lineal, encontrar una solucién no es inmediato e incluso
no hay garantia de la existencia de su soluciéon. Continuando con el caso
lineal tomamos

y + 4y = €.

Vemos que la funcién es una ecuacion diferencial lineal, vamos a resolver

para p(z), es decir

p(z) = exp [ / 4d9@] = ¢t
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Ahora lo vamos a multiplicar por la primera ecuacién diferencial del ejemplo
4oy i gy — 5%
Ahora escribimos la ecuacién con la definicién de la antiderivada
[y64x]/ — T

Proseguimos a resolver la ecuacién integrando ambos lados

1
y€4$ = /'653C = gesx +c,
1
Y= 56$ +ce™4®

y asi obtenemos la solucién.

1.2. Ecuaciones Separables

La ecuacién (1.1) es un caso particular de otra ecuacion, en este se puede
tener funciones no lineales en y, aunque el método para resolverla es similar.

Esta puede ser dado por

dy

El método a seguir, es tomar a la ecuacion M (z,y) = —f(z,y) y N(z,y) = 1,
este es s6lo uno de los tantos métodos que existen. Tomaremos el caso mas
simple, esto ocurre cuando M depende solamente de x y N solamente de v,
es decir:

M)+ NS <o,
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y se dice que es una ecuacion separable siempre y cuando se pueda escribir

de la siguiente forma diferencial:

Luego suponemos que existen dos funciones, las llamaremos H; y Ho, que a

sus vez son las antiderivadas de M y N respectivamente:
Hi(z) = M(z), Hj=N(y).

Ahora la ecuacion se ve la siguiente forma:

d
H)(z) + Hé% = 0. (1.2)

La ecuacion (1.2) se puede escribir de ls siguiente forma:

d

(@) + Ha(y) = 0,

Integrando la ecuacién obtenemos la solucién de la ecuacién diferencial.
Hy(z)+ Ha(y) = c.

Donde ¢ es una constante arbitraria, si existe una funciéon y = ¢x que satis-
faga la ecuaciéon anterior decimos que es una solucién, es decir la ecuacion

anterior es la solucién expresada de manera implicita. Tomemos

dy
1 1 -2 =0.
A+y)+(A+a) =0

Esta ecuacion se puede escribir de la siguiente forma:

dy dx
l+y 142




8 CAPITULO 1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

Integrando obtenemos
In(l+y)=—-In(l+2)+C.

1
y = e‘eTtz — 1.

1.3. Ecuaciones Exactas

El estudio de ecuaciones exactas es muy enriquecedor para las ecuaciones

difenciales ordinarias, empecemos con una definicion.

Definicion 1.2. Una ecuacion diferencial se llama exacta, si se presenta en

la forma
M(z,y) + N(z )—y =0
’y 7y l N

donde las derivadas parciales %—J‘; Y %—]X son iguales. Eso es equivalente a

decir que existe una funcion ¥ tal que:

o
Ox

oy

(ﬁ,y):M(.’E,y), @(xvy) :N(:E?y)

Sabemos que 1 cumple con ¥ (z,y) = ¢, se define de manera implicita a

y = ¢(z) como una funcién derivable de z. Entonces

d 0 oY d d
M,y + Ny = G5+ 50 = vl o)V o, ).

Asi la ecuacién diferencial pasa a ser

¢($7y) =G

donde ¢ es una constante arbitraria. Pero primeramente para poder usar este

método debemos saber si la ecuacion diferencial es exacta. Una ecuacién
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diferencial es exacta en R siy sélo si

My(QU?y) = Nm(l',y),

donde los subindices indican la derivada respecto a la variable x y y, tal cual

sea el caso. Es decir, existe una funcién ¥ que satisface las ecuaciones

%(flfay) = M(a:,y), %(3779) = N(:c,y).

Ejemplo:
(ycosz + 2xe?) + (senx + 22e¥ — Dy =0.

Es fécil ver que
Ny(x,y) = cosx 4 2xe? = My(x,y).

Esto nos indica que la ecuacion diferencial es exacta. Por tanto existe una

funcién ¢ (z,y) tal que

Uy(z,y) = ycosx + 2zeY,

Yy (7,y) =senz + x%e¥ — 1.
Al integrar la primera parte de estas ecuaciones el resultado es
Y(z,y) = ysenz + x2e¥ + h(y),
y la derivamos respecto a y obtendremos la derivada de 1,

Yy(x,y) =senz + z2e¥ + W (y) = senx + z%e¥ — 1,
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por lo tanto h'(y) = —1, y h(y) = —y, es decir la funcién que deseamos de

(8

Y(z,y) = ysenz + x2e¥ — .

1.4. Factor Integrante

Existen ecuaciones diferenciales que no son exactas pero pueden ser mul-
tiplicadas por un factor, integrando y, asi convertirle en una ecuacion dife-

rencial exacta. Se toma la ecuacion diferencial siguiente:
M(z,y)dz + N (z,y)dy = 0,
la multiplicamos por una funcién p, tal que la ecuacion resultante sea exacta,

(x, y)M (x, y)dx + p(z, y)N(z,y)dy = 0.

La ecuacion es exacta si y solo si, se cumple la siguiente condicién,

(M), = ().

Dado que M y N son funciones dadas, entonces la funciéon cumple su come-
tido, el cual es volver una ecuacion diferencial inexacta en una exacta, eso
significa que para resolverla, nos remontamos al método de ecuacién dife-

rencial exacta.

Ejemplo:
(z + y*)dx — 2zydy =0 (1.3)

Verificamos si la ecuacién diferencial es exacta, donde M = z+y?, N = —2yz

(uM)y =2y, (uN)e = —2y.
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Por lo visto, no se trata del caso exacto, por lo tanto procedemos a la

buisqueda del factor integrante

oM _ ON
Ty—ajizy—l—Zy: 2

N —2zy x
A nuestro resultanto le llamaremos

dlnp
dr

2
o

Por lo tanto el factor integrante es u = %, ahora vamos a multiplicar nuestro

resultado por la ecuacién inicial (1.3), la cual quedaria de la siguiente forma

2xy

z+y2d:c—

Ahora la ecuacién ya es exacta

1.5. Ecuaciones Homogéneas

Definicion 1.3. Una ecuacion diferencial de primer orden se denomina ho-
mogénea si puede escribirse en la forma

% :F<g), (1.4)

x

donde F(¥), es una funcion que depende tinicamente del cociente 2.

Para resolverla definimos una funcién de y tal que y = ux. Entonces al

sustituir obtenemos
dy dv
— =xr— +,
dzx dx
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y la ecuacién (1.4), se convierte en

d
xé +v = F(v),

separando variables tenemos que

Integrando esta ecuacién obtendremos,

dv
nx= [ ——+1
nx /F(v)—v+ nC,

haciengo varios pasos algebraicos llegamos a

2= Coxp (/ FJ;’_@) — Cé(v),

regresando a las variables originales obtenemos

e (2)

Ejemplo:

xy = Va2 -y +y

Escribiremos la ecuacién de la siguiente forma, con la finalidad de que po-

damos ver mas claramente de que se trata de una ecuacién homogénea

Ahora haremos la sustitucién de y = ux, entonces 3y’ = zu’ + u, sustituyen-

dolo en la ecuacién diferencial anterior tenemos

xu' = V1 —u2.
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Ahora se reduce al caso de ecuacion diferencial separable, obtenemos

u’ dx

Vi—uz oz

Integrando la ecuacién diferencial separable, nos da por resultado
arcsenu =Inz + InC,

en otras palabras se puede escribir la respuesta como funciéon de u, pero
nosotros inicialmente comenzamos con la dependencia de x y y, por lo tanto

regresando a nuestras variables originales tenemos

Y
arcsen = = In Cx,
T

es decir la solucién final se puede ver como
y = zsen(ln Cx).

Los elementos presentados en esta seccion, aunque basicos, nos permitieron
introducir algunas ideas que serviran como fondo para el desarrollo de la

siguiente seccién.
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Capitulo 2

Sistemas de EDOQO’s.

2.1. Introduccion

Los sistemas dindmicos son de gran utilidad en diferentes ramas del co-
nocimiento, en biologia a traves del modelo presa-depredador se ha logrado
entender las regiones de equilibrio en diferentes dreas de la fisica, el enten-
dimiento de fenémenos como el caos, presente en el clima no habria sido
posible sin esta herramienta mediante el analisis del conocido sistema de
Lorenz. En gravitaciéon, més especificamente en areas de la cosmologia y
modelos estelares se ha empleado de manera satisfactoria, es por eso que en
este capitulo hablaremos acerca de sistemas de ecuaciones difenciales para

el cason > 2.

Definicion 2.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales es una coleccion de

n ecuaciones diferenciales interelacionadas de la forma

jjl — fl(t7$17$27 .............. ,iL‘n)

En = fn(t, 1, T, ,Tp)-

15
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Aqui las funciones f; son de valores reales de n + 1 variables x1,x2,..,Tn ¥y
t. También siempre asumiremos que la funcion f; e C°. Esto significa que
las derivadas parciales de todos los ordenes de f; existen y son continuas.

Para simplificar la notacion, usaremos la notacion de vector:

x1

Tn

es decir, nuestro sistema se puede escribir mds concisamente como

X' = F(t,X)

donde

fl(t,xl,l’g...., .CCn)

rias que fluyen en un espacio de n dimensiones con coordenadas (zy, ............ , Tp)-
El sistema de ecuaciones es llamada auténomo si ninguna de las f; tiene de-

pendencia de ¢, entonces el sistema se verfa de la forma X' = F(X).

Definicion 2.2. El sistema lineal de dos dimensiones se expresa en la si-

guiente forma:
T=ax+b
Y 2.1)
y=cx+dy

donde a, b, ¢ y d son pardrametros. Suele escribire como & = AZ, donde la
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matriz A y el vector T estan dados por:

Cuando ¥ = 0, entonces z = 0, se dice entonces que r* = 0, es un
punto fijo del sistema, y de hecho lo es para A arbitraria. Los vectores de
estado #* que cumplen con la condicién z= 0, se llaman puntos fijos. En
2D, la dindmica de los sistemas se visualizan en el plano fase (x,y). Para
mostrar como se aborda el problema de encontrar una solucién de (2.1) y
su conexién con la mecanica consideremos el siguiente ejemplo. Analicemos

las soluciones del oscilador arménico simple en el plano fase

1. . . . .
nde w® = [£]2. Si ney==a uacion ri mo un sistem
donde w? T]; 2. Si se define , la ecuacién se escribe como un sistema

de dos ecuaciones de primer orden

T =

§ = —w’x

Y se puede expresar de forma matricial como

e imponiendo las condiciones iniciales z, = z(t =0) =1y y, = y(t =0) =0

se pueden construir las trayectorias en el plano fase. La solucion general es

x(t) = Asenwt + B cos wt
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Vv

e
»

Figura 2.1: Orbitas estables del caso arménico. Fuente [2]

Por la condiciones iniciales B =1y A = 0, porque la solucion al sistema es:

x(t) = coswt

y(t) = —wsenwt
La estrategia comtn para verificar las trayectorias es

T dr Y

gy dy  wiz

integrando esta ecuacién de acuerdo a lo expuesto en el capitulo anterior,
de donde es facil notar que las trayectorias son elipses, Fig. 2.1.
1 1
wlrdr = —ydy = —w?z®’+ -y=C
2 2
Algunas veces tenemos sistemas de ecuaciones ficiles de resolver de manera
exacta, como en el caso del oscilador arménico simple, sin embargo en la

mayoria de los casos realistas, esto no ocurre, la descripcién planteada del

comportamiento de la solucién en el espacio fase, resulta de gran utilidad
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cuando la solucién no puede construirse de manera analitica. La descripcion
de la dinamica presente en un sistema de 2x2 es caracterizado a continuacion
para el caso de un sistema con coeficientes constantes.

Para esto vamos a ver varios ejemplos ilustrativos donde aparezcan varios

escenarios y las trayectorias. Analicemos

T =A%

con

A=
0 -1

donde también la podemos visualizar como un sistema desacoplado

(2.2)
y=-y
la solucién es
z(t) = e
y(t) = yoe™

Una vez que nosotros ya tenemos la solucién para este sistema, vamos a ver
como se comportan las solucién en el espacio fase para diferentes valores del

pardmetro a.

Para el caso donde a = —1, las soluciones estan dadas por
x(t) = xoe ™t
y(t) = yoe™*

el trazo de las trayectorias de la solucién.(ver b en Fig.2.2). El origen se

comporta como un atractor hacia el punto de origen.
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J{k
e

Figura 2.2: Casos de la ecuacién 2.2, variando el pardmetro a. Fuente [2]

Caso a = 0, donde las soluciones estan dadas por: (ver d en Fig. 2.2). El eje

x se comporta como un atractor para diversos valores.

z(t) =

y(t) = yoe ™"

Caso a > 0, donde las soluciones se comportan como atractor y repulsor

para diferentes rectas (ver e en Fig. 2.2).

Un punto que tiene el comportamiento de z* = 0 se llama punto silla (saddle-
node).

e El eje y se llama variedad estable es decir % = 0, es un atractor para las
condiciones (0, y,).
e El eje = se llama variedad inestable porque xz* es un repulsor para las

condicones iniciales (z,,0) excepto en el origen.
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Caso a < —1, aqui se puede notar el comportamiento de x, el tiende a

cero mas rapido que y ( ver a de Fig.2.2).

z(t) = zoe

y(t) = yoe ™"

Caso —1 < a < 0, (ver ¢ de Fig 2.2). Este tipo de dindmica se conoce
como atractor global, ya que todas las trayectorias tienen el mismo destino,
tendiendo todo a 0.

En las vecindades de un punto fijo, un sistema y = j? (/) puede analizar-
se a traves del comportamiento del término lineal, es decir su descripcion
esta dada por la ecuacién gj = Ay, donde A es una matriz. Existen diferen-
tes maneras de abordar esta solucion, una de estas es proponer una solucién
del tipo & = exp (At)i, donde A\ determina las propiedades temporales en
la solucién y 4 representa algin o algunos vectores constantes segin sea el

caso. Sustituyendo la solucién que propusimos en la ecuacion de Z tenemos:

entonces

es la ecuacion de valores propios para A. Suponiendo un sistema de 2x2, sea

Aigual a
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se tiene que la solucién debe cumplir con la ecuacion caracteristica:

p(A) =(a—A)(d—=X) —bc=0

es decir

M —(a+d)X+ad—bc=0
M —(a+d)\+ad—bc=0
N —Tr(AN+|A =0

donde Tr(A), es la traza de la matriz A, es decir, Tr(A) = a+d y |A| es
el determinante de A, que es lo mismo que |A| = ad — be. Utililzando la

ecuacion general para resolver una ecuacion de segundo grado, obtenemos

Tr(A) £ \/(TrA)? — 4[4
2

A=

En el caso general hay dos valores propios A1 y A2 y con ello dos vectores

propios i1, iUs. La solucién general se veria de la forma,

Z(t) = CreMta; + Chetiy

Definicion 2.3. La clasificacion de los autovalores de A se interpreta de la
siguente forma, si los autovolares de A son distintos entre si y distintos de
cero, se puede decir lo siguiente:

1. 51 M < X2 <0, entonces es un nodo asintdticamente estable.

2. 51 A\ > Ao > 0, entonces es un nodo inestable.

3. 51 Ay < 0 < A\, entonces es un punto de silla.

4. Si A1 no es real y Re(A1) < 0, entonces es un foco asintéticamente estable.

5. 80 A1 no es real y Re(A1) > 0, entonces es un foco inestable.
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2.2. Puntos de Estabilidad

Un punto fijo 2* se llama atractor global, si es el destino de todas las
trayectorias iniciando en todo el plano fase.
Un punto fijo z* atractor puede tener también un dominio de atraccion
acotado. Y x se dice que es un atractor si las trayectorias del dominio de
atraccién tiende a z* cuando t — oco. Como se puede ver en la Fig. 2.1, son
atractores estables, esto quiere decir que para cualquier tipo de solucion,
tomaran la trayectoria de un elipse, y si nosostros hacemos una pequena
pertubacion en las condiciones generales, el sistema diferencial se compor-

taria de forma similar ya que es estable.

2.3. Puntos de Inestabilidad

Se define punto fijo inestable cuando no es estable é punto silla definido
a continuacion. Para este caso un claro ejemplo de como se comportan las
soluciones cuando cambias el parametro de un sistema de ecuaciones, es el
mencionado en la ecuacién (2.2) ya que al momento de variar el parametro
nosotros podemos ver soluciones muy distintas para cada caso, es decir es

perceptible a las condiciones generales, ya mencionamos todos sus casos.

2.4. Puntos Silla

Un punto que tiene el comportamiento de z = 0 se llama punto silla
(saddle - node).
- El eje y se llama variedad estable es decir z = 0 es un atractor para las
condiciones iniciales (0, o).
- El eje = se llama variedad inestable porque x* es un repulsor para las
condiciones iniciales (x,,0) excepto el origen. Un sistema para ver el com-

portamiento es el siguiente:
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T=x+Yy
y =4z — 2y

sujeto a las condiciones iniciales z, =2y y, = —3.

donde laTrA = —1y |A| = —6 y los vectores propios son A\; =2y Ay = —3,

al momento de encontrar sus vectores propios asociados vemos que

=) ()

No importa si u] y u2 son normalizados, al final de cuentas las condiciones
iniciales deteminan los valores de c¢; y co. Entonces la solucién geneal del

sistema es

1 1
Z(t) = 12y + cae iy = cre?t <1> + 626_3t< 4>

Usemos ahoras las condiciones iniciales, es decir

0= () ral L) - (3)

o equivalentemente

1 1 c1 2
1 —4 Co -3
multiplicando por la matriz inversa resulta ¢; = 1 y ¢o = 1, finalmente

nuestra solucién particular es
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Figura 2.3: Podemos ver como las trayectorias tienden a una recta estable e inestable respescti-
vamente. Fuente [2]

De aqui podemos ver que se genera una recta de variedad inestable le lla-

maremos 1] y otra us genera una variedad estable como se ve en la Fig 2.3.

Ahora vamos a ver la clasificacién de las distintas posibilidades. Una
matriz cuadrada A se dice que es diagonalizable si es semejantes a una ma-
triz diagonal, es decir, si mediante un cambio de base se puede reducir a
su forma diagonal. En otras palabras, la matriz se puede visualizar de la
siguiente forma A = PDP~!, en donde P representa la matriz invertible
cuyos vectores propios se obtienen de A y D representa la matriz diagonal

formada por los valores propios de A.

La matriz A es semajante ortogonalmente a una matriz diagonal, es de-
cir, si la matriz P es ortogonal entonces la matriz A es diagonalizable or-
togonalmente, es decir A = PDP! donde P! es la matriz transpuesta. El
teorema espectral garantiza que cualquier matriz cuadrada, simétrica y con
coeficientes reales es ortogonalmente diagonalizable. En este caso P esté for-
mada por una base ortonormal de vectores propios reales. La matriz P a su

vez es ortogonal y los vectores filas de P~!, son vectores columna de P.
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Figura 2.4: Trayectoria del espacio fase para el caso amortiguado. Fuente [2]

Tomando esto en cuenta ahora vamos a trabajar con una matriz diagonal,

la cual es la siguiente:

A0
0 A2

A =

Ya que vimos que cualquier matriz con coeficientes reales es ortogonalmente
diagonalizable, ahora veremos la clasificacion de las mismas, a traves de sus
valores propios.

En esta ocasion la traza y el determinante seran de esta forma
TrA=X+X y |A =X\

e Si el determinante de A es |A| = A\ A2 < 0, esto significa que las respecti-
vos valores propios de iy y @ generan una variedad estable y otra inestable,

entonces nosotros estamos hablando de un punto silla.

e Si el determinante de A es |A| > 0, esto tiene dos posibilidades. - A\

vy A2 son reales. - A1 y A2 son imaginarios.

En cualquiera de los dos casos la region que importa sera la siguiente:

(TrA)? —4]|A| >0
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En este caso A1 y Ao tienen el mismo signo pues |(TrA)? —4|A|| < TrA, esto
implica que es un repulsor cuando Ay y Ao son positivos y es un atractor

cuando A1 y A2 son negativos.

- Si A1 = A}, (donde a* representa un nimero complejo), se tiene el caso
del oscilador arménico amortiguado (Fig. 2.4) y se dice que las trayectorias

son espirales atractores, Re(A1) < 0y son espirales repulsores si Re(\1) > 0.

e En el caso limite donde (TrA)? — 4|A| = 0, corresponde al caso en el

que tenemos un solo valor propio asociado.

- Hay dos casos, cuando el valor propio es ngativo y el otro cuando es posi-

tivo, se le conocen como comportamiento estrella.

e La estabilidad de estrellas o espirales queda determinado por el signo

de la traza (TrA).

- Si TrA > 0, hay una estabilidad.

- Si TrA < 0, hay una inestabilidad.

e Si|Al > 0y TrA = 0, en tal caso los valores propios A\; y A2 son ima-
ginarios, las trayectorias son cerradas, se dice entonces que son centros. La

clasificacon se encuentran en la Fig 2.5.

2.5. Linealizacion

En esta seccién hablaremos sobre la tecnica de linealizacién para un
sistema dimensional. La esperanza de esto es que podamos aproximar el

espacio fase cerca de un punto fijo que corresponda al sistema lineal.
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Valores propios Descripcion de las raices  Tipo de punto critico _Estabilidad
iy >y >0 reales, distmtas,t::snbos signos nodo inestable
1 <0 reales, distintas, ambos signos
A<iy < _ nodo estable
<0< i reales, distintas, signos
A A pr— punto silla inestable
A=4>0, reales, repetidas, signos nodo correcto o inestable
vectores propios independientes positivos punto neutro
A=4 <0, reales, repetidas, signos nodo correcto o inestable
vectores propios independientes negativos punto neutro
h=4>0, reales, rep © t:das, signos nodo incorrecto inestable
vectores propios inexistentes positivos
A=4>0, reales, repetld-as signos nodo incorrecto estable
vectores propios inexistentes negativos
A=atib, a>0 complejo, parte real positiva espiral inestable
A=atib,a<0 complejo, parte real negativa espiral estable
A=azib. a=0 solo parte imaginaria centro o elipse estable

Figura 2.5: Clasificacién en relacién a los autovalores para un sistema 2x2. Fuente [1]

Consideremos el sistema
&= f(z,y)
v =g(z,y)

y supongamos que (z*,y*), es un punto fijo, es decir que
f@*y") =0, g(a*,y")=0.
Sea u=x —x*, v =y — y*. Denotamos a las componente de una pequena
perturbacién del punto fijo. Para ver el crecimiento o decaimiento, noso-

tros verificamos las ecuaciones diferenciales para u y para v. Veamos que la

primer ecuacion

= f(z* +u,y* +v)
= f(x* y*) +u% + vg—i + O(u?,v%, uv)

a=udl 4+ v% + O(u?,v?, uw)
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de donde las parciales por comodidad no se menciono que estaban aplica-
das al punto fijo (z*,y*), estos ya son nimeros no funciones y el término
O(u?,v?) denota el término cuadratico en u y v. Los términos cuadraticos
son muy pequenos Ahora realizaremos el estudio para el punto fijo consio-
derando unicamente los terminos lineales, dado que los teminos cuadraticos
son despreciables.

. 0 0 2,2
b =ugl + vzl + O, v, w)

Lo que nosotros tenemos es

of of
: 99 0g
v or Oy v
donde A es
of  of
A= or Oy
99 99

ox Oy (z* %)
es llamada la matrix Jacobiana en el punto fijo (z*,y*). Esta es la matriz
constante que debe analizarse para determinar el comportamiento del sis-
tema en la vecindad del punto fijo, y dependiendo de sus valores propios
se tendran las dindmicas mencionadas en la secciéon anterior. Con estos ele-
mentos como fondo matematico en la siguiente seccién nos enfocaremos a un
problema concreto relacionado con las ecuaciones de los modelos estelares

para el caso Newtoniano, Relativista y de Rastall.



30

CAPITULO 2. SISTEMAS DE EDO’S.



Capitulo 3

Curiosidades Matematicas en

sist. dinamicos

El entender el comportamiento estelar requiere de diferentes enfoques,
uno de ellos que tiene que ver con las posibles ecuaciones de estado, em-
plea como principal herramienta a la fisica estadistica, para poder definir
variables macroscopicas como presion P, densidad p y temperatura 7', entre
otras. Por ejemplo un proceso politrépico, esta caracterizado por la relacion
PV™ = C donde C es una constante y n es llamado el indice politrépico.
Otra relacién es la ecuacién de “MIT -Bag” dada para el comportamiento
de estrellas de Quaks, en la obtenciéon de esta, se utilizaron elementos de
fisica de particulas. Otras maneras de tener una posible ecuacion de esta-
do es el empleo de simetrias que puede tener el sistema y en particular las
homologias, cuyo origen es matematico, sin embargo resulta novedoso co-
mo desde dos perspectivas pueden llegar a una misma conclusién. Y este
enfoque matematico es considerado en el presente trabajo. Basados en un
trabajo previo [3] en el que se obtiene una ecuacién de estado a partir de
homologias para los sistema Newtoniano y Relativista para la descripcion
del interior de las estrellas, nosotros obtenemos una ecuacién de estado en

el caso de la teoria de Rastall.

31
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En este capitulo analizamos el caso Newtoniano y el caso de relativadad
general de sistemas estelares, vamos a examinar estos casos especiales de
interés donde resulte una ecuacion de estado definida. Esta ecuacion de es-
tado se obtiene puramente de argumentos fisicos que son muy distintos a los

esperados por el aspecto gravitacional del sistema.

Por ejemplo [4,5] en el caso limite el cual esta constituido por particulas
con energias relativistas que hacen que su masa sea despreciable cuando se
encuentran en reposo, se puede obtener la ecuacion de estado de una gas
ideal de Fermi a temperatura 0 grados, de la forma p = %CQp, donde p es la
presién isotrépica y p es la densidad de masa-energia, y por lo tanto deter-

mina la estructura de una estrella de neutrones estética ideal [6,7].

Para la estrellas newtonianas en equilibrio, es fisicamente posible decir que
debe existir una familia de soluciones, los miembros individuales estdan rela-
cionados cada uno por la transformacién de la forma r — ¥ =ar, p — p' =
bp, y M — M = cM, donde M es la masa total encerrada con un radio 7,
a, by c son constantes. Chandrasekhar se refiere al cambio de escala como
una transformacién homdlogica, y él demuestra que para ambas esferas de
gas politrdpicas e isotropicas homdlogas existen familias de soluciones. En la
segunda parte, examinamos las consecuencias de un caso homologico donde
debe existir una familia de soluciones, descubrir los requisitos que se nece-
sitan, ya sea una ecuacién de estado politrépica, baritrépica o isotérmica es
decir, una ecuacion de estado que usualmente se postula por consideraciéon

de aspectos fisicos extrafnos del problema.

Debido a que la coordenada de r no estd bien definida en relatividad ge-

neral, el procedimiento de reescalamiento no es necesario, esta justificado
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por medio de la definicién homéloga de familia de soluciones. Sin embargo
parece razonable pensar en una familia simple de soluciones, cuyos miembros
individuales estan relacionados por forma maéas general por transformaciones
delaformar — 7(r), p — plp) y M — M(M) De hecho, las tinicas transfor-
maciones permitidas hacen una simple reescalamiento. Como mostraremos
mas adelante, se deduce que en este caso la ecuacién de estado es necesa-
riamente del tipo "ley de 4", como p = (7 — 1)p, donde 7 es una constante;

esta es la ecuacion de estado mas relevante para la estructura relativista.

Hasta cierto punto, nosotros podriamos afirmar que en cada caso las ma-
tematicas conocen la fisica de la situacion. Si esto es significativo o no, sigue
siendo un asunto puramente especulativo, pero es tentador sugerir que es

un reflejo natural de las matemadticas pueden jugar en sistemas fisicos [8].

Posterior, exhibiremos un diagrama cualitativo que representa la familia
homologa de soluciones en el caso relativista. Esto se lograr observar cuan-
do p = (y—1)p, las ecuaciones de la estructura forman un sistema auténomo
de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, para la cual la teoria cualitativa
del ecuaciones diferenciales ordinarias se puede aplicar. Este diagrama se
compara con diagramas similiares obtenidos para las familias de solucio-
nes homologas en el caso newtoniano, de las cuales Chandrasekhar ha dado
tratamiento exhaustivo. Hay algunos comentarios especiales hechos de la

solucién de Misner y Zapolsky [9].

3.1. Familias Homoldgicas de soluciones

En las ecuaciones diferenciales, la teoria de grupos de Lie se emplea
generalmente para investigar sistemas de ecuaciones diferenciales parciales,
en lugar de ordinarias. Esto ocurre porque un sistema genérico de ecuaciones

diferenciales parciales siempre admite un grupo no trivial, mientras que en
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las ecuaciones diferenciales ordinarias esto no siempre ocurre, el problema del
descubrimiento del grupo es equivalente al problema de integrar el sistema
original [10].

Se puede demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

a
dx

donde u = (u',u?,...,u™), es invariente bajo la accién del operador infinite-

simal X = &(x,u) ((%) + 0k (z,u) (%) si y sélo si la siguiente ecuacion es

satisfecha:
ont  ;on"

N g
ox +f

06 06 _ O of

k k rj ) _

En el caso particular donde X genera transformaciones cuasi homélogas,
(es decir transformaciones de la forma x — Z(z), v/ — u_}(uj ), donde no
tomamos en cuenta la suma sobre j), esto requiere & = &(z) y n/ = n?(u),
sin tomar en cuenta la suma sobre j.

Como resultado de la ecuacion (3.1), tenemos

dnk k %

T T (z) = X(In f) (3.2)

sin tomar la suma sobre j. La forma del lado izquierdo de la ecuacién anterior
tiene ciertas restricciones en el conjunto de posibles transformaciones cuasi-
homologicas. En la siguiente seccién aplicaremos esta teoria para el sistema
de ecuaciones que describe el comportamiento estelar visto desde la teoria

Newtoniana.
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3.2. Estrella estatica Newtoniana

La estructura de las ecuaciones para un estrella Newtoniana en equilibrio

es

dp GM

% = —77‘2 P (33)
y

dM

= 4rrip (3.4)

con las condiciones de p = 0 cuando p =0y M = 0 cuando r = 0.

Asumiremos en este caso que p > 0. Si p es independiente de r, enton-
ces de la ecuacién (3.4), tenemos que M =0 6 p = 0. De la ecuacién (3.3)
se deduce que p = 0, por lo tanto para cualquier caso p = 0, esto nos dice
que p y M son constantes. Por las condiciones mencionadas obtenemos que
p=p =M =0, esto corresponde a la solucién trivial del problema donde
no hay estrella. Entonces proponemos que p'p # 0, donde la prima denota

derivada con respecto a 7.

Reescibiendo las ecuaciones obtenemos

dp  GMp

dr 2 (3:5)
dM
= = 4rrp. (3.6)

Al determinar la transformacién homdloga aplicando las expresiones (3.6)y

(3.5) en (3.2) con

0

X = 6(r) g+ ' (0) g+ (D)5
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encontramos que

dn'(p) dg(r)  2¢(r) d p n?(M)

dp  dr o +771@ [ln(}),)}—i— M (37)
dn(M) d&(r)  2¢(r) | n'(p)
. ar p (3:8)

De la dependencia en M en la ecuacién (3.8), se puede obtener que 1?(M) =
aM, donde a es una constante. Ahora del resultado de sumar (3.7) y (3.8),
podemos obtener £(r) = br + ¢, donde b y ¢ son constantes. Sustituyendo
(3.7) en (3.8), resulta que

c=0,

n'(p) = (a—3b)p,

(a— 3b)p§p [m <£’,>] _—T% (3.9)

Luego, de la ecuacion (3.9), si a = 3b tenemos b = 0 y por lo tanto a = 0,
se puede ver también que £ = 11 = 12 = 0, entonces obtenemos identidad
trivial de la transformacion de (X = 0). Si a # 3b, entonces podremos

resolver la ecuacion (3.9), la solucién obtenida es
2(a—2b)
p=Ap @3 + B (a# 2b,a # 3b) (3.10)
Considerando (a = 2b,a # 3b), resulta:
p=Alnp+ B,

donde A y B son constantes. Si a = b, entonces reescribiremos (3.10) como

p=Ap"*7 + B,
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donde el indice politrépico, n = (a — 3b)/(a — b) # —1. Para cumplir con la
condiciéon de que p = 0 cuando p = 0, tenemos que B =0y % > —1, (es
decir, n > 06 n < —1).

Luego veremos el caso cuando a = b, de (3.10) tenemos que
p=Ap+ B (3.11)

y de nuevo por la misma condicion B = 0, es (3.10) la forma usual de un
gas politrépico, ademas (3.11) es la ecuacién de estado para un gas isotérmi-
co, esto significa que mantiene su temperatura. Se ve claramente que (3.11)

puede ser obtenida formalmente de (3.10) cuando n tiende al infinito.

En el caso general donde a # b, a # 2b, y a # 3b, o en caso especial

donde a = 2b # 3b (es decir, cuando n = -1), vemos que X es igual a :

b 0 0 0
X = (n—l)r——an%+(n—3)Ma—M

n—1 or

donde se hizo la transformacién de a = (n—3)b/(n—1) y a—3b = —2nb/(n—

1), asi X es proporcional a :

0 0 0
X (n—1)rs —2mp 4 (n—3)M-2
(n )T(?'r npap + (n—3) By

Si tomamos el caso donde a = b # 3b, (es decir cuando n — o0), entonces

X es proporcional a

El operador X tiene dos invarianzas independientes. Estas son vistas como
Mr=(=3)/(n=1) g pp2n/(n=1) i L 1 vy ry M/psin =1 (o alguna de

las funciones independientes de estas invarianzas).
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En cada caso, las transformaciones finitas generadas por X es un simple

reescalamiento: r — fr,p — gp, M — hM, donde f, g y h son constantes.

Si n es finito, tenemos que p x 2 y r o £. El teorema homolégico de Chan-
drasekhar establece que si §(§) es una solucién, entonces tambien lo serd
C?/(n=1g(C¢), donde C es una constante arbitraria. En nuestra notacién
esto se reduce a observar que p(t/™r2/("=1) o invariante, o que las ecuacio-
nes son invariantes bajo la transformacién de r — Ar, p — A=27/(=1p y

M — A=3)/(n=1)pp,

Si n es infinito, tenemos que p o e ¥ y r = £; el teorema homolégico
establece que si ¥(§) es una solucién, entonces tambien lo es ¥(C¢) —2InC,
donde C es una constante arbitraria. Eso se reduce a la observacién de que
pr? es invariantes, o que las ecuaciones son invariantes bajo transformacio-

nes r — Ar, p — A 2p, y M — AM.

Algunos aspectos de las propiedades grupales discutidas anteriormente son

tratadas por Kurth [11], pero desde un punto de vista diferente.

3.3. Estrella Relativista

La estructura de las ecuaciones para una estrella estatica en relativadad

general son
dp B (2p + p)(m + 4nr3p)

dr 7’2(1 — %)

(3.12)

dM
= 4mr?p, (3.13)

con las mismas condiciones que el caso Newtoniano.

Si p es independiente de r, entonces de (3.12) cada M +47r3p =00 p = —p.
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Tambien de la ecuacién (3.13) obtenemos que p = —% p, asi en cualquier caso,
la ecuacién de estado no es realista. Si p = 0, entonces p = 0, esto corres-

ponde a la solucion trivial donde no hay estrella. Nosotros asumiremos que

pp" # 0.

El andlisis para el caso relativista es similar al caso Newtoniano. Como
se puede apreciar, la dificultad aumento considerablemente, sin embargo

encontramos la expresién siguiente

dn? g, . 0 1 (M + 4nr3p)
Tp(p) =) =85 lln 73(1_%]
71_7'3 7TT3
(o) 59,) L +p><;\/4(; 1 p)} Pon lln (A(41+_ 42M)p>]
(3.14)
' dn? s, . 2(r)  n'(p)
M) =) =—="—+ ) (3.15)

De la dependencia de M en (3.15), nosotros tenemos n?(M) = aM +a, donde
ay a son constantes. Esto implicaria que n'(p) = (a—3b)py &(r) = br+-c/r?,
donde b y ¢ son constantes. Existen dos casos particulares,

(I) a =>b=c = a =0, que corresponde a la transformacion identidad
(X =0).

(II) a = b # 3b, c = a = 0, que corresponde a la trasformacion generada
por

0 0

0

Las cantidades M/r y pr? (o alguna otra combinacién lineal de P), son ho-
mologfas invariables. La ecuacién de estado es necesariamente p = (y—1)c?p,
donde 7 es una constante. Esto pasa por la similitud con el caso del gas
isotérmico considerado en el caso Newtoniano, ahora nosotros obtenemos el

teorema relativista del caso:
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Teorema Homoldgico. Para un gas isotérmico en equilibrio en relatividad
general, si p(r) es una solucién, entonces también lo seria C2p(Cr), donde

C' es una constante arbitraria.

Esta equivalencia aparece de nuevo, observamos que pr? es invariable, don-
de las ecuaciones invariantes bajo una transformacion r — Ar,p — A 2p, y

M — AM.

Es importante mencionar que Michalski [13] ha descubierto la transforma-
cién continua mas general, la cual deja a las ecuaciones de estructura estelar
invariables en el caso no estatico, es decir que hay explicitamente dependen-
cia del tiempo, es una trasnformacién homolégica tal que r — Ar,p — A=2p,

y M — AM, esto nos fuerza a la ecuacion de estado p = (y — 1)c?p.

3.4. Estrella relativista en equilibrio

En esta parte haremos una descripcién cualitativa de la estrella relati-
vista en equilibrio, en el caso donde una familia de homdégias existe. Esto
requiere utilizar la ecuacién de estado p = (7 — 1)c?p, donde v es una cons-

tante.

Ahora vamos a expresar las ecuaciones (3.12) y (3.13) en términos de la

transformacién homoldgica invariante m = M/r y u = 4npr?, es decir
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donde t = Inr, es decir dt = dr/r, también asumiremos que p'p # 0, y de
la anterior ecuacion podemos ver que vy # 1, esto por la discontinuidad que

tiene en ese punto la ecuacion.

Las ecuaciones (3.4) y (3.4), forman un sistema plano auténomo de ecua-
ciones diferenciales y uno puedo ver la naturaleza de las soluciones en un

diagrama en el plano m — p (ver [12-15].

Hay dos soluciones de nuestro sistema. Una esta representada en la en
la espiral de la Fig. 3.1, por el centro de la espiral, en el punto P donde

p=m=2(y—1)/[(y +2)? — 8]. Esto significa que

1 v—1 o 2(y 1)

Tom?(y+22-8 Y T (74228

p

Esté es la solucién especial de Misner y Zapolsky [9]; es la analogia relati-
vista del caso singular descrito por Chandrasekhar en [16] para la ecuacién
politrépica de Newton con el indice n que satisface 3 < n < co. El otro caso
realista en la Fig. 3.1 se encuentra en el origen (donde r = 0) y la espiral
en el punto P. Posse la propiedad que p es finito y distinto de O en r =0, y
se extiende haci el infinito valor de r, la densidad decrece al orden de 1/72,

como en la solucién Misner - Zapolsky.

En cada caso, la métrica del espacio tiempo se obtiene calculando los coefi-

cientes A(r) y B(r) en

ds®> = —B(r)dt* + A(r)dr® + r*(d6? + sin® 0d9?).
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A=1, y= 1362
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Figura 3.1: Caso relativista

En orden de las ecuaciones de Einstein con A(0) finito, debemos tener que

A(r) =[1—-2m]™' =[1 —2M/r]}; la funcién B(r) debe satisfacer

La solucién es la de Weinber en [5], en el caso donde el modelo es asintoti-

camente plano, es decir B(co) = 1, es

o0 2 /
B(r) = exp/ P (3.16)
. PEp

pero solamente es valido cuando la integral converge. Esta caso es para un
modelo realista donde hay una region fuera de la estrella, pero es interesante
nota que hay casos donde (3.16) no es valido. Por ejemplo, en la solucién de
de Mlsner y Zapolsky descrita anteriormente, B o p(=2/"(—1)  #/10-1);

sin embargo esta solucién no es asintéticamente plana.
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El caso Relativista del modelo de TOV admite dos puntos fijos, uno

ubicado en origen y otro en

p=m=20y-1)/[(y+2)* - 8.

este ultimo esta representado en la Fig. 3.1 y corresponde a un punto espiral
para todos los valores de 1 < « < 2, parametro relacionado con la ecuacion
de estado. En la siguiente seccién analizaremos el caso de las ecuaciones
de TOV en el marco de la teoria de Rastall, ecuaciones que llamaremos
TOV-Rastall, y analizaremos el efecto del parametro de Rastall A sobre la
consecuencia de las cuasi- homologias con relacién a la ecuacién de estado

asi como su dindmica.
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Capitulo 4

Ecs. de Edo. en la Teoria de

Rastall

4.1. Introduccién

Es claro ver que no podemos hablar de la Teoria de Rastall, sin antes
mencionar la Relatividad General de Einstein, la cual es una teoria demasia-
do completa para explicar los fenémenos gravitacionales, trabaja relacionan-
do directamente la curvatura de espacio-tiempo con su contendio de energia

y momento mediante las llamadas ecuaciéon de campo.

Es importante mencionar que las predicciones que ha tenido acerca de los
experimentos del sistema solar y de los sistemas pulsares binarios han coin-
cidido de manera perfecta con los datos de observacion. A escalas muy gran-
des (cosmoldgicas), podemos mantener la Relatividad General como nuestra
teoria predominante al recordar los conceptos ”desconocidos”de la materia

oscura y la energia oscura.

Teorias alternativas de la gravedad como la de Rastall ocurren generalmente

cuando uno permite mas o menos grados de libertad. Muchas teorias alter-

45
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nativas han sido propuestas como teorias del tensor escalar, (siendo Brans-
Dicke [17]), la teoria de f(R) [18] y otras [19]. Estas teorias se ajustan con

gran precisién utlizando pruebas del sistema solar y pulsares binarios [20].

En particular, la teoria de Rastall se puede ver como la generalizacion de la
Relatividad General. En 1972 P.Rastall [21] propuso un ajuste a la ecuacién
de Einstein que causa una violacion a la ley de la conservacién de la mte-
ria, haciendo que la divergencia covariante del tensor de tensién-energia sea

proporcional a la divergencia covariante de la curvatura escalar, es decir
”w
1), x Ry.

Por lo tanto, cuando la geometria local o global es plana, recuperamos las
ecuaciones de campo de Einstein. Sin embargo no es facil explicar la natura-
leza de tal suceso. Esto puede verse de una manera burda como la aparicién
de efectos cudnticos en el contexto clésico, como se discute en [22]. También,
extranamente el tema de la no conservacién de T%* es una caracteristica que
se puede localizar en los modelos de difusién [23] y su relacion con teorias

modificada de la gravedad se han analizado en [24,25].

La descripcién de los objetos estelares se simplifica cuando consideramos que
la materia es esférica simétricamente distribuida en una geometria estatica.

El resultado del espacio tiempo es descrito por
ds* = B(r)dt?> — A(r)dr? — r?(d6? + sin® 6dyp?). (4.1)

La estructura de un fluido ideal, que no toma en cuenta el campo magnético

y la frecuencia de rotacién estd contenido en el tensor de momento - energiia.

T,uz/ = (p + p)uuvu — P9uv
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donde u, es la 4 velocidad (con w,ut = 1), g, es la componente de la
métrica del tensor y como es un gas ideal se toma que P; = P,.
Desprendiendo de la derivacion de las ecuaciones de TOV obtenemos la ley
de conservacion

T 0,

la cual trabaja tambien en conjunto con el uso de las ecuaciones de Einstein,

como podemos ver acontinuacion con la siguiente ecuacion

1
R, — §9WR = 8rGT,, (4.2)

donde R, el es tensor de Ricci y R es la curvatura escalara a consecuencia
de R,,. Después siguiendo estas ecuaciones para la geometria definida en

(4.1) encontramos las ecuaciones de TOV [26].

a o empe (1+8) (145
) =— 2 1 _ 2GM

r

pero siempre tomando en cuenta que el valor de la masa se calcula de la

siguiente forma

-
M:/ A prdr
0

Ahora veamos el comportamiento que tiene la ley de la conservacién, usando

la gravedad de Rastall utilizando los mismos pasos, obtenemos

1—-A

uy v

we16nG T

donde nosotros claramente podemos ver, que al tomar a A = 1 volvemos al
caso de Einstein, que es una de las singularidades de esta nueva propuesta.

Esto también afecta en las ecuaciones de campo, de acuerdo a la propuesta
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de Rastall, la ecuacién (4.2), quedaria de la siguiente manera

A
RMV — §guyR = SWGTMV,

Las ecuaciones de TOV para la versén de Rastall, la llamaremos por sus

siglas RTOV desde ahora, son escritas de forma diferente a la original como

. P 4mrp
dr r2 1 _ 2GM
T
donde
. 243X n A n 24X
P=nx2” TPl Y D2’ T oe?

4.2. Analisis dindmico (regiones)

Ahora vamos analizar el caso de la gravedad de Rastall de la misma
forma en la que lo hicimos en el caso Newtoniano en este caso usaremos el

pequeno ajuste y nuestro sistema para analizar es

M (1 L1 k(c%1)p(r>+<A+1)P<r>)7“3> (pc? + P)

dP 2 M (4 2-2)
e ey TRy (43)
' dM  1E[2(3BN—1 3P(r)(A — 1)]r?
_ LE[@(BA = 1)p(r) +3P(r) (A~ D)r (4.4)

dr 2 4N — 2

Asumiremos en este caso y como en los anteriores por las condiciones mencio-
nadas obtenemos que P = p = M = 0, esto corresponde a la soluciéon trivial
del problema donde no hay estrella. Entonces proponemos que P'p # 0,

donde la prima denota derivada con respecto a r.
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Posterior a esto, proponemos una solucién de la forma
k
u® = (p, M)

que es un funcién de dos variables sin dependencia de la masa.

Ahora construiremos una solucién, llamaremos a,

dp

L Fi(r,p, M

dr 1(T7 P )
dM

— = F M
dr Q(Tv P )

Posterior proponemos la transformacién homologa para las anteriores ecua-

ciones, la cual es definida de la siguiente forma

0 0 0
X = —F(r,p, M ! —F(r,p, M M) | s F(r,p, M
£0r) (.30 )40'(0) (5 (b)) 40P 00) (P
(4.5)
donde F', es una funcién dada que se le aplicard al operador X. Realizando
la mismas operaciones en el caso Newtoniano, ahora encontraremos 1 y 12,

los cuales estan representados de la siguiente forma

o (p) = €)= €0r) 3 IR+ (p) 5 In(F) - (M) 51 In ()
y
et (m) = 526 (1) = € (1) - In (Ba) o (p) 5 In () om (M) 7 n ()

de las cuales Fy(r,p, M) y Fs(r,p, M), ya son conocidos y simplemente se

mencionan para simplificar la notacién

0 (p+P(p) (CMA=1)+k((A+1)P(p)+c*p (A—1))r?)

F = P
r((A+1)‘jl—1;(p)+c2(A—1)) (—r +2M)
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" 1k (2 (=143 p+3P(p)(A—1))r?
S 2X— 1

damos el analisis, donde 72 depende de M y £ depende de r.

d d 2 m(p) (—02+3c2A+3 (% (p)) A—%P(p))
aM™? T T —c2p+3¢2pA + 3P (p) A — 3P (p)

de la ecuacion obtenemos las siguientes relaciones, esto se puede llevar acabo
ya que haciendo un andlisis, existen tres derivadas que como tal solamente
depende de una sola variable, es decir, se puede separar en varios proble-
mas, tomar que la derivada es igual a una constante y hacer la integral

correspondiente, y obtenemos las siguientes relaciones

d

—no(M) = =aM
dan( )=a =mn2=aM + «,

(a —3b)(3¢*pA = *p + P(p)A = 3P(p))
(3\ — 3) (dipp(p)) 4 2(3A 1)

m2 =
Ahora veremos la relacién que tenemos para 71, en este caso solo la dejaremos

expresada de la siguiente forma

Tm(p) = 5-E0) = €0 A1+ m{p)A] + m(0) 4]

donde

gy O (2 (p+P(p)) (42X — )M + k(A + 1)P(p) + 2p(A — 1))r?))

or (7« (()\ +1) (%P(p) +(\ - 1)) (2M - ’”)»
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Ya una vez que tenemos la expresion correspondiente a 7);, proseguimos a
resolver la ecuacion anterior, y el resultado es una ecuaciéon de grado 7, la

cual es
H7T7 + H67“6 -+ H57“5 + H47"4 + H37’3 + HQT‘2 + lel + Ho?"o =0,

de los cuales, cada coeficiente tiene un resultado, el cual es el siguiente, y
cada coeficiente por si sélo es igual a cero. Aqui n; y P dependen de p y

tenemos los siguientes resultados para cada H,, paran = 1,2,3,4,5,6,7

H5:0 Yy H2:0

Hy=24m?C (21 —1) (A—l)c2+(wr1)E p+P
i) )

Hy =16mC (2X—1) <()\ 1) - (A + 1)?:) (p+ P)

d*P dP\?
Hy = 8m”(2A —1)[m(c*Ap+ PA+ P) + P mA+1) (dp)

d’l71 dP

dm
= 1)c? P+ p 2P (N—1)(1+ ¢
i dp(()\+ )e'p+ AP“+ P)+¢ dp(/\ )(1+ ¢*)]
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2P\’
Hy = < > (4m Pm — 4 Pmdn, PmA + 4n1c* — 871 PA*m — 81 c*\?
D

dm

—dm A pm) + < ap

dP
) (dp> (—=8\2Pm + 4c*pm — 4ANPm + 4Pm

dP
—8\2pm — AN + <

2 , dP
& [—4n1m + dmmA + 8mA ] +6

dp
(—4bAPm — 4aP — CN2cp?k — 2C APk — 8bA*Pm, — 4bA\cpm
—2CN22pkP — damP + 8aP)X? — CA?P? + 8ac?pA% — 81¢2mA

+16m1*mA% — damc?p — 8bAE pm + ANP + dacpX + Cctp2k + 4bc?

—dac’p — 2CN® — CP%k + 4amPX + 4amc?p) + 4bpPm, + <CZ’1>
0

[—804)\2pm — 82N\2Pm + 122 APm + 12¢* \pm — 4t pm, — 402Pm]
+P(—12aAc? + 4ac® + 8amA?c? + 12act p\ — 8bc*N2m + 2Cc* M\ pk
—4bc*Pm + damc® + CkP — CAN Pk — 12am\c?) — Cp?k
+4actp — CEN2 p2k + 8amc* p\ + 12bc* \pm + 2C SN2k

—12ac*p\ — 121 m\ + 8n1ctmA? — 12amcp) + damc?p

+an ctm — 20N 2 pk + 8a%c? — 8bc*A?m — 4bct + 8act pA\?
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Donde la componente de Hg, es

Hg

d*P
2 Kd2> (mP*m + 2mcpPXm + 2m¢® pPAm — me'p’m
0

d dpP
mctp? N2m + ni P2N2m + 21 P2 Am) + 2 <dpm> <dp> (mAP?

2mA ?pP + mA\2ctp? + 2mA22pP + mP? + mctp® + mA?P?)

dP\?
(d) (—4mPXm — 20,2 N2 pm — 2 PA*m — 2112 Apm
0

dp
2m Pm) + <d> (—6bmAP? + aP?\? — 212 PAm + 3bmc'p?)
P

<((11];)( P? 4+ 2amP?\ — 6bmA ?p P + 2ac® pP ) + 2ac? pP N>
amP? — actp?® + 2np1ctpm + 21t pm 4+ amP? A% + act p?\?

Am AN pm + 2aP? X + amctp?\? — amc*p? — 3bmP? + 212 Pm
2amcpPA? — 412 PX2m — 3bmA\2P? + 21t A pm — 3bmA%ctp?
6bmA2c2pP + 2amc*p P \) + (637,01) (=2c*mApP — *mP?
Emp? + EmAZp? — 2¢5mA p? + AEmAEP? 4 2¢'mA%pP)

aP?c + (ac6 + amc® + ac6)\2)p2 —2mct PA2m — 20t pPA
30c2mA?P? — 3bc®mA\2p? — amP?c® — 6bc'mA\2pP + aP? )\
2amct pPA — 3bcPmp? — 218 pm + 3bcPmP? — 2,5 N2pm
6bcSmAp? + 6bc mApP + 2m1c* PAm — 2amc® p? )

2amctpPA? + 4 S hpm + 20t pPA% + amP? N2 c?

amc®p?\? — 2ac8p?\

(4.7)
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La componente de H7, es igual

Hy

d dP d d
—2( = — ) AP2— (= — P ) 22?4+ 2bc5 2
(dpm> (dp> (dpm> (dp ) coer
d Ao dP\ _, d> )
2 — MNpP+2b|— ) P?— —_P|P
(dpm> capET <dp) " <dp2
d d dP
2b2 P2 et 2P2_ Bl s )\QPQ
< (P) +<dpm>c dpm dp
d dP d
6 —n ) SN2 +4b( — | NP2 — [ —m1 ) AN2P?
dp dp dp
dP d dP dP\?
2mcthp— — Z VA2 12 bl 2\
ne pdp+<dpm) <dp>6p i m<dp> e
6 2 612 2 4 dpP 2 2
4bc’Ap” +2bc’ A p” — 2 c*PA+2m ch PA

P
20 (fz) N2ctp? — A p+ 2 PA® + 2bc® A P?
P

d—2p 4% — d—QP (P)? A2 -2 d—QP P2)
m\ gzl ) —m{ g m\ g2

dpP dpP dpP\?
20 ( — | N2 (P)? —2mcEP— +4m ( — ) PA
dp dp

dpP\? d
2m <> AN —2mictp d—pP+4bC4)\2pP
? 2 > 2 2
2m | — P PX—2m (=P P
m<dp2 )Cp m<dp2 )cﬂ
d2 4 242 d 6 2 4
m d7p2P cp AT 42 d—pm cAp® —4bc*Ap P
P
4b (d> ANpP +2 (dm) ANp P+ 20502
dp dp
d ap 2 d 6 2 dpP 4 2
— e N e —2b | —
(dpm> <dp)( ) (dpm>c ’ <dp>0p
dpP\? d dp
2m () P+2mcp—2 (771) () Ncp P
dp dp dp

d dpP dpP
2(—m | (= | AZpP+4b(— | NP
dp dp dp

dpP dP
4771c2px2d7 +2mc*PA W + 4t p —
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Cada uno de los coeficientes de H,, se debe anular, vemos el caso donde
el coeficiente independiente, es decir Hy, tiene dos posibles casos, que la
constante C' = 0 o C' # 0, veremos el caso mas interesante que es el segundo,

por lo tanto nos quedaria de la siguiente manera

(A+1) <ij(p)> +cFA-1)=0

De aqui obtenemos una solucién la cual es

A =1)p

N1 + C

P(p) =~

donde (', es una constante arbitraria y para satisfacer las condiciones ini-
ciales C1 = 0 para este caso. Nuestras relaciones quedarian de la siguiente

forma

c
771(9) = p(a - 3b)7 772(M) =aM + «, f(’l“) =br+ 7472’
que cumple la transformacién homoélogica mencionada en (4.5).
Ahora que tenemos la propuesta fiséamente mas aceptada para este problma,

proseguimos a verificar como quedaria nuestro sistema después de este cam-

bio, de las ecuaciones (4.3) y (4.4), M y p dependen de r

dP( - 1 py (8MA—4M + krd3c?phy — 2kr3c?p + krdc?py)
ar- VT2 Ay —=2+7)r(r—2M)
y
d ()_ECQkp(T‘)(Q—F?))\’)/—?)’}/)TQ
a1 2N 1

De las ecuaciones (4.3) y (4.4) haremos unas pequenas modificaciones,

vamos a realizar una transformacién de los siguientes apartados

M (r)=rm(r)
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De aqui daremos una dependencia del tiempo, es decir ¢ = In r.Por tanto las

derivadas quedarian de la siguiente manera, asumiendo también que P’p # 0.

o= ar ()
dr r
d d
. (r)y=m(r)+ o (r)
' sl 2
Lot - 2L 20

por lo tanto nuestro sistema quedaria de la siguiente forma

—8Ay+8—2~)m(t 2Ay—4+2
d (t)_mf) (e y+ CEApEE 20 | 2300420 )
at'\ = (1—2m(?))
’ (t) ( )
d B 1p()(2+3Ay -3y
g =—mt+3 21— 1

El andlisis de los sistemas autéonomos se lleva a cabo con base en la ca-
racterizacion de sus puntos fijos. Un punto fijo representa una condiciéon
estacionaria en la dindmica del sistema. El estudio de los puntos fijos es de
suma importancia ya que estos proporcionan la informaciéon necesaria pa-
ra obtener las propiedades naturales de sistemas auténomos de ecuaciones
diferenciales ordinarias. De tal manera que, la estabilidad de los sistemas
lineales y no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias es caracterizada
por la naturaleza de sus puntos singulares. La estabilidad de un sistema

puede entenderse como una continuidad en su comportamiento dinamico.

Buscamos los puntos de equilibrio del anterior sistema, cada término
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igualado a cero, es decir

d d

Visto de mejor forma, lo que queremos realizar es

(—8Ay+8—=2y)m(t) 2Ay—4+42~ _o
Ay =247 Ay =247

—p(t)y+

(t) (2+3Xy—37)
2v—1

—m(t)+1/28 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones para pu(t) y m(t), obtenemos los puntos
fijos del sistema y es claro ver que el punto donde m(t) =0y pu = 0 es el
punto fijo obvio del sistema y el otro es

o (8) = 2A—1)(Ay—2+47)
0 CAF TN ANy — 42N+ 8y — 272

(4.8)

1 Ay=2+7)2+3Ay—37)
2 A+ TA2A2 — 4 Ay — 42N+ 8y — 242

mo (t) (4.9)

Y vemos el caso particular donde A = 1, es decir nos rentamos al caso de la

relativad de Einstein

2y —2
)= ——-" =
w0 = Ty
y
2v—2
m(t) = ————5——
®) —4 492 +4y

Dado el cambio de varible y la definicion d elas variables de densidad y
masa los puntos fijos expresados en las ecuaciones (4.8) y (4.9) se obtiene la
generalizacion de la solucion de Misner y Zapolsky [9] para el caso de teoria
de Rastall, que es dada por

2A—1) Ay —2+7) 1
p(r)=— 2.2 _ A2 o2 2
44+ TANy2 =4y —4y* X+ 8y —2~2 4nr
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1 Ay =249 (2+3Ay=37)r
2 A4+ TAAZ — 4Ny — 42N+ 8y — 212

m (r)

en analogia con el caso anterior esperamos que este sea un punto espiral
para algunos valores de los parametros (), ), lo cualsquiera analizado en la

siguiente seccién.

4.3. Analisis grafico

Ahora vamos a realizar el analisis grafico del sistema

d B Lu)2+3XAy—37)
am(t)— m(t)+§ Sy 1
Y A
—8AY+8—27)m -
PPl GO K e v e o),
at"\ (1—2m(t))

donde podemos ver que m # 1/2 por la discontiniudad que genera ese punto,
también v # 2/(A+1) y cuando v = 0 entonces A # 1, también diremos que
1<y <2

Ahora lo que vamos a realizar, ya una vez que tenemos un modelo no
lineal, después de haber realizado la trasformacion de el sistema no auténomo
a un sistema auténomo, vamos a reducirlo a un sistema a su forma lineal
por medio de expansiones de Taylor al alrededor de cada punto fijo. Vamos
a verificar esto usando la Jacobiana del sistema y evaluando en cada punto
fijo.

1 243v(A-1)
J = 244X

_ 29p(=1 (24 pt ACHyp)  2(m(— 44y Ay A) (= 24+ A) (= 14yw)
(1—-2m)?(=2+7+72) (1=2m)2(=2+7+7A)
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Ya tenemos la Jacobiana del sistema proseguiremos a determinar los au-
tovalores A1 y Ao, lo que permitira realizar la clasificaciéon para cada valor
propio, de acuerdo a como se muestra en la figura 2.5. Como mencionamos
anteriormente, nuestro sistema admite dos puntos fijos, por lo que evalua-
remos el jacobiano en cada punto fijo y obtener sus respectivos autovector.
El jacobiano para el primer punto fijo es:

1 230D

—2+4X
J(0,0,7,) = oo
0 =55x

Donde obtenemos que los autovalores para este par de puntos fijos son
)\1 == —1, y )\2 =2

Ahora vamos a realizar el estudio para el segundo par de puntos fijos, por

lo cual el Jacobiano nos queda de la siguiente forma

-1 2+3y(A—-1)
—2+4X

_2(=Ay ) —24+9A

Y2(=14+2y)  y(=1+2)

J(m07M07% )‘) =

Donde los autovectores correspondiente son par de puntos fijos del sistema

=324/ —ATYIN2 + 32940 4 1692 + 2073N — 6493 + 3692 + 2
27221 — 1)

=372\ — /—4TyAN2 4 3294 + 1694 4 2073 — 6443 4 3692 + 2y
272(21 — 1)

a9 =

Vamos a verificar la raiz, ya que es el valor que nos dira cuando podremos
encontrar soluciones positivas o negativas, esto quiere decir el signo de los
autovalores que como ya se menciono, dependiendo del valor del autovalores,
las trayectorias se comportarian de cierta forma. En la Fig 4.1, donde abajo
de la curva tenemos autovalores complejos es decir, trayectorias elipticas y

en la parte superior, autovalores reales.
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OBFT T T T T

0.7k 2(5+8y-2 VT (4-3 )
ATy
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Aly)

041

0.3

0.2

Figura 4.1: Anélisis de la clasificacién de la soluciones imaginarias o reales

Ahora daremos unos ejemplos donde vamos a variar los valores de A y 7,
para ver como se comporta el sistema para unos valores escogidos de tal
forma que la dindmica sea distinta para cada caso Como se puede ver el la
Fig. 4.2, en la parte izquierda superior podemos ver el caso donde A = 3/2
y 7 = 3/2, en este caso tenemos un atractor, todas las trayectorias que se
encuentran entre 0 < m < 1/2 van hacia el punto fijo que se encuentra con
centro aproximandamente en ~ 0,2, para todo los valores en el intervalo
1/2 < 'm < 1, tenemos que las trayectorias se alejan del atractor y su direc-
cion es positiva al eje de mu, podemos decir que dentro de la primera region
de m tiene una analogia con un agujero negro, el cual son trayectorias sin
retorno y en la segunda si lo son. Para la parte derecha superior tenemos
los valores A = 0,498 y v = 1,894, se puede ver como el campo es constante

hacia la parte positiva de m, con su excepcién en m = 1/2.

Siguiendo con el estudio de la Fig. 4.2 de la parte inferior izquierda, tenemos
para A = 0,392 y v = 1,514, las trayectorias para estos valores son un poco
extranas pero simetricamente, es decir en nuestro intervalo de 0 < m < 1 te-

nemos un atractor en la parte superior que tiende a la excepcién en m = 1/2
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Figura 4.2: Varios casos para nuesto sistema de ecuaciones

y como menciono es simetricamente con la diferencia de que de la regién
1/2 < m < 1 tiene un atractor en la parte inferior que va tendiendo de igual
forma al valor m = 1/2. Y de la parte derecha inferior tenemos a A = 0,466
y v = 1,412, ese caso las tractorias son para estos valores el comportamiento
de las trayectorias para la regién 0 < m < 1/2, las trayectorias son hacia la
parte superior en 7, muy pegadas al m excluido, y en la parte 1/2 < m < 1
donde dos tipos de trayectorias, en 1/2 < p < 1 las trayectorias tienden
hacia arriba y en el intervalo 0 < p < 1/2 tienden las trayectorias hacia
abajo con algun punto cerca de la recta m = 1/2.

Ahora vamos a proseguir a realizar el estudio concreto de este tipo de
puntos, donde ya se obtuvo y se sabe donde hay soluciones con diferentes
comportamientos. En la Fig. 4.6, se puede ver la superficie de soluciones,

donde A se encuentra dentro del intervalo 0 < A <1ly~vyenl <y <2

De la Fig. 4.3, nosotros logramos ver que el atractor de forma espiral ,
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| 2 ¥ f1 f2 pFm pFmu
Szm 3y
pL | 2 3 me T8 [ e o Kl 0.226236  0.212928
z ry 16 1-2m

p2 | ©.498  1.894 m+ 106.545 % 0.50004 0.00469321
m

p3 | ©.392 1.514 m+1.76281 1 % 1.63133 0.925412
m

pd | 0.466  1.412 m+ 1.92665 {2.-L.2SERTM-LALZMIE ) pps4 0.521841

1-2m

Figura 4.3: Tabla de valores para A y -, donde f; es la diferencial de mu una vez sustituido los
valores de A, fa2 es el valor que toma la diferencial de m después de la sustitucién, pF'm y pFmu
es el valor exacto aplicado en m y u respectivamente

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 20
Y

Figura 4.4: Contorno de solucién

para estos valores se comporta de la misma manera sin embargo el tnico
cambio que se obtiene es el centro de la espiral, es decir el punto P se va

desplazando de forma vertical sobre el mismo punto en la coordenada m.

De la Fig. 4.4 podemos ver el contorno de la solucién, se puede ver
las expecificamente los valores que se obtienen para la solucién. En la Fig
4.5, nos explica exactamente lo mismo pero visto en 3 dmensiones Con esto
ahora nosotros tenemos la superficie de soluciones, cuando las soluciones son

de forma espiral, cuando las soluciones son reales, es decir verificando los
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Figura 4.5: Contorno de solucién en 3D

autovalores sabemos el espacio fase donde se encuentra los autovectores.
La diferencia de la Fig. 4.5 y la Fig. 4.6, en la primera se puede ver el
contorno de soluciones cuando iteramos una vez en el tiempo y mientras

maumenta el tiempo, obtenemos la superficie de soluciones.
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T 1.0

Figura 4.6: Grafica donde podemos ver la superficie de soluciones para nuestro sistema



Capitulo 5

Conclusiones

Los principales resultados obtenidos en esta tesis se centran en dos direc-
ciones principales. Una de ellas en la obtenci‘on de una ecuacién de estado
asociada al sistema de TOV-Rastall, que descibe el comportamiento de una
estrella modelada a partir de la suposicion de que esta es estatica y esféri-
camente sim”etrica, descritas por un fluido perfecto como fuente de materia
y apartir de la imposiciéon de cuasi-homélogias se ha probado que estd con-
dicién genera una ecuacién de estado lineal, es decir, P = (y — 1)c?p. Este
resultado generaliza un trabajo previamente obtenido [3] en el marco de la
teoria de la Relatividad General. En la otra direccién, ahora mediante el
empleo de la sistemas dindmicos, a traves de la teoria desarrollada para el
analisis cualitativo de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarios, pre-
sentamos un analisis de la dindmica en torno a los puntos fijos del sistema
TOV-Rastall con la ecuacion de estado lineal previamente obtenida, mos-
tramos que este sistema admite dos puntos fijos uno de ellos es un repulsor
y el otro es un punto espiral. El punto espiral por la Fig. 4.3, vemos que
las trayectorias mantienen el movimiento espiral pero el centro cambio de

forma horizontal para valores diferentes de ~.
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