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Abstract

We consider an optimal control problem that minimizes a quadratic functional subject to a linear
control system described by differential equations. The studied functional exhibits the turnpike
property. We study specific examples that help us study and analyze the turnpike property. Nu-
merical methods of solution to these types of problems are also considered. Numerical methods
consistent with shooting are specially selected to exploit the turnpike property to facilitate a nu-
merical approximation.

Keywords: Pontryagin Maximum Principal, Long time control optimization, Gradient descent,
Turnpike property, Static optimal control problem.
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Resumen

Consideramos un problema de control 6ptimo que minimiza un funcional cuadratico sujeto
a un sistema de control lineal descrito por ecuaciones diferenciales ordinarias. El funcional estu-
diado se caracteriza por contener la propiedad de turnpike. Analizamos ejemplos especificos que
permiten asimilar la propiedad de turnpike. Se considera también metodos numéricos como shoo-
ting ajustados a explotar las ventajas de la propiedad de turnpike para facilitar la obtenciéon de
aproximaciones numeéricas.

Palabras clave: Principio Maximo de Pontryagin, Optimizacién en largo intervalo de tiempo,
Método de gradiente, Propiedad Turnpike.
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Introduccion

La teoria de control éptimo (TCO) estudia la minimizacion 6 maximizacion de un funcional sujeto a
una ecuacion diferencial. La TCO se utiliza en el analisis de sistemas controlables dinamicos. En este
trabajo tales sistemas estan definidos mediante sistemas de ecuaciones diferenciales. El problema
de control 6ptimo consiste en llevar una posicion, o estado, a otro estado final, estableciendo o
no algunas restricciones en estos estados, y al mismo tiempo minimizando o maximizando algin
funcional. El principio maximo de Pontryagin establecido al final de los anos cincuenta por L.S.
Pontryagin dio raiz a un desarrollo de la teorfa de control 6ptimo y al manejo de problemas
del mismo. Pontryagin propuso un método diferente de aquellos usados en la teoria de célculo de
variaciones, que hasta ese punto habia tratado problemas similares. La principal diferencia consiste
en que la derivada de la variable independiente del funcional esta definida en un compacto, mientras
que el célculo de variaciones la variable independiente vive en un conjunto abierto.

A lo largo de este trabajo se estudian tnicamente problemas del tipo lineal cuadratico, es decir,
el sistema controlable es lineal y el criterio a minimizar es un funcional de forma cuadratica.
Este tipo de sistemas por lo general son usados para el diseno de helicopteros del tipo Boeing
Vertol [16]. Se propone que los sistemas estudiados presenten una funcion de control sin restriccion
alguna, y que sean dirigidos de un estado inicial fijo dado a un estado inicial libre en un intervalo
de tiempo grande y finito. Se demuestra que bajo cierto criterio dichos sistemas se mantienen
exponencialmente cerca de un estado fijo, por la mayor parte del tiempo, permitiendo saber con
calculos relativamente simples y casi inmediatos el comportamiento de las soluciones 6ptimas.
Esto también facilita la obtencion de ciertos métodos numéricos simples que resuelven el sistema y
posiblemente abre el camino a la simplificacién de las soluciones a estos problemas con un sistema
no lineal [17].

0.1. Problema principal

Hallar el control optimo u : IR — IR™ sin restricion, u € L*>(0,T) (ver Definicién 1.10) y
funcion 6ptima x :— IR™ del sistema

t(t) = Az(t) + Bu(t). (1)



2 Introduccion

Sean A,B matrices constantes de dimensiones n x n, m X n respectivmente. x € R" u € IR™ tal
que minimize el funcional de costo cuadratico':

l\DI»—t

/ r— 2N Qx — 2% + (u — u)*U(u — ud)>dt, (2)

donde () es una matriz () positiva semi-definida de n x n, U positiva definida de dimensiéon m x m.

El principio méximo de Pontryagin utiliza el hamiltoneano H definido de la siguiente forma:

H(x,,¢0,u) = —fo+ " (3)

donde 1 es la funciéon vectorial llamado estado adjunto ¥(¢) : [0,7] — R". En (2.17)-(2.19) se
demuestra que el control 6ptimo tiene la forma:

u(t) = —U ' B*)(t). (4)

Aqui 1 es el estado adjunto 6ptimo. En este trabajo se demuestra que las soluciones optimas
(z,1,) de (1) se mantienen exponencialmente cerca de las soluciones al problema de control
6ptimo estatico ((Z(t),(t),1o(t),u(t))) en el intervalo de tiempo [£,T — &] C [0,T] para algin
¢ € IR. El punto (&, A, @) se convierte en el turnpike de la solucién 6ptima ((Z(t), P (), tho(t), a(t)))
separando dicha solucién en tres diferentes intervalos:

= La primera parte de la solucion es una pieza corta definida en [0, &] para algin £ € IRg en lo
cual la solucion 6ptima se traslada del estado inicial a (&, A, —1,4).

» La segunda parte es casi estacionaria, al igual que el extremal (Z, 5\, —1,4) sobre el intervalo

[gvT - f]

» La tercera y ultima parte de la solucion definida en el intervalo [T — &, T| en donde se la
solucion se aleja del turnpike al punto ((z(7"),¥(T), —1,u(T))).

Soluciones que muestras estas propiedad se dice que muestran la propiedad de Turnpike.

0.2. Metodologia

La estrategia usada para verificar y analizar el comportamiento de las soluciones 6ptimas
(z,1,%) del problema (1) es dar una idea y una explicacion de la demostracion del teorema prin-
cipal para el caso lineal cuadratico. Desarrollar ejemplos de sistemas que muestran la propiedad
de turnpike, es decir, la oscilacion alrededor de el estado estatico (ver 2.1). Obtenemos solucio-
nes analiticas y explicitas mediante el principio maximo de Pontryagin. Se comprueba y compara

L(*) es el operador que indica el transpuesto de una matriz
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las propiedades presentados por dichas soluciones con las condiciones establecidas por el teorema
principal. Ver Teorema 2.2.

Se mencionan las ventajas que presentan dichos sistemas para la obtenciéon de soluciones aproxi-
madas calculadas mediante métodos numéricos. De esta manera se obtienen las soluciones 6ptimas
aproximadas. En este trabajo utilizamos los resultados de [17], donde se estudia la propiedad de
turnpike en sistemas no lineales con control acotado.

0.3. Objetivo de la tesis

El objetivo de esta tesis es revisar y explicar mediante ejemplos la propiedad de turnipe. Se
muestran soluciones de ciertos problemas de control lineal cuadratico. Ademés, de promover el
estudio de este tipo de fenémenos en casos donde el sistema (1) es no lineal.

0.4. Organizacién de la tesis

El presente trabajo se divide en cuatro capitulos y un apéndice. El primer capitulo contiene de-
finiciones cruciales para el entendimiento de las conclusiones y afirmaciones realizadas en capitulos
posteriores. El segundo capitulo expone el teorema principal y la idea de la demostracién. Ademas,
se describe el problema de control 6ptimo cuadratico. El tercer capitulo muestra dos problemas
de optimizacion del caso lineal cuadréatico donde se muestra la soluciones analiticas 6ptimas de los
sistemas y se comparan con las soluciones obtenidas con el método numéricos empleado en este
trabajo, mostrando en el apéndice las soluciones analiticas completas de ambos problemas. Final-
mente el capitulo 4 hace una breve explicacion y exposicion de el método numérico implementado.



Capitulo 1

Preliminares

Establecemos algunas definiciones cruciales para el mejor entendimiento de este trabajo, las
siguientes afirmaciones se encuentran demostradas en |14, paginas 51 - 53].

Definicion 1.1. Una matriz cuadrada Q = (g;;) para i,j = {1,...,p} es llamada Hermitiana si
es igual a la transpuesta de su conjugada compleja, es decir g;; = Gi;, 1 < 1,57 < p. Se denota como

Q=Q".

Sea Q,xn € IR, matriz simétrica:

La matriz () es positiva definida, donotada como ) > 0 si:

= \; >0,7€{l,...,n}, para todo \; € Spec(Q).

= El producto v*Qv > 0 para todo v € IR" con v # 0.

La matriz () es positiva semidefinida, denotada como ) > 0 si:

= N\, >0,i€{l,...,n}, para todo \; € Spec(Q), y existe por lo menos un eigenvalor A\;; =0
para algun i; € {1,...,n}.

= El producto v*Quv > 0, y existe un v € IR", v # 0 para el cual v*Quv = 0.

La matriz () es negativa definida, denotada como ) < 0 si:

= \; <0,i€{l,...,n}, para todo \; € Spec(Q).

= El producto v*Quv < 0 para todo v € IR" con v # 0.

4



= () =—M donde M > 0.
La matriz () es negativa semidefinida denotada como @) < 0 si:

» )\, <0,i€{l,...,n}, para todo \; € Spec(Q), y existe por lo menos un eigenvalor A\;; =0
para algin i; € {1,...,n}.

s El producto v*Quv < 0, y existe un v € IR", v # 0 para el cual v*Qu = 0.

Definicion 1.2. Una matriz H con coeficientes reales es una matriz Hurwitz o estable si todos
sus eigenvalores Ay, ..., \, tienen partes reales negativos.

Definicion 1.3. Sea G una matriz m + p X n + q particionada de la forma

G:(% g) (1.1)

con, C de dimensiones m X n y F de dimensiones p X q. El complemento Schur de C' en G es
definido como

(G/C):=F - EC™'D. (1.2)

Tomando en cuenta las matrices definiciéon 1.1 se genera el siguiente lema cuya demostracion se
encuentra en [25, Pg. 4].

Lema 1.1. Si las matrices C y F son cuadradas y ademds se cumple que CC™'D = D y EC71C =
E, entonces se cumple la igualdad

det(G) = det(C) det(G/C).

Definicion 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, con A y B subconjuntos no vacios de X . Definimos
d(A, B) = inf{d(a,b)la € A,b € B}. Para ¢ > 0, definimos A, = {z € X|d({z},A) < ¢} y
B, = {z € X|d({z},B) < ¢}. Definimos entonces dy(A, B) = inf{p > 0|A C B,,B C A,}.
dy (A, B) es la distancia Hausdorff entre A y B

Definicion 1.5. Sea S un conjunto con elementos bien definidos. St F' denota un mapeo de S en
R tal que a cada elemento de f C S le corresponde exactamente un numero real, entonces [ es
llamado un funcional en S.

Definicion 1.6. Sea f: D C R" — IR y sean eq,es,. . .,e, los vectores de la base canonica de IR"™.
f se llama parcialmente diferencialbe en x € D con respecto a la coordenada i si existe el limite
0 f(z + he;) — f(x)

flz) =0;f(x) = lim

Ox; h—h,h#0 x
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Definicion 1.7. FEl gradiente de f : IR" — IR en x € D esta definido por el vector

grad f(z) = Vf(z) = |

Definicion 1.8. Sea f : IR" — IR diferenciable y sea Vf : R" — R" diferenciable. La derivada
de Vf en el punto xog es una matriz n X n denotada como

= (Hess(xg))ij a2f(l'0)

H = )
58 f xo 8@(‘91']

Definicion 1.9. Sea A : I — IR™™"™ una funcion matricial continua en I. La matriz fundamental
de A(t) es la matriz ® : [ — IR™™" y tiene la forma de

(t) = ( e1(t) @a(t) . onl?) )

tal que por cada j = 1,2,...,n, ¢;(t) es la solucion del problema de valor incial (ver definicion

1.14):
Tt =A(t)r, xz(0)=e,.

Definicién 1.10. El espacio L>®°(D) € S consiste en todas las funciones f(x) medibles en S tal
existe un numero real positivo 0 < M < oo tal que

|[f(z)] < M.

en D CS.

La definicion de una funciéon medible se puede encontrar en [22, Pg. 284] y 23, Pg. 77|.

Definicién 1.11. Sea A C R, ¢ € R y sean f,g : A — IR. Escribimos f(x) = O(g(x)) para
xr — ¢, si existe una M > 0 tal que lim,_,. |%‘ < M.

Definicién 1.12. Sea A C IR, c € R y sean f,g : A — IR. Escribimos f(x) = o(g(x)) st para
todo ¢ > 0 eziste algiun k > 0 tal que |f(z)| < c|g(x)| para todo x > k.

Definicion 1.13. Consideramos un dominio (abierto y conexo) D C R" xR y sea f : IR" xR —
R"™ un campo vectorial sobre D. Definimos como la ecuacion diferencial (EDO) asociada a f
como:

T = f(z(t),t), (1.3)

donde t € IR es un parametro y el punto indica diferenciacion respecto a t. La funcion, o campo,
f siempre es conocida y la funcion x es desconocida.



En este documento se trabajara principalmente con EDOs del tipo
T = F(x(t),u) (1.4)

la variable independiente t estd contenida en los reales, mientras que la variable dependiente
x € IR". La variable u, conocida como variable o funcién de control, esta contenida en IR™.

Definicion 1.14. Se llama problema problema de wvalor inicial al siguiente problema. Sea
D C R" x R¥, y sea (wo,t0) € D. Encontrar una trayectoria de (1.3) tal que satisfaga x(ty) = xo.

Existen varios métodos numéricos para obtener aproximaciones numéricas de las soluciones
de este tipo de problemas tales como el de Runge-Kutta. Sin embargo, para este trabajo nos
enfocaremos mas en problemas frontera.

Definiciéon 1.15. Sean (z9,ty) y (x7,tr) elementos de D. El problema de frontera consiste en
encontrar una trayectoria de (1.3) que pase por (xo,to) y (xr,tr). Es decir se busca la solucion
correspondiente que satisfaga X (to) = xo y X (t7) = xr.

Este tipo de problemas se considerara en el capitulo 4.

Varios modelos matematicos son descritos mediante sistemas de EDOs; el modelo SIR (llamado
asi porque toma en cuenta la poblacion Suseptible, Infectada, y Recuperada) que consiste en
modelar de manera simplificada la transmision de una enfermedad infecciosa tal como la influenza
o gripe comun (|15]), el sistema Lota—Volterra es un ejemplo de un modelo que puede representar
con precision la dinamica de un sistema ecol6gico con una interaccion presa-depredador.

Varios procesos en la vida real, son controlables, es decir su realizaciéon tiene como factor
las diferentes manipulaciones realizadas por el hombre. Con esto surge una inquietud, sobre la
existencia de un proceso mejor bajo ciertos criterios, o mejor dicho, el proceso de control 6ptimo.
Al hablar de optimidad se requiere especificar el sentido, ya que puede que el proceso sea éptimo en
tiempo pero no en gasto de energia. Este tipo de problemas, matematicamente recaen y originan
en calculo de variaciones. En este trabajo se utilizara como base matemaética el principio méximo
de Pontryagin.

Un proceso de control descrito por un sistema de ecuaciones diferenciales se define como:

T = f(x,u) (1.5)

donde f:IR™ x R™ — IR" y es de clase C? en D € IR" x IR™, x vector de estado en IR",es decir,
f € C¥(D),D € R" x R™, u € IR™ es el control que es funcién continua a trozos definida en
intervalo [0, T']
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Figura 1.1: Movimiento de particula en el plano y(t), y(t)

Ejemplo 1.1. Sea una particula moviéndose de forma rectilinea, siendo y(t) su funcion de posi-
cion, influenciada por una fuerza F sin friccion.

m F
[ Y—>

Figura 1.2: particula moviéndose de forma rectilinea

Usando la segunda ley de Newton (F' = ma) y sustituyendo m = 1 y a = §j obtenemos
i = F(t,y,y). Si designamos el uso de la aceleracion como la funcion de control se obtiene F' = u(t)
entonces tenemos que §j = u se transforma en

Yy = x1, U = To, (1.6)
SL’.l = T9, 1:2 = u, (17

(2)=(00)(n)(1)we (1.9

Se requiere hallar una funciéon v = u(t) tal que la trayectoria de la ecuacion §j = u y tal que dados
una posicion y velocidad inicial yg v 9o la particula se detenga en un tiempo 7', finito.

o de forma matricial,

Definicion 1.16. FEl sistema & = Ax + Bu se llama completamente controlable en el intervalo
[to, T si para cualquiera dos puntos xg, xr € D C IR™ existe un control u : [tg, T] — Q C R™ que
traslada xo a x7 en tiempo T.

Para verificar si un sistema lineal de control es completamente controlable utilizamos el criterio
de Kalman cuya demostracion se encuentra en |20, p. 17, Teorema 1.2]:

Teorema 1.2 (Criterio de Kalman, 1964). Para el sistema & = Axr+ Bu x € R" ,u € R", A
e R™™ y b e IR™" se establecen las siguientes equivalencias:

s Fl sistema © = Ax + Bu es completamente controlable.



» rank(B, AB,..., A" 'B) = n.

T
= La matriz N(T) = [ e 4'BB*e~""dt es positiva definida
0

Ademds, la funcion
u(t) = Be A tN-Y(T) (eAt(xo . 1:1)) (1.9)

es uno de los controles u(t) que traslada xoy a x1 en tiempo T.

Buscaremos una funciéon de control que es la 6ptima en algin sentido. A este tipo de problema
se le denomina problema de control 6ptimo. Consideremos el sistema de control

2(t) = f(x(t), u(t)), (1.10)

f:R" xR™ — IR" de clase C%(D). Sea R = (R',...,R*) : R" x R" — IR* un mapeo de clase
C? fo: R" x R™ — IR sea una funcién C?(D), u es una funcion € L>(0,T) € IR™. Se busca
minimizar un funcional de costo!:

J(x,u) = o) + / fole(t), u(t))dt (1.11)

y que satisfaga las condiciones de frontera
R(xz(to),z(T)) = 0. (1.12)

La funcion fj se le conoce como costo de funcionamiento mientras que ¢ es el costo final, y para
los ejemplos vistos en este trabajo se tomara ¢ = 0.

Para resolver el problema de control planteado, utilizaremos el Principio Maximo de Pontryagin.
mencionadas més adelante.

Definiciéon 1.17. Sea (1.5) completamente controlable. Sean xq y x1 dos estados en IR™. El control
u(t) € R™ que traslada xy a xp y tal que el funcional (1.11) este bien definido se llama control
admisible.

Teorema 1.3 (Principio Maximo de Pontryagin). [2, Teorema 1, Pg. 19] Sea u(t), to <t < t,
un control admisible que traslada cualquiera dos estados entre si en particular el estado inicial xy al
x7, sea x(t) la trayectoria correspondiente, tal que x(ty) = xo, x(T) = x7. Para que las funciones
z(t) y u(t) sean optimos es necesario la existencia de una funcion vectorial ¥(t) : [0,T] — IR"
llamado vector adjunto, y un nimero real g < 0 con (Y(t),10) # 0. Definimos un hamiltoneano

H
H(x, 9, %0,u) = o - fo+ "z (1.13)

'En este trabajo se trata principalmente con control cuadratico, ver seccion 2.3.1.
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y donde el sistema (1,1 ) llamado también sistema adjunto y H. Las trayectorias dptimas (Z(t),)(t), Yo(t), u(t
se le conoce como la elevacion extremal de la trayectoria. Se deben cumplir las siguientes igual-
dades

1.
i = =520, 00, (0, 7)) = (114
T = il (@(t),¢(t),¢o(t), u(t)) i=1,...,n (1.15)

Oy

2. H alcanza su minimo respecto a v en v =1u, 0 <t <T. Para el caso donde u no estd sujeta
a alguna restriccion tenemos la siguiente igualdad.

O (200). 60, dol1), 1)) = 0 (1.16)

3. El valor del Hamiltoneano (1.13) es cero cuando se evalua en la trayectoria dptima:

H(,z,u) = 0. (1.17)
Condiciones de transversalidad: existen (vq,...,7) € IR* tal que

—0(0) \ _ N~ o R (a0, 2
( A )—;wm (0),(T). (1.13)

En la mayoria de los problemas tratados en este trabajo son del caso siguiente. El estado inicial
esta fijo x(tg) = xo mientras que el punto final es libre, en este caso k = ny R(z(to)) = (x(to) —xo)

Un ejemplo del uso de este teorema es el siguiente:
Ejemplo 1.2. Dado el sistema:
r=1+u
y condiciones de frontera
R(x(0),2(1)) = (z(0) — 0, z(1) — 2).

Se requiere encontrar la trayectoria y control (Z,u) que minimize al funcional:

1

J(u) :/%UQ dt

0

2En general, se utilizara que ¢g(t) = —1 para todos los problemas presentados en este trabajo ya que es una
suposicion generalmente tomada al aplicar el Principio Maximo de Pontryagin.
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Solucién. Aplicamos el maximo de Pontryagin (Teorema 1.3). Sean )9 = —1, ¢» € R y la funcion
H:

H(¢,u) = —%uz + (1 +u)

las trayectorias 6ptimas deben cumplir

- OH
b= =0 = v=0
%—Z(@b,u):—u%—wzo - v=u=C0C

para algun C; € IR, por lo que
$:1+C1 — x(t):(1+C1)t+C’2 CQER
Aplicando las condiciones de transversalidad R = (0,0), tenemos:

z(t) =2t , u(t) = 1.

Aqui tomamos un breve paréntesis para explicar el método numeérico utilizado en la obtencion
de soluciones de las ecuaciones diferenciales. Dado un problema de valor inicial (PVI)?

T = f(x,t) o =xz(ty) € D C R. (1.19)
El método numérico consiste en determinar constantes apropiadas de modo que una férmula como:
Yir1 = Yi + aky + bky + cks + dky (1.20)

coincida con un desarrollo de Taylor hasta el término quinto termino, es decir, de orden O(h?)

Dichas ecuaciones se referien al método ntumerico de Runge-Kutta de 4° orden, éstas son
las siguientes:

1
Yitr1 = Yi + é(lﬁ + 2ky + 2k3 + ky), (1.21)
donde:

ki = hf(@i,ys),
ko = hf(x; + h,y; + k1),
ks = hf(x; + h,y; + ko),
ky = hf(x; + h,y; + k3).

3Para este ejemplo se realizara para = € IR y un proceso similar se realiza en el caso general es decir: 2 € IR"



Capitulo 2

Propiedad de Turnpike

2.1. Preliminares

Definicion 2.1. Un punto critico del sistema diferencial © = f(x) (también llamado punto
estacionario o punto de equilibrio) es el punto es el punto' z, tal que f(z) = 0.

Definicién 2.2. Un punto critico x del sistema diferencial & = f(x) se dice no degenerado si la
matriz hessiana de f := Hess f!x tiene determinante diferente de cero.

El problema de control 6ptimo estatico se define de la siguiente manera:

Dado el sistema completamente controlable

&= f(x(t), u(t))
se requiere hallar el par (z,u) € R" x IR™ que minimice a fy(x,u) sujeto a f(z,u) = 0, es decir

i folz, u). (2.1)
f(z,u)=0

Este es un problema usual de optimizacién en el espacio IR"™ x IR™ sujeto a una restriccion de
igualdad. Asumimos que este problema de minimizacion tiene solucion (Z, 1). Resaltamos que existe
una solucién tnica de este problema en el caso cuando f es lineal con respecto a x y u o cuando
fo es de forma cuadréatica positiva definida en (z, ). Se utiliza el método de los multiplicadores
de Lagrange para obtener estas soluciones (A, \°) € IR x IR\ {0,0}, con A° > 0. Definimos la
funcion

L(z, A\, u) := X fo(x,u) — X" f(z,u). (2.2)

!Usualmente en la mayoria de la literatura el un punto critico se escrito como Z. Sin embargo para facilitar el
entendimiento de este trabajo se le denominara como x.

12
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Las soluciones del problema (z, A,
(

o — \ 7 — * L (4 \ 1 = 2
P ~ oafo A~ N o~ *af &N A
L.z, \a) =\ 5 (Z, A\, @) 5 (Z,\,u) =0
Usando la notacion hamiltoneana de (1.13), tenemos
OH , , « .+ o
9 F; AWM, Aolt), (1)) = 0,
OH , <.« .
O a0y, A, o). (1) =0, (2.4

OH .

El caso cuando \° > 0, se denomina caso normal de los multiplicadores de Lagrange, y consecuen-
temente el caso anormal es cuando A° = 0. En lo que sigue del trabajo se normalizara el valor de
A? mediante: \? = 1.

En base al siguiente teorema se establece la solucion al problema control 6ptimo estatico.

Teorema 2.1. Una condicion necesaria y suficiente para que el punto critico no degenerado
(Z,A,4) sea minimo de fo sujeto a f(x,u) = 0 es que el producto h*Hrh > 0 para todos los
n h-vectores tangenciales* no nulos de f(x,u) en (&, A, a).

La demostracion del Teorema 2.1 se puede encontrar en [13, pagina 19].

2.2. Propiedad de Turnpike

Normalmente, al transladarse de un punto A a otro punto B, muy retirado uno del otro, uno
busca incorporarse a una carretera directa (turnpike en inglés) en un punto A y seguir en dicha
carretera hasta un punto B, cercano al B, donde al salir rapidamente ir directamente al punto
B ver figura 2.1. Este tipo de comportamiento ilustrado por la figura 2.1, es el comportamiento
tomado por las soluciones a problemas de control 6ptimo en un intervalo de tiempo suficientemente
grande, es decir, la mayoria de tiempo se pasa cerca de un estado fijo y en horizontes infinitos la
solucion converge a este estado fijo.

Las soluciones que se mantienen en un estado fijo por la mayor parte del intervalo de tiempo,
es decir, su trayectoria tiene un turnpike se dice que tienen la propiedad de turnpike. Esta
propiedad fue descubierta en 1958 por el economista ganador del premio novel en 1970 Dorfman
Samuelson al estudiar la acumulacion de capital, al estado fijo se le conoce actualmente como
punto de Von Neumann.

2Se llama i-ésimo h-vector tangencial de f(z,u) en (&, A, @) si (h*,V fy, (&, A, @) = 0 con h # 0.
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2.2.1. Turnpike en el calculo de variaciones

Definimos la propiedad de turnpike para el problema variacional, esta definicion aparece en |24,
Pg. xiil.

Definicion 2.3. Considerese el siguiente problema del cdlculo de variaciones:

/0 F(8), 2B)dt - min, 2(0) =z, =(T)=y, (2.5)

donde z : [0,T] — IR" es una funcion continua, T > 0, z,y € R" y f : R x IR — IR. Decimos que
f = f(x,p) € C(RxIR) tiene la propiedad de turnpike si existe un conjunto compacto H(f) C R"
tal que por cada conjunto compacto D C IR" y cada € > 0 existen nimeros Ly > Lo > 0 tales que
por cada T > 2Ly cada x,y € K y una solucion dptima v : [0,T] — IR™ de (2.5), la relacion

da(H(f),{v(t) L € [§, &+ La]}) <€
es vdlida para cada & € [L,T — L.
A lo largo de este trabajo se buscarian soluciones explicitas de problemas que muestran la
propiedad de turnpike. No se usara la definicién (2.3) para determinar si las soluciones 6ptimas

muestran la propiedad de turnpike, y tinicamente se usaran los resultados del Teorema 2.2 para
dicha comprobacion

Turnpike

---------- >
AN
°
B

Figura 2.1: Comportamiento de turnpike

Para el problema de control 6ptimo (1.10) - (1.12), al ser (&, A, @) un punto de equilibrio de las
ecuaciones extremales de este sistema, es natural asumir que, si 7" es suficientemente grande, la
solucion optima ((Z(t), ¥ (t),vo(t),u(t))) se mantiene cerca al punto (&, A, ) la mayor parte del
tiempo.

En otras palabras, la solucién del problema estatico (Z, A, @) se convierte en el turnpike de la
solucion optima ((z(t),1(t), ¥o(t), u(t))) separando dicha solucion en tres diferentes intervalos:

= La primera parte de la solucién es un trozo corto definido en [0, & para algin £ € Ny en lo
cual la solucion 6ptima se traslada del estado inicial a (&, A, —1,4).
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» La segunda parte es semi estacionaria, al igual que el extremal (Z, 5\, —1,1) sobre el intervalo

[gaT - 5]

= La tercera y tltima parte de la solucion definida en el intervalo [T' — &, T en donde se la
solucion se aleja del turnpike al punto ((z(7),¢(T), —1,u(T))).

En la figura 2.1 las tres partes de la solucién corresponden a las secciones del punto A al A, Aal
B y B al B respectivamente.

La propiedad de turnpike se debe principalmente a la naturaleza hamiltoneana de las ecuaciones
del principio méximo de Pontryagin; por los signos negativos y positivos de los eigenvalores de la

*

matriz del sistema aumentado (f(z), ¥ (t))*.

A continuacién, se presenta un teorema que indica cuando la solucion de un sistema presenta la
Y

propiedad de turnpike. Previamente, se requiere establecer algunas preliminares y aclaraciones de

notacion.

2.3. Teorema principal

En esta subseccion se analizan las trayectorias optimas del problema de control 6ptimo (1.10)-
(1.12) alrededor del punto (z, A, —1, )

(t) = & + 6 (t)

ot (t)

+0u(t), (2.6)
() = @ + du(t),

donde (0, 01), du) son las variables de perturbacion de primer orden. Derivamos dos veces parcial-
mente el hamiltoneano (1.13) con respecto a u ,es decir, H,,. Se asume que H,, es invertible y
mediante manipulaciones algebraicas (1.10) - (1.12) se obtiene

Su(t) = (—H,  Hyp)ox(t) + (—Hy  Hy, )6t(t)
02(t) = (Hayp — HupH oy How )0 (t) — (HuyH ) Hy)00(t) (2.7)
0U(t) = (—Hyp + Hyo Hy Hp )0x(t) + (= Hyg + Hup Hy P H ) 0t)(t).

En lo que sigue, se utilizara la siguiente notacion. El hessiano de (1.13) en (z, A —1, @) es escrito
de la siguiente manera:

Hx:): sz qu
Hess H| : =\| Hy, 0 Hy, |,
Z,\,—1,0
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donde

O?H , 0*H

H,, = T, A, —1, 1 H,, =
xT 81’2 (':Ea )\7 ,U), xp 8x8w

(i‘75\7 —1,&),

son de dimension n X n, y Hyy = Hj,. Ademas,

0’H . P2H .
qu: Au)\7_17A ) Hu: Aa)\u_laA )
eout @) = Hraa @)
son de dimension n x m. Se satisfacen las igualdades H,, = H;;,, Hyy = Hj;x.
Definimos las matrices
B = H,y, (2.8)
A = H:m/} — HudeJJqu, .
W= —H,, + H,H, Hy,. (2.10)
Notemos que las siguientes igualdades se satisfacen
0*H . af
Hw = a3 a. A7)\7_17A = 3 A7A
* = Beop 4= 580
y ademas,
0*H . of
B:Hu :—AvAa_laA :_AaA'
Y= Sudn (@ ) = 5-(%,4)

Sea Z(t) := (dz(t), 0t (t))*. Los tltimos dos renglones de (2.7) podemos escribirlos como

Z(t) = MZ(1) (2.11)
con
Mo ( Hayy — Ho H oy Hoy —Huy Hpy Hyp, > .
—Hoy + HupHyp How —Hyo + HygHop Hypy
Aplicando (2.8), tenemos que
M = ( 1’44/ _B_%JB ) : (2.12)

Resulta que 0&(t) = Hypdz(t) + Béu(t). Ahora aprovecharemos la estructura hamiltoneana (ver
Lema 2.6) de la matriz M dada por la propiedades de sus eigenvalores.

Ahora mencionamos el teorema principal general, se refiere a [5, P.6, Teorema 1 |.

Teorema 2.2 (Teorema Principal). Supongamos que la matriz H,, es negativa definida, la matriz
W positiva definida, y ambas matrices A y B satisfacen la condicion de Kalman

rank(B,AB,..., A" 'B) =n
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Definicién 2.4. Sea S un mapeo suave definido de R™ x R™ — R el punto (z,y) € R" x R™ se
llama singular de S si el rango de S es menor a 2n o k.

Asumimos que (z(to),z(T")) no sea punto singular de la funcion de frontera R (1.12), y que
la norma del hessiano de R en dicho punto es suficiente pequeno. Entonces existen constantes
€e>0,C1>0,09>0,Ty > 0 tal que si

D= It o]+ ) ) = ST RE0), 2] <6

para todo T > Ty, el problema de control dptimo (1.10) - (1.12) con condiciones de transversalidad
(1.18) tiene almenos una solucion optima (Z,1,u) que para todo el intervalo [ty, T se cumple:

1Z(t) = 2l + [[9(t) = All + [a(t) — ] < Ci(e™ " +em =), (2.13)

con
Cy = max{Re(u)|u € Spec(A — BH,! B*E_)}.
En este caso F_ es la minima matriz negativa definida de la soluciéon de la equacién de Riccati:
XA+ AT"X - XBH,!B*X —W =0. (2.14)

La existencia de las soluciones maxima y minima de la ecuacion de de Riccati, denotadas como F,,
E_ respectivamente, se justifica por el Teorema 2.3. No daremos la demostracion de este teorema,

que va mas alla del objetivo de este trabajo. La demostracion se puede encontrar en [12, Theorem
14.8.4. pg. 309] :

Teorema 2.3. Si W* =W, BH_!B* > 0, (A, BH,,! B*) es controlable y (2.14) tiene al menos
una solucion hermitiana (no necesariamente simétrica con coeficientes reales), entonces existe una
solucion hermitiana mdxima E y una solucion hermitiana minima E_. La solucion E. hermitiana
unica para cual Spec(A+BH,,! B*E.) esta en el medio plano cerrado derecho complejo. La solucidn
E_ hermitiana tunica para cual Spec(A + BH,,! B*E_) esta en el medio plano cerrado izquierdo
complejo.

2.3.1. Planteamiento general del caso lineal cuadratico

En esta subseccion se explicaré brevemente el planteamiento general del caso lineal cuadratico,
tiempo constante con estado final libre y control sin restricciones. Este es un caso particular del
problema de control 6ptimo, por lo mismo solo se explica las modificaciones al Teorema 2.2 y
como cambia en el caso lineal cuadratico. Es importante mencionar que el Teorema 2.2 no sera
demostrado en general, solo para el caso lineal cuadratico.
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Se modifica (1.10) a un sistema lineal con el punto inicial dado
f(x,u) = Az + Bu, z(0) =20 #0€ R (2.15)

donde A es una matriz de n x n y B de n x m. El funcional de costo (1.11) es de la forma

l\')l»—t

/ r— 2N Qx — 2% + (u — u)*U(u — ud))dt. (2.16)

Aqui las matriz ) es positiva semi-definida de dimensiéon n x n, U es positiva definida de
dimensién m x m. El par (A,B) es completamente controlable, es decir, cample con el criterio de
Kalman. Notemos que en este caso particular se satisfacen las igualdades que H,, = 0y H,, = —Q.
Por lo tanto el par de matrices (A, B) de (2.8) son tales que (A4, B) = (4, B).

Bajo estas circunstancias el hamiltoneano (1.13) tiene la forma
H(z,,—1,u) = —(z — 29)*Q(z — %) — (u — u)*U(u — u?) + 2%¢.
Sabemos que el control 6ptimo debe minimizar el hamiltoniano H. Reescribiendo (1.16) tenemos

oH .
S = Uut B =0. (2.17)

Obtenemos un extremo de H con respecto de u. Para que dicho extremo sea un minimo de H con
respecto a u la matriz 2 8 9H de dimensiones rxr, debe de ser positiva definida. Observamos que

0*H
ou?

y por definicion de U sabemos que en efecto es positiva definida. Esto nos permite de (2.18) expresar
el control 6ptimo de la forma

~ U, (2.18)

u(t) = —U ' B*(t). (2.19)

2.3.2. Demostraciéon del teorema 2.2 para el caso lineal cuadratico

El problema de control 6ptimo estatico (2.1), en este caso como un problema de minimizacién

estrictamente convexo:
, 1 d d d d
— — * — — *Ulu — ) 2.20
Lomin (= Qe = a) + (= ) U= ) (2.20)
f(zu)=0

tiene una solucién tinica (Z,#) asociada con un par (A, —1) de multiplicadores de Lagrange tal que

L(x,\,u) = %((J} —2N*Q(x — 2) + (u — uh)*'U(u — ud)> — X (Az + Bu)
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al derivar e igualar dichas derivadas a cero se obtiene:

L, =Q(z — %) — A"\ =0, (2.21)
Ly=—Ar — Bu =0, (2.22)
Ly, =U(u—u®) — B*A=0. (2.23)

De (2.23) se obtiene al resolver por el control 6ptimo:
a=ut+U'B*\ (2.24)
rescribiendo (2.22) y (2.21) con (2.24) obtenemos el sistema
A&+ BB*A+ Bu =0 (2.25)
Qi — A*X — Qz? = 0.
Reescribiendo el sistema (1.14)-(1.16), tenemos:
z(t) = Az(t) + BB*(t) + Bu®,  z(0) = o, (2.26)

U(t) = QE(t) — A"Y(t) — Qu* (2.27)

para casi todo t € [0,7], y recordando que cuando el punto z(7") es libre se tiene la condicion de
transversalidad ¢ (7)) = 0.

Es importante remarcar que para el caso lineal cuadratico, el resultado de Teorema 2.2 se
mantiene globalmente, es decir ¢ = +00. Dicho teorema toma la siguiente forma en este caso.

Teorema 2.4. Existen constantes Cy > 0y Cy > 0 para cada tiempo T > 0 el problema de control
optimo tiene solucion (Z(t),(t),u(t)) tales que satisfacen

|1Z(t) — &[] + [9(t) = Al + [|a(t) — al] < Cile” " + e~ T

para cada t € [0,7T].

Para precisar, las constantes se establece que
|z (t) — &|| <||lzo — &fle” 2 + | B2 A]|e~=(T0
+O<||E:1;\||e—CQ(T+t) + 1B Ll — :i,He—Cg(QT—t))’
19(t) = Al <IEslllwo — &lle™" + |E_[[|E-'Afle= 2T
FO(IENNE e+ 4 | B_|| Byl — alle=C7=0),
la(t) —all <|UM Bl () = A,

para cada ¢t € [0,7], donde E (respectivamente, £, ) es la solucion minima de la ecuacién de
Riccati (2.28). Esta matriz es una matriz negativa definida (respectivamente, maxima positiva
definida) solucion de la equacion Riccati

XA+AX+BU'B*—Q =0 (2.28)
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donde C; es la abscisa espectral de la matriz A+ BU'B*E | con

Cy = méax{Re(u)|p € Spec(A — BUT'B*E )} > 0.

Notemos que el funcional (2.16) evaluado en (Z, ) tiende a co+ mientras 7' — oo+, en el caso
cuando (2%, u?) no sea un punto de equilibrio. Se tiene
J(z,u) 1

i S22 ((:z — 2 Q& — %) + (@ — u?)*U(a — ud)>. (2.29)

Para confirmaciéon de este hecho referimos a [5, Pg. 11, Remark 12.
De (2.25) tenemos el sistema
A BU'B*
Q A

—Bu?
V- () o
La matriz M de (2.12) se escribe como

A BU'B*
=5 "0

Sea ker(M) el conjunto de todos los vectores cuya imagen bajo M es el vector nulo.

PPN

Lema 2.5. Asumimos que ker(A*) Nker(B*) = {0}, entonces la matriz M es invertible y por lo
tanto la ecuacion tiene solucion unica.

Demostracion: Tomamos ( ;j ) € ker(M), por lo tanto, se obtiene:
Az + BU'B*y =0
Qr—A'y=0 (2.31)

de aquf tenemos r = Q~'A*y. De la segunda equacién de (2.31) y reemplazando en la primera
resulta:

(AQ_lA* + BU‘IB*)y =0.
Multiplicando por y por la derecha, tenemos:
(AQ™ Ay, y) + (BUT'B*y,y) = (Q~' A"y, A'y) + (U™ B*y, B*y)
tomando en cuenta que las matrices ) y U son invertibles y simétricas se tiene:

QT =Q Qe

Ul =UTU:
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tenemos que
(Q 3" Q2 A%y, A%y) + (U #*U " B*y, B'y) = 0,
(Q 2 A"y, Q2 A"y) + (U2 B*y, U 2 B'y) = 0.
De donde
|Q 2 Ay|* + [T~ 2 By|* = 0.

Es conocido que ||Q_%A*||2 # 0y que ||U_%B*||2 # 0 por lo se concluye que ||y|| =0y ||z|| = 0.
Queda demostrado el lema. [J

Segtin Lema 2.5, bajo la condiciéon ker(A*) N ker(B*) = {0} implicada por la condicién de
Kalman, el problema de control 6ptimo estatico (2.20) tiene solucion tnica (&, @, ). Definiendo

dx(t) = z(t) — 7,
Su(t) = P(t) — A (2.32)
de (2.7) se obtiene
§i(t) = Adx(t) + BU ' B*§y(t), (2.33)
S (t) = Qox(t) — A*6u(t) (2.34)
0z(0) = xy — 7, (2.35)
SP(T) = = (2.36)

La segunda igualdad ocurre cuando el estado final es libre, convirtiéndose en un problema de
frontera para el sistema lineal diferencial

Z(t) = MZ(t), (2.37)

con

Z(t) = ( gz((?) ) . (2.38)

Notemos que solo una parte de los datos iniciales y finales son conocidos e impuestos, y por lo
tanto debemos determinar la condicién inicial 6¢(0) tal que la solucion Z(t) = (dx(t),dp(t))* del
sistema diferencial (2.37) con punto inicial

Z(0) = ( fsiz)?o:)i ) . (2.39)

La matriz M muestra una propiedad crucial, que es el fundamento de la demostracién de la
propiedad de turnpike.
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Lema 2.6. Si el par (A,B) satisface la condicion de Kalman entonces todos los eigenvalores de la
matriz M tienen eigenvalores con partes reales tales que st & es una parte real de un eigenvalor,
entonces también los es —¢.

Demostraciéon: Sea F_ (E,) la soluciéon matriz minima negativa definida (maxima positiva
definida) de la equacion de Riccati

XA+ A*X+XBU'B*X —Q =0,. (2.40)
Definimos
I, I,
pe (b k) 21

con [, siendo la matriz identidad real de n x n, entonces por el Lema 1.1 P es invertible y

(2.42)

PP — ( A+ BU'B*E_ On )

On A+ BU'B*E,
La igualdad anterior se demuestra verificando la igualdad

A+ BU'B*E_ On )

O, A+ BU'B*E, (2.43)

MP=P (
Notemos que

—1 px* —1 =
MP:(A+BU B*E_ A+ BU BE+>

Q- AE_ Q- A*E,

La parte derecha de la ecuacion (2.43) se escribe como

I, I, A+ BU'B*E_ On
E. E, On A+ BU™'B*E,

B < A+ BU'B*E_ A+ BU'B*E, )

En virtud a la definicion de las matrices E, y E_, al ser soluciones de (2.40), E_ y E, tenemos
que

E_A+E BU'B'E_=Q - A*E_, (2.45)
E.A+E,BU'B*E, =Q — A*E,.

Por lo tanto, se cumple la igualdad (2.43).

Ademés, si restamos las ecuaciones (2.45) y sumamos cero en la forma E_BU 'B*E, —
E_BU~'B*E, obtenemos

(B, —E)A+BU'B*)+A*(E, - E.)—E_BU 'B*E_+ E_BU 'B*E,
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resultando la siguiente igualdad
(Ey —E_)(A+ BU 'B*E,)+ (A+ BU 'B*E_)*(E, — E_) = 0. (2.46)

Al ser E, — E_ una suma de matrices positivas definidas, es una matriz positiva definida y de aqui
se sigue que los eigenvalores de A+ BU'B*E_ son los negativos de® A+ BU'B*E_. Queda asi
demostrado el lema. [J

Sea Z(t) como en (2.37). Definimos

Zu(t) = < Z’J((?) ) (2.47)

tal que

Z(t) = ( é"_ éi ) Z4(0). (2.48)
Recordando la igualdad (2.37) y al derivar (2.48) tenemos
Z = PZ,. (2.49)
De (2.37) se obtiene la igualdad
MZ = PZ,. (2.50)
Multiplicando (2.50) por P~! por la izquierda, tenemos
P'MZ =27,
y por (2.48) la ultima igualdad se reescribe como
P'MPZ, = Z,. (2.51)

De (2.42) obtiene la ecuacion diferencial

.« [ A+BU'BE_ 0
Zy(t) = ( 0 A+ BU'BE, ) Zy(t). (2.52)
Usando (2.47), tenemos
v = (A+ BU 'B*E_)u(t), (2.53)

W= (A+ BU'B*E, )w(t).

Como las partes reales de los eigenvalores de A + BU'B*E_ corresponden a los negativos de
A+ BU'B*E,, y estos son todos positivos.

3Se comprueban las propiedades de las matrices E_ y E, para cada problema expuesto en este trabajo.
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Sean entonces A\, C' un eigenvalor y eigenvector de la matriz A + BU 'B*E_. Observamos que
V(t) = eMC es solucion de la primera ecuacion de (2.53).

En efecto, ‘
V(t) = AeMC = AV (1)

NN = V(1) = (A+ BU'B'E.)V(t) = (A+ BU ' B"E.)eMC.

De donde
(A+BU'B*E_) — \I,)C = 0.

Si C = x(0) y V(t) = eMV(0). Entonces,

V()| = e |V(0)]| < ermint

[V (0)]]. (2.54)

Se sigue, por (2.54) y la relacién entre los eigenvalores de las matrices A + BU 'B*E_ y A +
BU'B*E,, que

[l < o(0)]le=", o)l < flw(T)lle= =0, (2.55)
para t € [0,7] , donde
Cy = max{Re(u)|u € Spec(A — BUT'B*E_)} > 0.

Usamos como norma de matriz la norma definida de la siguiente manera:

JA] = sup » " Jayl. (2.56)
=1

De las desigualdades (2.55) se tiene que v(t) = o(1) y w(t) = o(1) lo cual indica que también
dz(t) = o(1) y du(t) = o(1), para cada t € [£,T — £] para algin® £ > 0. Notamos el surgimiento
de la propiedad de turnpike con un arco temporal inicial, un arco central donde v(t) = o(1) y
w(t) = o(1) y un tercer arco temporal final.

Para terminar la demostracion y obtener estimaciones precisas dz(t) y 09 (t) se deben de tomar en
cuenta las condiciones terminales. Con los pasos siguientes se muestra no solo que los valores v(0)
y w(T) existen, sino que pueden ser calculados de las condiciones terminales.

En este trabajo se muestran y analizan ejercicios (3.21) y (3.36) en donde el punto final es libre y
por lo tanto se usa este escenario en la demostracion. Gracias a las condiciones de transversalidad
(¥(T) = 0) se tiene:

dz(0) = xo — 7,
S(T) = =\

4Se recuerda que se estima un T suficientemente grande para permitir estas conclusiones, y que para este trabajo
se busca un valor de £ € Z
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Tomamos la representacion matricial de (2.49), tenemos:
(593@)_( LI, )(v(t))
() )\ E- E; w(t) )
De ahi surgen los sistemas:
dz(t) = v(t) +w(t), 2.57)
Ip(t) = E_v(t) + By w(t). 2.58)
De (2.57) al despejar —w(t), tenemos:
v(t) — dx(t) = —w(t).
Al calcular la norma
[o(t) = (D) = [lw(®)]]
por la segunda desigualdad de (2.55), se obtiene
lo(t) = dz(t)[| < flw(T)lle” =0, (2.59)
Multiplicamos a (2.58) por E;l por la izquierda, tenemos
E'5y(t) = EX'E_o(t) + w(t).
De donde,
—w(t) + EZ'6y(t) = EXTE_o(t).
Al aplicar la norma a ambos lados, tenemos
lw(t) — EFov @)l < (1B E-|[lo(®)])- (2.60)
Por la primera desigualdad de (2.55) se concluye que
lw(t) = X ow ()] < (1B E-||lo(0) e (2.61)
Evaluando (2.59) ent =0y (2.60) en ¢t = T, tenemos:
10(0) = (w0 — &)I| < [lw(T)lle™, 62)
lw(t) + EF < | EZE-|[[lo(0)[le=". 63)

De (2.58) se obtiene la igualdad
@l = 1B E-v(t) — EZ 0w ()]
Aplicando la desigualdad del triangulo tenemos

lw®)l < |1ET E—v(@)l + | B dv (1))
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Aplicando (2.59) la desigualdad anterior se convierte en

lo@)Il < 1 ETE-[[Ilv(0)]le” + | EF ov(0)]) (2.64)
Por lo tanto, evaluando (2.64) en tiempo t = T', tenemos
l(D)I < 1EZE-|[0(0)lle™ " + | EZ Al (2.65)

De (2.57) y aplicando la desigualdad del triangulo, tenemos
lo@)|| < [lw(@)] + oz (@)]-

Al aplicar la segunda desigualdad de (2.55), la desigualdad anterior se convierte en

[o(@)] < [lw(T)fle= =T + [|lox(t)]]. (2.66)
Evaluando esta desigualdad en el tiempo ¢ = 0, tenemos
[v(O)[} < w(T)[le™ =T + || (20 — 2)]|- (2.67)
Sustituyedo (2.65) y (2.67) en las desigualdades (2.62), tenemos
[0(0) = (zo — @) < |EX'AMle™" + [|EL E_||[[o(0)[le™>T, (2.68)
lw(T) + EZA < |EFE- |||z — 2lle @ + | EZ B ||[lw(T)[le ™. (2.69
De lo anterior, es obvio que
v(0) = o —93+O<||E;1;\||e_CQT>, (2.70)

w(T) = ~E;' A+ OB E-llleo — #lle™").

Ejemplificamos la propiedad hiperbélica del sistema que implica la propiedad de turnpike en la
figura 2.2.

Figura 2.2: Punto Silla
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Usando las desigualdades (2.55) una vez mas, tenemos
lo@)|| < ||lzo — 2]|e” 2 + O<||E;1j\||e—02(t+T)>’
ol < B A0 + O (I B2 Bl — e €C10),

para todo ¢ € [0,7T]. Finalmente, usando la igualdad, éz(t) = v(t) + w(t), (2.57), y la igualdad
0p(t) = E_v(t) + EL w(t), (2.58), combinadas con las desigualdades anteriores se concluye que

162(6)]| < |z — &l + || B Ao~ 2T
+ 0(||E;1x||e—c~2<t+T> BB o — f”e_@(w_t))
160@)|| < |E_|||lzo — &lle™ 2 + | EL ||| EZ Ale~ 2T
+ O(IB- BT M D 4 | B BT B- | lao — alle”CT—0).

A

La estimacion para el control surge de la igualdad du(t) = u(t) — @ = U~ B*§1)(t). Con esto se
demuestra el teorema para el caso lineal cuadratico. [

De esta manera queda demostrado el Teorema 2.2 para el caso lineal cuadratico, es decir, el
Teorema 2.4.



Capitulo 3
Ejemplos

En este capitulo se muestran algunos ejemplos de control 6ptimo del caso lineal cuadratico.

Para cada ejemplo se comprueba que el sistema satisface las condiciones del Teorema 2.4. Se
muestra y explica la obtenciéon de la solucion 6ptima mediante el principio maximo de Pontryagin.
Se muestran las gréaficas de dichas soluciones, analizando el comportamiento de turnpike en las
soluciones. Ademas se muestran y comparan las graficas de las soluciones numérica obtenidas
mediante programas de computadora codificados en lenguaje de programacion Fortran 90 cuyos
métodos seran descritos en detalle en el siguiente capitulo.

3.0.1. Caso lineal cuadratico

En esta seccién veremos el caso “usual” del caso lineal cuadrético usual, con el funcional de
forma (3.1). Se muestra el ejemplo del problema del estado regulado. Este problema al igual que
todo el fundamento matemético usado se encuentra en el noveno capitulo de [14]. Asumimos que
Ay B son matrices constantes.

Se considera el sistema lineal:
i = Azr + Bu,

con control u(t) sin restricciones y el funcional de costo:

T
1

J = a*(1)Sa(T) + 3 / <x*(t)Q(t)m(t) o (t)U(t)u(t))dt. (3.1)

Aqui las matrices y vectores de 3.1 mantienen las propiedades y dimensiones previamente mencio-
nadas en 2.16. La matriz S es constante de dimensiones m x m y ademas es una matriz positiva

28
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semidefinida. El problema consiste en mantener el estado cerca de cero y al mismo tiempo mini-
mizar el funcional de costo, se deja que el estado final sea libre.

Debido a que el costo inicial 2*(T")Sz(T") es diferente de cero en este caso. Al llevar de un estado
inicial fijo a uno libre en tiempo 7' las condiciones de transversalidad cambian a:

U(T) = s 50" (D)Sa(D)] = Sa(T). (3.2)
Se asume que se cumple la igualdad:
U(t) = K(t)z(t) (3.3)

donde, la matriz K (t) es una matriz simétrica, que depende del tiempo T y la matriz F' y ademés
es solucién a la ecuacion diferencial de Riccati:

K(t) = —K(t)A+ A*K(t) + K(t)BU'B*K(t) — Q = 0, (3.4)
y satisface
K(T)=S5. (3.5)

Lema 3.1. Si K(t) es la solucion de la ecuacion diferencial de Riccati (3.4) y si K(T) = S,
entonces K (t) es una matriz simétrica para todo t € [t,,T] esto es,

K(t) = K*(t).

Damos una idea de la demostracion. La demostracion completa se encuentra en |12, Lemma 9-5,
pg. 762]. Notamos que BU'B* = (BU ' B*)* debido a que la matriz U es simétrica. Tomando la
transpuesta de (3.4) notamos que

[%K(t)] " _K()A+ —ATK* (1) + K*()BUT B K (1) — Q, (3.6)

debido a que las matrices Q y BU!B* son simétricas. Sabiendo que para cualquier matriz se
cumple que

[Sr0)] = ).

Se concluye ambas matrices K (t) y K*(t) son soluciones de la misma equacion diferencial, al ser
(3.4) la misma ecuacion que (3.6). Debido a que K(T') =S, y como S es simétrica se tiene que

K(T)=K*(T)=S (3.7)
y se concluye que K (t) = K*(t). La trayectoria 6ptima se reduce de la forma:

z=(A—-BU 'B*K)z.
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El control 6ptimo del sistema se define como:

u(t) = —U'B*K(t)z(t).

(3.8)

Se nota que en el caso cuadratico expuesto en la seccion 2.3.1 la matriz S es cero. Implicando que
(3.2) es igual a cero, ademaés la matriz K es constante, reduciendo la ecuacion 3.4 a una algebraica.

Esto cambia la estructura de (3.8) a la forma
u(t) = —U ' B*eABUT B K g (1) .

Sustentamos lo anterior con un ejemplo. Consideramos el sistema:

y el funcional de costo

J = %(aﬁ(s) + 23:3(3)) + /0 3 (zﬁ(t) A2 (t) + 2 (t)Ta(t) + u2(t)>dt.

Por el sistema (3.10), tenemos

Por el funcional de costo (3.11)

Sz(é g) Q)

Sea K (t) la matriz de 2 x 2:

Il
7 N
— N
~
N——

oy

—~

~

N—

Il

| —

~

o

Il

vO

~

Il

w

| k() k()
K(t) = ( k() F(t) ) '

Recordamos que el control escalar 6ptimo esta dado por la ecuacion (3.8)

B ki1(t) kia(t) 1 (1)
u(t)=-2(0 1) < koi(t)  kao(t) ) ( (1) )
— —2( kia()z1(t) kaa(t)as(t) ).

La ecuacién de Riccati resultante es

(0 by () (3 0) - (00 (e

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

() ) ()20 (el ) - (1)
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y K(t) debe de cumplir la igualdad

( Zliggi Ziiggg ) B < é g ) (3.18)
en el tiempo t =T = 3.

Al realizar las multiplicaciones matriciales de la ecuacién 3.17 se obtiene tres ecuaciones dife-
renciales

ki () = 2k3(t) — 2,
kQQ(f) = —2]€12<t) + 2k§2(t),
con las correspondietes condiciones de frontera
]{711(3> == 1, k12(3) - O, ]{322(3) == 2 (320)

Resolviendo las ecuaciones (3.19) para ki2(t) y k2o(t), podriamos generar el control 6ptimo u(t)
gracias a la ecuacion (3.8). De esta manera usualmente se obtienen las trayectorias optimas.

Ahora, se exponen dos ejemplos de interés para el objetivo de la tesis.

3.1. Ejemplo 1

Encontrar el control @(t) 6ptimo del sistema:
[L’Q(t) = U(t - $1(t)

)
que lleve el sistema del estado incial fijo (x1(0),22(0))* = (0,0)* a un estado final libre en tiempo
T = 20, y minimizar el funcional de costo

ﬂammm:%/Qm@—mﬁu@@—nﬂwmgﬁ. (3.22)

0

Inicialmente se comprueba que el sistema (3.21) sea completamente controlable:

rank(B, AB) = rank < ? (1) ) = 2.

Se obtienen las matrices del sistema linealizado (2.8),

A:(flé)+(?)(4d(00)=(313)’



32 Capitulo 3. Ejemplos

sz((l)).

Recordamos que en el caso lineal cuadratico se tiene que (A, B) = (A, B). Consecuentemente
el par (A, B) satisface el criterio de Kalman. Finalmente, la matriz W tiene la forma:

W:—<_01 _01>+(8>(—1)(0 0). (3.23)

Al ser W simétrica positiva definida, y ambas matrices A y B satisfacen la condiciéon de Kalman
se confirma que se satisfacen las condiciones del Teorema 2.2. Por lo tanto, se puede esperar un
comportamiento de turnpike en las soluciones del sistema (3.21).

Usando al Teorema 1.3, vemos que existe un sistema adjunto con )9 = —1 y el hamiltoneano
H tiene la forma:
1
H(I‘, w, —1, U) = 5 <($1 — 2)2 + (iL’Q — 7)2 + UZ) + wl(l’g) + w2<u — 331). (324)

De (1.14) y (1.16) se obtiene que

¢1:$1+¢2—27
g = a5 — by — 7, (3.25)
Hy = by —u =0,

Esto significa que % = 1),. Segtn el Teorema 2.2, las trayectorias 6ptimas se mantienen en un cierto
intervalo [£,20 — £] C [0, 20]. Dicho estado es la solucion al problema de control éptimo estatico.
Para el presente ejemplo tenemos:

1
L(z, A\ u) = 5 <(1’1 — 22 (2 =7+ u2> — My — Aa(u—x1) =0.

De donde se obtienen las derivadas parciales de L y se igualan a cero

Lm1:$1+)\2—2:0,
Lz2:x2_)\1_7:07
LUZU—AQZO

Estas ecuaciones estén sujetas a la condicion f(z,u) = 0, es decir;

x2:07

u—x1 =0.
Tras realizar algunas operaciones algebraicas se obtiene como solucion (2, A, @) = ((1,0), (—=7,1),1).

Compruebamos que dicha soluciéon minimiza a L. Usando el Teorema 2.1, tenemos:

Hess L :HL((lvo)’(_771)’1) -

0
0
((170)7(_771)71) 1

o O =
S = O
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La matriz, Hy, es negativa definida. Ademés como V f, (Z, S\,Aﬁ) = (0,1,0)* se toma al primer h-
vector tangencial de f(z,u) es hy = (71,0,73)*. Para Vf,, (&, A\, 1) = (—1,0,1)* se tiene el segundo
h-vector tangencial de f(z,u) como hy = (0,7,,0)*, con hq, hs, hy € R.

1 00 T
hiHhi=(m 0 v )| 0 10 0 | =07+7%)

Como (72 + ~2) es positivo se tiene que h{Hph; > 0 y similarmente

100 0
WsHphy=(0 % 0)[ 0 10 || % |=%
0 01 0

De donde h5Hphy > 0, lo cual comprueba que el punto ((1,0),(—=7,1),1) es en efecto un minimo
de fo sujeto a f(z,u) =0, y por lo tanto éste es el turnpike de las soluciones éptimas.

Es importante remarcar que debido a la forma cuadratica de fy se esperaria que el minimo
estuviera localizado cerca de T = (2,7), u = 0, sin embargo, este punto no satisface la condiciones
del problema estatico.

Retornando al sistema (3.21) junto al sistema adjunto (3.25) se obtiene un nueva sistema a
resolver

T1 = Ty
Ty = —I1+ (5 (3.26)
Y1 =x1 + 1Py — 2
¢2 = T2 — 1/11 -2
escrito de forma matricial ¢ = Az + B:
0 1 0 O 0
-1 0 0 1 0
z= Lo o 11271 2o |- (3.27)
0 1 -1 0 -7

Por ser éste un sistema lineal se puede obtener la solucion exacta del sistema haciendo uso la
matriz fundamental de A (es decir la matriz e?). Asf la solucion de (3.27) tiene la forma

t

2(t) = et (zo + /e_ASEdS>. (3.28)

0
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Usando las notaciones:

1
T = 5\/—1+2\/§,

o
n= Z+Ea
242V2-V9-4/2

27 ’
—3\/9—4\/§+\/§(14+\/9—4\/§)

p : (3.29)
14v/2 + 42
1 /1
=/ —(1+2V2
w=g 14( +2V/2),
1 /1
=/ —(—=142V2
h=w(—-1+?2),

se obtinen las funciones que forman la matriz fundamental del sistema & = Ax en forma de suma
finita es decir

e = aply + A + anA? + a3 A® (3.30)
con:
ag(t) = le’” cos(nt) +me~ " sin(nt) + leﬁ cos(nt) + Le” sin(nt)
2 2 27 ’
ay(t) = —he ™ cos(nt) + pe” " sin(nt) + he™ cos(nt) + pe™ sin(nt),
1 1

as(t) = ——=e "'sin(nt) + —=e "sin(nt),

2(t) = (nt) 7 (nt)
as(t) = we " cos(nt) + qge” ™ sin(nt) — we™ cos(nt) + qe™ sin(nt).

Reescribimos la suma (3.30) con las definiciones anteriores de la forma:

Qo — Q2 aq a3 &%)
i A i i —0p — a3 Qo —Q2 01— Q3
€At = Oé()I4 + OélA + OéQAQ -+ OZ3A3 =
a1 — 30[3 20&2 g — Qg Q1 + Q3
—2062 a1 — 20(3 — (7))
Mediante (3.28) se obtiene
0 . 0

2(t) = eAt< 0(1) —I—/B_AS _02 ds). (3.31)
0 0 7
2
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Pereceria que z quedaria dependiendo no solamente de ¢ sino de ¥{ y 1§, sin embargo, segin las
condiciones de transversalidad se debe de cumplir que (T = 20) = (0,0), consecuentemente,
(49, 49) = (0,0). De donde tenemos en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

(Wl v)|_ =0, (3.82)

=20
0,0
=0
Z4<¢1 ) wQ) 90 )
con solucién aproximada:
V) = —5.08769 + o(1), (3.33)

Y9 = 1.41423 + o(1).

Ahora obtenemos con (3.28), una solucion analitica de z(t).

Las ecuaciones de (3.32) y de (3.28) se encuentran en detalle en (5.1) del Apéndice 1 usando
las mismas definiciones de (3.29).

La figura 3.1 muestra la grafica de estas funciones exactas en el intervalo de tiempo [0, 20].

5 10 w 20

(a) z1(t) analitica (b) xo(t) analitica (c) u(t) analitica

5 10 15 20

5 10 15 20

(d) 41 (¢) analitica (e) ¥o(t) analitica (f) analitica x1(¢t) vs.za(t)

Figura 3.1: Soluciones analitica del caso lineal cuadratico en el intervalo ¢t € [0, 20]

Las trayectorias expuestas en la figura 3.1 son las soluciones 6ptimas del problema (3.21) que
minimiza el funcional (3.22) en tiempo 7' = 20. Es importante resaltar que la funcién de control
u = 19 es Optima gracias a lo establecido en el principio maximo de Pontryagin.

Recordando la premisa de nuestro teorema principal (Teorema 2.2), que establece que las tra-
yectorias 6ptimas deben de tener un turnpike (su trayectoria debe de mostrar un comportamiento
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como el de la figura 2.1). Esto significa que debe existir un intervalo [, 7 —¢] con € € IR dentro del
cual la trayectoria optima oscila alrededor de la solucion al problema estéatico resuelto hace unos
pasos es decir el punto (2, A, 4) = ((1,0), (=7,1),1).

Tras estudiar los datos se obtuvo que & = 5 por lo tanto el intervalo de turnpike es el intervalo
[5,15]. Dentro de este intervalos las soluciones se mantienen suficientemente cerca (una diferencia
de aproximadamente £0.06) del estado fijo.

Figura 3.2: Grafica paramétrica de (x(t),z2(t)) con t € [5, 15]

Se aprecia esto al graficar (3.2) paramétricamente z(¢) en el intervalo de turnpike, donde se
muestra el estado oscilatorio que toma la solucion alrededor del estado (1,0).
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3.1.1. Variacién del Turnpike respecto del Tiempo

Recordamos que las soluciones que presentan la caracteristica de turnpike constan de tres
intervalos diferentes (Fig: 2.1). En el ejemplo se obtuvo un intervalo de turnpike en [5, 15], es decir,
¢ = 5. Este comportamiento se debe mantener mientras el intervalo de tiempo se suficientemente
largo para que la solucién mantenga esta propiedad.

Observamos que se obtiene una solucién que solo depende de los parametros finales (7T") =
(0,0) para algin tiempo 7" € TR. Se fue disminuyendo el valor de T y se fue resolviendo el
sistema(3.32) para cada caso. Esto con la finalidad de ver si el valor de { cambia mientras se
acortaba el intervalo de tiempo. Se observo que la longitud del intervalo de turnpike de la soluciéon
disminuia pero el valor de ¢ se mantenia en 5.

En la figura 3.3 se exponen los valores de £ encontrados al variar el valor de T

Cuando el valor de T es igual a diez, en la trayectoria de x1(t) (que sera la trayectoria en la
cual nos enfocaremos por el momento) carece de un turnpike al solo acercarse al valor de 1 en tres
puntos. Uno de ellos es el valor de tiempo igual a cinco. Dado que en las trayectorias anteriores
este habia sido donde se empezaba el turnpike.

Y se nota que para cualquier valor debajo de T" menor que diez ya la trayectoria no se mantiene
cerca del punto (z,4,1). En la figura 3.4 se muestra la grafica de las trayectorias de x1(¢) en el
intervalo de tiempo ¢ € [0, 7] con su respectivo valor de 7.

Esta figura muestra claramente el encogimiento proporcional del turnpike mediante se reduce
el tiempo total T. Mientras que en las ultimas dos graficas T' = 10, 8 carecen completamente del
turnpike.

Valor de 7' Valor calculado de ¢ Valor de z,(§) Valor de z(T — ¢)

19 5 1.0173 0.9499
18 5 1.0178 0.9498
17 5 1.0173 0.9499
16 5 1.0153 0.9305
15 5 1.0121 0.9513
14 5 1.0130 0.9502
13 5 1.0272 0.9467
12 5 1.0532 0.9392
11 5 1.0613 0.9389
10 No presente - -

8 No presente - -

Figura 3.3: Tabla de los valores extremales del Turnpike con 7" variado
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5 5 5
4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 ‘5 10 15 0 5 10 15 0 é 1‘0 1‘5

(a) z1(t) con T =19

(b) z1(¢t) con T =18

(¢) z1(t) con T =17

5 5 5
4 4

3 3 3

2 2 2

1t 1 1

0 5 10 15 0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14

(d) z1(t) con T =16

(e) z1(t) con T =15

(f) z1(t) con T =14

5 5 5
4 4

3 3 3

2 2 2

1t 1 1

0 4 6 s 10 12 0 2 4 6 8 10 12 0 2 P s s 10

(g) z1(t) con T =13

(h) 21(t) con T = 12

(i) 1(t) con T =11

Figura 3.4: Soluciones del caso lineal cuadratico
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3.1.2. Ecuacion de Riccati

En esta seccion revisamos los sistemas y conclusiones mencionadas en el Lema 2.6 con referencia
al sistema (3.21), con la finalidad de fortalecer las conclusiones establecidas en el mismo.

El sistema (2.40) se convierte en:
x T 0 1 0 -1 x x x T 0 0 x x 1 0 0 0
(zg zii)(ﬂ o)+(1 0 )(11; I;i)Jr(IE z;;)(o 1)(11; zg)*(o 1):(0 0) (3.34)

de donde se obtienen dos matrices simétricas, recordando (3.1), maxima y minima (ver (2.3)). La
ecuacion (3.34) tiene como solucion a las matrices hermitianas F_ y E,:

p o V2V-1e2v2 12 po_ [ V2V-l+2v2 1242
o 1-v2 —V-1+2v2 ) T 1-v2  V=1+242

La matriz E_, ya que al tener eigenvalores {% ((—1 —V2)V-1+2V2+ 1) }, aproximados numéri-
camente {—2.13, —1.13}, que son negativos lo significa que es matriz simétrica negativa definida.

La matriz F, , ya que al tener eigenvalores {% ((1 +v2)V—1+2v2+ 1) }, aproximados numé-
ricamente por {2.13,1.13}, que son positivos lo significa que es matriz simétrica positiva definida.

Es importante notar que los eigenvalores de E_ son los negativos de E.

Con las matrices F_, Ey y A, U, B, de (2.16) tenemos:
0

_ 1
A+ BU lB"‘Ez(_\/§ —\/TM)

o . —V—142V2 | i/1+2v2 :
Esta matriz tiene eigenvalores { v 2+ V2 iV ;r f}. Como se expresa en el Lema 2.6, sus eigen-
valores tienen partes reales negativas.

La matriz

_1 o 0 1
A+ BU 1BE+:(_\/§ \/TM)

12-1-2\/5 +

tiene eigenvalores {\/_ i\/l';z\/i}. Como se expresa en el Lema 2.6 tiene eigenvalores con
partes reales positivas y ademas, son los negativos de los de la matriz A + BU 'B*E_.

3.1.3. Resultado mediante un método numeérico

Debido a la complejidad de algunos problemas reales, no siempre se puede obtener una soluciéon
exacta, como en sistemas de control no lineales o simplemente la obtencion de la solucién explicita
es complicado.
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En el caso cuando las soluciones del sistema presentan un comportamiento de turnpike (el
sistema cumple con las condiciones del teorema principal teorema 1.1) se sabe que por el periodo
de turnpike, intervalo de tiempo [{,T — &] se mantienen cerca de un estado fijo. Un método
simplificado cuya obtencién es muy simple y tiene un costo de consulta insignificante pero cuya
solucion esta dentro de un margen de error de la solucion real, puede ser mejor que la solucién
real.

Usando un método modificado del método numérico shooting, junto con un método de gradiente
descendente, explicado en el siguiente capitulo, se obtuvieron los siguientes resultados del mismo
problema linear cuadratico anterior. Obteniendo los resultados mostrados en la figura 3.5.

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

(a) x1(t) numérico (b) z2(t) numérico (¢) u(t) numérico

0 5 10 15 20 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
(d) 21 () numérico (e) ¥2(t) numérico (f) numérico x1(t) vs.xa(t)

Figura 3.5: Soluciones del caso lineal cuadratico

Se puede apreciar la gran similitud de las soluciones numéricas con las analiticas. A partir de
ellas, se calcula el error de las soluciones numéricas. De esta manera, podemos apreciar el error
de dichas soluciones, y ver si en efecto son estimaciones viables de las soluciones analiticas. En

la figura 3.6 muestra el error absoluto de las aproximaciones numéricas, la subfigura (a) muestra
g g
|j{%eal(t) _ i.{\fumrica(t)l.

El error absoluto se mantiene en un margen de 1073, lo cual significa que la convergencia de
la aproximacién numeérica es bastante confiable. Ademas, gracias al teorema se sabe el comporta-
miento de la soluciéon 6ptima en un cierto intervalo de tiempo lo que ayuda a realizar mas métodos
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numéricos simples para la obtencion de solucion.

0.00045 Y
0.0004
0.00035 F
0.0003
0.00025 F
0.0002 F
0.00015 F
0.0001 F

5e-05 f

0

(a)

6 7 8 9

10 11 12

Error absoluto de z1(t)

13 14

0.0007 T
0.0006 F
0.0005 F
0.0004 F
0.0003 F

0.0002 F

3.2.

3.2.1.

8 9 10 11 12

Error absoluto de v (¢)

13 14

0.0004

0.00035 F
0.0003 f
0.00025 F
0.0002 f
0.00015 F
0.0001 f

5e-05 f

(b)

0.0004

0.00035 F
0.0003 f
0.00025 F
0.0002 f
0.00015 F
0.0001 f

5e-05 f

(d)

7

8 9 10 11 12 13 14

Error absoluto de z2(t)

7

8 9 10 11 12 13 14

Error absoluto de v5(t)

Figura 3.6: Error de las soluciones numéricas

Ejemplo 2

Considere el problema de control ¢éptimo con sistema

Sistema controlable canénico con costo cuadratico
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se pretende llevar el estado inicial (z1(0), 22(0)) = (0,0) al estado final libre en un tiempo 7" = 18
y minimizando el funcional de costo

T
1
T, u) = 5/ T — 2 + (22 — 7)2 + u2> dt. (3.36)
0
Segun el Teorema 1.3 existe un sistema adjunto ¥,y = —1) y un hamiltoneano H:
1
H(I’,d), _17 'LL) - _5 ((xl - 2)2 + (372 - 7)2 + U2) + '1/11(552> + 1/)2(71/) (337)
por (1.14) y (1.16) se obtiene que
1&1 =1 — 27
thy = my —1hy — T, (3.38)

Esto significa que @ = 5. Por teorema 2.2, las trayectorias 6ptimas se mantienen en un cierto
intervalo [¢,18 — £] € [0,18]. Dicho estado es la solucion al problema de control éptimo estatico.
Para el presente ejemplo tenemos:

1
L(SC, )\,u) = 5((1'1 — 2)2 + (33'2 — 7)2 + 'LLZ) — )\1.]72 — )\QU/ = 0.
De donde se obtienen las derivadas parciales y se igualan a cero

Ly, =z, —2=0,
Loy =25 —T7— X =0,
LUIU—AQIO

Estas ecuaciones estan sujetas a la condicion f(z,u) = 0:

To — 07
u = 0.
Tras realizar algunas operaciones algebraicas se obtiene como solucion (z, )\: ) = ((2,0),( —

7, O), O). Comprobamos que dicha solucién es minimo de L. Usando el Teorema 2.1, tenemos:

S = O
—_ o O

1
HessL‘ ((2,0),(77,0) ,0) - HL<<2’ 0)’ ( -7 O)’O) - 8

Como V f,, (:%,ij, @) = (0,1,0)* se toma al primer h-vector tangencial de f(x,u) es hy = (71,0,73)*
Para Vf,,(z,A\,4) = (0,0,1)* se tiene el segundo h-vector tangencial de f(z,u) como hy =
(’)/1,”}/2, 0)*, con hl, hg, h3 € RR.

1 00 71
hiHhy=(m 0 v )| 0 10 0 | =0i+7%)
0 01 V3
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Como (7% + ~2) es positivo se tiene que h{Hphy > 0 y similarmente

00 N
10 Y2 | =0F+)
0 1 0

hsHiho=(m 72 0)

o O =

De donde h5Hphy > 0, lo cual comprueba que el punto ((2,0),(—7,0),0) es en efecto un minimo
de fo sujeto a f(z,u) =0, y por lo tanto tenemos que éste es el turnpike de las soluciones 6ptimas.
Se comprueba que el sistema (3.35) cumple con las caracteristicas del Teorema 2.2. Se obtienen
las matrices del sistema linealizado (2.8):

a= () (D)o o=(5).
(1)

Verificamos que estas matrices cumplen con la condiciéon de Kalman. Igual que en el ejemplo
anterior al ser un problema lineal las matrices A y B son las mismas del sistema (3.35), ademas
se cumple la condicién del rango del teorema 1.2:

rank(B, AB) = rank < (1J é ) = 2.

Finalmente la matriz W

W:—<_01 _01)+<8>(—1)(0 0). (3.39)

Al ser W simétrica positiva definida, y ambas matrices A y B satisfacen la condiciéon de Kalman se
puede cumple las condiciones del teorema 2.2, y se puede esperar un comportamiento de turnpike
en las soluciones del sistema (3.35).

Debido a la forma cuadratica de fy se esperaria que el minimo estuviera localizado cerca del
punto = (2,7), u = 0, sin embargo, este punto no satisface la condiciones del problema estatico,
igual que el ejemplo 1.

Retornando al sistema (3.35) ahora con el sistema adjunto (3.38) se obtiene un nueva sistema
a resolver:

Ll:l = T2
T2 = Y2 (3.40)
Y =x1 — 2

77/}225152—@01—7
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este nuevo sistema z = Az + (0,0, —2, —7)*, escrito de forma matricial:

=}

0
0
-2
-7

Z+ (3.41)

O~ OO
_ o O =
o O O
o O

—1

Al igual que (3.27), se puede encontrar la solucion analitica usando (3.31). La solucion analitica
de (3.41) queda de la forma:

Definiendo:
V3
a4 = —,
2
1
b — _
27
! (3.42)
m=—=, .
2v/3
h_@+¢$
12
~ (3-V3)
12

se obtienen las funciones que forman la matriz fundamental del sistema # = Az en forma de suma
finita, es decir,

At — aoly + A + apA? + az A3 (3.43)
ap(t) = (we™ + he™*)(cos(bt) + sin(bt)) + (he® + we™*)(cos(—bt) + sin(—bt)),
a1 (t) = (me™ — me™*)(cos(bt) + sin(bt) + cos(—bt) + sin(—bt))
as(t) = (me™ — me=*)(cos(bt) + sin(bt)) + (me™" — me™)( cos(—bt) + sin(—bt)),
az(t) = (he™* 4+ we™)(cos(bt) + sin(bt)) — (he® + we™*)(cos(—bt) + sin(—bt))

Reescribimos la suma (3.43) con las definiciones anteriores de la forma

(%)) (05} + (0% —Q3 [6%)
i A 2 i —Q3 g+ Qg —Qu Qg + Qg
e = aply + A+ ap A% a3 A% =
aq (0D (%)) 3
— Q9 (0751 —Qp — Q3 O — (9
Queda un sistema similar a (3.31):
0 . 0

2(t) = eAt< OO —I—/G_AS _02 ds). (3.44)

1
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Al igual que (3.31), pareceria que z quedaria un sistema dependiente de ¢t y ademas de ¥ y 3.
Recordando que las condiciones de transversalidad imponen que se cumpla ¥ (18) = (0,0) y por
consecuente (1?,19) = (0,0). Resultando en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

23(Y7, 1) o0 0 (3.45)
AW, =0
con solucién numérica aproximada':
V) = —3.5359 + o(1), (3.46)

Yy = 1.9999 + o(1).
Las soluciones analiticas obtenidas para este problema, haciendo incapie que las notaciones son

aquellas definidas en (3.42), en lo referente a este ejercicio se encuentran en el Apéndice 1.

Mediante este método se obtienen las soluciones mostradas en la figura 3.7, igual que en el sistema
(3.21) del ejemplo anterior se muestra el mismo fenomeno oscilatorio alrededor del estado estatico
(el punto ((2, 0), (— 7, O) , O) ). Como se esperaba del sistema al cumplir las condiciones del Teorema
2.2.

sl

35 20
30

6 15
25

20 [

o 1.0
1.5

0sf
A 1.0

0.5

\/ 10 15

(a) z1(t) analitica (b) x2(t) analitica (c) u(t) analitica

5 10 15
F
-2 f 35
[ 30
_3f [l i
[ 25
-4 r 2.0
Sr 1.5
s I
t 1.0
-6f [
| \/ 10 15 08
7k [

(d) 11 (t) analitica (e) ¥o(t) analitica (f) analitica x1(t) vs. 22(t)

5 10 15 5 10 15

2 4 6 8

Figura 3.7: Soluciones analitica del sistema (3.35) en el intervalo ¢ € [0, 18]

Las soluciones 6ptimas del sistema muestran comportamiento turnpike, ya que sus trayectorias
asimilan al de la figura 2.1. En la figura 3.8 se muestra la grafica de x;(t) con x(¢) en el intervalo

L Aproximacién se realiza por truncamiento
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(€, T —¢&] que para este ejemplo es el intervalo [4, 14]. Dicha grafica muestra la oscilacion del sistema
alrededor del punto 0,2, que es el valor del turnpike en para las trayectorias x(t) y za(t).

0.12

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

1.94 1.9 1.98 2.02

-0.02

Figura 3.8: Grafica paramétrica de (x(t), z2(t)) con t € [4,14]

3.2.2. Variacion del Turnpike Respecto del Tiempo

Se recuerda que la soluciones que presentan la caracteristica de turnpike constan de tres in-
tervalos diferentes (Fig: 2.1). En el ejemplo se obtuvo un intervalo de turnpike en [4, 14}, es decir,
& = 4. Al igual que el ejemplo 1 se eligié el punto entero que se acerque al valor del turnpike
en un aproximacion de 107! en el intervalo [¢,T — £]. Sin embargo, este comportamiento se debe
mantener mientras el intervalo de tiempo se suficientemente largo para que la solucién mantenga
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esta propiedad, como se demuestra la demostracion del teorema 2.2.

Como la solucion depende de los pardmetros finales ¢ (7") = (0,0) para algin tiempo 7' € IR.
Se fue disminuyendo el valor de T"y se fue resolviendo el sistema (3.45) para cada caso. Esto con la
finalidad de ver si el valor de £ cambiaba mientras se acortaba el intervalo de tiempo. Se observo
que la longitud del intervalo de turnpike de la solucién disminuia pero el valor de ¢ se mantenia
en cuatro.

En la figura 3.9 se exponen los valores de £ encontrados al variar el valor de 7.

Cuando el valor de T es igual a ocho, en la trayectoria de 1 (t) (que sera, de nuevo, la trayectoria
en la cual nos enfocaremos por el momento) carece de un turnpike al solo acercarse al valor de
2 en dos puntos. Uno de ellos es el valor de tiempo igual a cuatro. Dado que en las trayectorias
anteriores este habia sido donde se empezaba el turnpike.

Se nota que para cualquier valor debajo de 7" menor que diez ya la trayectoria carece de
turnpike. En la figura 3.10 se muestra la grafica de las trayectorias de x;(t) en el intervalos de
tiempo t € [0, 7] con su respectivo valor de T.

Esta figura muestra claramente la disminuciéon proporcional del turnpike mediante se reduce el
tiempo total T'. Mientras que en las ultimas dos graficas T' = 9 y T" = 8 carecen completamente
del turnpike.

Se puede apreciar que en ambos problemas el turnpike siempre empezaba en el mismo valor de
tiempo y se acortaba en el intervalo de tiempo [{, T — £].

Valor de 7' Valor calculado de ¢ Valor de z;(§) Valor de (T — ¢)

18 4 1.92749 2.02205
17 4 1.92754 2.02066
16 4 1.9276 2.02062
15 4 1.92759 2.02073
14 4 1.92717 2.02113
13 4 1.92551 2.02222
12 4 1.92097 2.0245
11 4 1.91138 2.02785
10 4 1.89702 2.02893
9 No presente - -

8 No presente - -

Figura 3.9: Tabla de los valores extremales del Turnpike con 7' variado
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8 8 8
5‘ 1‘0 1‘5 ‘5 1‘0 1‘5 é T‘O 1‘5
(a) z1(t) con T =18 (b) x1(t) con T =17 (¢) z1(t) con T = 16
(d) z1(t) con T =15 (e) z1(t) con T = 14 (f) 21(t) con T =13
(g) z1(t) con T =12 (h) z1(t) con T =11 (i) z1(¢) con T =10
, !
> 4 6 s 2 i s s
() z1(t) con T =09 (k) z1(t) con T = 08

Figura 3.10: Soluciones del caso lineal cuadratico

3.2.3. Ecuacién de Riccati del ejemplo 2

En esta seccion revisamos los sistemas y conclusiones mencionadas en el Lema 2.6 con referencia
al sistema (3.35), con la finalidad de fortalecer las conclusiones establecidas en el mismo.
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El sistema (2.40), para este ejemplo, se reduce en:
(om0 a)+(0 o) (o m)+ (o (e 9)(m m)-(o 9)-(38) am

De donde se obtienen dos matrices simétricas, recordando (3.1), maxima y minima (ver (2.3)). La
ecuacion (3.47) tiene como solucion a las matrices hermitianas F_ y E:

-3 -1 V3 -1
E_ — E =
(2 5) e (U
La matriz E_, ya que al tener eigenvalores {—+/3+1}, aproximados numéricamente {—0.73, —2.73},
que son negativos lo significa que es matriz negativa definida.

La matriz E,, ya que al tener eigenvalores {v/3 & 1}, aproximados numéricamente {0.73,2.73},
que son positivos lo significa que es matriz positiva definida.

Es importante notar que los eigenvalores de E_ son los negativos de E.

Con las matrices F_, Ey y A, U, B, de (2.16) tenemos:

0 1
—1 px* _
A+ BU BE_(—I _\/g)

Esta matriz tiene eigenvalores {%g + 5 }. Como se expresa en el Lema 2.6, sus eigenvalores tienen
partes reales negativas.

La matriz

—1 px* _ 0 1
A+ BU BE_—<_1 V3

tiene eigenvalores {%g + %} Como se expresa en el Lema 2.6, tiene eigenvalores con partes reales
positivas y ademaés, son los negativos de los de la matriz A + BU 'B*E_.

3.2.4. Resultado con un método numeérico

Como se habia mencionado antes, la complejidad de algunos problemas dificultan la obtencion
de una soluciéon analitica y surge la necesidad de obtener una soluciéon numérica aproximada con
un valor de consulta significantemente menor que la consulta de una analitica.

Si se sabe que las soluciones del sistema presentan un comportamiento de turnpike (el sistema
cumple con las condiciones del teorema principal teorema 1.1) se sabe que por el periodo de
turnpike, intervalo de tiempo [£, T'—£] se mantienen cerca de un estado fijo. Un método simplificado
cuya obtencién es muy simple y tiene un costo de consulta insignificante pero cuya soluciéon esta
dentro de un margen de error de la solucién real, puede ser mejor que la solucion real.
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Usando el mismo método variado del método numeérico shooting, junto con un método de
gradiente descendente, explicado en el siguiente capitulo, se obtuvieron los siguientes resultados
del problema lineal cuadratico del sistema (3.35). Obteniendo los resultados numéricos mostrados
en la figura 3.11.

9 3.5
8F 3F 4
T 25} :
6 51 .
5-

15F 1
4 b
sl 1F 4
51 0.5 1
1-/ ] of 1
0 . . -0.5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

(a) 1(t) numeérico (b) x2(t) numérico (¢) u(t) numérico
. 5 35
ok 1 3
1t 25F
2 F ok
M| 15}
-4
1}
5t
st 05
7F oF
I sl 05
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(d) 41 (t) numeérico (e) Y1 (t) numeérico (f) numérico x1(t) vs.xa(t)

Figura 3.11: Soluciones nimericas del sistema (3.35)

La similitud entre las soluciones numéricas y analiticas es evidente, sin embargo, representamos
un calculo del error absoluto igual que en el ejemplo 1. En la figura 3.12 muestra el error absoluto
de las aproximaciones numéricas, la subfigura (a) muestra |z (t) — pNumrica(t)],

El error absoluto se mantiene en un margen de 1072, lo cual significa que la convergencia de la
aproximacioén numeérica es bastante confiable. Gracias al Teorema 2.2 se sabe el comportamiento de
la soluciéon 6ptima en un cierto intervalo de tiempo lo que ayuda a realizar mas métodos numéricos
simples para la obtencién de solucién.
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51

0.02 0.01
0.018 F 0.009 F
0.016 F 0.008 F
0.014 F 0.007 F
0.012 f 0.006 F
0.01 f 0.005 F
0.008 F 0.004 F
0.006 F 0.003 F
0.004 f 0.002 F
0.002 f 0.001 F

0 'l 'l 'l 'l - — 'l 0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

(a) Error absoluto de x1(t)
0.004 0.025
0.0035 F

0.02 f
0.003 F
0.0025 0.015 |
0.002 F
0.0015 F 0.01 F
0.001 F
0.005 F

0.0005 F

O 'l 'l 'l 'l i 'l 'l 0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
(c) Error absoluto de 1 (t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
(b) Error absoluto de z5(t)

L L L L L —

Figura 3.12: Error de las soluciones numéricas

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
(d) Error absoluto de 15(t)



Capitulo 4

Métodos Numéricos

Recordamos el problema tipico de frontera (1.15) para el caso n = 2. Consideremos el sistema:

(t) = f(z(t)) , te€la,b]CR (4.1)
ri(a)=a , x1(b)=p

con f:IR? = R* z: R — IR?y a, B € IR. Se asume la existencia de una solucién tnica X (t) € IR?
al problema (4.1), es decir, X;(a) = ay X5(b) = /3. Si se conociera el valor de la solucion en Xy (a),
convirtiendo el problema en uno de valor inicial (Definicién 1.14), se integraria numéricamente
usando el método de Runge-Kutta y se obtendria una estimacion numérica a la solucion X, (t) que
cumpla con la igualdad

Xn(t) = X(t) + error. (4.2)

Para la obtencion de la solucion o estimacion numeérica en el los problemas como el de (4.1) se usa
el método numérico llamado método de shooting.

4.1. Meétodo de shooting

En esta seccion se explicara el método de shooting clasico para el problema de frontera (4.1).
Es importante mencionar que como se asume de antemano la existencia de una solucion; se dice
que el problema (4.1) esta bien plantado. Para la integracion numeérica inicial se necesita saber los
valores Xj(a)y Xs(a) de los cuales solo se tiene el primero, asi que se debe de proponer algin valor
(IT;) para Xs(a), este valor propuesto se le denomina angulo de disparo (o shooting en inglés).
Dicho de otra manera asignamos:

ry(a) = II;. (4.3)
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Se puede entonces resolver el problema (4.1) como uno de valor inicial (1.14) resultando en una
solucion Y (t) € R?, que por lo general Y # X debido a que Y;(b) > 3. Se propone entonces otro
valor

zo(a) = Il (4.4)

que resulte en otra solucion W (t) al problema de valor inicial, y similar se obtiene que Wi (b) #
por lo que W(t) # X (t).

Se sigue modificando el valor I hasta obtener una aproximacion a la solucion X (t), es decir,
conseguir un valor I7, tal que su soluciéon numeérica sea X7'(b) ~ X;(b) = f, o , escrito de otra
manera, X]'(b) = X;(b) + dg donde 0 € IR es un error de aproximado muy pequeno. Esto es
similar a tratar de obtener el cero de una ecuacién de frontera como (1.12). Para encontrar el
cero se puede recurrir a varios métodos numéricos, sin embargo en este trabajo se usara y enfocara
tnicamenente en el método de gradiente descendiente, dicho método es un método de optimizacion;
busca el minimo o maximo de una funciéon escalar. Para encontrar el zero de la ecuacion de frontera
(1.12) se minizara la norma de (1.12).

4.1.1. Gradiente descendiente

El método de optimizacion de descendiente de gradiente (gradient descent) o gradiente descen-
diente es explicado en esta seccion.

\

Figura 4.1: Visualizaciéon de optimizacion por método de gradiente

Dada una funciéon escalar h : IR" — IR, se requiere encontrar un z,, € IR" tal que h(z,,) sea
un minimo local de h. Se busca un algoritmo que, empezando con algtn estimado inicial de z y
recursivamente cambia dicho valor, hasta que converga a un valor aproximado de x,,.
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El gradiente Vh = 8’5(;) en la posicion z apunta hacia la direcciéon de mayor incremento de la
funcion. Lo que significa que —Vh, es la direccién de mayor descenso. Resultando en la actualizacion
del valor de x como:

yiejo 8h(ac)

’I"LUG’UO = K

— ; =11,...
7 % 0@ ’ t {7 777/}

x
con k € IR llamada la magnitud del paso, determina cuanto se avanza en una determinada direccién
de descenso. Una de las grandes desventajas de este método es la determinaciéon de una buena
magnitud de paso. Debido a que si esta es demasiado grande el paso del gradiente puede alejarse
de un minimo encontrado. Esto es resuelto haciendo que este valor sea metdédicamente actualizado
en cada iteracion. Figura 4.1 muestra un ejemplo del proceso de convergencia de este método.

Uno de los grandes inconvenientes del método de shooting es el definir un angulo de disparo
cercano al valor original. Tomando el ejemplo de (4.1) se requiere para facilitar la convergencia
del método de shooting (que el numero de iteraciones sean minimo) se debe de elegir un valor IT;
cercano al valor Xs(a). De lo contrario el método puede divergir o encontrar un minimo local de
t € [a,b] C IR y no el global del intervalo.

4.2. Modificacién del método de shooting

Recordemos el ejemplo (3.21), se obtiene un sistema de IR* una vez que el principio maximo
de Pontryagin fue aplicado, existe un sistema del tipo

2= F(z(2,9)) (4.5)

con condiciones de frontera ( en el caso de (3.21) son las condiciones de transversalidad (T") =
(0,0) y las iniciales 2(0) = (0,0)) escritas como

R(2(0), 2(T)) = 0.

Es importante resaltar que de z(z,) € IR®" solo n variables desconocidas en los extremos del
intervalo de tiempo [tg, T], estos son los valores del estado inicial (z(¢y) € IR™) que es dado a
priori en los problemas. Los valores finales conocidos son aquellos del vector adjunto (z(7T) €
IR"™) dados por las condiciones de transversalidad. Por lo general, los valores del vector () son
los que, siguiendo la explicacion del método de shooting mencionada antes, se modifican para
obtener los valores finales siendo actualizados por algiin método numérico. Una de las grandes
complicaciones de los métodos de shooting es la inicializacion de las variables iniciales desconocidas.
Para garantizar la convergencia del método se requiere proporcionar una inicializacion de z(t = 0),
lo suficientemente preciso para que el método de optimizaciéon usado converja. Una propuesta para
facilitar este problema es realizada en [5|. Asumimos que estamos dentro del contexto de Teorema
2.2. Nuestra trayectoria, el control y el vector adjunto se encuentran exponencialmente cerca del
estado fijo (2,4, 5\), solucion al problema de control 6ptimo estatico. Ademaés, por 2.70 sabemos que
existen los puntos que se busca encontrar por medio de shooting, lo cual garantiza la existencia de
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una soluciéon. Esta cercania no puede a priori ser usada directamente para asegurar la convergencia
del método de shooting ya que la cercania de las trayectorias no es asegurada sino hasta que la
solucion entre al turnpike en el tiempo ¢ = £. Sin embargo la cercania de las soluciones 6ptimas si
es asegurada dentro del intervalo de turnpike ¢ € [£,T — £]. Se sugiere entonces una modificacion
a la implementacion del método, e iniciar la implementacion en el la posicion ¢, = % Como se
asegura que esta posicion esta contenida dentro de el intervalo de turnpike, es decir, ¢,, € [£,T —£].
Se tiene una buena aproximacion inicial que facilitara la convergencia del método.

El nuevo método de shooting implementado sera el siguiente. La variable desconocida z(%) € R*
se inicializara en el estado estéatico (Z,\), entonces:

= Se integra en sentido contrario el sistema (4.5) usando el método de integracion que en esta
trabajo se usara unicamente el de Runge-Kutta de cuarto orden, en el intervalo de tiempo
[0, Z] para obtener un valor de z(0);

» Se integra hacia adelante el sistema (4.5), con el mismo método de integracion, en el intervalo

de tiempo [%, T para obtener un valor de z(7T).

Queda entonces el ajuste que al punto z(%) que se debe realizar iterativamente, generalmente el
método generalmete implementado para este ajuste es el método de Newton o alguna variacion
del mismo.

Este método es usado para modificar el valor z(%), regresando a la explicacion de la nueva im-
plementacién del método de shooting. Cabe mencionar que en ambos problemas se toma como
funciéon escalar a minimizar como:

B 1) =\ (1(0) — 29)2 + (22(0) — 5)% + ((T) — )2 + (to(T) — )2

Se muestra en el capitulo anterior en las graficas de error que el algoritmo es muy estable y converge
facilmente.

Observacion:Otros trabajos ([5],[7]) que usan un método de shooting similar al usado dejan
el trabajo de optimizacion a alguna variacion del método de Newton de segundo orden (llamado
expansion de Taylor de segundo orden), aproximando la funcién z(z) a este orden alrededor del
punto x, se obtiene:

af (x
ox
con H siendo la matriz hessiana y, intuitivamente, describe la curvatura paraboélica n-dimensional
local que aproxima la funciéon. En el caso donde H es positiva definida esta parabola tiene un
minimo definido

102(x0)"

o= Ox
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El método de Newton en cada iteracion calcula la aproximacion de segundo orden de z, salta al
minimo de esta parabola y vuelve a calcular de ahi. Este es similar al un variante del método del
gradiente llamado gradiente covariante (ver [11]). Este método es usado para obtener aproxima-
ciones numéricas de este tipo de sistemas en [17] y [5]. Debido a esto y por la sencillez del método
numérico de gradiente se uso en este trabajo.

4.3. Pseudocoédigo

Los algoritmos implementados para la obtenciéon de las aproximaciones numéricas se presentan
en forma de pseudocodigo, es importante recordar que para la integraciéon numeérica hacia delante
y hacia atras se usa el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

En ambos ejemplos se toma el intervalo de tiempo [0, T'], discretizado en N = 1000 pequenos trozos

T —
At=——
N Y

ti=0+Atxi , i={0,N},

=}

el algoritmo mostrado es el usado para en el primer ejemplo, cuando existan condiciones de trans-
versalidad, ademas de haber fijado N, se toma Maxit = 100, x; = 0.0000505000682 v €, = 1072,

En el segundo ejemplo se toma Maxit = 100, x; = 0.0000514253121201 y ¢, = 1072,
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Algoritmo 1 Algoritmo con condiciones de transversalidad

de

Entorno: Sistema z(t), Punto inicial 2° = (z, 5\)*, Condiciones de frontera R(x,1)), Intervalo
tiempo [to, T], Magnitud de paso x € IR*", Gradiente Ay € IR*", Tolerancia = 6y, Maximo de

iteraciones =M axit

— =
= O

Salida:Aproximaciéon numérica

. Procedimiento:
i=0

T\ _ .o
2(5) =z
€, = OO

Al =0

mientras i < maxiter & ¢, > 6, hacer
Integrar( z(%) ) en [£,T] hacia delante
Integrar( z(5) ) en [3,0] hacia atras

Calcular( 4 )

9

— =

para j = 1: 2n hacer

I

: /
si Aj;A,; > 0 entonces
Kj < 1.2I€j

NN~
= © o

B
N

si nosi Aj;A,; <0 entonces
Kj < O.5I€j
Aoj 0
2i(5) ¢ 2j-1(3) — K5 Doj sgn(Ao))
en — | R(2(3))ll




Capitulo 5

Apendice de Resultados

5.1. Ejemplo 1

Se muestran las soluciones analiticas del primer ejemplo:

Recordando que la solucion (3.28), que es de la forma

x9 ’ 0

z(t) = eAt< iz%) —I—/e_AQ 02 dQ).
0 _
w) v\

y recodando que solo se sabe que (xf,z9)* = (0,0)* entonces queda las solciones de la forma:
21 (t) = Le ' ((7 (1 + €*7) Cosltn] — (V7e*™ — 2 (\/T+ Tm)) Sin[tn])
(nQ}FTQe*” (—4e(gn +wr) + ((—VT+2¢+ € (VT+29))
+2 (1 + ) wr) Cosltn] + (2 (=1 + e*")wn — (V7 — 2g
+e*" (V7 +2q)) 7) Sinftn]) + 29) + 14 ((—1 + €*7) hCos|tn)]
+ (1+e) pSinltn]) (e (98¢ (pn — an — (h+w)7)
+ ((2V7 — 49p + 49 + €27 (=2v/T — 49p + 49q) ) n + 49 (1 + €*7)
(h + w)r)Cos[tn] + (49 (—1 + €*7) hy + 49 (=1 + 2wy + (2V/7
—49p + €7 (2V/T + 49p — 49q) + 49¢) 7) Sin[tn]) + x9) + 14((—1

+e27) wCos[tn] — (1 + €*7) ¢Sin[tn]) (

1 —tT (T
¢ (€

(VT + 14m + 98p + 98¢) n + 98(—h + w)7) — ((=V/7 + 49p + 49¢

o8
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+e*7 (2V/7 + 14m +49p +49¢) ) n — T (1 + Th + 27 (—1 4+ Th — Tw)
— Tw)7)Costn] + (7 (=1 — Th+ €7(=1 + Th — Tw) + Tw) n + (V7
—49p — 49¢ + €*'7 (2v/7 + 14m + 49p + 49q) ) 7) Sin[tn]) + ) +
2V7 (= 1+ ¢27) Sinftn] (sbmye ™™™ (e (VT + 14m — 8p)
+8h7) — (V7 +2¢*7(Tm — 2p) — 4p) n + (=T + 4h + *7(7 + 4h)) 7) Cos|tn]
— ((T—4h + e (T+4h))n + (VT — dp + e*7(—14m + 4p)) 7) Sin[tn]) + ¢9)) .

To(t) = Le T (_n2 L 14 (=14 €27) (h — w)Coslty] + (1 + *7) (p
+q)Sin[tn]) (—4eqn — de'Twr + ((—VT +2¢ + €7 (VT +29)) 1
+2 (1 4 e*7) wr) Costn] — 2wnSin|[tn] + 2e*TwnSin[tn] — v/77Sin[tn]

— VT2 7Sintn] + 2q7Sin[ty] — 2e*7qrSin(tn] + €' (n* + 72) 29) +
e (7 (1 + €*7) Cos[tn] + (V/T7e*™ + 14m) Sintn]) <me*” (98e'™
(m —qn — (h+w)7) + ((2V7 — 49p + 49q + €*7 (=2/7 — 49p + 49q) ) 1
+49 (1 4 €27) (h + w)7) Cos[tn] + (49 (=1 + €*7) hny + 49 (=1 + e*7) wn
+ (2V7 — 49p + €*7 (2V/T + 49p — 49q) + 49¢) 7) Sin[tn]) + x3) — 2v/Te'"
(=1 + €%7) Sin|tn] (W@‘” (e ((V/T+ 14m + 98p + 98¢) n
+98(=h +w)7) — ((=V/T +49p + 49 + €7 (2V/7 + 14m + 49p + 49¢) ) n
—T(1+Th+e* (=14 Th — Tw) — Tw) 7) Cos[tn] + (7 (=1 — Th + *7(-1
+7h — Tw) + Tw)n + (VT — 49p — 49 + €7 (2v/T + 14m + 49p + 49q) ) 7)
Sinftn]) +97) — =7 (=14 €*7) (h + w)Cos[tn] + (1 +€*7) (p
— q)Sin[tn]) (—V/7e!™n — 14e'™mn + 8e'"pn — 8e'"hr + (V7 + 2¢*7
(Tm — 2p) — 4p)n + (=7 + 4h + e*7 (7 + 4h)) 7) Cos|tn] + TnSin[tn)]
+ 7e?™nSin[tn] — 4hnSin[tn] + 4€*7 hnSin(tn] + /77Sin[tn)]

—14e*™m7Sin(tn] — 4p7Sin(tn] + 4e* prSin[tn] — 2" (n? + 72) ¥9)) .

U (t) = e 2" <772+;ﬂl4 (=1 +€*7) (h + 3w)Cos|tn] + (1 + €*7) (p

— 3q)Sinftn]) (—demqn — detmwr + ((—V7 + 20+ ¥ (V7



60 Capitulo 5. Apendice de Resultados

+2q))n + 2 (1 + €*7) wr) Cos[tn] — 2wnSin[tn] + 2e*TwnSin[tn]
— V/T7Sin[tn] — /7?7 7Sin[tn] + 2¢7Sin[tn] — 2e*7¢rSin|tn]
+et™ (n? + 72) 28) 4+ 4V/Te!™ (—1 4 *7) Sin|tn) (m
(pn —qn — (h+w)7) + ((2v/7 — 49p + 49 + 7 (—2V/7 — 49p + 49¢) )
+49 (1 4 €*7) (h + w)7) Cos[tn] + (49 (=1 + €*7) hn + 49 (=1 + e*7) wn

+ (2V7 — 49p + €*7 (2V/T + 49p — 49q) + 49¢) 7) Sin[tn]) + x3) + €' (7

(1+ €*7) Costn] — (VTe*™ — 2 (V/T+ Tm)) Sin[tn)) (W(f”

(e (V74 14m + 98p + 98q) 1 + 98(—h + w)7) — ((—V/7 + 49p + 49¢

+e*7 (2v/T + 1dm +49p +49¢) ) n — T (1 + Th + 2" (=1 + Th — Tw) — Tw) T)

e—tT (986t7

Cos[tn] + (7 (=1 = Th + €27 (=1+ Th — Tw) + Tw)n + (V7 — 49p — 49¢ + €*"
(2v/7 + 14m + 49p + 49¢) ) 7) Sin[tn]) + ¥9) + 14e'™ ((—1 4 €*7) (h — w)Costn]

+ (14 €7) (p+ q)Sintn)) (2(n21+T2)e*tT (et (/7 + 14m — 8p) n + 8h7)

— (V7 +2e*7(Tm — 2p) — dp) n + (=7 + 4h + €*7(T + 4h)) 7) Cos[tn] — ((7
—4h + (T 4h)) n+ (VT — dp + " (—14m + 4p)) ) Sin[tn]) + ¢5))

a(t) = e (—4V/T (=1 + €¥7) Sinftn] (ke (—4e(qn + wr)
+ (VT +2g+ e (VT+2q)) n+2(1+e*)wr) Cos[tn] + (2(—1
+e ) wn — (V7 —2q + €* (VT +2q¢)) 7) Sinftn]) + ) + 14((—1
+e*7) (h + 2w)Cos(tn] + (1 + €*7) (p — 2¢)Sin(tn]) (W@‘”
(98¢'™(pn — qn — (h+ w)7) + ((2v7 — 49p + 49q + 7 (—2+/7 — 49p
+49¢))n + 49 (1 + *7) (h + w)7) Cos|tn] + (49 (—1 + €*7) hny + 49(—1
+eT)wn + (2V7 — 49p + €*7 (2V/7 + 49p — 49q) + 49¢) 7) Sin[tn]) + z3)
414 (— (=1 + €27) hCosftn] — (1 + *7) pSinfty)) (We‘” Ca
(V7 + 14m +98p + 98q) n + 98(—h +w)7) — ((—V/7 + 49p + 49¢ + €*'
(2v/7+ 14m +49p 4+ 49¢)) n — T (1L + Th + €*7(—1 4+ Th — Tw) — Tw) ) Cos|tn)]
+ (7(—=1=Th+e*(=1+Th — Tw) + Tw)n + (VT — 49p — 49¢ + €*7 (27
+14m + 49p + 49¢))7)Sin[tn]) + ¢9) + (7 (1 + €*7) Cos[tn] + (V7e*T
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+ 14m)Sin[tn)]) <We‘” (e ((V/T+ 14m — 8p) n + 8h7)
— (V7 +2e*7(Tm — 2p) — 4p) n+ (=7 + 4h + *7(7 + 4h)) 7) Cos|tn]—(

(7T—4h+ e (T+4h))n+ (VT —4p + e*(—14m + 4p)) 7) Sinftn]) + ¢9)) .

(3.32) describe el proceso para obtener los valores de las incognitas (19,49), en el cual (3.32) es
un sistema 2 x 2 que hay que resolver. Este sistema en forma matricial es

STRRSD) Y 01 0
- = 5.1
<§21 §22)<1/J3> ((52 0 (5.1)
donde los valres de la matriz ¢ € IR de dimensién 2 x 2 son
11 = 17407 (€207 (7 (1 + €%07) Cos[20m] — (V/7e**™ — 2 (V/7 4+ Tm)) Sin[207]) ) ,

1o = e 207 (1427 (=1 + €*7) (h — w)Cos[20n] + (1 + €**7) (p + ¢)Sin[207)])) ,

207 (14((1 — ¢%7) hCos[20] — (1 + €*7) pSin[207)))

S21 =

(
Goo = 17727 ((7 (1 + €*7) Cos[20n] + (V7€ + 14m) Sin[20n))) ,
Los valres de la matriz 6 € IR de dimension 2 x 1 son

o = e " ( ri2 14 (=1 + ¢*7) (h + 3w)Cos[20n] + (1 + ¢*7) (p — 3¢)Sin[207))
(—4e®7gn — 4e®™wr + ((—V7 +2q + €27 (VT +2¢)) n+ 2 (1 + *°7) wr) Cos[207]
— 2wnSin[20n] + 2e1°7wnSin[20n] — V/77Sin[20n] — /707 7Sin[207)
+2¢7Sin[20n] — 2¢*°7¢7Sin[207]) + mél (—1 + e°7) Sin[207]

(9827 (pn — qn — (h+ w)T) + ((2V7 — 49p + 49¢ + €07 (—2v/7 — 49p + 49q) ) n
+49 (1 + €%°7) (h 4+ w)7) Cos[20n] + (49 (=1 + €*°7) hn + 49 (=1 + ') wn + (2V/7
—49p + €7 (2y/7 + 49p — 49q) + 49q) ) Sin[207]) + 14e*7 ((—1 + €%°7) (h — w)
Cos[20n] + (1 + ¢*7) (p + ¢)Sin[207)) (me—mf (€27 (/7 + 14m — 8p)
n+8ht) — (V7 +2e"7(Tm — 2p) — 4p) n + (=7 + 4h + €*7(7 + 4h)) 7) Cos[207)]
— ((7 — 4h + €*7(T + 4h)) n + (VT — dp + €7 (—14dm + 4p)) 7) Sin[20n]) ) + €*
(7 (1 4 €*7) Cos[20m] — (V/7e**™ — 2 (V/7 + Tm)) Sin[20n]) (We_m”

(27 ((V/7 + 14m + 98p + 98q) n + 98(—h + w)T) — ((—/7 + 49p + 49¢ + **7
(2v/7+ 14m +49p 4+ 49¢) ) n — 7 (1 + Th + €**7 (=1 + Th — Tw) — Tw) 7) Cos[20n]
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+ (T(=1=Th+ € (=14 7h — Tw) + Tw) n + (V7 — 49p — 49¢ + €7 (2y/7 + 14m
+49p + 49¢))7)Sin[207)]))).

by = €727 (TIQTngQe*QOT (=14 €*7) (h + 2w)Cos[20n] + (1 + €°7) (p — 2¢)Sin[207))

(98¢0 (pn — qn — (h + w)7) + ((2v/7 — 49p + 49¢ + %7 (—2/7 — 49p + 49q) ) 1

+49 (1 + €7) (h 4+ w)7) Cos[20n] + (49 (—1 + €*°7) hn + 49 (=1 + %) wn + (2V/7
—49p + €7 (2y/7 + 49p — 49q) + 49¢) T) Sin[207]) — nhr;ﬁélﬁe*ﬂ” (=1 + €%97)
Sin[20n] (=47 (qn + wr) + ((—V7 +2q + € (V7 +2q)) n+ 2 (1 + ') wr)
Cos[20n] + (2 (=1 + %) wn — (V7 — 2¢ + €27 (V7 +2¢)) 7) Sin[20n]) + (7(1

+¢107) Cos[20n] + (V7e'*™ + 14m) Sin[207)]) (We—mf (e ((VT + 14m

— 8p)n + 8ht) — (VT + 2e*7(Tm — 2p) — 4p) n + (=7 + 4h + €'°7(7 + 4h)) 7)
Cos[20n] — ((7 — 4k + €*7(T + 4h)) n + (VT — dp + €7 (—14m + 4p)) 7) Sin[20]))
+ 14 ((1 — €*°7) hCos[20n] — (1 + €*°7) pSin[20n)]) (W@‘QOT (e (VT
+ 14m + 98p + 98¢)n + 98(—h + w)T) — ((—V/7 + 49p + 49¢ + €*7 (2V/7 + 14m + 49p
+49¢))n — 7T(1 + 7Th + e (—=1 + 7Th — Tw) — Tw) 7) Cos[20n] + (7 (=1 — Th + 07

(—1 4+ 7h — Tw) + Tw)n + (V7 — 49p — 49q + €7 (2/7 + 14m + 49p + 49¢) ) 7) Sin[207]))) .

El sistmea (5.1) al resolverse nos da los valores iniciales del vector adjunto que, cumpla con las
condiciones de transversalidad ¢ (7") = 0. Dicho resultado es

772 +7'2

Y — ((e‘ﬁOT (7(1 + €1°7) Cos[20y] + (v/7e® + 14m) Sin[207)) ( L 14
((—=1 + €*7) (h + 3w)Cos[20n] + (1 + €*°7) (p — 3¢)Sin[20n]) (—4e*7qn
—4e®wr + ((—=VT7+2¢ + €7 (VT +2q)) n+ 2 (1 + €*7) wr) Cos[20n)]

— 2wnSin[20n] + 2e*°7wnSin[20m] — v/ 77Sin[20n] — /7e*°77Sin[207)]
+2¢7Sin[20n] — 2¢*7¢7Sin[20n]) + 7 (=1 + €*7) (h — w)Cos[207)]
+(L+¢'7) (p+ q)Sin[20n]) (27 ((VT + 14m — 8p) n + 8h7) — (V7 + 2¢*"
(Tm — 2p) — 4p)n + (=7 + 4h + ¢*7(7 + 4h)) 7) Cos[20n] — (7 — 4h + €*07(7

+4h))n + (VT — 4p + €*°7(—=14m + 4p)) ) Sin[201]) + mél(—l
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+¢%07) Sin[20n] (9827 (pn — qn — (h 4+ w)T) + ((2V/7 — 49p + 49q + €7
(—=2V7 — 49p +49q) ) n + 49 (1 + €**7) (h + w)7) Cos[20n] + (49(—1
+e7) by + 49 (=1 + €*7) wn + (2v/7 — 49p + €77 (2v/7 + 49p — 49q)
+49¢)7)Sin[201]) + w2ty (7(1+ €'7) Cos[20m] — (V7'
—2 (V74 7m)) Sin[20n]) (27 (V7 + 14m + 98p + 98¢) n + 98(—h + w)7)
— (=T +49p + 49q + €7 (2y/7 + 14m + 49p + 49q) ) n — 7 (1 + Th + €*7(~1
+ Th — Tw) — Tw)7)Cos[20n] + (7 (=1 — Th + (=1 + Th — Tw) + Tw)
+ (V7 —49p — 49q + €' (2v/7 + 14m + 49p + 49q) ) 7) Sin[207]))) /
(196 (1557497 (7 (1 + €*°7) Cos[20n] + (v/7e®7 + 14m) Sin[207))
(7 (1 + €%7) Cos[20n] — (VT7e'®™ — 2 (V7 + 7m)) Sin[20n]) — e407((1
—e7) hCos[20n] — (1 + €7) pSin[20n]) (=1 + €*7) (h — w)Cos[20n]
+ (14 e%7) (p + @)Sin209])))) + (e~ ((—1 + ') (h — w)Cos[207]
+ (14 €*7) (p 4 ¢)Sin[207)) <2(n21+72 ~207 (7 (1 + ¢*7) Cos[207]
+ (V77 4 14m) Sin[20n]) (27 ((V/7 + 14m — 8p) n + 8h7) — (VT
+2e%07(Tm — 2p) — 4p)n + (=7 + 4h + *°7(7 + 4h)) 7) Cos[20n] — ((7
—4h + €' (7 + 4h))n + (V7 — 4p + €' (—=14m + 4p)) ) Sin[207))
+ 2072 (<1 4 €'7) (h + 2w)Cos[20n] + (1 +¢*7) (p — 29)
Sin[20n]) (98e*7 (pn — qn — (h+ w)T) + ((2V/7 — 49p + 49¢ + €7
(—=2V7 — 49p + 499)) 1 + 49 (1 + €*°7) (h + w)7) Cos[20n] + (49
(=1 +e7) hnp 4+ 49 (=1 + ) wn + (27 — 49p + €*O7 (2V/7 + 49p
— 49q) + 49¢)7)Sin[207]) — 44/Te=207 (=1 + €07) Sin[207)]

(—4e®7(qn + wr) + (V7 +2¢ + 7 (VT +2q)) n + 2 (1 + €*7) wr)
Cos[20n] + (2 (=1 + ') wn — (VT — 2¢ + €**7 (V7 +2¢)) 7) Sin[20n])
+ 2672 (1 = €'7) hCos[20m] — (1 + €*°7) pSin[207)]) (e (V7

+72

+ 14m + 98p + 98¢)n + 98(—h + w)T) — ((—V/7 + 49p + 49¢ + €**7 (2V/7
+14m + 49p + 49¢))n — T (1 + Th + e*°7 (=1 + 7h — Tw) — Tw) 7) Cos[20n] + (7
(=1 =Th+ e (=14 7h — Tw) + Tw) n + (V7 — 49p — 49¢ + €*7 (2V/7
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+ 14m + 49p + 49¢))7)Sin[207]))) /(14 (g7 (7 (1 + €*°7) Cos[207)]
+ (V77 4 14m) Sin[20n]) (7 (1 + €*°7) Cos[20n] — (V7T — 2 (VT
+ 7m))Sin[209]) — e ((1 — €*°7) hCos[20m] — (1 + €°7) pSin[207])
((=1+¢€") (h — w)Cos[20m] + (1 + e*7) (p + )Sin[207]))) .

WY = (e—GOT (1 — €%7) hCos[20m] — (1 + ¢°7) pSin[207]) (# 14
((—1 + €*7) (h + 3w)Cos[20n] + (1 + €*°7) (p — 3¢)Sin[207))
(—4e®7qn — 4wt + ((=VT7 +2¢ + 7 (VT +2q)) n + 2
(1 + €17) wr) Cos[20n] — 2wnSin[20n] + 2e*°7wnSin[207]
—V/778in[20n] — V/7e**77Sin[20n] + 2¢7Sin[20n] — 26*°7¢7Sin[20))

+ = 7 (1 4 €%7) (h — w)Cos[20n] + (1 + €™7) (p + ¢)Sin[20n])

(27 (VT + 14m — 8p) n + 8h7) — (VT + 2627 (Tm — 2p) — 4p)
+ (=74 4h + e*7(7 + 4h)) 7) Cos[20n] — (7 — 4h + e*7 (T + 4h)) n
+ (VT = 4p + ¢'7(=14m + 4p)) 7) Sin[209]) + Zzarm4(-1
+e%07) Sin[20n] (987 (pn — qn — (h 4+ w)T) + ((2V/7 — 49p + 49¢

'O (=2v/T — 49p + 49q) ) n + 49 (1 + €%°7) (h + w)7) Cos[20n] + (49
(=14 €7) hny + 49 (=1 + €°7) wn + (2v/7 — 49p + €107 (2/7 + 49p — 49¢)
+49¢)7)Sin[200]) + 7ty (7(1+€'7) Cos[20n] — (V7' -2
(V7 +Tm)) Sin[207]) (27 ((v/T + 14m + 98p + 98q) 1 + 98(—h + w)T)
— ((—=V7+49p + 49 + "7 (2V/7 + 14m + 49p + 49¢) ) n — 7 (1 + Th + €'
(=1 +7h — Tw) — Tw)7)Cos[20n] + (7 (=1 — Th + €*7 (=1 + Th — Tw) + Tw) 7y

+ (VT —49p — 49¢ + €' (2V/7 + 14m + 49p + 49¢)) 7) Sin[207]))) /
(14 (37407 (7 (1 + €%°7) Cos[20n] + (V7€' + 14m) Sin[20n))
(7 (1 + €'7) Cos[20n] — (V7e'*™ — 2 (V7 + 7m)) Sin[20n]) — e~**7((1
—e7) hCos[20n] — (1 + ¢*°7) pSin[207]) ((—1 + €*°7) (h — w)Cos[207]
+(1+e*7) (p + ¢)Sin[20n]))) — (747 (7 (1 + €*7) Cos[20n] — (v7e"
=2 (V7 + Tm)) Sin[20y]) (ke 2" (7 (1 + €°7) Cos[200)
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+ (V77 4 14m) Sin[20n]) (27 ((V/7 + 14m — 8p) n + 8h7) — (VT
+2e47(Tm — 2p) — 4p) n 4 (=7 + 4h + €07 (7 4 4h)) 7) Cos[20n] — ((7

—4h + €' (7 + 4h))n + (V7 — 4p + €' (—=14m + 4p)) ) Sin[207))
+ 22072 (=1 4 €'7) (h + 2w)Cos[20n] + (1 +¢*7) (p — 2q)
Sin[20n]) (98e*7 (pny — qn — (h+ w)T) + ((2V7 — 49p + 49¢ + €17

(—=2V/7 — 49p +499)) 1 + 49 (1 + €**7) (h + w)7) Cos[20n] + (49 (—1 + €*7) hn
+49 (=1 4 ) wn + (2v/7 — 49p + €7 (2v/7 + 49p — 49q) + 49¢) 7)
Sin[207)]) — i 4v/Te™ 7 (=1 + €*7) Sin[20n] (—4€*7 (gn + w)
+ (V7 +2g+ ¢ (VT +29)) 1+ 2(1 + ') wr) Cos[20n] + (2 (—1 + ') wy
— (V7 —=2q+ ¢ (V7 +2q)) 7) Sin[20n]) + 2525 (1 — €*°7) hCos[207]

— (14 €%7) pSin[20n]) (e®7 ((V/7 + 14m + 98p + 98¢) n + 98(—h + w)T)
— ((—=V/7 +49p + 49q + €*7 (24/7 + 14m + 49p + 49¢) ) n — 7 (1 + Th + €7 (-1
+ Th — Tw) — Tw)7)Cos[20n] + (7 (=1 — Th+ €27 (=1 + Th — Tw) + Tw) n + (V7

—49p — 49 + €' (2v/7 + 14m + 49p + 49¢) ) 7) Sin[20n]))) / (196 (2ze 40
(7 (1 4 €*7) Cos[20n] + (V7€ + 14m) Sin[20n]) (7 (1 + €**)
Cos[20n] — (V7™ — 2 (V7 + Tm)) Sin[207]) — e~407 (1 — ¢07)
hCos[207] — (1 4 €%°7) pSin[207]) ((—=1 + €*°7) (h — w)Cos[207]

+(1+e%7) (p + @)Sin[207)]))) .

5.2. Ejemplo 2

Se muestran las soluciones analiticas del primer ejemplo:

Recordando que la solucion (3.44), que es de la forma

x9 ' 0
2(t) = eAt< x§ —|—/€_AQ _02 dQ).
R

y recodando que solo se sabe que (z¢, z9)* = (0,0)* entonces queda las solciones de la forma:
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21(t)= ke 2t (= (1 + €24 (h + w)Cos[bt] + (—1 + €24 (h — w)Sin[bt]) (42

a?+b2 €

(a(h —w)+b(h+w)) —2(a(l+e*) (h—w)+b(h+e*h—Tm+ Te*m + w + e*w))
Cos[bt] +2(=b(=1+e**) (h —w) +a((—1 +e**)h+ 7 (1 + e**)m + (=1 + e**) w)) Sin[bt])
+ (= (=1 +¢e*) (h — 2m — w)Cos[bt] + (1 + €**) (h + w)Sin[bt]) (14e™(a(h — 2m — w)
+b(h+w)) — (Ta(14+e2) (h—2m —w) +b(T(1+ ) h+ 4 (=1 +e*)m + 7(1 + **) w))
Cos[bt] + (=7b (=1 +e¥*) (h —2m —w) + a (T (=1 + ) h + 4 (1 + ) m + 7 (=1 + > w))
Sin[bt]) + e ((—1 + ™) (h — w)Cos[bt] — (1 + €2*) (h + w)Sin[bt]) (e~ (14e™ (a(h — w)
+b(h+w)) — (a(5+9e2)h +b(5+ 9e**) h — a (9 + 5e**) w + b (9 + 5e?**) w) Cos[bt] + (b
(5—9e*")h +a (=5 +9e*™) h+ a (=9 + 5e?*) w + b (—9 + 5e2*) w) Sin[bt]) + (a* + b*) ?)
+ 2¢ (1 — e**) mSin|[bt] (e~ (4e®(a(h — 2m — w) + b(h + w)) + (b ((—9 + 5e**) h — 14
(=1 +e2)ym+ (5 —9e?™) w) + a ((—9 + 5e®) b + 4 (1 + ) m + (=5 + 9e2) w)) Cos[bt]
+ (b((9+5e* )Y h+4(—1+e*)m+ (5+ 9> ) w) + a(— (9 + 5e*™) h 4+ 14 (1 + e**)m
+ (5 + 9e2) w)) Sin[bt]) — (a? + b) 49))

2a(t) = e 2l (= (=1 + €2) (h — w)Cos[bt] + (1 + ) (h + w)Sin[bt])
(4e(a(h — w) +b(h +w)) — 2 (a (1 + €2*) (h —w) + b (h + e**h — Tm + 7e**m + w + > w))
Cos[bt] +2(=b(—1+e*) (h—w)+a((—1+e*)h+T7(1+e*)m+ (—1+ e*)w)) Sin[bt])

+ (14 e2t) (h+ w)Cosbt] — (=1 + €2at) (h — 2m — w)Sin[bt]) (14e® (a(h — 2m — w) + b(h + w))
—(Ta(l+e*)(h—2m—w)+b(T(L+e*)h+4(—14e*)m+T7(1+ e*)w)) Cos[bt] + (—7b
(=1+e*)(h—2m—w)+a(7(—=14+e*)h+4(1+e*)m+7(—1+ e**)w)) Sin[bt]) + 2™

(1 — e*™) mSin[bt] (e~ (14e*(a(h — w) + b(h +w)) — (a (5 4+ 9e**) h + b (5 + 9e***) h

—a (9 + 5e2™) w + b (9 + 5e2t) w) Cos[bt] + (b (5 — 9e*™) h + a (=5 + 9e?*) h + a (=9 + 5e2)
w+ b (=9 + 5e2™) w) Sin[bt]) + (a® + b?) 9) — e (— (=1 + €2*) (h — 2m — w)Cos[bt] + (1 + e*7t)
(h+ w)Sin[bt]) (e~ (4e (a(h — 2m — w) + b(h +w)) + (b (=9 + 5¢2*) h — 14 (=1 + €2y m

+ (5 —9e* ) w) +a ((—9+ be** ) h+ 4 (1 + e**)m + (=5 + 9e*™) w)) Cos[bt] + (b ((9 + 5e**) h
+4 (=14 e*)m+ (5 + 9e*) w) + a (— (9 + 5e2) h + 14 (1 + €**) m + (5 + 9e***) w)) Sin[bt])

— (a2 + %) 49)).
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i(t) = igee 2 (2(1 — ) mCos[bt] (4 (a(h — w) + b(h + w)) — 2 (a (1 + €**)

(h—w) +b(h+ e*th —Tm+ Te* m + w + e*w)) Cos[bt] + 2 (—=b (=1 + e**) (h — w) + a
(=142 h+7(1 4 e*)m + (=1 + *®)w)) Sin[bt]) — 2 (1 — €2*) mSin[bt] (14e™

(a(h —2m —w) +b(h+w)) — (Ta (1 +€*) (h—2m —w) +b(T(1+ > h+4(—1+ e**)m
+7(1 + e w)) Cos[bt] + (=7b (=1 + €*®) (h —2m — w) + a (7T (=1 + e2*) h + 4 (1 + €2*)m
7 (=1 + e2) w)) Sinfbt]) + e (1 + €2) (h + w)Cos[bt] — (—1 + e2*) (h — w)Sin[bt])

(e7 (14e™(a(h — w) + b(h +w)) — (a (5 + 9e**) h + b (5 + 9e**) h — a (9 + 5e**) w + b(9)
+5e%*) w) Cos[bt] + (b (5 — 9e*™) h + a (=5 + 9¢*™) h + a (=9 + 5e**) w + b (=9 + He?™) w)
Sin[bt]) + (a2 + b2) ¥9) — et (— (=1 + e2) (h — w)Cos[bt] + (1 + €2 (h + w)Sin[bt]) (e~a!
(4e®(a(h —2m —w) + b(h +w)) + (b ((—9 + 5e2) h — 14 (=1 + ™) m + (5 — 9¢**) w) + a(
(=9 +5e*) h+ 4 (1 + e*)m + (=5 + 9e*™) w)) Cos[bt] + (b ((9 + 5e**) h + 4 (=1 + e*)m

+ (54 9e*) w) + a(— (9 + 56 h+ 14 (1 + €*™)m + (5 + 9¢**) w)) Sin[bt]) — (a® + b*) ¢T)) .

Uo(t) = igme > (=2 (1 — ) mSin[bt] (4™ (a(h — w) + b(h + w)) — 2 (a (1 + ) (h — w) + b
(h+ €*h — Tm + 7e*™m + w + e**w)) Cos[bt] + 2 (=b(—1+ ™) (h —w) +a ((—1 +€**) h
7 (14 €2 m + (=1 + 2at) w)) Sin[bt]) — 2 (1 — e22) mCos|bt] (14e (a(h — 2m — w) + b
(h+w)) — (Ta(1+e**) (h—2m —w) +b(T(1+e*)h+4 (=14 e*™)m + 7 (1 + ™) w))
Cos[bt] + (=7b (=1 +€?) (h —2m —w) + a (T (=1 + e**)h+ 4 (1 + *)m + 7 (=1 + ) w))
Sin[bt]) + e (=1 + €23t) (b — 2m — w)Cos[bt] — (1 + €2®) (h + w)Sin[bt]) (e~ (14e7*

(a(h —w) +b(h+w)) — (a(5+9e*™) h+ b (5 + 9e*™) h — a (9 + 5e**) w + b (9 + 5e2™) w)
Cos[bt] + (b (5 — 9e***) h + a (=5 + 9e***) h + a (=9 + 5e**) w + b (—9 + 5e*") w) Sin [bt])

+ (a2 4+ ) ¥?) — e (1 + e2) (h + w)Cos[bt] — (—1 + €2) (h — 2m — w)Sin[bt]) (e~ (4e®
(a(h —2m —w) +b(h +w)) + (b((—9 + 5e**) h — 14 (=1 + ) m + (5 — 9e**) w) + a((—9+
52 h + 4 (1 + €2®)m + (=5 + 9e?*) w)) Cos[bt] + (b ((9 + 5e2) h + 4 (=1 + €2*) m+

(5+ 9> w) + a(— (9 + 5e**) h + 14 (1 + €**) m + (5 + 9e***) w)) Sin[bt]) — (a® + b*) ¥Y)) .

(3.45) describe el proceso para obtener los valores de las incognitas (1/9,99), en el cual (3.45) es
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un sistema 2 x 2 que hay que resolver. Este sistema en forma matricial es

() ()-(2)-() o

donde los valres de la matriz ¢ € IR de dimension 2 x 2 son

St elsaa ! e %0 ((1+€%*) (h + w)Cos[18b] — (—1 4 €**) (h — w)Sin[18b]) (a® + b*)

2 + b2
G2 = — (a® + b°) (12;4_62636“618“ ((1 =€) (h — w)Cos[18b] + (1 + €***) (h + w)Sin[18b))
1 = (a® +b%) elsaaz;we_%“ (=14 €**) (h — 2m — w)Cos[18b] — (1 + €°**) (h + w)Sin[18b])
Goo = (a® + %) elgaﬁ ~30 (14 €*) (h +w)Cos[18b] — (=1 + ) (h — 2m — w)Sin[18b]) .

Los valres de la matriz § € IR de dimension 2 x 1 son

01 1= —ome 0% (1 — %) mCos[18b] (4€'*(a(h — w) + b(h + w)) — 2 (a (1 4 €¥) (h —w) + b
(h 4 €3%*h — Tm + 7e30%m + w + %)) Cos[18b] + 2 (—b (=1 + €3*) (h —w) + a ((—1 +€*)

+7(1+€*)m + (—1 + €%*) w)) Sin[18b]) —

e %0 (1 — %) mSin[18b] (14e'*(a(h
—2m —w) +b(h+w)) — (Ta (1 +€**) (h —2m — w) + b (7 (1 + ) h + 4 (—1 + **)m + 7(1+
€%69) 1)) Cos[18b] + (=7b (=14 ¢€%9) (h —2m —w) + a (T (=1 + €3 h + 4 (1 + e3)m + 7
(=1 4 €%) w)) Sin[18b]) 4 (€' rme 5 (1 4 €**) (h + w)Cos[18] — (—1 + €**)
(h — w)Sin[18b])e =18 (14e'34(a(h — w) + b(h + w)) — (a (5 + 9€309) h + b (5 + 9¢35) h

—a (94 5e*%) w + b (9 + 5e3) w) Cos[18b] + (b (5 — 9¢*0) h + a (=5 + 9¢3*) h + a(—9+
5e%%) w + b (=9 + 5¢°0%) w) Sin[180])) + (—e™ 18—z~ 30%e18e (1 — €%5%) (h — w)
Cos[18b] + (1 + €3%9) (h + w)Sin[18b]) (4e¥¢(a(h — 2m — w) + b(h + w)) + (b((—9+

599 h — 14 (=1 + e**)ym + (5 — 9e**) w) + a (=9 + 5e**) h + 4 (1 + €3**) m + (-5
+9¢36%) w)) Cos[18b] + (b ((9 + 5e*5%) h + 4 (=1 + €30%) m + (5 + 9e3*) w) + a((—9—

5e304) b + 14 (1 + €**) m + (5 + 9¢%9%) w)) Sin[180])) .

8y = —25e7360 (1 — ¢309) mSin[18b] (4e'**(a(h — w) + b(h + w)) — 2 (a (1 4 €30%) (h — w)

a?+b?
+b (h + €3*h — Tm + 7e3%%m + w + %)) Cos[18b] + 2 (—b (—1 + %) (h — w) + a((—1

+e%04) h 4+ 7 (1 4 e**)m + (=1 + ¢**) w)) Sin[18b]) — —36a (1 — €%5) mCos|180]

2+b2 €
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(14e'®(a(h — 2m — w) + b(h + w)) — (Ta (1 4+ €**) (h —2m — w) + b (T (1 + €***) h + 4 (-1
+e30)y m + 7 (1 + €364) w)) Cos[18b] + (—7b (=1 + €36) (h — 2m — w) + a (7 (=1 + €*%?) h+
4(1+€*) m 47 (=14 e¥*)w)) Sin[180]) + (e~ e me 0 (-1 4 €*) (h —

(e 180! im0 (=1 4 €%) (h — 2m — w)Cos[18b] — (1 + €%*) (h + w)Sin[18b])
(14e'8%(a(h — w) + b(h + w)) — (a (5 + 9e*%?) b + b (5 + 9e3°?) h — a (9 + 5e3°?) w + b(9
+5¢%%) w) Cos[18b] + (b (5 — 9e***) h + a (—5 + 9¢*°*) h + a (—9 + 5¢**) w + b (—9 + 5e307)
w)Sin[18b])) + (—e 8% L e ™36 ((1 4 €%69) (h 4 w)Cos[18b] — (=1 + %)

(h — 2m — w)Sin[180]) (48 (a(h — 2m — w) + b(h + w)) + (b ((=9 + 5e36%) h — 14(—1
+e3%) m + (5 — 9e%9) w) + a ((—9 + 5e3%) h + 4 (1 + €3%) m + (=5 + 9¢3*) w)) Cos[180]
+ (b((945€**) h+ 4 (=1 + €**)m + (5 + 9¢**) w) + a (=9 — 5e*°*) h + 14 (1 + 302)
m + (5 + 9¢3%) w)) Sin[185])) .

El sistmea (5.2) al resolverse nos da los valores iniciales del vector adjunto que, cumpla con las
condiciones de transversalidad ¢ (7T") = 0. Dicho resultado es
v = (0530 (L (=34 V) + & (34 v3)) (1 ™) Coslo] + (& (3— v3) + H(3+

V3)) (1 + 618\/§> sm[g]) (=1 + %) (h — 2m — w)Cos[185] — (1 + %) (h + w)Sin[18b])
(14e'®(a(h — w) + b(h + w)) — (a (5 + 9€***) h + b (5 + 9€***) h — a (9 + 5e**) w + b (9 + 5e?0*)
w)Cos[18b] + (b (5 — 9304 b+ a (=5 + 9¢30) h 4+ a (=9 + 5e3*) w + b (—9 + 5e30%) w) Sin[180])
—2(1 — €y mSin[180] (4" (a(h — w) + b(h + w)) — 2 (a (1 + %) (h — w) + b (h + €*°h — Tm
+7e3%m + w + €30%w)) Cos[18b]+2 (—b (—1 + €*) (h —w) + a (=1 + €**) h + 7 (1 + €3*)m + (-1
+€3%) w)) Sin[18b]) — 2 (1 — €3%%) mCos[18b] (14e'¥*(a(h — 2m — w) + b(h + w)) — (7a (1 + €39¢)
(h=2m —w)+b(T(1+e*)h+4(—1+4€%)m+ 7 (1 + €3%*) w)) Cos[18b]+(—7b (=1 + €3°*) (h — 2m
—w) 4+ a(7(=1+ %) h+4 (14 3 m + 7 (-1 + €3) w)) Sin[18b])—((1 + €*%) (h + w)Cos[18b]—
(=1 + €3%) (h — 2m — w)Sin[18b]) (4 (a(h — 2m — w) + b(h + w)) + (b ((—9 + 5e3%) h — 14(—1+
ey m + (5 — 9e%%) w) + a ((—9 + 5e**) h + 4 (1 + €3*) m + (=5 + 9¢3*) w)) Cos[18b] + (b((9
+5e304) b+ 4 (=1 4 €3y m + (5 + 9e3%) w) + a ((—9 — 5e30%) h + 14 (1 + €3%) m + (5 + 9¢35) w))
Sin[18)))) / <(a2 +b2) (% + 1e=18V3Clos[0]2 4 Le18V3Cos[0]2 4 25m02 4 1o-18v3
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Sinfo]? + Le!®Sin[9]?) ) - ( Va8 (L (3= V3) + 5 (34 V3)) (14 ™) Coslo]

—(~L+ (34 VE) + & (3+8)) (1 +9) Sin[9]) (1 + %) (h+ w)Cos[18Y

— (=1 + €%) (b — w)Sin[180]) (14€'3*(a(h — w) + b(h + w)) — (a (5 + 9e%0%) h + b (5 + 9¢769)

h—a(9+5e3) w+ b (9 + 5e30%) w) Cos[18b]+(b (5 — 9€%9%) h + a (—5 + 9¢30*) h + a (—9 + 5e3%7)

w + b (=9 + 5e3¢) w) Sin[18b]) + 2 (1 — €369) mCos[18b] (41 (a(h — w) + b(h + w)) — 2(a(1
+e309) (h — w) + b (h + €*°h — Tm + 7e3%*m 4+ w + €3*w)) Cos[18b] + 2 (—=b (—1 + &%) (h — w)

ta((—=1+ €% h+ 7 (1 + €3 m + (=1 + €3*) w)) Sin[18b]) — 2 (1 — 36%) mSin[18b] (14

e®(a(h —2m — w) + b(h +w)) — (7Ta (1 + €*%) (h — 2m — w) + b (7 (1 + €*) h + 4 (—1 + €3%)

m —+ 7 (14 €3*) w)) Cos[18b]+(—7b (=1 + €30) (h — 2m — w) + a (7 (=1 + €*) h + 4 (1 + €3%) m

47 (=1 + €369) w)) Sin[188]) — ((1 — €35) (h — w)Cos[18b] + (1 + €369 (h + w)Sin[180]) (4e'8e

(a(h—2m—w)+b(h+w))+(b ((=9 + 5e30¢) h — 14 (=1 + €354) m + (5 — 9e36%) w) + a ((—9 + 5e359)

h+4 (14 e*)m + (=5 + 9e36%) w)) Cos[18b]+(b ((9 + 5e%69) b + 4 (=1 + €369) m + (5 + 9e36) w) +

a ((—9 — 5e9) b+ 14 (1 + €3) m, + (5 + 9€35*) w)) Sin[180]))) / ((a2 +b?) (2005[9] +1

e~ 18V3Cos[9]? + Lel8V3Cos[0]2 4 2L | Lo-18vigin[0)2 4 %elgﬁSinp]?)) .

08 = — (3 (& (3— vB) + & (34 v3)) (1+¢*7) Coslo] — (& (-3 +V3)

+1 (3+3)) (—1 + elsﬁ) Sin[Q]) (=1 + €%%) (h — 2m — w)Cos[18b] — (1 + %)
(h + w)Sin[18b])14e'8¢(a(h — w) + b(h + w)) (— (a (5 + 9¢%%) h + b (5 + 9¢*9) h — a

(9 4 5€*%) w + b (9 + 5e30) w) Cos[18b] + (b (5 — 9e*9) h + a (=5 + 9¢30%) h + a(—9

+5e300) w + b (=9 + 530%) w) Sin[18b]) — 2 (1 — €3%) mSin[18b] (4 (a(h — w)
+b(h+w)) —2(a(l+e%) (h—w)+b(h+ e%h — Tm + 7e**m + w + €35%w)) Cos[18b]
+2(=b(=1+¢e*) (h —w) +a((—=1+¢e*9) h+7 (1 +e*)m + (=1 + €?) w)) Sin[18b)])
—2(1 — €¥%) mCos|[18b] (14 (a(h — 2m — w) + b(h + w)) — (7a (1 + €%69) (b — 2m—
w)+b(7(1+ e h+4(—1+ %) m + 7 (14 e**)w)) Cos[18b] 4+ (—=T7b (—1 + %)
(h—2m —w)+a(7(=14e*)h+4(1+e**)m+7(—1+ e***)w)) Sin[18b]) — ((1
+€369) (h 4 w)Cos[18b] — (—1 + €36%) (h — 2m — w)Sin[18b]) (4e'%*(a(h — 2m — w)
+b(h+w)) 4+ (b((—9+5e**) h — 14 (=1 + ) m + (5 — 9¢*) w) + a ((—9 + 5e*5)
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h+4(1+ ) m + (=5 + 9¢36%) w)) Cos[18b] + (b ((9 + 5e36%) h + 4 (—1 + €36¢) m+
(5 + 9e3%) w) + a (=9 — 5e*5%) h + 14 (1 + €3*) m + (5 + 9¢3°?) w)) Sin[18b])))/
((a2 +1?) (% + Lo 18V3C0g[0]2 + Le18V3Cog[9]2 4 2 | 1o-18V3
Sin[9]2 + %elmsmw]?))) - ( ~0V3-36a ((—75 + 35 (=34+V3) + 15 3+ V3)
) (=14 e5) Cosf] = (& (3= V3) + % (3+ v3)) (1+ ) sinfo]) (1 +
€369) (I + w)Cos[18b] — (—1 + €369 (h — w)Sin[18b]) (14e'3(a(h — w) + b(h + w
) — (a(5+9e%9) h 4+ b(5+ 9e%9) h — a (9 + 5¢%69) w + b (9 + 5e30) w) Cos[18b] +
(b(5—9e¢%) h 4+ a (=5 + 9e%) h 4+ a (=9 + 5e***) w + b (=9 + 5e30%) w) Sin[18b]) +
2 (1 — €%0) mCos[18b] (4e'®(a(h — w) + b(h + w)) — 2 (a (1 4 €3°*) (h — w) + b(h+
30 — Tm + 7e*%m + w + €3%w)) Cos[18b] 4+ 2 (—b (=1 + €%0%) (h — w) + a((—1+
e h + 7 (14 e*9) m + (=1 + €*?) w)) Sin[18b]) — 2 (1 — €3%) mSin[18b](14
e (a(h — 2m — w) + b(h + w)) — (Ta (1 + %) (h — 2m — w) + b (7 (1 4 €*9) h+4
(=14 €%y m + 7 (1 + %) w)) Cos[18b] + (—7b (—1 + €*?) (h — 2m — w) + a(7(
—14 ¥ h4+4 (14 e*)ym + 7 (=14 e**)w)) Sin[18b]) — ((1 — €*%) (h — w)
Cos[18b] + (1 + €%9%) (h + w)Sin[18b]) (4e'*(a(h — 2m — w) + b(h + w)) + (b
(=9 + 534 h — 14 (=1 + €369 m + (5 — 9e3) w) + a ((—9 + 5¢%69) h + 4 (1 + €362
ym + (=5 4 9¢*%) w)) Cos[18b] + (b ((9 + 5e*°*) h + 4 (—1 + %) m + (5 + 9¢%0%)
w) 4 a ((—=9 — 5e%5%) h 4+ 14 (1 + €36%) m + (5 + 9¢%6) w)) Sin[188)))) / ((a2 + b
)(% + Lo 18V3Cog[9]2 + Le18VBCog[9]2 4 2L | 1o-18V3

Sin[9]2 + %elmsmw]?)) .
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