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Resumen

En el presente trabajo se introduce al lector al problema del S-espacio y L-espacio, el
cual tuvo sus origenes en la década de 1920 y que fue resuelto en 2006.

En el capitulo 1, se introducen algunas definiciones y resultados importantes de
tcoria de conjuntos, topologia y combinatoria infinita que scran usados a lo largo de
este trabajo. El capftulo 2 introduce definiciones como: hereditariamente separable,
hereditariamente Lindel6f, espacio separado izquierdo y espacio separado derecho,
ademaés de que demuestran los primeros resultados acerca de los espacios hereditaria-
mente separables v hereditariamente Lindelof . En el capitulo 3 presentamos algunas
construcciones de S-espacios y L-espacios bajo la Hipotesis del Continuo (abreviado
CH) como: La Linea de Kunen y los espacios de Luzin. El trabajo finaliza con la cons-
truccion de Justin Moore en ZFC (los axiomas de Zermelo-Fraenkel complementados
por el axioma de elecciéon) de un L-espacio. Dicha construccion tiene como cimientos

el método de caminos minimales el cual fue desarrollado por Stevo Todorcevic.

Palabras clave: teorfa, conjuntos, topologfa, combinatoria, infinita, hereditaria-

mente, separable, Lindel6f, caminos, minimales.
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Abstract

The present text the reader is presented with the problem of S-space and L-space,
which had its origins in the 1920s and was resolved in 2006.

In Chapter 1, some definitions and important results of the set theory, topology
and infinitary combinatorics arc presented that arc used throughout this job. Chapter
2 introduces the terms such as: hereditarily separable, hereditarily Lindelof, separated
space left and space separated right, in addition to the first results about the spaces
hereditarily separable and hereditarily Lindel"from. In the Chapter 3 presents some
constructions of S-spaces and L-spaces under the Continuum Hyphotesis (abbreviated
CH) as: The Kunen Line and the spaces of Luzin. The job finish with the construction
of Justin Moore in ZFC (the Zermelo-Fraenkel axioms complemented by the Axiom
of Choice) of an L-space. Said construction has as principles the method of minimal

walks which was developed by Stevo Todorcevic.

Keywords: theory, set, topology, combinatorics, infinitary, hereditarily, separable, Lin-

del6f, minimal, walks.
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Introduccion

El problema de la existencia de los S-espacios y L-espacios tuvo sus origenes alrededor
1920, como un crecimiento natural de la Hipotesis de Suslin y de investigaciones de
espacios métricos, semi-métricos y Fréchet. En su forma moderna, el problema se plan-
tc6 de mancra independicnte a finales de 1960 y principios de 1970 por Countryman
y por Hajnal y Juhész. Para ese entonces la teorfa de conjuntos era lo suficientemente
fuerte para atacar el problema de forma seria y por los siguientes 10 anos fue una de

las &reas més activas de la topologia tedrica.

Un espacio es hereditariamente separable si cualquier subespacio tiene un denso
numerable. Por otro lado, un espacio es hereditariamente Lindeldf, si cualquier cu-
bierta de cualquier subespacio tiene subcubierta numerable. Ambos son duales en el
sentido de que (bajo una leve reafirmacion), cambiando “punto” por “conjunto abier-

to” en las definiciones, pasamos de una a otra. Entonces, ;siempre coinciden?

Para espacios no regulares la respuesta es no. Escoja un subespacio no numerable
de reales bien ordenado con tipo de orden w; y refine su topologia de subespacio de-
clarando abiertos todos los segmentos iniciales. Este espacio es Hausdorff, no regular,
hereditariamente separable no Lindel6f. Por otro lado si se declaran como cerrados

todos los segmentos iniciales, el espacio es Hausdorff, no regular, hereditariamente
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Lindelof no separable. Asi, el problema es interesante sélo para espacios regulares.

Defina un S-espacio como un espacio regular, Hausdorff, hereditariamente sepa-
rable y no Lindeldf. Por otro lado, un L-espacio es un espacio regular, Hausdorff, he-

reditariamente Lindel6f y no separable. La pregunta ahora es, jexisten estos espacios?

Un corolario de Kurepa (1935) es que una Linea de Suslin es un L-espacio. La
relacion de hereditariamente separable y Lindelof fue estudiada por la escuela de To-
pologia de Texas en muchas clases de espacios. De esta forma se probd, por ejemplo,
que los espacios de Moore hereditariamente separables son metrizables.

En 1967 Jech probé la consistencia de la existencia de una Linea de Suslin; de aqui,
la consistencia de la existencia de un L-espacio. En 1972 M.E. Rudin construyé un

S-espacio a partir de una linea de Suslin.

Rapidamente, S-espacios y L-espacios con diferentes propiedades fueron construi-
dos bajo la Hipotesis del Continuo (CH), el Principio Combinatorio Diamante (¢) y
usando la técnica de forcing. Sin embargo, siempre que un S-espacio o L-espacio era
construido, alguien demostraba que la construccion tenia propiedades descartadas por

MA-+-CH. La gran pregunta era: jes consistente que no hay S-espacios o L-espacios?

Lo mas natural fue mirar bajo MA+—CH pero en 1977 Szentmiklossy demostrd
que MA+—CH era consistente con la existencia de S-espacios. Su demostracién no se

dualizaba para L-espacios.

En 1981 Todorcevic demostro la consistencia de no hay S-espacios. Nuevamente, la
prueba no parecia dual para L-espacios. Finalmente, en el 2006, Justin Tatch Moore

construyé un L-espacio sin suponer axiomas adicionales.
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Se espera preferentemente que el lector tenga un solido conocimiento en teoria de
conjuntos y topologia, ademas de estar familiarizado con argumentos de combinatoria
infinita (si el lector lo necesita puede consultar [3], o bien [4]). Aunque en el primer ca-
pitulo de este trabajo se da una breve introducciéon de niimeros ordinales y cardinales,
si el lector lo cree necesario puede consultar [2|. Los primeros capitulos de este texto,

estan basados en el capitulo 7 del libro Handbook of Set-Theoretic Topology (ver [8]).

Finalmente, con lo expuesto en este trabajo, se responde a la siguiente pregunta
planteada por Ivan Martinez Ruiz, Alejandro Ramirez Paramo y Armando Romero
Morales en el articulo de exposicién “Espacios m—completos” publicado en las Me-
morias de la Sociedad Matematica Mexicana [6]: jsi X es un espacio Lindeldf, ccc y
con estrechez numerable, entonces X es separable? La respuesta es no, en el capitulo
4 damos un ejemplo en ZFC de un L-espacio de estrechez numerable (ver Teorema

4.4); por lo que en ZFC la pregunta queda resuelta.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo, se introducirdn algunas definiciones y resultados basicos de
teorfa de conjuntos y topologia que serin frecuentemente utilizados a lo largo de este

trabajo.

1.1. Numeros ordinales y cardinales

Definicién 1.1 Una relacion binaria < sobre un conjunto P la llamamos orden (par-
cial) si es:

(1) reflexiva: para cada p € P, p < p;

(2) antisimétrica: para cada p,q € P, p < q y q < p, implica p = q;

(3) transitiva: sip < q yq <r, entonces p <.

Definicién 1.2 Sean a,b en P, sea < un orden en P, decimos que a y b son compa-
rables en el orden < si

a<bob<a.

Definicién 1.3 Un orden < sobre P se llama orden lineal o total si cualesquiera

dos elementos de P son comparables. El par (P,<) es entonces llamado conjunto

1



CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

linealmente o totalmente ordenado.

Definiciéon 1.4 Sea < un orden en P, y sea B C P, entonces;
1) b € B es elemento minimo de B en el orden < si para cualquier x € B, b < z,
2) b € B es elemento minimal de B en el orden < si no hay x € B, tal que x < b
yr#b,
3) b € B es elemento mdximo de B en el orden < si para cualquier x € B, x < b,

4) b € B es elemento mazimal de B en el orden < si no hay © € B, tal que b < x
yr#b.

Definicién 1.5 Un conjunto parcialmente ordenado (W, <) se llama bien ordenado
st cada subconjunto no vacio B C W tiene elemento minimo. En este caso < se llama

buen orden.

Observe que cualquier conjunto bien ordenado (P, <) es en particular un conjunto
linealmente ordenado, ya que cualquier subconjunto {a,b} C P tiene elemento mini-

mo.

Suponga que (X, <) es un conjunto linealmente ordenado. Para cada = € X,

definimos la familia de vecindades de x denotada por #(z) como sigue:

» Si 2 = min X, entonces V' € #(z) siy s6lo si V' contiene un intervalo de la

forma [z,y) para algin y > z,

» Si x = max X, entonces V € ¥(x) si y solo si V' contiene un intervalo de la

forma (y, 2] para algin y < z,

» En otro caso, V € ¥(z) si y solo si V contiene un intervalo de la forma (y, z)

para algunos y y z tales que y < x < 2.
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La topologia que estas familias ¥ (x) generan se llama topologia del orden. De aqui
en adelante cuando hagamos referencia a una topologia en un conjunto linealmente
ordenado, entenderemos que nos referimos a la topologia del orden a menos que se

especifique otra topologia.

Definicién 1.6 Si (X, <) es un orden lineal y A, B C X, decimos que A es cofinal

en B si A C B y para cada b € B, existe a € A, tal que b < a.

Aunque esta definicion es para conjuntos parcialmente ordenados en general, en
este trabajo solo estard aplicando en ntimeros ordinales los cuales se definen a conti-

nuacion.
Definicién 1.7 Un conjunto X es transitivo si siempre que v € X, entonces v C X.

Definicién 1.8 Un numero ordinal o simplemente ordinal es un conjunto transitivo

y bien ordenado por la relacion de pertenencia.

Si @ es un ordinal, entonces o + 1 := a U {a} también es un ordinal. Por otro
lado, cada elemento de un ordinal es, a su vez un ordinal. Asi pues, un ordinal « lo
llamamos ordinal sucesor si existe un g tal que a =  + 1; de otro modo diremos
que « es un ordinal limate.

Para dos ntimeros ordinales cualesquiera v y 3, definimos o < 8 siy sélo si a € f3.
Esta relacion resulta ser un buen orden sobre cualquier conjunto de ordinales.

Es importante mencionar que para cualquier conjunto de ordinales X, el conjunto
(U X) +1 es un namero ordinal que no pertenece a X. Al ordinal | X lo llamaremos
el supremo de X y lo denotaremos sup X. De este modo el conjunto de todos los
numeros ordinales no existe. A la clase de los ordinales la denotaremos por ON.

Los nimeros naturales son los ntimeros ordinales finitos, asi un ntimero natural

n es el conjunto de todos los ntimeros naturales anteriores n = {0,1,2,,n — 1}. El
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conjunto de nimeros naturales, denotado por N o mas cominmente (en este y otros

trabajos similares) por w, es también un ordinal.

Teorema 1.1 (Cantor) Cualquier conjunto bien ordenado es isomorfo a un inico

numero ordinal.

El teorema anterior es uno de los resultados mas importantes de la teoria de
conjuntos, si el lector estd interesado en ver la demostracién de este teorema puede
consultarla cn [2]. Ademas de su gran importancia, sirve para inspirar la siguicnte
definicion. Si (W, <) es un conjunto bien ordenado, entonces el tipo de orden de (W, <)

es el tinico ntimero ordinal isomorfo a W.

Definicién 1.9 Sea 0 un ordinal limite, decimos que C' C 0, es un club si es cerrado

y no acotado.

Consideremos ahora dos conjuntos A y B cualesquiera, decimos que A y B tienen

la misma cardinalidad, denotado |A| = | B| si existe una funcién biyectiva entre ellos.

Asi, [A] < |B

, significa que existe una funcién inyectiva de A a B. Se sigue del

Axiéma de Eleccion que cualesquiera dos conjuntos son comparables bajo el orden <.

Definicion 1.10 Un nidmero ordinal o, es llamado nimero cardinal si |«| # |B| para

cada B < «.

Asi pucs, si A cs un conjunto, podemos definir |A| = min{a € ON : |A] = |a|}.
Este ntimero siempre existird y claramente serd un namero cardinal. Los nimeros
naturales son también cardinales y a los ordinales infinitos que sean cardinales les
llamaremos alephs, denotédndolos por N.

Para cada niimero cardinal N,, existe un cardinal més grande. El cardinal sucesor
de «, denotado NI sera el minimo cardinal mayor a . Si X es un conjunto de car-

dinales, entonces sup X es también un cardinal, por lo que, al igual que con los
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ordinales, el conjunto de nimeros cardinales no existe. A la clase de los cardinales la

denotaremos CN.

Usando lo anterior, podemos definir una enumeraciéon de los alephs;
1) Vg := wp := w;
2) N1 1= Wa i1 := NT;
3) si v es un ordinal limite 8, 1= w, = sup{wg : f < a}.

Un cardinal X, serd llamado cardinal sucesor si o es ordinal sucesor y cardinal limite

sl « es limite.

Definicion 1.11 Si a es un ordinal, se define la cofinalidad de o como

cf(a) =min{|B| : B es cofinal en «}.

Es inmediato que este numero siempre existe y, ademas, cf(a) < a. Dado que
cada cardinal infinito es un ordinal limite, podemos hacer una clasificacion de los

cardinales de la siguiente manera.

N, es reqular si cf(wa) = wa y serd singular si cf (wa) < Wa-

Un ejemplo de un cardinal singular es N, el lector puede convencerse facilmente de
que {X,, : n € w} es cofinal en V. Mas atin, es posible encontrar cardinales singulares,
arbitrariamente grandes, por ejemplo, cualquier cardinal de la forma R, tendré
cofinalidad w.

Un cardinal regular y limite es Ny, sin embargo, no se puede probar en ZFC que
existe un cardinal no numerable, regular y limite. A este tipo de cardinales se les

llama (débilmete) inaccesibles.
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1.2. Submodelos elementales

En varias demostraciones de este documento usaremos submodelos elementales de un
conjunto H(#). Si el lector desea profundizar mas en los conceptos aqui expuestos,
puede consultar [5]. En esta seccién daremos una breve introduccion y presentaremos
resultados que se usaran en algunas demostraciones.

Comencemos introduciendo al conjunto H () y presentemos algunas de sus pro-
piedades. Recuerde que un conjunto x es transitivo si siempre que y € x se sigue
que y C z. Defina la clausura transitiva de un conjunto x como el C-minimo con-

junto transitivo tc(z) que contiene a x. Observe que si z es un conjunto, entonces

te(x) =x U {te(y) : y € x}.
Definicion 1.12 Para cualquier numero cardinal r, definimos
H(k) = {x: |te(z)| < K}.
Un hecho sencillo de ver es que H (k) es un conjunto transitivo. En el siguiente
lema encontramos una forma de ver a los conjuntos H(#), para 6 regular.

Lema 1.1 Si 0 es un cardinal regular, entonces H(0) = {x C H(0) : |x| < 0}.

Demostracion: Si x estd en H(f), entonces por ser H(#) un conjunto transitivo
x C H(#), ademdas como x C tc(r) se sigue que |z| < |te(x)| < 6.
Para la segunda contencion; sea @ C H(0), si y estd en x entonces |tc(y)| < 6, por lo

tanto |tc(z)| = | U{tc(y) : y € z}| < 6, pues 0 es regular. O

El siguiente lema nos muestra algunas propiedades importantes de H () faciles de

verificar.

Lema 1.2 Para cada cardinal infinito k, se tiene que:



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

(1) SiyCx yx € H(k), entonces y € H(k),
(2) H(k) N ON = &,
(8) Para cada v,y € H(k), los siguientes conjuntos también son elementos de

H(r): {z,y}, (z,y), zUy, = X y.

Observe que la ultima propiedad nos dice que cualquier funciéon f : x — y esta en

H (k) siempre que z y y estén en H (k).

Supongamos que V, la clase de todos los conjuntos, es un modelo para ZFC con
€, la pertenencia usual de conjuntos; entonces cualquier modelo A = (A, €4), sera un
conjunto o una subclase de V que hereda la relacion de pertenencia usual. Haciendo
un abuso de notaciéon escribimos A = (A, €).

La verdad de una férmula ¢ de la teoria de conjuntos se refiere a su verdad en
V. Supongamos que A C V vy ag,ay,..,a, es una sucesion de elementos de A. Por
induccion en la complejidad de ¢, definiremos A |= ¢, la relacion de satisfaccion para
A, como

AEacb < ac€b,
AEFa=b < a=0b,
AE (-p) < no ocurre A = ¢,
AEWVe) = ARy VAR,

A= (3z)p(z, a0, ..,a,) <= (Ja € A) A = ¢(a,aop, .., a,).

Definicion 1.13 Si A C B, entonces A es un submodelo elemental de B, escrito

A < B si y sélo si para cada formula ¢ de la teoria de conjuntos con n wvariables
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libres y cualesquiera ay, ..,a, € A, se cumple que
A= p(ag, .., an) <= B = ¢(ag, .., ap).

Intuitivamente, A < B si toda afirmacién de los elementos de A es cierta para A
si y solo si es cierta para B. El siguiente lema nos simplifica la tarea de demostrar

elementaridad.

Lema 1.3 (Tarski-Vaught) Suponga que A C B, entonces A < B si y sdlo si, para

cada formula ¢ y cualesquiera aq, .., ,a, € A, se tiene que
B = (3z)e(ag, .., an, ) = Ja € A(A | ¢(ag, .., an, a)).

Definicién 1.14 Sea M una clase transitiva y ¢ una formula de la teoria de con-
juntos. Definimos la relativizacion de @ a M, denotado por ™, de manera inductiva
sobre la complejidad de las formulas:

(1) (z € y)M es la formula x € y, (x = y)™ es la formula x =y,
(2) =(V)M es la formula (=)™, (v A )M es la formula vM A oM,

(3) Bap™) es la formula Ix(z € MV ).

Definiciéon 1.15 Si M es una clase transitiva, una formula ¢ de la teoria de con-

juntos es llamada absoluta para M sty solo si
Vg, ..,z € M(@(20, .., 20)) <= ™ (20, .., T0).

A continuacién, enunciaremos una forma general del Teorema de Refleccion y

enseguida explicaremos su importancia.

Teorema 1.2 Suponga que Z es una clase y Z(a) es un conjunto para cada o € ON,

y que satisface lo siguiente:
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(1) o< B = Z(a) C Z(p),
(2) sivy es un ordinal limite, entonces Z(7) =, ., Z(a),
(3) 2 =Uscon Z2(2)-

Entonces, para cualesquiera formulas ¢, .., pn, se tiene que
Va € ON(3B > a)(¢o, .., n son absolutas para Z, Z([3)).

Note que para cada o € ON, podemos considerar Z(a) := H(|a|), entonces Z =
V, el universo de todos los conjuntos. Asf pues, el teorema anterior nos afirma que para
cada formula ¢ de la teoria de conjuntos, podemos encontrar 6 cardinal regular tal que
© sea absoluta para V, H(#). Mas atn, dado que cualquier demostracién que hagamos
termina en un namero finito de pasos, podemos encontrar un 0 suficientemente grande
para el cual todas las férmulas que usamos para la demostracion sean absolutas para
V, H(#); ademés podemos pedir que H(f) tenga como elementos a todos los conjuntos
que ocupemos. De aqui en adelante, cuando digamos “sea 6 suficientemente grande”,
nos referiremos a lo anterior, es decir, H(6) tendra todo lo que vayamos a utilizar y

las verdades relevantes para nuestra demostracion.

Lema 1.4 Si 6 es un cardinal reqular no numerable, H(6) es un modelo de ZFC",

esto es, ZFC sin el axioma del conjunto potencia.

La demostracion de este lema en realidad es muy sencilla, aunque se convierte en
larga y tediosa. Si el lector esta interesado en la prueba de este lema, puede consultar

[5] y ahi encontraré una demostracion detallada.

Teorema 1.3 (Lowenheim-Skolem) Si 6 es un cardinal regular y no numerable,

X C H(0); entonces existe M < H(0) tal que X C M y M| =|X|+ No.

Pese a que no se puede probar la existencia de submodelos elementales para V),

el teorema anterior garantiza la existencia de submodelos elementales de H(#). Mas
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que eso, garantiza la existencia de submodelos numerables, los cuales seran de gran

importancia més adelante.

Definicién 1.16 Suponga que N < H(0), ¢ una formula de la teoria de conjuntos y
Pos-Pn € Ny
b:={zxe€ H®O): HO) E o(z,p0,-,Pn)}

entonces decimos que b es definible en H(0) por una formula con pardametros en N.

Finalizamos esta seccion con algunas propiedades importantes cuando se trabaja

con submodelos elementales numerables.

Proposicion 1.1 Si M es un submodelo elemental numerable de H(0), entonces se
tiene que M Nwy, es un ordinal. Mds ain, st F' es un subconjunto numerable de H(0),
el conjunto de ordinales de la forma M Nwy, tal que M es un submodelo elemental

de H(0) con F C M, contiene un club.

Proposicion 1.2 Si M es un submodelo elemental numerable de H(9) y X C H(6),

entonces X es numerable si y solo ss X C M.

Proposicion 1.3 Si M es un submodelo elemental numerable de H(0) que contiene
como elemento a un subconjunto A de wq, entonces A es no numerable si y sélo si

ANMnNw, no es acotado en M N w;.

Proposicion 1.4 Si M es un submodelo elemental numerable de H(0), X estd en

H(0) y X es definible por una formula con pardmetros en M, entonces X estd en M.

1.3. Arboles de Aronszajn

En esta seccion se introduce un tipo especial de arbol que sera de nuestro particular

interés en la parte final de este trabajo.
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Primero veamos algo de notacién; si X,Y son conjuntos, entonces Y ¥ es el conjunto

de funciones de X a Y’ f|4 es la restriccion de la funcion f a A.

Definicion 1.17 Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (T,<), de modo
que T tiene un elemento minimo llamado raiz y el conjunto de predecesores de t en

T, {seT:s<t}, estd bien ordenado para cada t € T.

Como es costumbre en varios textos, cuando el orden del &rbol no esté en con-
troversia, nos referiremos al arbol como T en lugar de (7,<). A los elementos de
T se les llama nodos. Si t es un nodo, el conjunto de sucesores inmediatos es t es
succ(t) ={s €T :t<sy—=(IreT)(t <r <s)}. Laaltura de un nodo ¢ es el tipo de
orden del conjunto de predecesores de t, es decir; ht(t) = otp{s € T : s < t}. Una vez
definida la altura, es posible definir los niveles de T si « es un ordinal, el a-ésimo
nivel de 71" es

Lev(a,T)={t € T : ht(t) = a}.

Ahora la altura de T cs ¢l minimo « tal que Lev(a, T) = (. Una rama cn un
arbol es un subconjunto linealmente ordenado C-maximal, es decir, no esta contenido
propiamente en ningin otro subconjunto linealmente ordenado. Una rama cofinal es
una rama que intersecta a todos los niveles del &rbol. Hay arboles que no tienen ramas

cofinales, mas adelante presentaremos un ejemplo.

Como se dijo arriba, las ramas de un arbol son cadenas maximales; su contraparte,
las anticadenas, también son subconjuntos importantes en el estudio de los arboles.
Una anticadena es un subconjunto A C T' de modo que cualesquiera dos elementos
de A no son comparables en el orden del arbol. Por ejemplo, los niveles de T son
anticadenas, pero Lev(c,T') es una anticadena maximal si y solo si cada nodo de T'

es comparable con algin elemento de Lev(a, T').
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Definicion 1.18 Un drbol de Aronszajn es un drbol T' tal que tiene niwveles a lo mds

numerables y no tiene ramas no numerables.
Teorema 1.4 FEuxisten los drboles de Aronszajn en ZFC.

Demostracién: Construiremos por recursion los niveles T, = Lev(T, «), para cada
a < wy, de un arbol de Aronszajn de modo tal que se cumple lo siguiente:

(1) T, Cw®; |To| < Ny

(2) Si f € Ty, entonces f es inyectiva y w\ ran(f) es infinito;

(3)SifeT,yp < a,entonces flg € Tp;

(4) Para cualquier § < a, cualquier g € T y cualquier X C w\ ran(g) finito,
existe f € Ty, tal que ¢ C f y XN ran(f)= 0.

Primero supongamos que dicha construccion puede hacerse y mostraremos que
T= Ua<w1 T, es un arbol de Aronszajn. Claramente T es arbol por (3) y cada nivel
es a lo mas numerable. Observe que por (4), cada T, es no vacio y por lo tanto T’
tiene altura w;. Ademas si T tuviera una rama B de longitud w;, entonces  J B seria

una funcion inyectiva de w; en w, lo que es una contradiccion.

Procedamos a la construccion de los T,'s. Comience haciendo Ty = {(}. Suponga

que T, se ha construido satisfaciendo lo anterior, haga

Tot1={9U(v,a):g€T,yacw\ran(g)}.

No es dificil ver que con esta definicién se preservan las propiedades recursivas
para o + 1.
Sea a < wy ordinal limite. Fije f < «, g € T3 y X C w\ ran(g) conjunto finito.

Constriyase una f que dependa de g y de X, como sigue. Primero fije una sucesion
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creciente {a, : n € w} C a tal que ag = By a =sup{a, : n € w}. Sea fo =g € T,,
v Xo = X. Suponga que ya se han definido f, € T, v X, C w\ ran(f,). Por (2)
es posible escoger un conjunto finito X,,,; 2 X,, tal que X,,,; N ran(f,)= 0. Escoja
fot1 € To,,,, tal que fri1 O fo ¥y XogiN ran(fr1)=0, esto es posible por (4). Haga
J = U,e, fn para tener que f : o = w es claramente inyectiva, ademas se tiene que
ran(f) MU, e, Xn = 0 y por lo tanto w\ ran(f) es infinito, asi tenemos que (2) se
satisface. Luego, para 8 < «, se tiene que f|z = f,|3 siempre que 5 < a,, con esto,
tenemos que (3) se satisface también.

Repita la construccion anterior de f € T,, para cada g € U’H <o I3 v para cada
X C w\ ran(g); esto hard que (4) se satisfaga. Como (Jz_, Tp es numerable y la
cardinalidad de todos los subconjuntos finitos de w también es numerable, se sigue

que 1, es numerable. O

1.4. Otros resultados importantes

En esta seccién se presentan algunos teoremas que seran citados frecuentemente a
lo largo de este trabajo. Algunos de estos resultados son muy sencillos y tienen la
intencion de hacer mas transparentes y no tan saturadas algunas demostraciones que

presentaremos més adelante.

Primero introduzcamos la siguiente notaciéon: si X es un conjunto y x un ntmero

cardinal, entonces [X]|" = {A C X : |A| = x} aligual que [X]|~" = {A C X : |A| < k}.

Definicion 1.19 Una familia de conjuntos A se llama A-sistema si hay un conjunto

r tal que aNb = r siempre que a,b € A y a # b. En tal caso, dectmos que v es raiz

de A.

Una de las herramientas més utilizadas en este trabajo esta dada por el siguiente
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teorema.

Teorema 1.5 Cualquier familia no numerable de conjuntos finitos contiene un A-

sistema no numerable.

Demostracion: Es equivalente demostrar lo siguiente afirmacion:

Para cada n € w y cada B C [w;]" no numerable, B contiene un A-sistema no
numerable.

Procedamos por inducciéon sobre n. Para n = 1, observe que cualquier B como en
las hipotesis es un A-sistema con raiz (). Suponga que la afirmacion es valida para n.
Sea B = {b¢ : { < wi} C [wi]"™. Para demostrar que B contiene un A-sistema no

numerable tenemos dos casos:

Caso 1: Para cada o € wy, el conjunto {b € B : a € b} es numerable. En este caso,
para cada (' C w; numerable el conjunto {§ € wi : be N, by} # O es numerable.

Defina h : w; — w; recursivamente como sigue:

h(0) = 0; h(§) = min{n:b,N U by = 0}

v<€

Entonces la familia A = {by(¢) : £ € w1} es un A-sistema con raiz (.

Caso 2: Hay v € wy talque [{b € B:a € b}| =®. Fijetala.ScaC' ={b€ B:a € b}
y C"={c\{a} : c € C}, por hipdtesis de induccion hay A" C C” A-sistema no nume-
rable con raiz r. Asi, A = {aUa :a € A’} es un A-sistema con raiz r U {a}. Esto

finaliza la demostracion. O

Existe una generalizacion de este teorema que es el famoso Lema del A-sistema.

Sin embargo, para nuestros fines, el teorema anterior sera suficiente. De aqui en ade-
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lante cuando digamos "por el Lema del A-sistema", nos referiremos a este teorema.

Lema 1.5 Sean XY C w; no numerables y ajenos, f: X =Y una funcion inyecti-

va, entonces para cada § € wy es posible encontrar Be y e en X y Y respectivamente,

tales que f(Be) > ve y st & < &, entonces P < Yer.

Demostracion: Por recursion. Escoja 79 € YV y [y € X tales que f(5o) > 7. Sea
a € wy y suponga todo construido para cada £ < a. Sea § = sup{f : { < a} y escoja
Yo €n Y tal que 7y, > d, esto es posible ya que {5 : £ < a} es numerable. Finalmente
escoja o en X\{5¢ : £ < a} tal que f(Sa) > 7a, otra vez es posible ya que para cada
y € Y solo hay una cantidad numerable de x en X tal que f(z) < y. Esto finaliza la

demostracion. O

Teorema 1.6 Sea # subespacio no numerable de X“* con X sequndo numerable,
entonces existen ¢ C . y A C wy; no numerables tales que para alguna vecindad

abierta V en X, g(a) ¢ V siempre que g €94 ya € A.

Demostracién: Sea % base numerable de X. Considere, para cada o € wy, {f(a) :
f € F}. Por cl Principio del Palomar infinito cxisten W, € % y 4, € % no
numerable tales que f(«) € W, siempre que f € ¥,. Otra vez por el principio del
Palomar infinito, existen W € %/ y A C w; no numerable tal que para cada o € A,
W = W,. Finalmente haga ¢ = (4%, entonces ¥, Ay V = int(X\W) cumplen

la conclusién del teorema. O

Teorema 1.7 (Baire) Si X es un espacio métrico completo entonces, para cada

coleccion {U, : n € w} de subconjuntos abiertos densos, se tiene que () .. U, e€s

new

densa.

El teorema anterior sirve para inspirar la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.20 Decimos que un espacio X es un espacio de Baire si cualquier in-

terseccion numerable de conjuntos densos abiertos es densa.

Definiciéon 1.21 Decimos que un espacio X satisface la condicion de integridad si:
hay una sucecion {B,;n € w} de familias de subconjuntos cerrados de X que satisfa-
cen:
(a) para cada n € w, para cada v € X y para cada vecindad U de x en X, existe
B € B, tal que x € int(B) y BCU vy,
(b) si W C | J{B, :n € w} es cualquier familia centrada (es decir, es tal que
cualquier subfamilia finita tiene interseccion no vacia) tal que W N B, # 0 para

cada n € w, entonces (W # 0.

Teorema 1.8 Si X es un espacio que satisface la condicion de integridad, entonces

X es un espacto de Baire.

Demostracién: Sean {D,, : n € w} familia de densos abiertos y {B,, : n € w} testigo
de la condiciéon de integridad.

Se construiran por recursion {U, : n € w}, {x, :n € w}y {B, : n € w} tales que,
para cada n € w

(1) U, es abierto y x,, € U,,

(2) By € By,

(3) @ € int(B,) y By C Uy

Sea V un conjunto abierto y considere xq € V N Dy = Uy. Escoja By € By tal
que x € int(By) v By C Uy. Asi, en el paso n-ésimo, haga U, = U, 1 N D,, y escoja
xn, € Uy y B, € B, tal que z € int(B,) y B, C U,. Lo anterior es posible pues X
satisface la condicion de integridad. Observe entonces que W = {B,, : n € w} es una
familia centrada tal que W N B, # 0 para cada n € w y, por lo tanto, (W # 0.
Finalmente, note que (YW C (,., Dn vy (\W C V. Esto finaliza la demostracion. [J
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Introducciéon a los S- y L-espacios

Recuerde que un espacio topologico X es separable si contiene un subconjunto den-
so numerable; por otro lado X es Lindelof si cualquier cubierta abierta tiene una
subcubierta numerable. Desde siempre, estas dos nociones han parecido intimamente
relacionadas una con la otra. Por ejemplo, ambas se siguen si el espacio tiene una
base numerable para su topologia o, como bien se sabe, para espacios métricos es
equivalente ser separable a ser Lindel6f. Una pregunta natural es, ;qué pasa cuando

pedimos que estas dos propiedades se preserven bajo subespacios?

Definiciéon 2.1 Un espacio es hereditariamente separable (HS) si cualquier subespa-
cio tiene un denso numerable. Por otro lado, un espacio es hereditariamente Lindeldf

(HL), si cualquier cubierta de cualquier subespacio tiene subcubierta numerable.

Otra vez, ambas nociones son duales en el sentido de que (bajo una leve reafir-
macién), cambiando “punto” por “conjunto abierto” en las definiciones, pasamos de
una a otra. Entonces, ;siempre coinciden? A lo largo de este capitulo, intentaremos

responder esta pregunta.

17
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2.1. Espacios separados derechos y separados izquier-
dos

Definiciéon 2.2 Un espacio es separado derecho (izquierdo) si puede bien ordenarse
de tal forma que sus segmentos iniciales son abiertos (cerrados). Diremos que es

separado derecho (izquierdo) de tipo k st su buen orden es de tipo k.

Teorema 2.1 Un espacio es hereditariamente separable si y solo si no contiene nin-

gun subespacio separado izquierdo no numerable.

Demostracion: Suponga que X = {x, : @ € w;} es un subespacio separado izquierdo
no numerable, para cualquier D C X numerable, existe S < wy, tal que la clausura de
D esté contenida en el segmento inicial determinado por xg. Asi, X no es separable.

Suponga ahora que X no es hereditariamente separable. Sea Y C X no separable,
escoja por recursion {z, : a € w1} C Y, tal que z, ¢ cl{zp : B < a}, de esta forma,

X tiene un subespacio separado izquierdo de tipo ws. 0]

Teorema 2.2 Un espacio es hereditariamente Lindeldf si y sdlo st no contiene ningin

subespacio separado derecho no numerable.

Demostracion: Ningun espacio separado derecho no numerable es Lindelof, para esto
es suficiente considerar la cubierta dada por los segmentos iniciales de los primeros
w1 puntos en la enumeracion.

Si X no es hereditariamente Lindel6f, hay una sucesion estrictamente creciente de
conjuntos abiertos {U, : « € wy}. Finalmente escoja, para cada a € wy, x4 € Uyy1\Us

para encontrar un subespacio separado derecho de tipo ws. 0
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2.2. Espacios hereditariamente separables y heredi-
tariamente Lindelof no regulares

Teorema 2.3 Hay un espacto hereditariamente separable Ty no reqular.

Demostracién: Fije X C R de cardinalidad w;. Ordene a X como {z, : « € wy}.
Ahora defina una topologia en X tal que los abiertos béasicos alrededor de x, son de
la forma

Use = B(zq,e)N{zs: 5 < a}

)

para cada € > 0. Llamemos a esta nueva topologia 7. Asi, (X, 7), es separado derecho
y por lo tanto no es Lindelof.

Veamos que (X, 7) es hereditariamente separable. Sea Y C X. Como R es heredi-
tariamente separable, hay D C Y, denso numerable con la topologia usual de R. Sin
pérdida de generalidad D =Y N{z, : @ < ~}, para algin v numerable.

Ahora escoja x5 € Y, entonces para cualquier € > 0 se cumple lo siguiente:
» si 3 <, entonces x5 € D,

» si § > v, entonces B(wg,€) contiene algin x, € D, entonces a < v < §y por

lo tanto x, € {x, : o < B}. Asi, 2, € Up,.
Esto finaliza la demostracion. O
Teorema 2.4 Hay un un espacio hereditariamente separable Ty no regular.

Demostracion: Sea (X, 7) subespacio de R bien ordenado tal que X = {2, : a < wy}.

Ademés, cada vecindad 7-abierta de un punto x, sera de la forma

B(za,e) N{xg: 5> a},
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para cada € > 0. De esta forma (X, 7) es separado izquierdo.

Veamos que (X, 7) es hereditariamente Lindelof. Sea Y C X y {C, a € A} una
cubierta no numerable de Y por conjuntos abiertos bésicos. Observe que como los
C, son abiertos basicos, C, = Y N (I, N U,), donde I, es un intervalo abierto en
Ry U, = {xp : B > 7.} para algin 7, € wi. Note que {[, : a € A} es una
cubierta abierta para Y en la topologia usual de R y, por lo tanto, tiene subcubierta
numerable {Iz : § € B}. Ahora existe v € wy tal que § < 7 siempre que 3 € B. Sea
C"={Cs : g € B}. Observe que C’ cubre a {5 : § > 7}.

Finalmente, como v es numerable, podemos concluir que C' U {Cs : § < v} es

subcubierta numerable de C' que cubre a Y. Esto finaliza la demostracion. U

Estos dos tltimos teoremas nos dan un ejemplo de espacios HL y HS no regula-
res en donde ambas propiedades no coinciden. Lo anterior hizo que el problema se
replanteara, dando paso a las siguientes definiciones, que seran las dos definiciones

principales de este trabajo.

Definicién 2.3 Un S-espacio es un espacio reqular, Hausdorff, hereditariamente se-

parable y no hereditariamente Lindelof.

Definicién 2.4 Un L-espacio es un espacio reqular, Hausdorff, hereditariamente Lin-

delof y no hereditariamente separable.
Un corolario de los Teoremas 2.1 y 2.2 es el siguiente;

Corolario 2.1 Cualquier S-espacio contiene un subespacio separado derecho de tipo

wy. Cualquier L-espacio contiene un subespacio separado izquierdo de tipo wy.

Este ultimo nos dice que los S-espacios y L-espacios nunca coinciden. Ademés
como es de esperar, los ejemplos de estos espacios no son tan abundantes como con

los espacios HS v HL, por lo que la primer pregunta fue, ;existen estos espacios?
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Algunas construcciones

Bajo CH, es relativamente facil construir S-espacios o L-espacios. En este capitulo
daremos algunas construcciones usando dos técnicas inductivas béasicas y un truco

topologico.

Recuerde que un orden parcial es cce si no tiene anticadenas no numerables, por
otro lado, decimos que un espacio (X, 7) es ccc si (X, C) es ccc, es decir, si cualquier
coleccion de conjuntos abiertos ajenos por pares es a lo mas numerable.

Un espacio topologico X es 0-dimensional si tiene una base de conjuntos clopen
(es decir, conjuntos abiertos y cerrados a la vez) para su topologia.

Suponga que A, B son conjuntos bien ordenados y que f, g son funciones de A a B,
defina A(f,g) = min{a € A: f(a) # g(a)}; escribimos f > g siy solosi f(A(f,g)) >
g(A(f, 9)). Si o es una funcién parcial de A a B, entonces [0] = {f € BA: f > o}.

Si 7 es una topologia en X,y Y C X denotamos 7|y a la topologia relativa a Y.
Si 7 es topologia en X, o es topologiaen Y y Y C X, entonces decimos que 7 es una
extension conservativa de o si y so6lo si 0 = Ty es decir, si y s6lo si el espacio (Y, 0)

es un subespacio abierto de (X, 7).

21
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Suponga que {X, : @ < Kk} es una sucesion creciente de conjuntos, para cada
a < K, T4 es topologia para X, y 7, es extension conservativa de 75 siempre que
b < a, definimos la topologia limite 0,7, como la TGnica extension conservativa de
X, cuya base es |J

cada 7, en | J,_, X, es decir, es la topologia en | J

a<k a<k a<k Ta

3.1. La Linea de Kunen

Esta construccion es popularmente conocida como la Linea de Kunen y da un ejemplo,
bajo CH de un S-espacio primero numerable.

La idea de la Linea de Kunen es refinar la topologia en los reales de tal forma
que la clausura de un subconjunto numerable en la nueva topologia difiera de la
clausura con la topologia usual a lo méas por un conjunto numerable. Para encontrar
un denso numerable de un subespacio no numerable en la nueva topologia, es suficiente
encontrar un denso en la topologia usual y agregar a lo més una cantidad numerable
de puntos. Asi, el nuevo espacio serd hereditariamente separable.

Por anterior, en esta seccion nos dedicaremos a probar el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Kunen) Asuma CH, sea {xo : a € wi} una enumeracion de R.
Entonces hay una topologia T en R que refina la topologia usual Tr y es tal que:

(a) {zo 0 < B} € 7T para cada f € wy,

() |l (A)\cl (A)| < Ny para cada A € R,

(c) (R, T) es 0-dimensional.

Note que el teorema anterior implica que (R,7) es un S-espacio. Como vimos
antes, por (b), (R, 7) es hereditariamente separable. La regularidad se sigue de (c).
Finalmente, la familia {{z, : @ < 8} : f < w1} es una cubierta abierta sin subcubierta

numerable; por lo tanto el nuevo espacio no es Lindeldf.
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Veamos como construir la topologia 7. Sean {z, : @ € w;} una enumeraciéon de
Ry {A, : @ € w} una enumeracion de los subconjuntos numerables infinitos de R.
Para cada a € wy, defina X, ={zg: f€a}tyseaB, ={As: <, Ag C X,, 24 €
clg(Ap)}. Enumere B, como {C,, : n € w} de tal forma que cada C € B, aparezca
infinitas veces.

Construiremos por recursiéon una sucecion de topologias {7, : @ € w;} donde cada
T, €s topologia para X, y para cada o < w; se tenga que:

(1) Si B < « entonces 15 es topologia O-dimensional que refina la topologia de Xg

como subespacio de R.

(2) Siy < B < a, entonces 7., C 73 ¥ T, = T3]x, -

(3)Sif+1<ay AecBg, entonces x5 € cl,, , (A).

Tﬂ+1(

Procedamos a construir las 7/s. Sea a < w; y suponga construidas las T/,’gs para
f < a que cumplen (1), (2) y (3). Si o es un ordinal limite entonces es suficiente definir
Ta, cOmo lo generado por U,B <o T3 Sea a = 8+ 1, procedamos a definir 75,1. Como
zp € clp(Cs,) para cada n € w, podemos elegir una sucesion de reales {y, : n € w}
tal que y, € Cp,, v las distancias entre los y,, y 2z forman una sucesion decreciente
a 0. Sea {I,, : n € w} una coleccién de intervalos abiertos ajenos por pares de R con
yn € I, y xg & clr(l,). Para cada n € w escoja Ug,, € 75 tal que Ug,, es vecindad

clopen (en 75) de y, contenida en I,,; lo anterior puede hacerse por (1). Defina

Var = {2} UU,op Usin-

y haga 73 U {V3 : k € w} base para la topologia 7,. Para verificar la hipotesis de
recursion en 3 + 1, observe que (2) y la segunda parte de (1) son inmediatos, (3) se
sigue del hecho de que cada A € Bj es enumerado infinitas veces, asi, conseguimos

que zg sea punto limite de A en 7544.
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Para ver que (X,,7,) es O-dimensional, es suficiente probar que cada Vj, es
cerrado. Sea = € X, \Vs, entonces © # x5. Como lim,, o ¢, = 25 y los intervalos I,
no se intersectan, existen [€ w y un conjunto abierto W en la topologia de R tales

que z € Wy WnlJ,., In = 0. Es decir,
W N Ve Cor Nperr - Uy

El lado derecho de la tltima contencién es cerrado en 73 pues es interseccion finita de
cerrados. Como W € 75 existe Wy C W vecindad basica de z tal que Wy N Vg, = 0.

Asi, por lo anterior, 7 = ¥, 7o €s topologia para R que cumple lo deseado.

3.2. Conjuntos HFD y HFC

Un subconjunto X C 2! es finalmente denso si existe a < w; tal que para cualquier
funcion finita o € 241\, tenemos que XN[o] es infinito. X € 2“1 es hereditariamen-

te finalmente denso (HFD) si cualquier subconjunto infinito de X es finalmente denso.

Los conjuntos HFD son hereditariamente separables; suponga que X es HFD con
un subespacio separado izquierdo {z, : @ < w;}. Sean {[o,] : @ < w;} vecindades
tales que para cada o < wy x4 € [04] ¥ 25 ¢ [04] siempre que § < a. Por el Lema del
A-sistema y un argumento de conteo, podemos suponer que los o¢,,’s tienen dominios
ajcnos por parcs. Como X cs scparado izquicrdo, {x, : n € w} cvita a todos cxcepto
una cantidad numerable de [0,]’s, pero por ser HFD {z,, : n € w} intersecta a todos
menos una cantidad finita de [0,)’s, lo que es una contradiccion.

Sea X un conjunto HFD, para cada z € X existe algin 2’ € 2!, tal que
{a : z(a) # 2/(«)} es numerable. Entonces {2’ : x € X} es un HFD. Asi, si hay

un conjunto HFD, entonces hay un conjunto HFD separado izquierdo de tipo w;.
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Decimos que un conjunto abierto casi cubre a un conjunto no numerable X, si
contiene a X excepto una cantidad numerable de sus elementos. Un conjunto abierto
de 2“' es un conjunto que parte bonito si es union numerable de una familia {|oy]: i
€ w}, donde la familia {dom o; : i € w} es ajena por pares. Decimos que X € 2! es
hereditariamente finalmente cubierto (HFC) si cualquier conjunto que parte bonito,
casi cubre a X.

Por el Lema del A-sistema y un argumento similar a la prueba de que los conjun-
tos HFD son hereditariamente separables, los conjuntos HFC son hereditariamente
Lindeldf.

Suponga que {f, : @ < wq} es una sucesion creciente de ordinales numerables,
{z, 1@ <w} esun HFC y para cada a < w; elegimos !, € 24 tal que z.|g, = 2, |3, -

Entonces {2/, : & < w;} es un HFC.

3.2.1. Un conjunto HFC bajo CH

Asuma CH y sea {U,: o € wy} una enumeracion de los conjuntos que parten bonito,
donde Uy = ,,c,[00n] para cada a € wy y {dom 04, : n € w} es familia ajena por
pares. Sea U,={Us : § < a y cada dom o5; C a}, observe que Us C U, si B < a.
Enumere U, como {V,, : n € w}, donde cada V,, aparece una cantidad numerable
de veces.

Construiremos un conjunto HFC {z, : a@ € w;} por recursion. Sea o < w; y
suponga hecho todo antes de «. Considere U, y escoja {o; : i € w} tal que:

1) Si V,,; = Up entonces escoja 0; = 0g;.

2) {domo; : i € w} es ajeno por pares.
Lo anterior puede hacerse con facilidad ya que los V,, parten bonito. Finalmente
defina z,|, de forma que para cada i € w o; C x,. Por construccion si v es el primer

indice tal que Us € U,, entonces {z,, : a > v} C Us. Asi {z, : a € wy} es HFC.
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3.2.2. Un conjunto HFD bajo CH

Asuma CH, construiremos un conjunto HFD {z, : a € w;} de manera recursiva,
donde en el paso « se va a escoger xg(a) para 5 < 'y se declararé x,(7)=0si v < a.
Sean {4, : @ € w;} una enumeracion de los subconjuntos numerables infinitos de w;
v Bo={f : f < ay Az C a}. Para cada o € wy, sea S,= F,(a,2) (el conjunto de
funciones finitas de « en 2). Para cada (3, defina Xg = {z, : v € Ag}. Sio € S,
v B € By, defina Xz, = {2, : 2, € [0l y v € Ag}. Sea Cy = {Xg, : 5 € By y
g€ S, U{Xs: 5 € B,}, observe que Cg C C, si f < a. Sea o € wy y suponga que
hemos definido () para 5,7 < « tales que:

(x)Sif<ayZeCsentonces {x € Z:2(8) =0}y {x € Z:2(8) =1} ambos
son infinitos.

Procedamos a construir zs(7y) para 5,y < a + 1 tal que (x) se cumple, pero
antes considere la siguiente afirmacion: Si {A,, : n € w} es sucesion de subconjuntos
numerables infinitos de w, entonces existen N y M subconjuntos de w tales que
NUM =wyademés NN A, y MN A, son ambos infinitos para cada n € w.

Para definir 25(a) con 8 < «, notamos que |J;_, Cp es una familia numerable
de subconjuntos numerables infinitos de {z3 : f < a}. Sean M y N particién de
{zs : p < a} como en la afirmacion. Ahora defina, para cada § < a, xg(a)=0 si
zg € N o zg(a)=1si x5 € M y haga x,(v)=0 para v < a.

Para verificar la hipétesis de recursion en o+ 1 sea Z € Cg para f < a. 5i 8 < «,
entonces por hipotesis {x € Z : z(8) = 0} y {z € Z : z(8) = 1} son infinitos; si
8 = a, entonces por construccion {z € Z : z(a) = 0} y {v € Z : z(a) = 1} son
infinitos. Por construccion, si dg es la primera vez que 8 € B;, entonces {zo a0 € Ap}
es denso después de d3, es decir {z,, : @ € Az} ()[o] es infinito para cualquier o funcion

finita de wy\0p en 2. Asi {z, : @ € wy} es HFD.
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3.3. Espacios de Luzin

Recuerde que un subconjunto A de un espacio topologico X es denso en ninguna
parte si su clausura tiene interior vacio. Por otro lado decimos que A es de primera
categoria si es union numerable de conjuntos densos en ninguna parte y es de seqgunda
categoria si no es de primera categoria. Defina un espacio de Luzin como un espacio
regular no numerable, sin puntos aislados y tal que cualquier subconjunto denso en
ninguna parte es numerable.

Cualquier espacio de Luzin es hereditariamente ccc: un subespacio discreto de un
espacio sin puntos aislados es nunca denso, asi cualquier subespacio discreto de un
espacio de Luzin es numerable, y un espacio es hereditariamente ccc si y sélo si no
tiene subespacios discretos no numerables.

Cualquier espacio de Luzin es hereditariamente Lindel6f: sean X un espacio de
Luzin y Y un subconjunto no numerable de X. Sea U una cubierta abierta de Y.
Como |JU es cee, algin V C U tiene unién densa en | JU. Como X es de Luzin,
I(JV) es numerable, asi Y\ |V es numerable. Por lo tanto Y es de Lindelof.

Recuerde que un espacio de Baire es un espacio en el que cualquier intersecciéon
numerable de subconjuntos densos abiertos es densa. Usaremos los espacios de Baire
para construir espacios de Luzin.

Asuma CH y suponga que X un espacio ccc de Baire con peso < w; y sin puntos
aislados. Enumere una base B de tamafio wy, B = {U, : a € w;}. Note que por ser X
cce cualquier subconjunto denso abierto contiene un denso que es unién numerable
de clementos en B. Sca {V,, : o € wy} enumeracion de todos los densos que son union
numerable de conjuntos en B. Construya por recursion el subespacio {x, : o € wy}
tal que cada z, € U, N ﬂﬁ <o Vp, esto se puede hacer pues X es espacio de Baire.
Como cualquier subconjunto nunca denso de X es ajeno a algin V,,, el subespacio es

de Luzin.
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Bajo CH la bisqueda de L-espacios a menudo termina en la btisqueda de espacios
de Baire ccc no separables con peso w; y sin puntos aislados. Dos importantes ejem-

plos de estos espacios son los que se describen a continuacion:

1) El espacio K de los subconjuntos compactos nunca densos de R con la topolo-
gia de Pixley-Roy [1].

Para cualesquiera subconjuntos F'y G de R definimos el subconjunto [F,G] C K
como

[F,G]={KeK:FCKCG)

Una vecindad bésica de K € K con la topologia de Pixley-Roy es cualquier subcon-
junto de la forma [K, U], donde U es una vecindad de I en R.

Si K tuviera un punto aislado digamos K, significa que hay una vecindad U en
R tal que [K,U] = {K}, es decir K = U, lo que es imposible pues U es de segunda
catcgoria.

Recuerde que una familia de conjuntos es centrada si cualquier subfamilia finita
tiene interseccion no vacia. Decimos que una familia de conjuntos es o-centrada si
es union numerable de subfamilias centradas. Asi, en lugar de demostrar que C es
cce, demostraremos que K tiene una base o-centrada ya que, si U es una familia
no numerable de abiertos, sin pérdida de generalidad, basicos, por el Principio del
Palomar, una cantidad no numerable de elementos de U estan en el mismo uniendo
de la base y por lo tanto tienen interseccién no vacia.

Sea W cualquier base numerable de R cerrada bajo uniones finitas. Defina para
cada W € W,

Aw ={[K,W]|: K e C,W C W}.

Entonces A = J{Aw : W € W} es base para K. Ademéas A es o-centrada. Para
cada W € Wy F un conjunto finito, si {V,, = [K,,,W]:n € F'} C Ay tenemos que
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ﬂneF Vo = [UnGF Ko, W] € Aw.

Demostraremos ahora que ningin subconjunto abierto no vacio es separable. Sea
K € IC, sean U una vecindad abierta de K en R y D un denso de [K, U]; entonces para
cada x € U, K U {x} esta contenido en algin elemento de C, por lo tanto U = |JD.
Como cada miembro de D es nunca denso, se sigue que D es no numerable pues U es
de segunda categorfia.

Para demostrar que K es un espacio de Baire, es suficiente demostrar que C
satisface la condicion de integridad (ver Teorema 1.8): hay una sucecion {B,;n € w}
de familias de subconjuntos cerrados de K que satisfacen:

(a) Para cada n € w, para cada K € K y cada vecindad U de K en K, existe

BeB,tal que K Cinte(B)y BCU y

(b) St W C |U{B, : n € w} es cualquier familia centrada tal que W N B,, para

cada n € w, entonces (W # ().

Si {B, :n € w} es cualquier base para R, definimos las familias B,, por
B, ={[L,F]: K € K,F CR es compacto, K C intgF, B,\F # (}.

Entonces (a) es inmediato pues cada miembro de K es subconjunto compacto nunca
denso de R. Ahora sea W = {[K, F}] : i € I} como en (b). Defina F = ({F; :i € I},
entonces para cada n € w, B,\F # () ya que W N B, # (. Se sigue que F es un
subconjunto de R nunca denso compacto. Como W es centrado, se sigue que K; C F
para cada 1 € I, por lo tanto F' # (). Finalmente como K; C F' C F; para cada i € I,
tenemos que F' € W.

De esta forma K es un espacio ccc de Baire no separable con peso w; sin puntos

aislados y, por lo tanto, es un L-espacio.
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2) El subespacio & C 2“* tal que f € S si y solo si f(a) = 0 excepto para una
cantidad numerable de a.

Sea D cualquier subconjunto numerable de S, sea f € 21 tal que f(a)=1 si existe
g € D con g(a)=1y f(a)=0 en otro caso. Entonces f € S y cualquier subconjunto
abierto en & que no contenga a f esquiva a D, por lo tanto S no es separable.

Para ver que S es cce, primero observe que para cada o C wp finito 2 es ccc.
Suponga que U = {U, : « € wy} es familia de abiertos ajenos en S, cada abierto U,
depende de la eleccion de una cantidad numerable de coordenadas a, C wy. Por el
Lema del A-sistema existe un A-sistema no numerable C C {a, : @ € wy} con raiz r;
r no puede ser vacio ya que si a, N ag = 0, implica que U, N Us # 0. Sea 7(U,) la
proyeccion de U, en 27, entonces {7(U,) : @ € wy} es una familia de abiertos ajenos
para 2", lo que es una contradiccion, por lo tanto S es ccc.

Que S tenga peso wy se sigue del hecho que sbélo hay w; abiertos bésicos en 2“1,

Asi, § cumple ser un espacio ccc de Baire no separable con peso w; sin puntos

aislados y, por lo tanto, es un L-espacio.



Capitulo 4

El L-espacio de Justin Moore

En los capitulos anteriores, pudimos observar como el problema de los S-espacios y L-
espacios fue cambiando con el paso del tiempo; en un principio, la pregunta fue si los
conjuntos HL y HS coincidian, después se hizo la misma pregunta con los S-espacios
y L-espacios. En ambas ocasiones la respuesta fue negativa, por lo que el problema
culminé en la siguiente pregunta: jes consistente que hay o no hay S-espacios y L-
espacios?

Durante mucho tiempo se creyé que los S-espacios y I-espacios eran duales en el
sentido de que si hay un S-espacio en algiin modelo de la teoria de conjuntos, entonces
hay un L-espacio en el mismo modelo de la teorfa de conjuntos. Sin embargo, esto es
falso. En 1981 Todorcevic demostroé la consistencia de no hay S-espacios, la prueba no
parecia dual para L-espacios. Finalmente, en el 2006, Justin Tatch Moore construyé
un L-espacio sin suponer axiomas adicionales.

En este capitulo estudiaremos la construccién de un L-espacio de Justin Moore

[7] usando el método de caminos minimales [9].

31
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4.1. Escaleras minimales en ordinales

Definiciéon 4.1 Una C-sucesion es una sucesion {Cy @ a < wy} tal que Cy s un

subcongunto cofinal de o y si v < «, entonces C, Ny es finito.

Ejemplo 4.1 Considere para cada o < wy, C, C « definida como sigue. Si « es
un ordinal sucesor, digamos o = 8 + 1 entonces haga C, = {#}. Si a es un ordinal
limite, entonces hay una sucesion {x, : n € w} convergente a o ya que la cofinalidad

de a es w. Haga C,, igual a dicha sucesion. Entonces {C,, : @ < w;} es una C-sucesion.

De aqui en adelante fije {C,, : @ < w;} una C-sucesiéon de modo tal que 0 € C,,
para cada a € wy. De esta forma, cuando hagamos referencia a una C-sucesion en las

siguientes definiciones, entenderemos que nos referimos a la que acabamos de fijar.

Definicion 4.2 Un escalon de un ordinal numerable 5 a un ordinal mds pequeno o

es el minimo 1 € Cp tal que n > o.

Definicién 4.3 Una escalera minimal de un ordinal numerable 3 a un ordinal mds
pequeno « es una sucesion = By > B > - > B, = « tal que para cualquier i < n

el ordinal ;11 es un escalon de 3; a «.

Las siguientes dos funciones seran de interés para nosotros. La traza superior no

sera necesaria, pero es util para hacer las otras definiciones mas transparentes.
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4.2. La funciéon traza

Definiciéon 4.4 Si o < 3, entonces la traza superior Tr(a, ) se define recursiva-

mente como:

Tr(a,a) = {a},
Tr(o, B) = T'r(a, min(Cs\a)) U {5}

Definiciéon 4.5 Si o < (3, entonces la traza inferior L(«, 3) se define recursivamen-

te como:
L, o) = {0},
L(w, B) = (L(a, min(Cs\ev))\ méx(Cp N ) U {max(Cs N ) }.
Observe que si § = By > p1 > - -+ > B, = « es una escalera minimal de [ a «,
entonces

Tr(a,8)={Bi:0<i<n} y L(ap)={N:0<i<n},

donde \; = méX(U;.:O Cs, Na). Para nuestros propositos, los siguientes hechos acerca

de estos conceptos seran frecuente e “implicitamente” usados.

Hecho 1: Si o < 5 <~y L(B,7) < «, entonces
Tr(a,y) =Tr(a, B) UTr(B,7).

Para ver esto, suponga «, 3,y como en las hipétesis. Si &€ € Tr(a, ) es tal que § < &,
entonces el escalon de £ a a es mayor que 3 ya que L(B,7) < a y, por lo tanto,

§eTr(B,). Asi f € Tr(a,v) y entonces Tr(c,y) = Tr(a, ) UTr(B,7).

Hecho 2: Sia <5 <~y L(B,v) < L(a, B), entonces
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L(e,7) = L(ev, B) U L(3, 7).

En efecto, sean «, 5 y v como en las hipotesis. Observe que L(3,7) < « y por lo
tanto Ce N = C¢ N B siempre que € € Tr(S, 7). También note que 5 € Tr(a,7); asi
Tr(a,v) =Tr(a, B) UTr(B,7). Sea

Y=Y>N>->N=Q
enumeracion de Tr(a,y) y sea [ tal que 8 = 4;,. Ademas L(«, ) es enumerada como
§o>& > >&,
donde
& = méxJI_(C, Na).

Si k < ly, entonces C., Na = C,, NPy por lo tanto L(a, f) = {& : 0 <i < lp—1}.

Por otro lado,
max(Cy, Na) > &§,-1.
Sik >y,
méx Jj_o(C", Na) = max U}, (€, Na).

Por lo tanto L(a, f) = {& : lo < k <[ —1}.

Hecho 3: Si a < 3, entonces L(a, B) es un conjunto finito no vacio, y si 0 < 3 es

un ordinal limite, entonces
lim,—,s min L(e, ) = B.
Esto se sigue de forma inmediata del hecho de que

min L(a, £) = max(Cs N ).
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Definicion 4.6 Si {e3 : f € w1} es una sucesion de funciones tal que eg : f — wy
para todo B € wy, entonces la sucesion es coherente si siempre que < v < w, e,|s

difiere de eg por un conjunto finito.

Ejemplo 4.2 Si f: wy — wy entonces {flo : o <wi} es una sucesion coherente.

Ejemplo 4.3 Para cada € wy, defina fz @ f — wy por fgla) = 6 sia =10y

fs(a) =0 en otro caso. Entonces la sucesion {fs : [ < w1} es coherente.

Definicion 4.7 Si a < 8, entonces el peso maximal o1(a, B) se define recursiva-

mente como

o1(a, ) =0,

o1(c, B) = max(|Cs N, 01 (v, min(C\x))).

Alternativamente, g1(c, 8) es el maximo de {|CeNal: € € Tr(a, f)}.

Hecho 4: Para cada 5 € wy, defina e : § — w por eg(a) = o01(c, B). Entonces
{eg : B € wi} cs una succsién coherente; mas aln, para cada 8 € wy y n € w,
{& < B:es(§) < n} es finito.

Veamos que lo anterior es cierto. Sean f < /' < w; y n € w fijos y sea D =
{a < B:egla) <noegla)#es(a)}. Es suficiente demostrar que D no tiene puntos

limites. Para ver esto, suponga 6 < 3. Note que existe dy < § tal que

Tr(a, B) =Tr(a,d) UTr(s,B),
Tr(e, ') = Tr(a, 0) UTr (6,5,

|ICs N a > n,

siempre que Jy < a < 0; para ello es suficiente encontrar o < L(d, 5) y hacer a = .



CAPITULO 4. EL L-ESPACIO DE JUSTIN MOORE 36

Observe que si d es un ordinal sucesor, entonces simplemente tome g = § — 1. Si

0p < a < 4, entonces

eg(a) > |CsNal > n,

6,8(06) = 65(0[) = 65/(0[)7

y por lo tanto a no estd en D. Consecuentemente 0 no es punto limite de D.

Terminamos la seccién con el siguiente resultado que utilizaremos mas adelante,

consecuencia del Hecho 4.

Proposicién 4.1 El drbol

T(o1) ={esla:a<p <wi}

es un drbol de Aronszajn.

Demostracién: Suponga que C' C T'(p;) es una cadena no numerable. Entonces C'
cs de la forma {egla : @« € Ay € B}, donde A y B son subconjuntos de w; no
numerables. Fije n € w. Note que como C es cadena, por el Hecho 4 existen A" C A
y B’ C B no numerables tales que eg(a) =m y m > n, siempre que « € A, 5 € By
a < f. Aplicando nuevamente lo anterior, es posible encontrar A” C A"y B” C B’ no
numerables tales que si « € A”, f € B” y a < 3, entonces eg(a) > m. Sin embargo
csto es una contradiccion a la cleccion de A' y B'.

Que T'(p1) no tenga niveles no numerables se sigue de la siguiente afirmacion: si
A, B son conjuntos numerables y .% es una familia de funciones de A a B, tal que
para cualesquiera f, g en %, g difiere de f por un conjunto finito, entonces .% es a lo
més numerable.

Veamos que lo anterior es cierto. Suponga que .# es no numerable. Fije g € .#

y para cada f € %, considere el conjunto Fy C A, donde f difiere de g. Por el
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Principio del Palomar infinito, existen ¢ C .%# no numerable y un conjunto F C A,
tales que Fy = F siempre que f € &. Observe que podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que si f,h estan en ¢, entonces dichas funciones sé6lo difieren en F, ya
que fuera de F' ambas son iguales a g. Sin embargo, lo anterior implica que hay una
cantidad no numerable de subconjuntos finitos y ajenos por pares de A, lo cual es

imposible. Esto termina la demostracion. U

4.3. Oscilaciones en la Traza

Definicion 4.8 Suponga que s y t son dos funciones definidas en un conjunto finito
comin de ordinales F'. Sea Osc(s,t; F) el conjunto de todas las § € F\{min F'} tales

que s(€7) < t(&7) y s(€) > t(€), donde £~ es el mayor elemento de F' menor que €.

La siguiente notacion serd conveniente.
Definicién 4.9 Si o < < wy, entonces Osc(a, 3) denota
Osc(eq, eg; L(a, 5))

y osc(a, B) denota la cardinalidad de Osc(a, 5).

Lema 4.1 Sean &/ C |w1]|* y B C |w1]' familias no numerables de conjuntos ajenos
por pares. Hay un club de 6 < wy tales que si a € \J, b € B\, y R es o bien la
igualdad, =, o la relacion mayor que, >; entonces existen at € @/ \0, bt € B\J tales
que para todo 1 < k, 5 < k:

(1) max L(0,b(j)) es menor que ambos A(a(7), a™ (i) y A(b(j), b7(5)),

(it) L(0,b(j)) es una parte inicial propia de L(0,b% (7)),

(i) st & € LT = L(6,b7(4))\L(0,D(5)), entonces e,+)(§) R epr(j(§)-
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Demostracién: Sea M un submodelo elemental numerable de H () que contenga todo
lo relevante y sea 6 = M Nw;. Es suficiente demostrar que § satisface la conclusion
del teorema (ver Proposicion 1.1).

Primero suponga que R es =. Aplique el Hecho 4 y encuentre v, < § que satisfaga
las siguientes condiciones:

(1) Si j <1, entonces L(d,b(5)) < o,

(2) Sii <k, j<lyy<E&<0,eqw(&) = ep)(§).
Aplique el Hecho 3 y escoja v < 6 tal que si v < £ < 4, entonces vy < L(&, ).
Considere D C w; como el conjunto de todos los 6T tales que para algin a* € &7\§*
y algin b™ € #\d* se satisface lo siguiente:

(3) €at(ilvo = Cati)lvo ¥ €+ (i)l = €v)lre Para cadai < ky j <lI,

(4) L(67,b7(7)) = L(6,b(j)) para cada j <,

(5) Siy < &< dt, entonces vy < L(£,07),

(6) Siyo <& <d%,i<hy <l entonces e, (&) = euri(§).
Observe que para cada 8 > 79, egl,, € M pues por el Hecho 4 difiere de e., por
un conjunto finito. Por lo tanto, D es definible por pardmetros en M. Asi, D € M
(ver Proposicion 1.4). Como 6 € D, entonces D es no numerable ya que D Z M (ver
Proposicion 1.2) y por lo tanto existe d* > en D.

Ahora sean ¢ < k y j < k arbitrarios. Primero observe que

Haga L™ = L(0,0"). Note que L(0,b7(j)) = L(6T,b%(j)) < LT y asi
L(,b7(7)) = (5,57 (j)) U L+ = L(5,b(7)) UL*.
Como § < 67, L es no vacio. Si £ € LT, entonces 79 < £ < 41 y por lo tanto

eat(i)(§) = exr(5)(6)-
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Ahora suponga que R es >. Sea E el conjunto de todos los v < w; tales que para

todo ag € o, vg < v, € <wy,n <wy LT Cwp\v finito existe a; € &7 \e tal que

vy < Afao(i), ay(i)),
€ar(i)(§) >n

siempre quei < ky & € L. Otravez E € M pues E es definible por parametros en M.

Afirmacion: 0 € E. En particular E es no numerable.

En efecto, sean ag, v, ¢,n y L™ dados como en la definicién de E para v = ¢. Por
el Hecho 4 podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que vy es cota superior de
los £ < 4 tales que eq,(:y(§) < n para algin ¢ < k. Ahora considere D' C wy como cl
conjunto de todos los 6T tales que para algin a; € @7\d* se satisface lo siguiente:

(7) Para todo i <k, €40(3)|vo = €ar(i)]vo-

(8) Sivg < & <0t ei <k, entonces eq (iy(§) > n.

Por ¢l mismo argumento que antes, D' € M y como 6 € D', entonces D' cs
no numerable, por lo tanto, es posible encontrar 4T mayor que ¢,d y max LT y un
a; € &/\0" tales que cumplen (7) y (8). Como LT C §7\0, entonces tenemos que la

afirmacion es cierta.

Aplique la elementaridad de M y la no numerabilidad de F para encontrar un
elemento vy € E tal que L(4,b(j)) < 7 < d para toda j < l. Use el Hecho 3 y
encuentre 7 < § tal que si v < £ < 4, entonces 79 < L(&,§). Usando el mismo
argumento que cuando demostramos que podemos encontrar §° > 0 v a; € &Z\0T
tales que cumplen (7) y (8), es posible escoger un limite 67 > § y un b € #\J™ tales
que cumplen las siguientes condiciones:

(9) evt(j)lvo = €u(iyly, Para toda j <1,
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(10) L(67,b%(4)) = L(4,b(5)) para toda j < K,

(11) si v < & < 407, entonces 9 < L(&,07).
Haga L™ = L(0,07). Aplique la definicion de E y encuentre a® € &/\0 tal que para
todat <k, j<ly&elLt.

L(8,b(5)) < Alali),a™ (D), €ariy(§) > enr(5)(&)-

El resto de la verificacion es como en el caso anterior. Esto completa la demostra-

cion del lema. U

Teorema 4.1 Para cada & C [w]* y B C [wi]' familias no numerables de conjuntos
ajenos por pares y cada n € w, existen a € &/ y b, € B (m < n) tales que para todo

1<k,g <k, ym<n:

a < by,

osc(a(i), bm(j)) = osc(a(i), bo(7)) + m.

Demostracion: Sean &7 v % dados, escoja un submodelo elemental numerable M de
H(0) que contenga todo lo relevante, ajuste 6 = M Nwy. Como M conticne a &7 y
A, el club del lema anterior estd en M y por lo tanto § esta en ese club. Usando el
lema anterior es posible encontrar, para cada m < w, a,, € Z\9, b, € B\ y & € 0,
tales que para cada m < w, i < k, j < I, se satisfacen las siguientes condiciones:

(12) L(6,b,,(7)) es una parte inicial propia de L(0,b,,41(j)),

(13) L(d, bym+1(J))\L(0, b, (j)) no depende de j y tiene a &, como clemento,

(14) Osc(am1(7), bmy1(7); L(0, byi1(j)) se forma agregando &, a
Osc(am (i), bm(7); L(9, bm(5))),

(15) si m' < m, entonces &, es estrictamente menor que A(a;, (i), am1(7)) v
A (), bm+1(5)),

(16) €q,, i) (Mdx L(0, 0, (7)) > €s,,, (i) (méix L(0, b (5)))-
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Sea n € w dado. Escoja 7y < d cota superior de cada L(J,b,,(j)) para cada j < k

y de todos los £ < 0 tales que para algunos m,m' < nvy j,j’ <lI,

€, () # e, (§)

(el altimo conjunto es finito por el Hecho 4). Usando la elementaridad de M y el

Hecho 3, escoja a € o7 tal que a < § y para cada i <k, j <,

L(6,bn(5)) < Ala(z), an(i)),
Yo < L(a(i% 6)

Ahora scan ¢ < k,j <1y m < n fijos. Dcl Hecho 2 sc sigue que
L(a(i), b (7)) = L(a(2),0) U L3, b (7))-

Finalmente ey, (j)| L(a(i),s) N0 depende de m y por lo tanto

Osc(a(i), bo(7); L(a(i), 0)) = Osc(a(i), b (7); L(a(2), 6))-
Por (16), Osc(a(i), by(7)) es la union

Osc(a(i), b (5); L(a(i),6)) U Osc(a(i), bu(3); L6, bin(5)))
(es decir, no hay ningina nueva oscilacion en la “grieta”). Asi, por (14),

Osc(a(i), b (7)) = Osc(ali), bo(5)) U {&m : m" < m}.

Esto complcta la demostracion del tcorema. O

4.4. La funcién o

Considere la circunferencia unitaria, T = {z € C : |z] = 1}. Un subconjunto A C T
es racionalmente independiente si para cada z € A, 27 ¢ A siempre que ¢ sea un

numero racional distinto de uno.
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Veamos que hay subconjuntos A C T racionalmente independientes no numera-
bles. Sea zy cualquier elemento en T. Sea o < wy y suponga que {z5 : § < a} es un
conjunto racionalmente independiente, escoja z, € T\{(25)? : § < o€ q € Q}, esto
es posible ya que {(23)?: 5 < ay ¢ € Q} es numerable. Si ocurriera que (z,)? = z
para algin f < ay q € Q, entonces (zyg)q_l = Z4, lo que es una contradiccion a la
eleccion de z,. Por lo tanto el conjunto {zs : § < a} es racionalmente independiente
v asi {z, : @ <wi} es el conjunto buscado.

De aqui en adelante, fije una sucesion {z, : @ < w;} de elementos de T racional-

mente independientes.

Definicion 4.10 Si a < 3, defina

ofa, f) = I,

Esta dcfinicion cs motivada por cl siguicnte tcorema comtunmente conocido como

el T'eorema de Kronecker.

Teorema 4.2 (Teorema de Kronecker) Suponga que z; con i < k son elementos
de T racionalmente independientes. Para cada ¢ > 0 existe n. € w tal que si u,v estan

en TF, existe m < ne tal que para cada i < k,
| 2" — vi| < e.

Al igual que pasa con las funciones Traza y el peso maximal, la funcién o también
tiene cierta regularidad. El siguiente teorema ademas de que “traduce” la informacion
de la funcién o en una propiedad mas topoldgica, también nos dice que tenemos

“control” de dicha funciéon en ciertos puntos.

Teorema 4.3 Sean o C [w]* y % C [wi]! familias no numerables ajenas por pares.
Para cualquier sucesion {U; : i < k} de vecindades abiertas en T y cualquier ¢ : k — [,

existen a € &/ y b e A lales que a < b y para cada i < k,
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o(a(i), b(¢(i))) € Us.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada U; es una e-
bola alrededor de un punto v;, para algtin € > 0 fijo. Para cada a € &7, sea n., dada
por el Teorema de Kronecker, observe que por el Principio del Palomar infinito existe
A C o/ no numerable tal que n., es uniforme para cada a € A. Asi, refinando a &/,
si es necesario, podemos asumir que el n, dado por el Teorema de Kronecker para la
sucesion zq(;) (i < k) es uniforme para a € &7. Sean a € & y b, € # con m < n,

tales que para cada 1 < k, 7 <ly m < ne,

a < by,
osc(a(i), bm(j)) = osc(a(i), bo(5)) + m.
Para cada i < k, haga u; = o(a(i), bo(¢(7))). Por la eleccion de n., existe m < n,
tal que para cada 7 < k,
|wizgy — vil <€

es decir, o(a(), by, (4(2))) € U;. Esto finaliza la demostracion. O

4.5. Un L-espacio en ZFC

Definicion 4.11 Para cada § € wy, defina wg : wy — T por wg(§) =o(&, ) si & <

yws(&) =1, en otro caso. Sea L = {wp : f € wy}, visto como subespacio de T*'.

Observe que .Z es no separable. En efecto, para cualquier subconjunto numerable
A =A{wg, :n €w} C &L sean =mix{f, : n € w} y escoja un abierto bésico
U C T tal que 1 ¢ 7, (U), entonces U N A = {).

Si X C wy, entonces sea .Lx = {ws|x : B € X}, visto como subespacio de T-.

Escribiremos solamente wg en lugar de wg|x para referirnos a elementos de Zy.
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Veremos ahora que £y es Fréchet. Sea % una coleccion punto numerable de
conjuntos abiertos en T tal que ningin elemento de %/ contenga al 1. Sea .# la
coleccion de todos los conjuntos Wopy = {w € £ : w(a) € U} donde U € % y
a € X. Note que # es punto numerable pues si wz € Zx, entonces wg sélo puede
estar en los W, s tales que o < fy U € % que son una cantidad numerable pues
 es punto numerable. Ademaés, la topologia en Zx es la mas pequeiia en la que los

elementos de .% son clopen. El siguiente teorema demuestra que Zx es Fréchet.

Teorema 4.4 Si X es un conjunto y .F es una familia de subconjuntos de X que es
punto numerable y que separa puntos, entonces la topologia en X definida declarando a
los elementos de .F clopen tiene estrechez numerable y cualquier subespacio numerable

es metrizable. En particular la topologia es Fréchet.

Demostracion: La segunda parte del teorema se sigue del bien conocido hecho de que
cualquier espacio Hausdorff segundo numerable es metrizable.

Para ver que X tiene estrechez numerable, sean A C X y =z € X punto de
acumulacion de A. Sca M un submodclo clemental numerable de H(€) con 6 un
cardinal regular y suficientemente grande de tal forma que X, %, ry A estén en M.
Es suficiente demostrar que = es punto de acumulacién de AN M.

Suponga que este no es el caso y sean U; (i < k) y V; (i <) elementos de .F tales

que

W= ﬂm Ui\ Uj<l VJ

contiene a x y es disjunto de AN M. Observe que si V € %, entonces V N M no es
vacio si y sblo si V € M. Esto se debe a que {V € .% : y € V} es numerable para
cada y € X y por lo tanto es un subconjunto de M siempre que y esté en M. Por lo
tanto cada U; estd en M ya que x € U, para cada i < ky x € M. Asi, como sblo nos

interesa que W sea disjunto de A N M, podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
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que cada Vj estd en M. De esta forma W estd en M y por la elementaridad de M,

hay un elemento de W N A que estéd en M, lo que es una contradiccion.

Ahora suponga que X satisface las condiciones del teorema, sea A C X y x € X
tal que z € A, sea B C X testigo de la estrechez numerable de X, entonces B U {z}

es metrizable y por lo tanto Fréchet, asi X es Fréchet. 0]

Dado que nuestro principal objetivo es construir un L-espacio, nos gustaria probar
ahora que si X C w; es no numerable, entonces .Zx es hereditariamente Lindelof.
Probaremos el siguiente teorema de interés independiente y derivaremos esto como

una consecuencia.

Teorema 4.5 St X, Y C wy tienen interseccion numerable, entonces no existe nin-

guna funcion continua e inyectiva de algun subespacio no numerable de Lx a Ly .

Demostracion: Suponga, que si existe tal funcion inyectiva, digamos g. Entonces g es
de la forma wg — wy(g), donde f : Xo — Y es inyectiva para algin X, C X el cual es,
sin pérdida de generalidad, disjunto de Y. Para cada { € wy, sean 3¢ y ¢ elementos
de Xy y Y como en el Lema 1.5. Aplique el Teorema 1.6 para encontrar A C wy no
numerable y una vecindad V' en T, tal que g(wg,)(7e) no esté en V siempre que &

pertenezca a A. Para cada £ € A, defina

We={we % :wly) ¢V}
use la continuidad de g para encontrar una vecindad basica abierta U de wg, tal que

Ug - g_l [LVA

Afirmacion: Existen A’ C A no numerable, vecindades abiertas U; (i < k) en T

y ag¢ en [X]* tales que para cada ¢ € A’ se cumple lo siguiente:
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(1) {ae : € € A’} es un A-sistema con raiz a,

(2) el conjunto

{we Lx : (Vi <k)(w(ae(i)) € U;)}

tiene a wy, como elemento y es subconjunto de Uk,
(3) la desigualdad ¢ < f(8¢) no depende de &,
(4) |7e Nag| no depende de &.

Veamos que la afirmacién cs cicerta. Sca % basc numecrable de T. Sin pérdida de

generalidad suponga que para cada & € A,

(]g = H U, i X H T,’,
i€ag ieX\ag
con Ug; en % . Por el Principio del Palomar infinito, podemos suponer que |a¢| = k
para cada £ € A. Considere ahora el conjunto {a¢ : & € A}, por el Lema del A-sistema,
existe B C A no numerable tal que (1) se cumple, veamos que podemos refinar a B

lo suficiente tal que se cumple la afirmacion. Para cada i < k considere el conjunto
Gi = {Ug,i . 5 - B},

por el Principio del Palomar infinito existe U; (i < k) que aparece una cantidad no
numerable de veces en G;; ademds existen B; C B (¢ < k) no numerables tales que
By C By C---C Bry C By ysii <k,§ € B, entonces wg, (ag(i)) € U;. Por lo
tanto, redefiniendo a B como Bj_. tenemos que (1) y (2) se cumplen. Para verificar
(3), observe que para cada € B, solo hay una cantidad numerable de ' > £ en B

tales que f (Bé) < Bé, por lo tanto, refinando nuevamente a B, podemos encontrar un
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subconjunto de B no numerable que cumple (3). Finalmente para satisfacer (4), note
que |7 Nag| = je es un namero natural para cada & € B, por el Principio del Palomar
infinito, existe A C B, no numerable que cumple (4). De esta forma, refinando a B

lo suficiente podemos encontrar el A’ que satisface la afirmacion.

Sean o7 la coleccion de todos los agU{7e }\a, # la coleccion de todos los {5, f(5¢)}
y j como en (4). Considere ¢ : k+ 1 — 2 tal que ¢(i) = 1 si y solo si i = j + 1;

aplicando el Teorema 4.3 es posible encontrar & < £ en A’ tal que, para cada i < k,

ag U {7} < min(Be, f(Be)),
wg,, (ae(1)) = o(ag(i), Ber) € Ui,
9(ws, ) () = wis,n (ve) = o(ve, F(Be)) € V.

De esta forma, wpg,, es un elemento de Ug; sin embargo g(w/gg,) no esta en We, lo que

es una contradiccion a la eleccion de Ug. Esto finaliza la demostracion. O

Corolario 4.1 Para cada X, Lx es hereditariamente Lindeldf.

Demostacion: Si no lo es, entonces £y contiene un subespacio discreto no numera-
ble. Entonces es posible encontrar Y, Z C X disjuntos tales que %y y £, contienen
subespacios discretos no numerables. Sin embargo, cualquier funciéon de un espacio

discreto a un espacio discreto es continua, lo que contradice el teorema anterior. [

Consecuencia de lo anterior, si X C w; es no numerable, entonces £y es un L-
espacio. Ademas, por el Teorema 4.4, Zx es un espacio con estrechez numerable. Asi,

Zx es un espacio Lindel6f, ccc con estrechez numerable, no separable. Con dicho
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espacio, respondemos a una pregunta planteada por Ivan Martinez Ruiz, Alejandro
Ramirez Paramo y Armando Romero Morales en las Memorias de la Sociedad Mate-

matica Mexicana [6].

Desde siempre, cada vez que tenemos un espacio con ciertas propiedades, una pre-
gunta natural es si el espacio seguiré preservando esas propiedades bajo operaciones
como el producto cartesiano. Kunen demostré que bajo MAy,, cualquier L-espacio
contiene un discreto no numerable en alguna de sus potencias. Como podria esperarse,

esto sucede en la primera instancia posible en nuestro ejemplo.

Teorema 4.6 Para cada X C w; no numerable, £% contiene un subespacio discreto

no numerable.

La demostracion de este teorema se sigue esencialmente del siguiente resultado.

Proposicién 4.2 El drbol

es un drbol de Aronszajn.

Demostracion: Primero veamos que T'(0) no tiene ramas no numerables. Para ver
esto supongamos que C' C T'(0) es una cadena no numerable, entonces los elementos
de C' son de la forma o(-, 8)|, con @ € Ay 8 € B, donde A y B son subconjuntos de
wi no numerables. Sea U una vecindad abierta de T; aplicando el Teorema 4.3 con
k =1=1 es posible encontrar A’ = {a, : vy € wn} C Ay B ={p,:vy€w} CB
tales que

o(ay, By) € U,
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para cada 7y € wy. Observe que como C' es cadena, si a, € A"y ,» € B’ son tales que
a,, < B, entonces

O(O‘wﬁ’y') € U

Finalmente considere a A’, B’ y a V' vecindad abierta de T ajena a U para llegar a
una contradiccion del Teorema 4.3.

Para probar que todos los niveles de T'(0) son numerables, es suficiente probar que
los niveles de T'(01) = {esla : @ < B < w1} y T(L) = {L(-,8)|a : @ < f < wy} son
numerables. Por la Proposicion 4.1, sabemos que T'(p1) satisface lo deseado. Veamos
que T(L) tiene niveles numerables, sca o < wy fijo. Sca § < w; mas grande que
«. Para cada v < a + 1, considere L(v, (), por el Hecho 3 existe vy < 7 tal que
L(v,B) < L(&,) siempre que v, < & < 7. Usando la compacidad de « + 1 es posible
encontrar un conjunto finito g C a 4 1 tal que si 79 < < son elementos consecutivos

de Fj3 entonces cumplen lo anterior mencionado. Es suficiente demostrar que si

5o = L(, Bl

cntonces

L('76)|a = L(*B/MO&

Para ver esto, sea £ un elemento arbitrario de a\Fj y escoja vy < v en Fj tal que

Yo < & < 7. Finalmente aplicando el Hecho 2 tenemos que

L&, B) = L(§,7) U L(v, B) = L(§,7) U Ly, 8') = L(E, 3).

Esto finaliza la demostracion. O

Para probar la veracidad del Teorema 4.6, escoja una sucesion (Bg, /3’51) cuyos
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indices pertenecen a un subconjunto A C w; no numerable, tal que para cada £ € A
se satisfacen las siguientes condiciones:
(1) B¢ < B¢ y ambos son elementos de X,

(2) Existe un ¢ > 0 fijo tal que
w5 (89) = wsy (3] = |1 — w (3] 2 €,

(3) Sin < estaen A, entonces 3 < &,
(4) wﬁg|£ = Wg} le-
Esto es posible ya que T'(0) tiene niveles numerables. Ahora considere las siguientes

vecindades abiertas
Ue = {(u,v) € Lx : lwgo(8) — u(B)] + [v(B) — wgr (B)| < ¢}

de (w,52= wﬁé) en .2 para £ € A. Si € < 7 estd en A, entonces por (2), (wﬁg, UJﬂEI) no

esta en Ug pues wgp (/J)g) =1.8Si & <7, estd en A, entonces por (3), /J’g <7y por (4),

wey(B¢) = way (Be).

Consecuentemente, por (2) y la desigualdad del tridngulo, (wgo,ws1) no esta en Us.
Por lo tanto (wpo, wsy) estd en Ug si'y solo si € = 5. Luego {(wﬂg, 'lb[g%) 1€ A} esun

subespacio discreto no numerable £%.
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