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RESUMEN

Estudiamos el comportamiento cualitativo que sigue una particula de masa m > 0 res-
tringida sobre la 2-esfera S?, describiendo trayectorias con ciertas condiciones iniciales de
las variables fundamentales que se originan a partir de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales de movimiento de Hamilton, en coordenadas polares, asi como aumentando el valor
de la fuerza de gravitacion g. Consideramos dos casos importantes a estudiar:

Caso 1: Sistema de ecuaciones de movimiento de Hamilton sin potencial.
Caso 2: Sistema de ecuaciones de movimiento de Hamilton con potencial.

Por otro lado, en ciertos casos encontrar soluciones exactas con métodos analiticos de
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias es imposible debido a su grado de comple-
jidad, entonces al no obtener ciertas soluciones es posible hacer uso de métodos numéricos
adecuados que modelan soluciones numéricas aproximadas en un determinado conjunto de
puntos.

El andlisis cualitativo que se llevo acabo en este trabajo, nos brinda una idea para co-
nocer el comportamiento que sigue la trayectoria de la particula sin conocer las soluciones
exactas del sistema de movimiento de Hamilton y mads relevante como son esas trayecto-
rias. Con la finalidad de encontrar soluciones numéricas del sistema de Hamilton que nos
ayuden a entender graficamente la teoria cualitativa desarrollada se utilizé el integrador
numérico Runge-Kutta 4, se logré encontrar soluciones numéricas aproximadas de tal sis-
tema, asi como graficos que describen las trayectorias de la particula en S2.

Palabras clave: mecdnica de Hamilton, sistemas dinamicos, potencial gravitatorio, métodos
numéricos, solucién de ecuaciones diferenciales.
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Abstract

We studied the qualitative behavior that follows a particle of mass m > 0 restricted on
the 2-sphere S2, describing trajectories with certain initial conditions of the fundamental
variables that are originated from a system of Hamilton’s differential equations of motion,
in polar coordinates, as well as increasing the value of the gravitational force g. We consi-
dered two important cases to study:

Case 1: Hamilton’s equation system without potential.
Case 2: Hamilton’s equation system with potential.

On the other hand, in certain cases finding exact solutions with analytical methods of
systems of ordinary differential equations is impossible due to their degree of complexity,
so by not obtaining certain solutions it is possible to make use of suitable numerical met-
hods that model approximate numerical solutions in a certain set of points.

The qualitative analysis that was carried out in this work, gives us an idea to know the
behavior that follows the trajectory of the particle without knowing the exact solutions of
the Hamilton motion system and more importantly how those trajectories are. In order to
find numerical solutions of the Hamilton system that help us to graphically understand the
qualitative theory developed, the numerical integrator Runge-Kutta 4 was used, it was pos-
sible to find approximate numerical solutions of such a system, as well as graphics which
describe the trajectories of the particle in S2.

Keywords: Hamilton mechanics, dynamic systems, gravitational potential, numerical met-
hods, solution of ordinary differential equations.
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Capitulo 1

Introducion

El movimiento de los cuerpos es un estudio que se remonta desde hace siglos. Galileo
Galilei (1564-1642) descubre las leyes que rigen la caida de los cuerpos y el movimiento de
proyectiles; aportaciones que afios mds tarde llevo a Isaac Newton (1642-1727) a reformu-
lar esos conocimientos demostrando matematicamente en qué consisten, dando origen a lo
que se conoce como las tres leyes del movimiento de los cuerpos y su aportacion de la ley de
la gravitacion universal, originando de este modo las ecuaciones del movimiento que rigen
el formalismo de la mecanica de Newton. Joseph Luis Lagrange (1736-1813) fisico y ma-
tematico, genera un cambio en la mecanica de Newton a través de aportaciones acerca del
estudio de magnitudes variables llamadas funcionales de la forma S[q] = ft ;1 F(q,q,1)dt,
por medio de métodos que permiten investigar valores méximos y minimos de dicho tipo
de funcionales llamados problemas variacionales, formulando asi, un principio de minimi-
zacion de un funcional, que dice que la condicién necesaria para que haya un extremo es
la anulacién de la variacion de la funcional lo que llevé a encontrar ecuaciones del movi-
miento conocidas como las ecuaciones de Lagrange,

b

oF d(aF)

dq  di\og

las cuales expresan la condicidn para que dada una curva g(#) sea un punto critico de tal tipo
de funcionales asociados a la funcién F(qg, ¢, t). Aplicando lo anterior a una funcién llamada
el Lagrangiano del sistema L(q, ¢), donde L es una funcién diferenciable que depende de la
posicion y la velocidad garantiza que para poder describir un sistema mecénico es suficiente
tener la funcién Lagrangiano definida como la diferencia entre la energia cinética y la
potencial y el sistema de ecuaciones de Lagrange. En 1834 el matemadtico irlandés William
Hamilton (1805-1865), establece una forma diferente de considerar la mecanica. Hamilton
reformula la mecénica de Lagrange al introducir un nuevo concepto el momento p y q
la posicion como variables fundamentales. Mediante una transformada de Legendre de la
funciéon Lagrangiano, Hamilton descubrié una nueva funcién que mds tarde se llamaria



el Hamiltoniano del sistema, que a diferencia de la funcién Lagrangiano, depende de la
posicion y la nueva variable que él mismo introdujo el momento. Usando el Hamiltoniano
y el sistema de ecuaciones de Lagrange logr6 obtener un nuevo sistema de ecuaciones:

__OH
o

L
P

Un sistema de ecuaciones de primer orden, el cual facilitaba mas el estudio que el sistema

de ecuaciones de Lagrange que por tener el término %(‘%—F) lo convierte en un sistema de

- . . ar\oq . o eqe

segundo orden. La ventaja de los sistemas Hamiltonianos es su riqueza de posibilidades
que poseen. Graficamente el tener a p como ordenada y a ¢ como abscisa se denomina el
espacio de fase, decimos que la trayectoria de una particula queda representada por una

curva en este espacio.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan una realidad en es-
pecifico, aumentan su grado de complejidad a medida que se aproxima cada vez més al
comportamiento del fendmeno en estudio, lo que origina que en la mayoria de los casos
encontrar soluciones por métodos analiticos es imposible, lo que nos lleva a utilizar los
métodos numéricos que calculan soluciones aproximadas por medio de un nimero infinito
de iteraciones que mejora su eficiencia de manera més rdpida al utilizar un adecuado soft-
ware de simulacion.

El interés por el estudio del péndulo a través de los siglos ha constituido una fuente
inagotable de problemas, ideas y técnicas. El estudio del péndulo sobre un plano, estaba
ligado a dos problemas fundamentales de la época: la forma de la tierra y la verificacion
de la ley de atraccion gravitatoria. Galileo Galilei (1564, 1642) astronomo Yy fisico italiano,
fue el primero en observar que el periodo del péndulo no es independiente de la amplitud
inicial de la oscilacién y lo hizo observando una Idmpara en oscilacion de la catedral de Pi-
sa. Se sabe que no hay funciones exactas conocidas que resuelvan el problema del péndulo
matematico para oscilaciones mayores donde la relacion exacta para el periodo no es cons-
tante con la amplitud e involucra integrales elipticas [3]. Resolver integrales elipticas de
manera exacta no es posible debido a su grado de complejidad, para ello se usa un software
computacional para analizar las soluciones aproximadas obtenidas.

Aumentando la dificultad del problema del péndulo, es decir, ya no estudiamos el mo-
vimiento de un péndulo sobre un plano. Estudiamos su movimiento restringido sobre una
superficie la 2-esfera. El objetivo de este trabajo es dar las condiciones necesarias para ana-
lizar cualitativamente sin usar métodos de aproximacion, los casos en los que una particula
de masa m > 0 su movimiento queda restringido en S? con la presencia de un potencial



gravitatorio g donde se pueden conocer las trayectorias y dar descripciones geométricas
cualitativas de su dindmica que predicen el comportamiento de esas trayectorias obtenidas
con un método numérico adecuado [5].

En el capitulo primero se motiva el estudio del formalismo de Newton describiendo los
conceptos basicos de la mecanica cldsica del movimiento de los cuerpos. También estudiar
los conceptos del formalismo de Lagrange y de Hamilton y analizar cudles son las condi-
ciones en las que estas dos formulaciones son equivalentes en el espacio euclidiano.

El segundo capitulo tiene dos objetivos interesantes. El primero es describir como son
las coordenadas de S? para encontrar las ecuaciones de Hamilton que nos van a permitir
estudiar cualitativamente el movimiento de una particula de masa m > 0 restringida en la
2-esfera. El segundo es estudiar las ecuaciones de Hamilton en dos partes: la primera es
analizar un sistema Hamiltoniano sin un potencial lo que origina un sistema de ecuaciones
de primer orden en dichas coordenadas. La segunda es similar a la primera, analizar el mis-
mo Hamiltoniano a diferencia que ahora con un potencial gravitatorio g presente.

El capitulo tercero tiene dos nociones importantes. La primera es analizar los casos con-
siderando ciertas condiciones iniciales para las variables del Hamiltoniano con potencial
gravitatorio. La segunda es el andlisis cualitativo de las trayectorias que sigue la particula
con ciertas condiciones de las variables de dicho Hamiltoniano asi como la estabilidad de
los puntos criticos encontrados.

El capitulo cuarto presenta los resultados de los graficos obtenidos gracias a la herra-
mienta utilizada de un método numérico, es decir, un integrador numérico conocido como
Runge-Kutta de orden 4 que confirma todo el andlisis cualitativo presentado en el capitulo
tercero.



Capitulo 2

Mecanica, de Newton a Hamilton

2.1. Formalismo de Newton

La formulacién de las leyes de la mecanica, comienza con el estudio del primer modelo
matematico, sobre la velocidad, la aceleracion, la caida de cuerpos, la masa y la energia
desembarcando de este modo a la formulacién de las ecuaciones de movimiento de New-
ton. Asi, la mecdnica de Newton se construye a partir del concepto de inercia, establecida
ésta como ley fundamental del movimiento. La mecédnica de Newton se rige sobre tres
postulados:

1. Todo cuerpo permanece en estado de reposo o movimiento rectilineo uniforme a no
ser que una fuerza externa modifique su estado de movimiento. También se llama
Ley de Inercia.

2. La fuerza ejercida sobre un objeto es directamente proporcional a su masa por su
aceleracion F = mX, donde X es la aceleracion del objeto (el punto denota la derivada
con respecto al tiempo).

3. A toda accién le corresponde una reaccion de igual magnitud pero en sentido contra-
rio tales que se anulan entre si. También es conocida como Ley de accién y reaccion.

Comenzamos con la idea basica del movimiento de una particula. La posicion de la
particula estd determinada por su vector posicién x en coordenadas cartesianas y sea v su
vector velocidad, como sigue:

dx
dt
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La cantidad de momento de la particula es, por definicién, el producto de su masa por su
velocidad:
pi=mi @.1)

La mecdnica de la particula se dice que esta regida por la Segunda Ley de Newton del mo-
vimiento, es decir, el movimiento de la particula estd descrito por la ecuacion diferencial,
cuando la masa de la particula es constante [1],

F ax .
=m—=mXx
dt
. 2 (e e
donde ¥ = & se conoce como el vector aceleracién de la particula.
dr?

Veamos que con la ecuacion (2.1) podemos tener lo siguiente
d
F = —@mx) = p.
o (mx) =p

Recordemos que en la expresion anterior, F representa la resultante de todas las fuerzas
aplicadas sobre la particula. Cuando la fuerza total se anula, obtenemos el correspondiente
teorema de conservacion de la cantidad de momento: Si F = 0, serd p = 0 y la cantidad
de momento p, se conservard. Lo anterior nos dice que, el movimiento de una particula en
ausencia de fuerzas, es tal que, se conserva su cantidad de momento, es decir, su velocidad
se mantiene constante, describiendo asi, un movimiento rectilineo uniforme.

Consideremos una particula de masa m, con m constante y el trabajo que realiza una
fuerza exterior F sobre ella, cuando ésta se traslada del punto 1 al punto 2, a través de
una trayectoria y : [a,b] — Q, con Q C R>. El trabajo elemental realizado por F en un
desplazamiento infinitesimal dr a lo largo de 7y, se define como sigue

b
W, := f F-dr 2.2)

De lo anterior se tiene que, como el trabajo es la integral curvilinea del campo vectorial F a
través de la trayectoria y, entonces no depende de la parametrizacion orientada que se elija.
Luego como la masa es constante, el resultado anterior tiene la siguiente forma:

b 7. b
dx m d
F - ds= — . xdt = — — - Pdt
fy S mfadt o 2fadtx

W, = T2 - (@)

resultando

m

5x? se conoce como la Energia Cinética de la particula, representada

donde la expresion
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por T, es decir,
T = imi?
= —mx
2

de donde obtenemos que el trabajo que se efectud es igual a la variacion de la energia
cinética, como sigue:

(2.3)

W, =T, - T, (2.4)

Este resultado se conoce como el Teorema de la Energia Cinética [1].

Consideremos un sistema cerrado y conservativo. Recordemos que en éste, el trabajo
realizado por la fuerza, para recorrer el camino entre dos puntos dados, es independiente
de la trayectoria y seguida para ir de uno al otro. Asi para distintas trayectorias vy, y, que
tienen en comun el punto inicial a y el punto final b, tenemos:

fF-drszwlr.
Y1 Y2

Es facil ver que la condicion anterior es equivalente a decir que el trabajo realizado para
recorrer cualquier trayectoria cerrada, sea nula, es decir,

9§F-dr =0.
y

Asi, consideremos una curva cualquiera y(f), a la que pertenecen los puntos a y b. Esta
puede descomponerse en dos curvas abiertas con extremos enay b:y = y; +7,. Donde
¥| representa el sentido de a a b y 7y, el sentido de b a a, asi, la integral curvilinea sobre y
y usando el resultado anterior, se tiene

SEF-dr:fF-dr+fF-dr:fF-dr—fF-dr:O (2.5)
Y " Y Ya Yy

1 2 a b

como se queria demostrar.

Considerando el resultado anterior, podemos definir el potencial como el trabajo que
realiza el sistema para realizar el movimiento de un cuerpo. Del curso de cédlculo vectorial,
un teorema bdsico establece que la condicién necesaria y suficiente para que un campo
vectorial F tenga una trayectoria nula para cualquier curva cerrada es que sea un campo
de gradientes, es decir, que existird un campo escalar U(r), funcién de la posicidn, tal que,
podemos definir de esta forma al potencial [1], como sigue:

F :=-VU. (2.6)
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Al expresar a F' con un gradiente, el trabajo elemental resulta ser una diferencial exacta:
F -dr =-VU - dr=-dU

si integramos la expresion anterior para asi obtener el trabajo realizado entre los puntos a
y b, y usando el resultado (2.4), tenemos:

b
T;,—Ta:Wy:f F - dr
a
= U, — U,.
Lo anterior nos dice que, se conserva la suma de la energia cinética mas la energia potencial:
T,+U,=T,+U,

Definimos la energia como la capacidad para realizar un trabajo. Con el resultado anterior
podemos definir la Energia total del sistema como la suma de energia cinética con la
energia potencial como sigue:

E=T+U-=°C 2.7)

donde C, es una constante, tenemos pues, la expresion del conocido Teorema de conserva-
cion de energia [1].

El formalismo newtoniano permite describir de la forma mas sencilla el movimiento de
un sistema de particulas, para ello es necesario y suficiente dar simultineamente las posi-
ciones y velocidades iniciales de todas las particulas, esto permite, en principio, determinar
completamente el estado del sistema, es decir, es posible determinar sus posiciones y velo-
cidades en cualquier otro instante [3]. Desde un punto de vista matematico, esto se traduce
en la existencia de una funcién F, conocida como fuerza, que determina la dindmica por la
llamada Segunda Ley de Newton del movimiento F = m X, decimos entonces que la fuerza
define lo que es un sistema mecanico newtoniano. En general, las relaciones entre las ace-
leraciones, las velocidades y las posiciones se les conoce como ecuaciones del movimiento
o dinamica del sistema [3].

2.2. Ecuaciones de Lagrange y principio de minima ac-
cion

El formalismo de Lagrange es otro de los puntos de partida para el estudio de la mecéni-
ca. Se basa en la observacion de que existen principios variacionales. Los resultados obte-
nidos por este método han de ser idénticos a los que resultan de las ecuaciones de Newton.
Pero no decimos que se trata de la introduccién de una nueva teoria que sea independiente
del formalismo newtoniano. El formalismo de Lagrange para un sistema cerrado y conser-
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vativo consiste en tener dos cosas: una funcién L que llamaremos Lagrangiana del sistema
y las ecuaciones de Lagrange.

Recordemos que para determinar la posiciéon de un sistema de N particulas en el espa-
cio, hace falta dar N vectores de posicion, es decir, 3N coordenadas [3]. En general, el
nimero de magnitudes independientes que determinan de manera univoca la posicion de
un sistema se llama nimero de grados de libertad del sistema. Consideremos s magnitudes
cualesquiera ¢, q2, g3, - ,qs que definen completamente la posicion de un sistema (de s
grados de libertad) se llaman sus coordenadas generalizadas y sus derivadas g;, sus velo-
cidades generalizadas. Es necesario recordar que dadas simultidneamente las coordenadas
y las velocidades se determina completamente el estado del sistema y permite, en un prin-
cipio, predecir el estado de movimiento del sistema. Esto es, matematicamente, que dadas
las coordenadas y las velocidades en un cierto instante del tiempo quedan definidas univo-
camente las aceleraciones ¢ en ese instante de tiempo [3]. La formulacién més general de
la ley del movimiento de los sistemas mecanicos es el Principio de la minima accion ( o
principio de Hamilton) que nos dice que todo sistema mecénico esta caracterizado por una
funcion definida de la siguiente manera:

L(QIaQZ,H-,Qs,41,42,~--,qs,t) (28)

o L(q, q,t) (donde para simplificar designaremos por g al conjunto de todas las coordena-
das ¢1,¢,...,q5 y por ¢ al conjunto de todas sus velocidades). El principio de Hamilton
establece que podemos elegir curvas ¢,(7) de tal modo que podemos unir dos puntos fijos
en estas curvas durante un intervalo de tiempo fijo [a, b] de manera que la integral

S = f b L(g, ¢, pdt (2.9)

tome el menor valor posible, es decir, sea un minimo, mas general: punto critico o es-
tacionario. La funcion L se conoce como Lagrangiana del sistema. La Lagrangiana sélo
depende de g y ¢ y posiblemente de ¢, ya que como se indic6 anteriormente de que un esta-
do de un sistema mecénico queda completamente definido si se conocen simultineamente
sus coordenadas y sus velocidades, es por lo anterior que en (2.8) no aparecen las deriva-
das superiores ¢, . .. Sin complicacion, supongamos que el sistema s6lo cuenta con un sélo
grado de libertad, sea g = g(¢) la curva para la cual § es precisamente un minimo, es decir,
que S crece cuando se reemplaza g(¢) por una funcion cualquiera, consideremos,

q(t) + 6q(1) (2.10)

donde 6¢(¢) se conoce como variacion de la funcidn g(), es una funcién que es pequefia en
todo el intervalo dado [a, b]. Como parat = ay t = b todas las funciones (2.8) deben tomar
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los mismos valores en las curvas g,(f), obtenemos:
oq(a) = 6q(b) = 0. (2.11)

Luego, el resultado que obtenemos de variar S cuando se sustituye g por g(t)+9g(t) es:

b b
f L(q + 6q,q + 6q, dt — f L(q,q,v)dt (2.12)

a a

al realizar el desarrollo en serie de potencias de la diferencia de la variacién anterior, co-
mienza por términos de primer orden, luego, la condicién necesaria para que exista un
minimo es la anulacién de la variacion, es decir, la anulacién del conjunto de esos térmi-
nos, se le conoce también como primera variacion. Asi, podemos escribir la integral (2.9)
como:

b
6S =6 f L(g,¢,Hdt =0 (2.13)

y aplicando la variacion:

b b L L
f L(g, ¢, t)dt = f a—éq + 6—_551 dt = 0. (2.14)
. . \0q 0q

Luego, integramos por partes el segundo término del sumando y tomando en cuenta que
0g = d/dt(6q) se obtiene

oL | b (0L d OL
oS =|—o — — —— | égdt = 0. 2.15
[aq' q]ffa (aq draq) g 15

Tomando en cuenta la condicion (2.14) el primer término de esta expresion desaparece.
Nos queda una integral, que debe anularse para todo valor de d¢g, lo anterior es posible
solamente si el integrando es idénticamente nulo y 2.15 es equivalente a:

d(oL\ OJL
—|=]-—=0 (2.16)
dt\og)| dq
En casos de que en el sistema existan varios grados de libertad, las s funciones dife-
rentes ¢(t) deben variar independientemente. Luego, obtenemos s ecuaciones de la forma
siguiente:
d{oL\ OJL
—|=—=|-—=0, i=1,2,...,s. 2.17
En Mecanica, las ecuaciones encontradas se les conoce como Ecuaciones de Lagran-
ge [3]. Matematicamente las ecuaciones 2.17 forman un sistema de s ecuaciones diferen-

ciales de segundo orden con s funciones desconocidas g;(f). Su solucién general del sistema
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anterior, contiene 2s constantes arbitrarias, para definir completamente el movimiento del
sistema mecdnico, es necesario que se conozcan las condiciones iniciales, es decir, los va-
lores iniciales de las coordenadas y de las velocidades. Si se puede conocer la Lagrangiana
del sistema mecanico dado, entonces las ecuaciones (2.17) son las ecuaciones del movi-
miento del sistema, es decir, establecen la relacion entre las aceleraciones, las velocidades
y las coordenadas del sistema.

Consideremos ahora un sistema cerrado, es decir, particulas que interactuan entre si,
pero que se encuentran aisladas de otros cuerpos. Asi, definimos a la Lagrangiana de la
siguiente manera:

1
L:= Z i = Ul ., (2.18)

donde hemos agregado dos funciones. La suma:

r=> %mixf

como ya sabemos, es la Energia Cinética, y una cierta funcién de las coordenadas, deno-
minando esta funcién por — U(x;), (donde x; es el vector de posicién de la particula i) se
conoce como la Energia Potencial. La expresion (2.18) es la forma general de la Lagran-
giana de un sistema cerrado con conservacion de energia mecdnica [3].

Veamos que, el movimiento de un sistema en un campo exterior se va describir por
una Lagrangiana, digamos, del tipo usual, con una unica diferencia, que ahora, la Energia
Potencial serd una funcion explicita del tiempo, esto es, su forma general sera:

1
L= mez — U(x, 1),

asi, su respectiva ecuacion de movimiento, sera:

_9u
ox’

mi=

Luego, si evaluamos la Lagrangiana (2.18) definida en las ecuaciones de Lagrange obtene-

mos,

d 1510
Z(mx) = ——. 2.1
dt(mx) I (2.19)

Esto es, las ecuaciones de Lagrange se reducen a la Segunda ley de Newton F' = mX.

Del resultado anterior concluimos que el formalismo de Lagrange, con la Lagrangiana
dada, trae consigo las ecuaciones de Newton de la mecdnica. Para profundizar mds sobre
el formalismo lagrangiano revisar [3] y [1].



2.3. La transformada de Legendre y las Ecuaciones de Hamilton 11

2.3. Latransformada de Legendre y las Ecuaciones de Ha-
milton

El otro punto de partida del estudio de la mecénica, es el Formalismo Hamiltoniano. En
este sentido el formalismo hamiltoniano es mas fundamental que el formalismo de New-
ton. En el aspecto que se basa directamente en el concepto de energia de mecanica cudntica.
Sabemos que la fusién de la mecédnica cudntica y la relatividad general sigue siendo uno
de los principales problemas pendientes de la mecanica. Vimos que un estado mecéanico
del sistema queda completamente determinado dando simultineamente sus coordenadas y
velocidades generalizadas. Pero, éste no es el tnico camino posible, veremos que la des-
cripcion del estado de un sistema queda determinada en funcién de sus coordenadas y
momentos generalizados, y que otorga un gran ndmero de ventajas y para ello es necesario
introducir la deduccién de las ecuaciones de movimiento correspondientes. Para ello, va-
mos a estudiar la transformada de Legendre, con la finalidad de poder construir una nueva
funcién f, que nos ayude a dar el paso de un conjunto de variables independientes a otro.
En la teoria Lagrangiana, la transformada de Legendre aplicada al Lagrangiano L da lu-
gar a una nueva funcién llamada Hamiltoniana y que es la base para introducir un nuevo
formalismo en la mecanica [3].

Veamos como se deduce la transformada de Legendre, posteriormente veremos cOmo
se aplica dentro del formalismo lagrangiano.

Dada una funcién F de n variables independientes uy, ..., u,,
F(uy,...,u,) = F(u,), i=1,2,...,n. (2.20)
su diferencial total viene dada por:

IF oF oF - OF ()
dF () = o—duy + a—dity + -+ ——dit, =
)= B0 a2 M 2

du; 2.21)

y si se hace:
OF (u;
Vi = ( '). (2.22)
(91/11'
Para garantizar que la Transformada de Legendre esta bien definida, es suficiente demostrar
que la matriz Hessiana es definida positiva. Recordemos que la matriz Hessiana estd for-

mada por las segundas derivadas Hess(F);; = (%), i,j =1,...,n. Entonces podemos
escribir, ‘
. OF
dF (u;, 1) = Z vidu; + . (2.23)

i=1
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Por otro lado, podemos escribir

d(Zn: u; vi) = i u; dv; + i v; du;. (2.24)
i=1

i=1 i=1
Ahora al restar miembro a miembro (2.23) de (2.24) se obtiene,

n

d[Zn: u,-v,-) —dF(u) = Zn:uidvi + Zn:v,-du,- - Zvidui,
i=1

i=1 i=1 i=1

d lzn: u; v; — F(u)] = Zn: u; dv;.

i=1 i=1

finalmente tenemos
n

dG(v) = )" u;dv, (2.25)
i=1
donde G(v) = G(vy,- -+ ,v,) es una nueva funcién que se define como la la Transformacion
de Legendre para n variables independientes y la definimos como sigue,

G(v) = Z w;v; — F(u), i=1,2,...n. (2.26)

i=1

Ahora consideremos un sistema que estd descrito por una funcién de Lagrange con n
grados de libertad L = L(g;,q¢;,t), i = 1,2,...,n., y le aplicaremos una transformada de
Legendre para obtener la funcién Hamiltoniana.

Hamilton (1805-1865) propuso describir el sistema mediante las variables (g, p,t) don-
de los p; son los momentos generalizados candnicamente conjugados a las coordenadas
generalizadas ¢; definidos anteriormente por:

_ 0L 4.1

i FYR i=1,2,...,s. (2.27)

Aqui, en lugar de usar las velocidades generalizadas ¢;, emplearemos a los momentos con-
jugados. Notemos primero que de las ecuaciones de Lagrange se tiene,

d(oL\ oL d oL
dfory oL _d . _, oL 2.8
dt(aq') 9 a? TP g, (2.28)

Consideremos la funcion de Lagrange de la forma L = L(g;,q;,t), i = 1,2,...,n., la
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diferencial total de esta funcion estd dada como sigue

dL = Z (% dg; + ch; a’q,) + %—Ldt

oL
= Z (pida; + piddy) + " di (2.29)
i=1

0
- Z (d(Pz qz Qz dpt + pz dqz) + = dt

i=1

Pasando al lado izquierdo el primer término del lado derecho de la igualdad y multiplicando
por menos uno, tenemos

d [Z Pigi — L) = Z (gidpi — pidq;) - 5 dr. (2.30)
P

i=1

En esta parte conviene recapitular. Lo que se quiere es hacer una nueva formulacién
en donde en lugar de trabajar con las velocidades generalizadas se convenga trabajar con
los momentos conjugados. Hagamos énfasis que en el lado izquierdo de (2.30) se tiene una
ecuacion diferencial exacta y que en el lado derecho de la misma, no aparecen diferenciales
en ¢;. Esto nos dice que el lado derecho es una funcién que s6lo depende de las coordenadas
y momentos y no de las velocidades generalizadas. Definamos entonces

ZPiQi —L=:H(qi,92,-..,P1,P2 -+ Pn>1). (2.31)
i=1

Debemos tener cuidado, ya que el lado izquierdo de la igualdad no es en si la funcién de
Hamilton. Esta es por definicion H = H(qg;, p;,t) (el lado derecho), cuya diferencial es

dH = Z (— dg; + dp,) + aa—Hdz

=d (Z pidi - L] (2.32)
i=1

: : oL
(gidpi — pidq:) - G_dt'
i=1 !
Dado que estamos trabajando con coordenadas y momentos independientes entonces, para
que se de la igualdad anterior, los coeficientes de las diferenciales del lado izquierdo y
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derecho deben ser las mismas. Esto es, se debe cumplir que:

. OH
qgi = 3_191"
pi = —a—H, (2.33)
0q;
OH B oL
Fr T

Las dos primeras ecuaciones son las interesantes, por ejemplo si L no depende explicita-
mente del tiempo, la tercera ecuacidén no aparece, por eso es mds conveniente definir las
siguientes ecuaciones:

o
i = a_pia

o _(9_H (2.34)

Pi= oq;

Las ecuaciones de Hamilton (2.34), a causa de su sencillez y simetria, se les llama ecuacio-
nes canonicas. Se hace énfasis en la simetria que guardan estas ecuaciones y por eso cada
par de variables (p;, g;), constituyen un conjunto de 2n ecuaciones diferenciales de primer
orden, entre las 2n funciones incognitas p; g; que sustituyen a las n ecuaciones de segundo
orden obtenidas ya, por el método de Lagrange. Luego hay que hacer notar el hecho de
que pasar de la formulacién de Lagrange a la formulacion de Hamilton se hizo a través
de una transformada de Legendre (anteriormente deducida paso a paso) en donde la pode-
mos resumir como sigue, dada una funcion de Lagrange se obtiene la funcion de Hamilton
como:

H=) pigi-L (2.35)
i=1

La transformada de Legendre es el puente para pasar de la formulacion Lagrangiana
a la formulacion Hamiltoniana de la mecanica, mediante esta transformada. Un sistema
mecdnico con un sistema de ecuaciones con cierta funciéon Lagrangiana L se transforma
(sin perder la informacién) en una funcién H que se define como la transformada de Le-
gendre de L y donde también se transforman las velocidades generalizadas en momentos
generalizados. Para una mayor ampliacion del tema, el anélisis anterior puede consultarse
en [3].



Capitulo 3

Descripcion de la 2-esfera con sus coor-
denadas

3.1. Las ecuaciones de Hamilton en la 2-esfera sin poten-
cial

Queremos calcular las ecuaciones de Hamilton para la esfera S?, para ello es necesario
describir como son las coordenadas. Para un andlisis de lo que a continuacion se estudia,
se puede revisar un trabajo similar en [7]. Tomemos de la S? las cartas formadas por las
parametrizaciones en coordenadas polares:

W (9, @) := (costcosp, sin cosp, sinp) (3.1

con (,¢) € (Jo—m, P +m) X (-3,5
Para un r(f) € S? tomemos la parametrizacién en coordenadas polares de (3.1) como
sigue:
r(t) = Y (&, ) (cosH(t) cose(t), sind(t) cose(t), sing(t)). 3.2)

se desea obtener la derivada con respecto a t como sigue, definimos

0 0
— = —lp(ﬂ, ) = (—sind cosy , cosd cosp,0),
o) o0
— = — (9, @) = (—cosV sing , —sin?d sing(t), cosyp) .
dp Oy

15
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Usando (3.2) y (3.3) tenemos que para cada ¢, la curva r(f) tiene como vector tangente:

d
0= L0 @.9)
0 . 0
= S5 (000 )0 + S (000.00)ot0 (3.4)
. 0 0
= ﬂ(f)% + Sb(f)%-

Consideremos la métrica g inducida de R* dada por:

= i i = COS2
899 = aﬁ’a’ﬁ R3_ "2

J 0 0 0
do — =\, =\, :0 .
8vp = 8yt <(919 6‘10>R3 <(9(p 319>R3 (3.5)

_[0 o\ _,
8pp = 3(,0,(9(,0 R3— .

Luego, podemos obtener la energia cinética del sistema usando (3.4) y (3.5) como sigue:

nm
I(r,i)= Ellfll2

= Ellﬁﬂ(l) + —90(t)||
(3.6)

= (ll ||219()+|| ||90(l))
:%Qmsﬂnﬁm +o(0?).

Con el resultado anterior podemos obtener el Lagrangiano del sistema, que sabemos
por el Capitulo 2, se define como la diferencia entre la Energia cinética y la Energia Po-
tencial del sistema, supongamos que el sistema no tiene energia potencial, por lo que el
Lagrangiano es la energia cinética en coordenadas polares como sigue:

L(@®,¢,9,¢) : = TS, 9,9, ¢)

zg(w§¢mﬁm2+¢mﬁ. S
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Luego, podemos obtener los momentos generalizados en las mismas coordenadas,

oL _
pD) = =— = m@Q),
®
oL (3.8)
t) := — = mcos® g(t) ¥¢).
Po(1) Py @(1) (1)
De las ecuaciones anteriores podemos despejar las velocidades y tenemos que
. 1
o oD G2
M) = ————.
m cos? ¢(1)

También por el Capitulo 2, sabemos que el Hamiltoniano en coordenadas locales esta de-
finido como la transformada de Legendre del Lagrangiano, entonces podemos construir
nuestro Hamiltoniano en coordenadas polares como sigue:

H@, ¢, ps. pp) = Po@ + psd — L3, ¢,9,¢)

1 1 m s ¥V (1 V

2 2 2 9

= — + — —_ — _ + | —

m’e " m cos? ¢ Po =3 [COS 4 (m coszgo) (mp"a) l

I NCRN SRR N S ) (310
m ¢ mcoste'? |2mcosty  2m

Del resultado anterior obtenemos las ecuaciones de Hamilton de movimiento [7], dadas por

0H
Po(t) = = oo 0), (D), ps(1). p, (1)) =0,

(3.11)
... _ OH _(_tane(®) 5
Pp(t) = 0 (D0, (1), ps(1), py(1)) = (—m cos? o) pﬁ(t)),
y las trayectorias [7], estan dadas por
arn 6_H _ ps(d)
() = 9 @D, (1), po(0). P (D) =~~~ o0’
(3.12)

o0H 1
¢(1) = == ([0), (D), po(1). (D) = - Py(1).
Py m
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De esta forma, hemos obtenido las ecuaciones del movimiento de un sistema mecanico
sobre la S2, revisar [7]. En la seccién siguiente, vamos a analizar cémo son las ecuaciones
en este sistema si definimos un potencial que implique algunas transformaciones en el
sistema.

3.2. Las ecuaciones en la 2-esfera con la presencia de un
potencial

Consideremos como antes, una particula de masa m > 0 que realiza un movimiento
restringido en S2, recordemos la parametrizacién en coordenadas polares, donde parametri-
zamos la esfera con Y (4, ¢) = (cost cosp, sind cosy, sing) con (¢, ¢) € (0,27) X (-3, 5),
ahora con una fuerza gravitacional g [7].

Dada una fuerza en R? y S, queremos encontrar la fuerza potencial correspondiente en
coordenadas polares:

Frs = —(0,0,mg), m, g € (0, 00) constantes,

0
Fq = —mg(cosgo)%,

ver Figura 3.1:

Figura 3.1: Fuerza potencial

Sea (cos? cosp, sind cosg , sing) € S* y po € S fijo. Consideremos un camino
diferenciable ¢ : [0,T] — S? tal que ¢(0) = po, c(T) = (cos? cosg, sint cosyp, sing),
en particular ¢ (T') = . Para cada t la curva c tiene como vector tangente a ¢(t) = %ﬁ(t) +
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%(,b(t). Usando (2.2), podemos calcular lo siguiente:

Wc:fﬁszdc

T
f <m<g'cossa(t)i 9
0

dp’ 09

() + 9 @(1)) dt
dp

r a a ., o a ..
= mgf) cos (1) ((@ ) %ﬂ?(f) + (@ ) %WP(I)) dt

T
= mg j; (cos (1) - @(1)) dt
T
= mg f cos ¢(t) - ¢(t) dt
0

T d .
= mgj; 7 (sin (1)) dt

= mg (sing(T) — sinp(0))
= mg -sinp(T) — mg - sinp(0)

Observamos que W, no depende del camino ¢, entonces la energia potencial

-
U@, ) := mgsin(p), Yy € [7, 5], ? eR (3.13)

estd bien definida.

Ahora podemos definir el Lagrangiano del sistema. Considerando que éste se define co-

mo vimos en el Capitulo 2, como la diferencia entre la energia cinética y potencial, en

coordenadas polares tenemos:

L@, ,9,¢):=T@,¢,9,¢) — Ulp)

_ % (cos” ety B1P + ¢(1)°) — mg sin(p). (3.14)

Luego podemos obtener los momentos generalizados en estas coordenadas como sigue:

plP = 6_L = m‘p(l)a
Op
oL

a9

(3.15)

Po = m cos? @) - 9(@)>.
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De las ecuaciones anteriores despejamos las velocidades y obtenemos:
.1
QO - m ptpa
_ Py
m cos? ¢(t)

(3.16)

Veamos que podemos obtener el Hamiltoniano, usando la Transformada de Legendre del
Lagrangiano como sigue:

H(ﬂacpapﬂ’ptp) :ptp‘p + pﬂﬁ - L(ﬂ"p’ﬂ"p)

1 1 (1 ¥
= ln—ipi + ———ps - [% [coszgo(t) (L) + (n—1p¢) ] - mg singo(t)”

m cos? (1) m cos? (1)
1, 1 ) r} P; -
=—p+ ——ps — | ———— + —— —mg sing(t
m" " m cos? (1) Py lZ mcos?p(f)  2m mg sin (1)
1, 1 , v} P; -
= — —+ - - — + t
m’ " m cos? o(1) Po = 5 cos? o(t) 2m mg Sin (1)
(P o) s e sing)
2m \ cos? ¢(t) Py & S

Hemos obtenido asi, el Hamiltoniano del sistema como en la seccién anterior, s6lo que
ahora con un potencial gravitacional g presente [7], como sigue:

Py
cos? ¢(1)

+ p2| + mg sin(?). (3.17)
2m 14

1
H(ﬁ’ 2920 pap) = 5 (

Recordemos las ecuaciones de Hamilton en la esfera S? como en (3.11), pero ahora con la
presencia de un potencial g, dadas por

O0H
Po() == =5 (@), (1), ps(1), pe(1)) =0,

3.18)
_ _ OH B tang(t) (
Py(1) = 9 (), (1), po(1), pe(1)) = (m cos? o(0) P(1) + mg cos so(t))-
Por otro lado tenemos que las trayectorias estan dadas como en (3.12)
, OH ()
D) = o (@O0), 9(1), po(1), po(1) = —2
opy m cos? ¢(t) (3.19)

o

(1) = s

1
D), (), o (D). pp(1)) = — Py (D).
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Haber encontrado las ecuaciones de movimiento en S? con un potencial gravitacional g
nos lleva a realizar en el Capitulo 4 un anélisis para encontrar puntos de equilibrio, primeras
integrales, también para estudiar el tipo de trayectorias que realiza la particula y describir
su movimiento dependiendo de las condiciones iniciales, si existen cantidades conservadas,
etc.



Capitulo 4

S?2 c R3 en un campo de fuerzas constan-
te

4.1. Descripcion de primeras integrales en la 2-esfera con
potencial gravitatorio

La nocién mds importante para el estudio cualitativo es la de estabilidad de las solucio-
nes de equilibrio de un sistema, ya que el conocimiento del comportamiento de los puntos
de equilibrio puede bastar para tener una idea del comportamiento del resto de soluciones
del sistema.

Recordemos la particula de masa m > 0 que realiza un movimiento restringido en S?> donde
tenemos la parametrizacion de la esfera dada por

U (1), o(t) = (cositit) cosep(t) , sint(t) cosp(t) , sing(t))

con (¢4, ¢) € (0,21) X (-3, 5

2727
Consideremos el Lagrangiano dado por la ecuacion (3.14), como sigue:

L. b.¢) = T (cos’ pn) 90 + ¢(2)’) = mg sin(g)

y el Hamiltoniano dado por la ecuacién (3.17):

1 [ p; 2
H (@, o, py, = — + + sin .
(@, ¢, Ps, py) o (coszgo Py | +mg sing
Veamos que el Hamiltoniano no depende de la coordenada 4, entonces py = —Z—g = 0.

Podemos escribir H (4, ¢, ps, p,) = H (¢, ps, p,) y tenemos que, para todo t € [0, 7],
ps = a, con a constante. Decimos entonces que tenemos una primera integral para el

22
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sistema, porque py es conservado, para toda solucion de las ecuaciones de Hamilton.

Otra magnitud conservada es el Hamiltoniano mismo.

Sea (9(1), p(1), ps(1), py(1)), t € [Ty, T1], una solucion de las ecuaciones de Hamilton (2.34).
Entonces

d oOH , 0H
7 B0, 0(1), pp(1), (D)) = 5 (), (1), po (D), pp(1)) D(1) + %(ﬁ(t), @(1), py(1), pe(1)) P(1)+

oH oH

+ (@), (1), po(t), pe(1) po(t) + —— (1), (1), ps(t), pu(1)) Po()
Opy op,

= —po(D) K1) = P(t) @(t) + D) Ps(t) + @(t) Py(?)

= 0,

por lo tanto H es constante a lo largo de las trayectorias definidas por las soluciones de las
ecuaciones de Hamilton. Se puede escribir H = T + U, donde

pé 2)

1
T (9, ¢,py,py) = — (m + P,

2m
es la energia cinética y
U(p) = mg sin(p) + Eo

es la energia potencial con una constante de normalizacién E, € R que no afecta las ecua-
ciones de Hamilton. Como

1 2
H @, ¢, py, py) = 7— Py p2| +mg sing + Eg
2m \cos? ¢ ¢

> mg sin(p) + Ej

— H(®,9,0,0), Yo € (—g,g),ﬁ c R
y tenemos que:
inf (H(®,0,0,0): ¢ € (—g,’z—r)}

= inf {mg sin(p) + Ey : ¢ € (—g,g)}
=-mg+Ey, VI € R.

Se puede definir Ey := mg tal que H > 0y limy()—-z H (3, ¢,0,0) = 0.
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Luego

E = H (9(1), p(1), ps(1), p,(1))
_ (P
~ 2m \cos? p(7)

) ] 4.1
+ p,| +mg sing(t) +mg

representa la energia del sistema con un minimo E = 0 cuando el sistema esté en reposo en
el punto limy)—z ¥(3, ¢) = (0,0, -1).

A continuacion queremos estudiar todos los posibles casos y describir como es la tra-
yectoria que realiza la particula en dichos casos.

4.2. CasoL py(t) = ps(0) = 0

Lo anterior implica que 9(f) = 371 = - i”sgtzo(t) = 0, luego 9(t) := 9 = a,Vt con

a una constante. Reparametrizando ¢ — @, podemos asumir sin pérdida de generalidad
(aplicamos una rotacion) ¥(¢) = 0 V ¢, entonces el movimiento ocurre en el plano

S?N{(x,0,2) : x,z € R}
{(cosa,0,sina) : a € R}
st

IR

Por lo tanto, basta considerar una sola coordenada

r(p) = (cosp,0,sing), ¢ € R

con unicidad en intervalos abiertos de longitud 27.
Con las coordenadas anteriores se desea encontrar las ecuaciones de Hamilton. Considere-
mos el Lagrangiano

L(QO’ 90) =T - U’
. m
T(p,¢) = 5902,
U(p) = mg sinyp + E,

donde elegimos la constante Ey tal que U(-7) = inf {U(yp) : ¢ € R} = 0. Entonces L(g, ¢) =
B¢° — (mg sing + mg)y
oL

= — = mo. 4.2
Py me 4.2)

Py
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Podemos obtener el Hamiltoniano correspondiente para estas coordenadas, y como el Ha-
miltoniano no depende de la coordenada %, podemos escribir lo siguiente

2
p )
H(ga,p¢) = ﬁ + mg sing + mg,

con el sistema de ecuaciones:

6P‘P m 7 (4 3)
oOH )

Py = i mg Cos ¢,

pero por (4.2) tenemos que p, = m@(t). Sustituyendo en el sistema (4.3) para p, +
mg cos ¢(t) = 0, por las ecuaciones de Hamilton, tenemos la siguiente expresion:

mp + mgcosp(t) =0,

" (4.4)
p= —g cosep.

Recordemos que cos x = sin(x+ %), entonces trasladando en 5 tenemos cos(a—73) = sin a,
s

donde definimos @ := ¢ + 7, luegop = @ — 7y & = ¢, entonces por (4.4) tenemos

a = —gcos(a—g): — g sin a,;

por lo tanto tenemos
& + g sina=0. (4.5)

Esta ecuacion diferencial es conocida por describir el movimiento de un péndulo matemati-
co con una constante de gravitacion g [7].

Consideremos como un caso especial al Caso 1, los Puntos de equilibrio.

Nos interesa la condicion inicial

90)=0, ¢@0)=0 (4.6)

lo anterior implica que py(t) = 0, p,(r) = 0, ¥Vt € R, la particula en este caso no se mueve,
es decir, tenemos un punto de equilibrio. Supongamos que ¢(0) € [-7, 7], #(0) € R, sea
un punto de equilibrio, como py(r) = py(0) = 0, por (4.2) tenemos 0 = p,(f) = mg cos ¢
con ¢(t) = ¢(0) € {+3} entonces (H(1), ¢(1)) = (H0),¢(0)) € {(F(0),-3), (H0), 3)}, con
¥(0) arbitrarios, implica que tenemos dos puntos: polo norte y polo sur de S*. Considere-
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mos ((1), (1), ps(1), p(1)) = (H0), +3,0,0) con

9(t) = 0,
@(1) =0,
ps(0) =0,
Pe() =0,

y observamos que es una solucién a las ecuaciones de Hamilton.
Caso 1.1: E=0
En este caso se tiene,

2
0 = H(p(1), py(1) = p;m + mg sin(p(r)) + mg, 4.7)

por lo tanto, p,(f) = 0y ¢(f) = =7 mod 27, V¢ € R. Observamos que las funciones ¢(t) =
—g, po(t) = 0 satisfacen las ecuaciones de Hamilton:

oOH 1
0=09@)= 5(900), Dy(1)) = %pw(t)
("2

) oH
0= p(0) = =5~ = —mg cos(e())
12
Esta solucion corresponde a un punto de equilibrio (¢(?), p,(7)) = (=3,0)¥7 € R. Vere-
mos que este punto de equilibrio es estable. Si € € (0,1) y E = mge, entonces por la
conservacion de energia,

H(p(1), py(1)) = mge.

2
Sea ¢ € (=73, 0) definido por sin(¢,) = (e — 1). Como mge = zp—; + mg sin(¢(t)) + mg,y
2
5—;’1 > 0, se tiene que ¢(7) € [-7 — @, @] con lime_o e = lime o — ¢ = —7, entonces

las trayectorias se quedan cerca del punto de equilibrio.

Caso 1.2: 0 < E <2mg
Sea ¢y € (=7, %) tal que sin(gp) = m% — 1. Como H(¢(?), p,(t)) = E para toda solucion de
2

las ecuaciones de Hamilton y 5—;’1 > 0, tenemos ¢(t) € [—m — ¢, po] ¥ t. Supongamos que
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©(ty) = —m — ¢o. Entonces

E- Pi(fo)
2m

B po(t)
 2m

B po(t)
 2m

+ mg(sin(—m — ¢g) + 1)

+ mg(sin(¢p) + 1)

2

por lo tanto ¢(1) = pelio) — ),

m

funcién ¢(¢) crece, aumentando su velocidad ¢(f) y alcanzando la velocidad maxima en t,
cuando ¢(7) llega al punto ¢(t;) = —7.

Ademas, ¢(t) = —gcos(e(t)) > 0Vt > 1, tal que ¢(t) € [—n - o, —g) Entonces la

Luego, por ¢(t;) > 0y la continuidad de ¢(7) y ¢(¢), existe un 6 > O tal que ¢(t,) €
—2:00) Yy @() > 0V 1o € (81,11 +0).

Consideremos las condiciones iniciales p(1;) € (=5, ¢0) y ¢(f2) > 0. Demostraremos que
¢(t) alcanza el punto ¢, en tiempo finito #3 > f,. Supongamos que ¢(f) < @yVt > t.
Como ¢(t;) > 0y ¢(¢) es continua, existe un € > 0 tal que ¢(r) > 0Vt € [t 1, +€),
entonces ¢(t) es creciente V¢ € [t,,1, + €) y deja de ser creciente en el punto 7 > ¢, + € tal
que (1) = 0y @(t) > OVt € [f,, 7). Luego, como ¢(f) es creciente en [t,, 7), tendremos
o) 2 (k) > =5 > —w =@Vt € [fr,7). Por otro lado, ¢(r) = 0 implica p,(7) =
m@(t) = 0, entonces E = mg (sin(¢(7)) + 1), pero esto solamente es posible si ¢(7) €
{¢o, =1 — o}. Ademds, como () > ¢(t;) > —T1—@o VYt € [t,,T), tenemos ¢(T) = ¢y, una
contradiccion a ¢(t) < ¢y ¥Vt > t,. Porlo tanto, 7 = coy ¢(t) > OVt € [t,, ).

Ademads, como ¢(t) es creciente Y1 € [t,,0) tenemos ¢(t) € [¢(t2), o) Yt € [tp, ).
Como [¢(12), ¢o] € (=5,%), concluimos que Vs € [t;,00),
cos(p(t)) > cos(p(t,)) =: u > 0. Entonces

@) = ¢(tz)+f @(s)ds = sb(tz)—f g cos(p(s)) ds

15) 15}

!
< gb(tz)—fgﬂds (4.8)
5]
=) +guty —gut
—> —00,
—00

una contradiccion a que ¢(f) > 0Vt € [t,,00). Por lo tanto existe un t3 > 1, tal que
@(t;) =0y @(t) > 0Vt € [t,13). En particular, ¢(f) alcanza su maximo ¢(t3) = ¢g en t.
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Ahora §(13) = —g cos(¢g) < 0, entonces existeunn > Otalquep < OVt € [t3,13 + 1), es
decir, la funcién ¢(f) decrece, aumentando la velocidad y alcanzando la velocidad maxima
cuando () llega al punto ¢(z4) = —7. Después se demuestra con argumentos similares en
lineas arriba, que ¢(¢) llega en tiempo finito 5 > 4 a su minimo ¢(ts) = —m — ¢y, donde
@) € |~n~go.~%) Vi € [1,15).

Finalmente el movimiento se repite, es decir, la particula se restringue a un movimiento de
”sube y baja”, ver Figura 4.1.

Figura 4.1

Caso 1.3: E > 2mg.
La expresion anterior implica que

pe()?
2m

= E — (mg sin(p(t)) + mg) > E—-2mg > 0,

entonces pi(r) > 0Vt € R. En particular, si ¢(t;) > 0, entonces ¢(f) > 0Vt € R.
Esto significa que, el movimiento que realiza la particula son recorridos completos sobre la
circunferencia de S' en el sentido antihorario.

Andlogamente, si ¢(#)) < 0, entonces la particula realiza recorridos completos sobre la
circunferencia del S! en el sentido horario.

El valor del momento esté subiendo y bajando con |p,(#)| siendo méaximo si ¢(f) = —F mod 27
Y |po()] minimo si ¢(#) = § mod 27.
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Caso 1.4: E = 2mg
Sup6ngamos que ¢(1p) = 7. Como E = 2 mg es constante, tenemos

2

)
+mg (sin(p(to)) + 1)
m

entonces p,(fo) = 0. Observemos que:

Po(t) = pu(ty) = 0, V1 € R,
T
(1) = @(ty) = > Yt eR

es una solucion de las ecuaciones de Hamilton:

oH 1
7 t = — = O = — t
P =5 (D)
. OH n
P = 55 " 0 = —mg cos (E) = —mg cos (¢(1)).

Entonces (¢(1), p,(1)) = (=5, 0) corresponde a un punto de equilibrio. Este punto de equi-
librio es inestable porque si se perturba el sistema con una cantidad de energia con una
pequeia variacion E. = 2mg +¢€, € # 0, |e] << 2mg, entonces el sistema se encuentra en
el Caso 1.2 0 Caso 1.3 y en ambos casos la particula llega en tiempo finito #; > 7, al punto
@(t1) = —%, es decir, al punto mas lejano del equilibrio ¢(fp) = 7.

4.3. Casoll. py(r) = py(0) #0

Sin pérdida de generalidad podemos suponer py(f) = ps(0) > 0 (en el caso contrario
aplicamos una reflexion ¢ — —9 tal que py(t) > —py(?)).

Lema4.1. Sea py(0) # 0. Para toda solucion de las ecuaciones de Hamilton (ﬁ(t), (1), ps(1), ps,,(t)) t €
(a, b)’ a,b € (_OO’ OO) U {ioo}, a < b; €XiSt€l’l <;Dmim SDmax € (_g’ g)’ SDmin < (pmax’ tal que
©(t) € [@mins Pmax]l Y T € (a,b), es decir, ¢(t) no alcanza los polos.



4.3. Caso II. py(t) = ps(0) #0 30

Demostracion. Supéngamos que lim,,;, ¢(?) = £7, o € (a, b). Tenemos

E = H(3(1), p(2), ps (1), po(1))
(L ( p5(0)
2m \ cos? ¢(1)
(O
Z}E}% 2m  cos? ¢(f)

= lim
-1

+ pi(t)) + mg sin(t) + mg

= 0Q.

una contradiccion a que E = constante. Por tanto, existen dos numeros reales ¢y, Pmax €
(=3, %), tal que ¢(?) € [Pmin» Pmax] V1 € R. Considerando condiciones iniciales, podemos
definir, para soluciones globales (suponemos que la solucion existe) lo siguiente:

Omin = Inf{@(?) : t € R},
Omax = sup{e() : t € R}

En particular, sabemos que ¢(f) nunca alcanza los polos de S? y que
(&, ¢) € (W, o + 270) X [Pimins Pmax] > (€Os T O @, sind cos ¢, sin ¢)

es inyectivo. O

Observacion 1: No existe problema con la ambigiiedad de 9(¢) en los polos en el caso
ps(0) # 0, tampoco para el péndulo matematico, ya que si py(0) = 0 podemos suponer que
() = 3(0) = 0V ¢, entonces el movimiento, como vimos antes, se encuentra parametrizado
por

{cos p(1),0,sing(t) : t € R}

Caso 2.1. ¢(t) = constante
Supéngamos que ¢(7) = ¢(0) = ¢., ¢. € (=3, %), es decir, la particula se mueve sobre un
circulo de altura constante. Tenemos entonces

. oH 1
0=09@) = % = %Pga(l), = p,(H) =0Vt
oH tan ¢(t
0=pe)=——=- #pé(o +mg cos ¢(1)
oy m cos? ¢(t) y
=- —— (sing, + ———cos” ¢,
m  cos’ g, p3(0)
_P©

1 . .2 2
= m oS o, (sm ¢+ K(1 = sin“(¢.)) )
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2
donde K := ";%zg > 0, [7]. Obviamente, _nO 1 #0,Vt € (-%,%). Ahora, queremos

: m  cos? @, 2°2

ver si ( sing.+K(1- sinz(goc))z) se puede hacer cero. Por lo tanto, consideramos la ecuacién
sin g, + K(1 — sin’(¢,))” = 0.

Observacion 2: Si ¢, € [0, ’5’), entonces sin(¢.) > 0y (1 - sinz(gac))2 > 0, luego tenemos
que sin @, + K(1 —sin’*(¢.))*> > 0, por lo tanto Py > 0, pero esto es una contradiccion a lo
que buscamos. Entonces ¢, € [@in, 0) C (—’—2’ 0), [7].

Consideremos la funcién

F(@) = sing + K(1 — sin’(@)2, ¢ € (—g,o).

Queremos encontrar las raices para la funcion fen el intervalo (-7, 0). Tenemos entonces

lim f(g)=-1

p(H—>-%
lim f(g)=k, Kk > 0.

e(1)—0

Como f es continua, existe ¢, € (—g, O) tal que, f(¢.) = 0, por el teorema del valor in-
termedio, [6], queremos ver que existe una solucién de las ecuaciones de Hamilton con
@() = ¢ € (—5) constante.

Ahora, sea ¢(t) = ¢. € (—g, 0) Vit € R,y por (4.3) tenemos,

1 o) = OH
mpw B op,

oa_do
= ¢(t) = —(p) =0,

entonces
p,)=0, VteR
también

ps(t) = ps(0)
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entonces
po()=0 Vit
ademads por (3.16),
) = %C‘ZZZ(O;C = constante,
asid(t) = wt + 9y, donde w := %CIZZT(O::C y ty = 9¥(0), es la condicion inicial en ¢ = 0.

Entonces
(8(0), (1), po(®), po (1)) = (@t + Bo, @, po(0), 0)

es una solucion, ver [7].

Como (ﬁ(t), (1), ps(t), p¢(t)) = (wt + Py, ¢, ps(0),0) es una solucion a las ecuaciones de
Hamilton, ésto significa que la particula se mueve sobre rotaciones en el plano z = sin(¢,),
es decir, gira en el circulo:

Y(wt + 9o, ) = (cos(wt + ), cos(e.), sin(wr + o) cos(e.), sin(e.)), € R,

con frecuencia angular constante w. Ver Figura 4.2:

Pe
Figura 4.2

Ahora, queremos demostrar que ¢, s Unico.

Lema 4.2. Para todo K > 0, existe un tinico nimero ¢. € (—%,0) tal que

0 = f(¢.) = sing, + K(1 —sin® ¢.).

Demostracion. Por el teorema del valor intermedio [6], sabemos que ¢, € (—g, 0) existe.

Aqui sin(¢) es mondtamente creciente para ¢ € (—’%,O), entonces podemos reemplazar
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s := sin(¢). Consideremos f(s) := s + K(1 — s?)*, s € (=1,0). Entonces, como s € (-1,0)
y K > 0 tenemos
fi(5)=1-4Ks(1-s* > 0.

Entonces f'(s) = 1 —4Ks(1 — s*) > 0, Vs € (=1,0), asi fes estrictamente creciente y
f:(=1,0) - (-1,K)

es una biyeccion. Entonces f tiene una tnica raiz s := sin(¢.) en (-1, 0). O

ng
510
inicial py(0). Para K, > K, y fi(s) = s + Ki(1 — s*)*>, s € (=1,0), tenemos f(s) > fo(s)
entonces (¢.); < (¢.),, ver Figura 4.3.

Por el lema anterior, para todo K = existe un unico ¢, que depende de la condicion

v (%)2

(‘pc)l

Figura 4.3

Para un momento py(0) dado, tenemos el siguiente andlisis: cuando se presenten mo-
mentos iniciales py(0) mas grandes, el circulo critico ¢(f) = ¢, se posicionard mas cerca
del ecuador, en caso contrario, para momentos iniciales p4(0) mas cerca del valor cero, el
circulo critico ¢(f) = ¢, se aproximard al punto del polo sur, es decir, muy préximo a —%,
ver Figura 4.3, resumiendo lo anterior, tenemos

ng

70 = 0= 0= f(p) =sing. +K(1 - sin® @) — sing, =

» py(0) = o0, K =
o.— 0

s pp0) - 0, K = 22 & o0 = Lfg) = Lsing.+ (1 -sin’p)? — (I -

P30
sin? 0 = @, — -3

Observacion 3: Si () = ¢, Yt € R, entonces ¢in = Qax = Pe-
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Caso 2.2. ¢(t9) =0, py(ty) #0
Como p,(to) # 0, entonces ¢(ty) # ¢. por (4.9), en particular nuevamente por (4.9),

odp 1
$(10) = r z=zo(90(t)) = Py(10)
p30) : .
== st (S + K(1 = sin’(¢(t)Y)
_ nO 1

f(sinp(tg))

m?* cos? ¢(ty)
Tenemos dos posibilidades:

.. 2(0) .
$(t0) = —%Coszl¢(t0) f(sing(r)) > 0,

entonces ¢(ty)) =0, y @(fp) > 0, implica que se tiene un minimo local.

1. Si@uin < @(ty) < ¢, entonces f(sine(ty)) < 0, por lo tanto

2. Sip. < @(ty) < @max, €ntonces f(sin(ty)) > 0, por lo tanto

. 5(0) .
Pltg) = " o f(sing(t)) < 0,

entonces ¢(t)) =0, y ¢(¢y) < 0, implica que se tiene un méximo local.

Ver Figura 4.4

Figura 4.4

4.4. Analisis cualitativo de las trayectorias

Queremos demostrar el siguiente comportamiento de las trayectorias con ¢(t) # constante,
inicialmente decreciente en un punto en ¢,,,, y baja cruzando el ecuador, el circulo critico
¢, y finalmente toca en algun punto de ¢,,;,, después origina una trayectoria que ahora serd
creciente hasta tocar nuevamente a ¢,,,, y el proceso se repite una y otra vez. Para ello se
ha realizado la siguiente figura que nos ayudard a tener més claro el comportamiento que
sigue la particula y los casos que vamos a estudiar.
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Observacion 4: Las velocidades en la Figura 4.5, es decir, la longitud de las flechas,
aumentan si ¢(¢) disminuye y son iguales en la misma altura.

Figura 4.5
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Analizaremos consecutivamente los siguientes casos y demostraremos que de cada caso
se llega al préximo hasta que se repite el proceso.

Loo(t) =0, ¢t) > ¢.
2. 9(1r) <0, @(12) > ..
3. 9(13) <0, @(13) = .
4. ¢(ty) <0, @(ty) < ..
5. ¢(ts) =0, (ts) < .
6. ¢(ts) >0, ¢(t6) < ¢
7. @(t7) >0, @(t7) = @c.
8. @(13) >0, (1) > .

Caso 1. Supongamos que ¢(t;) =0,y ¢(t;) > @,
Por las ecuaciones (4.3) y (4.9) tenemos la siguiente expresion:

a0
e cost (1)

1
o) = —plt) = f(sin(g(1))) (4.10)
donde f: (=1,1) = R, f(s) = s+ k(1 = 5*)%, f(sin(p.)) = 0,y f(sin(p(1)) >0 & (1) >
Pe, f(sin(p(1)) <0 & (1) < .

Como ¢(t;) > ., por la expresion anterior, tenemos que f(sin(¢(#;))) > 0; entonces
@(t;) < 0, por el criterio de la segunda derivada para médximos [6], tenemos que ¢(#;)
es un maximo local, asi existe un 6 > 0 tal que ¢, < () < @(t;) YVt € (t1,4 + J] (por la
propiedad de ser maximo local). En particular, para #, := | + 6, ¢ suficientemente pequeiio,
tenemos que ¢(t) > ¢, Y ¢(t) < @(t1) = 0, entonces, ¢(t2) > ¢, y @(t;) < 0, que cumple
con el Caso 2.

Caso 2. Supongamos que ¢(t) > ¢., ¥ ¢(t) < 0.
Como f(¢(1)) > 0 Vo(t) > ¢, tenemos §(f) < 0V ¢(t) > ¢, por (4.10), entonces ¢(¢) es
decreciente Yt, cont > t, (t) > ¢.. Queremos demostrar que se llega a ¢, en tiempo
finito.

Sea Th := sup {t > 1, : ¢(s) > ¢.V s € [£2,t]}. Supongamos que ¢(f) > ¢., YVt > t,, como



4.4. Analisis cualitativo de las trayectorias 37

f(sin(p(2))) > 0,V ¢(t) > ¢., entonces tenemos que @(t) < 0,V ¢ > t,. Por lo tanto, ¢(f) <
@(t) < 0,Yt > 1, (aqui ¢(t,) es una cota superior), tenemos:

o(1) = f @(s)ds + ¢(t2)

5]
/
< Sb(fz)f ds + ¢(t2)
5]

= @) (t—1)+ ¢(t) — —oo,
—_ e ==

<0 —00 —00

una contradiccion a que ¢(7) > ¢. VYt > t,. Entonces existe un t3 > ¢, tal que, ¢(¢) > ¢ .Vt €
[t2,13), @(t) < @(ty) <OVt € [, 3]y ¢(t3) = ¢, que cumple con el Caso 3.

Caso 3. Supongamos que ¢(t3) < 0, @(t3) = ¢..
Como ¢(t3) = ¢. con ¢(t3) < 0, la trayectoria sigue decreciendo. Por continuidad, existe
0 > Otal que ¢(t) < 0, V1 € [t3,t3+0]. Definimos t4 := t3+9. Como ¢(¢) < 0 V¢ € [t3,13+0],
sabemos que ¢(t4) < ¢(t3) = ¢.. Ademas ¢(t4) < 0, esto por lo anterior. Asi, vemos que se
cumple el Caso 4.

Caso 4. ¢(14) <0, @(t4) < ¢,
Supongamos que ¢(t) < 0, VYt > t4, entonces tenemos ¢(t) < ¢(t4), Yt > t4. Por resultados
anteriores, sabemos que lo anterior implica que =7 < @uin < @(f) < (1) <@, <0, ¥t >
t4. Sabemos también que la funcién sin(y) : (—5,0) — R es crecientey f : (—1,0) — es

creciente, también —ﬁp : (=3,0) — R es creciente. Entonces tenemos que:

N 2 ((ON .
(1) = - s mf(sm(sc?(t)))

. PO
T m? cos o(ty)
=¢(ty) >0

f(sin(e(t4)))

Observemos que el producto de funciones crecientes es creciente, aqui ¢ empieza a crecer.
Por lo tanto:

@(1) = f @(s)ds + (1)

2]
!
> ¢(ts) f ds + ¢(t4)
14

= @(ty) (1 — 13) + p(ty) — o0,
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una contradiccion a que ¢(f) < OVt > t4. Entonces existe un ts > #,4 tal que, ¢(t5) = 0y
@) < 0, VYt e [ty ts), pero como ¢(t) < OVt € [14,15), sabemos que ¢(ts) < @(ty) < .
Entonces se cumple el Caso 5.

Caso 5. ¢(t5) =0, o(t5) < @
Por la ecuacion (4.10) veamos que :

p3(0)
m?  cos> ¢(ts)

$(ts) = —

J(sin(e(t5))) > 0.
<0

<0

De este modo, ¢(t5) = 0y ¢(ts) > 0, entonces tenemos un minimo local, pero no cons-
tante localmente. Por lo tanto existe un 6 > 0 tal que ¢(t5) < ¢(t) < @Vt € (15,15 + 6],y
o) > 0Vt € (t5,t5 + 0]. Definimos a g := t5 + 0, luego ¢(ts) < @,y @(tg) > 0 es decir,
se cumple el Caso 6.

Caso 6. ¢(tg) > 0, ¢(ts) < @,
Supdéngamos que ¢(f) < ¢. Yt < tg, entonces f(sin(¢(?))) < 0 Vt > . Luego @(r) > 0,
por (4.10) por lo tanto tenemos ¢(t) > ¢@(ts) V t > t¢, entonces:

!
lim ¢(f) = lim f @(s)ds + ¢(te)
—00 t—00 t6

!
> lim ¢(te) f ds + ¢(te)
[—0o0 t()

= lim ¢(16)(1 — 16) + p(t6)

= 00,

una contradiccion a que ¢(t) < ¢.Vt > ts. Entonces, existe un t; > ft tal que ¢(#7) = ¢,
con g(t) < ¢ .Vt € [ts,t7). Ademads ¢(t;) > ¢(ts) porque ¢(t) > 0Vt € [t,1;) por ecua-
cion (4.10), yaque ¢(t) < ¢Vt € [te,t7). Asi se cumple el Caso 7.

Caso 7. @(t7) > 0, ¢(t7) = ¢,
Como se cumple que ¢(t;7) > 0 por continuidad existe un 6 > 0 tal que ¢(r) > 0Vt €
(t7,t7 + 6] en consecuencia, ¢(f) es creciente en el intervalo (#7,#; + ], por lo tanto ¢(#; +
0) > .. Definimos fg := t; + 0, entonces ¢(tg) > ¢.y @(t3) > 0. Observamos que el Caso
8, se cumple.

Caso 8. ¢(t3) > 0, (t3) > .
Supongamos que ¢(f) > 0Vt > tg. Como ¢(t) > 0Vt > tg, entonces ¢(t) > ¢(t5), Vt >
tg. Primero vamos a analizar el caso cuando todo el movimiento se encuentra por abajo del



4.4. Analisis cualitativo de las trayectorias 39

ecuador.

Sub-Caso 8.1. Supongamos que ¢(f) < 0, V1 > tg.
Observemos que, el asumir que ¢(#) < 0, implica que la trayectoria que realiza la particula
nunca sube por encima del ecuador. Como ¢(f) > 0, ¢(7) esta creciendo y como también

o) < 0, sabemos que f(sin(¢(f))) estd creciendo, ver la demostracién del Lema 4.2.

1 p50)

Ademas e 2 1,Yt > 13, por lo tanto () < —=L f(sin(p(ts))) = a, @ < 0.

Entonces tenemos:

t
lim ¢(#) = lim f P(s)ds + @(tg)
>0 >0 ts
!

< lim ads + @(tg) 4.11)

t—+00 s
= lim a(t—1g) + (,b(tg)
t—+00

= — 09,

una contradiccién a que ¢(t) > 0Vt > tg.

Tenemos dos hipdtesis, la hipdtesis del Caso 8 y la hipétesis del Sub-Caso 8.1. Entonces
pueden ocurrir dos casos para resolver la contradiccion:

= Se cumple p(f) < OVt > tgyexiste un fg > fgtal que @(t9) =0y @(r) > 0,V¢ €
[#5,19). Ademads @(ty) > ¢(t3) > .. Todo el andlisis corresponde a lo que pasaria si
tenemos el caso cuando el movimiento se realiza por abajo del ecuador.

Si ésto no ocurre, entonces:
= Existeun g > fgtal que, p(ty) > 0y @(¢) > 0, V¢t € [t5,1].

Sub-Caso 8.2. ¢(tg) > 0, ¢(tg) > 0
Supongamos que ¢(r) > 0, Y > . Como ¢(15) > 0y ¢(r) > 0, tenemos que 7 >
Omax = @) = @(tg) Yt > ty. Ademas la funcion ¢(¢) estd creciendo, por lo tanto
sin(¢(t)) > sin(¢(tg)). Luego:
PO
m*  cos’(p(1))
p3(0)

m2

2(0
< - 28D inptre

= L.

G(t) = (sin(p() + K (1 = sin*(¢(£)))?)

sin(e(1)) (4.12)
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Observemos que ¢(tg') € (0, %), implica que 8 < 0. Luego,

!
lim ¢(7) = lim f (s)ds + @(tg)
t—o0 t—00 tgr
1

tljr_‘lo Bds + ¢(ty) (4.13)
tyr

= lim Bt —ty) + @lty)

IA

= —00

una contradiccion a que ¢(f) > 0 V¢ > fg. Entonces existe un to > fg tal que ¢(t9) = 0
y o) > 0Vt € [ty,t9). Ademds, como ¢(r) > 0 Vit € [tg,19), tenemos que @qx >
<10(1‘9) > SD(tS') >0 > Pe > Pmin-

En ambos casos tenemos la siguiente situacion:

(o) =0,  ¢(fo) > .

Decimos que el Caso 9 se cumple y llegamos a tener la misma situacion del Caso 1y toda
la discusion se repite. Es decir, la particula siempre estard oscilando entre un maximo local
mads grande que ¢, y un minimo local mds pequefio que ¢..

Ahora queremos demostrar que todos los mdximos locales y minimos locales son iguales.
Consideremos lo siguiente:

E

H (9(1), ¢(0), ps(0), py(1), )
1 ( p3(0)

El término extra mg en la expresion anterior significa que deseamos que una particula en
reposo en el polo sur tenga una energia de valor igual a 0. Sabemos que p (1) = m (1),
entonces @(fy) = 0 implica que p,(f) = 0. Luego

E

H (9(19), ¢(to), ps(t0),0)
1 p30)

= % m +mg Sil’l(p(t()) + mg.

Podemos usar la propiedad cos® ¢(fy) + sin’@(fy) = 1y hacemos s = sin () con s €
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(=1, 1). Asi obtenemos:

1 P; ) .
0= —[———— | +mg(1l + sinp(ty)) — E,
2m(1 i’ o) g ( @(%))
1 ( p3(0)
O:%(I—SZ +mg(l +s5) — E,
2
0
0= e+ 9= - EA - ),
2m
0= aiga-o- La-g,
2m*g mg
Seany := 5;2‘;‘1(20; € (0,00),y u := mig € (y, ®0), tenemos

0

y+ A+ -5 -ud -5

S +u-Ds>+s+ @y —pu+ 1. (+14)

Por el andlisis anterior, cada vez que ¢(f) = 0, s = sin(e¢(t)) € (—1,1) es una raiz para
el polinomio de grado 3 en (4.14). Observemos que el polinomio en (4.14) toma el valor
y>0paras=1ys=-1.

Sea P(t) = a3s® + as s* + a5 + ap, conasz, @z, a1,y € R yas # 0, tal que P(-1) =
P(1) = y > 0. Supongamos que existen t1,1,,t3 € (—1,1),tal que, -1 < #; < £, <
3 < 1yPt) = Pt,) = P(t;) = 0, entonces P(f) = a3t —1t)(t — 1) (t — t3). Como
P(t) # OVt < t; y P(-1) > 0, entonces P(r) > 0Vt < t;. Ademas lim,_, . |P(t)| = 00
para todo polinomio no constante. Por lo tanto:

lim P(f) = + co.

[——00

como P(¢) es un polinomio de grado tres:

lim P(f) = — oo.

t—00

pero como P(t) # 0Vt > t3 y lim,, P(f) = —oo, tenemos que P(t) < OVt > 13y
t3 < 1.Por otro lado P(1) = P(-1) = v > 0, llegamos a una contradiccién. Por lo tanto,
P(?) tiene a lo maximo dos raices en (-1, 1).

Recordemos que ¢(t1) = 0,¢(t1) > 0y @(t5),0(ts) < ¢.. Definimos s; := sing(t;) y
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sy :=sing(ts) con =1 < 5, < 51 < 1. Como

E

H (9(1), (1), ps(0), 0)

1 p3(0)

= — — + 1+
2m 1 —s? mg (1 +51)
1 p;(0)

= — + 1+

2m 1 - s3 mg ( $2):

s1y s> son las unicas raices del polinomio (4.14) en el intervalo (-1, 1). Entonces ¢(#;) es
el tinico maximo local y ¢(#s5) es el tnico minimo local. Ademas, por el anélisis anterior, la
particula sube y baja entre ¢(#;) y ¢(ts). Por lo tanto, ¢,,., = ¢(t;) es el mdximo global y
©min = @(t5) es el minimo global de la trayectoria. Si ¢(¢;) < 0, se cumple con el Sub-Caso
8.1 ysig(t) > 0, se cumple con el Sub-Caso 8.2.

Si tenemos que s; = §p, entonces sin(@,,,) = sin(g,q,). Por tanto se tiene que ¢,,;, =
Omax = @ y la particula se mueve a lo largo de circulo ¢(f) = ¢. ¥Vt € R, ver Figura 4.6.

Pe

Figura 4.6

4.5. Estabilidad en los puntos norte y sur

En el anélisis del caso para py(0) = 0 (péndulo matematico) hemos visto que el polo
norte es un punto de equilibrio inestable si la particula se encuentra en reposo. Queremos
demostrar que el polo sur con E = 0 es un punto de equilibrio estable. Consideramos una
perturbacién del sistema con una energia E € (0,2mg). El caso py(0) = 0 ya se estudi6 en
el andlisis del péndulo matematico. Supongamos que py(0) # 0y definimos s := sin(®,;4x)

2
1 Py0)
con ¢y € (—%,7%). Entonces E = 5~ 1)_3% +mg (1 + s1), por lo tanto 0 < mg (1 + s1) <
E, lo que implica que limg_,os; = —1. En consecuencia, limg_o ¢, = —35, €s decir, la

trayectoria se acerca al polo sur de manera que el polo sur con £ = 0 es un punto de
equilibrio estable.



Capitulo 5

Resultados

En general, no es posible calcular de forma explicita las soluciones de un sistema de
ecuaciones diferenciales, sin embargo, puede obtenerse informacién sobre las propiedades
de las soluciones mediante la teoria cualitativa de sistemas de ecuaciones diferenciales,
como hemos visto en el capitulo anterior. Por otro lado se puede resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales con métodos numéricos y verificar que la teoria cualitativa coin-
cide con la solucién numérica.

5.1. Runge-Kutta de orden 4

Para encontrar soluciones numéricamente aproximadas del sistema de ecuaciones (3.18)
y (3.19) se utiliz6 el integrador numérico Runge-Kutta 4. Los integradores numéricos son
familia de métodos numéricos convencionales disefiados especialmente para la simulacién
de sistemas de ecuaciones diferenciales que por definicién reemplazan la solucién exacta
por una aproximacion. El método se describe como sigue:

La solucién exacta de la ecuacion diferencial ordinaria trivial (EDO) [2],

y = f(1), t > t, y(to) = Yo,

cuyo lado derecho es independiente de y, es yy + ft ; f(1)dr. Existen métodos numéricos
poderosos para calcular integrales numéricamente, es normal pensar en utilizarlos para
encontrar la solucion general de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), del siguiente
problema de valor inicial:

Y = ft,y), t > 1, y(to) = yo, (5.1)

43
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y es éste el objetivo de los métodos Runge-Kutta, encontrar soluciones aproximadas. Antes
de comenzar a debatir tales métodos, vamos dedicar un poco de atencién al calculo numéri-
co de integrales para entender como es la teoria que hay detras de los llamados integradores
numéricos. Existe un procedimiento llamado cuadratura que consiste en reemplazar una
integral con una suma finita. Sea w € (a, b), una funcion no negativa tal que

b .
f Tw(t)dr

donde w se conoce como funcion de peso. La aproximacion es como sigue:

< oo, j=1,2,...;

b
O<fa)(r)a’7'<oo,

b %
[ r@omar < Y b sy, (52)

a ]:1
donde los ndmeros by, by, ...,b, y c1, ¢z, ..., c, se llaman los pesos en cuadratura y nodos,

respectivamente. Para profundizar mds en este tema revisar [2].

Los métodos de Runge-Kutta se construyen a partir de un método de Taylor. Recor-
demos que los métodos numéricos de la serie de Taylor tienen la caracteristica deseable
de que el error global final es de orden O(h") , donde / es el tamafio de paso [4], de este
modo se tiene la ventaja de que podemos escoger N tan grande como queramos para que
el error sea tan pequeilo como deseemos. Pero estos métodos presentan dos desventajas:
el célculo de derivadas de orden superior y la necesidad de determinar N con anteriori-
dad, un procedimiento lento y complicado motivo por el cual rara vez se emplean. Asi, los
métodos Runge-Kutta tienen como error global final del mismo orden que los métodos de
Taylor, O(h"), pero a diferencia que pueden prescindir de la evaluacién de las derivadas
y del calculo de N. Existe una familia de métodos de Runge-Kutta que vienen en varios
ordenes de precision N, sin embargo para finalidades del presente trabajo nos centraremos
en describir el método de Runge-Kutta de orden N = 4 ya que entre todos los métodos
numéricos anteriores, es bastante preciso, estable y facil de programar [4].

En 1895 en sus trabajos, Runge propuso reevaluar procesos sucesivos de la funcién f(z,y)
en puntos que fueran adecuados, él observé que si se forma sucesivamente evaluaciones de
funcién

h
ki = f(tn»yn)’ ky = f(tn +h, Yn Tt (E)kl)

la férmula y,.; =y, + hk,, tiene orden dos, es decir los errores locales son proporcionales
a h*. Entonces siguiendo ésta idea de Runge, se pueden deducir férmulas de segundo orden
con dos evaluaciones de funcién por paso. En particular se tiene la bien conocida férmula

h
Yn+l = Yn + (8)(](1 + 2k2 + 2k3 + k4) (53)
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donde
ky = f(tn, yn),
ky = f(t, + g,)’n + gkl),
A A (5.4)
ks = f(t, + 3 Ynt EkZ)’

k4 = f(tn + h’yn + hk’%)

que es el método de cuarto orden de Runge-Kutta (RK4), emparejando estos coeficientes
con los del método de la serie de Taylor de orden N = 4 de manera que el error de trunca-
miento local sea de orden O(/°). En el contexto de los métodos numéricos el error local en
un punto (#,,y,) es el error cometido al avanzar un paso desde dicho punto y obviamente
dicho error depende de la longitud del paso A, por tanto se trata de ajustar dicha longitud
de manera que el error se mantenga inferior a una tolerancia de error prefijada por el usua-
rio, se trata de idear procedimientos que no requieran un excesivo costo computacional [4].
(RK4) simula la precisiéon del método de la serie de Taylor de orden N = 4 y consiste en
calcular la aproximacion y,.; en (5.1). En general, un método de Runge-Kutta explicito es
un método de un paso que avanza la solucién desde (¢,,y,) a (t,.; = t, + h,y,+1), usando
una férmula de aproximacion del tipo

Yn+1 = Yn + h[blkl +oeet bsks]a
donde las llamadas etapas ki, . . . , k; se calculan sucesivamente desde las ecuaciones

kl = f(tna yn)’
ky = f(t, + c2h, y, + hay k),

ky = f(t, + c3h,y, + haz &),

ks = f(tn + Cnh’ Yn + haslgl +-+ has,s—lks—l)-

El numero s se llama niimero de etapas y se considera como una medida del gasto compu-
tacional, los numeros reales b; y a;; se llaman pesos y nodos respectivamente de la formula
ylos ¢; = aj + -+ + a;;— [4]. Por su simplicidad, la facilidad de programar y los resulta-
dos numéricos satisfactorios que proporciona, es ampliamente usado en muchos lenguajes
numéricos de simulacién (MATLAB, MAPLE, MATHEMATICA, FORTRAN, ETC.). Pa-
ra profundizar en la teoria y simulacion de los métodos numéricos revisar [2] y [4].

El presente trabajo presenta una serie de graficos que han sido proporcionados por una
serie de simulaciones del método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4) descrito anteriormente,
comenzando con la simulacién en el software de FORTRAN se encontraron las soluciones
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numéricas del sistema de ecuaciones (3.18) y (3.19) con diferentes condiciones iniciales
asi como variando el valor de la fuerza gravitacional g. La finalidad de cambiar las condi-
ciones iniciales y el valor de g fue para observar el comportamiento de la trayectoria de la
particula para ello se generaron archivos de datos asi como graficos en el plano euclidiano
que se conoce como espacio de fases, posteriormente todos los archivos de datos genera-
dos se utilizaron para simularlos con el software de MATLAB [?], los archivos de datos
se transportaron a MATLAB a través de una matriz, también la ecuacién de esfera S? en
sus coordenadas polares descritas por (3.1) para obtener los graficos de las 2-esferas para
observar y confirmar finalmente que aunque el sistema de ecuaciones de Hamilton (3.18) y
(3.19) no tiene soluciones analiticas, pero su andlisis cualitativo presentado en el Capitulo
4, puede simularse aproximando soluciones con el integrador numérico (RK4).

5.2. Graficos

Los siguientes graficos se obtuvieron de un cierto nimero de simulaciones utilizando el
desarrollo del integrador numérico Runge-Kutta 4 que fue descrito en la seccion anterior.
Se quiere mostrar que si consideramos ciertas condiciones iniciales y variando el valor de
la fuerza de gravitacién g podemos estudiar el comportamiento de la particula y encontra-
mos la relacidn con la teoria cualitativa desarrollada en el Capitulo 4.

A continuacién de presentan dos conjuntos de condiciones iniciales y un valor de g aumen-
tando en cada grafico y un caso especial el péndulo matemdtico. Cada grafico presentado
lleva consigo todos los casos desarrollados en el Capitulo 4.

Consideremos las siguientes condiciones iniciales

9(0) = 0.0
r
¢(0) = 2
ps(0) = 1.0
1
p,0) =3

queremos encontrar como se comporta la trayectoria de la particula con diferente fuerza de
gravedad g:
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Ahora queremos analizar como se comporta la trayectoria de la particula con las si-
guientes condiciones iniciales:

9(0) = 0.0
r
¢(0) = 1
ps(0) = 1.0
p,(0) =1.0

se obtuvieron las siguientes graficas para una fuerza gravitacional g que aumenta de valor
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Como caso especial se analizé el comportamiento de la trayectoria de la particula cuan-
do se consideran condiciones iniciales que nos transportan al caso del péndulo matematico,
veamos

9(0) = 0.0
T
0)=-—-
¢(0) = -7
p#(0) =0.0
po(0) =1.0
se obtuvieron los siguientes graficos:
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Capitulo 6

Conclusiones

La principal aportacion de este trabajo ha sido presentar un andlisis cualitativo de la tra-
yectoria que sigue una particula de masa m > 0 de un sistema de ecuaciones diferenciales
de primer orden de Hamilton, tal que su movimiento se encuentra restringido en una esfera
S? de radio r = 1. Este hecho nos motiva a desarrollar una teoria que generalmente en
los libros de mecénica no se presenta. En particular nos interesan dos sistemas mecanicos
Hamiltonianos. El primero un sistema mecénico libre de una fuerza gravitacional g, pero
que satisface toda la teoria cualitativa desarrollada. El segundo el mismo sistema mecani-
co pero con una fuerza gravitacional g presente, lo cual nos llevo a estudiar como es el
movimiento que realiza la particula cuando aumentamos el valor de g. En ambos casos se
busca la relacion entre dos sistemas mecanicos Hamiltonianos en un campo gravitatorio.
Existen sistemas de ecuaciones diferenciales que no es posible encontrar soluciones exac-
tas a través de métodos analiticos conocidos, en estos casos el siguiente paso a seguir es
el de realizar su estudio cualitativo. De esta forma aunque desconocemos las soluciones
del sistema, podemos saber en cambio como se comportan en cierto tiempo. Sin embargo,
existen situaciones donde es preciso conocer, de forma aproximada, el valor de la solucién
en un cierto punto. Por tal motivo, el objetivo que buscamos al final de este trabajo, es el
de ofrecer técnicas de aproximacién numérica que nos brinden respuestas para este tipo de
situaciones. Se mostré que el manejo adecuado de un método numérico, para este trabajo;
el integrador numérico de Runge-Kutta 4 proporciond soluciones aproximadas del sistema
de movimiento de Hamilton.
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