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Resumen

Analizamos la solucion de Sommerfeld para la difraccién estacionaria en un semiplano.
Consideramos tres casos para las condiciones de frontera del tipo: Dirichlet, Neumann y
Dirichlet-Neumann. El ltimo caso es el nuevo. Damos las formulas explicitas de las so-
luciones. También incluimos los casos limites para la onda incidente.

Palabras claves: Sommerfeld, Difraccién, Ecuacion de Helmhotlz, Solucién de Sommerfeld,
Semiplano, Descomposicién.






Abstract

We analyze Sommerfeld’s solution for stationary diffraction in a semi-plane. We con-
sider three cases for boundary conditions of the type: Dirichlet, Neumann and Dirichlet-
Neumann. The last case is the new one. We give the explicit formulas of the solutions.
We also include the limit cases for the incident wave.

Keywords: Sommerfeld, Diffraction, Helmholtz equation, Sommerfeld solution, Semiplane,
Descomposition.






Capitulo 1

Introduccion

El problema de difraccion de una onda plana sobre un semiplano fue el primer problema
de difraccion que se resolvié en la forma matemaética rigurosa. Arnold Sommerfeld en su
articulo [I] di6 un método original para la solucién de este problema.

Nosotros interpretamos el problema de Sommerfeld como el caso limite del problema de
difraccion estacionario.

Consideramos la dispersién bidimensional de ondas planas dependientes del tiempo sobre
la cufia: W¢ := {(p, ) : p > 0,90 € 21 — ¢, 27|} de una magnitud ¢ > 0.

Las ondas planas incidentes u; son descritas por la férmula:
ui(z,t) = e @O f(1 ), (1.0.1)

donde wy > 0 es la frecuencia, n = (ny,ny) = (cos(m+ ), sin(m+«a)) es el vector de onda,
y f es “una funciéon de perfil”, i.e.,

f(s) =0 para s<0, y f(s) =1, s— +oo. (1.0.2)

Esta funcion de perfil puede ser continua o incluso una distribucion. Para la concrecién,
suponemos que la cufia W es suficientemente estrecha, es decir,

p<p_=m—a. (1.0.3)

En este caso, no hay reflejo de la onda incidente (1.0.1)) desde el lado ¢ = 27 — ¢ (ver
Figura [1]).
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Figura 1. Difraccién dependiente del tiempo en una cuna.

La dispersion dependiente del tiempo con las condiciones de frontera de tipo Dirichlet
DD se describe mediante el problema mixto:

(02 — Ayu?(x,t) =0, wz€Q?
teR, (1.0.4)
u?(z,t) =0, x€0dQ?

donde Q¢ :=R%2\ W*? y A es el operador de Laplace.

Con las condiciones de frontera del tipo Neumann NN el problema se describe por:

(0F = A)u(x,t) =0, x€Q?
t R, (1.0.5)
A’ (x,t)|oge = 0,

Con las condiciones de frontera del tipo Dirichlet-Neumann DN se describe mediante:

(02 — Ayl (z,t) =0, z€Q°
t € R, (1.0.6)
aqus(xat)‘an’ = Ud)(fli,t)’aqu = Oa

donde v en ([1.0.5) y ((1.0.6)) es la normal unitaria exterior a la frontera 0Q¢.

Las condiciones iniciales se determinan por medio de la siguiente identidad:

Ui(fﬁ,t), NS (Oa ()0-1-)
u(x,t) = ul(x,t) = , reQ? t<0, (1.0.7)

0, pe(pg,2m—9)

donde u; es la onda plana incidente y oy =T+ .

En los articulos [2] y [3] fue demostrado que los problemas ((1.0.4)) y (1.0.5) admiten una
solucion tnica en un espacio funcional adecuado y existen las amplitudes limites de estas
soluciones cuando el tiempo t tiende a infinito.

En [3] fue demostrado que estas amplitudes limites son las soluciones de los problemas
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Capitulo 1. Introduccién

estacionarios de difraccién sobre cunas que corresponden a — y cuando la
cuna se convierte en semiplano (¢ — 0), las amplitudes limites son las soluciones de
Sommerfeld para los problemas DD y NN. En esta tesis construimos todas las demostra-
ciones de estos hechos para los casos DD, NN y lo que es nuevo, consideramos el caso DN
del problema de difraccion de Sommerfeld de la onda plana sobre un semiplano.

En el siguiente capitulo damos el planteamiento del problema de Sommerfeld.
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Capitulo 2

Planteamiento del problema de
difraccion de Sommerfeld

En este capitulo formulamos el problema de difraccion de Sommerfeld estacionario,
cuya solucién es la amplitud limite del problema planteado en el capitulo 1.
Para empezar, reescribimos la onda incidente no estacionaria, dada por (|1.0.1)), como:

w(z,t) = e” ot () £ L g) = 70 A (2, 1), (2.0.1)

donde la amplitud A;(x,t) de la onda u; es,
Ai(x,t) = o) f(t —p . g). (2.0.2)
Cuando t — 400 la amplitud A;(z,t) tiene el limite A;(x),

Ai(x) = lim 0@ f(t —p . ) = gio(me), (2.0.3)

t—o00

por (1.0.2)), dado que cuando t — o0, la funcién de perfil f(t—n-z) — 1. Esto significa
que las condiciones iniciales también corresponden al principio de la amplitud
limite, lo mismo pasa con las soluciones u®(x,t).

Reescribiendo A;(z) en las coordenadas polares, x = (pcos @, psin @), obtenemos

Ai(p, @) = emwopcosip=a) p>0. (2.0.4)
En efecto, por la definicién del vector n en (1.0.1)), tenemos (ver Figura 2):

Az(p7 90) — eiwo(cos(ﬂ-i-a), sin(m+a))-(pcos ¢, psing) _ e—iwopcos(go—oa)’ (205)
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Zona 11 WO

Zona I11

Figura 2. Difraccién en un semiplano.

Asumimos
O<a<m. (2.0.6)

Los casos limites & = 0 y a = m, se consideran en los capitulos 9 y 10.

Es bien conocido (veasé por ejemplo [1]) que la solucién de Sommerfeld se deriva de la
parte éptica (onda incidente + onda reflejada) y la onda difractada por el borde del simi-
plano (i.e. el origen 0).

El problema de difraccion de Sommerfeld sobre el simiplano, con las condiciones de fron-
tera del tipo DD, NN y ND se puede formular de la siguiente manera: encontrar las
amplitudes limites Ap(x), Ay(z) y Apn(x) tales que

{ - J;lc;%f%g _ 8: T e Q) (2.0.7)

A 2)A =
{ ( 8:543\}/0(?701,]{)(:3 _ 8: reqQ (2.0.8)

(A + WS)ADN<JJ) = 0,
ADN(ZEhl’Q + 0) =0, x € QO, x> 0, (209)
O, ApN(r1, 12 —0) =0,

donde 0, es la derivada direccional con respecto a la normal exterior a W° W0 :=
{(z1,19) € R? : 29 = 0,27 > 0} y Q° := R?\ WP Ademsds, por razones fisicas se
requiere que estas amplitudes limites admitan la descomposicién en la forma

Ap(z) = A(x) + A)p(2) + Aap(),
An(z )ZA( )+ Ady(2) + Agn (), (2.0.10)
Apn(z) = AQ(z) + AT‘DN( )+ Aapn (),

10



Capitulo 2. Planteamiento del problema de difraccion de Sommerfeld

donde la amplitud de la onda incidente cumple

A%(z) == { éi($)’ z: Eg’jgl)_ (2.0.11)

Las amplitudes A,p, A,.ny v A,pn de las ondas reflejadas se contruyen de tal manera que
ellas son las amplitudes de las ondas planas (i.e. de las ondas del tipo (1.0.1))) y su suma
con la amplitud de la onda incidente A? satisface las condiciones de frontera DD, NN,
DN respectivamente. Esto nos da que las amplitudes para las ondas reflejadas para las
condiciones de DD y DN estan dadas por

_e_iwopCOS(W+a)7 @ € <07 go*)

Apla) = Ap(a) = { pele) oy

De la misma manera obtenemos que la onda reflejada para el caso NN estda dada por

B,inpcos(¢+a)’ (NS (0, 90—)

Arn(x) = { 0, oe (o 2m), (2.0.13)

Finalmente, también por razones fisicas, las ondas difractadas tienen la propiedad

Aap(x) —
AdN( ) — 0 |3§| —> 00, 7é T+ a. (2.0.14)
AdDN(fU)

11
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Capitulo 3

Integral de Sommerfeld

En este capitulo investigamos la integral de Sommerfeld que juega el papel principal en
las férmulas para las soluciones. Sommerfeld resolvié el problema de la difraccién ([2.0.7))-
(2.0.8) de la onda plana estacionaria (2.0.4])) sobre un semiplano para las condiciones de

frontera DD y NN introduciendo la siguiente funcién:

1 i3 ‘
U(p, ) : /e—w e OPEST dy, p>0, ek, (3.0.1)

dm ei% — et

donde C es cualquier contorno del tipo Sommerfeld (los dos lazos) (por ejemplo, ver Figura
3).

Nosotros también utilizamos la integral de este tipo para encontrar la solucién del pro-
blema DN. En este capitulo nuestra meta es demostrar que (3.0.1)) converge y mostrar
que admite derivadas de cualquier orden, es decir, es una funcion de clase C'*°, también
se dan las formulas explicitas para el valor de estas derivadas.

Im ~

7
— 27 _; 7 27 R

ey

rlﬂ

Figura 3. Contorno‘ de Sommerfeld C

Para demostrar que la integral en (3.0.1) converge, en el siguiente lema establecemos
que la funcién e~*0PS7 decrece super-exponencialmente y como e~*“0PS7 eg el termino

13



Capitulo 3. Integral de Sommerfeld

dominante en (3.0.1)) esto nos ayudard a garantizar la convergencia de la integral (3.0.1]).

Lema 3.0.1. La funcién e P para wy > 0, p > 0 decrece siper exponencialmente en
el contorno C cuando |Imvy| — +o0, es decir, 3 C = C(wy, p),c = c(wo, p) tales que

|emtoresa| < Ceme™ |y ec. (3.0.2)

Demostracién. Obtendremos el resultado (3.0.2)), por ejemplo, para la parte supe-
rior C; de C, es decir, para v € C y Imvy > 0. El caso del contorno inferior se analiza
similarmente. Sea v = 7; + 72, que pertenecen a las lineas verticales de C,. Entonces

M ==-31/26m =7/2y

|6—z‘wopCOS’Y‘ _ ‘e—iwopCOS(vl)Cosh(w)e—wopsin(vl)Sinh(w)‘ — —wopsin(y1)sinh(y2). (3‘0.3)
Dado que sin~y; = 1, existe 01 (wyg, p) > 0 tal que para cualquier d, > 0

wop sin y; sinh v, > wop sinh v, > 67 (wo, p)e?, Yo > 09 > 0,7 €Cy. (3.0.4)
Por lo tanto,

—wopsiny sinh e < =& (wp, p)e”?, 72 > 09 > 0,7 € Cy.

Con lo que obtenemos finalmente, le—iwop COSV} <C e—ce” , para v € C+. Entonces se

cumple (3.0.2)) y el Lema se demostré. l

En el siguiente lema, apoyados en el resultado obtenido en el Lema |3.0.1, concluimos

que (3.0.1)) converge.
Lema 3.0.2. La integral converge.

Demostracién. Por la cota (3.0.2) es suficiente probar que el otro factor del inte-
grando en (3.0.1)) es acotado, es decir,
€i7/2

I(7) =

Tenemos
1 1 1

I(v) = 1 — /2 ] — gilb—m—i2)/2 | — ei6—m)/2e72/2"

(3.0.6)
Primero, notemos que I(7) es continua sobre C. Para mostrarlo es suficiente mostrar que
e W=m)/272/2 £1, ~veC.

Pero es evidente ya que si v € R, entonces ‘ei(wﬂl)/ﬂ =1ye”?#£1yaque |y >0,
dado que el contorno C no intersecta el eje Re~, (ver Figura 3).
Segundo, tenemos de (3.0.6]) que

I(y) — 0, 72 — +o0, (3.0.7)

y
I(y) — 1, 72 — —o0. (3.0.8)

Por lo tanto (3.0.5)) se sigue de la siguiente afirmacién, bien conocida:

14



Capitulo 3. Integral de Sommerfeld

Lema 3.0.3. Sea f(2) continua en z € v, donde 7y es un contorno en C. Entonces f es
acotada si existe R > 0 tal que f es acotada sobre yN (C\ Br). B

Ya demostramos que (3.0.1)) converge, nos resta demostrar que las derivadas de cual-
quier orden de esta funcion existen. Para ello en el siguiente lema damos la expresién para

la derivada de la integral (3.0.1)) respecto de p.

Lema 3.0.4. La integral también converge después de la diferenciacion del inte-
grando en p cualquier numero de veces.

Demostracion. Derivando formalmente (3.0.1) n veces bajo el signo de la integral,
con respecto de p obtenemos:

1 i3 .
OmU(p,¢)) = — / e [(— )"y cos™ e 0P gy, (3.0.9)
p 4r e’% —e'2
C

Nos falta demostrar el decaimiento del integrando. Tenemos que,

—iWwQo P COS Y

(e cost et

< |(wh cos™ )| Ce—ce! ~vedl,

por las estimaciones (3.0.2)) y (3.0.5)). Por otro lado, para v, = =37/2 6 v, = /2

lcosy|" = |cos(y1 + iv2)|" = |cos(v1) cosh(ye) — @sin(~y) sinh (72)|" < %e”'”‘.
(3.0.10)
Finalmente,
3C1 >0, ¢c>0,¢c >0 tal que enhzlg—ce?! < C’le_clem', v2 € R.

Esta desigualdad (véase Anexo A: Desigualdad de la integral de Sommerfeld) y la es-
timacién (3.0.10]) implican la convergencia de la integral (3.0.9). Asi el Lema queda
demostrado. W

Ya hemos probado la existencia de la derivada enésima de (3.0.1]) respecto a p. Nos falta
hacer lo mismo para .
Para empezar, en el siguiente lema damos la expresién formal para la derivada de la

integral (3.0.1)) respecto de ).
Lema 3.0.5. Paran > 1 la derivada enésima de respecto a ¢ es:

L k k kn
8$U(p, 1/}) _ /6226—zwopcosv [[ezg 1(77?1/} + 2(¢) #

_ n+1 i _ i¥n _
’ e'2] [e'z — e'2] e e
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Demostracién. Para demostrar que la derivada de (3.0.1]) respecto a 1 tiene la forma
(3.0.11f) usamos induccién sobre n.
I. Caso base, n = 1. Derivando (3.0.1]) obtenemos

L /2 . i
awU(,@ w> = L etz g iwopcosy 6—1/) d”)/ — o'z g wopcosy - I(Qﬁ)w d”}/,
i z]? [e'2 — e’z ]2

m [eiz — ¢
c c

donde observamos que se cumple la identidad ([3.0.11]).

II. Supongamos que (3.0.11)) vale para n y demostremos la valides para n + 1. Tene-
mos que

= 0Oy /eige_iWOPCOS”/ [[ei kl(w + k2(¢)1§ ++—;n(¢)g]2] dy
c

— /ei;’e—iwopcosv [_Z(n+ 1)eiw/2kl(w) . awkl(f) + _ineiw/2k2(w) +
C

20ei3 — ez‘%]mz 3 — eis|ntl  2[eis — ei%]nﬂ
Ok ky,
b )],
etz — etz ]n [e'z — e'2]
L 2 k ki
_ /622620.)0,0(:057 - 1(¢2 + — 2<¢2 4t - +1(IQ d’)/
[e’i — e’?]”+2 [e’i — elf]"‘*‘l [e’? — 615]2

c

con lo que demostramos la valides de nuestra hipotesis de induccion y por lo tanto, se

cumple el Lema [3.0.5/ W

Para demostrar que la integral (3.0.11)) converge vamos a estimar:

Ba(7) = e 3.0.13
n(’}/) T (ei,y/g o €i¢/2)n : ( M )

Lema 3.0.6. Paran € N 3 C, tal que
|B,| < C,, ~ecC. (3.0.14)

Demostracién. Primero notemos que B, () es continua sobre C. Esto se demuestra
de la misma manera que la demostracién de la continuidad de I(7),(véase Lema [3.0.2)).

Es claro, por (3.0.13)), que

67'}/2/2

Bn(7) = [en 7z — n =1 (3.0.15)
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Capitulo 3. Integral de Sommerfeld

En el Anexo A: Demostracién del Lema [3.0.6, se demuestra que
B,(y) — 0, 72 — +o0. (3.0.16)

Ahora, escribiendo B,, en la forma

1
B,(v) = RGN e (3.0.17)
es evidente que
Bu(y) — 0, 72— —00, n>1. (3.0.18)
Para n = 1 tenemos que
[Ba(v)| <6, v EC, (3.0.19)

por (3.0.17) y (3.0.5)). Con las estimaciones ([3.0.16)),(3.0.18) y (3.0.19) observamos ([3.0.14).
De modo que el Lema queda demostrado. B

Finalmente, la integral converge, lo que implica que la derivada enésima de U
respecto a ) existe.

Lema 3.0.7. La integral (5.0.11]) converge.

Demostracion. Es suficiente demostrar que, V n € N

eiw/Qefiwopcos'y
e = eiWQ}nd’y (3.0.20)

converge. Pero esto se sigue de las cotas (3.0.2)) y (3.0.14) W
Por lo tanto, de los Lemas y obtenemos la siguiente afirmacion:

Lema 3.0.8. La funcion es de clase C*, es decir, admite todas las derivadas con
respecto a p y 1. Las cuales se representan por (3.0.9) y (5.0.11) respectivamente. B
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Capitulo 4

La ecuacion de Helmholtz

Como tarea principal en este capitulo demostramos que ([3.0.1)) satisface la ecuacién

de Helmholtz, como lo establece el siguiente teorema:

Teorema 4.0.1. Sea U(p,v) como en y A= /l)@)[pap] + p—g@i el operador de

Laplace en coordenadas polares (p, ¢). Entonces se cumple
(A+w)U(p, ) =0, p>0, peR.

Demostracion.
I. Primero, sea

e’L

Z(ﬂ? 7% ’7) = ﬁ

62—6i7

R

efiwop cos(7y) ]

Haciendo el cambio de variable v = § 4 ¢ en (4.0.2), tenemos

T Bt
€ 2 —iwQp CoS
Zi(p, 0, B) == Z(p,,B+1) = m] ¢ wopcostFty)
e 2 —e
"
= ; ’ e—iwopcos(ﬁw)’ g eC.
_eii —1
Aplicando el operador (A + w?) a (4.0.3)
eis
(A + w%)zl(p’ ¢7 ﬁ) — (A + wg) — ] e—iwopCOS(ﬁ'FdJ)
ez —1
e's
= — (A + wé)e‘iwop‘m(ﬁ*d’), g e C.
ez —1

Dado que,

19
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Capitulo 4. La ecuacién de Helmholtz

1

(A + wl)e—iwopcos(B+e) _@p[pape—iwopCOS(ﬁ-I—w)]+%3i€—iwop008(ﬁ+¢)

+wge—iwgp cos(B+1)

—  _iwopcos(B+i)) |:% COS(B + zp) + wg 0052(5 + 1/)):|

(4.0.4)

4 omiwopcos(FHe) {% cos(B + 1) — w? sin®(8 + @b)]}

+  wlemiworeos(BHY) — g g e C,

se obtiene

(A+w)Zi(p,,8) =0, BeC.

IT. De (4.0.9) y (4.0.3) tenemos

4r
c

Ulp, ) = — /zl(p,w) A8 p>0, ¥R,
—

donde

C—p={p—-v:pBeC}.

(4.0.5)

(4.0.6)

(4.0.7)

Podemos "fijar”C — 1. En otras palabras, podemos escribir en (4.0.6) en lugar de C — 9
el contorno C — ¢y y serd valida si [p — 9| < €, para e suficientemente pequeno.
En efecto, esto se sigue del Teorema de Cauchy (véase Anexo A: Cambio de contorno de
integracién), donde se presenta una argumentacion técnica). Con este cambio de contorno

obtenemos (véase Figura 4),

1 e .
_ —iwop cos(B+1) _
U<p777b) - Ar / [62[23 _1] € d67 W ¢0| <€

(4.0.8)
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Capitulo 4. La ecuacién de Helmholtz

Im S5

/
-2 —7.7/0/

Y

Figura 4. Contorno de Sommerfeld C — .

Notemos que C — 7y no necesariamente pertenece a la regiéon sombreada, pero la inte-
gral (4.0.8]) es convergente, dado que la exponencial contiene 5 + ).

Continuando la demostracién del Teorema tenemos que 8 € C — g <= v =
Bt eC—to+tv=C+ (¥ — ).

Consideremos el contorno C + (¢ — ¢)) (véase Figura 5).

Im ~

C\% 7€+ W=t

7ERey

— 27 N\ [ I

W

Figura 5. Contorno de S(;mmerfeld C+ (¢ — o).

Ya que ) — 1| < €, entonces para € < 7/2 el contorno C + (¢ — 1)) permanece en la
zona sombreada del contorno C (véase Figura 5) y por lo tanto la integral sobre
C+ (¥ — 1)) es igual a la integral sobre C por el Teorema de Cauchy, (véase Anexo
A: Cambio de contorno de integracién). Apliquemos este teorema a nuestro problema,
tomando I' = C, = ¢ — ). Es decir,
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Capitulo 4. La ecuacién de Helmholtz

1 i3 ,
U(p, ) = — / [%} 0P eos(1) (4.0.9)
elz 2
C+(¢—2o)

Regresando a la variable § = v — 1, vemos que se cumple.

Ahora, derivando bajo el signo de la integral la ecuacién y utilizando junto
con el Lema se obtiene , como queriamos demostrar. Por lo tanto el Teorema
4.0.1] se demostrs. W
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Capitulo 5

Soluciones del problema de

Sommerfeld para las condiciones en
la frontera DD, NN y DN

En este capitulo transformamos las férmulas de Sommerfeld para los problemas DD y
NN a una forma apropiada para manipularlas y demostramos que estas férmulas satisfacen
(2.0.7) v (2.0.8) respectivamente. Tambien damos la solucién para el problema DN y

demostramos que satisface ([2.0.9)).

5.1. Problemas DD y NN

Sommerfeld define la solucién al problema de la difraccién mediante la antisimetria,
es decir, a través de:

Ap(p, ) =Ulp,o —a) = U(p, o + @)
(5.1.1)

An(p, ) :=U(p,o —a) +Ulp, o+ a)

En el siguiente lema damos una representacién de las soluciones de Sommerfeld mas
conveniente para la demostracién de (2.0.7)-(2.0.9) y (2.0.10).

Lema 5.1.1. )
Ap(p, ) = E/Zw(% p)e 0P dy, (5.1.2)
c
1 —1iwop COS Y
Avlp o) = [ an(v,0)e dy, (5.1.3)
c
donde,
1 . . . . . ‘
p(7.0) = & [eoth((~iy + ip + ia)/4) — coth((—iy +ip — ia)/A)]. (514
1
an(y, @) = ) [coth((—iy + i + 1) /4) 4 coth((—iy + ip —ia)/4)]. (5.1.5)
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DD, NN y DN
Demostracion. Primero, por definicién de coth z tenemos que:
ef+e e+l e —1+42 2 2
th(z) = = = =1 =1- 5.1.6
coth(z) e?—e* e -1 e —1 + e —1 1—e?2 ( )

De aqui, considerando z = i(—vy 4+ ¢ — «)/2

e - — s = glCoth((—iy + i + i) /4) — coth((—iy + ip — ia) /4)]

1—é 2
= (7, ¥)
(5.1.7)
entonces, usando (3.0.1)) y (5.1.1]) tenemos
1 1 1 —iwQ P COS
Ap(p,p) = E/ {1 e ] gt e "OPEST dry (5.1.8)
Finalmente, por (5.1.7)) obtenemos que ({5.1.2)) coincide con (5.1.1)).
Ahora vamos a demostrar ((5.1.3]), notemos que
1
X — = + ) — e = —E[coth((—z”y +ip +ia)/4) + coth((—iy +ip — ia)/4) — 2]
—e 2 —e 2
= (e +1
(5.1.9)
Por lo tanto, usando (5.1.9)) tenemos que
An(p, ) ! / ! + ! TP eosT (5.1.10)
= — & 1.
N p? ()0 47T 1 B el 7w+2<p7a 1 N 62 7'y+2ga+o¢ 77

usando ((5.1.9) concluimos

1 .
An(p,p) = ~%r / [coth((—iy + i + i) /4) + coth((—iy +ip — ia)/4) — 1] e P57 dry.
c

(5.1.11)
Con este resultado podemos escribir la solucion para el caso Neumann como
An(psp) = L an (7, p)e 0P dy 4 . dry
N\F> A N/ An
c c
1 —iWwQ P COS Y
= 1. [ v e dy. (5.1.12)
C
En efecto,
1 )
e e WOPERT dry = 0, (5.1.13)
s
c

pues e~worcosy — g=iwopcos(=7) g que implica que el integrando en (5.1.13) es par y al
integrarlo en C es cero. De esta manera (|5.1.3)) se demostro.
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Ya que U de (3.0.1)) estd bien definida y Ap, Ay se obtienen a partir de U, ellas tambien
estan bien definidas, pero revisemos esto directamente. Para ello demostremos que las
integrales (5.1.2) y (5.1.3)) convergen absolutamente. Consideremos

Jcoth(—i7 + iip + i) [4)e=00| = [coth(—i7 + i + i) /4)| |e~0r7]

< |coth((—iy + ip + i) /4)| Cre="",
donde se usé Lema B0 por otro lado

. : . 2
coth((—iy +ip +ia)/4) = 1-— eyt (5.1.14)

Demostremos que
2

1 — e(fi'y+iga+ia)/2

— 0, 799 — o0, (5.1.15)

2
1 — e(—ivtip+ia)/2

— 2, 7y — —00, (5.1.16)

en efecto, tomando v = 1 + i72, 712 € R, tenemos

|€(—i’y+i90+ia)/2‘ — e { 00, Y2 T %, (5.1.17)
07 Y2 — —OQ.

Por lo tanto ’
|coth((—iy + i + ia) /4)e 0P| < Chem™ (5.1.18)

y podemos concluir que
|[coth((—ivy + i@ — ia)/4) — coth((—iy + i + ia) /4)]e 0P| < Ceee™! (5.1.19)

para C' suficientemente grande, de esta manera por Lema (3.0.1]) las integrales (5.1.2]) y
(5.1.3)) convergen.

Por lo tanto el Lema [5.1.1] se demostré. W

5.2. Solucién del problema DN

Ya hemos obtenido la solucién para los casos Dirichlet y Neumann, por lo tanto nos
falta solamente el caso mixto, Dirchlet- Neumann, el cual se muestra a continuacion.

Definamos )
Apn(p,9) = / 3N (7, 9)e T 0P dy, (5.2.20)
c

donde

1 1 1

= 2 sinh((—iy 4+ ip + i) /4) o sinh((—i +ip —ia)/4) | (5.2.21)

3DN(% <P)

A continuacién demostramos que ([5.2.20)) esta bien definida, con ayuda del siguiente lema:
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DD, NN y DN
Lema 5.2.1. La integral en (5.2.2(}) converge absolutamente.
Demostracion. Tenemos que
1 2
= — — 5.2.22
Sinh«—i’}/ + ZQO + ZOé)/4) ‘ |€(—w+ch+za)/4) _ 6—(—1'y+zg0+za)/4)| ) ( )
considerando
‘e(fi'y+iga+m)/4) o ef(fi'y+i<p+ia)/4)| > ’e(fi’y+i<p+ia)/4)| . ‘ef(fi'y+i<p+ia)/4)| _ 672/4 _ 6772/4
(5.2.23)
por ende
L < 2 ! —0 — +oo. (5.2.24)
= oco. (5.2.
sinh((—iy +ip + i) /4)| = e/t —e /4 sinh(yy/4) -
Finalmente
L — L e TIOPCOST 5 () yy — 400
sinh((—iy + ip +ia)/4)  sinh((—iy +ip —ia)/4) ’ ’

(5.2.25)
por (5.2.23]) y Lema [3.0.1, De esta manera tenemos que (5.2.20) converge. B

5.3. Las funciones Ap, Ay y Apy satisfacen la ecua-
cion de Helmholtz y las condiciones de frontera
DD, NN, DN

El trabajo de este capitulo lo dividiremos en cuatro partes. En la primera demostramos
que (5.1.2)), (5.1.3]) y (5.2.20) satisfacen la ecuacién de Helmholtz y en las tres restantes
demostramos que las soluciones cumplen las condiciones de frontera dadas en ([2.0.7)),
(2.0.8) y (2.0.9) respectivamente.

Lema 5.3.1. ¢) Las funciones Ap(p, ), An(p,¢) v Apn(p, p) satisfacen la ecuacion de
Helmholtz, es decir, se cumplen:

(A+w3)Ap(p, ) =0,  p>0, p€(0,27)
(A+w)An(p, ) =0,  p>0, p€(0,2n), (5.3.26)
(A+w2)Apn(p,p) =0, p>0, pe(0,2m).

1) La funcion Ap satisface las condiciones de frontera de Dirichlet
Ap(p,0) = Ap(p,2m) =0, p>0. (5.3.27)
111) La funcion Ay satisface las condiciones de frontera de Neumann,
O0,AN(p,0£) =0, p > 0. (5.3.28)
i) La funcion Apn satisface las condiciones en la frontera Direichlet-Neuman,

ADN(/); 0) =0,

DA (. 27) = 0. (5.3.29)
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Demostracién. i) Para empezar, introducimos las funciones:

Kp(p,p,7) = 3p(7, p)e " 0resT
Kn(p,0,7) = 3n(7, p)e”woreos? (5.3.30)
Kpn(p,#,7) = spn (7, ple™ 0o

correspondientes a los integrandos de (5.1.2)), (5.1.3) y (5.2.20]) respectivamente.
Ahora, haciendo el cambio de variable v = 54 ¢ en (5.1.4)), (5.1.5) y (5.2.21)) tenemos

3p(0) = % [coth(( i6 +ia)/4) — coth((—if —ia)/4)]
éN(ﬁ) = % [coth((—if + i)/4) + coth((—iff — ia)/4)] (5.3.31)
ion(5) == %[smh ((—zﬂ +ia)/4) — sinh_l((—iﬁ — i) /4)].
Denotemos

Kp(p, ¢, B) := Kp(p., 5+ ¢)
Kn(p.p,B) = Kn(p, . 8+ ¢) (5.3.32)
Kpn(p, ¢, 8) == Kpn(p, ¢, 6+ ¢).

Entonces ~
Kp(p, ¢, 8) = 3p(B)eworcosFte)
Kn(p, @, B) = n(B)eworcosf+e) (5.3.33)
Kpx(p, ¢, 8) = 3pn(B)eicoreos(d+o)

Ya que las funciones 3x,3p v 3pn no dependen de ni de p, ni de ¢, entonces por (4.0.4)
se cumplen

(A + wg)[}D<:07 Soaﬁ) = 07
(A +wi)En(p, ¢, 8) =0, (5.3.34)
(A + w%)KDN(p7 ¥, 6) =0.

Por lo que se cumple que

A+ An(p9) = [ (A+R)Rn(p0. )5 =0, (5.3.35)
C—p

(A + D) An(p,9) = / (& + ) Rlp. o, )5 =0 (5:3:36)

(A +CL)O ADN p, / A —|—w0 KDN(/),QD 5)d5 = 0 (5337)
C—p

donde ¢ € (0, 2m).
Para finalizar la demostracién debemos justificar que las integrales (5.1.2]), (5.1.3) y
(5.2.20)) siguen siendo validas para el cambio en el contorno de integracién

C+o={B+¢:8eC ¢e(02m)} (5.3.38)

es decir, debemos justificar que

Ap(p, ) = / Kp(p,¢.B)dp (5.3.39)
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An(p,p) = /f(zv(p,so,ﬁ)dﬁ, (5.3.40)
C—op

ADN 07 / KDN pa@ 5) B (5341)

Usando el teorema de Cauchy podemos fijar ¢ en cierto valor ¢, siempre y cuando
| — 0| < €, para € suficientemente pequeno, de esta manera

/ Kp(p,¢,B)dB = / Kp(p, ¢, B) dp, (5.3.42)
J .
[ Extov.pris= [ Rntoos) as. (5.3.43)
J .
[ Boxto.ods = [ Roxtoe.5) ds, (5.3.44)
Luego, tenemos que _ -
feEC—py<=v=F+peC—po+v=C+(p— o) (5.3.45)

Consideremos el contorno C+ (¢ —¢y), tenemos que si |¢ — g| < €, entonces para € < /2
el contorno C + (¢ — o) permanece en la zona sombreada del contorno C y por lo tanto
la integral sobre C 4 (¢ — @) es igual a la integral sobre C por el Teorema
de Cauchy (véase Figura 5), es decir

/KD s P, 7) / Kp(p,p.7) dv, [p— ol <e. (5.3.46)
CH+(p—w0)

/KN Ps,7) / Kn(p,0,7) dv, ¢ — ol <e. (5.3.47)
C+(¢—¢o0)

/KDN(p,so,v) dy = / Kpn(p,0,7) dv, | —¢o| <e. (5.3.48)
C+(¢—¢o0)

si regresamos a v = 3 4+ ¢ obtenemos ([5.3.39)), (5.3.40) y (5.3.41)), como queriamos de-
mostrar.

ii) Demostremos que (5.3.27)) se cumple. Para las condiciones DD, de la expresién (5.1.2)

tenemos:

Ap(p,0) = 8i7r /c lcoth((—iy + i) /4) — coth((—iy — ia)/4)] e~ “0P<7 4y (5.3.49)

28



Capitulo 5. Soluciones del problema de Sommerfeld para las condiciones en la frontera
DD, NN y DN

considerando

coth((—iy + ia)/4) — coth((—iy —ia)/4) = coth(—(iy —ia)/4) — coth(—(iy + ia)/4)
= —coth((iy —ia)/4) + coth((iy + i) /4)

y que e~woreosy — g=iwopcos(—) concluimos que el integrando es una funcién par y como
C es un “contorno impar‘ entonces

Ap(p,0) = 8i / [coth((—iy + i) /4) — coth((—iy — ia)/4)] e 0P dy = 0. (5.3.50)

T Je

Para la segunda condicién del tipo Dirichlet en (5.3.27]) obtenemos:

1 .
Ap(p,2m) = P / [coth((—ivy + i27 4+ ia)/4) — coth((—iy + 2w —icv) /4)] e 0P dyy.

T Je
(5.3.51)
Tenemos que (véase Anexo A: Funciones hiperbdlicas)
coth((—ivy + 27 +ia)/4) — coth((—iy + 27 — i) /4) =
(5.3.52)

tanh((—iy + i) /4) — tanh((—iy — ia) /4),
usando continuidad de tanh z, obtenemos

tanh((—iy +ia)/4) — tanh((—iy — i) /4) = tanh(—(iy +ia)/4) — tanh(—(iy + i) /4)
= —tanh((iy —ia)/4) + tanh((iy + i) /4).

Por lo tanto el integrando también es una funcién par como en el caso anterior y podemos
conculir

Ap(p,2m) = 8%? /c [coth((—i7y + 327 + ia)/4) — coth((—iy + 27 — i) /4)] e 0P dy = 0.
(5.3.53)

Entonces las condiciones de frontera para el problema DD se demostraron.

iii) Para la condicién de frontera dada por (5.3.28)),(véase Anexo A: Célculo de 0,AN), es
suficiente demostrar que los nicleos de las integrales de (A.5.11)) y ({A.5.13]) son funciones
pares.

Para (A.5.11)) debemos demostrar que:
[esch?((—iy + iar) /4) + csch?((—iy — icr) /4)] e~ “oreosa

= [esch®((iy + ia) /4) + csch?((iy — ia) /4)] emiwopeos=7),
Tomando en cuenta e~“oPesY = ¢=worcos(=7) nog resta demostrar que,

csch?((—iy + ia)/4) + csch?((—iy —ia)/4) = esch?((iy +ia)/4) + csch?((iy — i) /4)
(5.3.54)
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Primero tenemos
csch?((—iy + i) /4) + csch?((—iy —ia)/4) = csch®(—(iy — ia)/4) 4 csch®(—(iy + ia) /4)
= [—csch((iy — i) /4)]? + [—csch((iy + ia) /4)]?
= csch?((iy — i) /4) + csch?((iy + ia) /4)

donde se usé csch(—z) = —csch(z), por lo que (5.3.54)) se demostrd, entonces el nicleo de
la integral de (A.5.11]) es par. Por lo tanto

AN (p,0) = —% / [esch?((—iy + i) /4) + esch®((—iy — ia) /4)] e 0P ST dy = 0.
T Je
(5.3.55)
Ya que el integrando es una funcién par y el contorno de integraciéon C es un “contorno
impar .
De manera similar, para (A.5.13)), tenemos que demostrar que se cumple la identidad
csch®((—iy + 2mi + i) /4) + csch®((—iy + 2mi — i) /4)
= csch?((iy + 27i + ia) /4) + csch?((iy + 27 — ia) /4)
Por Lema (véase Anexo A: Funciones hiperbdlicas), tenemos que:
csch?((—iry + 27 + iar) /4) = —sech?((—iy + i) /4)
csch?((—iy + 27 — ia) /4) = —sech?®((—iy — ia)/4).
Estos dos resultados implican que es suficiente demostrar que:

sech?((—iy + ia)/4) + sech?((—iy — ia)/4) = sech?((i7y + i) /4) + sech?®((iy — ia)/4).
(5.3.56)

Tenemos

sech?((—iy 4+ ia)/4) + sech?((—iy —ia)/4) = sech?®(—(iy — ia)/4) 4 sech?(—(iy + ia)/4)
= [sech((iy — i) /4)]* + [sech((iy + ia)/4)]?
= sech®((iy — i) /4) + sech?((iy +ia)/4).

Entonces ([5.3.56)) se demostré. Con ello concluimos que el niticleo de la integral (A.5.13))

es par, por lo tanto

O0,AN(p, 2m) = % / (csch?((—iy + 2mi + iar) /4) + esch®((—iry + 270 — da) /4)) e P dy = 0.
T Je
(5.3.57)

Con los resultados (5.3.55)) y (5.3.57)) obtenemos:

d,AN(p,0£) =0, (5.3.58)
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iv. Consideremos las condiciones del tipo Dirichlet-Neumman de Apy(p, ¢). Tenemos

1 1

1 —iwopcosy
Aov(p:0) = 57 /c Linh((—m Tia)/d)  smb((—iy —ia)/0)| ¢ dy (5:3.59)

De nuevo debemos demostrar que el integrando es par, es decir, por demostrar
sinh ™! ((—iy +ia)/4) —sinh ™ ((—iy — i) /4) = sinh ™ ((iy + i) /4) — sinh ™ ((iy — i) /4).
(5.3.60)

Primero, notemos que
sinh™!((iy + i) /4) — sinh ™ ((iy — ia)/4) = sinh™'(—(—iy —ia)/4) — sinh ™ (—(—i7y + i) /4)
= —sinh ! ((—iy — i) /4) + sinh ' ((—iy + ia)/4),

donde se usé que sinh z es impar, con este resultado se obtiene (5.3.60)) y concluimos que

1 1 1 —iwpp cosy =
Apn(p,0) = o /C Linh((—m +ia)/4)  sinh((—iy —ia)/ 4)} ) v ;—)2 61)

Para la segunda condicién de frontera tenemos (véase Anexo A: Funciones hiperbdlicas)

0, Apx(p, ) = —= {COSh((—W +ip +ia)/4)  cosh((—iy +ip — ia)/4)

—1iwop COS Y
- :| € d’Yv

87 Jo |sinh®((—iy +ip +ia)/4)  sinh((—iy + ip — ic)/4)
(5.3.62)

por lo tanto, para la condicién de frontera

0, Apx(p,27) = — 1 {cosh((—i”y + 2im + i) /4) cosh((—ivy + 2im — iar) /4)

_ :| e—iwopcosw d")/

sinh®((—iy + 27 +ia)/4)  sinh?((—iy + 2i7 — i) /4) ’
(5.3.63)

considerando las identidades cosh(z+im/2) = isinh(z), y sinh(z+41i7/2) = i cosh(z) (véase

Anexo A: Funciones hiperbdlicas).

87 Je

a@ADN(p, 271') =

1 [ sinh((—iy +ia)/4)  sinh((—iy —ia)/4)
8T Jeo

200 - . 20 - :|€iw0pcosv d%
cosh”((—iy +ia)/4)  cosh”((—iy —ia)/4)

(5.3.64)

al igual que para la primera condicién de frontera, debemos probar

[ sinh((—iy +ia)/4)  sinh((—iy —ia)/4) ] _ [ sinh((éy +ia)/4)  sinh((iy —ia)/4) } |
cosh?((—iy 4 ia)/4)  cosh?((—iy — i) /4) cosh?((iy + i) /4)  cosh®((iy — i) /4)

(5.3.65)
Manipulando el lado derecho de ([5.3.65)) tenemos
[sinh((iv—kia)/ﬁl) _ sinh((iv—ia)/zl)} _ [sinh(—(—m—m)/zx) _ sinh(—(—i7+ia)/4)}
cosh?((iy+ia) /4) cosh?((iy—ia) /4) cosh?(—(—iy—ia)/4) cosh? (—(—iy+ia)/4)

_ [_ sinh((—iy—ia)/4) sinh((—iy+i)/4) ]
cosh?((—iy—ia) /4) cosh?((—iy+ia)/4)

31



Capitulo 5. Soluciones del problema de Sommerfeld para las condiciones en la frontera
DD, NN y DN

con lo que demostramos que ([5.3.65)) se cumple, entonces concluimos que el integrando

de (5.3.64)) es par, por lo que
QDADN(p, 271') =0. (5366)

Por lo tanto concluimos la demostraciéon del Lema [5.3.1 W

Entonces hemos demostrado que las funciones (5.1.2), (5.1.3) v (5.2.20) satisfacen las
ecuacion de Helmholtz junto con sus respectivas condiciones de frontera en cada caso,
con lo que concluimos uno de los principales objetivos de esta tesis, como se establecio
en (2.0.7), (2.0.8) y (2.0.9), con ello hemos encontrado las soluciones al problema de di-
fraccion de Sommerfeld en un semiplano para las condiciones de frontera de Dirichlet,
Neumann y Dirichelt-Neuman respectivamente.

En el siguiente capitulo demostraremos que estas soluciones admiten la descomposicion
en la forma dada en (2.0.10) y daremos las féormulas explicitas para cada caso.
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Capitulo 6

Descomposicion de Ap y decaimiento
de la onda difractada A,

6.1. Descomposicion

En este capitulo demostraremos que Ap dada en (5.1.2) se descompone en la suma de
las ondas incidente, reflejada y difractada.
Lema 6.1.1.
Ap(p, ) = Ai(p, ) + Aip(p. @) + Aan(p, 9), (6.1.1)

donde AY se define en (2.0.11), A%, se define en y Aap estd dada por la siguiente

ETPTesion
1 —1iw S
Aanlpio) = 3 [ splnp)e =T dy o tnza, (612)
r

donde T' es el contorno con la direccion indicada en la Figura 6 y 3p(7y, @) se define en

5.1.7).

Im ~

— 27'(- T % ™ 27T

ALL O% N - Re v

Figura 6. Contorno I'.
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Demostracion. Introducimos el contorno auxiliar I'; el cual se muestra en la Figura
7. De esta manera, podemos apreciar que C = I' +I';, donde C es el contorno dado en la
Figura 3.
Im ~

A

e
2

Figura 7. Contorno I';.

oy

Por lo tanto,

1
P, ¥ 47T 3D
C

1

T 4n

—iwpp cos y d"}/

5D<77 So)efzwopCoS'y d,y_i_ E /5D(,)/7(p)61w0PCOS’Y dfy (613)

r I'1

De aqui y de (6.1.2) tenemos que

1 )
Ap(p,p) = Aap + yy /3[)(7, p)e TPy, (6.1.4)

Nos falta demostrar que:

1 —1iwQp COS
ir /5D(7’ p)e 0P dy = A(p, @) + A)p(p, ). (6.1.5)
Iy

Como apreciamos en la Figura 7. I'; es una trayectoria cerrada negativamente orientada
Y
por lo que podemos utilizar el Teorema de residuos para calcular su valor, es decir,

L
1 ] 1 : —1iwQp COS
E/aa(%sa)emp“’” dy = [_QWZZResz(% p)e 0Pyl (6.1.6)
=1

donde v; (I =1,2,..., L) son un nimero finito de puntos singulares de la funcién 3p(7,-)
interiores a I';.

Definamos

F1(7,0) == L [coth((—iy + i + i) /4)] e~ iwopcos,
(6.1.7)

fo(7,¢) = 5 [coth((—iy + ip — ia) /4)] e~ woPcosT,
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Entonces por (6.1.6) y por (5-1)

/31)(% Pl OPeST dy = —2mi ZReS ()] — ZRes (v, @)l (6.1.8)

I'

donde v, = vi(p,a) (1 = 1,2,..,N) y v = v(p,) (j = 1,2,..., M) son un conjunto
finito de puntos singulares de las funciones fi(7y, ) y fo(7, ) respectivamente, que se

encuentran en el interior de I';.

De (6.1.7) tenemos

fi(y, @) = Llcoth((—iy +ip +ia)/4)] e iorosy

_ 1 cosh((—iy+ip-+ia)/4) e~ iwopcosy
2 | sinh((—iy+ip+ia)/4) )

(6.1.9)
fo(v, ) = §lcoth((—ivy +ip —ia)/4)] e ioreos
_ 1 [COSh((i’Y+iS0ia)/4)] e~ iwopcosy
T 2 | sinh((—ivy+ip—ia)/4) )
Ya que sinh(y) = 0 <= v = imn,n € Z, entonces
sinh((—iy +ip+ia)/4) =0 <=y, =p+a+4mn, nelZ, (6.1.10)
sinh((—iy+ip —ia)/4) =0 <= v, = ¢ —a+ 41k, ke Z. (6.1.11)

Ya que f(v) = g(v)/q(7), con g(y) v q(vy) funciones analiticas en C(véase (6.1.9)), donde
por ejemplo g(v,) = [coth((—iy 4 ip —iar)/4)] 0Py g(v,-) = sinh((—iy + iy —
i) /4)), entonces

donde 7y es polo simple de f(7), g(7) # 0y ¢'(7) es la derivada de ¢(~) distinta de cero
en .

También observemos que tanto 7, como 7, son todos valores reales, por ello necesitamos
los residuos de f1(7,¢) v fa(7, ) en el intervalo (—m, 7), que son los valores reales que se

encuentran dentro del contorno I'y, como lo muestra la Figura 7.

35
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Utilizando (6.1.12)) y (6.1.9) tenemos:

Res [fi(7,¢), %] = LRes [coth((—iy + iy + ia) /4)e0ros7 o, ]

1 cosh((—iy+ip+ia)/4)  —iwypcosy
= pltes [sinh((—iw+igo+z’a)/4)€ »In

— 9 [cosh((—i%—i—igo—f—ia)/‘l) e—iwopCOSVn:|
cosh((—iyn+ip+ia)/4)

- —9 [e—iwopcosq/n} ., nE 7.
(6.1.13)
Hagamos un andlisis de los polos por casos. Primero, para fi(7, ¢) por (6.1.10)
Yo € (4mn, (An+3)7), n € Z. (6.1.14)

I.n>1=~, ¢ (—m, ), dado que 7, > 47w Vn > 1 por (6.1.14]).

II. n < -1 =, & (—7,7) dado que v, < —7 Vn < —1 por (6.1.14]).

III.n =0 = v = ¢+ a = v € (0,3r), por (6.1.14). Ademds, para ¢ € (0,27) y
ae (0,m)

Y E(—mm) <= T<pta<n<=0<p<7T—a, (6.1.15)

Yo € (M3m)<=rnr<pta<3In<=r1—a<p<2r. (6.1.16)

De esta manera, por (6.1.13) y (6.1.15)

N
Z Res [fi(7, ), 7] = —2ie"woreosleta) < o <1 —a, a € (0,7). (6.1.17)
i=1

La condicién implica que v & (—m,m) simT—a < ¢ < 2wy a € (0,7), por lo
tanto estos valores de 7y no contribuyen al valor de la integral .

Ambos casos para 7 se representan de manera esquematica en la Figura 8, donde el valor
de 9 que se encuentra fuera de I'; se denota por 4.
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Im ~

Yo

—2n /&— /gﬂ 2m
& 74/

Figura 8. Residuos de fi(7, ¢).

Hagamos lo mismo para fo(p, ). Utilizando (6.1.12)) y (6.1.9)) tenemos:

Res [fa(7, ), ] = %Res [Coth((—ify Fip —ia)/4)e iwoncosT, %]

R {cosh((—i’y—kiga—ia)/ﬁl)eiwop cosy

1
2 sinh((—iy+ip—ia)/4) ) f)/k}

. | cosh((—typ+ip—ia)/4)  —jwqpcos
= —2 [cosh((—i’yi—&-igo—ia)/@e " %}

= gi[emwesu] | ez,
(6.1.18)
Hagamos un andlisis de los polos por casos. Primero, para f(7, @) por (6.1.11)

€ ((4k — 1), (4k +2)7), k€ 2. (6.1.19)

I.k>1= v, & (—m,7), dado que v > 37 Vk > 1 por (6.1.19).
II. k < -1 = v & (—m,7) dado que v < —27 Yk < —1 por (6.1.19).

INI.k=0= v =¢p—a= v € (—m,2r) por (6.1.19). Ademds, para ¢ € (0,27) y
a € (0,m)
YE(—mm) <= T<p—a<nt<=0<p<T+a, (6.1.20)

Y E(M2T) <= T<p—a<2n<=7n1+a<p<2rm. (6.1.21)
De esta manera, por (6.1.18)) y (6.1.20])

M
Z Res [fa(7, ), ] = —2ie~woreose=a) g < o <1+ a, o€ (0,7). (6.1.22)
k=1

La condicién (6.1.21)) implica que v &€ (—m,7m) siT+a < p < 21wy a € (0,7), por lo
tanto estos valores de 7 no contribuyen al valor de la integral (6.1.6]).
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Ambos casos para 7, se representan de manera esquemaética en la Figura 9, donde el valor
de v9 que se encuentra fuera de I'y se denota por 4.

Im ~

%%&%%
2

Figura 9. Residuos de fo(7, ¢).

Por lo tanto para (6.1.8)) tenemos los siguientes casos:

I. Usando (6.1.15) y (6.1.20]), tanto 7 dada por (6.1.10), como ~, dada por (6.1.11)
estan dentro del contorno I'y (véase Figura 10), entonces por (6.1.17)), (6.1.22)) y (6.1.8)

/5D(7’¢)6—iw090057 d’)/ — 4 [e—iwopcos(go—a) _ e—iwopcos(np—l—a)} ., 0< o< T—a. (6.1.23)

I

Sustituyendo (6.1.23)) en (6.1.3]) obtenemos:

1 ) . ,
./41)(77 (p) = E /5D(77 (p)e*lw()PCoSW d’}/ + e*’LUJOpCOSUp*CY) _ e*lw()PCoS(LP+a)7 O < 90 < T —q.
T

(6.1.24)

9 %ﬂﬁ\} &” 2T Re ~
e %0 5 w

Figura 10. g, para 0 < p < 7™ — av.
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IT. Usando (6.1.16)) y (6.1.20]), vemos que solamente 7, dada por (6.1.11)) estda dentro
de I'y (véase Figura 11), entonces por (6.1.22) y (6.1.8])

/3D(’Y, SO)efz‘o.zopcos*y dy = efiwopcos(sofa)’ T—a<p<mT+a. (6.1.25)

ry

Sustituyendo (6.1.25)) en (6.1.3]) obtenemos:

1 ) 4
AD(’Y? (P) _ E /5D(77 Sp)efw.)opCoS'y d’7 + e*ZMOPCOS(SO*a)’ T—a<p<T =+ «. (6126)

r

Im

A

7\
—27 /}Q_ ;/%ﬂ 21
21 /i /i

Figura 11. 7p, param —a < ¢ < 7 + a.

ITI. Usando (6.1.21)) vemos que I'; no contiene ninguna singularidad (véase Figura
12), por lo tanto, por el Teorema de Cauchy

/5D(% p)eT NPT dy =0 THa<p<2T (6.1.27)

Iy

De esta manera (6.1.3]) da:

1 .
Ap(r,0) = - /5D('7, p)e P gy 4o < p < 2. (6.1.28)
r
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Im ~

A K
Qﬂ%ﬂ%/o /i
2

Yo

wln

Figura 12. vy, para m + o < ¢ < 2.

Tomando en cuenta (2.0.11)), (2.0.12)), (6.1.2)) y las representaciones (6.1.24}), (6.1.26])
y (6.1.28]) expresamos Ap en forma general como

AD(p7 ()0) = A?(pa 90) + ASD(/)7 SD) + AdD(p7 ()0)7 % € (0727T)7 o€ (07277-)

Por lo que el Lema queda demostrado. H

Con este resultado obtuvimos la formula explicita de la solucién al problema de difraccion
para las condiciones de frontera de Dirichlet, la cual se descompone en la suma de la onda
incidente, reflejada y difractada; como lo anticipamos al inicio del capitulo.

6.2. Decaimiento de la onda A,p

Debemos demostrar que (6.1.2) cumple la condicién (2.0.14) cuando p — oc.
Haremos la demostracién para el contorno I'y (Véase Figura 13), que corresponde a la

parte superior izquierda del contorno I' y para el contorno I'_ (Véase Figura 14) que
corresponde a la parte superior derecha del contorno I' (Véase Figura 6), la demostracién
de que ((6.1.2) cumple (2.0.14)) en el resto del contorno I' se hace de manera similar.

Lema 6.2.1.

/ 3p(7, p)e P dy| — 0, p — o0, (6.2.29)
Iy

Demostracién. Consideremos v = 7, + iy, con v, € [=37/2,—7] y 72 € [0,00)
(Véase Figura 13). Descomponemos I'y como

[y =+t +9 (6.2.30)
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donde
v ={v | »el0n/2, n=-7—} (6.2.31)
v={v | ner/2,00), 1 =-3n/2}. (6.2.32)
V2
,Y+
-
—27 -3r/2 = -7 "m

Figura 13. Contorno I';.

Tenemos que

/ 30 (7, )e 0P dry| < / 30 (7, p)e™ 0P| dry. (6.2.33)

ry ry

Por (6.2.30))

/\3D(7,s0)6‘iw“"c°s”| dvﬁ/!aa(% p)e e dv+/!zm(% ple e dy,
T+ Y- +

v
(6.2.34)
donde 7" estd dado por (6.2.32)) y v~ por (6.2.31)).
I. Hagamos primero la demostracién para . Tenemos
/ l30(7, @)e 7| dy < / Cem0™ dry. (6.2.35)
~t w/2
por (5.1.19) y (6.2.32)). Considerando 75 € [7/2, 00) tenemos
e > yp = —€” < —yp = —wopce” < —wppcyz,  wo, Py > 0. (6.2.36)
Usando (|6.2.36]) obtenemos
/Ce‘“‘)pcev2 dys < /Ce“o'””2 dye = e ™0re/2 5 0, p —» 00, (6.2.37)
wopc
w/2 /2
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por lo tanto
/ |50 (7, )| dy — 0, p — oo, (6.2.38)
+

~

IT. Ahora demostremos para el contorno v~. Por (6.1.10)) y (6.1.11]) los puntos singulares
de la funcién (5.1.4]) se encuentran en el eje vy, por lo tanto 3p(7, ¢) puede divergir en I'y
cuando 7, = —7 y 72 = 0, esto implica, por (6.1.10]) y (6.1.11)) que

pra—dnm=-m, g (6.2.39)
¢ —a—4nm = —m,
Considerando ¢ € (0,27) y « € [0, 7] tenemos que la funcién 3p (7, ¢)e 077 es continua
en todo I'y y por lo tanto 3p(7, ) es acotada en 4~ por ser un compacto.

Ademds tenemos

cosy = cos~y; cosh ye + siny; sinhyy > sin~y, sinhy,, 72 € [0,7/2], » € [-7, —7/2],

(6.2.40)
esto implica, por (6.2.31)), que
w/2 /2
/‘ZD(% SO)Q—Z'wopcosv‘ dy < /Ce—wopsin(—w—ﬂsinh(vz) dys = /Ce—wopsin(vz)sinh(vz) dvs.
e 0 0
(6.2.41)
Entonces
/2 w/2 0o
/Ce—wopsin(vz)sinh(vz) dys < /Ce—wopcvg drys < O/e—wopmg . (6.2.42)
0 0 0
En (6.2.42) se usé que
lfm 22 o1 — sinye > 172, 0<c¢ <1/2, v €[0,7/2], (6.2.43)
20 7
sinhye > 172, 72 € [0,7/2], (6.2.44)

de estas dos expresiones obtenemos
sin(vz) sinh(7s) > ¢vs = —wppsin(ye) sinh(y2) < —cwopys, wo,p > 0. (6.2.45)

Por lo tanto

/C@wop@é d’)/g = — 07 p —> OO, (6246)
CWop
0
implica que
/ |3D(% SD)e—mopcosw’ dy — 0, p— . (6.2.47)
e
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Con los resultados (6.2.38)) y (6.2.47) tenemos que el Lema se demostré. B

Lema 6.2.2.

/ 5p(7,0)e 0P dy — 0, p— 00, pE£ T
I'_

(6.2.48)

Demostracién. Consideremos v = 1 + @72, con v, € [7/2,7] y 72 € [0,00) (Véase

Figura 14). Descomponemos I'_ como

o= +9-

donde

y-={7v | %2€l0,7/2], n=7—"},

Y+={7 | ne€[r/2,0), n=mr/2}.

Y2

T

T+

0 /2 o7 n
Figura 14. Contorno I'_.

Tenemos que

I_

[sotr 01| < [ ooty ple e a
r_

(6.2.49)

(6.2.50)

(6.2.51)

(6.2.52)
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Por ([6.2.49))

Jlsntrereor==| ay< [ ot gl e=] dy+ [ [splpper=| an,
r_ v—

v+
(6.2.53)
donde v, esta dado por (6.2.51)) y v_ por (6.2.50).
I. Hagamos primero la demostracion para «v,. Tenemos
/ |3D(fy, go)e’iwop“’s”‘ dy < /Ce”opc‘ﬂ2 drys (6.2.54)
Y+ w/2
por (5.1.19) y (6.2.51)). Usando (6.2.36))
/C’e‘“opcew2 dys < /(]e‘“’opw2 ds. (6.2.55)
w/2 w/2
Tenemos
! e >
/ Ce 0P dryy = e WP = e~ 50, p— o0, (6.2.56)
WopC a2 Wope
/2
por lo tanto
/ |3D(’y, go)e’iwo”“’”’ dy — 0, p — co. (6.2.57)

Y+

IT. Ahora demostremos para el contorno y_. Por (6.2.39) y considerando ¢ € (0,27) y

a € [0, 7], tenemos que la funcién 3p(7, ¢) es discontinua para

pta=m,

e (6.2.58)

Por lo tanto, para |[¢ — (1 —a)| > € >0, |p— (7 +a)| > € >0, por (6.2.40) tenemos

w/2

/‘5D(,y7g0)e—iwopcosvl d’)/ < /O(@)e—wopsin(—w—&-w)sinh(’72) d'72- (6.2.59)

Y- 0
Entonces, considerando sin(—vs + 7) = sin s,

w/2

/C(@)Q—WOPSi“(W)Si“h(V?) dys < C’(gp)/e‘“’o’m’% dys. (6.2.60)
0

0
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En (6.2.60) se usé (6.2.45]).

Por lo tanto

/C(w)e“’”’”@ dy, = C(p) — 0, p— o0, (6.2.61)
CWop
0
implica que
/ 5p(7, p)e P dy — 0, p—ro00, p#ETEa (6.2.62)

Y

Con los resultados (6.2.57)) y (6.2.62)) tenemos que el Lema se demostré. H
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Capitulo 7

Descomposicion de Ay y decaimiento
de la onda difractada A,y

7.1. Descomposicion

En este capitulo demostraremos que Ay dada en ([5.1.3) se descompone en la suma de
las ondas incidente, reflejada y difractada.

Lema 7.1.1.
An(p, ) = Ap, ) + AN (p, ) + Aan(p, ©), (7.1.1)

donde AY se define en (m Oy se define en (m y Agn estd dada por la siguiente
expresion

1

ye / (1 P)ETPT dy, g #nta, (7.1.2)

r

Aan(p, ) =

donde ' es el contorno con la direccion indicada en la Figura 6 y 3n(7, @) se define en

.

Demostracion. Usamos el contorno auxiliar I'; el cual se muestra en la Figura 7. De
esta manera, podemos apreciar que C = I' 4+ 1"y, donde C es el contorno dado en la Figura
3.

Por lo tanto,

1 . 1
AN(p’ (p) = E/aN('Y; (p)e—zwopcosv d’)/ — 4_/ '7 90 —iWwop COS Y d’}/‘f’_/ﬁN v, 90) —iwop COS Y d7
c T
(7.1.3)
De aqui y de (7.1.2)) tenemos que
1 —1iWwo P COS Y
An(p, ) = Aan + — [ an(70)e dy. (7.1.4)
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Nos falta demostrar que:

1 —1iwop cos
3 [0 e)e = dy = Ap0) + Ao ). (7.15)
Iy

Como podemos apreciar en la Figura 7, I'; es una trayectoria cerrada negativamente
orientada, por lo que podemos utilizar el Teorema de residuos para calcular su valor, es
decir,

L
1 ; 1 . —iwo P COS
E/ézv(%@)e_wopcom dry = e [—QWZR%BN(% p)e 0P 7,%]] : (7.1.6)
I =1

donde v, (I =1,2,..., L) son un numero finito de puntos singulares de la funcién 3y(7, -)
interiores a I';.
Entonces, usando ([5.1.5)), (6.1.9) y (7.1.6))

[t pletwe dy = ~ari
Iy

> Res[fi(y,9),u]+ Y Res[fa(v, ), %]] , (7.1.7)

i=1 j=1

donde v; = vi(p,a) (1 = 1,2,..,N) y v = v(p,) (j = 1,2,..., M) son un conjunto
finito de puntos singulares, de las funciones fi(v,¢) y f2(7,¢), definidas en (6.1.9), res-
pectivamente, y que se encuentran en el interior de I';.

Ahora, haciendo un analisis por casos, para los diferentes valores de los polos de la funcién
3n(7, ), tenemos:

I. Usando (6.1.15)) y (6.1.20), tanto 7o dada por (6.1.10]), como 7 dada por (6.1.11) estdn
dentro del contorno I'; (véase Figura 10), entonces por (6.1.17), (6.1.22)) y (7.1.7)

/zN(,y’(p)e—iwopcosv dy = 4n [e—iwopcos(w—a) + e—iwopcos(go—l—a)] , O<p<m—oa (718)

Iy

Sustituyendo ([7.1.8) en (7.1.3)) obtenemos:

1 . , .
AN(’)/, QO) — E /aN(,%SO)e—zwopcosw d’7 + e—zwopcos(cp—a) _'_e—zwopcos(go—s—oz)7 0 < o <T—a.
r

(7.1.9)
IT. Usando (6.1.16) y (6.1.20)), vemos que solamente 7o dada por (6.1.11)) estd dentro de
Iy (véase Figura 11), entonces por (6.1.22)) y (7.1.7)

/5N(% Q)eTIOPCST = emiwopcoseTe) o <o <+ (7.1.10)

Iy

Sustituyendo ([7.1.10)) en ([7.1.3]) obtenemos:

1

AN(% 90) — E /3N('77 (p)e—iwopcosv d’y + 6—iwopcos(<ﬁ—a)7 T—a<p<T+a. (7‘1‘11)
T
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ITI. Usando (6.1.21)) vemos que I'; no contiene ninguna singularidad (véase Figura 12),
por lo tanto, por el Teorema de Cauchy

/ZN(% p)e P dy =0 mHa < p<2m (7.1.12)
I8}
De esta manera ([7.1.3]) da:
1 ,
An(r,0) = - /zw(% p)eTIOPSY gy T+ < p < 2 (7.1.13)
s
T

Tomando en cuenta (2.0.11)), (2.0.13)), (7.1.2) y las representaciones (7.1.9), (7.1.11)) y
(7.1.13]) expresamos Ay en forma general como

An(pyp) = Ap, ) + A% (p, ©) + Aan(p, ), € (0,27), a € (0,27).

Por lo que el Lema|7.1.1] queda demostrado. B

Con este resultado, al igual que para Ap, obtuvimos la férmula explicita de la solucién al
problema de difraccién para las condiciones de frontera de Neumann, la cual también se
descompone como la suma de la onda incidente, reflejada y difractada; como lo anticipamos
al inicio del capitulo.

7.2. Decaimiento de la onda A,y

Debemos demostrar que ([7.1.2]) cumple la condicién (2.0.14]) cuando p — oo.
Haremos la demostracién para el contorno I'y (Véase Figura 13), que corresponde a la

parte superior derecha del contorno I' y para el contorno I'_ (Véase Figura 14) que co-
rresponde a la parte superior izquierda del contorno I' (Véase Figura 6), la demostracién

de que ([7.1.2) cumple (2.0.14)) en el resto del contorno I' se hace de manera similar.

Lema 7.2.1.
/5N(77 9O)e—z'wop(:osﬁf d'Y — O, p — 0. (7214)
It

Demostracién. Consideremos I'; como en ([6.2.30)) (Véase Figura 13). Esto implica

/\M(%w)e‘i“’(’pw”\ dvé/\zw(%w)e‘w’”“’”\ dv+/|3zv(%so)e_i“’°pc°”| dv,
'y e +

g
(7.2.15)
donde 7" estd dado por (6.2.32)) y v~ por (6.2.31)).
I. Hagamos primero la demostracién para . Tenemos
/ ‘3N(’Y; g0)€7z'o.;()ﬂcosw‘ dy < /Cewopceﬁ dvs. (7.2.16)
~t w/2
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Usando ([6.2.36)) tenemos

/Ce—wopce’Y2 d’YQ S /Ce—woﬁdm d’72 — e—ﬂ'wopc/2 N 07 P — 00, (7217)
WopC
w/2 /2 ’
por lo tanto
/ s (7, p)e 0P| dy — 0, p — oo, (7.2.18)

'Y+
ITI. Ahora demostremos para el contorno v~. Por (6.2.39), considerando ¢ € (0,27) y
a € (0,7) tenemos que la funcién 3x (7, ¢)e 0P es continua en todo I'y y por lo tanto
3n (7, ) es acotada en v~ por ser un compacto. Ademds, usando (6.2.40)y (6.2.31)

/2
/‘3N(% SO)E—z‘wopcosv‘ d’y < /Oe—wopsin(—’Y2—7r)sinh(72) d'72- (7‘2‘19)
v 0
Entonces
/2 w/2 (9)
/ Clewopsinhal i) gy, < / Cle 0P dyy < C / ey, (7.2.20)
0 0 0

En (7.2.20)) se uso ((6.2.45)).

Por lo tanto

/C’e“”"””% dyp =C — 0, p — o0, (7.2.21)
Cwop
0
implica que
/ v (7, p)e™ 0P| dy — 0, p — o0. (7.2.22)

v

Con los resultados ([7.2.18]) y (7.2.22)) tenemos que el Lema se demostré. B

Lema 7.2.2.

/ lan (7, @)e 0P| dy — 0, p—r 00, p#TEa. (7.2.23)
T

Demostracién. Consideremos I'_ como en (6.2.49)) (Véase figura 14). Esto implica

/ |an (7, p)e 0P| dy < / |3n (7, p)e 0P| dry + / |38 (7, ) e 0P| dy,
Ir_ v

Y+

(7.2.24)
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donde 7, esta dado por (6.2.51)) y v_ por (6.2.50)).

I. Hagamos primero la demostracion para 7,. Tenemos

/’5N(% Sp)e—iwopcosv’ d’)/ < /Ce—wopcewz d72 (7‘2‘25)
Y+ /2
por (5.1.19) y (6.2.51)). Usando ([6.2.36])
/C’e‘“’f’f’cew2 drys < /Ce“"o‘m2 drys. (7.2.26)
w/2 w/2
Por lo tanto tenemos
r —C >~ ¢
/ Ce 90PN (dryg = e worer2 = eT™0re/2 (), p —> o0, (7.2.27)
WopC a2 Wope
/2
por lo tanto
/ ‘31\;(7, go)e*i“’opms”‘ dy — 0, p — 0. (7.2.28)

T+

IT. Ahora demostremos para el contorno y_. Por (6.2.39) y considerando ¢ € (0,27) y

a € (0,7), tenemos que la funcién 3x(7v, ) es discontinua para

p+a=m,

o e (7.2.29)

Por lo tanto, para |¢p — (1 —a)| > € >0, |p — (7 +a)| > € >0, por (6.2.40) tenemos

/2
/|3N(%g&)6‘iw0pw”| dy < /C(go)e_wopsm(msmh(”) drys. (7.2.30)
V- 0
Entonces
/2 o0
/C(gp)e“"opSi“(”)Si“h(W) dy,y < C(go)/e_‘”op”% ds. (7.2.31)
0

0
En (7.2.31)) se usé (6.2.45)).

Por lo tanto

/ C(p)e ™ 0r% dny = C(p) — 0, p— o0, (7.2.32)
CWop
0
implica que
/ ’3]\7(7, gp)e’iwop“’”’ dy — 0, p— o0, p#7m+ta. (7.2.33)
b

Con los resultados (7.2.28)) y (7.2.33)) el Lema queda demostrado. B
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Capitulo 8

Descomposicion de Apy y
decaimiento de la onda difractada

AgpnN

8.1. Descomposiciéon

En este capitulo demostraremos que Apy dada en ([5.2.20)) se descompone en la suma
de las ondas incidente, reflejada y difractada.

Lema 8.1.1.
Apn(p, o) = A)(p, o) + AV pn(p,©) + Aann(p, ©), (8.1.1)

donde AY se define en (2.0.11), A%,y se define en y Aapn esta dada por la

siguiente expresion

AdDN(p’ SO) =

1 |
4r /szv(% ple P dy,  pFTta, (8.1.2)
r

donde T" es el contorno con la direccion indicada en la Figura 6 y 3pn(7, @) se define en

F220).

Demostracion. Usamos el contorno auxiliar I'y el cual se muestra en la Figura 7. De
esta manera, podemos apreciar que C = I' + 1"y, donde C es el contorno dado en la Figura
3.

Por lo tanto,

1 . 1 . 1 .
A - —iWopCOSY JN — —iwopcosy g o —iWwop COS Y
pn(p, ®) 47T/3DN<77 p)e v 47T/5DN(% ©)e 7+47T/3DN<7790)6
C T I'1
(8.1.3)
De aqui y de (8.1.2) tenemos que
1 .
Apn(p, @) = Aap + . / 3N (7, p)e P dry. (8.1.4)
Iy
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Nos falta demostrar que:

_/3DN 7, 80) —iwop cos 7y d’}/ Ao(p, )+A’I“DN(p7 QD) (815)

Como podemos apreciar en la Figura 7. I'; es una trayectoria cerrada negativamente
orientada, por lo que podemos utilizar el Teorema de residuos para calcular su valor, es
decir,

1 A 1
—’LUJ(),DCOS’Y d —
—47T /3DN(% 80)6 Y —4

™

L
[—QM' Z Reslzpn (7, p)e” 0P 41|, (8.1.6)
=1

donde v; (I =1,2,..., L) son un nimero finito de puntos singulares de la funcién 3pn(7, -)
interiores a I';.

Definamos |
iy, @) = % [Sinh_l((—i'y +ip — m)/4)e—zwopcosy} 7

f2(77 ‘;0) = % [Sinh_l((—i’y — ng — ia)/4)67iwopcosy} ]
Entonces por (8.1.6) y por (5.2.21)

(8.1.7)

/:wN(%sD) TIOPCOST dry = — 2 ZRBS Ly, )] — ZRes (v, 0) 7l
r i=1 j=1
(8.1.8)

donde v; = vi(p,a) (1 = 1,2,..,N) y v = v(p,) (j = 1,2,..., M) son un conjunto
finito de puntos singulares, de las funciones fi(v,¢) y f2(7,¢), definidas en (8.1.7), res-
pectivamente, que se encuentran en el interior de I';.
Ya que sinh(y) = 0 <= v = inmn,n € Z, entonces los polos de las funciones son
determinados por (6.1.10) y (6.1.11)), para fi(v, ) y f2(7, @) respectivamente.
Ya que f(v) = g(7)/q(7), con g(7) y g(7) funciones analiticas en C(véase (8.1.7), donde
por ejemplo g(7, ) = e 0P y g(v, ) = sinh((—iy + i¢ —ia) /4)), entonces los residuos
estan dados por la expresion (6.1.12]).
También observemos que tanto 7, como 7, son todos valores reales, por ello necesitamos
los residuos de f1(7, @) v f2(7, @) en el intervalo (—m, ), que son los valores reales que se
encuentran dentro del contorno I'y, como lo muestra la Figura 7.
Utilizando (6.1.12)) y (8.1.7) tenemos:

Res [fi(v,¢), %] = 1iRes [sinh™'((—iy+ iy + i) /4)e "0rosT , ]

= - [cosh*l((_i% +ip + Z'Oé)/4>e—iwopcos'yn]
= —2i [cosh™ ((—i(p + @) /4 + i + ia) [4) e~ worcoslleta)/D)]
= -2 [Cosh_l(O)Q*WOPCOS((W&)/ZI)}

= —2ifercosm] | p € Z.
(8.1.9)
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Hagamos un andlisis de los polos por casos. Primero, para fi(, ¢) por (6.1.10)
Y € (4mn, (d4n+ 3)7), n € Z. (8.1.10)

I.n>1=~, ¢ (—m,7), dado que 7, > 47 Vn > 1 por (8.1.10).
II. n < -1 =, & (—m,m) dado que v, < —7 Vn < —1 por (8.1.10).

III. n =0 = v = ¢+ a = 7 € (0,3n), por (8.1.10). Ademds, para ¢ € (0,27) y
a € (0,m)
Y E(—m,m) <= T <pta<nr<=0<p<T—0, (8.1.11)

Y € (M3m)<=r<pta<dn<=rt—a<p<2r. (8.1.12)
De esta manera, por (8.1.9) y (8.1.11))

N
Z Res [fi(7, ), 7] = —2ie"™oresleta) g < <1 —a, a€(0,7). (8.1.13)
i=1

La condicién implica que v &€ (—m,m) simT—a < ¢ < 2wy a € (0,7), por lo
tanto estos valores de 7y no contribuyen al valor de la integral .

Ambos casos para 7y se representan de manera esquematica en la Figura 8, donde el valor
de vy que se encuentra fuera de I'y se denota por y.

Hagamos lo mismo para f5(¢, «). Utilizando (6.1.12)) y (8.1.7]) tenemos:

Res [fa(v, @), ] = %Res [sinh_l((—z"y + i — m)/4)e—iwopcosv7 %}

= —2i [cosh™ ((—inp + ip — i) /4)ewopeos ]
= —2i[cosh™((—i(p — @) /4 + itp — icx) /A) e~ 0p ol (=]
= -2 [cosh’l(O)e—iwopCOS((w—a)/zl)]

= -9 [e—inpCOS’yk] 7 kcZ.
(8.1.14)
Hagamos un andlisis de los polos por casos. Primero, para fs(7, @) por (6.1.11)

v € ((4k — 1V)m, (4k + 2)7), k € Z. (8.1.15)
I.k>1= . & (—m,7), dado que 74 > 37 Yk > 1 por (8.1.15)).

II. k < -1 = v & (—m,7) dado que v < =27 Vk < —1 por (8.1.15)).

III. k=0 = vy =¢—a = v € (—m,2m) por (8.1.15). Ademads, para ¢ € (0,27) y
ae€ (0,m)
Yo E(—mm) <= T<p—a<n<=0<p<T+a (8.1.16)

Yo E(M2M) <= T<p—a<2m<=n1+a<p<2m. (8.1.17)
De esta manera, por (8.1.14) y (8.1.16])

M
Z Res [fo(7, @), 1] = —2ie~oreosle=a) < o < w1+, a e (0,7). (8.1.18)
k=1
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La condicién implica que v & (—m,m) simT+a < ¢ < 2wy a € (0,7), por lo
tanto estos valores de 7 no contribuyen al valor de la integral .

Ambos casos para 7y se representan de manera esquematica en la Figura 9, donde el valor
de vy que se encuentra fuera de I'y se denota por #g.

Por lo tanto para tenemos los siguientes casos:

I. Usando (8.1.11) y (8.1.16]), tanto 7y dada por (6.1.10), como ~, dada por (6.1.11)
estan dentro del contorno I'y (véase Figura 10), entonces por (8.1.13]), (8.1.18)) y (8.1.8)

/3DN(’77 (p)e—iwopcosy d'Y — 47 [e—iwopcos(ga—a) . 6—iw0pcos(<p+a)} : 0 < po<T—a.

I8}

(8.1.19)

Sustituyendo (8.1.19) en (8.1.3)) obtenemos:

1 , . .
ADN('% 90) — E /3DN(/7,SO)€_MOPCOS’Y d,y+e—zwopcoa.(ap—a)_e—zwopcos(go+a)7 0 < < T—a.

' (8.1.20)

IT. Usando (8.1.12)) y (8.1.16]), vemos que solamente v, dada por (6.1.11)) estd dentro de
I'y (véase Figura 11), entonces por (8.1.18) y (8.1.8)

/5DN(% ©)e PSS (fy — ewopcosle=a) o < o< T+ a. (8.1.21)

Iy

Sustituyendo (8.1.21)) en (8.1.3)) obtenemos:

1 ) ) A
ADN('Y, ('0) = E /5DN(,7790)6—1L000C05"/ d’}/ + e—zw0PCoS(<P—04)7 T < (Y2 < m+a. (8122)
r

ITI. Usando (8.1.17) vemos que I'; no contiene ninguna singularidad (véase Figura 12),
por lo tanto, por el Teorema de Cauchy

/3DN(% ©)e WP dy =0 T4 a<p <2 (8.1.23)
I
De esta manera ({8.1.3)) da:
1 :
Apn(v,p) = In /3DN(% p)e WP dry T < p < 27 (8.1.24)
T

Tomando en cuenta (2.0.11)), (2.0.12)), (8.1.2) y las representaciones (8.1.20)), (8.1.22)) y
(8.1.24)) expresamos Apy en forma general como

ADN(p7 QO) = A?(p7 QO) + AgDN(p7 ()0) + AdDN(p7 90)7 NS (07 27T)7 o€ (07 27T)

Con lo que el Lema queda demostrado. B
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8.2. Decaimiento de la onda A ;py

Debemos demostrar que (8.1.2]) cumple la condicién (2.0.14)) cuando p — oo.

Haremos la demostracién para el contorno I'y (Véase Figura 13), que corresponde a la
parte superior derecha del contorno I' y para el contorno I'_ (Véase Figura 14) que co-
rresponde a la parte superior izquierda del contorno I' (Véase Figura 6), la demostracién

de que (8.1.2) cumple (2.0.14)) en el resto del contorno I' se hace de manera similar.
Lema 8.2.1.

/mv(% p)e 0P dyl — 0, p — 0. (8.2.25)

Ly

Demostracién. Consideremos I'; como en (6.2.30)) (Véase Figura 13). Esto implica

/‘3DN(%80)€MOPCOSW‘ d’YS/‘Z)DN(’YaSO)einpCOSW‘ d’Y+/|5DN(%<p)6i“’°”C°S”’| d,

Ty v N+
(8.2.26)
donde vT estd dado por (6.2.32) y v~ por (6.2.31)).
I. Hagamos primero la demostracién para «*. Tenemos
/’3DN('Y, QO)G_MO'OCOS’Y’ d”y S /Ce—wopcewz d’)/g (8.2.27)
~yt /2
Usando (|6.2.36)) tenemos
—wopce2 —wppc ¢ —mwopc/2
Ce dyy < | Ce 90PN dryg = e TworelE 0, p — o0, (8.2.28)
WopC
w/2 w/2 0P
por lo tanto
/ ‘3DN<’Y, go)e’mopcosw‘ dy — 0, p — 0. (8.2.29)
,Y+

IT. Ahora demostremos para el contorno v~. Por (6.2.39), considerando ¢ € (0,27) y
a € (0,7) tenemos que la funcién 3py (7, )e 0P es continua en todo I'y y por lo
tanto 3pn (7, @) es acotada en 4~ por ser un compacto. Ademés, usando (6.2.40)y (6.2.31))

w/2

/}ZmN(% @)e_iwopcos'y} dy < /Ce“"opSin(_W_“)Sinh(”) drys. (8.2.30)
v 0
Entonces
/2 /2 %
0 0 0
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En (8.2.31)) se usé (6.2.45]).

Por lo tanto

/06“0”0”3 dyo =C — 0, p — o0, (8.2.32)
CWop
0

implica que
/ on (7, )™ 0P| dy — 0, p — oo, (8.2.33)

o

Con los resultados (8.2.29) y (8.2.33)) tenemos que el Lema se demostré. W

Lema 8.2.2.

/ l3on (7, 9)e P dy — 0, p—r 00, p#Tta. (8.2.34)
I_

Demostracién. Consideremos I'_ como en (6.2.49)) (Véase figura 14). Esto implica

/‘3DN(77 p)eorees| d7£/‘3DN(77 p)eworeos| d7+/|5DN(% p)e 0P| dry,
r_ e

Y+
(8.2.35)
donde 7, estda dado por (6.2.51)) y v_ por ([6.2.50)).
I. Hagamos primero la demostracion para 7,. Tenemos
/ ‘3DN(7,<,0)6_W0”C°”{ dy < /C’e‘wopc672 drys (8.2.36)
Y+ /2
por (5.1.19) y (6.2.51)). Usando (6.2.36))
/C’e“opcew2 dys < /Ce“")”“’2 dys. (8.2.37)
w/2 w/2
Por lo tanto tenemos
— w0 PC - —wopC = C —Twopc/2
Ce 0P dryy = S e TOPE — 0, p — 00, (8.2.38)
WopC a2 WopC
/2
por lo tanto
/ l3on (7, ©)e 0P| dy — 0, p — 0. (8.2.39)
Y+
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IT. Ahora demostremos para el contorno «y_. Por (6.2.39) y considerando ¢ € (0,27) y
a € (0,7), tenemos que la funcién 3pn (7, @) es discontinua para

p+a=m,

- (8.2.40)

Por lo tanto, para |¢p — (1 —a)| > € >0, |p — (7 +a)| > € >0, por (6.2.40) tenemos

/2
/|3DN(’Y,<P)€WOPCOS'Y| d’y < /C((p)ewopsin(vz)sinh(’m) d%. (8.2.41)
Y- 0
Entonces
w/2 50
/C(Sp)e—wopsin(vz)sinh(w) dy, < C(gp)/e—wopmg ds. (8.2.42)
0

0
En (8.2.42) se uso6 ((6.2.45)).

Por lo tanto

/C((p)e“’op”% dvyy = C(y) — 0, p — 0, (8.2.43)

0

CWop

implica que

/ |3DN(’Y, w)efiwopcosﬂ dy — 0, p— 00, p#mw+a. (8.2.44)

Y—

Con los resultados (8.2.39) y (8.2.44)) el Lema queda demostrado. B

En las secciones anteriores encontramos las formulas explicitas de las soluciones para
Ap, Ay v Apn. A partir de los Lemas [6.1.1], [7.1.1] y [8.1.1] obtuvimos la descomposicién
de la solucién al problema de difraccion de Sommerfeld en un semiplano para las con-
diciones de frontera del tipo Dirichlet, Neumann y Dirichlet-Neumann respectivamente,
desarrollando la descomposicién de dicha solucién como una suma de la onda incidente,
reflejada y difractada en cada caso.

También se demostrd que la onda difractada para las condiciones del tipo DD, NN y DN
desaparece en el infinito, condicién que debe cumplir dicha onda segiin se establecié en el
planteamiento del problema en el capitulo 2.

Con esto hemos logrado cumplir la segunda parte importante del trabajo planteado para
esta tesis, demostrando que se cumple.

Finalmente, como se dijo en el capitulo 2, trataremos los casos limites para la onda inci-
dente, es decir, los casos en que el angulo de incidencia toma los valores « =0y o = 7.
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Capitulo 9

Solucion del problema de
Sommerfeld en un semiplano para el
caso a = ()

Consideremos primero el caso limite o = 0 para la onda incidente, en el precente
capitulo procederemos a formular el problema de difraccién para las diferentes condiciones
de frontera y a contunuacion determinaremos las féormulas explicitas de las soluciones
correspondientes a cada caso.

9.1. Planteamiento del problema

Ya que '
Ai(p,p,0) —> 7P — 0, (9.1.1)
de la ecuacién (2.0.4) tenemos
Aio(p, p) = e~ wopcose, wo, p > 0. (9.1.2)

(9.1.2)) serd la forma de nuestra onda plana incidente para el caso limite @ = 0 (véase
Figura 14).

WO

Figura 14. Onda incidente para a = 0
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Nuestro objetivo es encontrar las funciones Apg(z), Ano(z) v Apno que cumplan

{ . Z@;}‘ﬁ;f;j) _ 8 T €Q. (9.1.3)
{ - ;Z?:(%Of;) _ 8 z€Q. (9.1.4)

(A +wi)Apno(z) =0,
ADNo(l’l,.TQ + O) = 0, x € Q,xl > 0, (915)
OnApno(z1, 22 —0) =0,
donde 0,, es la derivada direccional con respecto a la normal exterior.
Estas soluciones admiten la descomposicion en la forma

Apo(z) = Ay (2) + Alpo(@) + Aapo(@),

Ano(r) = Afp() + Adyo () + Aano(), (9.1.6)
Apno(x) = A (x) + Apno(x) + Aapno(z),

donde,
Ajo(z) ¢ € (0,m)
0 o 0 ) 3
A% () = { 0 o (.2 (9.1.7)
0 40 Y 0 [ —emtworcse e (0, )
Arpo(®) = Aipno(7) = ahmo Anp(z) = { 0, o € (m,2m) (9.1.8)
B 0 B efiwopcosgo’ 90 c (0’ 7T)
Apwolz) = A% (z) = { 0 e (m.2m) (9.1.9)

Ademds, Agpo(z), Aano(z) vy Aapno(x) de (9.1.6) satisfacen (2.0.14)).

9.2. Soluciones del problema de Sommerfeld para las
condiciones en la frontera DD, NN y DN con
a = 0.

I. Primero, para las condiciones de frontera del tipo DD, considerando (5.1.4)) tenemos

3p0(7, ) = % [coth((—iy 4 ip + i) /4) — coth((—iy + i — i) /4)] = 0, (9.2.10)

esto implica, por (5.1.2)),
1 .
Apo(p, p) = P /31)0(% p)e T dry = 0. (9.2.11)
c

Por lo tanto, para las condiciones en la frontera del tipo DD, tenemos, para o = 0

Apo = 0. (9.2.12)
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Lo cual nos dice que para a = 0 y las condiciones en la frontera del tipo DD, la solucion
al problema de difraccién es la solucion trivial.

II. De igual manera, para las condiciones de frontera NN, por (5.1.3) y (5.1.5) consi-
derando a = 0 tenemos

Ano(p, ) = % /5No(%so)e‘“°”co” dy, ¢ €(0,2m), (9.2.13)
C
donde
3no(7, @) := — coth((—iy + ip)/4). (9.2.14)

Ahora bien, usando la descomposicién de Ay y considerando a = 0 por ([7.1.9), podemos
expresar la onda Apq en la suma de una onda incidente, reflejada y difractada con

Af (7, 0) = Aoy, @) = e7worees? o€ (0,7), (9.2.15)
1 |
Aano(v, ) = I /5No(%s0)€_zw°pcow dvy, ¢ € (0,7). (9.2.16)
T

Por lo tanto la solucién tiene la siguiente forma

Ano(p, p) = 2e7190PCS¢ e /3]\10(%90)6_’%”‘:0” dvy, ¢ € (0,m), (9.2.17)
T

que es la descomposicion de la solucién de nuestro problema de difracciéon para las con-
diciones de frontera del tipo NN en el intervalo ¢ € (0,7), donde T' es el contorno que
aparece en la Figura 6.

Mientras que considerando (9.1.7)), (9.1.9) y (7.1.13]) tenemos

Ap(7,9) = Alno(1:9) =0 v € (m,27), (9.2.18)
1 |
Aano(7,¢) = E/Z)No(% p)e P dy o € (T, 2m). (9.2.19)
r

Con estas expresiones obtenemos

1

Ano(p, p) = i / 3no(7, p)e P dy, € (m,2m). (9.2.20)

r
Que es la descomposicién de la solucién de nuestro problema de difraccién para las con-
diciones de frontera del tipo NN en el intervalo ¢ € (m, 27).

Es fécil verificar que Ayg satisface (9.1.4) usando (9.2.13) y que satisface (9.1.6) usando

(9-2.17) y (9.2.20), falta mostrar que la onda difractada (9.2.16) cumple (2.0.14).
Primero, consideremos que la funcién 3n¢(7, @) es continua en I'y, con ¢ € (0, 27), como

se sigue de (9.2.14) (véase Figura 13). Entonces, usando Lema para a = 0 temos

que

/5]\/0(% p)e PO dyl — 0, p —> oo. (9.2.21)
Ly
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y para el contorno I'_ consideremos que la funcién 3yo(7,¢) es continua para ¢ # ,

¢ € (0,27), como se sigue de (9.2.14]) (véase Figura 14). Por lo tanto usando Lema
para o = 0 vemos que

/ ‘51\70(77 w)e—iwopcosv| dfy — 07 Y — 00, 2 7é . (9222)
r—

De esta manera podemos concluir que efectivamente Agyq satisface (2.0.14)).

III. De manera similar, para el caso DN, considerando (}5.2.21)) para a = 0 obtenemos

1 1 1

== - =0

3pno(7,) = 5 Linh((—i’y+igo—|—m)/4) sinh((—m+w—m)/4)] e
(9.2.23)

esto implica, por (5.1.2)),
1 —1iwQgp COS
Apno(p, ) = in /wm(%w)e 0PeST dry = 0. (9.2.24)
C

Por lo tanto, para las condiciones en la frontera del tipo DN, tenemos, para a = 0
Apno = 0. (9.2.25)

Lo cual nos dice que para a = 0 y las condiciones en la frontera del tipo DN, la soluciéon
al problema de difraccién es la solucion trivial.
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Solucién del problema de
Sommerfeld en un semiplano para el
caso o =T

10.1. Planteamiento del problema

De la ecuacion ([2.0.4) para o = m tenemos
Am(P, ()0) — e—iwopCOS(W—ﬂ') — eiWOPCOSS@’ NS (O, 27T) (1011)

que ahora sera la amplitud de nuestra onda plana incidente (véase Figura 15).

Ai7r WO

Figura 15. Onda incidente para o = 7

Nuestro objetivo es encontrar las funciones Ap,(z), An-(z) vy Apyr que cumplan

{ o Z@ﬁiﬁﬁ? - 8 TE€Q. (10.1.2)
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{ (A +w})An<(z) =0, (10.1.3)

Oy Ane(@)wo =0,  TEE

(A +wi)Apnr(x) = 0,
ADNW(ZL‘l,ZEQ + 0) =0, xr e Q,.CEl > 0. (1014)
5nADN7r(331> Ty — O) =0,

donde 0,, es la derivada direccional con respecto a la normal exterior.
Estas soluciones admiten la descomposicién en la forma

Apn() = AL () + A%y (1) + Aupe(2),
Anr(z) = A% (z) + A%, (z) + Agnx (), (10.1.5)

Apnr(z) = AY () + AVp o () + Aapnx (),

donde, por (2.0.11)) para o = 7
AD(2) = Aix(2), ¢ € (0,2m). (10.1.6)

Por (2.0.12)) para o = 7
A () =0, e (0,2m). (10.1.7)

También, por (2.0.13) para o = 7

Ay () =0, ¢€(0,2m). (10.1.8)
Finalmente, por (2.0.12)) para a = 7

A% na(2) =0, € (0,2m). (10.1.9)

Es decir, para las condiciones de frontera de DD, NN y DN no existe onda reflejada en el
caso limite o = 7.

También, en (10.1.5)) Aypr(z), Aan=(z) v Aapn=(x) satisfacen (2.0.14)).

10.2. Soluciones del problema de Sommerfeld para
las condiciones en la frontera DD, NN y DN
con o =1

I. Primero, para las condiciones en la frontera del tipo DD, por (5.1.2) y (5.1.4)

tenemos, para &« = T

1 , .
Apx(p, ) = yy /3Dﬂ(7,g0)e_zw°pcow dvy, ¢ € (0,2m), (10.2.10)
c
donde,
1
30x (7, 9) = = [coth((—iy +ip +im)/4) — coth((—iy +ip —im)/4)] . (10.2.11)

2
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Ahora bien, utilizando la descomposicién de Ap dada en (6.1.26)) para o = m podemos
expresar Ap, en la suma de una onda incidente, reflejada y difractada con

Aje(7, ) = e0rese, v € (0,2m), (10.2.12)
Alp(1,9) =0, ¢ € (0,2m), (10.2.13)
1 .
Aapr(7,¢) = E/zmw(% ple P dy, € (0,2). (10.2.14)
r

De esta manera obtenemos la descomposiciéon

Apr(p, p) = 0P ? 1 P /3DF(7,<,0)6_W0"°°” dvy, ¢ €(0,2m). (10.2.15)
T

Es facil verificar que Ap, satisface ((10.1.2]) usando ((10.1.6)) y que satisface ((10.1.5)) usando

(10.2.15)). Falta mostrar que la onda difractada (10.2.14jcumple (2.0.14)).
Considerando av = 7 en (6.1.10]) y (6.1.11]) tenemos

Y —m=—vy+4nm,

o4 = — + dnr, n e Z. (10.2.16)
Para v = 7 tenemos
p =4nm,
o —27(2n — 1), n € 2. (10.2.17)

Como ¢ € (0,27) vemos que estos puntos singulares no se alcanzansan para ningin valor
de n.
Para 7 = —7 tenemos

v =2m(2n+1),

o dnn neZ. (10.2.18)

Como ¢ € (0,27) vemos que estos puntos singulares tampoco se alcanzan para ningin
valor de n.

Por lo tanto, de ((10.2.17) y (10.2.18]), vemos que la funcién 3p.(7, ¢) es continua en todo
I'. Con estos resultados, usando Lema [6.2.1| para @ = 7 tenemos

/zmw(% p)e P dy| — 0, p — 00, (10.2.19)
Ty

Y de manera similar usando Lema [6.2.2| para a = 7

/5D7r(7, @)e WOPsY gl —5 0, p—> oo. (10.2.20)

r_

De esta manera concluimos que Agp, satisface (2.0.14)).
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IT. De igual manera, sustituyendo o = 7 en ({5.1.5)), por (5.1.3)), tenemos para las condi-
ciones de frontera NN

1 ,
Ann(p, ) = 1~ /5Nﬂ(%so)e‘w°”“’” d, (10.2.21)
c
donde
1
3na (7, @) = = [coth((—iy + ip +im)/4) + coth((—iy + ip —im)/4)]. (10.2.22)

2

Por lo tanto, usando el resultado (7.1.11)) y considerando o = m podemos descomponer
esta solucién en la suma de una onda incidente, reflejada y difractada con

Al (7, ) = eorese, p € (0,2m), (10.2.23)
Ana(1,9) = 0, ¢ € (0,2m), (10.2.24)
1 .
Aanx(7,¢) = E/am(%sf))e‘“"”’cm dvy, ¢ €(0,2m), (10.2.25)
1N

Con lo que obtenemos la solucién

) 1 )
Ax(p, ) = 0P ¥ 4 — /3N,r(’y, Q)e I 0PST gy o e (0,2r). (10.2.26)
m
T

Es facil verificar que A, satisface ((10.1.3)) usando ((10.1.6)) y que satisface (10.1.5)) usando
(10.2.26)). Falta mostrar que la onda difractada ({10.2.25)cumple (2.0.14)).

Considerando (10.2.17)) y (10.2.18)), vemos que la funcién 3y, (7, ¢) también es continua
en todo I'. Con estos resultados, usando Lema para o = 7w tenemos

/5NW(% Q)e oPCsT gyl 5 (0, p — 00. (10.2.27)

Ly

Y de manera similar usando Lema para a =

/5Nn(% Q)e P dyl — (0, p — o0. (10.2.28)

r_

Con estos dos resultados podemos concluir que efectivamente Agn, también satisface
(12.0.14]).

ITI. De manera similar, para el caso DN, por (5.2.20) y (5.2.21)) para a« = 7

1

Apn(p, ) = - /C 3oN=(7, p)e P dy, (10.2.29)
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donde

1 1 1

3pwa(7,9) = 2 |sinh((—iy + i@ +im)/4)  sinh((—iy + ip — im)/4) | (10.2.:30)

Finalmente, usando (8.1.22)) y considerando o = 7 podemos descomponer esta solucion
en la suma de una onda incidente, reflejada y difractada con

A?ﬂ("}’, ()0) — eiwol)cosw’ ) c (O, 27T), (10231)
Alpna(7:0) =0, ¢ € (0,2m), (10.2.32)
1 .
Adpn=(7,9) = / 3oNx(7, p)e” P dy, € (0,2m). (10.2.33)
T

Obteniendo la solucién

Apnr(p, p) = e0PCsP 4 - /Z)DNw(% p)e WP dry - p e (0,2m). (10.2.34)
r

Es féacil verificar que Apy, satisface (|10.1.4]) usando (|10.1.6) y que satisface (10.1.5)

usando (|10.2.34)). Falta mostrar que la onda difractada (10.2.33)cumple (2.0.14)).
Considerando ((10.2.17)) y (10.2.18)), vemos que la funcién 3pn-(7, ¢) también es continua

en todo I'. Con estos resultados, usando Lema [8.2.1) para @ = 7 tenemos

/3DNW(7, ©)eWPOST | 5 0, p — o0. (10.2.35)

Ty

Y de manera similar usando Lema [8.2.2| para a = 7

/5DNW(7, @)e OPSY dnl —5 0, p —> oo. (10.2.36)

r_

De esta manera podemos concluir que efectivamente A,pn, satisface (2.0.14)).
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Capitulo 11

Conclusiones

En esta tesis analizamos la solucién de Sommerfeld para la difraccién estacionaria en
un semiplano. Consideramos tres casos para las condiciones de frontera del tipo:

I. Dirichlet. Las soluciones para las condiciones de frontera del tipo DD, se expresan
en (6.1.24)), (6.1.26]) y (6.1.28) correspondientes a la Zona I, Zona II y Zona III, respec-
tivamente (véase Figura 2), en estds soluciones podemos apreciar que efectivamente se
descomponen en la suma de la onda incidente, reflejada y difractada.

II. Neumann. Las soluciones para las condiciones de frontera del tipo NN, se expresan en
(7.1.9), (7.1.11)) y (7.1.13) correspondientes a la Zona I, Zona II y Zona III, respectiva-
mente (véase Figura 2), en estds soluciones podemos apreciar que efectivamente, también
en este caso, se descomponen en la suma de la onda incidente, reflejada y difractada.

I1I. Dirichlet-Neumann. Las soluciones para las condiciones de frontera del problema
mixto DN, se expresan en (8.1.20)), (8.1.22) y (8.1.24]) correspondientes a la Zona I, Zona
IT y Zona III, respectivamente (véase Figura 2), en estas soluciones podemos apreciar que
efectivamente, también en este caso, se descomponen en la suma de la onda incidente,
reflejada y difractada.

IV. En las Secciones 9 y 10 de la tesis, incluimos la solucién a los casos limites para
la onda incidente, correspondiente a los valores @« =0y a = 7.
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Apéndice A

A.1. Desigualdad de la integral de Sommerfeld
Lema A.1.1.
Vn>0 y ¢>0 dc¢>0,k>0 tales que eMe " < ke ¢ > 0. (A.1.1)

Demostracion. Consideremos el cociente,

nt ,—cet
€€ — l nt—cet+cyet
ke—ciet k :
Notemos que, V.o > 0,n > 0
at
e
— —» 00 ,t—>o00.
(&
En efecto,
eat
’ € , at . at
hm — hm e(e nt) — ehmt*)oo(e nt)’ 00
t—o0 ent t—o0

dado que e®"™ — +o00, t — +00. De aqui,

nt _et(c1—c)

1
Ee e — 0 para ¢ <c¢, t—> 00.

Por lo tanto, ({A.1.1)) se cumple para ¢; < ¢y k suficientemente grande.ll

A.2. Demostraciéon del Lema [3.0.6

Consideremos la expresion (3.0.15)), donde v — +00, de la cual obtenemos,

Bn(ﬁ)/) = ‘em/Q o eiw/2|” - ev2/2 ‘ei'y1/2/e’yz — 6“/1/2‘”’
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de aqui es claro que

Bu(v) — 0,79 — 400,

con lo que demostramos (3.0.16]).

A.3. Cambio de contorno de integracion

Supongamos que tenemos un contorno I' y una funcién f(5), que es analitica en una
vecindad V, de I', donde

V.:={B eC|dist(8,T) < ¢} (A.3.2)

Ademas, supongamos que
[ #6125, (A3.3)
r

converge y también, |f(B)] < Ce %, |B8] > R, B € V.. Entonces por el Teorema de
Cauchy

/f )dp = f(ﬂ)dﬁ, la| <e. (A.3.4)

A.4. Demostracién del Teorema 4.0.1

La funcién 3) cumple la ecuacion de Helmholtz dado que,

(A+w0)€—zwopcos(ﬁ+w) — %(f%[pape—zwopcos(ﬁ—i—w)] _|_#aie—iwopcos(ﬂ—i—w)+w§e—iwopcos(ﬁ+w)

— e iwopcos(B+y) [ COS(B + w) + wo COos (6 + w)}

4 o~ iwop cos(B+1) [ COS(ﬁ + Zp) — wo sin (6 + w)]]

+ w(Q)e_ZWOPCOS(ﬁ‘HP)

= —LemiorcosBH) cos (3 4 1)) + Wemiwor s cos(§ + )

)
—wleiwop cos(B+) [0082(5 + 1) + sin?(B + w)}

+ o wRetpeos(Bi) — ()
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A.5. Calculo de 0,An

Por Lema podemos escribir:

An(p, ) = L / [coth((—iry + i + i) /4) + coth((—iy + ip — ic) /4)] e 0P (.

47 I
(A.5.5)
Por lo tanto, la derivada parcial respecto de ¢ viene dada por

a<,014N <p7 W) -
1

1 ), [0, (coth((—ivy + i + i) /4)) + 0, (coth((—iy + ip — i) /4))] 0P .

(A.5.6)

Tenemos que
! [1—coth?((—iy+ip+ia)/4)] = —icsch2((—i7+ig0+m)/4).
(A.5.7)

0, coth((—iy+ip+ia)/4) =

A~ |

De la misma manera

0, coth((—iy+ip—ia)/4) = %[1—coth2((—i’y+i<p—ia)/4)] = —icsehQ((—z”y—l—w—ia)/ll),
(A.5.8)
esto implica

a<,0A’4N <p7 @) =
1

167 C

Por lo tanto, para la primera condicién de frontera en ((5.3.28]),

[esch?((—iy + i + i) /4) + csch?((—iy + ip — ia) /4)] e 7P dy. (A.5.9)

h/mga—mf agaAN (pa 90) =

T 16m . [CSChQ((_W +ia) /4) + csch?((—iy — ia)/4)] e~i0POSY Gy (A.5.10)

Finalmente,

dpAn(p,0) = [esch?((—iy + icr) /4) + csch?((—iy — i) /4)] e70P<sT gy,

(A.5.11)

167 Je
Para la segunda condicién:
Hm(p—>27r+0 agoAN(pv SD) =

?

-l [esch?((—ivy 4 2mi + i) /4) + csch?((—iy 4 2mi — i) /4)] e P 7 doy.
T Je

(A.5.12)
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De igual manera que en el caso anterior obtenemos:

agoAN (p> 27?) -
- % [esch?((—ivy 4 2mi + i) /4) + csch?((—iy 4 2mi — i) /4)] e 0P 7 doy.
T Je
(A.5.13)
A.6. Funciones hiperbdlicas
Lema A.6.1. Sea z € C, entonces se cumplen las identidades:
cosh(z 4 im/2) = isinh(z), (A.6.14)
sinh(z + i7/2) = i cosh(z), (A.6.15)
coth(z + im/2) = tanh(z). (A.6.16)
csch(z +im/2) = —isech(z). (A.6.17)
Demostracion. Para la primera ecuaciéon
z+im/2 —(2+im/2) in/2 2 —im/2 —z
cosh(z+i7r/2):e te e ‘
2 2
I 7sinh z.
2
Para la segunda
z4in/2 _ —(z+iw/2) iT/2,2 _ —im/2,—2
sinh(z 4 in/2) = ¢ ‘ i ‘
2 2
_rede 1 cosh z.
2
Usando los dos resultados anteriores
h /2 ) sinh
coth(z +im/2) = cosh(z + im/2) _ isinh2 = tanh 2. (A.6.18)

sinh(z +47/2)  dcoshz
Finalmente, para la tltima expresién en Lema tenemos
1 2

csch(z +im/2) = sinh(z + im/2) T emtin/2 _ g—letin/2

2 2

eim/20% _ p—iT/[2p—% - ie? + je—*

—27 —1
e +e7*  cosh(z) isech(2)
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A.7. Calculo de 0;ADN

Consideremos Apy como en ([5.2.20)), entonces tenemos

8 ADN p, /8 5DN P, P —iwop cosy d’)/, (A719)
donde
1 1 1
2 _ 192 — A7.2
elson(p, @)l = 39, Linh((—m+w+z‘a)/4) Sh((—i +ip —dayjy |- AT20)
Considerando

O, sinh ™ (=i + ip + i) /4) = —isinh (=47 + i + i) /4) cosh((—i7y + ip + ia) /4),
D, sinh ™ ((—iy +ip — i) /4) = —isinh ™ ((—i7y + ip — ia)/4) cosh((—iy + ip — i) /4),

(A.7.21)
obtenemos que el valor para la segunda derivada de sinh ™" ((—ivy + iy +ia)/4) respecto a

© es

.1 . . . R . . . 2 . . .
92 sinh™ ((—iy +ip +ia)/4) = —2sinh™°((—iy + ip + i) /4) cosh®((—iy + i@ + ia)/4)
—sinh ™' ((—iy +ip + i) /4),
-1 . . . . 1 —-3 . . . 2 . . .
9% sinh ™ ((—iy +ip —ia)/4) = —2sinh™>((—iy +ip — ia)/4) cosh®((—iy + ip — ic) /4)
—sinh ™! ((—iy +ip — ia)/4).
Usando (|A.7.21)) tenemos

—1iwop COS Y
e d,

i cosh((—iy +ip +ia)/4)  cosh((—iy +ip —ia)/4)
9 Ann(p:2) = 8 Je Linhz((—z’y +ip +ia)/4)  sinh?((—iy 4 i@ — ia)/4)
(A.7.22)

y finalmente, por (A.7.22)) tenemos

52 Apx(p. ) = — 1 [QCoshZ((—i’y +ip+ia)/4)  2cosh’((—iy +ip —ia)/4)
® ) -

87 Jo | sinh®((—ivy + ip +ia)/4)  sinh?®((—iy + ip — ia)/4)
N 1 - 1
sinh((—iy 4+ ip +ia)/4)  sinh((—iy +ip —ia)/4)

e~ iwopcosy d’)/
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