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Abstract

In this work we consider the Korteweg-de Vries equation (KdV) which represents a
differential equation in partial derivatives of nonlinear third order. The KdV equation
has several notable aspects, for example, it has traveling wave type solutions known as
solitons. Despite being a non-linear equation, the KdV equation is equivalent to two
linear equations, one of which is the stationary Schrodinger equation and the other is
the evolution equation. For the solution of the KdV equation, two problems are solved:
direct and inverse. The direct problem solution considers the search for certain asympto-
tic solutions called Jost solutions from the Schrodinger equation. The inverse problem
considers the problem of finding a potential that depends on time as a parameter, which
is obtained through the Marchenko equation.

Our work focuses on the exact solutions of the KdV equation (these solutions are obtai-
ned for the case when the reflection coefficient is zero) using the ABC method consisting
of the use of three matrices through which the solution of the problem posed is found.

In this work we will show some examples that allow us to see the effectiveness of the
ABC method.

Keywords: Korteweg-de Vries equation, inverse scattering transform, exact solutions
to the KdV equation, ABC method.
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Resumen

En el presente trabajo consideramos la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) que
representa una ecuacién diferencial en derivadas parciales de tercer orden no lineal. La
ecuaciéon KdV tiene varios aspectos notables, por ejemplo, posee soluciones tipo onda
viajera conocidos como solitones. A pesar de ser una ecuacién no lineal, la ecuacién KdV
es equivalente a dos ecuaciones lineales, una de las cuales es la ecuacién de Schrédinger
estacionaria y la otra es la ecuacién de evolucién. Para la solucién de la ecuacién KdV
se resuelven dos problemas: directo e inverso. La solucion del problema directo considera
la bisqueda de ciertas soluciones asintéticas llamadas soluciones de Jost de la ecuacién
de Schrodinger. El problema inverso considera el problema de hallar un potencial que
depende del tiempo como parametro, que se obtiene mediante la ecuacién de Marchenko.
Nuestro trabajo se enfoca en las soluciones exactas de la ecuacién KdV (estas soluciones
se obtienen para el caso cuando el coeficiente de reflexién es cero) utilizando el método
ABC que consta de la utilizacién de tres matrices mediante las cuales se halla la solucion
del problema planteado. En este trabajo mostraremos algunos ejemplos que permitan
ver la eficacia del método ABC.

Palabras clave: Ecuacién de Korteweg-de Vries, transformaciéon de dispersion inversa,
soluciones exactas a la ecuacién de KdV, método ABC.
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Introduccion

Antecedentes

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV) es una ecuacién diferencial parcial no lineal
que modela la propagacién de ondas de agua en canales largos, estrechos y poco profun-
dos, fue formulada en el afio de 1895 por los cientifificos holandeces Diederik Johannes
Korteweg y Gustav de Vries. La KdV generalmente se escribe en la forma

u — 6uly + Uger =0, xR, ¢ >0,

donde los subindices denotan derivadas parciales. El término w,;, causa dispersion,
en general, dando como resultado la ampliacién espacial de una onda inicial u(x,0) a
medida que pasa el tiempo. Ademads de sus soluciones que muestran un comportamiento
no lineal y dispersivo, la KdV también posee algunas soluciones especiales, conocidas
como soluciones de ondas solitarias o solitones. Una soluciéon de solitén conserva su
forma en el tiempo y se mueve hacia la derecha.

El ingeniero escocés John Scott Russell (1808-1882) fue el primero en observar una
onda de agua solitaria, que tuvo lugar en 1834 en el Canal de la Unién entre Edimburgo
y Glasgow, unos 60 anos antes de la formulacién de la KdV. Desafortunadamente, la
importancia de su descubrimiento no fue entendida por sus contemporaneos. La ecua-
cion de KdV permanecio latente durante mucho tiempo hasta que Kruskal y Zabusky
la redescubrieron en 1965 por el problema de Fermi-Pasta-Ulam sobre la conductividad
térmica finita en sélidos. Kruskal y Zabusky realizaron experimentos numeéricos y en-
contraron evidencia numérica de las ondas solitarias observadas por Scott Russell, que
Kruskal y Zabusky denominaron “solitones”. El descubrimiento fundamental realizado
por Gardner, Greene, Kruskal y Miura en 1967 es que si u(x, t) es una solucién a la ecua-
cién de KdV, entonces el espectro de Schrodinger con potencial dependiente del tiempo
u(z,0) es independiente del tiempo, y ademds, la evolucién temporal de los datos de
dispersion, es decir, el coeficiente de reflexién y transmision, es una ecuacién diferencial
lineal simple. Esto dio paso a un método de solucién, hoy en dia llamado método de
dispersion inversa, o método espectral inverso, para clases de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales.
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Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es describir de manera entendible para estudiantes de licen-
ciatura la solucién de la ecuaciéon KdV mediante el método de la transformaciéon de
dispersion inversa. Otro objetivo es formular un texto auto contenido apoyado por ejem-
plos desde el punto de vista matematico. El presente trabajo posee informacién primaria
que puede ser utilizada en trabajos posteriores en el area de los problemas inversos de
ecuaciones integrables.

Desde el punto de vista técnico esta tesis tiene el objetivo de difundir el método del
ABC que consiste en la aplicacién de tres matrices para la construccién de soluciones
exactas de la ecuacion KdV. Cabe mencionar que este método ha sido utilizado en otras
ecuaciones integrables tales como la ecuacién de Schrodinger no lineal, la ecuacion de
Dirac y ecuaciones integrables que dependen de un pardmetro.

Planteamiento del problema

El problema que consideramos es el siguiente: Sea dada la ecuacion de Korteweg-de

Vries 5
ou ou 0°u
— —6u— +—==0 R, t>0
ot oz o ) TER 120

con la condicién inicial
u(z,0) = up(x).

a) Hallar la solucién de la ecuacién de KAV, u(zx,t) para ¢t > 0. En particular, hallar
soluciones exactas.

b) Determinar una relacién explicita entre el potencial de la ecuacién de Schrodinger
correspondiente y sus datos de dispersién.

c) Caracterizar en términos de la triada de matrices (A, B, C) la solucién exacta de
la ecuacién de KdV.

d) Construir ejemplos de solitones o soluciones exactas para diferentes triadas (A, B, C).

Metodologia

El método que vamos a utilizar se basa en la transformacion de dispersion inversa.
La idea es que cada ecuacion diferencial parcial no lineal integrable estd asociada a una
ecuacion diferencial lineal, donde la solucién u(z,t) de la ecuacion diferencial parcial no
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lineal aparece como un coeficiente en la ecuacién diferencial lineal correspondiente. En
el caso de la ecuacion KdV, esta estd relacionada con la ecuacién diferencial lineal

2
—%1/1(1’, k) + U(wvt)w(l’a k) = k2¢($, k), zeR (1)

la cual es conocida como la ecuacién de Schrodinger y u(z,t) es usualmente llamado
el potencial. Mediante un andlisis espectal de la ecuacién (1) se construyen los datos
de dispersion S(k,t). El problema de determinar S(k,0) a partir de u(z,t) para todos
los valores de x se conoce como problema de dispersion directa para la ecuacion de
Schrodinger. Por otro lado, el problema de determinar w(z,t) a partir de S(k,t) se
conoce como el problema de dispersion inversa para la ecuacion de Schrodinger.

El método de la transformacién de dispersion inversa se muestra en el siguiente
diagrama:

Dispersién directa

u(zx,0) S(k,0)
solucion KdVl lTiempo de evolucién
u(x’ t) Dispersién inversa S(k‘, t)

(i) Resolver el problema de dispersién directa correspondiente para la ecuacién de
Schrodinger en ¢ = 0, es decir, determinar los datos de dispersién iniciales S(k,0)
a partir de la condicién inicial u(x,0).

(ii) Calcular el tiempo de evolucién de los datos de dispersién S(k,0) — S(k,t).

(iii) Resolver el problema de dispersién inversa correspondiente para la ecuacién de
Schrodinger en t-fijo, es decir, determinar el potencial u(z,t) a partir de los datos
de dispersién S(k,t).

Resolver el problema inverso utilizando la ecuacion integral de Marchenko,

[e.e]
K(z,y,t) + Qx4+ y,t) +/ dzK(z,z,t)Qz +y,t) =0, z<uy.
€T
La ecuacién integral de Marchenko es una ecuacion integral lineal asociada con los datos
de dispersién a través de una transformada de Fourier. Para encontrar una determinada
solucién, usamos la relacién entre la evolucién temporal del nicleo de Marchenko, Q(x +
y,t) y u(x,t). Larelacién entre el niicleo de la ecuacién de Marchenko y la transformacién
de dispersion inversa se puede visualizar en el siguiente diagrama:
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u(x, 0) Dispersién directa S(kﬁ, O) Transformada de Fourier Q(I‘, O)

| | |

Dispersién inversa Transformada inversa de Fourier
u(z,t) S(k,t) Q(x,t)

Usando el nicleo de Marchenko en una forma separable, escrita en términos de una
triada de matrices (A, B, C'), podemos encontrar una relacién simple entre K(x,z,t) y
u(z,t). A través de la relacién entre K (x,z,t) y u(x,t) finalmente podemos obtener una
férmula de solucién general para u(x,t) en términos de la triada de matrices (A, B, C).
Con esta férmula de solucién, podemos elegir entre una gran clase de tripletes de matrices
constantes (A, B, ') para producir una solucién exacta de la ecuaciéon KdV.

Contribuciones de la tesis

La contribucién principal de esta tesis es dar una versiéon bésica y clara con ejemplos
de la solucion de la ecuacion de KdV mediante el método de la transformacion de dis-
persiéon inversa. Cabe mencionar que para un buen entendimiento de la presente tesis es
necesario aplicar conocimientos de las siguientes areas: Variable compleja, ecuaciones di-
ferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, teoria de matrices
y principios de la teoria de dispersion. Finalmente hacemos notar que la presente tesis
tiene varios ejemplos de soluciones exactas de la KAV (ver Capitulo 4).

Organizacién de la tesis

La presente tesis estd organizada de la siguiente manera. El capitulo 1 es una in-
troduccion sobre el descubrimiento de la ecuacién KdV y sus principales propiedades.
En el capitulo 2 consideramos las soluciones de Jost y las soluciones de estado acotado
de la ecuacién de Schrodinger (2.9) e introducimos los coeficientes de dispersion y sus
propiedades importantes. Asi como también presentamos el método de Marchenko para
resolver el problema de dispersion inverso para la ecuacién de Schrodinger. En el capitulo
3 abordamos el problema del valor inicial de la ecuacién KdV y vemos como este puede
ser resuelto con ayuda de la transformacion de dispersion inversa. Describimos el método
Lax e ilustramos como se relaciona la ecuacién KdV con la ecuacion de Schrodinger. Fi-
nalmente, en el capitulo 4 introducimos la solucién exacta de la ecuacién KdV mediante
el método ABC y presentamos algunos ejemplos que ilustran el método.



Capitulo 1

La ecuacion de Korteweg-de Vries
o KdV

1.1. Solitones: Antecedentes historicos

Las ondas solitarias o, como se conocen ahora, “solitones” fueron observadas por pri-
mera vez por J. Scott Russell en 1834 (Russell, 1844) mientras cabalgaba a caballo junto
al estrecho Canal de la Unién cerca de Edimburgo, Escocia. Describié sus observaciones
de la siguiente manera:

Estaba observando el movimiento de un bote que fue arrastrado rdpidamente a lo largo
de un estrecho canal por un par de caballos, cuando el bote se detuvo repentinamente, no
asi la masa de agua en el canal que habia puesto en movimiento; se acumulo alrededor
de la proa de la embarcacion en un estado de violenta agitacion, entonces de repente
dejandolo atrds, avanzd a gran velocidad, asumiendo la forma de una gran elevacion
solitaria, un monton de agua redondeada, lisa y bien definida, que continud su curso a
lo largo del canal aparentemente sin cambio de forma o disminucion de velocidad. Lo
sequi a caballo y lo adelanté aun rodando a una velocidad de unas ocho o nueve millas
por hora, conservando su figura original de unos treinta pies de largo y un pie a un pie
y medio de altura. Su altura disminuyd gradualmente, y después de una persecucion de
una o dos millas, la perdi en los devanados del canal. Asi, en el mes de agosto de 1834,
fue mi primera entrevista casual con ese fendmeno raro y hermoso que he llamado la
Onda de la Traslacion...

Posteriormente, Russell llevé a cabo experimentos en un tanque de ondas de labora-
torio para estudiar este fenémeno con mas cuidado. Mas tarde llamé a la onda solitaria
“la gran onda primaria de traslacion”. El trabajo de Russell sobre la onda de traslacién
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fue el primer estudio detallado de estas ondas localizadas. Entre los resultados de Russell
se incluyen los siguientes:

e observé ondas solitarias, que son ondas largas y de aguas someras de forma per-
manente, por lo que dedujo que existen;

e la velocidad de propagacion, ¢, de una onda solitaria en un canal de profundidad
uniforme h viene dada por ¢ = g(h + a), donde a es la amplitud maxima de
la onda, h es el nivel medio por encima de un fondo rigido y ¢ es la constante

gravitacional.
A
n(x,t)
—_—
|9
a
o e e e
i
0 X

Figura 1.1: Onda solitaria.

Los resultados de Russell provocaron discusion y controversia. Airy, un conocido di-
namista de fluidos, crefa que la onda de traslacién de Russell era un fenémeno lineal
(Airy, 1845). Las investigaciones posteriores de Joseph Boussinesq (1871) y Lord Ray-
leigh (1876) confirmaron las predicciones de Russell. De las ecuaciones de movimiento
de un fluido no viscoso, incompresible, con una superficie libre, se derivé el resultado
c? = g(h + a), y también se mostré que la onda solitaria tiene un perfil dado por

4h%(h + a)
3a ’

donde 7 es la altura de la onda por encima del nivel medio h para cualquier a > 0.

n(z,t) = asech?[B(x — ct)], B 2=

1.1.1. Ecuacion de Korteweg-de Vries

En 1895 los cientificos holandeses Diedrik Korteweg y Gustav de Vries derivaron una
ecuacién de evolucion no lineal que gobierna ondas superficiales largas, unidimensionales
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y de pequenia amplitud que se propagan en aguas poco profundas. Esta ecuacién explico
el fenémeno observado por J. S. Russell. En su forma original, la ecuacién tiene la
siguiente formas:

om 3 [g0 (1, 3 1 0% 1.5 Th

or_ 92 Jj9 Y (X 2 —o— |, =_h®— —, 1.1

ot 2\/;(99: <277 TRt ) =g (1.1)
donde 7 es la elevacion de la superficie de la onda por encima del nivel de equilibrio A, «
es una pequena constante arbitraria relacionada con el movimiento uniforme del liquido,

g es la constante de aceleracion de la gravedad, T la tensién superficial y p la densidad
del agua.

La ecuacién (1.1) puede ser escrita es una forma més simple usado la transformacién

2 203 2
T I

De donde obtenemos

’uT — 6uu§ + Ugge = 0, (1.2)

donde los subindices denotan derivadas parciales. El factor 6 en el segundo término es
elegido por conveniencia, y puede ser reescalado a través de la transformacién u — Su.

El término ., describe la evolucién temporal de la onda que se propaga en una direc-
cién. Por lo tanto, (1.2) es una ecuacién de evolucién. El término no lineal 6uue explica
el empinamiento de la onda, y el término dispersivo lineal u¢ee describe la propagacién
de dicha onda.

Casi 60 anos después de los descubrimientos de Korteweg y de Vries, Enrico Fer-
mi, John Pasta y Stan Ulam (FPU) estaban estudiando la conductividad térmica de
los sélidos. Modelaron el sélido como una cadena unidimensional de masas conectadas
por resortes débilmente no lineales. En el caso de resortes lineales, la energia en cada
modo normal del sistema permanece constante. FPU esperaba que la introducciéon de la
no linealidad condujera a una distribucién uniforme de la energia entre los modos nor-
males. Sin embargo, los resultados de los experimentos numéricos realizados por FPU
contradecian esta hipotesis.

En 1965, Zabusky y Kruskal explicaron el rompecabezas de Fermi-Pasta-Ulam en
términos de soluciones de ondas solitarias de la ecuacién de KdV. En su analisis numérico
observaron “pulsos de onda solitaria”, denominaron a esos pulsos “solitones” debido a
su comportamiento similar a las particulas, y observaron que dichos pulsos interactian
entre si de manera no lineal, pero que surgen de interacciones no afectadas en tamano o
forma, excepto por algunos cambios de fase. Tales interacciones inusuales entre solitones
generaron mucha emocién, pero en ese momento nadie sabia como resolver el problema
de valor inicial para la ecuacién de KdV, excepto numéricamente.
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Poco después de este descubrimiento, Gardner, Greene, Kruskal y Miura (1967),
(1974) fueron pioneros en un nuevo método de la fisica matematica. Especificamente,
dieron un método de solucién para la ecuacion de KdV haciendo uso de las ideas de
dispersion directa e inversa. En 1968 Lax generalizé considerablemente estas ideas.

DIEDERIK JOHANNES KORTEWEG (1848-1941), hijo

de un juez de la ciudad de Hertogenbosch en la parte sur

de los Paises Bajos comenzé su carrera en la Universidad

Tecnolégica de Delft. Preparé un doctorado bajo la su-

pervisién de J. D. Van der Waals, quien mas tarde obtuvo

el Premio Novel, y fue uno de los fisicos mas brillantes de
| este periodo holandés particularmente notable. Su trabajo
de tesis se titulé “Sobre la propagacién de ondas en tu-
bos elasticos”. Fue el primer doctor de la Universidad de
Amsterdam, a la que recientemente se le habia otorgado
la capacidad de otorgar este titulo. Tres anos més tarde
gané la primera Céatedra de Matematicas de esta Universi-
dad, la que acup6 durante 40 anos. Trabajé en problemas
de termodinamica, mecanica de fluidos y mecénica clésica,
aun colaborando con J. D Van der Waals, pero también con J.K. Van’t Hoff. También
hizo notables contribuciones en matematicas puras sobre ecuaciones algebraicas con co-
eficiente real y sobre las propiedades de superficies cerca de puntos singulares.

|

Junto con su estudiante de doctorado, GUSTAV
DE VRIES (1866-1934), confirmé que las declaracio-
nes de Airy y Stokes sobre la observacion de Rus-
sell no eran correctas e introdujo la nueva ecuacién
que ahora lleva sus nombres. Sus soluciones periédi-
cas derivaron utilizando funciones elipticas, pero tam-
bién mostraron cémo los solitones podian obtenerse
en el limite de longitud de onda larga. Aunque ca-
lificaron esta ecuacién como “muy importante”, no
publicaron nada sobre este tema. G. de Vries pu-
blic6 dos articulos sobre ciclones. Luego se casé con
una profesora de literatura y francés y se convir-
ti6 en profesor en una escuela secundaria de Haar-
lem.
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Analisis preliminar de la ecuacién KdV

En esta seccién realizaremos un analisis preliminar de la ecuacion de Korteweg-de
Vries en términos de su parte no lineal y su parte dispersiva.

La parte dispersiva de la ecuacion KdV, esta dada por la expresién

’uq— + ugee = 0, (1.3)
mientras que la parte no lineal esta dada por
’uT — Guug :O.‘ (1.4)

Ma3és adelante demostraremos que existe un balance entre la parte dispersiva y la parte
no lineal de la ecuacién KdV. Para este anédlisis requerimos recordar algunas nociones
bésicas de la ecuacién de onda y de la transformada de Fourier.

1.2. Ondas dispersivas

En esta seccién recordaremos algunas propiedades basicas sobre ondas lineales, ta-
les como dispersién, nimero de onda y frecuencia, para ello comencemos definiendo la
ecuacién de onda.

La ecuaciéon de onda clasica que describe una onda que se propaga con velocidad
constante, ¢, es dada por la siguiente ecuacién en derivadas parciales

0%u
ﬁ = CzAU, (15)
donde A = V? = (5—;2 + 8%22 + 88—;2) es el operador laplaciano. En una dimensién,
1 2 3

la ecuacién (1.5) modela la altura de una cuerda pulsada en funcién del espacio y el
tiempo. Mas especificamente, la ecuacion de onda unidimensional estd dada por

*u 0%
— =" =—.
ot? Ox?

Haciendo el cambio de variable n = © — ¢t y € = x + ¢t y sustituyendo en la ecuacion
(1.6), encontramos

(1.6)

82
u 0.
32y
integrando dos veces esta igualdad, tenemos que la solucién general de la ecuacién (1.6)
es de la forma

u=f(n)+9(&), (1.7)
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donde f y g son funciones abitrarias. Fisicamente, f y g representan ondas que se mueven
con velocidad constante ¢ y sin cambio de forma a lo largo del eje x.

La ecuacién (1.7) se conoce como la solucién de D’Alembert de la ecuacién de onda
en una dimensién. Si tomanos la ecuacién (1.6) y factorizamos en consecuencia tenemos

9 ION(O L ON, (2 _ 29N, _,
ot or)\ot T ) T \ar T a2 T

La ecuacion lineal de onda mas simple es
ur + cu, = 0,

y su solucién es u(z,t) = f(n) = f(x — ct) que representa una onda que se mueve en la
direccién del eje x positivo, con velocidad constante ¢ y sin cambio de forma.

La onda lineal més elemental solucién de la ecuacién (1.6) es la onda plana o arméni-
ca, cuya forma es

w(z,t) = Aelkr=wt) (1.8)

donde A, k y w son constantes, k es el nimero de onda y se relaciona con la longitud de
onda A\, por k = 27” = %, w es la frecuencia angular y A es la amplitud. La frecuencia
angular y el nimero de onda tienen la relacién de dispersion w = ck. En general, la
relacién de dispersién es una expresién de la forma w = w(k).

En la propagacién unidimensional de ondas, tenemos

ei(kxfwt) _ eik(szt)’
que representa una onda viajera con velocidad de onda ¢ = % Si la velocidad depende
realmente del niimero de onda, entonces ondas con diferentes longitudes se mueven con
distinta velocidad. Luego un problema de dispersién de ondas es dispersivo si la velocidad
de onda depende del niimero de de onda y, en particular, si la velocidad de onda no es
constante. En consecuencia, un problema es no dispersivo, si % = cte, o lo que es lo
mismo, w(k) = cte x k.

Otros términos importantes en esta teoria son los de velocidad de fase y velocidad
de grupo, esto es, la velocidad de fase de una onda de la forma u(z,t) = f(kx — wt), con
k y w constantes, se define por la constante

y la velocidad de grupo de un bloque o paquete de ondas se define por la relacion

_dw

Cg = %
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Notemos que para el caso que estamos tratando, se tiene

w ck dw
Cr = —=—=C=—7] =20

L™ k dk 9
es decir, tenemos una relacién no dispersiva. Asi, un problema unidimencional de onda
es dispersivo si % + cte, véase [2], [16].

1.3. Balance entre la parte no linealidad y la parte disper-
siva de la ecuacién KdV

La existencia de una onda solitaria estable como solucién de la ecuacion de Korteweg-
de Vries es una consecuencia de la cancelacién de efectos causados por la no-linealidad
y la dispersiéon. En lo que sigue, estudiaremos tales efectos. Para ello andlizamos por
separado lo que ocurre cuando eliminamos el término no lineal y el término dispersivo.

(i) La ecuacién de Korteweg-de Vries linealizada estda dada por

g + Ugee = 0,  u(z,0) = f(z) € LY(R). (1.9)

Sustituyendo u(x,t) = ¢/**=“Y en la primera ecuacién de (1.9), obtenemos la
relacion de dispersion

w(k) = —k3.

Notemos que la relacién de dispersién es no lineal entre la frecuencia w y el niimero
de onda k. De las expresiones para las velocidades de fase y grupo tenemos

w 9 dw 9
cp=—=—k — = —3k" =¢,,
Pk Y dk 9
por lo tanto w es real y ‘é—",: = —3k? # cte, lo cual significa que (1.9) es una ecuacién

dispersiva. Es decir, la onda cambia su forma a medida que se propaga. Observemos
ademds que ¢4 < ¢p.

Ahora, resolvemos la ecuacién (1.9) mediante el método de la transformada de
Fourier. El procedimiento se ilustra es el siguiente esquema:

u (1'7 0) Transformada de Fourier Qi ( k‘, 0)

lw(k) Relacién de dispersién

Transformada inversa de Fourier .
u(k,t)

u(x,t)

Figura 1.2: Ilustracién del método de la transformada de Fourier.
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Recordemos que la transformada de Fourier para la funcién u(z,t) (ver Apéndice)

es definida como
o0

Flu(k,t)] = / u(x,t) e”* do = a(k,t). (1.10)
Aplicando la transformada de Fourier a (1.9),
Flug(x,t)] = / ug(x,t) e~ dg = 8875 / u(z,t) e do = dy(k, t)
Fluggs(x,t)] = / Ugzn (2, 1) e~ do = (ik)>a(k, t).
Entonces la ecuacién (1.9) toma la forma
g (k, z) = ik*u(k, z).
Por lo tanto, -
a(k,t) = a(k,0) e, (1.11)
donde ~
i(k.0) = f(b) = [ fl)e e
—00
Luego, aplicando la transformada inversa de Fourier a (1.11), obtenemos la siguien-
te solucion

u(z, t) = % / F(k) ik tE) g, (1.12)

Consideremos ahora la ecuacién no lineal
ut +cuuy =0, €#0, (1.13)
que puede ser resuelta por el método de las caracteristicas. Buscamos curvas
x = x(s), t =t(s); (1.14)
tales que
u(s) = u(z(s), 1(s))
sea constante a lo largo de tales curvas. Por lo tanto

du dz dt dx dt d(z — eut)
0= = Up— + Ut— = Uy — EUUy— = Up————

T ds  Tds ds ds ds ds
lo que significa que las caracteristicas son las rectas
x — eut = cte. (1.15)
Por lo tanto la solucion general se puede escribir en forma implicita como
u= f(x — eut), (1.16)

donde f es una funcién arbitraria tal que

u(z,0) = f(z).
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Ello significa que cada punto de la curva f(z) viaja con una velocidad igual a su altura.
Los puntos maés altos viajan a mayor velocidad que los més bajos. En consecuencia la
curva se estrecha y distorsiona. Por lo tanto, podemos decir que la no linealidad de la
ecuacion conduce a un cambio en la forma de propagacién de la onda y a una ruptura
de la propia onda.

En el caso de la ecuacién KdV, estos efectos se equilibran entre si de forma que este
equilibrio permite que las soluciones de onda se propaguen sin cambiar su forma. Este
equilibrio es una propiedad fundamental de las soluciones del tipo soliton que admite
ecuaciéon KdV.

Dispersion

/\
t=0 t>0 \

El equilibrio lleva a

No linealidad /

IS

t>»0

Solitén

Figura 1.3: Equilibrio entre la no linealidad y la dispersién.

1.4. Solucién onda viajera de la ecuaciéon KdV

Estudiaremos ahora las soluciones onda viajera o solitéon que admite la ecuacion KdV
up — 6ulty + Ugpy = 0,  u = u(z,t). (1.17)

Definiciéon 1.1. Una onda viajera es una perturbacion que se propaga con velocidad
constante y con forma “fija” (no se deforma, el medio es no dispersivo).

Definicién 1.2. [10] Una solucion de onda solitaria de una ecuacion diferencial parcial
Au(z,u,t) =0,

donde t € R, x € R son variables temporales y espaciales, y u € R es la variable
dependiente, es una solucion de la forma

u(x,t) = v(x — ct) = v(§). (1.18)
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cuya transicion es de un estado asintético constante como & — —oo a (posiblemente)
otro estado asintdtico constante como & — 400.

Para obtener soluciones de onda viajera asumimos que la solucién de la ecuacién (1.17)
es una funcién de la forma (1.18). Sustituyendo la solucién de prueba (1.18) en (1.17)
nos lleva a la ecuaciéon diferencial ordinaria

dv dv  d%v

e —Br— 4+ —— =0 1.19
Cdf Ud{ + aE3 , ( )
o equivalentemente
d ,  d*v
dfg <CU —3v + df2) =0. (120)
Integrando (1.20), obtenemos
d*v
2 _
—Cf—SU +d7€2 = (121)

d
donde « es la constante de integracién. Multiplicando (1.21) por d—z para obtener una

ecuacién de primer orden para v, es decir,

dv odv  d*vdv dv

—cv— =W —=+ = = a—.
cvd€ vd§+d§2d§ oad§
De donde
—cvdv — 3v3dv + @dv = adv
gz ’
Integrando ambos lados, obtenemos
1 (dv\?
—gvz—v3+§ <dz> = av+ B, (1.22)
donde (8 es una segunda constante de integracién. Ya que estamos interesados en solu-

. . [ . . 2
ciones solitén, que estan localizadas, requerimos que v, z—z, % — 0 cuando £ — Fo0.

Fisicamente, esto es equivalente a considerar que en una zona muy alejada de la per-
turbacion tanto la funcién como las derivadas de ésta se anulan. De esto se sigue que
a= =0,y por lo tanto (1.22) puede ser escrita como

(Zg)z = v%(c+ 2v). (1.23)

. . (dv? .
Podemos ver que una solucién real existe solo si d> > 0, es decir, si ¢+ 2v > 0. Por

separacién de variables podemos escribir a (1.23) como sigue

/v\/cd:ﬁ :i/dg. (1.24)
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Realizando la sustitucién c
T 2 cosh? 6’

llegamos a la igualdad

do

-2 [ —=4 | dE£. 1.25

T (1.25)

De donde tenemos la solucién
c

v = _2(3osh2 %(5 - $0),

aqui z¢ es una constante de integraciéon. Recordando que u(x,t) = v(z — ct), obtenemos

la solucién final
c
2 cosh? %(:v —ct — xp)

- _g sech? [‘f(m —ct — wo)] :

u(x,t) =

(1.26)

La solucién solitén (1.26) contiene dos constantes arbitrarias, ¢ y xg. La constante zg
determina la posicién del solitén en t = 0. Ademds de ser la velocidad de propagacién,
c determina la amplitud del soliton, los solitones mas altos son mas estrechos y viajan
mas rapido. Aunque la solucién (1.26) existe para todos ¢ > 0, es solo hasta un cierto
valor de ¢ que la ecuacién. (1.26) es vélido como una aproximacién de una onda de agua.
Representamos la solucién en una grafica (Fig 1.4), para valores de ¢ = 1, 29 = 0 y

t = 1[0,10].

Figura 1.4: Solucién onda viajera con ¢ =1, 2o = 0 en ¢t = [0, 10].




Capitulo 2

Ecuacion de Schrodinger

La ecuacién de Schrodinger, desarrollada por el fisico austriaco Erwin Schrodinger (1887-
1961) en 1925, es de gran importancia en la teoria de la mecdnica cudntica; donde
desempena un papel andlogo a la segunda ley de Newton (F' = ma) de la mecénica
clasica. La ecuacién de Schrodinger es una ecuacién que describe la evolucién temporal
de una particula subatémica de naturaleza no relativista en términos de la funcién de
onda W(x,t).

La ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo para la funcién de onda ¥(x,t)
tiene la forma

0 h? 02
ih—¥(z,t) = ————-=
"ot (%) 2m Ox?
Aqui V(x) es la funcién potencial de interaccién, / es la constante de Planck reducida

(h=h/2m, h ~6.62 x 1073*J x s), y m es la masa de la particula.

U(x,t) + V(z)¥(z,t). (2.1)

Fisicamente, |¥(z,t)|2, donde ¥(z, ) es la solucién de la ecuacién de Schrodinger, es
interpretada como la densidad de probabilidad de encontrar una particula en la posicién x
al tiempo t. Para establecer la unidad de probabilidad ¥(x,t) debe satisfacer la condicién
de normalizacién siguiente

/ U (z,t)2dz = 1.

Asumimos que el potencial V(z) pertenece a Li(R). Donde, Li(R) denota la clase de
potenciales medibles tales que

/Oo (14 [2))[V(2)] < co. (2.2)

—0o0

Esta clase de potenciales se llama clase de Faddeev en honor al fisico y matematico
soviético Ludvig Faddeev (1934-2017).

16
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Podemos observar que la ecuacién de Schrodinger (2.1) es una ecuacién diferencial
lineal de primer orden en el tiempo. Por lo tanto, podemos resolver dicha ecuacién
mediante el método de separacién de variables como vemos a continuacion.

Sea
U(z,t) =P(x)T'(t). (2.3)
Reemplazando (2.3) en (2.1), tenemos
2
)T (1) = 4" (@I (1) + V(20 ()T (), (2.4)

dividiendo (2.4) entre ¥T', tenemos

ST )
()~ 2m ()

+ V(x) (2.5)

ya que la parte izquierda depende solamente de la variable t, y la parte derecha depende
de z, entonces

L TI(t)
h =A 2.6
? T(t) Y ( )
h2 w//@,)
_ 1% =\ 2.7
V(@) (2.7
La solucién de (2.6) es T(t) = e~/ Usualmente la tltima igualdad se escribe como
T(t) _ e—iwt
donde
LA
=%

Por otro lado, la ecuacién (2.7) reescrita como

2
@) 4V (@)(a) = M) (28)

se llama ecuacién estacionaria de Schrodinger. Generalmente la ecuacion estacionaria de
Schrodinger se escribe como

—"(2) + V(2)Y(z) = K>y (x). (2.9)

La ecuacién (2.9) tiene dos tipos de soluciones; a saber, soluciones de dispersién y solu-
ciones de estados acotados.

(1) Las soluciones de dispersién son aquellas que consisten en combinaciones lineales
de e’** y e=% cuando x — +00, y ocurren para k € R\{0}, es decir, para valores

de k reales distintos de cero. Estas soluciones son acotadas para x — t+oc.
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(2) Las soluciones de estado acotado ocurren para k = ik, k > 0. En general existe
una solucién que decrece exponencialmente para x — 0o y crece exponencialmente
para x — —oo y otra que decrece para x — —o0 y crece para x — 0o. Nos interesan
soluciones que decrezcan para x — £00. Tales soluciones se llaman estados ligados.

Si el potencial V (x) es tal que
V(z) -0, para xz — $oo, (2.10)

entonces para el andlisis de las soluciones de (2.9) con potencial del tipo (2.10), se estudia
la siguiente ecuacion

—"(x) = k*(z), (2.11)

conocida como la ecuaciéon no dependiente de Schrodinger. La solucién general de la
ecuacion (2.11) tiene la forma

o

Y(z) = ce*® 4 deike (2.12)
donde ¢ y d son dos constantes arbitrarias.

Tomando en cuenta (2.10) las soluciones de (2.9) para x — +oo tienen la siguiente
forma

cy e +dy e 4+o(1), x — 400

() = {c_ etk 1 _ etk +o(1), z— —© (2.13)

donde (2.13) significa que

lm ) (x) — c; e —d, e =,
T—00

lim (z) — c_ e*® —d_e ™" = (.
Tr—00

2.1. Soluciones de Jost de la ecuacion de Schrodinger

En esta seccién definimos las soluciones de Jost o soluciones de dispersién de (2.9),
es decir, las soluciones proporcionales a las funciones e**% cuando z — 400 0  — —00.

1 ~ L(k)
(k) Ti(k)
llama solucién de Jost por la izquierda, se denota como f;(k,x):

Sien (2.13) cy =1,dy =0, c_ =

la solucién de ¥ (z) de (2.13) se

etke T — +00
fl(k’x) = 1 zkz+L(k) otk

. (2.14)
Ti(k) Ti(k) ’

Tr — —0OQ.
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1
De manera anéloga, si en (2.13) c. =0,d_- =1, ¢4 = Tk dy = ) la funcién
R(k) ikx ikx
ko) =T, ¢ w0 T (2.15)
et r— —00

se llama solucion de Jost por la derecha.

En (2.14) y (2.15), &k € R\{0}, R(k) es el coeficiente de reflexién por la derecha
mientras que L(k) es el coeficiente de reflexién por la zquierda; Tj(k) y T, (k) son los
coeficientes de transmisién por la izquierda y por la derecha respectivamente.

La solucion de Jost por la izquierda, fij(k,x), y la solucién Jost por la derecha,
fr(k,x), satisfacen las condiciones de contorno respectivas

e fi(k,x) =1+ o(1),

e ke fl(k,x) =ik +o(1), x — +oo, (2.16)
ek £ (k,z) =1+ o(1),
ke 1 (k,x) = —ik 4+ 0(1), x — —oo, (2.17)

donde la prima denota la derivada con respecto a la coordenada espacial x. Cuando
x — Foo, respectivamente fi(k,x) y fr(k,x) son asintéticas a sumas de exponenciales

filk,z) = T bc) etk +% e kT 10(1), = — —oo, (2.18)
folke,z) = Tik) e ke 4 7}3((2 e*® 10(1), z — +oo. (2.19)

La interpretacién fisica de fj(k,x) vy f-(k,x) es la siguiente:

La solucién Tj(k) f;(k,z) describe una onda plana e**? enviada desde —oo, transmi-
tiendo Tj(k) e*** a 400 y reflejando L(k)e % a —oo. De manera similar, T}.(k) f.(k, x)

describe la dispersién desde +oo.
Para establecer las propiedades de las soluciones de Jost, es conveniente expresar las
soluciones de (2.9) en forma de ecuaciones integrales

Lema 2.1. La ecuacion de Schrodinger (2.9) tiene soluciones unicas i = fr(k,z) y

v = fi(k,x), que satisfacen las ecuaciones integrales

* sin(k(z —
k

) = etes [* SOy ) ay, (221)

frlk, ) = e — / D)y () s (k,y) dy, (2.20)

T
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Demostracion. Sea(k,x) = f(k,x), reescribimos la ecuacién de Schrédinger (2.9) como
f”(k,.ill') +k2f(k‘,$) :g(k,x), con g(k,:r) = V(l’)f(k’,.%’) (222)

Es decir, vemos a (2.9) como una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea.
La solucién homogénea f,(k,z) de (2.22) es de la forma

fh(k, x) = etk +co etk

Basados en la variacién de pardmetros, buscamos la solucién particular f,(k, z) de (2.22)
en la forma
folkyx) = c1(x) €*® feg(x) e,

lo que lleva a
f;,(k:, r) = (c|(z) etk +ch(x) e_ikm) + (ikci(x) otk —ikea(x) e_ikm).

Ahora requerimos que A ‘
(c)(z) ™ +ch(z) e ™) = 0, (2.23)

consecuentemente

! (k, ) =(ikey (z) e —ikea(z) e H®) = (ikd) (z) e —ikc)y(x) e~*)

p
— (KPe1(z) ™ + ko (w) e F7).
Entonces, podemos escribir

o (k,x) + K2 £, (k, ) =(ikc) (x) e —ikcy(x) e™H) — (k2cy () e +E%co(x) e=7)
+ k(c1(z) €™ ey (z) ) = g(k, ).

Por lo tanto, ‘ ‘
ikd) (x) e —ikch(x) e = g(k, x). (2.24)

De (2.23) y (2.24) tenemos el siguiente sistema
() -0
iketkr  —ike~ke | \ ch(x) g

dx)y 1 —ike kT _ gk /() 1 —e itk g

De donde,
> 1 ik(z—y) 1 —ik(z—y)
fo(k, @) = %k © 9(k,y) dy + ok © g(k,y) dy
> sin(k(z —
= / Wg(k,y) dy.
—0o0
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La solucién general de la ecuacién (2.22) es

* sin(k(z - y))

k) dy.
Z g(k,y) dy

flk,z) = fu(k,x) + fp(k,x) = c1 €% fege™ e +/

—00

Cuando z — oo, ¢ = 0 y tomando ¢; = 1, tenemos

ok, 2) = ok _/OO Sin(k(Z_y))g(k’y) dy.

Similarmente, cuando x — —o0, ¢; = 0 y tomando ¢s = 1, obtenemos

ik, ) = e—ikmr/_x Sin(k(;;_y))g(k,y) dy.

Del siguiente teorema obtenemos una desigualdad importante.

Teorema 2.2. Asumimos que el potencial V es una funcion integrable de valor real.
Sea k € C, Imk > 0, k # 0. Entonces la ecuacion integral de Schrédinger para xr —
oo tiene una unica solucion fr(k,xz) que es continuamente diferenciable y satisface las

estimaciones
1 (o)
P | V(y)ldy ) —1

e (7 [T Ivlay) - 1‘.

Ademds, la ecuacion integral de Schridinger para x — —oo tiene una unica solucion
fi(k,x) que es continuamente diferenciable y satisface las estimaciones

exp (Vil /_;\V(y)!dy) - 1‘
esxp <|}€| / :W(y)rdy) - 1].

Demostracion. Las ecuaciones integrales de Schrodinger son ecuaciones integrales de
tipo Volterra. Una forma estdndar de encontrar una solucién para ecuaciones integrales
de este tipo es mediante iteraciones sucesivas. Sea fy(k,z) = e~ y definimos

fr(k?,l') . eikx <

fr(k, )

. ikx
— ke’
dx

< |k‘| e—xlmk

‘fl(/ﬂ,l‘) _ e—ik:c < e:r:Imk

k .
fl( ,l‘) —i—z’kem < |k‘ex1mk
dz

fun == [ =Dy 5 g) . a0
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Poniendo my, (k, x) := e~ f, (k,z), de manera que m,, es definida inductivamente por
mO(kax) =1y

o () = — [ I o)y )y

oo eik:(x—y) _ e—ik’(a:—y) o
-/ S RV () dy

© 1 : .
:/ (0D )V (g)ma (k) dy, 0> 0.
Ya que

‘ 1 ; 1 A
(ko — ) €07] = 52 (1 = HH072) = 21— 202,

notamos que
|(1 o e2ik(y—ac))‘ <14 e—2(y—:c) Imk ]

Sea k = kg + iky, entonces
(1 — e2k—2))| = |1 — 2i(kR+ik1)(y—x)’
=1- 2i(kr(y—a)+ikr(y— x))|
=1- e2sz(y—r)—2k1(y—x)|
<141— eQikR(y—x)—QkI(y—x)’
=1+e 2kly—2) <1 paray >x y kr > 0.

Por lo tanto, suponiendo que k; > 0 encontramos

L[> ik (y—
s ()| < i [ tsintz =) 0V )l
<71 | Wl ksl

1 [ _ R(x)

o

mak, )| < ,,1| Vel = i [ VIR,

y entonces tenemos por inducién en n la estimacién |my, (k, )| < (‘ k(\n)n)' , donde

Ra) = [ 1wy < LV@ldy = Vi,

Notamos que R es una funcién acotada decreciente continua, que es casi en todas partes
diferenciable por el teorema de diferenciacién de Lebesgue [4, Teorema 6.1.4]. De hecho,
para n = 0 esta desigualdad es valida ya que mo(z) =1, y

y)" 1 /R““ (R(2))™+!
[mn1(k, 7) |k|/ |k|" VYT Ry T T ki 1 1)
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poniendo s = R(y), entonces ds = —|V (y)|dy y el intervalo [0, co) es mapeado a [0, R(x)],
ya que R es decreciente.

Entonces la serie Y 7 my,(k, x) converge uniformemente, y también lo hace la serie
Yoo fu(k,x), para K > 0. La serie > °  fo(k, ) da una solucién a la ecuacién de
Schrodinger en oo, y esta solucién la denotamos por f,.(k,x). Entonces

| fr (e, ) —e™7] < i!fn(k,x)! < e i!mn(kw)\ < e ™ exp(R(z)/|k])~1] =0, = — o0

n=1 n=1

para k € C fijo con k # 0, kr > 0.

Notemos que my € C*°(R) para toda k € C, y ya que la integrales que definen m,(x)
en términos de m,_1 convergen absolutamente para k; > 0 vemos que cada m,, esta al
menos en C'!(R). Consecuentemente, f, € C1(R), y

d@;( )=- /;O cos(k(z —y))V (y) fuly) dy = — /;O cos(k(z — 1)) ™V (y)ma(y) dy.

Ahora usando

4 1 .
|cos(k(z — y)) Y| = |e”m|§\1 + k=) | < k1

para y > x, k; > 0, obtenemos

st ] _ yats [ B N (O A il (.5
Lot et [ Wlimatoldn < et [T G gy - S HOLE,

De esto se sigue que la serie Y Cg“( ) converge uniformemente en un subconjunto

compacto de R, entonces es una funcién continua y f.(k,z) € C'(R). Encontramos para
kr>0

fr(k LL’ ikx . dfn .- e_ﬂﬁ (R(:E))n _ —xk
A 2 )| S X = tar = e (exp(A@)/ ) -1
la cual tiende a cero cuando x — oo. O

Como las ecuaciones integrales (2.20), (2.21) son invariantes dajo el cambio k — —k,
tenemos, para cualquier k real o complejo

fil=k,x) = fi(k,z), fr(—k,z)= fr(k,2)
fiy fr son funciones pares de k.

Observacion 2.1. Ya que V(x) es real entonces, para x € R, fi(k,z) y fr(k,x) satis-
facen las siguientes igualdades

fi(=K"2) = flk,z)",  fr(=K",2) = fr(k, @)%,

donde el x denota conjugacion compleja.
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Corolario 2.3. Para cada x fijo, las soluciones fi(k,z) y f(k, ) tienen una extencion

dek € R a k € CT de tal manera que son analiticas en C* y continuas en Ct.

Donde Ct

={k:Imk >0} y Ct :=CrUR.

Las estimaciones del Teorema 2.2 pueden mejorarse si imponemos méas condiciones
sobre el potencial V (z), como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.

(a) Asumimos que el potencial V (z) es de valor real y que

Jr(1+]z)|V (2)|de < oo, es decir, V € L1(R) . Entonces para k € C con Imk > 0,

e~ Im kx o)

rk7 _Z]CJ? <C
o) = < O |

(L+ [V ()]t

Im kx T

. e
|filk,z) —e ™| < C

1+ ||V (2)|dt,
Tl R0l

donde C' es una constante que solo depende del Potencial V (z).

(2.25)

(2.26)

(b) De estos dltimos limites, vemos que el comportamiento asintdtico de fi(k,z) y

fr(k,x)

estd dado por
filk,z) = etk <1 + O <;>> , k— 4+ooenCH,

fr(k,x) = et (1 +0 <]1€>> , k— 4ooenCT.

La demostracién de este teorema se puede ver en [4].

2.1.1. Coeficientes de dispersiéon

Sean ¢ (z)

funciones ¢ (z

’) ¥ (z) como
()

W (z), §(x)] := det ( o) z,i”;i) .

El Wronskiano satisface las siguientes propiedades:

W (@), ¥(2)] = W[y ()

P
Wlery(x), catp(x)] = creaW (),

con ¢, ¢y constantes arbitrarias.

(2.27)

(2.28)

(x) soluciones de la ecuacién (2.9). Definimos el Wronskiano W de las
y
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Lema 2.5. Las soluciones de Jost fi(k,z) y fr(k,x) de la ecuacion de Schrédinger (2.9)
son linealmente independientes para k # 0 real.

Demostracion. De la condicién asintética (2.16), obtenemos el Wronskiano
W[fl(kv .%'), fl(_k7 l‘)] = fl(ka x)fl,(_kv 33') - fl/(k7 x)fl(_ka .Z‘)
_ eikx(_ik, ef'ikm> _ (Zk eikx) efikx
= —2ik
que es diferente de cero para k # 0. Del mismo modo, para f,(k,z) de (2.17) obtenemos
W(fr(k,x), fr(—k,2)] = fr(k,x) fr(=k,2) = fi(k,2) fr (=K, x)
— e—ik;r(ik; eika:) _ (—ik: e—ikz) eikx
= 2ik # 0.

O

Puesto que f;(k,z) y f.(k,x) para cada k € CT \{0} fijo son linealmente indepen-
dientes. Entonces, estas soluciones forman una base para la ecuacion de Schrodinger. Asi,
cada solucién de la ecuacién de Schrédinger para cada k € R\{0} fijo se puede expresar
como una combinacién lineal de fi(k,z) y f.(k,x) de la siguiente forma

fil=k,x) = c1(k) fr(k, z) + c2(k) fu(k, z), (2:29)
fr(_k7x) = CB(k)fr(k7$) + C4(k)fl(k7x)' (2'30)

Proposicién 2.6. Los coeficientes en (2.29)-(2.30) estan relacionados con los coeficien-
tes de dispersion de la siguiente manera

ca=T.(k), c2=—-R(k), c3=—-L(k), ca=Tk).

Demostracién. Cuando x — 400, de (2.16) y (2.19) en (2.29), obtenemos

T T

efikx[l + 0(1)] =c1(k) otk +o(1)| + ca(k) elk:p[l + 0(1)]

Comparando los coeficientes en ambos lados de la igualdad anterior, tenemos

+cy = 0.

por lo tanto,
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Similarmente cuando x — —oo, de (2.17) y (2.18) en (2.30), tenemos
U ike L(F)

—ikx
Tl(k)e +Tl(k)e +o(1)],

™1+ o(1)] = e3(k) e [1 + o(1)] + ca(k)

y entonces

I L(k)
qm—l, 03+C4Tl(k)
Por lo tanto,
=Ty e = et = T L)
Asi, (2.29) y (2.30) son dadas por
fl(_kv ZL‘) = Tr(k)fr(k:7 l’) - R(k)fl(ka iL‘), (2'31)
fr(=k,x) = =L(k) fr (k, ©) + Ty (k) fu(k, ). (2.32)

Lema 2.7. Para k € R\{0}, las siguientes relaciones se satisfacen
T,(—k) = T,(k)*, R(—k) = R(k)*, L(—k)=L(k)*, Ty(—k) =Tk)*. (2.33)
Ademds tenemos que

Ty (R)[? + | L(k)[? = 1 = [T, (k)]* + | R(K) .

Demostracion. Ya que fi(k,x)* = fi(=k,x) y fr-(k,z)* = f.(—k,x), entonces (2.33) se
sigue de (2.31) y (2.32).

Usando (2.31) calculamos
—2ik = W[fi(k, ), fi( =k, )]
= W[TT(_k)fT(_k7x) - R(_k)fl(_k? w)vTr(k)fT(ka l’) - R(k)fl(kvx)]
= T (=K) ()W (fr(=k, z), fr(k, 2)] = R(=F)R(E)W[fi(=k, x), fi(k, z)]
— k(T (R + [R(K)P),

por lo tanto, 1 = |T'(k)|?> + |R(k)|?>. De manera similar se demuestra la otra relacién
usando (2.32). O

Tomando el wronskiano en (2.31)-(2.32) y usando el hecho de que W|f, f] = 0,
obtenemos

Wlfi(—k,), £, (k, )] = WL, (k) f, (k, 2) = R(R) ik, ), £,
= T, (k) W{fo (k. ), f, (k7)) — R(k)
WUk, 2). fr (k)
Wik, ), (k2]

(k, )]
[ l ku JJ), f?"(ka 1")]

R(k) = (2.34)
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2ik = W[fl(_k7x>7fl(kax)] = W[TT(k)fTvax) - R(k)fl(kaw)7fl(k7x)]
= Tr(k)w[fr<k7 x)v fl(k7 $)] - R(k)W[fl(k7x)7 fl(k7x)]

21k
L0 = S k). ke )] (2.35)

Similarmente, encontramos

“2ik = Wf(~k,2), fy (k,2)] = WTi(k) fulk, @) — L(k) o (k,z), f(k, 2)]
=Ti(k)W[fi(k,x), fr(k z)] — L(k)W | [fr(F, ), fr(k, )]
-2k 21k (2.36)

) = i) £ k] ~ W G Ak )]

W[fr(_kvx)vfl(kvgc)] = W[Tl(k)fl(kvgc) - L(k)fr(kvx)vfl(kvx)]
= T’l(k)W[fl(kvx)v fl(kv $)] - L(k)W[fr(k’i)a fl(k’x)]
W[f,,«(—/{?,l'),fl(k,l’)] (2'37)

L(k) = - W(f.(k,x), fi(k,z)]

Observacion 2.2. De (2.35) y (2.36) tenemos que los coeficientes de transmision por
la derecha e izquierda son iguales, es decir,

Por lo tanto, en lo que sigue usaremos simplemente T'(k) para referirnos al coeficiente
de transmision.
Los coeficientes de transmision y reflexion pueden escribirse como integrales que involu-

cran la funcién potencial V(z) y las soluciones de Jost.

Proposicién 2.8. Asumimos que V(x) es continuo y satisface las condiciones del Teo-
rema 2.2, entonces para k € R\{0},

T(lk) “si ). ek V() £ (k, z) da, (2.38)
R(k) 1 ik
e %/R‘ak V() fi(k,z) do (2.39)
L k) 1 —ikx
% 2k Re ke v (x) fo(k, ) da (2.40)
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Demostracion. Para encontrar otra representacion integral de los coeficientes de trans-
misién y reflexion, sea m,.(k,x) = e~ f,(k,z), entonces

oty = e — [T =D )0 ay

() = e (et [ Iy et 1) 0y

oo ik(z—y) _ —ik(z—y)
— 1 _ ik(y—x) € €
1 /m e 577 V(y)m,(k,y) dy

00 e?ik(y—x) -1
—1+ [V @mky) dy

2ik
Ademas,
00 eQik(yfx) -1
my(k,z) =1 +/ ——V(y)me(k,y) dy
= 2tk
ef2ikz 00 ik 1 .
= iky 1oL
2ik /x TV y)me (ksy) dy + < 2@'1@/96 V(y)m(k,y) dy>
e—2ikr ik 1
T 2k /e MV (y)ma(k,y) dy + (1 =57 | VWma(k,y) dy) +0(1), z— —oc.
R 7 R

Notemos que los términos restantes

xT

/x e?™ V (yym,(k, y) dy, / V(y)m.(k,y) dy

—00 —00

son o(1) cuando x — —o0, ya que, por el Teorema 2.2, m,(k,x) es acotada para cada
k € R\{0}, y V(z) es integrable por suposicién. Entonces

—ikx ) ) 1 )
Folk, o) = = / MV (y) fr(k,y) dy+e™ (1 - / e MV (y) fr(ky) dy | +o(1), @ — —oo.
Zlk R 22]{3 R
(2.41)
Por otro lado, de (2.31) tenemos que
1 R(k)
(b, 2) = —— fi(—k, kz).
fr(k, @) T(k)fl( $)+T(k)fl( z)
Sea my(k,x) = e*** f;(k, ), sustituyendo en la expresién anterior, tenemos
_ R(k) —2ikx
mr(k‘,.f) - T(k)ml( k,il]) + T(k) € ml(k7$)
1 R(k) o
- v\ ikx 1 _
T + () e +o(1), = — —o0,
es decir,
1. .
frlk,x) = ke +R(k) e 40(1), z— —oc. (2.42)

T(k) T(k)
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Comparando los comportamientos asintéticos (2.41) y (2.42),tenemos que
1 1

T~ aw S V@R dy
y
?Eg - Qzl'k/Reiky V(y) fr(k,y) dy.

O]

Usando la Proposicién 2.8 y su demostracién podemos refinar el comportamiento
asintético de los coeficientes de transmision y reflexion como se indica en el siguiente
Corolario.

Corolario 2.9. Con las suposiciones como en la Proposicion 2.8, entonces
1 1 1

) 1 5ok RV(y) dy—|—0(|k‘2), Imk >0, (2.43)
R(k) 1 %iky 1

— = — d —s Imk = 2.44
Lk) 1 oiky 1

_— v d —_— Illk; — U. 24

Estados acotados

Una solucién de estado acotado de la ecuacién de Schrodinger (2.9) es una solucién
que pertenece a L?(R) en la variable 2. L?(R) denota el conjunto de funciones de valores
complejos que son cuadrado integrables en R. Los polos de T'(k) representan los estados
acotados, estos corresponden a k-valores en C* y se denotan como

k=irj, j=1,..,N.

Por lo tanto, si T'(k) tiene un polo en algin ix; € C*, las soluciones de Jost f.(k,z) y
fi(k, z) dependen linealmente de ese valor de ix;. Por lo tanto, existe v; tal que

fr(ing, x) = 7; filikg, x), (2.46)

7, es la constante de dependencia. Las constantes de norma de los estados acotados ¢,
y ¢r; son definidas como

0o ~1/2 0 ~1/2
= [/ fl(mj,x)zdx} , Cpji= {/ fr(mj,a:)Qdaﬁ] )

y estan relacionados entre si a través de los residuos de T'(k) [4, 11, 12] como

2

Res(T'(k),ir;) = icfjvj = z% (2.47)
J
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Definicién 2.1. Los datos S(k) = {R(k),{k;},{crj}} son llamados datos de dispersion
por la derecha, y los datos S(k) = {L(k), {k;},{cj}} son llamados datos de dispersion
por la izquierda. Donde R(k) y L(k) son el coeficiente de dispersion por la derecha y por
la izquierda, respectivamente; k; son los estados acotados, c,; y c; son las constantes de
norma relacionadas con los estados acotados por la derecha e izquierda, respectivamente.

2.2. Problema inverso de la ecuacion de Schrodinger

Se estableci6 en la década de 1950 que el potencial V(x) de la ecuacién de Schrodin-
ger se puede reconstruir completamente a partir de los datos de dispersién S(k) =
{R(k),{r;j},{crj}} (0 bien de S(k) = {L(k),{r;},{c;;}}). El mapeo correspondiente

S(k) — V()

es llamado transformacién de dispersiéon inversa y se logra a través de la ecuacion integral
de Marchenko, que a su vez se deriva de las relaciones (2.31) - (2.32) que satisfacen las
soluciones de Jost.

2.2.1. Ecuacién de Marchenko

La ecuacién de Marchenko es una ecuacion integral asociada con los datos de disper-
sién a través de una transformada de Fourier.

Teorema 2.10. La ecuacion integral de Marchenko relacionada con los datos de disper-
sion por la derecha S(k) = {R(k),{r;},{crj}} es dada por

K(z,y) +Qx+y) + /OO Qz+y)K(x,z)dz=0, y>uwz, (2.48)
donde N
Q(z) := R(z) + Z cpje "t (2.49)
j=1
i e dk
R(z) := /Oo R(k) k= o (2.50)

Demostracion. Partimos de (2.31)

fi(=k,z) = T(k) fr(k, z) — R(k) fi(k, ). (2.51)
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Vamos a usar C+ := Ct UR y C~ := C~ UR. Sabemos que cuando k — 400

fi(—k,z) = e ke +0(%), k — ooen C,

filk, z) = e*® 4—0(l k — oo en CF.

),
Reescribimos (2.51) como

fi(=k,x) — e ™ 47 = T(K)(f,(k,x) — e~ ** + %) — R(k)(fi(k,x) — ™ 4 &™),
es decir,

(fi(—k,z)—e ) = f.(k,)—e "™ +(T(k)—1) fr(k, x)— R(k) e** —R(k)(fi(k, z) —e’™™).

Si aplicamos el operador integral [ e d’f

nemos
/ (fl(_ka :L') _ e—ikzm) ezky dk / (fr(k:y l’) N e—z‘kzz) eiky %

~ para y > x en la ecuacion anterior, obte-

2 2
x de [ ok

+ / (T (k) = 1) £, (k, z) e L& / R(k) ko oty B (g 50
o 2m oo 2

— [ ROVl ) — oy o X

oo 2w
Ahora consideramos cada término en (2.52) individualmente. Sabemos del Corolario 2.3
y del Teorema 2.4 que (f.(k,z) —e~%7) es analitica en C* con respecto a k, es continua
en CT con respecto a k, y se comporta como O(4) cuando k — oo en C+. Por lo tanto,
por el Lema de Jordan (ver en Apéndice), tenemos que

| k)~ oy

Para el siguiente término consideremos el residuo de 7'(k) en cada polo ik; para j =
1,2, ..., N ya que estos polos estan en CT el término de la integral puede ser escrito como

/OO (T'(k) = 1) fr(k, ) Zky = ZZRGS k), ir;) fr(ikg, x) e Y.

—00

Recordamos que f(ikj, x) = 7; fi(ik;, x), donde v; es la constante de dependencia para
xj. Entonces, el término integral correspondiente se puede escribir como

N

/OO (T(k) — 1) f(k, ) v % = ’LZ Res(T'(k),irk;)v; fi(ikg, x) e Y. (2.53)

— 00 =1
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Ahora definimos
%

K(z,y) = /_OO (Fi—k, ) — o~ ih7) kv -

= [ ththoa) = ety

oo 2’

Entonces o
/ K(z,y) e dy + e = fi(k, x). (2.54)

Sustituyendo (2.54) en (2.53), encontramos

/OO (T(k) — 1) fr(k, ) Zky = ZZ’YJRGS k),ir;)e —#j(@+y)

—00

+1 Z v;Res(T'(k), ik ) / K(z,s) o=k (5HY) g,

Podemos reemplazar el primer término en el lado izquierdo de (2.52) por K (z,y), donde

hemos definido
dk

o (2.55)

K(a,y) == / (k) — ooy by 2K

Similarmente podemos reemplazar el tercer término al lado derecho de (2.52) por R(z +
y), donde hemos definido

o)

Ry = [ R an (2.56)

oo o’

Para el quinto término de la parte derecha de (2.52), podemos considerar una reorgani-
zacion de (2.56) junto con (2.55) para obtener

/wR%ﬂﬁ%wyﬂﬁﬂ&@Zi:/j?ﬂ&+MK@@M&

— 00

Por lo tanto, la transformada de Fourier de (2.51) para y > x lleva a

N N 00
0= Z’ijes(T(k), iKj)e " (@+y) 4 Z’ijes(T(k), iKj) /_ K (z,s)e "5t s

j=1
—wa—ém+w—/ R(s +y)K (z, 5)ds,
o equivalentemente
N
0=K(z,y)+ | Rlx+y) —i)_ yRes(T(k),ir;)e @+
j=1

/ K(z,s) | R(s+7) —ZZ’}/]RGS (T(k),ir;) e iF9) | gs.
Jj=1
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Definimos
N

Q(z) = R(z) —i Z’ijes(T(k),mj) e iE,
j=1

Por lo tanto, usando (2.47) vemos que el nicleo de la ecuacién integral de Marchenko
también puede ser expresado como

N
Q(z) = R(2) + ) _ c}je 7, (2.57)
j=1

por lo tanto, la ecuacién integral de Marchenko se puede escribir como
o oo
0=K(z,y) + Qx +y) +/ K(x,5)Q(s+y)ds, y> .
—0oQ

O]

Teorema 2.11. La solucion de la ecuacion integral de Marchenko K(x,x) esta relacio-
nada con el potencial V(x) mediante

Vi) = —2%[((36,30). (2.58)

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [15].

Teorema 2.12. La ecuacion integral de Marchenko relacionada con los datos de disper-
sion por la izquierda S(k) = {L(k),{x;},{c;j}} es dada por

K(z,y)+Q(z +y) + / Qz+y)K(z,2)dz=0, y<u, (2.59)
donde
N A N
y) == Lly) + Y cfje ",
j=1
! o dk
L(y):= [ L(k)e v
)= [ 1w

2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.1. El potencial Delta. Sea

V(z) = —ad(x), a>0, (2.60)
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donde o es una constante, y 6(x) es la funcion delta de Dirac.
Las correspondientes soluciones de Jost por la derecha e izquierda para este potencial
son de la forma siguiente,

k eikx7 xr > O 2 6]_
fr(k,x) = ﬁeikx +% e—z‘lm;7 z < 0. (2.61)
. e <0 2.62
fl( ,QJ) - ﬁ —zkx +T5k§ ka7 x> 0. ( . )
De (2.43), (2.44) y (2.45), obtenemos los coeficientes de dispersion
1 1 [
B —ad(s) d
T(k) 21k ad(s) ds
=1 —_—
* 2tk / os k"
R(k) . 1 /OO 2iks
T "2k ) d(s) ds
o 2iks A 9iks o
- _ 0(s)ds = ——
2ik | (5) 2ik ¢ lemo 27
L(k) o2k
A\ " o d
(k) QZk‘/ (s) ds
io

sz
Sustituyendo estos valores en las soluciones de Jost (2.61) y (2.62), tenemos

ek x>0
f?"(kax) - {(1 _ %) eikz _i_é%e—ikm’ x < 0.

e 2 <0
fl(k7$)_{(1_gz) efikx_'_é%eikx’ x> 0.
Por lo tanto
2k i o 2k XeY Q0
2k —ia’ (k) 2k 2k —iae 2k —ia’ (k) 2k — i

T(k) =

T'(k) tiene un polo simple en k = ia/2. La correspondiente eigenfuncion es

. . e /2 2>
fT(Za/va) - fl(ZOé/Q,.T) - { eax/Z’ <0

0 -1
cgj = [/_Oo f2(io)2, ) da:} = %.
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En el siguiente ejemplo se ilustra como recuperar el potencial a partir de los datos de
dispersion.

Ejemplo 2.2. Sean los datos de dispersion por la derecha

_ o 1K = ig 2 = &

- 2k —ia’ T T2

donde o es una constante positiva. Entonces, de (2.49) y (2.50) tenemos que

R(k)

]. o0 ZO{ . 8] «
Qy) = — Mk —e Y,
) 27r/002k—me toe

Para evaluar la integral usamos el teorema del residuo y el teorema integral de Cauchy,
obtenemos

. ik _a .
io e y. dk — —g5e 2Y st y > 0,
21 J_oo 2k — i 0 sty <O.
Ast, Q(y) se combierte en
Qy) = *% "3V H(y) + % 3,
donde H(y) es la funcion escalén de Heaviside

_JO sy <O,
H(y)_{l si y>0.

Cuando y > 0, Q(y) = 0; por lo tanto, de la ecuacion (2.48) vemos que K(z,y) = 0.
Cuando y < 0, Q(y) = %ef%y. Entonces la ecuacion de Marchenko es

o 7y o
K(z,y) + %eff(zﬂ/) +/ K(z,z)=e 2 4z =0,

«
2

integrando por partes esta ecuacion, tenemos

K(z,y) + %efg(xﬂ’) —K(z,—y) + K(z,z) e 2@+Y) —I—/ K. (x,z)e 2T 4z = 0.
xX
Como e~ 209 =0 si 2z +y > 0, entonces vemos que K(z,z) = —%. Por lo tanto

K(e,x) = ~5H(-2),

de (2.58) recobramos el potencial como

Viz) = —Q%K(m,m) _ —2% (-2 H () = ~ad(a)

donde hemos usado el siguiente resultado

Lema 2.13. La derivada de la funcion escalon de Heaviside H(x), es dada por

d
T H(z) = 8(x),

donde 0(x) es la funcion delta de Dirac.



Capitulo 3

La ecuacion de KAV como
problema inverso

En 1967 Gardner, Greene, Kruskal, y Miura formularon el método de la transforma-
cién de dispersién inversa para resolver el problema de Cauchy para la ecuacién KdV.
Este método se ha generalizado para resolver otras ecuaciones no lineales pero que son
totalmente integrables. Este método consiste en encontrar un sistema de ecuaciones es-
pectrales asociadas a la ecuacién KdV. Hacer corresponder la solucién inicial con ciertos
datos de dispersién (estados ligados y coeficiente de reflexién) de una de las ecuacio-
nes lineales asociada, hacer evolucionar en el tiempo dichos datos de acuerdo con la
otra ecuacion y finalmente reconstruir la funcién a t arbitrario a partir de dichos datos,
utilizando la ecuaciéon de Marchenko para el problema inverso de dispersién.

3.1. Problema de valor inicial de la ecuacion KdV

El problema de valor inicial o problema de Cauchy para la KdV consiste en encon-
trar u(x,t) cuando u(x,0) es conocido. Este problema puede ser resuelto utilizando la
transformacién de dispersién inversa.

Consideramos el problema de Cauchy para la ecuacién de KdV en la recta real:

U — 6uly + Uz =0, x E€R, t >0, (3.1)

u(z,0) = up(z), (3.2)

36
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donde ug(r) es una funcién real que pertenece a L}(R), es decir, satisface
o
/ (1+ |2])uo ()] da < oo. (3.3)
—0o0

Denotamos por Qg el conjunto de funciones reales u(z,t), —oo < x < oo, t > 0, tal que
para cada T > 0 fijo,

[ee]
A 1 t)| dt .
i, / (1 el )] de <

Sea Q1 el conjunto de funciones u(z,t) tal que u, ut, Uy, Uy, Ugze € Qo-

Teorema 3.1. El problema de Cauchy (3.1)-(3.2) tiene a lo mds una solucion.

Demostracion. Sean u,u € @1 dos soluciones del problema de Cauchy (3.1)-(3.2). Defi-
nimos w := u — u. Entonces w € Q1, w|=p =0y

wy = 6(uwy + Wiy) — Wegy.

Multiplicando estd igualdad por w e integrando con respecto a x, obtenemos
—— w(z,t) de =6 u(z, t)w(x, t)wy(x,t) do
2dt J_ oo
[e.e] oo
+6/ Uy (z, t)w? (z,t) do — / w(z, )Wy (x,t) do.

—0o0 —00

Observemos que la tltima integral vale cero. En efecto, si integramos por partes la tltima
integral tenemos

9) eS) 00

—00 —0o0 —00

consecuentemente

/ WWgpr dr = 0.

—00

o0 oo 1
/ uww, dr = / U (w2> dzx,
—o0 —o \2 /,

integrando por partes, tenemos

wWW, dr = u | —w dr = —— uw?* dx.
—00 —o0 2 T 2 —00

De esto se sigue que
d [ * [ 1
dt/ w? dx = 12/ <ux — 2ux> w? dzx,
—0o0 —0o0

Ya que
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luego si

Uy — ZUg
2

d [ee] oo
§M:>dt/ w2dx§12M/ w? dz.

Por lo tanto - -
/ w(x,t) do < el2Mt/ w?(x,0) dz =0,

entonces w(x,t) = 0. O

3.2. Meétodo Lax y evolucion de los datos de dispersiéon

En 1968, Peter Lax propuso un formalismo para describir ecuaciones de evoluciéon no
lineal integrables que son susceptibles de solucién exacta por el método de dispersién
inversa. Presenté un principio general para asociar ecuaciones de evolucion no lineal con
operadores lineales para que los valores propios del operador lineal sean constantes del
movimiento para la ecuaciéon no lineal, como es el caso de la ecuacién KdV y el operador
Schrodinger.

Para formular el método Lax, consideremos dos operadores lineales L y A. La ecua-
ciéon de valores propios relacionada con el operador L corresponde a la ecuacién de
Schrodinger para la ecuaciéon de KdV. La forma general de esta ecuacién de valores
propios es

Ly := =" + u(z, t)y = \p, (3.4)

donde v es la funcién propia y A es el correspondiente valor propio. El operador A
describe el cambio de los volores propios con el parametro ¢, que generalmente representa
el tiempo en una ecuacién de evolucién no lineal. La forma general de esta ecuacién de
evolucién es

Y = Ag. (3.5)
Derivando (3.4) con respecto a t, obtenemos

Enseguida eliminamos 1; de (3.6) usando (3.5), obtenemos
Ly + LAY = Mp + NAY = M + AN = M) + AL,

o equivalentemente,

Lyt = Mtp + (AL — LAY,

Por lo tanto, los valores propios son constantes para las funciones propias distintas de
cero si y sélo si
Ly=(AL—- LA)=—[L, A], (3.7)
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donde [L, A] = (LA — AL) es el conmutador de los operadores L y A, y la derivada en el
lado izquierdo de (3.7) debe interpretarse como la derivada de tiempo del operador solo.
La ecuacién (3.7) se llama ecuacién Lax y los operadores L y A se llaman par de Lax.

Definicién 3.1. Un par de operadores L y A, que dependen de x, se llama par de Lax
(L, A) si satisfacen la ecuacion de Lax (3.7).

Proposicién 3.2. Supdngase que
L=—02+u(x,t)
A= —492 + 6u(x,t)0; + 30, u(w, t),

entonces la ecuacion de evolucion asociada, Ly = [A, L], es la ecuacion de KdV (5.1).

Demostracion. En efecto, ya que [A, L] := AL — LA, tenemos

AL = (=492 + 6udy + 30,u)(—02 + u)
= 405 — 402 [u] — 6ud2 + 6ud,[u] — 30,ud? + 3ud,u
= 405 — 4(03u + 302udy + 30,ud? + udd) — 6ud? + 6u(dpu + udyu)
— 30,u0? + 3ud,u
= 40 — 10ud? — 159,ud? — (120%u — 6u?)d, — (402u — Jud,u) (3.8)

LA = (=02 + u)(—492 4 6ud, + 30,u)

= 402 — 602 [udy] — 302[0pu] — 4ud? + 61?0, + 3ud,u

=49 — 6(%udy + 20,ud? + udd) — 3(0%u + 202ud, + 0,ud?) — 4ud?

+ 6u20, + 3udyu

=492 — 10ud? — 150,ud? — (120%u — 6u?)0, — (302u — 3ud,u). (3.9)

Ast, (AL — LA) = —(03u — 6ud,u), y entonces
Li = Oy = —(93u — 6ud,u).

O

La evolucion temporal de los datos de dispersién se puede obtener analizando el com-
portamiento asintético del operador de evolucién temporal asociado (3.5), que para la
ecuacién de KdV es

Yr = Arp = (—402 + 6u(x, )0, + 30,u(x,t))ib. (3.10)

Lema 3.3. Sea u(x,t) una solucion de (3.1), y sea 1 = ¢(x,t) una solucion de (3.4).
Entonces 1y — Ay es una solucion de (3.4), es decir,

L(ype — AY) = M@y — A).
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Demostracion. Derivando la ecuacién (3.4) con respecto a ¢, obtenemos
Lip + Lipy = My = Lyp + (L — A\)hy = 0.

En vista de (3.7), (L — ANy = LAY — ALy = (L — \) Ay O

Lo anterior es equivalente a decir que 1y — A1) puede ser escrita como una combinacién
lineal de las soluciones de Jost fi(k,z;t) y fr(k,z;t) de (3.4) como

Ofi(k, w;t) — Afi(k,x;t) = ci(k, 1) fi(k, z;t) + ca(k, 8) fr (K, w3 1), (3.11)
o equivalentemente

O fi(k,z;t) — (=402 + 6udy + 30,u) fi(k, 2;t) = c1(k, ) fi(k, 25 t) + ca(k, t) fr(k, 25 t).
(3.12)
Para cada t fijo, asumimos que u(z,t) = o(1) y uy(z,t) = 0o(1) cuando & — +o00. Usando
el comportamiento asint6tico de las soluciones de Jost que aparecen en (2.16) y (2.17),
determinamos ¢; y c2. De (2.16)-(2.17) y (2.19) en (3.12), obtenemos

1 - R(k;t
e—zkx_|_ ( ) )

) ikx 483 tkr _ kot ikx k.t
te + Jje Cl( Y )e +C2( ) ) T(k7t) T(k,t)

etkz | (3.13)

En (3.13), comparando los coeficientes de e’** y e~

tenemos

en ambos lados de la igualdad,

co(k,t) =0, v c1(k,t) = —4ik>. (3.14)

Por lo tanto, el tiempo de evolucién de fi(k, x;t) es determinado por
8tfl(k7 x5 t) - Afl(kv x; t) = _4ik3fl(k;) x5 t) (315)

Similarmente, cuando x — —oo en (3.15), con ayuda de (2.18), tenemos

1 . Lkt) _ . 1 e Lkst)
9 ikx ’ tkx | _ _403 —4 k,S ikx ’ ikx
; {m;t) ¢ Ty © ] A% =4 |7 T ¢
Comparando los coeficientes de e** y e~*% en ambos lados de la expresién anterior,
llegamos a
L(kit)\ ik s L(kit) e o3 L(kit)
10, = —4ik 4k ———= ™" 3.16
(7ed) e T e 19
1 ik 03 b ke a3 L
—— | " = Lk’ ——— " —4ik T 1
o (g ) & = 4 i ¢ 4 (317

De (3.17), tenemos que

@(ﬂ;ﬂ>_u
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es decir,
8tT(k‘; t) =0
De (3.16), obtenemos
L(k;1) 3 L(k;t)
0, = —8ik :
t (T(k;t)) " Tkt

De donde
OrL(k;t) = —8ik3L(k;t).
Por lo tanto, debido al hecho de que 0;T(k;t) = 0, tenemos que L(k;t) = L(k,0) e_SikSt,

y por lo tanto -
T(k;t) = T(k,0), L(k;t) = L(k,0)e St (3.18)

Procediendo de manera similar, obtenemos el tiempo de evoluciéon de la solucién de
Jost f,(k,xz;t). Nuevamente O f,.(k,x;t) — Af.(k,z;t) es una solucién de (3.4) por el
Lema 3.3. Por lo tanto, puede ser escrita como una combinacién lineal de las soluciones
de Jost fi(k,x;t) v fr(k,x;t) como

O fr(k, x;t) — (=402 4 6ud, + 30,u) fr(k, z;t) = c3(k, t) fi(k, z;t) + ca(k, t) fr(k, 3 1).
(3.19)
Con ayuda de las asintéticas (2.16)-(2.17) y (2.18), cuando z — —oo de (3.19), obtenemos

1 ke Lkt
Tk:t)© TT(k;t)

Oy e~ 1493 7T = c3(k, t) el ea(kt) e, (3.20)

lo cual implica que c3 = 0 y ¢4 = 4ik®. Entonces tenemos la siguiente evolucién de
tiempo para la solucién Jost f,(k, z;t)

8tfr(k7 x; t) - Afr(k7 ] t) = 4ik3f7“(k7 x; t)‘ (3'21)
cuando z — 400 en (3.21), con ayuda de (2.19), tenemos

1 R(k;t)

1 ke, BUEst) 4 3 3 —ik ik
1RKT IRKT — _4 4 k IRT IRT
o [T(k:t) U T ¢ T AN g T T )
la expresion anterior implica que
R(E;1)\ ke sR(k;t) sR(k;t)
0, g 41k e 445k R 3.22
(T )& = g Ts1) ¢ (3:22)
1 —ikx -1.3 1 —ikx -7.3 1 —ikx
= —4ik 43k . 2
o (T(k;t)> ‘ T AR TP (3.23)

Luego de (3.22) y (3.23), tenemos

"(ra
(T

):o — 9,T(k;t) = 0.

:U’ﬂ
==

) = 8ik3 ?EZ 2 = OR(k;t) = 8ik*R(k;t).

’ﬂ
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Por lo tanto,
R(k;t) = R(k,0) % (3.24)

Corolario 3.4. Los eigenvalores de la ecuacion de Schrodinger no dependen del tiem-
po,es decir,

d .
a(mj (t)) =0. (3.25)

Demostracidn. Los eigenvalores k = ikj, j = 1,..., N son los polos de la funcién T'(k,0).
Entonces, como d;T'(k,0) = 0, se sigue que d;(ix;(t)) = 0. Por lo tanto, ix;(t) = ix;(0).

O
Teorema 3.5. La evolucion temporal de las constantes de dependencia v;, es
73(t) = 25(0) " (3.26)
Demostracion. Consideremos la relacién (2.46)
fr(ikg, @) =75 filikg, ©),
Derivando con respecto a t, tenemos
O frirj, w3 t) = Op(; (1)) filirs, w5 t) + ; (8)Oc filing, s ). (3.27)

Usando (3.21) evaluado en k = ik, podemos escribir a (3.27) como
Afyling,ait) + 462 iy, 058) = D405 (0) iy, i) + 25 (D0 il i), (3.25)
Usando (3.15) escribimos a (3.28) de la siguiente manera

Avj(t) fuling, w3 t) + 4k37;(t) fuling, x5 t)
= Oy (7;(1)) fulirg, w3 t) + v () Afiling, a3 t) — K3, (t) filing, w3 t). (3.29)

Notemos que (3.29) implica que

d;(t)
dt

K3
= 8r7;(t) = (1) = 7;(0) ™"

O

Teorema 3.6. El tiempo de evolucion de las constantes de norma cjj y c,j es dado por

eij(t) = c1j(0) e, ey (t) = € (0) ™"
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Demostracion. De (2.47) sabemos que

CQ-

Res(T'(k),ir;) = ilej'yj =i,
i
Entonces, derivando con respecto a t la expresiéon anterior, obtenemos
0= i@t(vj)cl?j + 2iy5c0: (i)
= Oi(vj) 1y + 2750k (crj)- (3.30)
Usando el resultado del Teorema 3.5 en (3.30), tenemos
3 3
0= 8/&?%(0) S5t cij + 27;(0) Syt O(cij)
= 45?0@ + O¢(cry)-
dClj
dt
De manera andloga, derivamos respecto a t el lado derecho de la ecuacién (2.47), tenemos

f e
= —4n§clj = ¢(t) = c;(0) e anjt

| 2¢r50u (i) — c70u(v;)

=1
g
== 28t(crj)’7j - erat(’}/j). (331)

De nuevo usamos el resultado del Teorema 3.5 en (3.31), obtenemos
0= 27j (0) e8H§t 6t(crj) - erS’Q?’Yj(O) e&{?t

= 20,(crj) — 8n?crj.

dcr‘ 1{3
dt] = 4R?CW‘ = ¢(t) = ¢5(0) et
O
Resumiendo los resultados anteriores, tenemos
R(k,t) = R(k,0) GSikSt7 L(k,t) = L(k,0) e—8ik3t, T(k,t) =T(k,0) =T(k), (3.32)
. . . 1433 — [433, '
iri(t) = ik (0) = irj, crj(t) = crj(0) €™, () = ¢(0) e 7.

La solucion al problema del valor inicial para la ecuacién KdV es obtenida en tres
etapas como se indica en el siguiente diagrama.

Dispersién directa de Schrodinger
u(z,0) = uo(z) = - = {R(K), {r; ) {er})

solucion Kd\/l Tiempo de evolucién

Dispersién inversa de Schrédinger
u(xvt) {R(k’t)v{ﬁj}v{cﬁ(t)}}

Figura 3.1: Diagrama del método TDI para la ecuacion de KdV.
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(i) Dewu(z,0), obtener los correspondientes datos de dispersién S(k,0) = {R(k), {x;},{crj}}.
El problema de dispersién directa ug(z) — S(k,0) es equivalente a resolver (2.9)
con V(x) = ug(z), y obtener las soluciones de Jost, de donde S(k,0) puede ser
construida.

(ii) Calcular la evolucién de los datos de dispersion en el tiempo {R(k), {x;}, {¢j}} —
{R(k,t),{r;},{crj(t)}} de acuerdo a (3.32).

(iii) Con S(k,t) como entrada, resolver el problema de dispersién inverso S(k,t) —
u(z,t) de la ecuacién de Schrédinger (2.9) con V(z) = u(z,t), el cual se describié
en la Seccién 2.2.

Es decir, la solucién del problema inverso es obtenida usando el método de Mar-
chenko como sigue:

De los datos de dispersion {R(k,t),{r;},{crj(t)}} como en (3.32), rescribir el
nucleo de Marchenko (2.49) como

_ > 8tk3+ikz dk 2 8k3t—r;z
Q(z,t)—/ooR(k:)e %—FZc-e gt

Resolver la correspondiente ecuacién de Marchenko
o0
K(z,y,t) + Qz +y,t) —|—/ Qz+y,)K(x,2,t)dz=0, y>uz,
x

y obtener la solucién K(z,y,t).

Finalmente, recobrar u(x,t) usando

0K (x,x,t)
Ox '

Obteniendo asf la solucién del problema de Cauchy (3.1)-(3.2).

u(z,t) = -2



Capitulo 4

Método ABC

En este capitulo consideramos el método ABC propuesto por el profesor Tuncay
Aktosun y sus colaboradores en el ano 2006 [5] para encontrar soluciones exactas para
ecuaciones diferenciales parciales integrables no lineales. Este método consiste en el uso
de tres matrices A, B, C relacionados con una condicién de controlabilidad y observa-
bilidad [20] que permite resolver la ecuacién KdV en forma explicita. La férmula de la
solucién para la ecuacién KdV tiene como entrada un triplete de matrices constantes
(A, B,C) y es independiente de la dimensién de las matrices del triplete, pero compati-
bles. Construimos soluciones que son combinaciones algebraicas de funciones elementales.
Las matrices A, B, C' pueden contener grandes cantidades de informacion, lo que le da a
esta férmula de solucién una forma compacta que facilita los calculos en demostraciones
de los resultados planteados.

Utilizaremos en lo que sigue la constante de norma c,; que corresponde a la constante
de norma definida mediante la solucién de Jost f,(k, z), es decir, la solucién de Jost por
la derecha. Denotamos

2
cj = Cpj (4.1)

Recordemos que los datos de dispersién
{R(k,t) = R(k) ¥ () = ry, 00 (t) = ¢ *')

del método de la transformacién de dispersién inversa tomando en cuenta la evolucién
temporal estan dados en la forma

N

)

i R(kj) e8ik3t+z‘ky dk + § :Cj eSH?t—n]-y ] (4'2)
27 J_ =

Donde, R(k) es el coeficiente de reflexion por la derecha, el conjunto de constantes r;
reales positivos corresponden a los estados acotados asociados con el potencial u(z,0) y

45
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. N
el conjunto de constantes reales ¢; tales que ) | j:1|cj| # 0 corresponden a las constantes
de norma asociadas con los estados acotados.

Si los datos de dispersion {R(k,t), {x;}, {cr;j(t)}} corresponden al caso cuando R(k) = 0,
es decir, los coeficientes de dispersion son cero, tenemos que (4.2) se escribe como

N
Z ¢j oSty (4.3)
j=1
Observacion 4.1. La igualdad (4.3) se puede escribir como
Qy;t) = C S4B, (4.4)
donde
K1 0 0 1
0 K9 0 1
A= . 0 , Bi=. , Ci=c1 o -+ CN]IXN’ (4.5)
0 0 N1 NxN 1] v

con kj y ¢j niumeros reales positivos. Notemos que A es una matriz cuadrada de N x N,
B es una matriz columna de dimension N x 1 y C' es una matriz fila de 1 x N, ademds
todas las entradas de las matrices A, B y C' son constantes reales.

Demostracion. Sustituyendo (4.5) en (4.4), tenemos

3
eStvt 0 .. 0 e~ Y1 0 . 0
0 e8tm% L. 0 0 e Yk2 ... 0
Qy;t)=[c1 2 -+ cn]
0 0 co eBtRY 0 0 ... eTYRN
e8tsd g ... 0 !
0 eBtng . 0 e~ Yk2
=la o cN]
0 0 .. eBtn:}V e YN
[e8thT—yr1 0 . 0
0 eStrR3—yr2 . 0
g [Cl CQ P CN]
0 0 oo St} RN

N

3_ 3_ 3 _ Stk3—yk

— |:CleStn1 YK1 +c268tﬁ2 y/{g_i_“__i_cNeStﬁN yHN:| — E cj e YKj
j=1
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4.1. Solucidon de la ecuacion de Marchenko

En esta seccién construimos la solucién de la ecuacién de Marchenko en términos de
la triada matrices (4, B, C).

Recordemos que la ecuacién integral de Marchenko asociada con la ecuacién KdV
tiene la forma

K(z,y,t) + Q(z + y,t) +/ K(z,2,)Qy+2,t) dz2=0, y>az>0, (4.6)
donde
1 * St+ik Y 8k3t
_ 8ik>t+1  8KIt—Kj Yy
Qy.t) = 5 /OO R(k)e v dk + ;:1: c; BRIy (4.7)

Con Q(y,t) como en (4.4), es decir, para R(k) = 0 hallamos la solucién de la ecuacién
de Marchenko (4.6).

Lema 4.1. Sean A, B,C matrices como en (4.5). Entonces, la solucion K(x,y,t) de la
ecuacion de Marchenko (4.6) es

K(z,y,t)=—-C BtA? Az [(z,t) e ¥ B, (4.8)

donde I'(z,t) es una matriz de la forma

T(z,t) =1+ / e #A BCe A e84 4z, (4.9)

xT

asumimos ademds que

detT'(z,t) # 0. (4.10)

Demostracion. Notemos que la integral de la parte derecha de (4.9) esta bien definida ya
que los elementos de la matriz A son ntimeros positivos. Por otro lado, de (4.4) tenemos
que

Uz +y,t)= C SN~ tA B (4.11)

Podemos escribir Q(z +y, t) para t fijo como un producto de una matriz que no contiene
a z y un otra matriz que no contiene a y. Esta separabilidad se ve facilmente de (4.11)

escribiendo ,
Qz +y,t) = CedtA 2494 B (4.12)

Mostraremos que la separabilidad de Q(z + y,t) implica la separabilidad de K(x,y,t).
Sustituyendo (4.12) en (4.6), obtenemos

o0
K(z,y,t)+C StAP -z gyA p / K(x,z,t)C St A A B g, = 0. (4.13)
x
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Despejando K (z,y,t) al lado izquierdo de la ecuacién (4.13), tenemos
o0 «
K(.’I’7 Y, t) = |:—C e8tA3fmA _ / K(IE, 2, t)CeStA‘szA dz efyA B.
x

Equivalentemente, podemos escribir a K (z,y,t) como
K(x,y,t) = M(x,t)e ¥4 B, (4.14)
donde M (z,t) es la matriz de 1 x N definida por

M(z,t) = CeStAng+/ K(m,z,t)CegtALZA dz.

De (4.14) podemos ver que K (z,y,t) puede ser escrito como un producto de una matriz
que no depende de y, M(z,t), y otra matriz de que no depende de z, e ¥4 B .

Buscamos soluciones a la ecuacién integral de Marchenko en la forma de (4.14) sus-
tituyendo (4.14) en (4.13), llegamos a

M(z,t)e VA B+ C S -rAo—uAp 4 /00 M(z,t)e *4 BC StA° A VA B 1, — .
x
Factorizando e ¥4 B en el lado derecho de la expresién anterior obtenemos
(M(x, t)+ C S A /00 M(z,t)e *4 BC QBtAT =24 dz> e ¥ B =0,
x

que es equivalente a

M(z,t) + C 8iA%—wA /OO M(z,t)e ** BC StA%—2A g, — . (4.15)

€T
Factorizando M (x,t) al lado izquierdo de (4.15), tenemos
M(z,t) [I + /00 e #4 BC 84’24 dz} = —C 8 eA (4.16)
T

donde I es la matriz identidad de dimension N x N. Para resolver M (z,t) de (4.9),
obtenemos ,

M(z,t) = —C S ™AD"z 1), (4.17)
donde I'(z, t) es la matrix dada en (4.9). Finalmente usando (4.17) en (4.14), obtenemos
la solucién K (x,y,t) de (4.6) como

K(z,y,t)=—-C BtA? gmzA -l (z,t)e ¥4 B, (4.18)
donde I'(z,t) es la matriz definida en (4.9). O

Teorema 4.2. La relacion entre la solucion K(x,y,t) de la ecuacion integral de Mar-
chenko (4.6) con la solucion u(x,t) de la ecuacion KdV (3.1) estd dado por

u(z,t) = —Q%K(m,x,t). (4.19)

La demostracion de este teorema se puede ver en [15].
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4.2. Solucidon exacta de la ecuacion KdV

En la seccién anterior describimos como las matrices A, B, C estan relacionadas con
los datos de dispersion. En esta seccién contruimos la solucion explicita de la ecuacion
KdV en términos de las tres matrices A, By C.

Comenzamos analizando la matrix auxiliar I'(x,t) definida en (4.9). Reescribimos
['(z,t) como
I(z,t) = I+ N(z) e84, (4.20)
donde -
N@y:/‘eZABCe“Wz (4.21)

De (4.21) podemos ver que elecciones arbitrarias de la matriz A pueden no garantizar
la convergencia de la integral. Por lo tanto, solamente para elecciones apropiadas de la
matriz A podemos garantizar la convergencia de dicha integral, para z € R y ¢ fijo. La
integral N(x) existe cuando la matriz A tiene eigenvalores k; reales positivos.

Lema 4.3. Sea A € R™" y asumimos que los eigenvalores de la matriz A son reales
positivos. Entonces

a) La matriz

o
P:/)KMBC€MM (4.22)
0
es solucion de la ecuacion de Lyapunov

AP + PA = BC. (4.23)

b) Si A es una matriz diagonal con elementos reales positivos, entonces

S €2 N

2K1 Ko+K1 KN+K1
C1 €2 . CN
K1+K2 2K9 KN+K2
p=| " e § (4.24)
c1 Cc2 . CN
K1t+KN  K2t+KN 26N

Demostracion. Sustituyendo (4.22) en (4.23), tenemos
oo oo
/ Ae A* BCe ™ dz + / e A*BCe ™ A dz
0 0

> /d 00
= —/ (z e A% BCe_AZ) dz = —e 42 BCe_AZ‘O
0

= BC
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Par la otra parte de (4.24) en (4.23), obtenemos

Kic1 K1C2 . K1CN K1c1 Kac2 ... _KNCN

2K1 Kotk KN+K1 2K1 Kotk KN+K1
K2C1 K2c2 . K2CN K1C1 K2Co . KNCN
AP + PA _ H1~!>Ii2 2!?2 . I{N‘+Iiz + I{1TI€2 2/?2 KNTKQ
KNC1 KNC2 . KNCN Kic1 K2C . KENCN
K1+KN  K2tRN 26N K1+KN  K2tRN 26N
cp €y -+ CN 1
cl1 Cyp - CN 1
=1. . . l=|.l(a e -+ en)=BC
cp ¢ -+ CN 1

Entonces N (z) se puede escribir como
N(z) = e 42 pe=47,

donde P es la matriz dada en (4.24). Asi, la matriz I'(z,t) de (4.20) se puede calcular
como

D(z,t) =1 +e A2 pe A2 BtA?

1+ <o e8tn?—2xﬁl c2 eStng—m(ng—l—nﬂ . cN eSt/-c?V—m(/iN—‘rril)
2K1 Ko+K1 . KN+K1 )
c1 eStﬁffm(nlJrnz) 1+ ca eStnngx/-cg . CN eBtﬂ?\lf‘Z(K/N+I€2)
. K1+k2 2K2 KN +K2
= . : . : (4.25)
c1 8tH?—$(Hl+HN) c2 8tl{%—1‘(.‘£2+.‘£1\1) .. 1 4 CN e8tn§v—21ng
K1t+KN K2+KN 26N

Lema 4.4. Sea G una matriz de n x n con elementos continuos en un intervalo I : a <
x < b y supongase que ® es una matriz de funciones en I que satisface

—&(z) = G(z)®(x). (4.26)
Entonces det ® satisface en I la siguiente ecuacion

% det (z) = (tr G)(det B(z)). (4.27)

Cuando ®(x) es invertible podemos escibir a (4.26) como G(x) = ®~1(z)-L®(x) y reor-
ganizando para obtener el resultado

d

tr[®@ ! (x) .

B(2)] = det <I>_1(x)% det & (z)
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Demostracion. Sea ¢;j, a;j los elementos en la i-ésima fila y la j-ésima colimna de ® y
G, respectivamente. Entonces (4.26) dice

¢zg Z azk ¢k¢j (7'7] =1,.., TL) (4'28>
La derivada de ® es la suma de n determinantes

o P o | e ¢z 0
idet(b(x): 21 P22 0 Pom n o1 Phy o by,
¢n1 ¢n2 e ann ¢n1 ¢n2 e ¢nn

b11 P12 - P

T $21 P22 - ¢?n

/ / . /
nl n2 nn

Usando (4.28) en el primer determinante a la derecha, obtenemos
D aidr Y audka o Y G1kbkn
k k k
P21 P22 e Pon
d)nl d)nQ e ¢nn

y este determinante no cambia si se resta de la primera fila a15 veces la segunda fila mas
a1z veces la tercera fila hasta aq, veces la n-ésima fila. Esto da

annén anngiz 0 andia
¢ a2 0 P
¢n1 ¢n2 e gbnn
que es solo a1 det . Realizando un procedimiento similar con los determinantes restan-
tes, se obtiene finalmente (4.27). O

Teorema 4.5. Sean las matrices A, B,C como en (4.5) y la funcion T'(x,t) como en
(4.9). Entonces, la solucion de la ecuacion KdV se puede expresar de manera equivalente

como:

a)

u(e,t) = 25— [0 SA AT (g 4y=1 goA B] . (4.29)

b)

u(z,t) = —Q%tr [F(m,t)_l(i?f‘(x,t)] , (4.30)
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(4.31)

=22
u(, ) det I'(z,t)

0 % detT'(z,t)
ox

Demostracion.  a) Tomando en cuenta (4.18) y el Teorema 4.2 la solucién de la ecua-
cién KdV u(z,t) se escribe como (4.29).

b) La solucién u(x,t) de (4.29) es una cantidad escalar y como una cantidad escalar
es igual a la traza de la cantidad al lado derecho de (4.29). Por lo tanto,

T

(e, t) = tr <2aa [C SAP AT (1)1 gmoA B} > : (4.32)

donde tr denota la traza de la matriz que por definicién es la suma de las entradas
de la diagonal principal.

Por otra parte, la traza de una matriz satisface las siguientes propiedades:

tr (gf) = (i?(tr(G)), tr(G H) = tr(H GQ),

para G, H matrices. Asi, usando estas propiedades en (4.32), obtenemos

(i, t) = 2;33 (tr [F(x, t)~le~®A BC eStA?’—AfD . (4.33)

Luego de (4.9) tenemos que la derivada de I'(x,t) es

0
%F@J, t) = —e*A BC eBtA Az

De esto se sigue que (4.33) se puese escribir como

u(z,t) = _288:vtr [F(x,t)laif*(x,t)} . (4.34)

c¢) Finalmente, usando el resultado del Lema 4.4 en (4.34), obtenemos

N 0 %detf(w,t)
wz,t) = - Oz | detT(x,t)

O

Algoritmo de la solucién u(x,t) de la ecuacién de KdV mediante el método

ABC
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(i) Primero elegimos un triplete constante de matrices (A, B, C') de la forma (4.5), con
A tal que Re(k;) > 0y C tal que sus elementos sean positivos.

(ii) Construir la matriz auxiliar P como (4.24).

(iii) Usando el triplete de matrices (A, B,C) y la matriz auxiliar P construimos la
funcién I'(z,t) de la forma (4.25).

(iv) Finalmente obtenemos la solucién u(z,t) de la ecuacién KdV (3.1) mediante (4.31).

4.3. Ejemplos

En esta seccién ilustramos el método de construir soluciones exactas de la ecuacion
de KdV con algunos ejemplos concretos.

Ejemplo 4.1. Consideremos el caso de un solo estado acotado, entonces sea
A= <ﬂ1)7 B = (1)7 C= (01)7 (435>
donde k1,c¢1 > 0. Usando I'(x,t) de (4.25), obtenemos

[(z,t) =1+ 2%1 eStri—2ma

por lo tanto de (4.31) construimos la solucion como

_ 8tr3—2k12 _ 3 8trd34+2k1x
u(z,t) = —2& cie . - 1661:616 !
O | 1+ gL eStmi—2me (c1 e3F1 4241 e2r17)2
3_
—401/411 eBtnl 2K1x
= 5
(1 + 20711 eBtnl 2/{11)2

2
—8K7

2
( /2K1 e—4tl€%+l€1:ﬂ_’_ c1 e4tn‘;’—nlm>
c1 2K1

= —2k?sech?(kyz — 4K5t +0), donde 6 =log

2K
C1 '
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0.0 T T T 0.0
-0.5f 1 -05r
-1.0 -1.0
-1.5 -15
-2.0 -20
-254 : - - - = 254
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8
0.0 —\ T T 0.0 e — T T
-0.5 1 -05F
-1.0 -1.0
-15f -1.5
-2.0 -2.0
-254 - - - - =254 : ‘ : : -
-4 -2 0 2 4 6 8 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 4.1: Solucién solitén para N=1 con k1 =1, ¢; =1, t € [0, 1].

Ejemplo 4.2. Sea el triplete (A, B,C) con

A:((l) g) B:G), C=(3 1). (4.36)

De (4.36) en T'(x,t) de (4.25), tenemos

Str3— (k1+k2) e Stk3—2
C1 tk] —x(K1+K2 c2 tK TKo
K1+K2 e 1 2K2 e

3 3
1 c1 o8tk —2zkK) c2 o Btry—x(k2+k1)
I (a:,t) = < 2K

_ (1 + %e&f—2$

e641&—3%
- eSt73m 1 % e647t7430 .

+ ol

Luego de (4.31) encontramos la solucion u(x,t) de la ecuacion KdV en la forma

48 eStJer (6128t 1144 eSx 1924 e72t+2x 479 e64Lt+4:13 196 e56t+6:r)

U(Jz', t) = (e72t +24 eb 16 eb4t+2z +36 68t+41‘)2
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0 0
- ! \
2k
2k L
-3 4
;
6
5F L
-6f sl
-7 L ! 1 1 I 1 .
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 8
0 ‘ ?‘\\f ‘ ; o: ‘
ol 1 Sl
4t 14l
-6f 1 &l
-8l 1 &l
W 2 0 2 4 e 8w 0 5 10 15 20
Figura 4.2: Solucién solitén N = 2 para t € [0,1].
Ejemplo 4.3. Sea el triplete (A, B,C) con
V2 0 0 1
11 1
A=(0 1 0], B=|(1], C=(; § 3) (4.37)
0 0 V2 1
De (4.25) construimos I'(z,t) de la siguiente manera
1+ 20711 ejtn?—Zmnl ’{20_&’{1 e8tng—a;(n2+n1) 53?551 eStnE—z(ng,—&—nl)
F(SL‘, t) — Rlinz eStnlfa:(K1+n2) 14+ 2672 eStnszxng 533-352 eStn3fa:(ﬁ3+/€2)
Hli}ﬁg eStn:{’—x(nl—&—mg) 52253 e8tng—x(nz+f$3) 1+ 20733 eStﬁg—chng

2V2(8t—z) 8t—(1+V2)x e2V2(8t—x)

1+ 12v2 6(14+v2) 6/2
o el6V2t—(V2+1)z 1+ oBt—2z e2V2(8t—x)
B 6(v/2+1) 12 3(v2+1) |’

2V2(8t—x) 8t—(1+V2)x e2V2(8t—x)
12v2 6(1+v2) 6v2
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y por lo tanto de (4.31) obtenemos la siguiente solucion

u(z,t) = —64¢> (( 48 + 34/2) 2(1HVDEHD) | (51— 361/2) ¢

((2+8V2)t+x)

196 eA2ttatv2a) 124(— 4+3\[) 8(14+2VD)t+22+vV2)z | 988, /7 ¢ 16ﬁt+2(3+ﬁ)x>/

(96 Q2(ZHV2)z 4 19,/9 o4 4V2HD) | (_og 4 17,/2) 2((4H8VR)EH) 4 g e2<4t+f+ﬂz>) ’

0 v—\ T T 0
_2F 1 =2F
-3+ 1 -3r
—4f 1 _4f

A

-5L : ‘ : ‘ ‘ ‘ -5 ‘ : ‘
-4 -2 0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20
Figura 4.3: Soluciéon soliton N =3 parat =1y t = 2.
Ejemplo 4.4. Consideremos el triplete de matrices (A, B,C) con
2 0 00 1
01 00 1
A= B = C=(1 2 2 1). 4.38
001 0] 11’ ( ) ( )
00 0 3 1
Mediante (4.25), obtenemos
1 n c1 eBtn? PR co e8tngfz(n2+ﬁ1) 3 eStﬁgfz(mgi»Kl) cse Stmi z(kg+r1)
2K1 Kotk l~€33+l<1
ce Stnl—z(n1+l<2) 1 + o e8tﬁ2—2n21 3 eStn3—z(K3+fi2) cqe 8tf~z4 z(kg+K2)
F(m t) — ff31+f€2 5 2Ko K3tk >
) c1 eStnlfz(N1+n3) co e Btra— z(ko+K3) 1 4 c3 Btrg—2wKg c4 eStK47(E(N4+N3)
1431+H3 1%2-4-113 2K3
c1 eStnl—z(n1+R4) coe Stro— z(kg+ryg) cse Stn3 z(k3+ryg) 1 + C4€Stn4 2wk,
K1t+kK4 K2t+kq K3+kK4 2kK4

14 16641‘,74:1: 2 8t 3z %6815731 1621625 5

_ 1 64t—3z 1 + eSt—2x eSt—2z i e216t—4x

- 1 e64t73:): 8t 2x 14+ eSthx i e216t74m
1 eﬁ4t—5z % eSt—4z % e8t—4x 14+ % e216t—6:v
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Por lo tanto, mediante (4.31) obtenemos la siguiente solucion

’U,(.T, t) — 144 e8t+2ac (6560t +12960000 e209: +200 e504t+290 +300 e352t+4x +1800 e496t+4z
+ 4800 e34415-1—69v +7200 e488t+61: —|—60000 e28815-&-8:(: +24300 e33675-&-8:(: +90000 e432t+8:c
+907200 28041107 4 90000 e 28+12% 19720000 224127 1540000 272127 12880000 72147
+17280000 €19+ 6480000 ¢*F10% 19720000 €**% 9% 46480000 € +157) /

(%55 110800 €12 418?502 1900 2444 1600 ™2+ 11800 €210+07 12700 04457 421600 ¢5+107)?

0 : : : 0 —\/ : ‘ :
-5 1 /v ]
_10F 1
—10+ ]
_15L 1
_15kL ]
6 8

-4 -2 0 2 4 -2

0 2 4
0 \ ; : 0 ﬁ\\f ‘ ‘
) | \/'
-10 -10
-15 -15
-5 0 5 10 15 0 5 10 15 20

Figura 4.4: Solucién solitén N = 4 para t € [0,0.5].

Ejemplo 4.5. Consideremos el triplete de matrices (A, B,C) con

20000 1
03000 1
A=[0 010 0f, B=|[1], Cc=(; %2 3 1 3 (4.39)
00030 1
0000 % 1
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De (4.39) en (4.25) construimos la matriz I'(z,t) como sigue

§(64t—9x) 2 216t—13z
1 %— 27 13 (§]

13 8
134 oSt—1w 5372621615—§x %62—7(641&—91)
g 51215—&,@ 1 ,216t—6x 1 8t—4x 1 ,.216t—6x 9 212y 13,
52 €2 3 1 t3 g€ 51 © 56 €27 3
512 512 7
F(l’,t) — % e t—fx (15621& 4x 14+ %6815—2:1: % eZth 4z % eﬁt_g
3 51215——3[: 1 .,216t—6z 1 8t—4x 1 216t—6z 9 312y 13,
26 8 9°© 5© L+ o5 26€% 3
3 .2 (64t—9z) 2 216t—13z 3 St—Izx 3 o216t—12x 9 2 (64t—9z)
32 €27 13 € s 14¢ ° 52 © 1+ {5 e
De (4.531) tenemos que la solucion de la ecuacion KdV tiene la forma
u(z, t) = —128 82 <100051875e 37
12176
11222411200 ¢ 27

t 1114514400 ¢ 27 tF3% 1 80148837593088 ¢ 5
37 1903281650 ¢ 27 4% 11436468633600 ¢

27

5 4520206855168 e432t+%
+ 141664723200 ¢ 27 6% 1 63336873600 ¢ 27 1T 3T +-31237071465600 ¢ 27 187 4

Srtt+2 2241+ 28 ot
3085406701977 ¢ =7 +7661228230656 €224 5T 1198624435609600 ¢ 27

+

6128, 32 .
3

108959690301552 216152 4 783534705408 ¢ 27 17127 1530647842816 ¢ 27 15T +

490318606761984 ¢208+ 5 4 13000872148992 ¢ 27 175 441602790876 7744 ¢ 27 1757 ) /
656

296,450,
3 (825e 7t 14361011263 % 4646800 ¢ 27 27 1416416 224457 16662656 2161+ 75

+146016 ¢ 27 07 198619136 e 37 15 110902528 e+ )

T~

-20

0

1 1 20l
2 4 -5 0

I I
5 10

20
Figura 4.5: Solucién solitén N = 5 para ¢ € [0, 0.5]



Apéndice A

Definiciéon 4.1. [18] La expresion f(x) = O(g(x)), x — +oo significa que exizte C > 0
y N >0 tal que |f(x)| < C|g(x)| para toda z > N.

Definicién 4.2. [18] La expresion f(x) = o(g(x)), © — —+oo significa que Ve > 0,
N (e) > 0 tal que |f(x)| < e-|g(x)| para x > N(e).

Equivalentemente, la expresién f(x) = o(g(x)), x — +oo significa que lim @) =0.
z—o0 g(x)

Definicién 4.3. [17] Denotamos por L'(R) el espacio de funciones integrables (medibles)
en R. Para f € L'(R) escribimos

(RAIFZEN:S) ::/ |f(x)|dzz.

—00

Definicién 4.4. [17] Sea f una funcién integrable definida en R, f € LY(R). Su trans-
formada de Fourier serd la funcion definida también en R, que representamos como f,
dada por

FU)(k) = f(k) = / Y fa) e dg,

La transformada inversa de Fourier de la funcion f estd definida por:

FAa) = ) = 5= [ Fye an

Definimos para R > 0 el semicirculo en el plano superior e inferior
Ch={z]z= Re 0 e 0,7}, Cr ={2|z= Re? 6 e [—m,0]}.

Teorema 4.6. Si f es una funcion analitica en el plano superior Im z > 0, excepto para
puntos z1, .., 2n, con Imzg >0, y

lim R méx|f(z)| =0,

R—o ZECE

99
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entonces "
/ f(z) dz = ZWiZRes(f, 2k)-
oo k=1

Similarmente para [ analitica en el plano inferior.

Si la integral es una integral de Fourier, podemos obtener un resultado mas nitido.

Consideramos la integral
oo
/ f(x)e™* dux,
— 0o

con f analitica en cualquier parte excepto para puntos z_y,, ..., 21, 21, ..., 2n, con Im zz >
0sik >0 (Imz, <0sik<O0).

Lema 4.7. (Jordan) Siw >0y hm ma>i|f( z)| =0, entonces
0 2eCh

lim f(2) dz / f(z)e™* de = 2mi Z Res(f(2) ™7, z1,).

R—oo C;

Siw <0y lim max|f(z)| =0, entonces
R—oozecy,

lim f(z) dz = / f(z)e™® do = —2mi Z Res(f(2) €™, z,).
R

R— -
*©JC k=—1

Teoria Espectral

En esta seccién recordamos algunos resultados estandar del analisis funcional.

Definicién 4.5. Una medida p es un espacio de medida (M, F) se llama Borel si F
es una o algebra que contiene todos los conjuntos de Borel, o de manera equivalente si
w se define en todos los conjuntos abiertos de M, y por lo tanto todos los conjuntos de
Borel. Una medida de Borel se llama regular si

w(E) =inf{u(V)|E C V,V : abierto} = sup{u(K)|K C E, K : compacto}.

Teorema 4.8. Sea M un espacio métrico localmente compacto, tal que cada conjunto
abierto es una union contable de conjuntos compactos. Si una medida de Borel u en M
es finita en un conjunto compacto, entonces i es regular.

Definicion 4.6. Sea D un subespacio lineal de H. Un mapeo lineal H : D — H es
llamado un operador lineal del dominio D. El dominio D se denotard como D(H).
Decimos que H estd densamente definida en H si D(H) es denso en H.
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Definicion 4.7. Decimos que dos operadores Hi, Ho en Hy, Ho son unitariamente
equivalentes si existe una biyeccion U : Hi — Ha que satisface

1. (U, Uth)py = (&, V), Vo, b € M,
2. UD(H,) = D(Hy),
3. UHU ' = H,.
Definicién 4.8. La grdfica de un operador ineal H en D(H) C H se definido como
T(H) := {{¢, H)|¢ € D(H)} C D(H) x Ran(H) € H x H, (4.40)
donde Ran(H) es el rango de H.

Note que para un espacio de Hilbert H, H x H es también un espacio de Hilbert con
el producto interno

((D1,91), (B2, 92)) = (¢1, P2) + (b1, P2). (4.41)

Definicion 4.9. Un operador H es cerrado, si su grifica es un subconjunto cerrado de

HxH.

Operadores adjuntos

Definiciéon 4.10. Operadores Adjuntos Sea H un operador lineal densamente defi-
nido en un espacio de Hilbert H. Sea D(H™*) el conjunto de todos los ¢ € H, para los
cuales existe un n € H tal que

(H1, ¢) = (¢,m) para toda 1 € D(H). (4.42)

Para tal ¢ € D(H*), sea

H*6 = (4.43)
Llamamos a H* definido en D(H*) el adjunto de H.
H is auto-adjunto siy sélo si D(H*) = D(H) y H*¢ = H¢ para toda ¢ € D(H).

Definicién 4.11. Un operador H densamente definido en H is stmétrico si H* es una
extencion de H; esto es, si

(Ho,v) = (¢, H) paratoda ¢, € D(H). (4.44)

Una sutileza importante de esta definicién es que, incluso si D(H) es denso, D(H*)
es no necesariamente denso (podria suceder que D(H*) = {0}), y, por lo tanto, n no se
pueda determinar de forma tnica. Sin embargo, si D(H*) es denso y existe 7, entonces
se determina de manera tnica. Del mismo modo, auto-adjunto es un fortalecimiento
no trivial de lo simétrico, el teorema espectral es vélido solo para los operadores auto-
adjuntos, no para operadores simétricos en general.
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Definicion 4.12. Un operador simétrico H se dice que es esencialmente auto-adjunto
st H es auto-adjunto.

Teorema 4.9. [1, Teorema VIIL.1] Sea H un operador densamente definido en H. En-
tonces

1. H* es cerrado.
2. H es cerrable si y sélo si D(H*) es denso; en este caso, H = (H*)* =: H**.

3. Si H es cerrable, entonces (H)* = H*.

Un Corolario obvio es que todos los operadores auto-adjuntos son cerrados.

Teorema 4.10. Criterio para Auto-Adjuntos [1, Teorema VIIL.3] Si H es un ope-
rador simétrico en H, entonces los siguientes son equivalentes:

1. H es auto-adjunto.
2. H es cerrado y ker(H* +1i) = {0}.

3. Ran(H +i) = H.

Clases de operadores

Definicién 4.13. Decimos que un operador H en H es acotado si D(H) =H y

IH| =: up [H[| < oo.
=1

Definicion 4.14. Un operador acotado H en H se dice que es auto-adjunto si

(0, HY) = (Ho, ) Vo, € D(H) = H.

Teorema 4.11. Hellinger-Toeplitz Sea H un operador en un espacio de Hilbert H,
que satisface (Hp, 1) = (¢, HY) para todo 1, ¢ € H. Entonces H es acotado.

Definicién 4.15. Definimos una p-clase €, de un operador como aquellos operadores
A definidos en todas partes en un espacio de Hilbert separable H, tal que

(IAlp)? = (ej. (A" A)% e)) < oc.

J

Donde {e;} forman una base ortogonal de H.
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En paticular, la Clase Traza son los operadores anteriores con p = 1, y Hilbert-
Schmidt son aquellos con p = 2.

Teorema 4.12. Sea H un operador Hilbert-Schmidt en un espacio de Hilbert H. En-
tonces, existe una funcion k: R x R — C, k € L2(R x R), tal que

(Hu)(w) = [ Ko.p)u)dy.
k es llamado el kernel de la integral de H.

Definicién 4.16. Un operador K € L(H) es compacto si, para cada secuencia acotada
{hn} C H, {Khy} tiene una subsecuencia convergente.

El conjunto de todos los operadores compactos es la cerradura del conjunto de ope-
radores de rango finito; Es decir, el conjunto de todos los operadores K cuyo rango es
de dimensién finita. De esto queda claro que todos los operadores clase Traza y Hilbert-
Schmidt son compactos.

Espectro y conjunto resolvente

Definicién 4.17. El conjunto resolvente p(H), de un operador cerrado H en un espacio
de Hilbert H, es definido como

p(H) = {z € C|(H—=21) es una biyeccion de D(T) sobre H con inversa acotada (H—2z1)"'}.

Definicién 4.18. FEl espectro o(H), de un operador H en un espacio de Hilbert H, es
definido como

o(H) = C\ p(H) = {z € C|z & p(H)}.
Teorema 4.13. Para un operador auto-adjunto H, el espectro o(H) C R.
Definicién 4.19. Un operador H es llamado positivo si o(H) C [0,+00).

Definicién 4.20. z € C es un eigenvalor de H si existe 1, € D(H) C H, 1, # 0, tal
que Hy, = z1p,. Denotamos el espectro de puntos puros por

opp(H) := {z|z es un eigenvalor de H}.

Observacion 4.2. Puede existir 1, en R tal que Hy, = z1,, pero que no satisface el
requisito 1, € L2(R); en tales casos, z € o(H).

Proposicién 4.14. Para un operador cerrado densamente definido H en H, y z € p(H):

1. p(H) C C es abierto.
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H—-w) ™t —(H-2)"!
2. (H—2)"! es norma-analitica en z, i.e. el limite 1im ) ( )
w—z w—z

existe

para toda z € p(K).
3. {(H — 2)7 Y2 € p(H)} es una familia conmutativa de operadores acotados.

Proposicién 4.15. Identidad resolvente Sea H wun operador cerrado densamente
definido y z,w € p(H). Entonces

(H-2)"'—(H-w)"t=E-w)(H-2)"YH-w)" (4.45)

Proposicién 4.16. Sea Hy, Hy dos operadores auto-adjuntos en espacios de Hilbert
Hi, Ho, respectivamente. Entonces el operador H := Hy & Hs con dominio D(H) :=
D(H,) ® D(Hs) es también auto-adjunto y, Vz € p(H1) N p(Hz) = p(H)

(H—2)'=H -2 o H -2

Construccion de medida espectral

Teorema 4.17. Teorema de Representacion de Riesz Sea X un espacio métrico
localmente compacto, y sea A un funcional lineal acotado positivo en Co(X). Entonces
existe una o-algebra F en X, que contiene todos los conjuntos de Borel en X, y una
unica medida positiva p en F tal que

A(f) = /X fdu

para toda f € Co(X). Ademds, u es regular, y p(X1) < oo para cada compacto X; C X.

Teorema 4.18. Calculo de Funcional Continuo para operadores Auto-Adjuntos
[1, Teorema VII.1] Sea A un operador auto-adjunto en H, y sea L(H) un conjunto de
operadores lineales acotados en H. Entonces existe un unico mapeo ® : C(c(A)) — C
con las siguientes propiedades:

1. ® es un homomorfismo *- albegraico i.e.
O(fg) = (f)2(g), @) =A2(f), @(1)=1, O(f)=2(f)"
2. ® es una norma continua (|[®(h)] 230 < [|hllso)-

3. Si f(x) =z, entonces ®(h) = A.

Ademds ® tiene las siguientes propiedades adicionales:
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Si Ap = M\, entonces ®(h)p = h(\),
o(®(f)) ={f(N)[Aea(A)},
» Si f >0, entonces ®(f) > 0.

1SN = 11 lloo-

Dado un vector ¢ € H, definimos el funcional lineal A4(f) : C(c(A)) — C como

Ap(f) = (&, F(H)®).

El teorema previo nos dice que Ay es positiva y acotada. Entonces por el teorema de
Riesz, existe una tinica medida py 4, tal que

(6, F(H)®) = / F(\)dpaga. (4.46)

Donde A es acotado, 0(A) es compacto, y por lo tanto p14,4 es finito. La medida 114 4
es llamada medida espectral para A y 1. La medida espectral nos permite definir
h(A) para cualquier funcién de Borel h de la siguiente manera. El valores de expectacién
(¢, h(A)¢) estan determinados por la relacién

(6, h(H)6) = / B(\)dpo . (4.47)

La siguiente Identidad de polarizacion

4p, An) = (¢ +n), A(p +1)) — (¢ —n), A(¢ —n)) +
+i (¢ —in), A(¢ —in)) —i (¢ +n), A(d + 1))

implica que también todos los valores del producto escalar de la forma (n, h(H)¢p) se
determinan de forma tnia. Claramente, los valores de los productos escalares (n, h(H)p)
determinan de manera tnica h(A). Por lo tanto, el mapeo ¢ en el teorema 4.18 se puede
extender a las funciones de Borel.

Teorema 4.19. Calculo Funcional de Borel para operadores Auto-Adjuntos
[1, Teorema VIIL.5] Sea A un operador auto-adjunto acotado en H, L(H) el conjunto de
operadores lineales acotadoes en H y h,{hyn} € B(c(A)). Eziste un inico mapeo ® que
mapea funciones de Borel acotadas de R en L(H) con las siguientes propiedades:

1. ® es un homomorfismo *- albegraico.

2. & es una norma continua <||<i>(h)||5(7_[) < Hh||oo)
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3. Si lim hy(x) = x para cada © y |hy(x)| < |z| para toda x y n, entonces para
n—oo

cualquier ¢ € D(H), 1Lm &(hy) = H.

4. i ||hn(2)]|oc es una secuencia acotada y hn(x) — h(x) puntualmente, entonces
®(hy,) — ®(h) fuertemente.

5. 8i Hop = M\, ®(h)h = h(\)1p.
6. Si h >0, entonces <i>(h) > (.

Definicién 4.21. Decimos que ¢ es ciclico para A si y solo si Span{A™|n € N} es denso
en H.

Teorema 4.20. Sea A un operador auto-adjunto con un vector ciclico ¢. Entonces hay
un operador unitario U : L*(c(A), duag) — H, tal que

UAUTLF(N) = Af(N).

Observacién 4.3. También es posible ver UAU™ como un operador en L*(R, dpa,e)
con o(A) = supp(pa,e)-

Teorema 4.21. Teorema de la Descomposicién Para cada espacio separable de
Hilbert H y operador auto-adjunto A, existe una forma de descomponer H y A en H, y
A, de tal manera que para toda n, existe ¥, que es ciclica para A, en H, y A =3A,,
H=3H,.

Teorema 4.22. Multiplicacién por f operador Sea p una medida finita positiva
en el espacio de medida (M,F) y sea f : M — R una funcion medible. Definimos la
multiplicacion por el operador f

App = fo en D(Ap) = {¥ € LX(M,dp)|fy € L2(M,dp)}.

Ay satisface las siguientes propiedades:

1. Ay es auto-adjunto,
2. Ay es acotado <= f € L>®(M,dpu), en ese caso ||A¢| = || fllsc,

3. El espectro o(Af) = {\ € Rlu (f"* (A —€,A+¢€)) > 0 Ve > 0}, el rango esencial
de f.
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