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Resumen

En este trabajo estudiaremos la siguiente pregunta: Dada una sucesion (a,),cn €n un grupo
abeliano, existe alguna topologia 7 tal que (a,).eiy converge al neutro de (G, 7)? Para el grupo de los
nimeros enteros este problema se ha estudiado por D. Dikranjan en [1] y [2]. También presentamos
las nociones bésicas de grupos topoldgicos, asi como los teoremas que vamos a necesitar dentro
de este trabajo como son el Teorema de Metrizacion para grupos topoldgicos de G. Birkhoff- S.

Kakutani y el Teorema de Dualidad de L. Pontrjagin.

Dada una sucesion (a,),en C Z, caracterizaremos la topologia mas fina para la cual (a,),en
converge a 0, mediante el comportamiento de las radios a,41/a,. Si (a,+1/a,).cxv €S Una sucesion
acotada, entonces la topologia més fina para la cual (a,),«ay converge a 0 debe ser metrizable. Por
otro lado si (a,+1/a,).en — 0, entonces la topologia mas fina para la cual (a,),ay converge, tiene
peso ¢. Como Z = T, veremos que la topologia més fina donde una sucesion converge, coincide con

la topologia inducida por algun subgrupo del toro T.

Palabras clave: sucesion, convergencia, grupo, topologia y totalmente acotada.
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Abstract

In this paper we study the following question: Given a sequence (a, ),y in a topological abelian
group, is there any topology 7 such that (a,),eny converges to the neutral element of (G, 7)? For the
group of integer numbers, this problem has been studied by D. Dikranjan in [1] and [2]. We also
present the basic notions of topological groups, and theorems that we will need in this work such
as parameterization theorem for topological groups given by G. Birkhoft-S. kakutani and Duality

Theorem given by L. Pontrjagin.

Given a sequence (a,).en C Z, we characterize the finest topology for which (a, ), converges
to 0, by the behavior of the radios a,+;/a,. If (a,+1/a,).en 1s @ bounded sequence, hence the finest
topology for which (a,),ay converges to O must be metrizable. Secondly if (a,,+1/a,)neny — o0, hence
the finest topology for which (a,),ay converges must have weight c. Like Z = T, we will see that
the finest topology for which a sequence converges will match whit the topolgy induced by some

subgroup of the torus T.
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Introduccion

En esta tesina trataremos de estudiar la siguiente pregunta: Dada una sucesion (a,),cn €n un
grupo abeliano, ;existe alguna topologia 7 tal que (a,),en converge al neutro de (G, 7)? En general
para grupos este problema ha sido tratado en [11] en el cual se intruduce la siguiente nocion. Deci-
mos que (a,),en es una T-sucesion si T es de Hausdorft y (a,),cn converge al neutro en (G, 7). Si T es
totalmente acotada y (a, ),y converge al neutro en (G, 1), decimos que (a,),cn €s una 7 B-sucesion.
Denotamos por o, a la topologia de grupo més fina para la cual a = (a,),ey €s una T B-sucesion.
Para el grupo de los nimeros enteros este tema se ha estudiado por D. Dikranjan en [1] y [2]. En
el primer capitulo presentamos las nociones bdsicas de grupos topoldgicos, asi como los teoremas
que vamos a necesitar dentro de este trabajo como son el Teorema de Metrizacion de G. Birkhoff-
S. Kakutani y el Teorema de Dualidad de L. Pontrjagin. También veremos algunos ejemplos intere-
santes como el Ejemplo de R. C. Hooper donde el grupo dual no separa puntos.

En el capitulo 2 trabajaremos sobre topologias totalmente acotadas, presentaremos algunos teo-
remas como por ejemplo que el grupo de homomorfismos de un grupo abeliano G separa puntos.
También se daran algunos ejemplos de topologias inducidas por funciones casi periddicas y hablare-
mos un poco de grupos linealmente ordenados.

En el dltimo capitulo nos enfocaremos en la pregunta principal, se dardn algunos ejemplos de 7-
sucesiones y trabajaremos sobre 7 B-sucesiones. Dada una sucesion (a,),en C Z, caracterizaremos
la topologia o, mediante el comportamiento de las radios a,,,1/a,. Si (d,+1/@)nen €S UNa sucesion
acotada, entonces la topologia o, debe ser metrizable. Por otro lado si (a,+1/a,).cy — o0 entonces
la topologia o, tiene peso ¢. Como Z =T, veremos que o, coincide con la topologia inducida por

algun subgrupo de T.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos las nociones basicas de grupos topoldgicos, que vamos a nece-
sitar a lo largo de esta tesina. Trabajaremos sobre caracteristicas de familias de homomorfismos.
Daremos un ejemplo de R. C. Hooper donde los homomorfismos continuos de un grupo no sepa-
ran puntos. También veremos un ejemplos donde se muestra la importancia de considerar grupos

abelianos para que la familia de homomorfismos separe puntos.

1.1. Notacion y preliminares

Denotaremos por N, Z, P, Q, R, T, C, Z(n) el conjunto de nimeros naturales, el grupo de los enteros,
el conjunto de niimeros primos, el grupo de racionales, el grupo de reales, el grupo del circulo
(mejor conocido como toro, identificado como el cociente R/Z bajo el mapeo exp : R — T, dado
por exp(2rix) = (cos(x), sen(x))), el grupo de los complejos y el grupo ciclico nZ, respectivamente.
Para denotar el neutro de un grupo usaremos e, para el toro T el neutro serd denotado por 1 y en
los enteros Z por 0. Para un grupo topolégico (G, 1), denotamos por w(G) el peso de G, el cual es
la minima cardinalidad de una base para 7. Si H es un subgrupo de G lo denotaremos por H < G.

Dado X cualquier conjunto denotaremos por £(X) a la familia de todos los subconjuntos de X.

Definicion 1.1. Sea X un conjunto. Una familia U c P(X), se llama base de filtro si:

1.O¢UyU +0;

2. Para cualesquiera U,V € U, existe W e Utalque W c UNV.
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1.2. Grupos topologicos

Comencemos definiendo los objetos sobre los cuales vamos a trabajar.

Definicion 1.2. Un grupo topologico es una pareja (G, 7), formada por un grupo G y una topologia

7 para G, la cual cumple que las operaciones de producto e inverso en G sean continuas.

El siguiente es un teorema bdsico en la teoria de grupos topoldgicos y su demostracion no es
complicada.

Teorema 1.3. Sea G un grupo topologico, entonces G es Hausdorf{f si y solo si G es T.

Una equivalencia util para definir la topologia en un grupo a partir de una base de filtro, la tenemos

en el siguiente teorema, de igual manera nos ayuda a saber cuales son las propiedades de una base

de vecindades en el neutro e, para que G sea un grupo topoldgico.

Teorema 1.4. Sea G un grupo topolégico y sea U una base de filtro formada por vecindades (no

necesariamente abiertas) del neutro e de G. Entonces se tienen las siguientes afirmaciones.

1. Para cada U € U, existe V € U tal que V> C U;
2. Para cada U € U, existe V € U tal que V™' C U;

3. Para cada U € U y cada x € G, existe V € U tal que xVx' c U.

Por otro lado si G es un grupo y U es una base de filtro en G que satisface las condiciones
anteriores, entonces existe una topologia 7, tal que U es una base local en el neutro e y ademds

(G, ) es un grupo topologico.
Noétese que gracias al Teorema (1.3), un grupo topolégico (G, 7) es Hausdorft si y solo si "U = {e}.
Observamos que si agregamos la condicién
4. Paracada U € U y cada x € U, existe V € U tal que xV c U,
entonces los elementos de la base que se obtienen son abiertos.

Una propiedad importante de los grupos topolégicos (que son Ty) es que son regulares. Para esto

necesitamos el siguiente teorema.
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Teorema 1.5. Sea G un grupo topologicoy A C G,

A={VA:Vel}=n{AV .V e U}.

Corolario 1.6. Todo grupo topoléogico es regular.

Ahora veamos un teorema cldsico de metrizacion para grupos topoldgicos dado por G. Birkhoff y
S. Kakutani.

Teorema 1.7. Un grupo topolégico G (que sea Ty) es metrizable si y solo si es primero numerable.

1.3. Caracteres en un grupo

En esta seccion hablaremos de los homomorfismos de un grupo (G, 7) al toro T, ya que con-
siderando subgrupos de homomorfismos del grupo al toro T, podemos definir topologias para G

con propiedades muy interesantes.

Definicion 1.8. Si (G, ) es un grupo topoldgico, llamaremos caracter a todo homomorfismo y :

G — T. Denotamos por Hom(G, T) al conjunto de caracteres de G.

Definamos una condicién necesaria para generar topologias de Hausdorff a partir de familias de

caracteres.

Definicion 1.9. Si H es un subgrupo de Hom(G, T), decimos que H separa los puntos de G si para
todo x € G\ {e} existe y € H tal que y(x) # 1.

Definicion 1.10. Decimos que un grupo G es divisible si para cada n € N se cumple que G" = G,

es decir, dadosn e Ny x € G, existe y € G tal que y" = x.

Dado un homomorfismo y : H — D, con H < G y D un grupo divisible, el siguiente teorema nos

presenta una técnica para extender y a un homomorfismo y : G — D.

Teorema 1.11. Sea G un grupo abeliano y H un subgrupo de G. Supongamos que y : H — D es
un homomorfismo, con D un grupo divisible. Entonces existe un homomorfismo y : G — D que

extiende a y.

DemosTRACION. Sea x € G \ H. Denotemos H* =< HU {x} >={g+nx:ge€ Hn € Z},
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Caso 1. Supongamos que kx ¢ H para todo k € N. Cada z € H" tiene la forma z = kx + b, con
b e Hy k € Z. Definimos y : H* — D dada por y(kx + a) = ky(x) + x(a) y definimos y(x) = d,

d € D\ {e}. Claramente y cumple lo que necesitamos.

Caso 2. Supongamos ahora que existe m € N tal que mx € H. Consideremos my minimo tal
que mox € H, como y(myx) = myy(x) € D, definimos entonces y(x) = y(x), asi y(mox + g) =
x(g) + moy(x). Veamos que y esta bien definida. Sean kx+a = [x+ b entonces (k—)x =b—a € H,

entonces my divide a k — [ pues mx € H, digamos k — [ = mgp para algin p € Z, por lo tanto

X(kx +a) = x(Ix + b) = kx(x) + x(a) — (lx(x) + x(b)) =
(k= Dx(x) = x(b — a) = mypx(x) — x(mopx) = e;

es decir, y(kx + a) = y(Ix + b). Claramente )y es un homomorfismo que extiende a y.

Ahora definamos 8 la familia de todas las parejas de la forma (K, f)con K <Gy f: K — D un
homomorfismo que extiende a y. Podemos definir un orden en 8B dado por (K, f) < (K', f') siy
solo si K € K’y f extiende a f. Claramente toda cadena en 8 es acotada, por lo que la familia 8
tiene un elemento maximal, digamos (K, y). Afirmamos que K = G, de lo contrario, sea x € G \ K.
Por los casos anteriores podemos extender y a el subgrupo < K U {x} >, lo cual contradice la

maximalidad de (K, y) en 8. Por lo tanto y : G — D. .

Como resultado del Teorema (1.11), considerando el subgrupo H =< {x} >< G, podemos concluir

el siguiente resultado.

Teorema 1.12. Si (G, 1) es un grupo abeliano, entonces Hom(G, T) separa puntos de G.

Por lo dicho anteriormente, para poder separar puntos de un grupo G, necesitamos la existencia de
muchos caracteres en un grupo abeliano. El siguiente teorema nos garantiza esto.

Teorema 1.13 (S. Kakutani). Sea G un grupo abeliano infinito, entonces |Hom(G, T)| = 2/°I.
DEMOSTRACION. Sea a = |G| y sea {g: : £ < a} enumeracion de G, con gy = e. Para cada 6 < «,
definamos Hy :=<{g; € G: é <O} >yseaA={g: € G:g: ¢ H:}.

Afirmamos que < A >= G, por lo que |A| = @. Para esto supongamos que < A ># G. Sea 0y < @
minimo tal que gy, ¢ A, entonces gy € Hy, =< {g € G : & < 6y} >, por lo que gy, tiene la
forma gg, = X<, gg’ , ahora como 6, es minimo cada g;, € A, por lo que gy, € A, lo cual es una

contradiccion.

Para concluir, dado g: € G y dado un caracter y : Hs — T, por el Teorema (1.11) podemos extender

X aun caracter x’ :< Hg U {g;} >— Ty tenemos al menos dos opciones para definir x'(gs). —
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El siguiente ejemplo nos muestra la importancia de ser abeliano para que el grupo de homomorfis-

mos separe puntos. Una prueba de este resultado se puede encontrar en [9, 1231]

Ejemplo 1.14. Recordemos que el grupo especial lineal es
SL(n,C)={A € M,;,(C) : det(A) = 1}.

Si K es un grupo compacto, entonces \Hom(S L(2,C),K)| = 1. Por ende Hom(S L(2,C), K) no

separa puntos.

Ahora veamos un ejemplo de un grupo (G, 7) donde la familia de caracteres T-continuos no separa

puntos de G.

Ejemplo 1.15 (Hooper, 1968). Existe un grupo topolégico abeliano (G, 1), tal que la familia de

caracteres T-continuos no separa puntos de G.

DemosTrACION. Denotamos por Cy = {f : N — R : f(n) — 0}. Dado a = (a,).en € Cy, definimos
llalle = max{|a,| : n € N}. No es dificil demostrar que (Cy, || - ||) s un espacio de Banach y ademads
es un grupo topoldgico con la operacion coordenada a coordenada.

Sea H el siguiente subconjunto de Cj.
H={aeCy:a,€Z, n e N} =&,n2Z.
Por otro lado sea K de la siguiente manera.

K={aeH: Zan es par}.
neN
Definamos G = Cy/K, afirmamos que la familia de caracteres continuos de G no separa puntos.
Para esto definimos ¢, = (0,...,0,1,0,0,...), donde el 1 aparece en la n-ésima entrada del vector,

nétese que e, € H \ K. Veamos que y(e, + K) = 1, para todo homomorfismo continuo y.

Supongamos que existe y homomorfismo continuo tal que y(e, + K) # 1. Como ¢, + ¢, € K
y x es un homomorfismo, tenemos y(e, + K)y(e, + K) = 1 por lo que x(e, + K) = —1. Sea
¢ : Cy — G el homomorfismo canénico. Dado m € N, sea t = X(cp(%en)), notese que 1" = —1,
entonces ¢ = exp(%nl)’”').

Definamos o : [0, }l] — T, dada por o(r) = x(¢(re,)). Nétese que o es una funcién continua

(pues es composicion de funciones continuas), ademés o(0) = 1y 0'(,%) = t, entonces o- manda el

intervalo [0, %] en el arco comprendido entre 1 y . Asi existe r,,,, € [O, %] tal que o (rm) = exp(:ini),
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esto lo podemos hacer para n suficientemente grande. Ahora para cada natural n > 0, definimos

c(n) € Cy dado por c(n) = ,,.<, rnmem. Afirmamos que y(¢(c(n))) = —1, veamoslo.

X)) = x(@Y ramen)) = | | x@(rumen)) = (exp (rifm))" = -1.
Por otro lado, nétese que ||c(n)]| < %, es decir ¢(n) — 0 en Co, por lo que x(¢(c(n))) = 1 enT, lo

cual es una contradiccion. —

1.4. Dualidad

Uno de los subgrupos de caracteres mas impotantes es el formado por los caracteres continuos,

el cual esta definido como sigue.

Definicion 1.16. Sea (G, 1) un grupo topoldgico. El conjunto de caracteres 7-continuos es un sub-
grupo de Hom(G, T) y lo denotaremos por G. A este grupo con la operacién puntual compleja lo

llamaremos el grupo dual de G.

La propiedad de que la familia de homomorfismos continuos G separe puntos de un grupo G se
cumple cuando G es un grupo abeliano localmente compacto, este hecho fue probado por I. M.

Gel’fan y D. Raikov [8] y lo enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.17. Sea G un grupo abeliano localmente compacto y sea x € G \ {e}. Entonces existe

un caracter continuo y € G tal que x(x) # 1.

Ahora dotemos al grupo G con una topologia que lo vuelva grupo topolégico.

Definicion 1.18. Sea G un grupo topolégico abeliano localmente compacto. Dados F € G com-

pacto y € > 0 definimos
U(F,e) ={y € G : |y(x) — 1| < € para todo x € F}.

Entonces la familia
B ={U(F,e): F c G compacto , e > 0},

forma una base de filtro y ademds cumple las condiciones del Teorema (1.4), por lo que B gen-
era una topologia de grupo topoldgico 7 para G. Esta topologia es conocida como la topologia

compacto abierta.
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En [8, §22] se demuestra que si G el localmente compacto, entonces G es localmente compacto, y
tomando el dual de G, tenemos que G también es localmente compacto, para esto se usa el siguiente

teorema el cual es conocido como el teorema de dualidad de Pontrjagin.

Teorema 1.19. Sea G un grupo topoldgico abeliano localmente compacto y definamos el homo-

morfismov : G — G dada por

v(x)(x) = x(x), conx € G,y € G.

Entonces v es un isomorfismo topolégico de G sobre G.



Capitulo 2
Grupos Totalmente Acotados

En este capitulo hablaremos de grupos topoldgicos totalmente acotados y daremos algunos
ejemplos importantes en el grupo de los enteros Z. Hablaremos un poco de funciones acotadas y
de una topologia que inducen este tipo de funciones llamada 7. Ademds daremos una caracteri-
zacion para que la topologia 7 sea totalmente acotada y esta la haremos mediante funciones casi
periddicas. También trabajaremos en las topologias inducidas por subgrupos de caracteres y carac-
terizamos cuando dichas topologias son totalmente acotadas. En la dltima seccién hablaremos de

grupos linealmente ordenados.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Comenzaremos este capitulo definiendo qué es un grupo topoldgico totalmente acotado. Esta
propiedad de los grupos topoldgicos nos ayudara a caracterizar la topologia del grupo mediante

familias de homomorfismos.

Definicion 2.1. Un grupo topolégico (G, ) se llama totalmente acotado si para cada abierto no
vacio U C G, existe F C G finito tal que G = FU. Cuando digamos que una topologia 7 es

totalmente acotada, nos referimos a que el grupo (G, 7) es totalmente acotado.

Para familiarizarnos un poco mds con la definicién anterior veamos algunos ejemplos. Evidente-
mente todo grupo compacto es totalmente acotado. A continuacién damos un ejemplo de un grupo

totalmente acotado que no es compacto.
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Ejemplo 2.2. Dado p € P, consideremos la familia 8, = {Z(p") : n € N}. Claramente B, forma
una base de filtro, ademds gracias al Teorema (1.4), B,, genera una topologia de grupo topolégico

para Z la cual denotaremos t,. Mds ain (Z, 7)) es metrizable no discreto y totalmente acotado.

DemosTrACION. Notese que si Z(p"), Z(p™) € B, entonces Z(p"™) C Z(p") N Z(p™), es decir, B, es
base de filtro. Las afirmaciones del Teorema (1.4) se cumplen trivialmente. Ademds N8B, = {0}, lo
cual implica que 7, es Hausdorff. Por el Teorema (1.7), (Z, 7,,) es metrizable, ademas es no discreto
y es un espacio cero-dimensional, pues todo espacio Tychonoff numerable lo es. Ahora, sea z € Z
y sea Z(n) abierto. Notese que z tiene la forma z = In+i,con 1 < i < n, por lo que z € Z(n) + i.

Entonces Z C U;,(Z(n) + i), es decir, (Z, 7,) es totalmente acotado.

Tratando un poco lo que veremos en el Capitulo 3, nétese que si una sucesion de enteros (z,),en
converge a 0 en 7, existe k € N tal que z; € Z(p") para cada i > k. Por definicion p" divide a z;
para i > k, ademads si p y g son primos distintos, en (Z, 7,) se cumple que (p"),en converge a 0, sin

embargo (¢"),en no converge a 0.

De acuerdo al Teorema de Sierpinski (ver [7]), el cual dice que todo espacio numerable y metrizable
sin puntos aislados es homeomorfo a Q, el espacio (Z, 7,,) es homeomorfo a Q, sin embargo Q no

es un grupo totalmente acotado con la topologia que hereda de los nimeros reales. 3

El siguiente teorema nos da una caracterizacién muy importante de los grupos totalmente aco-
tados. Una prueba de €l la podemos encontrar en [3], donde se expone una demostracion dada por

el profesor W. W. Comfort, la cual solamente utiliza argumentos topoldgicos.

Teorema 2.3. (A. Weil) Sea G un grupo topoldgico. G es totalmente acotado si 'y solo si existe H

grupo topologico compacto, tal que G es un subgrupo denso de H.

Corolario 2.4. Los grupos totalmente acotados son los subgrupos de los grupos compactos.

Teniendo en cuenta los dos resultados anteriores, podemos construir muchos ejemplos de grupos

totalmente acotados.

Ejemplo 2.5. Para cada p € P, definimos Z,~ = {exp(%”) :n € Z,m € N}. Del Teorema de Weil

(2.3) tenemos que este subgrupo denso de T es totalmente acotado.

En uno de los ejemplos que vamos a dar, necesitaremos saber que ocurre si un grupo no es

totalmente acotado, para esto tenemos el siguiente lema.
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Lema 2.6. Sea G un grupo topolégico tal que G no es totalmente acotado. Entonces existe U

vecindad del neutro y existe (x,),en C G, tal que x,U N x,U = 0, para n # m.

DEemostrACION. Como G no es totalmente acotado, existe V vecindad del neutro tal que para cada
F C G finito, se tiene que VF # G. Construyamos (x,),en C G tal que x, ¢ U, x;V para cada
n € N. Ahora sea U vecindad del neutro tal que U C V, U?> c Vy U™! = U, afirmamos que los

elementos de la familia {x,U : n € N}, son ajenos dos a dos.

Para esto, supongamos que no es cierta la afirmacion, sean x;,x; € {x, : n € N} que cumplen
xUNx;U # 0, seaz € x;U N x;U, entonces z tiene la forma z = x;v = x;w, con v,w € U,

1

asf x; = zv7! € zU, y como z € x,U, tenemos x; € x;U? C x;V, lo cual es una contradiccion a la

construccién de la sucesion (x,),en. .

Ahora comenzaremos a trabajar en la topologia inducida por una funcién acotada, veremos que
la topologia inducida por f sera totalmente acotada si y solo si f tiene la propiedad de ser casi
periddica. Con esta construccion podemos inducir muchas topologias totalmente acotadas en un

grupo abeliano infinito a partir de funciones acotadas.

Definicion 2.7. Sea G un grupo y a € G. Definamos B(G) := {f : G — C : f es acotada }. Dada

f € B(G) denotaremos a la funcién f(x + a) por f,. Como f es acotada podemos definir

Il = sup{f(x) : x € G}.

Observacion 2.8. Fdcilmente se puede ver que B(G) forma una C-dlgebra, ademds || - || es una

norma en B(G) la cual es completa, por lo que (B(G), || - ||) es un espacio de Banach.

Otra observacion rdpida es que si (G, T) es un grupo topologico entonces Gc B(G). Ademas si G

es un grupo compacto, entonces las funciones continuas son acotadas (es decir, C(G,C) C B(G)).

Definicion 2.9. Sea G un grupo infinito. Una funcién f € B(G) se llama casi periddica, si dada
(an)nen C G, la sucesion (f,, ).en tiene una subsucesion convergente con respecto a la norma || - || en
B(G). Definimos

A(G) :={f € B(G) : f es casi periddica}.

Sea G es un grupo abeliano y f € B(G). Un elemento a € G se llama e-casi periddico a f si

Ilf — full < €. Denotaremos por T'(f, €) a el conjunto {a € G : a es € — casi periddico a f}.

Observacion 2.10. Sea f € B(G). La familia {T(f,€) : € > 0} forma una base de filtro, ademds

cumple las propiedades del Teorema (1.4), por lo que genera una topologia de grupo topologico
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para G, la cual denotaremos por 7y.
Una condicion necesaria para que 7y sea una topologia de Hausdorff, es que para cada a € G\ {e},
existe b € G tal que f(a) # f(a+ b).

El siguiente teorema nos da una condicion necesaria y suficiente para que la topologia 7, sea

totalmente acotada.

Teorema 2.11. Sean G grupo abeliano y f : G — C una funcion. Son equivalentes:

1. feAG);

2. (G,7y¢) es un grupo topoldgico totalmente acotado.

DemosTRACION. (1) = (2). Supongamos que G no es totalmente acotado. Entonces existe € > 0
de modo que para cada F' C G finito, se tiene que F + T(f,e) # G. Por el Lema (2.6) Podemos
construir una sucesion (x,,),en C G tal que los elementos de la familia {x,, + T(f,€) : m € N} son
ajenos dos a dos. Como f es casi periddica, la sucesion (f;, )men tiene una subsucesion de Cauchy,
digamos (fy,, Jken- Por definicion existe [ € N tal que ||, — fxu ]l < 5, para todo i, j > I. Nétese
que

Wfx,, = fxm |l = sup{lf(g + xum;) — f(g + xu,)| : g € G}.

Considerando & = g + Xpm;» t€NEMOS
sup{lf(g + xm,) — f(g+ X))l : g € G} =

sup{[f(h) = f(h = X, + X )| : h € G} = || = fr,—x, I
Por lo tanto
Uy, = £l = 1f = Foymss I

Ast||f - fxmi—xmj” < 5. Entonces
Xm; — Xm; € T(f, %) C T(f,e), porlo que x,, € x,, + T(f, €)

lo cual es una contradiccion, pues (x,, + T(f, €)) N (x,,; + T(f, €)) = 0.

(2) = (1). Como B(G) es un espacio de Banach, basta ver que cada sucesion (f;,),en tiene una
subsucesion de Cauchy. Supongamos que esto no pasa. Sea (f;, )new que no tiene subsucesion de
Cauchy, en especial ella misma no es sucesion de Cauchy. Sea € > 0 tal que [|f,, — f,ll > €

para todo m, k € N. Podemos formar una subsucesion ( fxnk )kery, de modo que n; sea una sucesion
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estrictamente creciente y tal que || fxnh1 - fx”kll > €. Ahora como 7 es totalmente acotada, existen
{b;:1<i<ljtalque g = Uﬁzlbi +T(f, 5), entonces existe ip < [ tal que Xng, » Xny, € bi, + T(f, 5), asi

X, = Xy, € T(f,e/2)—-T(f,€/2)=T(f,€/2)+T(f,e/2) C T(f,e).

Por lo que || fxuk1 — fll =1l fx"kl — fxnk2 || < €, lo cual es una contradiccion. 3

Pensando un poco en el problema principal de este trabajo, dada una sucesion (a,),cn €n un
grupo G y dada f : G — C una funcién acotada, la siguiente observacion nos ayuda a caracterizar

cuando la sucesion (a,),av converge al neutro de G en la topologia 7¢.

Proposicion 2.12. Sea (a,),en € G una sucesion en G, entonces (a,),en converge al neutro en

(G,7y) si'y solo si para cada x € G se cumple que f(x + a,) converge a f(x).

DEMOSTRACION. Sea € > 0, notese que e es un elemento de cada basico T'(f, €) de la topologia 7. Si
(an)nen converge al neutro en la topologia 7, por definicién tenemos que existe k € N tal que para
cada n > k se tiene a, € T(f,€), es decir, sup{|f(x) — f(x + a,)| : x € G} < €, por lo que f(x + a,)
converge a f(x). La otra parte de la demostracion se obtiene de la misma manera. .

2.2. Topologias totalmente acotadas en grupos abelianos

En esta seccion trabajaremos sobre subgrupos de caracteres de un grupo topoldgico (G, 7).
Veremos cuales son las condiciones para que estos subgrupos induzcan en G topologias totalmente

acotadas.

Veamos como construir topologias totalmente acotadas en un grupo G a partir de subgrupos de

caracteres.

Definicion 2.13. Sea G grupo topoldgico abeliano. Para H subgrupo de Hom(G, T) denotaremos
por 7 a la topologia méas débil que hace continuos a todos los caracteres de H, es decir, la topologia
generada por la subbase {A~'(U) : U es un subconjunto abierto de T y h € H}. Nétese que los

basicos para 7y tiene la forma U(x 1, ..., xm; €) = {x € G : |yi(x) — 1| <€, 1 <i < m}.
Teorema 2.14. 74 es una topologia de grupo topologico para G. Ademds esta topologia es de

Hausdorff si y solo si H separa puntos de G.

DemosTRACION. Veamos que la familia {U(y; €) : € > 0, y € H} cumple las condiciones del Teorema
(1.4).
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1. Ux;e) ' =U(y';€).- Tenemos g € U(y; €)' &
gleloekgh-l<ee @ -ll<esgeUxe.

2. Ux; 5)U(x; 5) € U(xs €).- Sean g, h € U(y; 5).

Tenemos que
e(gh) = 1 = (@ (h) = 1 = (@ (h) — x(h) + x(h) = 1]

<l (M (g) — DI+ (W) -1l < e/2+€/2 =€
Por lo tanto gh € U(y, €).

Demostremos la segunda parte del teorema. Supongamos que 7y es una topologia de Hausdorff y
sea x € G \ {e}. Por hipétesis existe U € 1y tal que x € U, pero e ¢ U. Por definicién existe y € H
y V C T abierto tal que x € y~'(V) C U, es decir y(x) # 1. Por lo tanto H separa los puntos de G.
Ahora supongamos que H separa puntos de G, sea x € G\ {e} y sea y € H tal que y(x) # 1. Como el
toro T si es de Hausdorff, existe U C T abierto tal que y(x) € Uy 1 ¢ U, entonces x € y '(U) € 1y

yeéx ().

Para demostrar que la topologia 7 es totalmente acotada, necesitaremos el siguiente lema, el cual

es comun dentro de la teoria de grupos topoldgicos.

Lema 2.15. Sean G y H grupos topologicos y sea y : G — H un homomorfismo continuo en algin

punto x € G, entonces y es uniformemente continuo en G.

Teorema 2.16. Sea G un grupo (abeliano) y sea H un subgrupo de Hom(G,T) que separa puntos

de G. Entonces (G, Ty) es un grupo topologico totalmente acotado, ademds (G,tr) = H.

DEMOSTRACION. Definamos la funcién i : G — T# dado por i(x)(xy) = x(x). Como H separa puntos
de G , i es inyectiva . facilmente se ve que la topologia 74 hace a i un homeomorfismos de G a
su imagen i[G]. Gracias al Ejemplo (2.4) y a que T# es compacto, tenemos que i[G] es totalmente
acotado. Ahora pensando a (G, 7y) como un subgrupo de T#, denotamos por G la cerradura de G

en T?. G es conocida como la completacién de Weil.

Veamos la segunda afirmacion. Claramente H C ((f?H). Para la otra contencién sea y € (G/,T\H).
Por el Lema (2.15), y es uniformemente continua y entonces existe y’ : G — T tal que ¥’ = x.
Como G es cerrado en T”, existe f € TH tal que f lz = x’. Esto se prueba en [8, 24.12]. Como

T=7 y %ﬁ = ®yT, existen y1,...x, € Hy my,...,m, € Z tales que f se ve de la siguiente manera:
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f:TH — T
<ty:xe€H> = [l @)™

Six=<x,:xeH>eG,tenemos x'(x) = f(x) = [Tj_ xx(0)™, asi x’ = [T x;* € H.

Corolario 2.17. Sea (G, ) un grupo topoldgico totalmente acotado y sea H = (G, 7). Entonces

1. T =1y

2. Si K es un subgrupo de Hom(G, T) que separa puntos y tal que T = 1k, entonces K = H.

DemosTrACION. Notese que cada elemento de (G, 7) es uniformemente continuo en G, por lo que
lo podemos extender continuamente a la completacién de Weil G. Por la dualidad de Pontrjagin
(Teorema 1.19), tenemos que la topologia de G es la misma que la topologia inducida por G,
entonces la topologia 7 es la misma que la inducida por la familia {y|s : y € G}, es decir, la

topologia inducida por H.

Ahoracomo 7 =1y y T = T, tenemos H = (G/,T\H) = (6,\7) = (G/,T\K) =K, porloque H=K. —

Concluimos con la siguiente afirmacion que se obtiene a partir del Teorema (2.16).

Corolario 2.18. Un grupo topolégico (G, T) es totalmente acotado si 'y solo si existe H subgrupo
de Hom(G,T) tal que T = ty.

Asignar a cada subgrupo de caracteres H < Hom(G, T) la topologia inducida en G es una asig-

nacién que preserva el orden, lo enunciaremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.19. Sea G un grupo y sean Hy, H, < Hom(G, T), entonces Hy C H; < tp, C Tg,.

DEMOSTRACION. Por el Teorema (2.16) tenemos Hy = (G, tp,) C (G, Tp,) = H,. 3

Asi Tom.) €5 la topologia de grupo totalmente acotada mas fina con la cual podemos dotar a G,

es decir, si 7 es una topologia totalmente acotada para G, entonces T C Tgom(G.T)-
A partir de los Teoremas (1.13) y (2.19) , podemos concluir el siguiente resultado.

Gracias al Teorema (1.12) la topologia t# := Truomc.m) €5 Hausdorfl y totalmente acotada, pues
Hom(G,T) separa puntos. La topologia v es conocida como la topologia de Bohr en G. Pero al

considerar el grupo de caracteres continuos G, la topologia 7z no siempre es Hausdorff; sin embargo
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gracias al Teorema de Dualidad (1.19), G separa puntos de G, siempre que G sea un grupo abeliano

localmente compacto.

Corolario 2.20. Sea G un grupo abeliano infinito. Entonces G acepta 22 topologias totalmente

acotadas distintas.

Restringiendo los teoremas anteriores al caso del grupo de los nlimeros enteros tenemos lo sigu-

iente.

Corolario 2.21. Como los uinicos subgrupos densos en el circulo son infinitos, el teorema anterior
muestra que existe una correspondecia uno a uno entre los subgrupos infinitos de T y las topologias

de grupo totalmente acotadas en Z.

2.3. Grupos topologicos totalmente acotados y linealmente or-

denados

Esta seccion esta basada en el trabajo de P. J. Nyikos [10], ahi se pueden ver a detalle las
demostraciones de los siguientes teoremas. Esta seccion nos ayudara a caracterizar cuando un grupo
topoldgico tiene una base local en el neutro que consiste de subconjuntos abiertos y cerrados a la

VEZ.

Definicion 2.22. Un espacio topoldgico (X, 1) es linealmente ordenado si existe un orden lineal
< en X tal que < induce la topologia 7. Es decir, los conjuntos (a,0) = {x € X : a < x}y
(=00,a) = {x € X : x < a} foman una subbase para 7. Diremos que un grupo topoldgico es lineal si

es un espacio topoldgico linealmente ordenado.

Teorema 2.23. Un espacio métrico X es cero dimensional si y solo si existe una familia B = {8, :
a € I}, donde B, es una particion de X en subconjuntos clopen (abierto y cerrado), y B esta

totalmente ordenada por refinamiento, tal que UB,, forma una base para X.

Definicion 2.24. Sea (x, <) un conjunto linealmente ordenado. Un punto x € X es aislado por abajo
si x no es el supremo de los puntos estrictamente abajo de él. Si x no es aislado por abajo, diremos
que x tiene cofinalidad « por abajo, si x es el supremo de un conjunto de tamaio «, formado por
puntos estrictamente abajo de €l y a es el minimo cardinal con esta propiedad.

Aislado por arriba y cofinalidad a por arriba se definen de la misma manera.



CAPITULO 2. GRUPOS TOTALMENTE ACOTADOS 16
El siguiente lema nos ayuda a caracterizar qué sucede si un punto no es aislado ni por arriba ni por
abajo.

Lema 2.25. Sea (G, 1) un grupo topologico ordenado. Si el elemento identidad e € G no es aislado
ni por arriba ni por abajo, entonces su cofinalidad por arriba coincide con su cofinalidad por

abajo.

Teorema 2.26. Sea (G, 1) un grupo topologico ordenado. Existe una base totalmente ordenada

para las vecindades de la identidad e € G.

Teorema 2.27. Sea (G, 1) un grupo topolégico tal que la identidad tiene una base local totalmente

ordenada. Entonces ocurre alguna de las siguientes afirmaciones.

1. G es metrizable o

2. G tiene una base local en la identidad totalmente ordenada que consiste de subgrupos abier-

tos.

Teorema 2.28. Una topologia de grupo T en un grupo abeliano G es lineal, siy solo si (G, T) tiene

una base local en el neutro e, que consiste de subgrupos abiertos de G.

Observacion 2.29. Una topologia de grupo lineal T en G es totalmente acotada si y solo si todo

subgrupo abierto de G tiene indice finito.

DEmosTRACION. Supongamos que todo subgrupo abierto de G tiene indice finito. Sea U C G abierto,
sin perdida de generalidad U es vecindad del neutro e. Como 7 es lineal, existe H subgrupo de G
abierto tal que H C U, por hipdtesis H tiene indice finito, es decir, G = FH con F C G finito, pero
FHCFU.

Entonces en el grupo de enteros Z, toda topologia no discreta y lineal es totalmente acotada.

En este teorema veremos una condicion para que la topologia 7y sea lineal, también veremos una

caracterizacion del tamafio del grupo H.

Teorema 2.30. Sea (G,7ty) un grupo topologico con H < Hom(G,T). Ocurren las siguientes

propiedades.

1. Ty es lineal siy solo si H es un subgrupo de torsion de Hom(G, T);

2. w(G,ty) = |H|.
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DEemosTRACION. Supongamos que H < Hom(G,T) es de torsion. Por definicion, para cada y € H,
existe n € N tal que y" = 1, es decir, para cada x € G, tenemos y"(x) = 1, Entonces y[G] C T es un
subgrupo finito. Sea € > 0 tal que |[y[G] N (=€, €)| = 1, entonces y (¢, €) = ker(x), el cual es un

subgrupo abierto de G. Haciendo esto para cada y € H tenemos una base local para el neutro de G.

Ahora supongamos que 7y es lineal y supongamos que H no es de torsion, es decir, existe y € H
tal que para cada n € N podemos hallar x, € G tal que y(x,) # 1. Notese que y[G] < T es un
subgrupo infinito pues de lo cotrario ya terminariamos. También para cada n € N, y"[G] es infinito,
asi podemos formar la sucesion (x,),cn de manera que y(x,) # y(x,,) sim # n.

Sea € > 0, como 7y es lineal, consideremos K < G tal que y[K] C (—¢, €). Nétese que ker(y) < G
es cerrado y abierto al mismo tiempo y como 7y es totalmente acotada, existe {bi, 1 < i < [} tal
que G = U'_ b; + ker(y). Entonces existe i < [y existen n,m € N tal que x,, x,, € b; + ker(y).
Asix, =b;+y,y X, = b; +y,, por lo que x, — x,,, =y, — ym € ker(y) por lo que y(x,) = x(x,), lo

cual es una contradiccion. Por lo tanto H es de torsion.
La dltima parte la obtenemos por la definicion de la topologia 7 y porque T es primero numerable.

(-



Capitulo 3

Topologias Totalmente Acotadas en Z

3.1. T-sucesiones

Comezaremos esta seccion con una de las definiciones principales.

Definicion 3.1. Dada una sucesion a = (a,),ey contenida en un grupo topolégico G, decimos que a

es una 7T -sucesion si existe una topologia Hausdorft 7 para G, tal que a converge al neutro en (G, 7).

Ejemplo 3.2. Dado un primo p € P, gracias al Ejemplo (2.2), la topologia T, es Hausdorff. Notese

que la sucesion (p")nen converge a 0 en (Z,7,), por lo que (p")nen es una T-sucesion.

El siguiente ejemplo dado por Y. Hattory es una respuesta previa a nuestro problema en el grupo
de los nimeros reales, también nos muestra como podemos extender la convergencia en este grupo

topoldgico. La prueba se puede consultar en ([3], 34-38).

Ejemplo 3.3 (Y. Hattory). Existe una topologia T en R mds débil que la topologia euclideana tg

tal que (R, +, 1) es un grupo topologico metrizable y la sucesion (2"),cn converge a Q.

3.2. T B-sucesiones

En esta seccion extenderemos el concepto de una 7T-sucesion. Dada una sucesion (a,),en C G,
analizaremos el siguiente problema ;Existe una topologia 7, totalmente acotada para G, tal que
(a,)nen converge al neutro e en (G, 7)? En esta seccién daremos algunos de los principales resultados

conocidos en el tema. Para esto tenemos la siguiente definicion.

18
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Definicion 3.4. Decimos que a = (a,)en C G es una T B-sucesion si existe una topologia 7 total-

mente acotada para G tal que a converge al neutro de (G, 7).

Ejemplo 3.5. En el Ejemplo (2.2), se demostro que la topologia T, es totalmente acotada, por lo

que la sucesion (p"),en es una T B-sucesion.

Ejemplo 3.6. De acuerdo al Teorema (2.11), si f : G — C es casi periddica, la topologia
inducida por f es totalmente acotada. Notese que si [ es continua, por la Proposicion (2.12)

cualquier sucesion converge. Entonces en Ty garantizamos la existencia de muchas T B-sucesiones.

El problema planteado al inicio de esta seccidn el se ha estudiado mucho en el caso de los
enteros Z, por ejemplo por el profesor D. Dikranjan en [1] y [2]. Algunas topologias totalmente
acotadas son las inducidas por familias de caracteres (2.13), como 7 = T nos interesa estudiar

subgrupos de T, para esto definamos el siguiente grupo.

Definicion 3.7. Dada una sucesion z =(z,),en C Z, definimos £,(T) :={x €T :z,x »> 1enT} C T,

llamado los elementos fopolégicamente de z-torsion del circulo.

Si G es un grupo y H < Hom(G,T), nétese que una sucesion (a,),x C G converge a 0 en
(G,ty) siy solo si para cada y € H, y(a,) — 1 en T. Tomando esto en cuenta para el caso de los

enteros tenemos lo siguiente.

Proposicion 3.8. Sea H un subgrupo de T y a =(a,),en C Z. Entonces (a,)nen converge a 0 en
(Z,7y) siy solo si H < t,(T).

Definicion 3.9. Para a = (a,).eny C Z, llamaremos o, a la topologia totalmente acotada mas fina

para la cual a converge a 0 en (Z, 0,).

Corolario 3.10. Para una sucesion a = (a,)nen C Z se tiene oy = Ty ().

DEmMosTRACION. por el teorema (2.16) cualquier topologia de grupo totalmente acotada para Z es

igual a 7 para algin subgrupo H < Ty por la Proposicién (3.8) se tiene el resultado. -

Teorema 3.11. Sea a=(a,),enC Z, entonces ocurren las siguientes afirmaciones:

1. W(Z,0) = |t(T)|;

2. o, es Hausdorf{f si y solo si t,(T) es infinito;
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3. o, es metrizable siy solo si |t,(T)| = Ny,

4. o, es lineal siy solo si el subgrupo t,(T) es de torsion.

DemosTrRACION. Las afirmaciones 1 y 4 se obtienen a partir del Teorema (2.30). La afirmacién 2 se

da gracias al Teorema (2.14) y la afirmacion 3 se tiene por el Teorema de metrizacion (1.7). —
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Proposicion 3.12. Sean a = (a,),en y b = (by)nen dos sucesiones en Z sin subsucesiones constantes.

1. Sean A ={a, :neN}yB={b, :ne N} Si|A\B| <8y y|B\A| <N, entonces t,(T) = t,(T).

En particular esto es cierto cuando A = B.

2. Para una sucesion a =(a,),en en Z, denotamos por |a|, la sucesion (|al,),en. Entonces t,(T) =
tIaI(T)-

3. Sia =(a,),en es una sucesion en Z sin subsucesiones constantes, existe b =(b,),cy sucesion

estrictamente creciente en N tal que t,(T) = t,(T).

DEemosTrACION. 1. Por hipdtesis para cada k € N, existen [,m € N tales que {a; : i > [} C {b; : i > k}
y por otro lado {b; : i > m} C {a; : i > k}, entonces a,x — 1 siy solo si b,x — 1, esto para cada
x € T, con lo cual queda demostrado #,(T) = #,(T).

2. No es dificil ver que 1 € T tiene una base de vecindades simétricas, es decir, U vecindad del
neutro tal que U~' = U. Asi se tiene a,x — 1 si y solo si |a|,x — 1.

3. Considerando {b, : n € N} = {al, : n € N}, por la demostracion anterior 7,(T) = #,(T). —

Algunas veces es mds conveniente trabajar con nimeros reales en lugar de elementos del toro T.

Para esto consideraremos el grupo definido de la siguiente manera.

Definicion 3.13. Sea ¢ : R — R/Z el homomorfismo canénico, definamos #,(R) := ¢~ '(2,(T)),
donde a =(a,),nC Z. Nétese que Z C t,(R) y que ¢(t,(R)) = #,(T). Ademas si #,(T) es infinito,
entonces |#,(R)| = |t,(T)|. Otra manera de definir el grupo #,(R) es #,(R) := {x € R : ||la,x|| — 0};

donde ||x|| := d(x,Z) y d es la distancia euclidiana en R.

Ejemplo 3.14. Sea a sucesion de niimeros enteros, t,(R) = R si y solo si a es eventualmente cero.

DEemosTRACION. Si a es eventualmente cero, es trivial que #,(R) = R.

Supongamos que a =(a,),ey no es eventualmente nula, si a tiene una subsucesion constante, clara-
mente 7,(R) es a lo mds numerable. Si a no tiene subsucesion constante, entonces tenemos |a| — oo,
por la proposicion (3.12) podemos pensar que a, — oo. Definamos ahora la siguiente sucesion de

intervalos I, y una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales k.

Sea Iy = [%, %] y sea ko = 1. Ahora si tenemos definidos 7,_; y k,-;, escojamos k, tal que k,, > k,,_;
y ademas que diam(ay,1,-1) > 2, esto lo podemos hacer pues a es una sucesion ceciente. Entonces

paraalginm € Z, m+1y C ai, 1,1, asi definimos /,, := a,:nl (m+1y) C I,_,. Notese que esto nos da una
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sucesion decreciente de intervalos. Sea x € N,enl,. Por cosntruccion ag, x € Iy + Z, asi ||la, x|| > i,

por lo que x ¢ #,(R). Ci

Teorema 3.15. [2] Si a = (a,),an cumple que L — oo, entonces el subgrupo t,(R) de T tiene

a

tamario c.

DemosTrAcCION. Gracias al Teorema (3.12), podemos suponer que (a,),cn €S una sucesion en N.

o) 1

Como “a—“ — oo, la serie ), ai converge, digamos a r. Para cada k € N, sea Ry = 2,24, o~

Como = — (0, para 0 < € < 1, existe ny € N tal que % < ¢€/2, para todo k > ny. Notese
Ap+1 0 Ak+1 0
n+ +
> @ < ! < t Ak — Gk Gkl | ko) : >
que para k > ng tenemos s < (e/2)" < €/2', pues s s ™ Entonces si k > ny,

aRe =22 - < Xl €/2 =€

Sea 8 = max{2, r} y sea € = a;R;0, nétese que €, — 0. Gracias a la Proposicion (3.12, 1.) podemos

suponer que €, < 1 para toda k € N.

Ahora dado £ € {0, 1}" definamos las siguientes sucesiones de intervalos.

L. 1i(&) = [pu(E), pu(é) + &] con pi(£) =0,
2. Ji(&) = 1/ a i (&) = [p(E)/ ar, pi(E)] ay + &/ ar],
3. pre1(&) =1pr(@)ars | ar[+&k, donde &, = (k) y ]yl denota el menor entero més grande o igual

que y.

Notese que si & # £, entonces existe k € N tal que [(£) y Ix(£') son ajenos, esto por la definicion
de pir1(6).

Abhora si fijamos & € {0, 1}V, los intervalos {J;(€)}ren forman una cadena decreciente, es decir,

Ji)D L) DD D

Afirmamos que los puntos de los extremos derechos de los intervalos {J;(&)}ien forman una suce-
sion decreciente. Para esto por la definicion (3) de pi.1(€), tenemos p.1(€) < pr(é)(ars1/ax) + 2,

asi obtenemos

Pk+1(§)_Pk(§)< 2 < 0

A1 dg Qrel  Qig
Esto se tiene pues por definicion
€ €+l 0

=O0(Ry — Riy1) = —
ay  Agsq Ay
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Asi obtenemos

€ €
Pi(€) L& DPi+1(€) L Gt
ai (273 Ai+1 Afe+1

Con esto hemos probado la afirmacion.

Ahora para cada ¢ € {0, 1} se tiene que lim;_, Jx(€) = 0, entonces existe un tnico punto y; €
Mie1 Jk(€). Con esto como ygJi(€), tenemos ayy, € Ii(€), es decir, pi(€) < ary: < pi(€) + & y como
pi(§) € Z, entonces |layyel| — 0 en R cuando g — 0. Entonces y; € #,(R) para cada & € {0, 1,
ademds si & # &', se tiene yg # yg, concluimos que |7,(R)| = ¢ i

Teorema 3.16. [2] Si a = (a,),en cumple que “a—:‘ es acotado para cadan € N, entonces el subgrupo

t,(R) de T tiene tamario numerable.

DEMOSTRACION. Si (a,),en tiene una subsecesion constante entonces #,(R) es finito. Por otro lado

gracias a la Proposicion (3.12), podemos suponer que (a,),cy €S una sucesion en N.

Dados € > 0y k € N definimos

Iek) = | [’; €J Z 6] A = Ie.a).

JEZ i>n

Notese que I(€,k) = {x € R : ||kx]| < €}, con esto tenemos
L®) = ([ iear =)Ao
e>0 neN i>n e>0 neN

Asi, para demostrar que #,(R) es numerable basta demostrar que existe € > 0 tal que para cada

n € N, el conjunto A,(e) es numerable. Por hipétesis sabemos que la sucesiéon - es acotada

n
1;2‘ > M, asf 1=2¢ > 2¢ para cada k € N.
€ Al 1 ajy

digamos “t < M para cada n € N. Sea € > 0 tal que

an

Sea n € N fijo. Probaremos por induccién que para cada k > n existen intervalos disjuntos J%, [ € Z,

que cumplen con lo siguiente

k

2
ﬂ I(e,a;) = U J¥, diam(Jlk) < i paracadal € Zy si
. Ay

i=n leZ

k > n se cumpla J; c J;! paracadal € Z. (3.2.1)
Para k = n esta constuccién es obvia considerando J§ = ["TS, ”TE] Supongamos ahora k > n'y que

se cumple (3.2.1) para k y los intervalos disjuntos Jl" (I € Z). Notese que para [ € Z fijo tenemos
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diam(I(€, ar1)) = 25y diam(Jl") < fl—:, por lo que la distancia entre estos intervalos es al menos

Ak+1
Lﬁf, que es més grande que la longitud de J¥. Asi podemos definir J*! = Jf N I(€, ag+1). Notese

que J{*! es un intervalo de longitud a lo mds 2=y J;*' c J}. Esto demuestra la afirmacién (3.2.1)

para cada k € N.

Como los intervalos J;‘ se van conteniendo para k € Z, tenemos A,(€) = Uz MNien Jlk. Ahora
como limy_,., diamJ} = 0, cada interseccién (1,2, J; contiene a lo mds a un punto. Esto termina la

demostracion. —

An+1
an

Corolario 3.17. Para cada sucesion a = (a,),en C Z que cumpla que sea acotado. Entonces

toda topologia de grupo totalmente acotada en Z en la cual (a,),en — 0, debe ser metrizable.

Una consecuencia facil que se obtiene a partir del Corolario anterior es que si a, = p", donde p
es un ndmero primo, entonces toda topologia de grupo totalmente acotada para Z, en la cual la

sucesion p” converge a 0, debe ser metrizable.
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