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Resumen

La presente tesis busca un acercamiento al concepto de Derivada e Integral por medio de
forma intuitiva a través de representaciones graficas y numeéricas haciendo uso de recursos
tecnolégicos.

Se quiere ensefiar el concepto de derivada mediante el andlisis de la razén de cambio
obtenida al tomar dos puntos de una funcién y el concepto de integral haciendo uso de sumas, a
este tipo particular de sumas, las llamaremos acumulaciones o funciones de acumulacion.

Se utilizara el potencial de GeoGebra como medio de ensefianza y todas las herramientas
que ofrece esta como lo son la hoja de calculo y la vista de CAS, para que se puedan realizar

transferencias entre representaciones semidticas.

Palabras clave: Diferencias- Integral- Acumulacién- GeoGebra- Semiosis.

vii



Abstract

This thesis seeks an approach to the concept of Derivative and Integral through an intuitive
way through graphic and numerical representations making use of technological resources.

We want to teach the concept of derivative by analyzing the rate of change obtained by
taking two points of a function and the concept of integral making use of sums, we will call this
particular type of sums accumulations or accumulation functions.

The potential of GeoGebra as a teaching medium and all the tools that it offers, such as the
spreadsheet and the CAS view, will be used so that transfers between semiotic representations can
be made.

Keywords: Differences - Integral - Accumulation - GeoGebra - Semiosis.
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Capitulo 1

Introduccion

Los cursos de Calculo Diferencial e Integral que se imparte en los diferentes
bachilleratos y escuelas de nivel medio superior se centra principalmente en el uso repetitivo
de algoritmos que propician unicamente el desarrollo de habilidades mecéanicas, siendo
secuencias de pasos algebraicos necesaria para llegar al resultado deseado, es decir, existe
una tendencia a privilegiar este aspecto y se da poca importancia a la comprension de los
conceptos fundamentales de estos cursos. Este tipo de esquema de ensefianza produce una
tendencia al uso repetitivo de algoritmos por parte de los estudiantes dejando de lado la
aprehension de estos.

El programa de estos cursos menciona la importancia de introducir a un nivel intuitivo
las definiciones y conceptos asociados a estos y en la practica se parte de estas ideas para
Ilegar a una manipulacion algebraica, Por lo cual la ensefianza del Calculo parte de una
concepcion estructural del mismo, menciona Duval (1993) que los aprendizajes de base en
matematicas no pueden solamente ser la automatizacion de ciertas técnicas operatorias (en
estos casos el célculo), sino que deben también ser la coordinacion de los diferentes registros
de representacion que son ahi utilizados, donde el docente propone al estudiante
representaciones semiéticas de un objeto matematico con la intencion que el estudiante lo
construya cognitivamente; pero lo Gnico que puede hacer es proponerles representaciones
semidticas dado que no existe forma alguna de mostrar, indicar (en el sentido etimolégico de
la palabra), dicho objeto; el estudiante entra, por tanto, concretamente en contacto con

representaciones, no con el objeto, aprende a hacer referencia a dichas representaciones, no



al objeto, y a manipularlas. Pareceria un itinerario destinado al fracaso cognitivo. Y, por el
contrario, el estudiante, al final, aprende, construye, hace propio el objeto.

Las investigaciones educativas realizadas, ponen de manifiesto la dificultad de
aprehension, Por ejemplo, cdmo podemos interpretar los trabajos de Masan y Selden (1989,
1994) en los cuales aseguran que sus alumnos de una escuela de ingenieria despueés de llevar
un curso de céalculo, no pueden, aun siendo buenos alumnos, resolver problemas no-
rutinarios. Ellos sefialan: "Esto sugiere que los métodos tradicionales de ensefianza del
calculo son insuficientes en la preparacion de buenos estudiantes para aplicar el célculo
creativamente ". El fracaso de estos estudiantes de ingenieria se debe a la carencia de
articulacién entre representaciones por parte del estudiante ( ver Hitt, 1997), Hitt (1992)
considera que “un conocimiento asociado a un concepto es estable en un alumno, si él puede
reconocer esta nocion en sus diferentes representaciones”.

Es importante sefialar que algunas de las causas de la ausencia de la utilizacion de
diferentes registros de representacion por los estudiantes en los cursos de Célculo Integral,
se pueden deber a:

1. Una pérdida de tiempo para usarlos: Por lo que es importante subrayar que con el
advenimiento de las nuevas tecnologias, tales como calculadoras-graficas,
computadoras e incluso el uso de celulares, se puede tener acceso a diferentes
registros de representacion con gasto reducido de tiempo.

2. Falta de interés por parte de los profesores ya que no consideran que es un proceso
significativo por el que tienen que transitar los estudiantes y no encontrar el valor
didactico en su incorporacion, dando como resultado que no sean parte esencial de su

trabajo en el aula. Esta causa la podemos considerar como un problema de ensefianza.



3. La utilizacién de libros de texto que normalmente resaltan Unicamente la utilizacion
de técnicas de manipulacion algebraicas.
4. Lacomplejidad para los estudiantes en su utilizacion pues siempre que es posible los
estudiantes parecen escoger una estructura simbdlica para procesar informacion
matematica méas que visual, lo cual nos lleva a pensar que el uso de diferentes
registros de representacion puede ser un problema de aprendizaje.
En esencia la ensefianza del célculo integral en el nivel medio superior es puramente
algebraica, lo cual oculta informacion muy importante para el estudiante y su aprehension.

En el afio 2014 el Dr. José Carlos Cortés Zavala, Lourdes Guerrero Magafia, Christian
Morales Ontiveros, Lourdes Pedroza Ceras (Aplicaciones Tecnoldgicas para el Aprendizaje
de las Matematicas) mostraron el uso de tecnologia computacional para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas asi como el uso de software, el uso de diversas plataformas
de Internet, la utilizacion de calculadoras y el desarrollo de SE para el aprendizaje y la
ensefianza de las matematicas. En cambio, en esta tesis, se pretende mostrar que la integral
puede ser aproximada mediante simples sumas, que llamaremos acumulaciones y la
ensefianza de la derivada puede darse a través de diferencias (restas) y como éstas podian
aproximar a la derivada.

En el capitulo 1 “Introduccion” se establecen los objetivos que se pretenden alcanzar
con esta tesis. Y, sobre todo, se menciona el problema de investigacion que esta tesis aborda.

En el capitulo 2 “Marco Teorico” se desarrolla la parte conceptual que sustenta esta
tesis, la cual esta apoyada en las teorias propuestas por José Carlos Cortés Zavala, Lourdes
Guerrero Magafa, Christian Morales Ontiveros, Lourdes Pedroza Ceras en aplicaciones
tecnoldgicas para el aprendizaje de las matematicas asi como Raymond Duval sobre los

registros de representacion semiotica. Como se menciond anteriormente, Fernando
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Hitt(1992), en el céalculo integral, los conceptos pueden ser comprendidos mejor por el
estudiante si éste es capaz de reconocerlo en sus diferentes representaciones, como lo pueden
ser gréficas, algebraicas, etc. También se explica la importancia del uso de GeoGebra como
medio de ensefianza, ya que promueve la visualizacion matemética de una forma maés
intuitiva, el cual es un concepto clave para que el aprendizaje de las matemaéticas sea eficaz.

En el capitulo 3 “Exposicion de la propuesta” se desarrolla el tema de las
acumulaciones y diferencias; para una mejor comprension, se calculan las diferencias y
acumulaciones para diferentes tipos de funciones. En la mayoria de los casos se apoya con el
uso de la tecnologia, que permite una mejor comprensién de la aproximacion a la integral
mediante acumulaciones y las diferencias de una funcion.

En el capitulo 4 “Conclusiones” se dan respuestas a las preguntas de investigacion
que se plantearon en el capitulo y también se hace una reflexion final de la experimentacion

que el tesista realizo, en la cual se plasman ciertos detalles de interés que surgieron.

1.1 Problema De Investigacion

Un problema de investigacion gque esta tesis tiene como propdsito resolver es:

¢Como puede las diferencias ayudar a un estudiante a comprender mejor el cambio de
variable?

¢Como pueden las acumulaciones ayudar a un estudiante a que comprenda mejor lo que es

la integral?

1.2 Preguntas De Investigacion
En este trabajo de tesis se pretende dar respuesta a las siguientes preguntas:
e ;Qué tan pequefio o grande es el error de aproximacion de las acumulaciones a la

integral?



e (Se pueden obtener acumulaciones de cualquier funcion? ¢ Estas deben ser funciones
continuas?

e (Como GeoGebra, un software de geometria dindmica, puede ayudar al estudiante a
entender mejor el concepto de acumulacion y razon de cambio?

e ;Se puede obtener una forma explicita para cualquier funcion de acumulacion?

¢Por qué se debe dar un valor inicial en cada acumulacion?
1.3 Objetivos
El presente trabajo tiene como objetivo que los estudiantes conozcan como es el cambio de
variable a través de diferencias(restas) y 1as acumulaciones mucho antes de conocer la
integral, porque con las acumulaciones, los estudiantes pueden llegar a profundizar el
concepto de integral.
Por lo que se pretende:
e Que los estudiantes aprendan a usar GeoGebra para resolver sistemas de ecuaciones
lineales.
¢ Que los estudiantes aprendan a calcular los cambios de una variable.
¢ Que los estudiantes aprendan usar GeoGebra para hacer el ajuste de curvas a una lista
de puntos.
e Que los estudiantes aprendan a calcular acumulaciones de cualquier funcion.
¢ Que los estudiantes dejen de ver a la integral definida como algo mecanico y rutinario.

e Que los estudiantes comprendan realmente lo que es la integral.



Capitulo 2

Marco Tedrico

2.1 Registros de Representacion Semidtica

En la actualidad se ha publicado una gran cantidad de investigaciones educativas acerca del
disefio de propuestas metodoldgicas desde diversos paradigmas para la ensefianza y el
aprendizaje del célculo diferencial e integral tanto, pasando a proponer alternativas basadas
en nuevas estrategias didacticas; el uso de nuevas herramientas tecnologicas para reforzar o
descubrir ideas matematicas; el desarrollo y empleo de distintos marcos tedricos; la
realizacion de investigaciones cualitativas en pequefias poblaciones, e incluso han formulado
secuencias didacticas que afectan los curriculos y son llevadas a cabo en grupos escolares
completos, la introduccion de la tecnologia computacional en la ensefianza pudo ser vista al
principio como un medio para resolver la problematica: los libros de texto tradicionales se
acompafiaban con mejores imagenes, mientras que en el aula se ocupaban calculadoras que
graneaban para mostrar el mismo contenido; un diferente cbmo para mostrar un
mismo qué. La evolucion de los recursos tecnolégicos, de acuerdo con Moreno—Armella,
Hegedus y Kaput (2008), ofrece una nueva perspectiva tedrica para investigar el potencial
didactico de los ambientes tecnoldgicos dindamicos. En estas exploraciones se han sefialado
los problemas que enfrenta la ensefianza formal del célculo, considerando que privilegia a
una cantidad enorme de algoritmos carente de significados para su aplicacion en otras

disciplinas o profesiones.



Por otro lado, existen publicaciones que presentan resultados obtenidos, tanto en
innovaciones que responden a las demandas institucionales de aplicar el conocimiento a
problemas reales (Modelo educativo por competencias).

Respecto a las dificultades presentes en el aprendizaje del célculo diferencial e
integral, Dreyfus y Eisenberg (1990) afirman que el célculo diferencial e integral es la rama
de la matematica avanzada a la que se debe dedicar més tiempo en los estudios cientifico-
técnicos, dado el niamero de problemas no triviales presentes en su proceso de aprendizaje.
Existen “limitaciones tanto de las practicas educativas tradicionales, como en las que
favorecen los enfoques formales y tedricos” (Artigue, 1991). Los elevados niveles de fracaso
escolar, de reprobacion y desercion de estudiantes en cursos de calculo revelan la
complejidad existente en su estudio y la necesidad de desarrollar nuevas investigaciones en
esta direccion (Artigue, 1991). Las metodologias tradicionales en la ensefianza del célculo
diferencial e integral a nivel medio superior como superior se centran fundamentalmente en
aspectos algebraicos y algoritmicos. Se abordan los procesos rigurosos de demostracion
matematica y la evaluacion consiste en presentar al estudiantado ejercicios similares a los
desarrollados en clase, de manera que tengan correspondencia con la estructura expuesta por

el personal docente de matematica (Moreno, 2005).

Esta metodologia presenta una serie de dificultades. En efecto, es posible que el conocimiento
adquirido por el estudiantado le permita resolver problemas y ejercicios denominados
rutinarios, es decir, situaciones que sean muy similares a las presentadas por su docente en
la clase. No obstante, cuando el estudiantado afronta situaciones que requieren un mayor

manejo conceptual, la mayoria comete errores (Selden, Mason y Selden, 1994).



Mufoz (2000) afirmé que existe un desequilibrio entre lo conceptual y lo algoritmico, en
esa misma direccion, se ha identificado que los problemas que los estudiantes deben resolver
en los que se aplica la razdn de cambio y la integral, estin muy estereotipados, haciendo
que la mecanizacién de técnicas sea el objetivo principal en el curso de célculo diferencial e
integral, con una excesiva orientacion algebraica, en descuido de lo geométrico y del
significado del proceso de integracion (Artigue, 2002).

Una de las ideas tedricas en las que se basa esta tesis es explicada a través de la teoria
de Registros semi6ticos de representacion, la cual fue propuesta por Duval (1988, 2003,
2005). En la sistematizacion teorica de Duval, las representaciones semiéticas de un objeto
matematico deben ser interpretadas como una operacion explicita de designacion, distintas
del objeto matematico (abstracto, ideal, que constituye un invariante de ellas) a la cual hacen
referencia; del cual son, precisamente, representaciones. Si se le pregunta a un nifio pequefio:
(qué es “el numero tres”?, ¢l mostrara tres dedos, alzando la mano derecha. La pregunta tiene
que ver con el objeto matematico “tres” pero tiene como respuesta una representacion
semidtica de dicho objeto, normalmente s6lo una. Si se le plantea la misma pregunta a un
nifio que esta terminando la escuela primaria, él seguramente escribira con un lapiz
en una hoja de papel la cifra 3. Cambia la representacion, pero el problema de la
diferencia entre objeto matematico y su representacién permanece.
“Para las matematicas las representaciones juegan un papel importante, ya que permiten
transformar ideas tangibles en imagenes u objetos reales, que pueden ser apreciados por
nuestros sentidos (vista, tacto, etc.) (Cortés, 2002). Conjuntamente, segun lo expuesto por
Duval (1993), éste menciona que “los objetos matematicos no son directamente accesibles a
la percepcion o a una experiencia intuitiva inmediata y es necesario entonces poder

proporcionar representaciones”. Con base en esto, Ferrara, Pratt & Robutti (2006) citan que:
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“Es importante construir un entendimiento de las funciones a través de representaciones
maltiples y problemas contextuales antes de poner énfasis en las definiciones estaticas. Una
aportacion de la tecnologia es el ofrecer el acceso a varios tipos de representaciones de
funcién. Esta aportacion ha sido importante en la investigacion PME a lo largo de las tres
décadas pasadas”.

Duval (1993) hace una diferenciacion de la aprehension de las representaciones
semioticas y la aprehension conceptual del objeto matemético, denominando semiosis a la
primera y noesis a la segunda. Ademaés, afirma que hay una necesidad de utilizar las
diferentes representaciones semiéticas de un objeto matematico en el aprendizaje ya que
considera que toda representacién es cognitivamente parcial en referencia a lo que ella
representa y que de una representacion a otra existen diferentes aspectos de contenido que
son representados, y también alerta sobre la posibilidad de confundir los objetos mateméticos
con alguna de sus representaciones y menciona que una de las posibilidades que existen para
no hacerlo, es usar multiples representacion semiética.

Una manera de ver las distintas representaciones semidticas de un mismo concepto,
lo podemos analizar en el siguiente ejemplo.

Si se pregunta a un joven de quince afios: ¢qué es una recta?, podemos tener como respuesta
el dibujo de una mancha de grafito, derecha, mas o menos larga y delgada; o una ecuacion
lineal del tipo ax + by + ¢ = 0, escrita con un lapiz sobre una hoja de papel. En los dos
casos se trata de representaciones semidticas del objeto matematico pedido, no es el objeto
matematico al cual se hace referencia.

Si se pregunta a un estudiante de los ultimos afios de la secundaria: ¢que es una derivada?, €l
escribird f '(x), ofreciéndonos una representacion semiotica, cuando la pregunta hace

referencia al objeto matematico “derivada”. Y esta historia prosigue en la universidad, sin
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muchos cambios. S6lo un experto intentaria dar una respuesta epistemoldgicamente
significativa a la pregunta planteada sobre un objeto matemaético, mostrando dos (0 mas)
representaciones semidticas de este, reconociendo que una Unica representacion semidtica
del objeto matematico no permite agolpar todos los componentes conceptuales del objeto, o
aquellos mas idoneos a la situacion. Por otro lado, demasiadas representaciones tienden a
confundir al aprendiz, puede ser que no todas sean relevantes conceptualmente hablando y,
por tanto, no favorecer la construccion cognitiva del objeto (D’Amore et al, 2013).

Es de relevante importancia mencionar que “la coordinacion de varios registros de
representacion semidtica es fundamental para una aprehension conceptual de los objetos
matematicos” Duval (1993). Es decir, que para lograr la aprehension del objeto matematico
(noesis) debemos, entre otras cosas, lograr primero la aprehension de los diferentes registros
de representacion (semiosis).

Basado en experimentaciones hechas con nueve profesores de ensefianza media, Hitt
(2003) reporta que el utilizar diferentes representaciones permite a los investigadores abordar
problemas de una manera eficaz. Aungue los estudiantes estén acostumbrado a manejar las
representaciones algebraicas, si llegan a cometer un error, son incapaces de saber donde lo
cometieron. Y dado que su uso de representaciones graficas es poco usual, no cuentan con
las herramientas suficientes para tener seguridad al manejar sus procesos algebraicos o para
saber encontrar el error.

De las investigaciones sobre el aprendizaje medido con el uso de la tecnologia en la
ensefianza del calculo, se ha sefialado que no es suficiente enfocar el significado geométrico
del concepto razén de cambio e integral de una funcion. Por otra parte, Gordon & Gordon

(2007), plantearon la idea de ajustes de funciones con datos numéricos y de un recurso
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computacional discreto para favorecer el descubrimiento del Teorema Fundamental de

Célculo por parte de los estudiantes, con el apoyo de recursos tecnoldgicos.

Yerushalmy & Swidan (2011) sefialan que pocos estudios identificaron la
acumulacion como un elemento central en el entendimiento del concepto de integral, analogo
a la centralidad del concepto de la pendiente para la funcion derivada y un concepto clave en
el entendimiento del Teorema Fundamental del Célculo. También menciona que entender la
gréafica de acumulacion requiere estar consciente de que cada valor especifico asignado como
un limite inferior determina una Unica funcién de acumulacion en una familia de funciones
de acumulacién.

Por lo anterior, en este trabajo se pretende abordar el célculo diferencial e integral a
través de un acercamiento numérico y éstos seran tratados con diferentes registros de

representacion semiotica en GeoGebra.

2.2 Uso De Geogebra como Medio de Ensefianza

Nickerson (1995) analiz6 el impacto del uso de software en educacion y expuso
algunos motivos para el empleo de software:
1. Ver el aprendizaje como un proceso constructivo en el que la tarea es proporcionar una
guia que facilite la exploracion y el descubrimiento.
2. Utilizar simulaciones para llamar la atencion de los estudiantes a los aspectos de una
situacion o problema que facilmente pueden pasar desapercibidos o no observados en
condiciones normales.

3. Proporcionar un ambiente de apoyo que es rico en recursos, ayudas a la exploracion, crea
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una atmosfera en la que las ideas se pueden expresar libremente, y proporciona un
estimulo cuando los estudiantes hacen un esfuerzo por comprender. (Nickerson, 1995
citado en Delmas, Garfield y Chance, 1999).

En la misma obra Snir, Smith y Grosslight (1995) nos indican que “ello (el uso de
software) permite a los estudiantes percibir fenébmenos que no pueden ser observados bajos
condiciones normales (e.g., conceptos teoricos y abstractos)” (Snir, Smith y Grosslight, 1995,
citado por Delmas, Garfield y Chance, 1999)

Para Hitt (2003) es necesario que se promueva la visualizacion matematica, la cual se

puede suscitar al utilizar diferentes representaciones, apoyandose también del uso de la
tecnologia que permita dar un significado clave a los conocimientos matematicos. Por lo que,
en este trabajo, se utilizard GeoGebra, un software de geometria libre que ayudara a los
estudiantes obtener esa visualizacién matematica que Hitt menciona.
GeoGebra ofrece tres perspectivas diferentes de cada objeto matematico: una vista grafica,
una vista numérica, vista algebraica y, ademas, una vista de hoja de célculo. Esta
multiplicidad permite apreciar los objetos matematicos en tres representaciones diferentes:
grafica (como en el caso de puntos, gréaficos de funciones), algebraica (como coordenadas de
puntos, ecuaciones), y en celdas de una hoja de célculo.

Cada representacion del mismo objeto se vincula dindmicamente a las demas en una
adaptacion automatica y reciproca que asimila los cambios producidos en cualquiera de ellas,
mas alla de cual fuera la que lo creara originalmente.

e Vista grafica 2D: En esta vista se pueden realizar construcciones geométricas

utilizando puntos, rectas, segmentos, poligonos, conicas, etc. También se pueden

realizar operaciones tales como interseccién entre objetos, traslaciones, rotaciones,
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etc. Ademas, se pueden graficar funciones, curvas expresadas en forma implicita,

regiones planas definidas mediante desigualdades, etc.

e Vista algebraica: Alli se muestran las representaciones algebraicas y numéricas de
los objetos representados en las otras vistas del programa.

e Vista grafica 3D: En esta vista se pueden representar, ademds de los objetos
mencionados para la vista grafica 2D, planos, esferas, conos, poliedros, funciones de
dos variables.

e Vista CAS (Calculo Simbdlico): Permite realizar cdlculos en forma simbdlica
(derivadas, integrales, sistemas de ecuaciones, cdlculo matricial, etc.).

e Vista de Probabilidades y Estadistica: Esta vista contiene representaciones de
diversas funciones de distribucién de probabilidad y permite calcular la probabilidad
de las mismas en un determinado intervalo. También ofrece una calculadora que
permite realizar test estadisticos.

GeoGebra tiene las mismas ventajas de cualquier software educativo, pero sobresalen las
siguientes:

e Se propician varios tipos de aprendizaje que pueden ser individuales o grupales
Fomenta la creatividad: al retar el aprendizaje, a aplicar los conocimientos y

habilidades que ya posibilita la basqueda y/o descubrimiento de nuevos conocimientos.

e Facilita la construccidon de conocimiento por parte del alumno.

e Favorece el aprendizaje autonomo y se ajusta al tiempo de que el aprendizaje puede

disponer para esa actividad.
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e Permite el acceso al conocimiento y a la participacidén de actividades.

Incluyen elementos para captar la atencion del alumno.

e Favorece el caracter interactivo del aprendizaje.

e Permite la utilizacion de principios heuristicos, que con otros medios resultan casi
imposible de aplicar, como es el caso de la movilidad, la induccidn, la generalizacién,
entre otros.

GeoGebra, es un software de geometria dindmica que nos permite a los usuarios
realizar diferentes construcciones geométricas como el trazo de puntos, segmentos, rectas,
parabolas, hipérbolas (secciones conicas), cualquier tipo de funcion, vectores, resolver
sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, encontrar la derivada de una funcién, encontrar
la integral de una funcion, asi como poder visualizar el area bajo la curva, crear tablas de
valores, listas, etc.

Arias & Leiva (2013), mencionan algunas ventajas del uso del software Geogebra:

e Es libre. Es decir, es un software que todos pueden descargar en su pc, iMac, iPad,
iPhone, etc., de forma gratuita.

e Es multiplataforma. Puede ser descargado en Windows, Ubuntu, Mac y Android.

e Es multitarea. Se dice que es un software de geometria dindmica, pero también se
puede usar para estudiar Algebra basica, dlgebra superior, célculo diferencial e
integral, probabilidad y estadistica, trigonometria, etc.

e EsVisual. Permite al estudiante poder realizar demostraciones visuales y dindmicas,
por medio de botones, tablas, deslizadores, etc.

En particular, en este trabajo, se hara uso de herramientas que GeoGebra ofrece como: la

vista de Célculo Simbdlico (CAS) para encontrar la solucion de sistemas de ecuaciones
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lineales mediante un simple comando; la vista de Hoja de Caélculo que servird para crear
tablas de valores de una funcion, obteniendo los valores de las diferencias y obtener
funciones de acumulacion para aquellas funciones complicadas de evaluar , se utilizara la
vista grafica para visualizar los diferentes tipos de funciones y sus diferencias asi como las
acumulaciones de una funcion.

GeoGebra es un software no muy utilizado para la ensefianza por lo cual en esta tesis
se tratard de proveer también pequefios tutoriales para que los estudiantes y docentes o
cualquiera que esté interesado en usar muchas de las herramientas matematicas que ofrece,

pueda aprender por su cuenta a utilizar el GeoGebra.

2.3 Ideas Conceptuales del Célculo a través de los tiempos

El calculo se fue gestando paulatinamente a través del tiempo y, los nombres en los que
hoy se reconoce tal descubrimiento o invencion tuvieron la capacidad de sintetizar muchos
de los avances que ya habia en ese momento. Se puede decir que el calculo integral tiene sus
raices historicas con Arquimedes, en Siracusa alrededor del afio 215 a. C. cuando inicia la
busqueda sobre la medida del circulo. Las tres proposiciones que dan inicio a su trabajo son:

e Todo circulo es equivalente a un tridngulo rectangulo, uno de cuyos catetos
es igual al radio y el otro al perimetro del circulo.

e El drea del circulo es al cuadrado de su didmetro como 11 es a 14.

e El perimetro de todo circulo es igual al triple del diametro aumentado en un
segmento comprendido entre 10/71 y 1/7 de dicho didmetro.

Lo importante de este tratado es que Arquimedes encontrd la expresion que hoy se
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usa para estimar el area del circulo, para ello necesito la relacion entre la circunferencia y por
tanto, del nimero 7 (pi), de valor aproximado igual a: 3,14..., 1o que le llevé a estimar dicha
area por aproximacion de poligonos regulares inscritos y circunscritos al circulo.

Eutocius de Ascalon (480-540 d.C.) citado por Torija (2007, p. 114), decia que si

hubiese que ordenar los trabajos de Arquimedes por su importancia, ellos serian: “Sobre la
esfera y el cilindro”, “Sobre la medida del circulo” y el ultimo, “Sobre el equilibrio de los
planos” Ello pone de manifiesto la importancia del segundo tratado escrito por Arquimedes.
Es claro ademas que, el Célculo Integral no es menos importante que el Calculo Diferencial,
ambos estan estrechamente unidos, como ya se ha mencionado.
En lo que respecta al Calculo Diferencial, y méas precisamente al concepto de derivada y los
problemas que ella resuelve, como es el caso de la pendiente de la recta tangente a una curva
dada, se encuentra en las Conicas de Apolonio de Pérgamo (262-190 a. C.), en su libro I, un
estudio relativo a las tangentes de una cdnica, como caso particular obviamente, y en el libro
V un estudio sobre maximos y minimos (Ortega y Sierra, 1998).

Foresta & Goldman (s.f.), mencionan que una de las primeras civilizaciones en
sistematizar el estudio de areas fueron los griegos. El primer griego en considerar el problema
de las areas fue Antifén (nacido cerca del 430 a. C.). Este matematico fue el primero en
introducir el “método de exhaucion”. En este método, poligonos simples eran usados para
aproximar el &rea de curvas mas complicadas. Desafortunadamente, no formuld el método
rigurosamente, sin embargo, Eudoxo si lo hizo.

Eudoxo (nacio aproximadamente en el 400 a. de C), segun Allen (s.f.) establecio
métodos rigurosos para encontrar areas y volumenes de figuras curvilineas como conos y
esferas. Y cred la teoria de las proporciones, que le permitié estudiar los numeros

irracionales, que en ese tiempo él los llamaba inconmensurables. Por otro lado, Euclides,
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como menciona Kallio (1961) introdujo el método de exhaucién en su famoso libro llamado
“Los Elementos”. Foresta & Goldman (s.f.) sefialan que Euclides aplicé el Método a varias
figuras geométricas, tales como conos, pirdmides, cilindros y esferas. Arquimedes (287-212
a. de C), al suplementar el método de exhaucidn y crear el método heuristico, pudo anticipar
muchos de los resultados del célculo integral, menciona Kallio (1961).

Durante la Edad Media es poco el desarrollo Matematico en esta area, pero en él se
preparan las condiciones para que su avance se haga patente en los matematicos: Isaac
Newton, quien vivio entre los afios 1643 y 1727, y Gottfried Wilhelm Leibniz, quien vivid
entre los afios 1646 y 1716.

A fines del siglo XVI1I, Newton y Leibniz casi al mismo tiempo y de manera independiente
inventaron el célculo.

Grabiner (1983) menciona que este invento trajo consigo tres cosas. El primero es
que inventaron los conceptos generales de cociente diferencial e integral, el nombre como tal
de Calculo Diferencial e Integral se debe a Leibniz ya que Newton los llam6 “fluxion” y
“fluent” que en espafiol seria “fluxion” y “fluido”, respectivamente. Segundo, ambos crearon
una notacién para estos conceptos, los cuales hicieron del céalculo un algoritmo, porque no
unicamente los métodos funcionaban, sino que eran muy faciles de usar.

Un aspecto digno de destacar es la forma en que estos insignes personajes de la Matematica
concebian las funciones, mientras para Newton era el resultado de una particula que se movia
a través del tiempo, para Leibniz una curva era el resultado de 103 pequefios segmentos de
rectas unidos entre si, con lo que una curva no es mas que un poligono de un nimero

suficientemente grande de lados, por no decir de infinitos lados.
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A Leibniz le debemos la notacion Z—f; y [ ydx a Newton x. Y, por Gltimo, los dos se

dieron cuenta que los procesos simples de encontrar tangentes y areas, es decir, la
diferenciacion e integracion, eran procesos mutuamente inversos, que es lo que ahora
Ilamamos el Teorema Fundamental del Célculo.

A pesar que desde Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz el Calculo se dice que
nacio, lo cierto es que estos dos personajes sentaron las bases formales del calculo.
Sin embargo, para otros el verdadero germen del célculo diferencial se encuentra en los
trabajos realizados por Fermat (1601-1665), él crea un método para resolver los problemas
de maximos y minimos. Este problema lo resuelve Fermat sin disponer del concepto de limite
y menos del de Derivada. Los conceptos matematicos de: “Limite y continuidad” son obras
de Cauchy (1789-1857) y, posteriormente en un refinamiento, debido a Weierstrass (1815-
1897), a quien se considera el verdadero padre del analisis matematico, una version refinada
del céculo infinitesimal. Otros matematicos destacados que también contribuyeron a su
desarrollo fueron: Gauss, Riemann, Gibs y Skovalevsky, y Lebesgue (Boyer, 1999). Durante
el siglo XX, sin entrar en los aspectos matematicos propiamente tal del desarrollo del
Calculo, se ha querido resaltar esta importante obra matematica en sus personajes principales,
quienes la gestaron y le dieron vida.
Es aqui donde Newton y Leibniz llegar a poner todo en todo, quiza no formalizado, pero es

cuando se considera que el calculo nace.

Capitulo 3

Exposicion de la Propuesta

En el capitulo 3, se presenta la propuesta de dos archivos creados en GeoGebra.
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3.1.- Raz6n de cambio:

Se tratara a grandes rasgos la razon de cambio de una funcion en las medidas en las cuales
una variable se modifica con relacion a otra e influir positivamente en el desarrollo del
pensamiento y lenguaje matematico para que sean capaces de asignar un sentido mas amplio
a las nociones involucradas en especifico al concepto de razon de cambio, se presentara
cuatro casos de funcion de diferencias: primero de una funcién f(x) = x3 — 1 en la que se
expone de manera técnica el uso de las diferentes opciones que ofrece el software creado de
diferencias. Después las funciones f(x) =x3 -3, f(x) =2x? -2, f(x) =3x+2enla

que se utiliza la ayuda de GeoGebra para expresar graficamente las funciones.

3.2.- Tratamiento de la integral mediante sumas (acumulaciones):

Tiene como objetivo el presentar acercamientos numéricos, mediante sumas(acumulaciones),
que permitird a los estudiantes realizar transferencias entre representaciones semioticas, para
la aprehension de los procesos matematicos asociados al concepto de integral se presentan
cuatro casos para la funcién de acumulacion de f(x) = 3,f(x) = 2,f(x) = 8 en laque se
utiliza la ayuda de Geogebra para expresar graficamente las funciones de acumulacion.

A grandes rasgos la exposicion de la propuesta tiene como objetivo que los estudiantes
aprendan de forma intuitiva a través de representaciones, haciendo uso de recursos

tecnoldgicos para que puedan realizar transferencias entre representaciones semioticas.
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3.1.1 Caso 1: Razon de cambio de una funcion polinomial (cuestion técnica) f(x) =
x2-1.

La interfaz de programa es la siguiente en la cual se tendra una perspectiva global de las
funciones que tendra.

Figura 1:Vista general de software razon de cambio.

Archive Edita Vista Opdones Herramisntas Ventana Ayuda Abrir sesidn
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X 1) e o B L B B

a 28

H

Emﬁ: P R——

El archivo esté dividido en tres secciones cada con un propdsito en especifico, la primera
seccion llamada Vista Grafica 2, tendré los diferentes tipos de opciones que se puedes elegir.
La segunda seccidn llamada Vista grafica estd dedicada a la representacion geografica de
datos numéricos.

La tercera seccion llamada Hoja de Calculo estara destinada a presentar los diferentes tipos
de valores obtenidos de las diferentes operaciones que se hacen con los pardmetros dados en
la primera seccion.

A continuacion, tendremos el menu ofrecido en la primera seccion (vista grafica 2)
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Figura 2:Vista grafica 2 En el mend se encontrar las diversas

formas en las que se podra modificar la

b Vista Gréfica 2 X

funcion deseada, asi como las opciones
gue se podran usar en la funcién dada.
Al inicio del menu se encontrar 3
opciones las cuales definiran algunos
aspectos de la funcion como:

El tamafio es el numero valores que
deseas tomar para formar la lista de

valores asi como:

El incremento para los valores de X,

El xMin es para definir el valor donde
deseas empezar a evaluar las X.
Més adelante se verd mas a fondo estas

opciones

Al elegir la siguiente opcion nos permite definir y modificar la funcion con la que se quiera

trabajar

Tras seleccionar la casilla de cambiar funcion aparecera un submena en el cual
ingresaremos la funcion con la que se trabajara y cuando terminemos de ingresarla se

tendra que hacer click en la misma casilla.
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Al terminar de introducir estos pardmetros y la funcion deseada se tendra que usar la

siguiente opcidn para inicializar los calculos.

la lista de valores de X y f(x) de tal manera que

al presionar inicie y empiece a calcular los

valores de X y f(x).

Para volver Actualizar la lista se

tendra que presionar y se reiniciara para que

se pueda calcular de nuevo la lista de valores

Xy f(x).

Tabla 1:Vista general de tablas

B | ¢ | D

E

Esta opcion es para que se pueda crear

La opcion en el mend Click muestra f(x)

Es para mostrar la gréafica de los valores

X yfx)

De la tabla de valores la gréfica.

flx) Ay, Lfx)
-28

Figura 3:Grafica f(x)

20

Af()iAy,

22
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Los valores obtenidos X y f(X) son los

calculos hechos de la funcion.

Tabla 2: Tabla de valores x,

o

B

Mostrar grafica puntos

La opcidon Mostrar grafica puntos, mostrara
los puntos de la

Funcidn, estos seran los valores de
coordenadasde X y f(x) en la

Hoja de célculo, (columna A y columna B).

w0 Mk WML O

0

Ty

25
53
124
215

342
=

Figura 4: Grafica de puntos

1
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\/ Mostrar grafica razon de cambio

Esta opcidn mostrara la grafica de la funcién

respecto los puntos de la funcién evaluada.

Figura 6:Grafica razon de

cambio

Mostrar grafica funcion razon de cambio

La opcion Mostrar grafica funcion de cambio
ensefara una gréfica la cual se refiere a la

medida

en la cual una variable se modifica con relacion
a otra, en nuestro caso es respecto

a los valores de X y Ax la cual es el incremento
de X.

Se trata de la magnitud que compara dos

variables
a partir de sus unidades de cambio.

4 o ‘/1

Figura 5:Grafica funcion razon de

cambio
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Figura 7:Grafica Secante

Mostrar grafica secante

Esta opcidon mostrara la grafica secante de la
funcion.

T

Figura 8:Grafica de diferencias

Diferencias

Mostrara las diferencias en X y f(x).

Estas diferencias son respecto a cada punto

se pueden visualizar en la hoja de calculo

Donde estos seran Ax = x, — x4 Y

Af(x) = f(x)2 = fF(O)1.

3.1.2 Caso 2: Razon de cambio de una funcion polinomial f(x) =3x+ 2.

Apartado I: Incremento Tamaiio = 20,Ax = 1, xMin = 1
Sea f(x) =3x+2 , Tamaio = 20,Ax = 1,xMin =1 ,los parametros con los que

trabajara, hay que generar la tabla x, f(x).
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Los valores f(x) se obtienen a través de los
calculos
f(H)=31)+2=5
f(2)=3(2)+2=38
f3)=3R3)+2=11
f(4)=3(4)+2=14
Asi sucesivamente por lo cual a través de los
valores
x =1,2,3,4,5,,,, (Tamafo)

Obteniendo una lista de puntos

x, f (x)
p1 = (1,5)
P2 = (2,8)
ps = (3,11)
Ps = (4,14)

Asi sucesivamente hasta obtener la lista de valores

Tabla 3: Tabla de valores de

Figura 9: Grafica de puntos de la funcion f(x)=3x+2
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Figura 10: Grafica de la funcion f(x)=3x+2

40
20
.--""’r.‘
a 2 = ] 2
Figura 11:Grfica de la razon de cambidn de f(x)=3x+2.
40
20
0 2 4 8 8 10 12 14

Para encontrar la razon de cambio entre cada punto se tiene que encontrar la diferencia

AF) _

entre los valores x, f(x) entre cada punto de tal manera que tendriamos RC = o

JOe2)—f(x1)

X2—X1
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Dando los valores de los puntos ( x, f(x) ) se tendria Tabla 4:Tabla de valores x,Ax

Ax para: de f(x)=3x+2.
Ax,=x,—x,=2—-1=1, S 1'&1 <
Ax,=x3—x,=3-2=1, -

Ax; =x,—x3=4—-3=1, E

4]

A si sucesivamente y se obtendria la tabla de valores

4
=}

4
v}

de Ax.

N e S ey -
00N D0k W N
R S [ Y [ R S T O T [ [ S W S (O O P e Y

8}
=}

Para hacer las diferencia Af(x) de f(x)se tiene que Tabla 5:Tabla de valores

hacer la diferencia de los valores de f(x) por lo cual f(x).Af(x) de f(x)=3x+2.

dando los valores de los puntos (x, f(x)) se tendria | B | »

T} AT
Af (x) para: 5
3

()1 = f(x2) = f(x;) =8 =5 =3 i

14

Af(x)z = fx3) = f(x) =11 -8=3 b
20

Af(x)s = f(xa) = f(x3) =14 -11=3 22
26

Af (X)) =f(x5) — f(x4) =17 —14 =3 29
3z

A si sucesivamente y se obtendria la tabla de valores de 35
38

Af(%). A
44
A7
50
53
56
59
62

28
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Figura 12:Grafica de diferencias de f(x)=3x+2.
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Tabla 6: Tabla razon de

Para calcular la razon de cambio se tendria: cambio de f(x)=3x+2.

_Af(X) _ f(x2)—f(x1) = |

RC - Ax - Xp—X1 . ST
RC :Af(x)lzf(xz)_f(xl):E:E:3

1 A.X'l X2—X1 -1 1 !
RC, — Af(x) _ f(x3)—f(x2) _11-8 _ 3 _ 3

2 AXZ X3—X2 3-2 1 !
RC. = Af(x)3 — f(xa)—f(x3) 1411 3 3

3 AX3 X3—X3 4-3 1 )

Obtenido una tabla con todos los valores.

WiW W W W WWWWwD W W WYL W W Ww
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Figura 14: Grafica de la funcion razon de cambio de f(x)=3x+2.

3.1.3 Caso 3: Razon de cambio de una funcién polinomial f(x) = 2x2 — 2.

Apartado Il: Incremento Tamaio = 20,Ax = 1,xMin =1
Sea f(x)=2x?-2 , Tamafio = 20,Ax = 1,xMin = 1, los parametros con los que

trabajara, hay que generar la tabla x, f(x).

Los valores f(x) se obtienen a través de los Tabla 7:Tabla de valores x,f(x) de
calculos Fx) = 2x% = 2
— 2 —
f(2)=22)*-2=6 x i)
1 4]
f(3)=2(3)2—2=16 e G
= 2 _ 9 — 3 16
f(4) =2(4)2-2=30 4 -
Asi sucesivamente por lo cual a través de los 5 45
valores = o
ki 95
x =1,2,3,4,5,,,,, (Tamaiio) 2 126
. . 9 160
Obteniendo una lista de puntos 10 198
X, f(x) 11 240
12 286
p1 = (1,0) 13 336
— 14 290
P2 =(2,6) 15 448
ps = (3,16) 16 510
17 576
Pa = (430) 18 646
Asi sucesivamente hasta obtener la lista de valores 19 720
20 Faa8
del tamafio deseado.
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Figura 15:Grafica de putnos f(x) = 2x? — 2

s00
s00
“aoo -
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Figura 16:Grafica de la funcion f(x) = 2x2? — 2

10000

-20

Figura 17:Grafica de razon de cambio de f(x) = 2x2 — 2

200

Go0

200

Para encontrar la razon de cambio entre cada punto se tiene que encontrar la diferencia entre

Af(x) _ fx2)—f(x1)

los valores x, f(x) entre cada punto de tal manera que tendriamos RC = o p—
2741
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Tabla 8:Tabla de valores x,Ax de
. x) =2x%-2
Dando los valores de los puntos (x, f(x)) se tendria f&
| A ] c

AX para: * =
= 1
Ax1=x2—x1=2—1=1, 3 1
4 1
e oo _ s 1
sz—X3 x2—3 2_1a 5 1
L 1
AX3=X4—X3=4—3=1, =] 1
e 1
A si sucesivamente y se obtendria la tabla de valores de ;'f :
12 1
AX. 13 1
14 E
15 1
16 1
a7 1
18 1
19 1
20 1

Para hacer las diferencia Af(x) de f(x)se tiene que | Tabla 9:Tabla de valores f{x),Af(x)
hacer la diferencia de los valores de or lo cual
fGx)p £ = 252 — 2
dando los valores de los puntos (x, f(x)) se tendria
| B | D |
k] D)
Af (x) para: o
4] =3
Af (01 = f(x2) = f() = 6= (0) =6 e o
20 14
43 18
Af(x); = f(x3) — f(xz) =16 — 6 =10 +0 22
a6 26
Af(x)3 = f(x4) — f(x3) =30—-16 =14 126 30
160 24
Af(x)s = f(xs) — f(xs) = 48 — 30 = 18 o e
236 46
A si sucesivamente y se obtendria la tabla de valores de 336 50
290 54
Af (o). a0 s
BTG 5665
GG T
F20 T4
Faz Ta
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Figura 19:Grafica de diferencias de

f(x) =2x%-2
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Figura 18:Grafica de diferencias, razon de cambio, puntos.

f(x) =2x%-2

200

o 2 = (=] =] 10 12 14 16

Para calcular la razon de cambio se tendria; ~ Tabla 10:Tabla razon de cambio de
_Af(x) )= f(x1)
RC =& . ,
Ax Xo2—X1 f(x) = ZX - 2

RC, = Af(x)1 — fx2)—f(x1) — ﬂ — E =6 e T
1 Axq —x !

X2—X1
RC, = Af(x), _ f(x3)—f(x2) _

= — = 10, -1
Axy X3—X> 3-2 1 .

_A(X)s _ f(xa)—f(x3) _ 30-16 _ 14 _ T
R(C; = A xeex, a3 1 14. i

=0

Obtenido una tabla con todos los valores. =

==

b =1
=0

==
[ ==
= =}
T

=

33



Figura 20:Grafica de la funcion razén de cambio

20

-

- =20

3.1.4 Caso 4: Raz6n de cambio de una funcién polinomial f(x) = x3 — 3

Apartado IlI: Incremento Tamafio = 20,Ax = 1, xMin = —1

Sea f(x) =x3—3 , Tamafio = 20,Ax = 1,xMin = —1, los parametros con los que

trabajara, hay que generar la tabla x, f(x).

Los valores f(x) se obtienen a través de los
calculos
fED=(-1)°-3=—4
f(0)=(0)°-3=-3
f=1)>*-3=-2
f@=@2?°-3=5
Asi sucesivamente por lo cual a través de los
valores
x =-1,0,1,23,4,5,,,,, (Tamaio)
Obteniendo una lista de puntos
x, f (x)
p1 = (—14)
pz = (0,—-3)
ps = (1,-2)
Ps = (2,5)

del tamafio deseado.

Asi sucesivamente hasta obtener la lista de valores

34

Tabla 11:Tabla de valores x, f(x) de

fx)=x>-3
-~ | =
® )
A —a
o =
1 -z
z2 5
3 2a
4 &1
= 122
6 21z
e 340
2 509
g T26
10 Qa7
41 1zze
12 1725
1z 2194
q.a ST
15 3T
16 a0z
a7 a0
1 5229
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Figura 22:Grafica de puntos de f(x) = x3 —3
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Figura 21:Grafica de la funcion f(x) = x3 — 3
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Figura 23 :Grafica de razon de cambi de f(x) = x> — 3
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Para encontrar la razén de cambio entre cada punto se tiene que encontrar la diferencia entre

los valores x, f (x) entre cada punto de tal manera que tendriamos RC =

Af(x) _ flx2)—f(x1)

Ax Xp—X1
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Tabla 13:Tabla de valores de x,Ax
Dando los valores de los puntos (x, f(x)) se tendria de f(x) =x3 -3
Ax para: " 2 | o = |

-1

Ax1=x2—x1=0—(—1)=1, S :

2 |

AX2=X3—x2=1—0=1, 3 L

A |

Axz=x,—x3=2—-1=1, > )

7 |

A si sucesivamente y se obtendria la tabla de valores de 8 :
=

10 1

Ax. 11 1

12 1

13 1

1.4 1

15 1

16 1

17 1

13 1

Tabla 12:Tabla de valores

Para hacer las diferencia Af(x) de f(x)se tiene que
o J0.8f) de f () = x* =3
hacer la diferencia de los valores de f(x) por lo cual | | |
B ]
dando los valores de los puntos (x, f(x)) se tendria e a A
-3 B
Af (x) para: -2 1
5 T-’
- _ — _2 _ (_ — 24 19
BfG)L = f) = fx) = =3 - (=4 =1 > I
122 61
Af(x); = f(x3) = f(x2) =—-2-3=1 212 a1
240 127
Af(x)3 = f(x4) —f(x3) =5—(=2)=7 509 169
T2E 217
Af(x)a = f(x5) = f(xs) =242 =19 s o
1725 287
A si sucesivamente y se obtendria la tabla de valores de 2194 a69
2741 54F
Af(x). 3372 631
A0832 21
49710 217
5329 919
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Figura 24:Grafica de diferencias de f(x) = x3 — 3
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Tabla 14:Tabla de razon de

Para calcular la razén de cambio se tendria:
RC = M@ _ fa)=fGn)

Ax Xp—Xq |

cambio f(x) = x3 -3

2T e

AfG)1 _ fO2)—fCa) _ 23-(=4) _ 1 _ 1, 1

Ax1 Xo2—X1 0—(—1) 1 -

RCl =

RC, = Af(x)2 _ flxa)—f(x2) _ —2-(=3) _ 1 _ 1, 3?
AXZ X3—XZ 1-0 1 51

M@ fOe)—fxs) _ 5-(=2) _ 7 o

12(73 AX3 X3'-XZ 2—1 1 7. 159
=17
=1
=221
=97
A5 9a
[ Ry
[ e B |
e |
=217
9919

Obtenido una tabla con todos los valores.
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Figura 26:Grafica de la funcion razonde cambio de f(x) = x> — 3
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3.2.1 Caso 1: Acumulaciones de una Funcién Polinomial (cuestion tecnica) f(x) = 3.
La interfaz de programa es la siguiente en la cual se tendrd una perspectiva global de las

funciones que tendra.
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Figura 27:Vista general de el disefio de acumulaciones

Archivo Edita \ists Opoiones Hemamientas Venlana Ayuda Abrir sesitn
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B Jet ) = > e
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El archivo esté dividido en tres secciones cada con un propdsito en especifico, la primera
seccion llamada Vista Grafica 2, tendra los diferentes tipos de opciones que se puedes elegir.
La segunda seccidn llamada Vista grafica estd dedicada a la representacion geogréafica de
datos numéricos.

La tercera seccion llamada Hoja de Calculo estara destinada a presentar los diferentes tipos
de valores obtenidos de las diferentes operaciones que se hacen con los parametros dados en
la primera seccion.

A continuacion, tendremos el menu ofrecido en la primera seccion (vista grafica 2)
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Figura 28:Vista grafica 2 de acumulaciones

» Vista Grafica 2 [ , .
En el menu se encontrar las diversas

formas en las que se podra modificar la
funcion deseada, asi como las opciones
que se podran usar en la funcién dada.

Al inicio del menu se encontrar 3

i

opciones las cuales definiran algunos

aspectos de la funcién como:

El tamafio es el numero valores que

deseas tomar para formar la lista de

valores asi como:

El Ax es el incremento para los valores
de X

El xMin es para definir el valor donde

deseas empezar a evaluar las X.

Mas adelante se vera mas a fondo estas

opciones.
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Al terminar de introducir estos parametros y la
funcion deseada se tendra que usar la siguiente
opcidn para inicializar los calculos.

El siguiente boton es el que inicia los calculos
y crea la lista de valores en la hoja de célculo.
{1l
De la lista x que es la posicion inicial de la
tabla el f(x) que es la funcién, B(x) la
constante inicial para la primera
acumulacién,C (x) la constante inicial para la
segunda acumulacion, D(x) la constante inicial
para la tercera acumulacion.

Inicie y empiece a calcular los valores de X y

f(x).
El siguiente boton sirve para borrar los valores
de la tabla de valores. |

Para volver Actualizar la lista se tendra que
presionar

(g1l

y se actualizara la hoja de calculo.

ple e o

W B Cw D
- 2 3 T8

Al elegir la siguiente opcion nos permite definir y modificar la funcion con la que se quiera

trabajar

Tras seleccionar la casilla de cambiar funcion aparecera un submend en el cual

ingresaremos la funcion con la que se trabajara y cuando terminemos de ingresarla se

tendré que hacer click en la misma casilla para terminar la modificacion.

41



La opcién Cambiar constante inicial | -

te permitird ingresar la constante con la que deseas trabajar y al

terminar volver a dar click.

Tabla 15: Calculo de la 12 acumulacion

- (tecnica)
La opcion
A | B | C
-1 2 -3
grafica los valores obtenidos en la tabla o 2 -1
1 2 1
B(x) respecto a F(x) y la posicion X o o 3
4 2 v
2—-1=1 5 = o
5 2 11
2+1=3 7 2 13
Asi sucesivamente. 8 2 1=
9 2 17
10 2 19
11 2 21
Figura 29: Grafica de la funcion B(x) (técnica)
50
-158 -10 -5 1] ] 10 15 20
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La opcion Tabla 16:Grafica de puntos B(x) (tecnica)
| .
grafica la lista de valores
obtenidos de B(x) respecto a By
0
la posicién X g0 *
20 o ® L]
plz(—1,—3) ° ® L] .
o
p2=(0,~1) 00
N u'_. 2 4 i 8 10 12 14 18
p3 = (1!1)
Tabla 17:Grafica de los incrementos de B(x)
La opcion =
Grafica los incrementos que 1s
sufre la tabla de valores B (x). 10

Tabla 18: Tabla C(x),
La opcion Cambiar segunda constante inicial
constante inicial (tecnica)
o |
Cx)
7

te permitird ingresar la constante con la que deseas trabajar y al

terminar volver a dar click.
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~ Laopcion Tabla 19: Célculo de la 22 acumulacion
Mostrar graica 9 |
= . (tecnica)
grafica los valores obtenidos en la tabla |
. A C
C(x) respecto a B(x) y la posicion X ” 500 co0
-3+ (=7)=-10 -1 3 7
—1+4(-10) = —11 0 -1 -10
1 1 -11
—11+ (1) = 10 5 5 10
Asi sucesivamente hasta obtener la tabla 3 5 -7
4 7 -2
completa.
5 9 5
B 11 14
¥ 13 25
g 15 38
9 17 53
10 19 70
11 21 89
Figura 30:Grafica C(x) (tecnica)
00
300
200
100
-20 -20 -10 E"'—"’ 10 20 20 40
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Tabla 20:Grafica de puntos de C(x) (tecnica)
La opcion T -
Mostrar grafica puntos 200 i T

grafica la lista de valores - -
obtenidos de C(x) respecto a la T
posicion X. i " T

p1=(-1,-7) - -1

p, = (0,~10) .

by = (1,—11) TP AL - -

Tabla 21:Grafica de incrementos de C(x) (tecnica)

250

200

La opcion

Incrementos 150

grafica los incrementos que sufre

la tabla de valores C(x). 100

50

G-T_'_._'—'_% 10 15
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Tabla 22:Tabla D(x),

primera constante inicial

La opcion Cambiar tercera constante inicial
E
e S D)
-15

te permitird ingresar la constante con la que deseas trabajar y al

terminar volver a dar click.

Tabla 23: Calculo de la 32

. acumulacion (tecnica).
La opcion

A | o | E |

. . -1 7 -15
grafica los valores obtenidos en la tabla 0 10 9
D(x) respecto a C(x) y la posicion X 1 1 33
—7 4+ (—15) = =22 2 10 43

3 7 -523

—22 +(—=10) = —32 . 5 0

—32+ (—11) = —43 5 5 62

Asi sucesivamente hasta obtener la tabla B 14 57
7 25 42

completa. o 2 3
g 53 20

10 70 72

11 29 142
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Figura 31:Grafica de D(x) (tecnica)

=Hau

200

Figura 32:Grafica de puntos de D(x) (tecnica)

]
La opcion 600
Mostrar grafica puntos
®
grafica la lista de valores
. 400
obtenidos de D (x) respecto a
®
la posicion X
p1 = (_1’ _7) .
p2 = (0,~10) i
®
ps = (1,-11)
®
®
5 %9 5 ® 15
® 000"
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Figura 33:Grafica de incrementos de D(x) (tecncia)

1000

200

La opcion

Incrementos

S00

grafica los incrementos que sufre

<00

la tabla de valores D (x).

200

.mb—._._._‘_z_._'_f—' 10 15

3.2.2 Caso 2: Acumulaciones de una Funcion Polinomial f(x) = 3.

Apartado I: Incremento Tamaiio = 20,Ax = 1,xMin = 0
Sea la funcion f(x) = 3, representemos graficamente la primera, la segunda y la tercera

acumulacion, en este caso, cuando el incremento es Ax = 1.La funcion f(x) = 3.

Figura 34:Grafica de la funcion f(x)=3

12 acumulacion.
Para calcular la primera acumulacion y obtener una aproximacion de la primera integral de

la funcion f(x) = 3, llamaremos a esta nueva funcion B(x), necesitamos dar un valor inicial
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arbitrario B(0) = —5, y con la funcion F(x), obtenemos la primera acumulacion del

siguiente modo: Tabla 24: Célculo de la 12
acumulacion f(x)=3
Cuando X = 0 (valor inicial), B(0) = =5, A | B | E

después incrementando en una unidad a X, * e B

X =1, B(0) se incrementa en 3 unidades ; ‘f 2

(porque f(x) = 3) siendo F(x) un valor 3 4 2
4 7

constante en este caso, obteniéndose que 5 10 2

6 13 3

B(1)=-54+3=-2,B(2) =B(1) + S 16 3

3

3=-24+3=1, B3)=B(2)+3= 3 '2'2 3

1+ 3 =4 y asi sucesivamente obteniendo 10 25 2
11 28

la tabla de wvalores de la primera 12 31 2
., 12 24

acumulacién B(x). 1a oy 2

15 40 3

16 43 3

17 45 3
18 49

Tomando 2 puntos, se encuentra que la funcion f(x) representa a la recta B(x) = 3x — 5.

Construccién y visualizacion de la 12

El proceso que se realiz6 para obtener

la primera acumulacion, se puede acumulacion de f(x) = 3, paso a paso

representar graficamente asi. a8 /;
x=1,,2345,,,,, (Tamafo) : / =
Obteniendo una lista de puntos : - g
x, B(x) = : R
p, = (0,-5) g /__;
P2 =(1,-2) : /
ps=(2,1) E ¥ iEE
Py = (34) 7 iae
Asi sucesivamente hasta obtener la T : P hg | I |
lista de valores del tamafio deseado. 5 L_/_
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Para otros valores de X, la grafica muestra el comportamiento de la funcion lineal B(x).

G0

Zoom a la gréafica de la 12 acumulacion de f(x)=3

228 acumulacion.

Tabla 25:Calculo de la 22 acumulacion
Tomando los valores obtenidos de B(x), se de f(x)=3
- I d I -z A Lo B
construird la segunda acumulacion, que - o B0
n) -2 -5
Ilamaremos C (x). Para esto, se necesita dar 1 -8 -z
2 -10 1
un valor inicial €(0) = —3. Y elaboremos la i -9 j
-5
. . 5 prs 10
tabla del modo siguiente. & 1z 13
v 25 16
C2=—3—5=—8 a8 41 19
=] &0 22
C3=_8—2=—10 10 = 25
11 1077 28
, A 12 125 31
Asi sucesivamente. 13 168 a4
14 200 37
Obteniendo la tabla de valores de la 15 237 40
16 s 43
segunda acumulacién C(x). 7 320 48
18 366 49
19 415 52
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Figura 35:Construccion y visualizacion de la 22 acumulacién de f(x)=3, paso a paso.

Con ayuda de la funcion de laforma B(x) =
a,;x + a,, se ha construido una funcién de
segundo grado, de la forma C(x) = a,x? +
a;x + ay,. Tomando tres puntos, se tiene
que la ecuacion de esta curva es C(x) =
3.2 13

3
5 7x—3. Donde a =3,a; =

13
—— Y a,=—3.

El proceso que se realizd para obtener la

segunda acumulacién, se puede observar en

la Figura:

200 =

200

100

Figura 36:Zoom a la gréfica de la 22 acumulacion de f(x)=3
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32 acumulacion.

Tabla 26: Calculo de la 32 acumulacién f(x)=3
. A | o | e

Tomando los valores obtenidos x Dy o
o -1 -3
de C(x), construyamos la tercera 1 -4 -8
2 -12 -10
., 3 -2 -9
acumulacion, que Ilamaremos A 3 -
5 -36 2
D(x). Para esto, necesitamos un " 34 12
F -2Z 25
valor  inicial  D(0) = —1. @ 3 o
=] 44 B0
10 104 a2
Elaboremos su tabla: 1 1286 107
12 283 126
13 423 166
14 594 200
15 Fa4q 23T
16 1031 2rF
17 1208 220
18 1628 266
19 1994 415

Con la ayuda de la funcion cuadratica de la forma C(x) = a,x? + a,x + a,, se ha construido
una funcion de tercer grado de la forma D(x) = asx3 + a,x? + a;x + a,. Tomando 4

puntos, se tiene que la ecuacion de esta curva es:
1 1 1 1
D(x) = Ex3 — 4x? +2x—1,dondeas =-,a, = —4,a, =-ya, = -1
En la siguiente grafica se puede observar el procedimiento usado para obtener la tercera

acumulacion, partiendo de la segunda acumulacion.
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Figura 37: Construccion y visualizacion de la 3% acumulacion de f(x) = 3, paso a paso.

Figura 38:Zoom a la gréfica de la 3% acumulacion de f(x)=3.

1500

1000

500
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3.2.3 Caso 3: Acumulaciones de una Funcion Polinomial f(x) = 8.

Apartado I1: Incremento Tamafio = 20,Ax = 0.5, xMin = 0
Sea la funcion f(x) = 8, representemos graficamente la primera, la segunda y la tercera

acumulacion, en este caso, cuando el incremento es Ax = 1.La funcion f(x) = 8.

Figura 39:Grafica de la funcion f(x)=8

20

fix) =8

-1.2 -1 08 -0.6 -0.4 -0.2 o

12 acumulacion.

0z 04 0.6 os 1 1.2 1.4

Para calcular la primera acumulacion y obtener una aproximacion de la primera integral de

la funcion f(x) = 8, llamaremos a esta nueva funcion B (x), necesitamos dar un valor inicial

arbitrario B(0) = 2, y con la funcion F(x), obtenemos la primera acumulacion del siguiente

modo:

Cuando X = 0 (valor inicial), B(0) = 2,
después incrementando 0.5 en X, X = 0.5,
B(0.5) se incrementa en 8 unidades
(porque F(x) =8 siendo F(x) un valor
constante en este caso, obteniéndose que
B(0.5) = 2+8 =10,
B(1)= B (0.5 +8=10+8=18,
B(1.5)= B(1) +8=18+8 =26

y asi sucesivamente.

Tabla 27:Calculo de la 12 acumulacion f(x)=8

10
18
26
4
42
50
58
65
T4
82
90
E=g=}
106
114
122
130
128
145
154

oo mnonnonDeonnen
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Esto valores nos dan una funcién del tipo lineal, por lo cual tomamos 2 puntos para obtener
la expresion algebraica. Tomemos P1(0,2) y P2(0.5,10) ,B(x) = mx + b donde 2 = b, el

intercepto en y. Sustituyendo valores 10 = m(0.5) + 2,10 = 0.5(m +

4) por lo tanto m + 4 = -2 = 20,m = 20 — 4 = 16 de donde, B(x) = 16x + 2

Figura 40: Construccion y visualizacion de la 12 acumulacién de f(x) = 8, paso a paso

El proceso que se realizo para obtener .

la primera acumulacion, se puede

e . 120
representar graficamente asi.

x =0,05,1,15,2,,,,, (Tamafio) 1o
Obteniendo una lista de puntos .
x, f(x)
p1 = (0,2) «
p, = (0.5,10) @
ps = (1,18)
pa = (1.5,26) B

Asi sucesivamente hasta obtener la

ot 451 1 2 3 4 § g 7
lista de valores del tamafio deseado.
-20

Para otros valores de X, la grafica muestra el comportamiento de la funcion lineal B(x).

150

Figura 41:Zoom a la gréfica de la 1* acumulacion de f(x)=8
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22 acumulacion.

tabla del modo siguiente.
C,=-2+2=0
C3 = Cl + 2 = _10

Asi sucesivamente.

Tomando los valores obtenidos de B(x), se
construira la segunda acumulacion, que
Ilamaremos C (x). Para esto, se necesita dar

un valor inicial C(0) = —3.Y elaboremos la

Tabla 28:Calculo de la 22 acumulacion

A | c | o
x Bx) [l )
o 2 2
05 10 o
1 18 10
15 26 28
2 34 54
25 a4z 2o
3 50 130
35 58 180
4 EE 238
45 74 204
5 52 373
55 a0 460
5 g8 550
5.5 106 648
7 114 754
75 122 568
5 130 990
g5 138 1120
g 146 1258
95 154 1404

Figura 42:Construccion y visualizacion de la 22 acumulacién de f(x)=8, paso a paso.

Con ayuda de la funcién de la forma
B(x) = a;x + ay, se ha construido una
funcion de segundo grado, de la forma
C(x) = ax* + a;x + a,. Tomando
tres puntos se puede determinar su
funcion algebraica p; = (0,—2),p, =
(0.5,0), ps= = (1,10).
Resolviendo el sistema de ecuaciones
lineales con 3 incAgnitas, se encuentra
quea=16,b = —4yc=—2,porlo
tanto

C(x) =16x%* —4x—2

56

800

s ulu]

400

200




Figura 43:

Zoom a la gréfica de la 22 acumulacion de f(x)=8.

32 acumulacion.

Tomando los valores obtenidos de C(x),
se construira la segunda acumulacion, que
Ilamaremos D(x). Para esto, se necesita
dar un wvalor inicial D(0)=0. Y
elaboremos la tabla del modo siguiente.
D;=-2+0=-2
D,=D;+0=-2+0=-2
Asi sucesivamente obteniendo la tercera

acumulacién D(x).

57
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Tabla 29:Calculo de la 32 acumulacion de

f(x)=8
A | o | E
bl () Oy
o -z 1
0.5 o -1
1 10 -1
1.5 28 g
et Gl a7
z.5 a5 9
3 120 179
2.5 120 309
4 238 489
1.5 304 F2F
s 3FE 1031
5.5 480 1409
= 550 1369
5.5 613 2419
ra Fa=v1 3067
7.5 365 3821
= 990 4639
2.5 1120 5679
o 1258 6799
a.5 1404 2057




Con la ayuda de la funcion cuadratica de la forma C(x) = a,x? + a,x + a,, se ha construido
una funcion de tercer grado de la forma D(x) = asx3 + a,x? + a;x + a,. Tomando 4
puntos, P, = (0,1),P, = (0.5,—1),P; = (1,—1),P, = (1.5,9) se tiene que la ecuacion de
esta curva es:

D(x) =10.67x3 —12x* + 0.67x + 1, donde a; = 10.67,a, = —12,a;, = 0.67 y a, =
1.

En la siguiente grafica se puede observar el procedimiento usado para obtener la tercera

acumulacién, partiendo de la segunda acumulacion.
Figura 44;Construccion y visualizacién de la 3% acumulacion de f(x)=8, paso a paso
1000
=00
SO0

oo

200

Ahora, haremos un zoom a la grafica de la curva D (x) para ver como se comportar la

funcién.
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2000

S000

olulal

2000

-2000

Figura 45:Zoom a la gréfica de la 3% acumulacion de f(x)=8.

3.2.4 Caso 3: Acumulaciones de una Funcion Polinomial f(x) = 5.
Apartado Il1: Incremento Tamariio = 20,Ax = 1, xMin = —1
Sea la funcion f(x) = 5, representemos graficamente la primera, la segunda y la tercera

acumulacién, en este caso, cuando el incremento es Ax = —1.La funcion f(x) = 5.

1%

25 -2 -15 -1 -05 1] 05 1 1.5 2

Figura 46:Grafica de la funcion f(x)=5.
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12 acumulacion.
Para calcular la primera acumulacién y obtener una aproximacion de la primera integral de
la funcién f(x) = 5, llamaremos a esta nueva funcion B(X), necesitamos dar un valor inicial

arbitrario B(-1)=-1, y con la funcién F(x), obtenemos la primera acumulacion del siguiente

modo:
Tabla 30: Calculo de la 12 acumulacion
de f(x)=5.
Cuando x = —1(valor inicial), B(—1) = A | g | o |
—1, después incrementado en una unidad X f(X) B(x)
las x, x=0 por lo que B(0) se incrementa en '; z '1
el valor de f(0), es decir, nuestro siguiente 1 5 q
punto B(0) esiguala B(0) = B(—1) — 2 = 2 5 14
3 5 19
—1—3 = —3; Incrementando a x en una 4 c o4
unidad, x = 1, por lo que B(1) en este caso 5 5 29
. & 5 34
es igual a B(1) =B(0)+0=-3+0=
g (1) = B(0) : Y >
—3, es decir, los demas términos siguen la g 5 44
siguiente formula general: g 5 49
10 5 54
B(Xn)=B(Xn—AX)+f(Xn—AX),TL= 11 5 5
1,2,..n 12 5 B4
. . 13 5 69
y asi sucesivamente.
14 5 74
15 5 79
16 5 54
17 5 80
18 5 94
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Tomando 2 puntos para obtener la expresion algebraica. Tomemos P1(-1,-1) y P2(0,4) y

obtenemos un sistema de ecuaciones de la forma B(x) = mx + b donde —1 = b, el

intercepto en y. Sustituyendo valores 4 = m(1) — 1,4 = m — 1 por lo tanto m = 4 +

1 =5,dedonde, B(x) =5x—1

Tabla 31:Construccion y visualizacién de la 12 acumulacion de f(x)=5, paso a paso

El proceso que se realiz6 para obtener
la primera acumulacion, se puede
representar graficamente asi.
x=1,,234,5,,,,, (Tamaho)
Obteniendo una lista de puntos
x, B(x)
p1=(1-1)
p2 = (0,4)
p3 =(1,9)
Ps = (2,14)
Asi sucesivamente hasta obtener la

lista de valores del tamafio deseado.

35

30

25

20

15

10

A

Ve

Para otros valores de X, la grafica muestra el comportamiento de la funcidn lineal B(x).
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=0

(=Ta]

Figura 47:Zoom a la gréfica de la 1* acumulacion de f(x)=5.

22 acumulacion.

) Figura 48:Calculo de la 22
Tomando los valores obtenidos de B(x), se
. » acumulacion de f(x)=8
construird la segunda acumulacion, que
A | c | D
llamaremos C(x). Para esto, se necesita dar x - B ; Ce ;
.. 0 4 4]
un valor inicial C(-1)=1. Y elaboremos la ; .

A 2 14 13

tabla del modo siguiente. 5 1 o7

4 24 AE

C;=-1+1=0 5 29 70

] 34 1]

Co=C_1+4=0+4=4 7 29 122

o] A4 172

Asi sucesivamente. 9 43 216

10 54 265

11 59 319

12 GE} a7s

13 69 442

14 T4 511

15 ¥9a 5385

16 34 GG

17 29 43

18 94 337
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Figura49:  Construccion y visualizacion de la 22 acumulacion de f(x)=5, paso a paso

Chd = 2 5% +1 Ax u
Con ayuda de la funcion de la forma B(x) =

mx + b, se ha construido una funcion de

grado dos, de la forma C(x) = a,x? +

a;x + a,. Tomando tres puntos se puede
determinar su funcion algebraica p; =
(_1!1)! P2 = (0,0), P3 = (1,_3)
Resolviendo el sistema de ecuaciones

lineales con 3 incognitas, se encuentra que

5 3
a;=,a,==,a, = 0, por lo tanto

5 3
— _ A2 _
C(x)—zx +2x+0

-10

63



Figura 50:Zoom a la gréfica de la 22 acumulacion de f(x)=5.

T = 2.5%x= + 1. 5%
oo

32 acumulacion.

Tomando los valores obtenidos de C(x), se
construird la segunda acumulacion, que
Ilamaremos D (x). Para esto, se necesita dar
un valor inicial D(—1) = 2. Y elaboremos
la tabla del modo siguiente.
D.,=1+2=3
D,=D;+0=3+0=3
Asi sucesivamente obteniendo los valores

de la tercera acumulacién D(x).
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Con la ayuda de la funcion cuadratica de la forma C(x) = a,x? + a,x + a,, se ha construido
una funcion de tercer grado de la forma D(x) = asx3 + a,x? + a;x + a,. Tomando 4
puntos, P, = (—1,2),P, = (0,3),P; = (1,3),P, = (2,7) se tiene que la ecuacion de esta

curva €s:

5 1 8 5 1 8
D(x) :gx3—zx2—§x+3,d0ndea3 :g;az == _E;al = _gyao = 3

En la siguiente grafica se puede observar el procedimiento usado para obtener la tercera

acumulacién, partiendo de la segunda acumulacion.

Figura 51:Construccion y visualizacién de la 3% acumulacion de f(x)=5, paso a paso

250

200

150

100

=1a]

2] - / [w]} z = (=]

Ahora, haremos un zoom a la grafica de la curva D (x) para ver como se comportar la

funcion.
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Figura 52: Zoom a la grafica de la 32 acumulacion de f(x)=5.

4000

3000

2000

1000

/ Lt = A 18

Anélisis de las Acumulaciones Vs Sumas de Riemann para f(x) = 3

Como se ha observado, cuando estamos calculando las acumulaciones de la funcién, estamos
sumando cantidades a partir de otras anteriores, por ejemplo, cuando calculamos la 12
acumulacién, tomando el incremento Ax = 1, decimos que primero, damos un valor inicial
B(0) =c.

Posteriormente, para B(1) = B(0) + f(0).

Para B(2) = B(1) + f(2).

Para B(3) = B(2) + f(2).

Y asi sucesivamente hasta llegara B(n) = B(n — 1) + f(n — 1).
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Ahora, si trabajamos “al revés” o recursivamente, decimos que, por ejemplo:
B(2)=B(1)+f(1) . Entonces sabemos que B(1)= B(0)+ f(0)=c+ f(0).
Sustituyendo en B(2), se tiene que B(2) =B(1)+ f(1) =BO)+ f(0)+f(1) =c+
f(0) + f(1). Entonces si partimos desde B(n) tenemos:
Bm)=c+fO+f(D+f2D+fB)+-+f(n-1).

Esto a su vez, puede representarse como una sumatoria.

n-—1

B(n) = z ¢+ F@D)

i=0

Donde c es el valor inicial y f la funcion.

Para el caso cuando Ax # 1, es importante sefialar que la acumulacion resultante estara
acompanada del incremento, es decir, en la sumatoria anterior, no fue necesario multiplicar

por el incremento Ax = 1, ya que no altera en nada la ecuacion, pero si Ax # 1 si la afectara.

Por lo tanto, la ecuacion se convierte en:.

n—1

B(n)Ax = <z c+ (i) )Ax

i=0
Si recordamos un poco de nuestros cursos de calculo, si nuestro incremento Ax tiende a cero
(en simbolos si Ax — 0) entonces el

Alim0 e+ f(i))Axes una aproximacion a la definicion de integral definida que
X—>

expone James Stewart en su libro Calculo de una Variable:

La integral definida de f,deaabes

b n
fa fGdx = lim Oizlf(xi)Axi

si existe este limite.

67



Por lo que mientras mas pequefio sea nuestro incremento, nuestra 12 acumulacion se acercara
mas a la integral definida de f.
Capitulo 4

Conclusiones

5.1 Respuestas a las preguntas de Investigacion

En el capitulo 1 se formularon 5 preguntas, las cuales servirian como pilar principal para
iniciar la investigacion. Una vez que el tema de tesis se desarrollo, que se propuso un marco
tedrico que sustentara las bases tedricas de las aproximaciones a la integral por medio de
acumulaciones y la visualizacion de razén de cambio haciendo uso de diferencias,
lamentablemente por las condiciones no se pudo llevar a cabo una experimentacion con
estudiantes.

¢ Qué tan pequefio o grande es el error de aproximacion de las acumulaciones a la

integral?

El error de aproximacion cuando se calculan las integrales depende de dos factores
importantes: el numero de digitos usados para sumar, es decir si se redondea o se trunca y el
incremento utilizado. Para incrementos mas pequefios, como pudimos observar en los
ejemplos mostrados, se obtiene una funcion de acumulacion que es una buena aproximacion
a la integral de la funcion. Esto también depende, como se mencioné anteriormente, de que
al momento de sumar y de multiplicar por el incremento Ax, las cifras del nimero se

redondeen o se trunquen, segun sea el caso que mas convenga.
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¢ Se pueden obtener acumulaciones de cualquier funcion? ¢Estas deben ser funciones

continuas?

La respuesta es si podemos obtener funciones de acumulacion para cualquier funcion y no
necesariamente tienen que ser continuas. Se sabe que toda funcién continua definida en un
intervalo cerrado [a, b] es integrable en el mismo intervalo [a, b]. Ademas sabemos que toda
funcion continua a trozos en [a, b] es integrable en [a, b].

Asimismo, sabemos que una funcion f es continua a trozos si tiene un nimero de
puntos de discontinuidad finito y que existen los limites laterales y que también son finitos.
¢Como GeoGebra, un software de Geometria dindmica, puede ayudar al estudiante a

entender mejor el concepto de acumulacion y razén de cambio?

Acumulacion:

El software GeoGebra, a lo largo de la tesis, nos ayuda en primer lugar a graficar la
funcién a la cual se buscaba calcular sus acumulaciones; sirvié para encontrar la forma
explicita de las acumulaciones y en los casos en que no podia encontrarse una forma explicita,
con el ajuste de curvas se logro una aproximacion a la forma explicita de la acumulacién, lo
cual sucedio6 en funciones no polinomiales. Ademas por medio de sus hojas de calculo, se
obtuvieron tablas de funciones de acumulacion, en la que se ponia el incremento respectivo,
los valores iniciales y los comandos necesarios y se obtenian tablas con las que era facil
encontrar la ecuacion que seguia tal acumulacion.

Por otro lado, cuando las funciones fueron polinomiales, usando ciertos puntos de las
tablas de valores de las acumulaciones, era posible encontrar por medio de la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales, las constantes que determinaban la ecuacion algebraica de

las acumulaciones. Porque si se hubiera utilizado la eliminacion gaussiana para encontrar la
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solucion de tales sistemas de ecuaciones lineales, habria sido un proceso eficaz también pero
muy tedioso y cansado, porque en ocasiones se debieron encontrar soluciones a sistemas de
ecuaciones con 5 ecuaciones y 5 incognitas, que seria una matriz de 5x5, por lo que GeoGebra
ayudé a aligerar un poco el trabajo.

Razon de cambio:

GeoGebra nos ayuda en primer lugar a graficar la funcion deseada y obtener una
mejor visualizacidn de esta; sirvio para encontrar la forma explicita de las razones de cambio
y poder graficarlas. Ademas por medio de sus hojas de calculo, se obtuvieron tablas de razén
de cambio, las diferencias Ax, Af (x), la graficacion de puntos.

¢ Se puede obtener una forma explicita para cualquier funcién de acumulacion?

La respuesta es si, si la funcién es una funcién polinomial como se mencioné en la
respuesta de la pregunta 3, se puede utilizar el comando Resuelve que GeoGebra nos ofrece
en su Vista de Calculo Simbdlico (CAS), para encontrar la solucion de los sistemas de
ecuaciones lineales que surjan al tomar algunos puntos y sustituirlos en la ecuacion
algebraica. Pero si la funcidn no es polinomial, entonces se puede hacer uso del Ajuste de
Curvas que GeoGebra ofrece también. Para usar el Ajuste de Curvas, se debe crear una lista
de puntos y se obtiene una aproximacion a la ecuacién que sigue la acumulacion respectiva.

¢Por qué se debe dar un valor inicial en cada acumulacion?

La respuesta seria, que su valor indica el comienzo de la acumulacion del area, es
decir, que cada valor que se asigne como valor inicial, determinara una funcion de
acumulacién unica dentro de una familia de funciones de acumulacion.

Ademas, de acuerdo a estudios que Yerushalmy y Swidan realizaron, cuando pusieron

en practica su software CUL, la gréfica de la funcién de acumulacion se transforma
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verticalmente de acuerdo con los cambios que se le hagan al valor inicial. Todo esto es una
interpretacion que relaciona la parametrizacion del valor inicial o limite inferior de la
acumulacion con el signo c, la cual representa la integral indefinida como una familia de
funciones que difieren por una constante ¢, o simbélicamente como [ f(x)dx = h(x) + c.
Donde h(x) es la antiderivada de la funcion f(x).

¢Se puede implementar este software a nivel secundaria?
Si se puede, aunque no hay trabajos a nivel secundaria algunos autores de las diferentes
investigaciones mencionadas marcan que es posible aplicarlo, dando un enfoque diferente

para tratar el problema a nivel secundaria.
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