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Resumen

En este trabajo damos una introduccién corta a la geometria es-
pinorial; algunos de los conceptos que se introducen son algebras de
Clifford, grupos espin y estructuras espin. Con el fin de construir la
férmula de Gauss en este contexto se definen el haz de espinores de
Clifford de una variedad y de una subvariedad, como una variante del
haz definido en [1]. Se muestra la relacién que existe entre el haz de
espinores de la variedad y el haz de espinores de la subvariedad, de la
manera natural asociamos formas de conexién y derivadas covariantes
a dichos haces para de esta manera obtener la férmula de Gauss en el
contexto de la geometria espinorial.

Palabras cavle: dlgebra de Clifford, grupo espin, estructura espin, fibrado
espinorial de Clifford y formula de Gauss.
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Abstract

In this job we give a short introduction to spin geometry; we intro-
duce Clifford algebras, spin groups and spin structures. Furthermore,
in order to construct the Gauss’ formula in this context, we define
the Clifford spinor bundle for a manifold and for a submanifold, like
a variation of the spinor bundle defined in [1]. We show the relation
between the spinor bundle of the manifold and the spinor bundle of
the submanifold and then we associate to such bundles, in a natural
way, conexion forms and covariant derivatives for in this way give the
Gauss’ formula in the spin geometry context.
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Introduccién

Si M es una variedad Riemanniana y M es una subvariedad de M la ecuacién
de Gauss expresa la diferencia entre la derivada covariante de la variedad
ambiente y la de la subvariedad en términos de la segunda forma fundamental,
y se escribe de la siguiente manera

VY - VY = 11(X,Y),

para todo X,Y € I'(T'M), donde v y V" son las respectivas conexiones
de Levi-Civita para M y M,y II es la segunda forma fundamental de M en
M.

En la tesina estudiamos la ecuacién de Gauss en el contexto de la geometria
espinorial de las subvariedades. La ecuacién de Gauss espinorial ha sido ob-
tenida por Christian Bar en [1], dicha referencia es la que nosotros seguimos;
con la diferencia de que cambiamos el haz de los espinores usual por el haz
de los espinores de Clifford, i.e., cambiamos la representacién espinorial por
la representacion del grupo Spin(n) dada por la multiplicacion en el algebra
de Clifford. En principio, el segundo haz podria parecer mas complicado que
el primero por ser de rango mayor, sin embargo, resulta que considerar el haz
de los espinores de Clifford es en algunos aspectos mas sencillo y es més na-
tural para estudiar representaciones de subvariedades en espacios euclidianos
ya que este haz esta equipado naturalmente con una estructura algebraica
més rica que permite escribir formulas de representaciones explicitas [2, 3.
El objetivo de este trabajo es probar que la ecuacién de Gauss en [1] sigue
siendo valida en este contexto.

En las primeras dos secciones se introducen los conceptos de algebra de Clif-
ford y grupo Spin(n), en la tercera seccién estudiamos lo que es un haz
principal, sus haces vectoriales asociados y la derivada covariante para un
haz asociado. Lo anterior con el fin de explicar, en la cuarta seccién, lo que
es una estructura espinorial sobre una variedad y con ello construir los fibra-
dos de espinores de Clifford y asi obtener en la tltima seccién la ecuacion de
Gauss espinorial.
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1. Algebra de Clifford

Definicién 1.1. Consideremos a R™ con su métrica usual g. El dlgebra de
Clifford Cl,, asociada a g sobre R™ es el dlgebra con unidad

Cl, :=T[R")/I(R", g),

donde T(R") = @ (R™)®* s el dlgebra tensorial de R™ (convenimos
(RM® =R) e I(R", g) es el ideal generado por {v @ v+ g(v,v)1 : v € R"}.

Cl,, cumple la siguiente propiedad universal: si j : R® — C1,, es la inclusion
natural, A es un dlgebra con unidad y v : R™ — A es una aplicacion lineal
tal que u(v)? = —g(v,v)1 para cada v € R", entonces existe U : Cl,, — A

morfismo de algebras que hace conmutar el siguiente diagrama:

Como espacio vectorial, Cl,, tiene dimension 2": mas precisamente sieq, ..., e,
es una base ortonormal de R", entonces

{€Z1€Zk1<21<<lk<n, 1<k<n}

es una base para el dlgebra de Clifford C1,,. Con respecto del producto, los
vectores de la base satisfacen e; - e; = —1, €; - ¢; = —ej - ¢; si 1 # j.

Usando la observacion anterior se pueden escribir las primeras algebras de
Clifford: si H son los cuaternios, entonces Cl; = C, Cly = H, Cl3 = H ¢ Hi,
Cly = M5(H), el algebra de las matrices 2 x 2 con coeficientes en H.

Definicién 1.2. Una Zy—dlgebra graduada A es un dlgebra que es suma
directa de dos subconjuntos A° y Al

A=Ap Al

con A'AT C A para i, € Zy.



Sean A = A°® A' y B = B @ B! dos algebras Z,—graduadas, el dlgebra
tensorial graduada A®B es el espacio vectorial tensorial A ® B con el pro-
ducto graduado:

(a®@b)-(a"®b) = (—1)Y(aa’) @ (VD) (1.1)
paracadaa € A,be Bya' € A", ¥ € BY .
La Zs-graduacién de A®B es

(AB)=A"9B°¢A'®B', (AoB)'=A"® B'® A' ® B".

El algebra de Clifford Cl, es una Z,—algebra graduada, en efecto, CI° =
{vecdl,: W) =vtyCl ={veCl,: pv)=-v} donde 8 : Cl,, —
Cl, es el unico morfismo de algebras que extiende a la funcion R" — C1,
dada por v — —v, nos dan una descomposicién tal que C1° - CI0 c CI¥ y
Cl°-Cl! c Cll. De lo anterior también se deduce que CI es una subdlgebra

de C1,, en tanto que CI} no lo es.
Mas adelante usaremos el siguiente lema:

Lema 1.3. Eziste U : Clyyp — C1,&Cl,, isomorfismo de dlgebras tal que
siz e Cl, ey € Cly, tenemos U(z-y) =x R y.

Demostracion. Denotemos por j7; : R® — Cl,,, 7o : R™ — C'l,, las inclu-
siones naturales y por g a la métrica producto en R™ & R™; definimos

v +ve — Gi(v) @1+ 1@ Ja(ve).

Como el dlgebra de Clifford es Zy—graduada y ji(vy) € Cl}, jo(ve) € CIL de
la definicién de producto graduado dada en (1.1) tenemos que

(1 (v1) @ 1) - (1 @ ja(v2)) = ju(v1) @ ja(va),

(1® ja(v2)) - (J1(v1) ® 1) = —j1(v1) ® ja(v2)
y por tanto

u(vr +12)? = (1(01) @ 1+ 1@ fo(v2))?
= —91(01,?11)1 ®1-— 92(1}2,?}2)1 ®1
= —g(v1 +vg,v1 +12)1® L.

Se sigue de la propiedad universal de Cl,,1,, que existe una tnica aplicacion
U:Clyry — Cl,2Cl, tal que U o j =u para j : R® & R™ — Cl,y,, la
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inclusién natural.
Ya que U es un homomorfismo de algebras este se obtiene de extender lineal-
mente

Uvp - .oo-vg) = u(vy) .. ulvg).

Como C1,RC1,, esté generado por productos de generadores de C',, con
generadores de Cl,, eso implica que U es suprayectiva y ya que Cl, 1, y
Cl,2Cl,, tienen la misma dimensién 2"t™, U es isomorfismo.

]



2. Grupo Spin(n)

Definicién 2.1. El grupo Spin(n) es el grupo de los elementos de Cl, que
son un producto par de elementos unitarios de R™, es decir,

Spin(n) = {1+ ... v 1 7 € R", |z = 1}.

Consideremos la funcion 7 : Cl, — Cl, que extiende linealmente a la
aplicacion dada por xq-...-xp — Ty - ... 1. Definimos entonces la siguiente
funcién
Ad: Cl, — End(Cl,)
r +— Adx): Cl, — Cl,
y +— x-y-7(2).

Como Ad es una funcion cuadratica de la variable z, ella es continua.
Veamos qué pasa si restringimos Ad a Spin(n): sea g € Spin(n), digamos
g=1x1 ... To, ¥; € R |z;] = 1 asi que 7(g) = w9, ... 11 = g~ y por
tanto Ad(g)y = Ad(z1)o...0 Ad(xa)(y) =g -y-g "

Lema 2.2. Siw € R"™ es un vector unitario, entonces w-v-w es la reflexion

de v respecto del hiperplano wt.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w = e y
considerar una base ortonormal de R™ eq,...,e,. Luego si v € R" tenemos
n
que v =) 5 ) aje;y
e1-v-ep = —qie; + E Qaje;,
#1
por lo tanto e; - v - e1 es la reflexién de v respecto del hiperplano ef. O

Se sigue de lo anterior que Ad(g) es una aplicacién de R™ a R™ producto de
un nimero par de reflexiones, i.e., una rotacion, por lo tanto Ad(Spin(n)) C
SO(n). Por otro lado sabemos que toda rotacién es un producto par de
reflexiones (ver [4]) y de aqui que Ad(Spin(n)) = SO(n).

Como consecuencia se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.3. La funcion

Ad: Spin(n) — SO(n)
g — Ad(g): R* — R”

v g-v~g_1

es un homomorfismo de grupos continuo y suprayectivo.
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Proposicion 2.4. El kernel de la aplicacion adjunta es ker(Ad) = {+1, —1}.

Demostracién. Consideremos {v1, ..., v,} una base de R” tal que g(v;,v;) =
0 para ¢ # j. Sea g € ker(Ad), asi que

gu = vg (2.1)

para cada v € R". Sabemos que g se escribe como combinacién lineal de
productos de elementos de la base que elegimos de R"; por lo tanto

g = Qo + viaq (22)

donde ag agrupa a los términos que no contiene a vy y via; a los que si lo
contienen y por tanto a; no contiene a v;. Observe que ag y via; deben tener
la misma paridad, resulta de hecho que ambos son pares y por lo tanto a; es
impar. De las Ecuaciones (2.2) y (2.1) con v = vy tenemos que

2
viag + viay = v1(ag + viar) = vig = gvy = (ag + viai)vy = aguy + viaqv;.

Como agv; = v1ag ¥ via1v; = —v?a; por ser ap un elemento par y a; un
elemento impar tenemos que

2 2
v1ap +via; = v1ap — viaq

y por lo tanto 2via; = —2g(vy,v1)a; = 0 que implica a; = 0. De la misma
manera se prueba que g no contienen a ningin elemento v;, por lo tanto
g € Ry ya que g es unitario g = £1.

O

Proposiciéon 2.5. Para Ad como en la proposicion anterior tenemos las
siguientes afirmaciones:

ii) Paran > 2, Spin(n) es un grupo conexo.

iii) Paran > 3, Spin(n) es simplemente conexo y Ad es el cubriente uni-
versal del grupo SO(n).

Demostracion. Tenemos de la Proposiciones 2.3 y 2.4 que Ad es un cubriente
doble de SO(n). Ahora bien, para probar los incisos (i7) y (¢i7) usaremos un
poco de teorfa general de cubrientes; si n = 2 tenemos que SO(2) = S tiene
dos cubrientes dobles, a saber, S' y S! x Zj (ver [6]); como

v(t) = cos(mt)+ sen(mt)e; - €,
= —(cos(mt/2)e; + sen(mt/2)e;)(cos(nt/2)e; — sen(mt/2)e;)
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es una trayectoria en Spin(n) que une a 1 y a —1 tenemos que el cubriente
es conexo y Spin(2) = St

El grupo fundamental de SO(n) se puede calcular a partir del grupo fun-
damental de SO(3) ~ RP3 usando la sucesién exacta larga de grupos de
homotopia que se obtiene de la fibracién

SO(n —1) — SO(n) — S"*

dada por la accién transitiva del grupo SO(n) en S" !. Resulta que para
n > 3 el grupo fundamental de SO(n) es Zy. Se puede encontrar la prueba
detallada en [11]. Por lo tanto SO(n) sélo tiene dos cubrientes dobles, su
cubriente universal y su cubriente trivial de dos hojas (ver [6]).

Considerando la trayectoria v del inciso anterior tenemos que Spin(n) es
conexo por trayectorias y por tanto debe ser el cubriente universal de SO(n)

que en particular es simplemente conexo. O
Lema 2.6. Si eq,...,e, es una base ortogonal de R™, entonces el espacio
vectorial generado por {e; - e; : 1 <i < j <mn}, con la operacion [x,y] =

x-y—y-x, es un dlgebra de Lie que coincide con spin(n).
Demostracion. Considere la curva

v(t) = cost+ sent e; - e,
—(cos(t/2)e; + sen(t/2)e;)(cos(t/2)e; — sen(t/2)e;).

De acuerdo a la tltima igualdad estd en Spin(n), luego

d

el t)=¢; -e;
dth:O'Y() €€

estd en spin(n); por lo tanto el espacio vectorial generado por e; - e; estd con-
tenido en spin(n), ademds ambos espacios tienen la misma dimensién pues
al ser Spin(n) cubriente de SO(n) sus respectivas algebras de Lie tienen la
misma dimensién n(n — 1)/2. O

Lema 2.7. Para Ad : Spin(n) — SO(n) como en la Proposicion 2.3 y
ad : spin(n) — so(n) su diferencial, se cumple que ad(e; - e;) = 2E;;, donde
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Demostracion. Considere nuevamente «(t) = cost + sent e; - e;, se sigue que
1

v(t)"" = cost — sent e; - e; y por lo tanto
%hzoAd(y(t))ek = (—sent + coste; - €;) - e, - (cost — sente; - €;) =0
+(cost + sente; - €;) - ey, - (—sent — coste; - €;)]i=o
2e; st k=1
= —2e; st k=7
0 sik#£i 7,
que es lo que se queria probar. O



3. Haces principales, asociados y conexiones

Ahora vamos a introducir el material necesario de haces principales para
poder hablar posteriormente de estructuras espinoriales y ecuacion de Gauss
espinorial. Para fijar notacién recordaremos la definicion de haz principal y
supondremos conocida la nocién de conexién sobre un haz principal (ver por
ejemplo [12]).

Haz asociado y derivada covariante de un haz vectorial asociado son los
topicos principales de esta seccidn.

Definicién 3.1. Un haz G-principal sobre una variedad X es una cudtrupla
(P,m,X,G) tal que

i) P es una variedad y G es un grupo de Lie que actia libremente en P
por la derecha, de manera suave.

ii) m: P — X es una funcion diferenciable y suprayectiva tal que (p;) =
m(p2) sty solo si existe g € G con p; = pag.

i) Para cada v € X existen U vecindad de x y ® : 7Y (U) — U x G
difeomorfismo que hace conmutar el siguiente diagrama.

donde pry es la proyeccion en la primera coordenada. Ademds si ¢ :
71 U) — G es la funcion tal que ®(p) = (w(p), d(p)) entonces
¢(pg) = ¢(p)g para todo p € n~'(U) y g € G.

Definicién 3.2. Sean : P — X un haz principal de grupo G. Consideremos
V un espacio vectorial y p : G — Aut(V') una representacion lineal de G.
El haz asociado a P respecto de la representacion p, E = P X,V consta de
las clases de equivalencia [p,v] donde (p,v) ~ (p',v") si y sélo si existe g € G

tal que (p',v") = (pg, p(g~)v).



El haz asociado es un haz vectorial sobre X con fibra V.

Definicién 3.3. Sea (E, 7w, M) un haz vectorial. Una derivada covariante es
una funcion lineal
V:I'(E) —T(T"M & FE)

que satisface la regla de Leibniz

V(fy) =df @+ [V,
para todo Y € T(E) y f : M — R funcion diferenciable.

Para una 1-forma de conexién w : TP — g sobre el haz G-principal 7 :
P — M (ver por ejemplo [12]) definimos una derivada covariante sobre
cada haz vectorial asociado £ = P x, %, p: G — Aut(X) como sigue:
considere 1) una seccién de E, es decir ¢ = [s,0], donde s : U C M — P es
una seccién y o : U — ¥ es una funcién diferenciable. Tenemos la siguiente
composicién

TU 25 TP 5 g 25 End(%)

en donde s, : TU — TPy p. : ¢ — End(X) denotan las diferenciales
de s y p, respectivamente; por tanto una derivada covariante en E se puede
definir como

V. =[s,X.0+4 p.((wos.)(X))o] (3.1)

para X € T'M.

Para probar que la definicién anterior no depende la seccion s y la funcién o
necesitamos los siguientes resultados:

en [12, pag. 314] se prueba que si s : U C M — P es una seccién y
g:U C M — G es una funcion diferenciable entonces

(59)"(w) = Ly-1,dg+ Ry, Ly 5" (w), (3.2)

donde L, : G — G'y R, : G — G son respectivamente la multiplicacién
por la izquierda y la multiplicacién por la derecha por g en el grupo G.

Observacion 3.4. Si e denota la identidad del grupo tenemos que para cada
u € U sucede que

g(u)g~" (u) = e.

Deriwando ambos lados de la igualdad se obtiene
Ly, dg~' + Ry-1,dg =0
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Yy por tanto
L, dg~' = —R,1 dyg. (3.3)

Lema 3.5. Consideremos G un grupo de Lie y p : G — Aut(X) una repre-
sentacion de G en el espacio vectorial ¥. Entonces para A € T,G

p(A)p(g~ )0 = pu(Ry1,A)o
para toda o € Y.

Demostracién. Sea v : (—e,€) — G una curva tal que y(0) = g y 4(0) = A,
entonces

-1

p(3(0)plg~ o = G, _p(v)plg o = 4 p(y(t)g )
= g P(B(t)o
= p*(Rg—l*"y(O))O'.

De manera similar tenemos la formula siguiente:

Lema 3.6. Con las hipdtesis del lema anterior tenemos que

p(g™)pe(A)o = pu(Ly-1,A)o.

Ahora podemos probar que la derivada covariante para el haz asociado no de-
pende del representante tomado en la clase [s, o]. Consideremos ¢ = [s', 0] =
[s, 0] una seccién de E, donde s,s' : U — P son secciones y 0,0’ : U — X
son funciones diferenciables tales que s’ = sg y 0/ = p(¢~')o, para g : U —
G funcién diferenciable. Sabemos que

Vot = [s', X0’ + pu((w o 8,) (X))o

Considerando por separado los sumandos de X.o"+ p,((wos,) (X))o’ tenemos
que por la regla de Leibniz

X.o' = p(g X0+ p(dg (X))o (3.4)
De la definicién de §" y ¢’ y de la expresion (3.2) para (sg)*w se sigue que
ps((wosi)(X))o" = pul(wo(s9))(X))plg~ "o
= p*((Lgil*dg + Rg*Lgfl*S*W)(X))p(g_l)O'
= pu(Lyg-1,d9(X))p(g~")o + ps(Ry, Ly, 5" w(X))p(g™")o.
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De lo anterior y de la férmula (3.3) en la Observacion 3.4

p((w08)(X))0" = —pu(By.dg ™ (X))plg™ )+ pu( Ry, Ly 1,5"(X))plg ™o
Aplicando el Lema 3.5 obtenemos que

pi((wo s )(X))o" = —p(dg=(X))p(g)p(g~")o
1,8 (W))(X))p(g)p(g~")o
= —p*(dg 1(X) 0+ pi(Ly1 s*w(X))o.
Finalmente, usamos el Lema 3.6 para concluir que
pe((wo s)(X))o" = —p.(dg (X))o + p(g")pe(s'wX)o.  (3.5)
De (3.4) y (3.5) se sigue que

X.o'+p((wos)(X))o' = plg ") X.0+ p.(dg~ (X))o
—p:(dg~ (X))o + plg~ 13

ps(s"w(X))o
= plg )Xo+ plg~)pa (57w (X))o,
por lo tanto
[, X0 + p(ws,(X))o] = [sg, plg~")(X.0 + pu(s°w(X))o)]

=[5, X.0 4 p.(ws.(X))o]

que es lo que se queria probar.
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4. Estructura espinorial

En esta seccién se define de manera general lo que es una estructura espinorial
para después construir los haces de espinores de Clifford sobre una variedad.
Ademaés se presentan los preliminares algebraicos relacionados con los haces
de espinores de una variedad y sus subvariedades.

Definicién 4.1. St F es un haz vectorial orientado sobre M con una métrica
en cada fibra, entonces una estructura espin sobre E es una pareja (SpinE, A)
donde SpinE es un haz Spin(n)-principal y A : SpinE — SOE es un
cubriente doble del haz de los marcos SOE que hace conmutar el siguiente
diagrama:

SpinE x Spin(n) SpinE

o o .
SOE x SO(n) soE —

aqui los renglones son las acciones de los grupos Spin(n) y SO(n), respecti-
vamente.

Definicién 4.2. Una variedad (Riemanniana) orientada M es espinorial si
su haz tangente T'M admite una estructura espin.

A partir de esta seccion usaremos el producto fibrado entre haces principales
y es por ello que aqui recordamos su definicién: sean m; : P — X un haz G-
principal y w5 : Q — X un haz G,-principal, definimos su producto fibrado
7m: P xx Q — X como el haz G; x Ga-principal, donde P x x Q = {(p,q) :
m1(p) = m2(q)} (con la topologia de subespacio de P x Q), la accién esta dada

por (p, q) - (91,92) = (P91, 4g2) para (p,q) € P xx Q y (91,92) € G1 X G2. La
proyeccién se define como

T:PxxQ — X
(p,q) — m(p) = ma(q).

Sean F; y Es haces vectoriales sobre M, con estructuras espinoriales Spin k£
y SpinE,. La suma E = FE; ® FE, tiene una estructura espinorial natural
SpinE: dicha estructura es tal que existe una funcién f que hace conmutar
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el siguiente diagrama (ver [10])

SpinE, x Spinks \
JAl {AQ \A M.

SOE1 X SOE2

(4.1)

1 es la yuxtaposicion de un elemento de SOF; y SOFE,; ademaés f es compa-
tible con las acciones via el homomorfismo

Az Spin(n) x Spin(m) — Spin(n+ m) (4.2)
De hecho, tenemos el resultado més fuerte siguiente ([10]): estructuras espi-
noriales sobre dos de los haces F;, F5 o E determinan una tinica estructura
espinorial sobre el tercer haz de tal manera que (4.1) conmuta para alguna
aplicacién f.

Supongamos que M es una variedad Riemanniana n+m-dimensional y M una
subvariedad n-dimensional de M y que ambas son variedades espinoriales con
respectivas estructuras espin SpinM y SpinM. Como TM|y = TM © NM
se sigue de la observacion anterior que N M tiene una estructura espinorial
SpinN tal que existe una funcién f : SpinM x SpinN — SpinM que hace
conmutar el siguiente diagrama:

SpinM x SpinN M

Spin/\K
{Al JAz JA

SOM x SON i sonr—

M

donde i es la yuxtaposicion de un marco en SOM y uno en SON.
Definimos ahora nuestros haces de espinores de Clifford. Consideramos pri-
mero la representacién de Spin(n) en el dlgebra de Clifford Cl,, dada por la
multiplicacion por la izquierda

Spin(n) — Aut(Cl,)
x — Ve : cl, — Cl, (4.3)
y > T-y.
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Cabe mencionar que dicha representacion no es irreducible; de hecho es suma
de representaciones irreducibles equivalentes a la representacion espinorial
(ver [9, pag. 226]).

Los haces de espinores de Clifford son los siguientes haces asociados

SM |y = SpinM Xp Clygm
SM = SpinM x,, Cl,
XN = SpinN x,, Cl,,,

para p, p1 y pe representaciones de Spin(n + m), Spin(n) y Spin(m) por
multiplicaciéon por la izquierda en las correspondientes algebras de Clifford
como en (4.3).

Hay una accién natural de 7'M sobre el haz de espinores de Clifford XM (en
analogia con la accién que hay en el haz de espinores usual (ver [7])) la cual
llamamos multiplicacion de Clifford y denotamos por X -, donde X € T'M
y % es una seccion en XM, dicha accion se describe en el Apéndice B.

En lo que sigue vamos a probar que los haces de espinores XM |, y M @SN
son isomorfos: nuestra estrategia consiste en primero probar que EM! M €s
isomorfo al haz vectorial asociado a SpinM X ,; SpinN con la representacion
poXyque XM ®XN es isomorfo al haz asociado a SpinM X y; SpinN con la
representacion p; ® po. Para al final probar que las representaciones p; ® po
y po A son equivalentes y concluir asi que M|y, y M ® XN también son
isomorfos.

Veamos primero que el haz XM |y, es asociado con el haz principal SpinM x y,
SpinN.

Proposicién 4.3. Consideremos f y A\ como se definieron en esta seccion,
entonces
U SpinM X SpinN X poxn Clygy,  — SpinM Xp Clyg = SM
[p,x] — [f(p), x]

es un isomorfismo de haces vectoriales.

Demostracion. Por definicién f conmuta con las proyecciones y por tanto W
también. Veamos que W estd bien definido. Sean g € Spin(n) x Spin(m),
p € SpinM X SpinN y x € Clyyp. Sip' =pgy @’ = (poX)(g~ 1)z, entonces

U(p, ) = [fpg),(poX)(g )]
= [f(p)X(g), p(M(g)")x]
= [f(p), ]
= \I/([p,l‘])
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Dado que los dos haces tienen la misma dimension para probar que V¥ es iso-
morfismo basta verificar la suprayectividad; tomemos una seccién s, arbitra-
ria pero fija en la imagen de f, s = f(s1, s2) con (s1, $2) € SpinM X p; SpinN’;
para [r,a] una seccién en SpinM X, Cl, ., tenemos que existe g : U —
Spin(n 4+ m) tal que r = sg, por lo tanto

;0] = [s, p(9) ()] = ¥ ([(s1, 52), p(9)()]),
lo que prueba que ¥ es suprayectiva. O

Probemos luego que XM ®X N también es asociado al haz principal SpinM X s
SpinN.

Proposicion 4.4. La siguiente funcion es un ismorfismo de haces vectoriales

I's YM®YXN — SpinM Xy SpinN X, 0,, Cl, @ Clyy,
[p;zj®[q,y] — [(p, @),z ®y].

Demostracion. Veamos que I' estd bien definida; sean (g1, g2) € Spin(n) x
szn(m)u [pa I] € XM y [q7y] € ZN7 si (p/7l'/) = (p917pl(g1_1)$>’ (q/ay/> =
(492, p2(95 " )y), entonces

(', 21eld,y]) = [(v,¢),2 @y

[(p. @) (g1, 92), p1 @ pa(gr . g5 )z @ Y]
= [(p,q),z®y]
= I([p,z] ® [q,y])-

Ya que Cl,, ® Cl,, esta generada por elementos de la forma x®y con z € Cl,,
y € Cl,, se tiene que la funcién I" es suprayectiva y dado que ambos haces
vectoriales tienen el mismo rango, I' es un isomorfismo. O

Mostraremos finalmente que tenemos un isomorfismo entre las representacio-
nes po Ay p; ® pg de Spin(n) x Spin(m) y por tanto un isomorfismo entre
SpinM X pr SPInN X pox Clypymy y SpinM Xy SpinN X g5, Cl, @ Clyy,: los
haces XM y YM ® XN son por lo tanto naturalmente isomorfos.

Lema 4.5. La funcion

Yo : End(ClL,2CL,) — End(Clyim)
T — U-'Tu

para U : Cly 1y — Cl,RC1,, el 1somorfismo del Lema 1.3 hace conmutar el
siguiente diagrama:
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Yu

End(Cl,&Cl,,) End(Clyim)
P1 & P2 P
Spin(n) x Spin(m) Spin(n +m).
Demostracion. Considere (g1, g2) en Spin(n) x Spin(m) y e;, -...-e; un ele-
mento de la base canénica de Cl,, 1, tal que e;,,...,¢;, ER" ye; ,...,¢€;, €
R™. Denotemos ef = ¢€;, ... €, y €5 = €;,,., *..." €, entonces
Yu(pr ® pa(g1,92))(eiy - - e5) = (Ul p1 @ p2(g1, 2)U)(esy - - €3,)

U™ p1 @ pa(g1, 92)(er @ e)
Ul(gr-e1®g9-€y)
g1-€r-ga-€y

G1G2€i, * - - - - €,

= (pPA)(91,92)(ei, - - - €q,),

donde la pentltima igualdad se sigue de que go es un producto par de ele-

mentos de Clp,1 .
H
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5. Ecuacién de (Gauss espinorial

En esta seccion seguimos utilizando la notacion de la seccién anterior.
Consideramos X € TM,Y € I'(T'M) y n € I'(NM). Denotamos a la proyec-
cién en el haz tangente por ()" y como ()* a la proyeccién en el haz normal.
La segunda forma fundamental se define de la siguiente manera

II: TMxTM — NM
(X,Y) — (VIY)h

Luego, su adjunta I1(X,-)* : NM — TM cumple que
* My M\T
<Y, II(X, )'n>=<II(X,Y),n>=<(V_.Y) ,n>=—-<Y,(V_ n) >,
y por lo tanto I1(X,-)*n = —(an)T.
Tomando las proyecciones en el haz tangente y en el haz normal tenemos
ar ar ar ar ar ar
VY +Ven = (VY) T + (V. Y) R+ (V) + (V)
= V.Y +II(X)Y)-TI(X,:)'n+V_n.

Concluimos que la ecuacion de Gauss usual se ve como

M

= W)

X

en donde la descomposicién en bloques corresponde a la descomposicion
TM =TM & NM. Equivalentemente

V- (Vievy)= ( H(g(,-) _H((SX")* ) : (5.1)

Ahora bien, sean Xi,...X, un marco tangente ortonormal positivamente
orientado de M en p y Yi,...,Y,, un marco ortonormal positivamente orien-
tado de NM en p, asi h = (X1,...,X,,Y1,...,Y,,) define un marco orto-
normal de M adaptado a M. Por lo tanto la ecuacién anterior se ve de la
siguiente manera

M M Ny 0 (—<II(X,X1~),Y} >)ji
Vi — (Vi@ V)= ( (< II(X,Xy),Y; >)ij 0 ) '
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Consideremos las 1-formas diferenciales
w: TSOM — spin(n +m),

w" : TSOM — spin(n),
wY : TSON — spin(m),

que son los levantamientos de las formas de conexion de los correspondientes
haces principales a través de las aplicaciones adjuntas spin(n+m) — so(n+
m), spin(n) — so(n) y spin(m) — so(m), respectivamente (ver Lema
2.7). Se sabe que el haz tangente de una variedad se puede ver como el
haz asociado al haz principal de los marcos ortonormales, concretamente
TM ~ SOM X50(n) R™.

Por lo tanto, de acuerdo a la ecuacién V¢ = [s, X.0 + p.((w o s.)(X))o]
que define la derivada covariante para un haz asociado, se tiene que otra
expresion para la Ecuacién (5.1) es

M, N _ 0 (= <II(X, X3), Y >)ji

ad(w(dhX)—(w" ®w™)(dhX)) = ( (< TI(X, X.),Y; >)s; 0 )

Aplicando el Lema 2.7 a esta tltima igualdad se obtiene

w(dhX) — (WM & w")(dhX) ZZ <II(X,X,),Y;>e - f;, (52)

2131

donde eq,...,e, ¥ f1,..., fm son las bases candnicas de R™ y R™, respecti-
vamente.

Como en la seccién anterior M v M son variedades espinoriales con respec-
tivas estructuras espin SpinM y SpinM. De la descomposicion TM |y =
TM & NM se sigue que NM tiene una tunica estructura espin SpinN tal
que existe una funcién f : SpinM x SpinN — SpinM que hace conmutar el
siguiente diagrama:

SpinM x SpinN S’pmﬁ\
o U S
5071

SOM x SON
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donde 7 es la yuxtaposicion de un marco en SOM y uno en SON.
Recordemos que para definir los fibrados de espinores de Clifford sobre M
usamos la representacién de Spin(n) dada por la multiplicacién por la iz-
quierda
Spin(n) — Aut(Cl,)
T — Ve cl, — CCl,
Yy —> T-y.

Obtuvimos los siguientes fibrados

XM |y = SpinM Xp Clygm
XM = SpinM x,, Cl,
XN = SpinN x,, Cl,,,

para p, p1 y po representaciones de Spin(n 4+ m), Spin(n) y Spin(m) en las
correspondientes algebras de Clifford.
Consideremos las formas de conexién

w : TSpinM — spin(n +m),
wM = TSpinM — spin(n),
WN : TSpinN — spin(m),

que se obtienen de levantar w, w™ vy w", respectivamente a través de las
funciones A : SpinM — SOM, A, : SpinM — SOM y Ay : SpinN —
SON.

Como en la ecuacién de Gauss cldsica tenemos dos conexiones a comparar,
a saber V' que es la conexién del haz de espinores XM (ver Seccién 4) y
\VA que es la conexiéon de M @ XN = X M|y que por definicién es

SMESN

\V/ — V' QId+IdoV .

En la Proposicion 4.4 se prueba que existe un isomorfismo entre M ® XN
y SpinM Xy SpinN X p,0p, Cl, @ Clyy,, y en el Apéndice A se prueba que

SMREN

\% =[5, X.0+ (p1 ® p2). (WM & wN)s,(X))o]

X

donde 0 : U — Cl,, ® Cl,, es tal que ¢ = s, o].
De acuerdo al Lema 4.5 tenemos que la representacion p; ® ps es equivalente
a po Ay por lo tanto

EMREN

\Y Y =[5, X.0 — p,(M\ (WM ® wN)s, X)o]

X
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donde ahora o : U — Cl,,yp,.
Ahora bien, como

A @ spin(n) @ spin(m) — spin(n + m)
(h, k) — h+k

es una aplicacién lineal inyectiva, definimos la identificacién A, (wM @ w™) ~
wM @ wl, donde wM v wV en el lado derecho de la identificacién denotan las
formas con valores en las subdlgebras A, (spin(n)) y A.(spin(m)) de spin(n +
m). Concluimos por tanto que

EMREN

\% =[5, X.0 — p.((wM ®wN)s,X)o].

X

Antes de presentar la ecuacién de Gauss observamos que del isomorfismo en
la Proposicion 4.3 se sigue que

V0 =[5, X0 + p(fD8.X)0]

donde ¢ = [s, 0] € SpinM xpr SpinN X yop Clyip,. Por lo tanto

Viﬁzﬁ - ViM®EN¢ = [s,X.0+ p(fws.X)0]
—[5,X.0 — p((wWM @ wN)s,X)o] (5.4)
=[5, p:(f @8 X) = pe (WM & wV)5,.X)o].
Luego

(WM @wh)s, X = (AMwM @ AwV)s, X
(WM @ W) (A, Ay).s.X.

Usando la conmutatividad del diagrama (5.3) tenemos las siguientes igual-
dades

(5.5)

fwseX = fNws, X =(Ao flws. X

= w(Ao [, X = w(i(Ar, Ay))us X, (5.6)

Sea h : U — SOM una seccién tal que i(A1, Ay)s = h, asi que
(’i(Al, Az))*S*X =dhX.
De las Ecuaciones (5.5), (5.6) y de la observacién anterior se sigue que

F 5. X — (WM ®wN)s, X = w(i(Ar, A2))ese X — (WM @ wN)(Ag, Ag)es. X
= w(dhX) — (WM @ W) (dhX).
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La tltima expresién ha sido calculada en (5.2)

w(dhX) — (WM & W) (dhX) ZZ<HXX ),Y; > e - f.

=1 j5=1
De (5.4) y de lo anterior deducimos la ecuacién de Gauss espinorial
Vi =y = LY S < TI(X, X)), Y > (X Y)

= %Z?:lXi I](XvXZ) ¢
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Apéndice A. Multiplicaciéon de Clifford

En este apéndice describimos una accién del haz tangente T'M sobre el haz
de los espinores de Clifford ¥ M que se define en la Seccién 4, es decir, XM =
SpinM x, Cl,, donde p : Spin(n) — Aut(Cl,) es la representaciéon de
Spin(n) dada por multiplicacién por la izquierda (i.e., si ¢ € Spin(n) y
y € Cl, entonces p(g)(y) =g -y).

Resulta que T'M, al igual que XM, es isomorfo a un haz asociado a SpinM,
de hecho TM ~ SpinM x 44 R" donde Ad es la representacion adjunta del
grupo Spin(n) que se obtiene en la Proposicion 2.3.

Definimos entonces la multiplicacion de Clifford de la siguiente manera

TM XM —> XM
[S,@]@[S,O’] — [5790'0-]

donde s : U C M — SpinM es una seccién en SpinM, ¢ : U — R",
o : U — Cl, son funciones diferenciables y ¢ - o es el producto en C1,.
Denotamos dicha accién como X -1 para X € T'M y 1) una seccién en XM
Veamos que nuestra accion no depende de los representantes tomados en
los elementos de TM y ¥ M: sean [s,p] € TM y [s,9] € ¥M como en el
parrafo anterior, si [s/, '] v [s,9'] son tales que s’ = sg, ¢ = Ad(g" Yy vy
Y = p(g~1)1, entonces
[S,, ¢/]®[S,,OJ] 8/’ (10/ . O./]

s', Ad(g™ )¢ - p(g~")o]
g g g o]
S 797%0 ' U]

- o]=[s,¢]®][s, 0]

lo que prueba que la accién esta bien definida.
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Apéndice B. Derivada covariante de XM @ XN

Se sabe que la derivada covariante de XM ® XN se define por

SMRSN

v =V RId+I1doV .

En la Seccion 4 se probd que los siguientes haces vectoriales son isomorfos
XM @ XN — SpinM Xy SpinN X, g,, Cl, ® Cl,y,

ie., XM ®XN es asociado al haz principal SpinM x y; SpinN. Veamos ahora
., SMSN X .,

que la conexién V es asociada a la forma de conexién natural sobre
SpinM Xy SpinN.

Consideremos s : U C M — SpinM Xy SpinN una seccién y 0 = 01 ® 0 :
U — (Cl, ® Cl,, una funcién diferenciable; de acuerdo a la definicién de
derivada covariante sobre un haz asociado dada por la Ecuacién (3.1) tenemos
que la derivada covariante en SpinM X SpinN X, gp, Cl, ® Cl,y, €s

[5, X0+ (p1 ® o) (WM © W), X)0;

como
(p1 ® p2)s = p1, @ Id+ Id ® po,

(i.e. para (h, k) € spin(n) @ spin(m) y z @y € Cl,, ® Cl,,
(01 @ p2)s«(h k){z @y} = pr.(h){z} @y + 2 @ pa. (k){y})

X.(O’l ®0’2) = 01 ®X.O'2+X.O'1 X o9

se tiene

(s, X.0+ (p1 @ p2)u (WM B wN)s, X)o] = [5,X.00 ® 0o+ pr.(wMs, (X)) ® Id)o
+01 ® X.oo+ Id @ po, (W s, (X))o]

que coincide con V" @Id+1do V™", la derivada covariante de M @ N .
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