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metas, esas personas me han apoyado y enseñado a afrontar gran parte de
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mamá Maŕıa Guadalupe Orozco Garcia, mami yo se que nunca te lo digo
pero te amo tanto y agradezco todo el apoyo que me has brindado desde
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has sido como una heróına para mi, ya que siempre lograste salir adelante y
sacar adelante a mis hermanas y a mi, quiero seguir tus pasos y lograr mis
metas por ti por que quiero convertirme en la gran mujer que tu eres, no
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de verdad amistades como la tuya valen oro, siempre me has escuchado y
has estado conmigo en las buenas y en las malas, migue muchas gracias es-
ta gran amistad que me ha brindado. Quiero agradecer a una gran amiga



Agradecimientos 7
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Abstract

In this thesis, we study the construction of a diffeomorphism of the linear
system {

ẏ1 = ay1 + by2 + u,
ẏ2 = y1,

|u| ≤ 1, (1)

to the canonical system {
ẋ1 = u,
ẋ2 = x1,

|u| ≤ 1.

This diffeomorphism is defined on R2 except on a curve, called a switch-
ing curve. The mentioned transformation allows solving the optimal control
problem for the original system (1).
It is worth mentioning that the control is bounded, that is, the control sat-
isfies the restriction |u| ≤ 1.
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Resumen

En esta tesis estudiamos la construción de un difeomorfismo del sistema
lineal {

ẏ1 = ay1 + by2 + u,
ẏ2 = y1,

|u| ≤ 1, (2)

al sistema canónico {
ẋ1 = u
ẋ2 = x1

|u| ≤ 1.

Tal difeomorfismo, definido en R2 excepto en una curva llamada curva de
conmutación, permite resolver el problema de control óptimo para el sistema
original (2).
Cabe mencionar que el control es acotado, es decir, el control satisface la
restricción |u| ≤ 1.

Palabras clave: Difeomorfismo, acotado, control óptimo, curva de con-
mutación, sistema canónico.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

La teoŕıa de control es una disciplina matemática descrita por ecua-
ciones diferenciales que se usa para resolver problemas modelados mediante
sistemas que evolucionan con el tiempo, estos sistemas son influenciados por
parámetros externos.
El control óptimo es el estudio de sistemas de control tal que las variables
de control, llevan un estado inicial del sistema de control a un estado final
en forma óptima.
La teoŕıa de control exist́ıa desde mucho antes de que se le conocieran con
su nombre teoŕıa de control, por ejemplo, en el mundo de los organismos
cuentan con mecanismos de regulación que garantizan el mantenimiento de
las variables esenciales.
Una de las nociones con las cuáles está inspirada la teoŕıa de control es la de
”feedback”que se traduce al español como retroalimentación, dicho término
se incorporó a lo que hoy conocemos como teoŕıa de control en los años 20
por los ingenieros del ”Bell Telephone Laboratory”.
Hoy en d́ıa la noción de feedback es también común en la bioloǵıa, psicoloǵıa,
etc. El principio de causa-efecto se ha dejado de entender como un estado
estático y se entiende ahora desde una perspectiva dinámica, con el mecan-
ismo de feedback estamos frente al principio causa-efecto-causa.
Otra noción importante en la teoŕıa de control es la de optimización, la cuál
es una técnica que tiene como objetivo aumentar o mejorar el valor de una
variable. Por lo tanto, se puede decir que las dos grandes ideas que han
servido de inspiración a la teoŕıa de control son: el mecanismos de feedback
y la optimización.

13



14 Caṕıtulo 1. Introducción

Refiriéndonos sobre la historia de la teoŕıa de control, ya en los trabajos
de Ch. Huygens y R. Hooke sobre la oscilación del péndulo a finales del
siglo XVII, surgen elementos de lo que hoy conocemos como teoŕıa de con-
trol, cuyo objetivo era el de tener una medición precisa del tiempo. En los
años 30 del siglo XX la ingenieŕıa del control juega un rol importante en
la ingenieŕıa de sistemas complejos. Durante los años 30 se produjo un im-
portante avance en el control automático y las técnicas de diseño y análisis.
Las aplicaciones eran numerosas por ejemplo: amplificadores en sistemas
telefónicos, estabilización de aviones, el sistema de distribución de platas
eléctricas, qúımica del petróleo y del acero, etc.
Las instituciones también comenzaron a tomar conciencia de la relevancia de
la disciplina del control automático por ejemplo la ASME (Sociedad Amer-
icana de Ingenieros Mecánicos) de EEUU y la IEE (Instituto de Ingenieros
Eléctricos) Británica.
Durante la Segunda Guerra Mundial y los años que le siguieron, los inge-
nieros y cient́ıficos tuvieron que mejorar su experiencia en los mecanismos
de control de seguimiento de aviones y de los proyectiles antiaéricos y en
el diseño de bateŕıas antiaéricas. Para inicio de la década de los años 50,
cient́ıficos rusos y norteamericanos teńıan el problema de resolver como ll-
evar un veh́ıculo espacial de algún punto inicial A de la Tierra a un punto
final B en el espacio en un tiempo mı́nimo y que a la vez se consumiera la
menos cantidad de combustible posible. En resumen, se queŕıa encontrar las
trayectorias óptimas en un espacio tridimensional. A partir de 1960 comien-
za el auge de la teoŕıa del control clásica.
En esta década se comienza una nueva era en la que se pretende hacer un
frente a algo que se hab́ıa puesto de manifiesto durante la segunda guerra
mundial: los modelos utilizados hasta ese momento eran inadecuados para
representar la complejidad del mundo real puesto que los sistemas reales
son no-lineales y está sujetos frecuentemente a perturbaciones ruidosas, las
importantes contribuciones de R. Bellman (programación dinámica), de R
Kalman (filtrado y análisis algebraico de problemas de control) y de L. Pon-
tryagin (Principio del Máximo en el control óptimo no-lineal) establecieron
los pilares fundamentales de la investigación en Teoŕıa de control en las últi-
mas décadas.
En 1987, Korobov y Sklyar dieron una solución anaĺıtica exacta del prob-
lema de control de tiempo óptimo para el sistema n-dimensional de control
canónico. Para n = 2 este sistema tiene la forma:{

ẋ1 = u,
ẋ2 = x1.

|u| ≤ 1. (1.1)

Dicho método fue construido mediante algunos polinomios algebraicos cuyas
ráıces corresponden al tiempo óptimo y puntos de salto del control óptimo
u(t).
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En el presente trabajo de tesis se considera la clase de sistemas de la forma{
ẏ1 = ay1 + by2 + u,
ẏ2 = y1.

|u| ≤ 1. (1.2)

Donde a y b son números reales.
Cada sistema lineal controlable con coeficientes constantes de la forma del
sistema (1.2) puede ser reducido al sistema (1.1) por medio de un cambio
de variables.
En este trabajo se estudiará una transformación de la forma y = Φ(x)
entre los sistemas (1.1) y (1.2). Dicho mapeo nos brinda la posibilidad de
resolver el problema de control de tiempo óptimo para sistema (1.2) y usar la
solución anaĺıtica de este problema para diferentes casos de sistemas lineales
con coeficientes constantes.

1.2. Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es el estudio detallado del mapeo entre el sistema
canónico (1.1) y el sistema lineal (1.2), esta transformación permite encon-
trar una solución anaĺıtica del problema de control lineal (1.2) en tiempo
óptimo.
Otro objetivo es aplicar dicho mapeo a diferentes ejemplos de ecuaciones
lineales con coeficientes constantes.
Esta tesis se basa principalmente en el trabajo de Korobov [18]

1.3. Planteamiento del problema

A. Sea dado el sistema lineal con control acotado (1.2). Determinar la
existencia de un mapeo, en general no lineal, tal que el sistema anterior se
transforma en el sistema canónico (1.1).
B. Determinar de manera expĺıcita el mapeo que resuelve el problema ante-
rior, y brindar algunos ejemplos de aplicación de dichos mapeos.

1.4. Metodoloǵıa

1.- Se realiza un cambio de variable sobre el sistema lineal (1.2) de la
forma y1 = Φ1(x1, x2), y2 = Φ2(x1, x2), obteniendo la ecuación diferencial
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siguiente:

Φ1x1u+ Φ1x2x1 =aΦ1 + bΦ2 + u, (1.3)

Φ2x1u+ Φ2x2x1 =Φ1. (1.4)

2.- Se propone una función de cuatro variables Z(x1, x2, x3, x4) tal que x3 =
Φ1, x4 = Φ2. Derivamos Z respecto del tiempo, llegamos a una ecuación en
derivadas parciales de la forma:

Zx1u+ Zx2x1 + Zx3(ax3 + bx4 + u) + Zx4x3 = 0. (1.5)

Utilizando la equivalencia del sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (1.5) y el sistema conformado por las funciones (1.3), (1.4) se llega
a un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias.

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3

(ax3 + bx4 + u)
=
dx4
x3

.

3.- Se realiza un análisis del sistema de cuatro ecuaciones diferenciales or-
dinarias resolviendo el sistema por partes separadas: la primera parte se
resuelve la ecuación diferencial ordinaria

dx2
dx1

=
x1
u
,

por el método de variables separadas.
La segunda parte se encuentra la solución del sistema normal

dx3
dx1

=
(ax3 + bx4 + u)

u
,

dx4
dx1

=
x3
u
.

donde dicho sistema normal se reduce a la ecuación diferencial ordinaria

x
′′
4 − aux

′
4 − bx4 − u = 0. (1.6)

4.- Se encuentra la solución general de la ecuación diferencial ordinaria (1.6)
en la forma:

u = −1 :

Φ−1 (x1, x2) = −ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−′
2 (x1),

(1.7)

Φ−2 (x1, x2) = ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−
1 (x1) + Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−
2 (x1) + 1/b,

(1.8)

u = 1 :

Φ+
1 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+′

1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F
+′

2 (x1), (1.9)

Φ+
2 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+
1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F

+
2 (x1)− 1/b.

(1.10)
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5.- Por medio del método de Cramer se encuentran las funciones asociadas

ϕ−(x2 + (1/2)x21), Ψ−(x2 + (1/2)x21),

ϕ+(x2 − (1/2)x21), Ψ+(x2 − (1/2)x21).

de la solución general (1.7), (1.8), (1.9), (1.10).
6.- Por último se realiza un análisis de la ecuación diferencial ordinaria
(1.6) para los diferentes casos donde la matriz del sistema (1.2) tiene val-
ores propios reales iguales, valores propios reales diferentes, valores propios
complejos y donde la matriz del sistema (1.2) es singular.

1.5. Contribuciones de la tesis

En este trabajo se expone de manera detallada un método de solución
de sistemas lineales de la forma de (1.2). Se realiza un análisis extenso sobre
el mapeo propuesto en el art́ıculo [18], verificando los diferentes casos para
los valores propios cuando:
• Caso 1: b 6= 0. La matriz del sistema (1.2) es no singular
• Caso 1a: La matriz del sistema (1.2) tiene valores propios reales iguales.
• Caso 1b: La matriz del sistema (1.2) tiene valores propios reales diferentes.
• Caso 1c: La matriz del sistema (1.2) tiene valores propios complejos.
• caso 2: b = 0. La matriz del sistema (1.2) es singular.
Y por último se brindan ejemplos de aplicación para cada caso.

1.6. Organización de la tesis

El presente trabajo se divide en 5 caṕıtulos.
En el caṕıtulo 1 se da una breve introducción sobre el trabajo estudiado en
esta tesis.
En el caṕıtulo 2 se realiza una introducción a la teoŕıa de control, en par-
ticular a la teoŕıa de control de sistemas lineales. Se presenta el principio
del máximo de Pontryagin. En el caṕıtulo 3 se presentan 3 ejemplos de sis-
temas de control lineal, donde se destacan 2 ejemplos importantes los cuáles
son, una part́ıcula en movimiento descrita por el sistema canónico (1.1) y el
oscilador armónico representado por el sistema periódico

ẋ1 =x2,

ẋ2 =− x1 + u.
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y por último el sistema

ẋ1 =x2,

ẋ2 =x1 + u.

Dicho sistema cuenta con una peculiaridad ya que es un sistema en el cuál
no todos los puntos del espacio fase pueden ser controlados.
En el caṕıtulo 4 se presenta el mapeo aplicado sobre el sistema canónico (1.1)
al sistema lineal (1.2). Se describe un estudio extenso sobre la metodoloǵıa
a seguir para generar dicho mapeo, se encuentran las soluciones generales
de y1 y y2 para los diferente valores propios del sistema lineal estudiado.
En el caṕıtulo 5 se expone una serie de 4 ejemplos de aplicación del mapeo
estudiado en el caṕıtulo 4 para diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales.



Caṕıtulo 2

Introducción a la teoŕıa de
control

2.1. Planteamiento del problema de control ópti-
mo

Consideramos un sistema que cambia con el paso del tiempo. Definimos
el estado del sistema mediante un conjunto de n variables dependientes del
tiempo t

x1(t), ..., xn(t). (2.1)

Estas variables se llaman variables de estado donde x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) ∈
Rn, para t que pertenece a cierto intervalo (a, b).
El proceso descrito por xi(t) para i ∈ {1, .., n} a lo largo del tiempo, puede
ser controlado por r funciones dadas:

u1(t), ..., ur(t).

Estas funciones influyen en dicho proceso, y reciben el nombre de funciones
de control.
Se les llamará controles admisibles a las transformaciones u : t→ u(t) ∈ Rr.
Además se asumirá que el sistema dinámico variante con el tiempo es el
siguiente: 

dx1(t)
dt = f1(x1(t), ..., xn(t), u1(t), ..., ur(t))

dx2(t)
dt = f2(x1(t), ..., xn(t), u1(t), ..., ur(t))
...

dxn(t)
dt = fn(x1(t), ..., xn(t), u1(t), ..., ur(t))

(2.2)

19
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Donde (f1, ..., fn) son funciones conocidas las cuales describen la dinámi-
ca del sistema. Por lo tanto, el sistema dinámico de ecuaciones diferenciales
se puede reescribir de la siguiente manera:

dx(t)

dt
= f(x(t), u(t)) x ∈ Rn, u ∈ Rr, t ≥ t0, (2.3)

con la condición inicial x(t0) = x0 ∈ Rn.
Al sustituir un control admisible u = u(t) en la ecuación (2.3) con condición
inicial x0 ∈ Rn se obtendrá un problema de Cauchy:

dx(t)

dt
= f(x(t), u(t)), x(t0) = x0.

Como es conocido, si f es de clase C1, dicho problema de Cauchy tiene
una solución única denotada como x(t, t0, x

0) en cierto intervalo (−h+t0, t0+
h).
Para plantear el problema de control óptimo se introduce un funcional J con
el objetivo de comparar diferentes controles admisibles en el intervalo [t0, t1]:

J(x, u) =

∫ t1

t0

f0(x(t), u(t))dt.

Aqúı f0 : Rn × Rr → R es continua con respecto de x, u y t.

Definición 2.1. definamos la variable x0, tal que

dx0
dt

= f0(x(t), u(t)) (2.4)

donde

x0(t0) = 0

Por lo tanto, el problema de tiempo mı́nimo consiste en mı́nimizar el
tiempo de traslado de un estado inicial x(t0) a un estado final x(t1) donde
t1 no es necesariamente fijo. Ahora que se han definido los puntos funda-
mentales de la teoŕıa de control, el problema que se estudiará se enunciar de
la manera siguiente:

Entre todas las variables de control u(t) del sistema (2.3) que lleva al
sistema desde el estado inicial x(t0) al estado final x(t1) encontrar la función
u(t) tal que J toma su valor mı́nimo. Dicho control se llama problema de
control óptimo.
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2.2. Restricciones del control óptimo y principio
máximo de Pontryagin

Es importante mencionar algunas restricciones sobre las variables de con-
trol. Primeramente, se asumirá que u(t) = (u1(t), ..., ur(t)) solo podrá tomar
valores sobre un subconjunto cerrado y acotado U ∈ Rn. Donde U será cono-
cida como ”la región de control”.
Asumiremos también que u(t) es una función continua a trozos con un

número finito de discontinuidades y supondremos que fi(x, u) y ∂fi(x,u)
∂xj

para

todo i ∈ {0, 1, ..., n} y para todo j ∈ {1, ..., n} son continuas respecto a las
n+ r + 1 variables de las que dependen.
Con la variable x0 añadida anteriormente al sistema inicial (2.1), tenemos

˙̄x = f̄(x̄, u),

donde x̄ = (x0, x1, . . . , xn), f̄(x̄, u) = (f0(x̄, u), . . . , fn(x̄, u)) y fj(x̄, u),
j = 0, ..., n representan la parte derecha de (2.2) Recordemos que el problema
de control óptimo se estudia en un intervalo de tiempo [t0, t1] fijo. De la
observación 2.1 tenemos que:

x0(t) =

∫ t

t0

f0(x(t), u(t))dt

tal que x0(t0) = 0 y x0(t1) = J(x, u). Reccordemos que f0 es una función
continua respecto de x y u, fija.

Introducimos el vector ψ(t) denominado función adjunta que satisface la
igualdad

ψ̇i = −
n∑
j=0

∂fj(x̄, u)

∂xi
ψj , i = 0, . . . , n. (2.5)

El sistema de ecuaciones (2.5) satisface las condiciones de existencia y uni-

cidad, ya que
∂fj
∂xi

es continua.
Introducimos una función escalar H(x, u, ψ, t), definida de la siguiente man-
era:

H(x, u, ψ) := ψ0f0(x, u) + ψ1f1(x, u) + ...+ ψnfn(x, u),

donde

ψ̇j = −∂H
∂xj

, j = (0, 1, 2, ..., n)

La función H se denomina ”función Hamiltoniana”. La introducción de la
función Hamiltoniana induce el siguiente teorema, mejor conocido como el
Principio Máximo de Pontryagin del cuál se brindará una explicación en la
siguiente sección para n = 2.
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2.2.1. Principio Máximo de Pontryagin

Recordemos el problema de control óptimo para R2. Se desea encontrar
el control óptimo u(t) para el sistema

ẋ1 = f1(x1, x2, u), ẋ2 = f2(x1, x2, u)

que permita trasladar el punto (x01, x
0
2) al punto (x11, x

1
2), en algún sentido

óptimo. Iniciamos en tiempo fijo t = t0 y terminamos en algún tiempo no
especificado t1. Se utilizarán las funciones de control admisibles u(t) las
cuáles son continuas y acotadas por trozos de tal manera que minimicen el
funcional:

J(x, u) =

∫ t1

t0

f0(x1(t), x2(t), u)dt.

En este caso y como se explicó en la sección anterior, se realizará un análisis
sobre el comportamiento de la función Hamiltoniana:

H = ψ0f0(x1, x2, u) + ψ1f1(x1, x2, u) + ψ2f2(x1, x2, u), (2.6)

donde ψi satisface las ecuación:

ψ̇i = −∂H
∂xi

i = (0, 1, 2). (2.7)

Teorema 2.1. (Principio del Máximo de Pontryagin). Sea u(t) un con-
trol admisible con la trayectoria correspondiente x∗(t) = (x∗1(t), x

∗
2(t)) que

traslada el punto x0 en el momento t = t0 al punto x1 en algún tiempo no
especificado t1. Entonces para que u y x∗ sean óptimos (es decir que J se
minimice) es necesario que exista un vector ψ = (ψ0, ψ1, ψ2) que satisfaga
la ecuación (2.7) y exista una función escalar

H(ψ, x, u) = ψ0f0(x, u) + ψ1f1(x, u) + ψ2f2(x, u),

tal que:
i) Por cada t en t0 ≤ t ≤ t1, H alcanza su máximo con respecto a u en
u = u∗(t).
ii) H(ψ∗, x∗, u∗) = 0 y ψ0 ≤ 0 en t = t1, donde ψ∗(t) es la solución de (2.7)
para u = u∗.

Además, se puede mostrar que H(ψ∗(t), x∗(t), u∗(t)) = constante y
ψ0(t) = constante de tal modo que H = 0 y ψ ≤ 0 en cada punto de
la trayectoria óptima.
La variable de estado x0 se define como la solución de la ecuación diferencial

ẋ0 = f0(x1(t), x2(t), u),
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la cuál satisface la condición inicial x0(t0) = 0. La función f0 satisface las
mismas condiciones diferenciales que f1, f2, es decir, la función x0(t) en un
tiempo t se interpreta como el costo incurrido hasta ese tiempo. En el tiempo
t = t1, x0(t1) es el costo total de J .

2.3. Controlabilidad, teorema de Kalman, teore-
ma de Weierstrass y definición de difeomor-
fismo

Ahora se presentarán algunas definiciones y teoremas sobre la teoŕıa de
control que tendrán gran importancia en las secciones posteriores.
Consideramos el siguiente sistema de control:

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rr, f ∈ C1(D), D ⊂ Rn+r. (2.8)

Donde D es una región, es decir, un conjunto abierto y simplemente conexo.

Definición 2.2. Si para un par de estados x0, x1 ∈ Rn existe una función
continua a trozos u(t):

u(t) : [0, T ]→ Rr,
tal que la trayectoria x(t) del sistema

ẋ = f(x, u(t))

x(0) = x0

satisface la igualdad x(T ) = x1, entonces se dice que el control u(t)
traslada el estado x0 al estado x1 en tiempo T .

Definición 2.3. El sistema (2.8) es completamente controlable si para todo
x1, x2 ∈ Rn existe un control u(t) definido en [0, T ] tal que traslada el estado
x1 al estado x2.

Definición 2.4. (Controlabilidad cero). Se considera el sistema de control
lineal siguiente:

ẋ = Ax+Bu, (2.9)

donde An×n, Bn×r son matrices reales. Entonces el sistema (2.9) se llama
cero controlable en tiempo T si existe

u ∈ Ω ⊂ Rr

donde Ω es conjunto compacto. Tal que u = u(t) traslada x0 al origen en
tiempo T .



24 Caṕıtulo 2. Introducción a la teoŕıa de control

Definición 2.5. El conjunto de puntos Xu en Rn desde los cuáles se puede
alcanzar el origen en virtud a controles admisibles se llama conjunto cero
controlable.

Teorema 2.2. (Criterio de Kalman). Sea Ω = Rr. Consideramos el sistema
de control lineal siguiente:

ẋ = Ax+Bu, (2.10)

donde An×n, Bn×r son matrices reales. El sistema de control lineal (2.10) es
completamente controlable si el rango de la matriz (B,AB, ..., An−1B) = n,
donde n es la dimensión del espacio fase Rn.

Teorema 2.3. Teorema de Weierstrass [10, Teorema 3.16] Sea f una
función continua en un intervalo compacto [a, b]. Entonces f es acotada en
[a, b].

Teorema 2.4. Teorema de Bolzano-Weierstrass [10, Teorema 3.17]
Sea f : [a, b] ⇒ R continua en [a, b]. Entonces f alcanza su máximo y su
mı́nimo en [a, b], es decir, existe M , m ∈ [a, b] de modo que:

f(M) ≥ f(x); para todo x ∈ [a, b],

f(m) ≤ f(x); para todo x ∈ [a, b].

Definición 2.6. Dados dos conjuntos R y S, una aplicación diferenciable
f : R→ S, es un difeomorfismo si f es biyectiva y su inversa f−1 : R→ S,
también es diferenciable.
Dos conjuntos R y S son difeomorfos si existe un difeomorfismo f entre
ellas.

Definición 2.7. [18, Definición 1.1] Sea S una superficie en Rn, nos refe-
rimos a la aplicación diferenciable y = Φ(x) como el ˜Sn−1-difeomorfismo si
es continuo y suave en su dominio.

Definición 2.8. [18, Definición 1.2] Sea S una curva en R2, llamamos a
los sistemas {

ẋ1 = u,
ẋ2 = x1.

|u| ≤ 1, (2.11)

y {
ẏ1 = ay1 + by2 + u,
ẏ2 = y1.

|u| ≤ 1. (2.12)

S̃1-difeomorfos si existe un S̃1-difeomorfismo, del conjunto cero controlable
del sistema (2.11) al conjunto cero controlable del sistema (2.12) correspon-
diente al un mismo control.
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Definición 2.9. Sea A una matriz de dimensión n×n. La matriz exponen-
cial eAt se define mediante la relación

eAt :=

∞∑
0

tj

j!
Aj .

La matriz está bien definida en virtud a la desigualdad ‖ eAt ‖≤ et‖A‖. Donde
||A|| es la norma de la matriz A definida como

||A|| := (
∑
ij

|aij |2)
1
2 .

Definición 2.10. Consideramos el sistema

ẋ = Ax+Bu, (2.13)

donde

x =


x1
x2

...
xn

 , u =


u1
u2

...
ur

 .

El sistema (2.13) se llama sistema normal si es completamente contro-
lable respecto de cada componente u1, ..., ur del vector control u(t).

Lema 2.5. [17, Lema 3.1] Para que el sistema (2.13) sea normal es nece-
sario y suficiente que todas las matrices

Gj =
[
bjAbj , ..., A

n−1bj
]
, (j = 1, 2, ..., r),

sean invertibles.
Aqúı bj es la columna j-ésima de la matriz B.

Observación 2.1. Notemos que cada sistema normal es completamente
controlable, pero no cada sistema completamente controlable es normal.

En efecto, consideramos el siguiente sistema:

ẋ1 = −3x1 + u1 + au2,
ẋ2 = −5x2 + u1 + 2u2.

(2.14)

Denotemos

A :=

(
−3 0
0 −5

)
, B :=

(
1 a
1 2

)
.
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Entonces tenemos,

G = (B,AB) =

(
1 a −3 −3a
1 2 −5 −10

)
.

Por teorema 2.2 el sistema (2.14) es completamente controlable.

Por otro lado, para verificar que el sistema (2.14) es normal se toman los
siguientes sistemas

ẋ1 = −3x1 + u1,
ẋ2 = −5x2 + u1.

y
ẋ1 = −3x1 + au2,
ẋ2 = −5x2 + 2u2.

(2.15)

los cuales deben ser completamente controlables, sin embargo, denotando

G1 :=

(
1 −3
1 −5

)
, G2 :=

(
a −3a
2 10

)
.

Vemos que el sistema (2.15) no es completamente controlable para a = 0.
Es decir el sistema (2.14) no es normal para a = 0.

2.4. Tiempo de control óptimo para sistemas lin-
eales

Consideramos un sistema lineal de control en R2, es decir, se consideran
dos variables de estado x1(t), x2(t). Consideramos una variable de control
u(t), la cuál cumple con la condición siguiente |u| ≤ 1, donde u es una función
continua a trozos. Este sistema lineal se representar de manera general por
las siguientes ecuaciones diferenciales:{

ẋ1 = ax1 + bx2 + lu
ẋ2 = cx1 + dx2 +mu

(2.16)

donde a, b, c, d, l,m son constantes.
En forma matricial el sistema (2.16) se reescribe como sigue:

ẋ = Ax+ gu,
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donde

A :=

(
a b
c d

)
, g :=

(
l

m

)
.

A continuación, consideramos un ejemplo del problema de tiempo de control
óptimo para el sistema lineal (2.16).
Sea que el sistema (2.16) es completamente controlable, es decir, se puede
trasladar un punto inicial dado x(t0) = x0 a un punto final x(t1) = x1,
mediante un control admisible.
Deseamos encontrar un control admisible u(t) tal que minimice el funcional
siguiente:

J =

∫ t1

t0

1dt = t1 − t0.

Para minimizar J se hará uso del Principio del Máximo de Pontryagin de-
scrito en la sección (2.1). Notemos que el funcional J representa el tiempo.
La función H(ψ, x, u) de acuerdo a la ecuación (2.6) tiene la forma siguiente:

H = −1 + ψ1(ax1 + bx2 + lu) + ψ2(cx1 + dx2 +mu),

H = −1 + ψ1(x1a+ x2b) + ψ2(x1c+ x2d) + (lψ1 +mψ2)u.

El sistema adjunto está dado por:{
ψ̇1 = − ∂H

∂x1
= −aψ1 − cψ2,

ψ̇2 = − ∂H
∂x2

= −bψ1 − dψ2.

En notación matricial tiene la siguiente forma:

ψ̇ = −ATψ donde ψ =

(
ψ1

ψ2

)
.

ya que H es lineal en u, para maximizar H es necesario que u = 1 ó u = −1,
dependiendo del signo del coeficiente lψ1 + mψ2. Por lo tanto, los únicos
controles que pueden llevar a un tiempo mı́nimo de transferencia son aquellos
de la forma

u = sgn(lψ1 +mψ2).

Estos controles son constantes por partes y discontinuos en los ceros de

S := (lψ1 +mψ2).

Es decir, cambian de 1 a -1 siempre que S = 0, donde S se denomina función
de conmutación.
En el intervalo de tiempo entre dos ceros de S, el control es constante por
lo que las ecuaciones de estado se vuelven autónomas.

ẋ = Ax+ gu donde u = 1, u = −1.



28 Caṕıtulo 2. Introducción a la teoŕıa de control

Las formas de las trayectorias en el plano (x1, x2) se encuentran fácilmente
en cada caso. Cuando ad− bc es distinto de cero, las trayectorias para u = 1
tienen una singularidad aislada o punto de reposo en la intersección de

(ax1 + bx2 + l) = 0,

y
(cx1 + dx2 +m) = 0.

Mientras que las trayectorias para u = −1 tendrán una singularidad aislada
en la interseción de

(ax1 + bx2 − l) = 0,

y
(cx1 + dx2 −m) = 0.

El comportamiento de ambas familias de trayectorias está determinado por
los valores propios de la matriz A del sistema (2.16), recordemos que un
punto de reposo en el plano de fase representa una solución para todo t.

2.5. Número de conmutaciones del control óptimo

En esta sección presentamos el resultado sobre el número de conmuta-
ciones del control óptimo.

Lema 2.6. [8, Lema 5.1] (i) Sea A matriz de 2 × 2, si los valores propios
de A son reales, entonces la función de conmutación S puede tener como
máximo un cero.
(ii) Cuando es el caso, las únicas secuencias de control que pueden ser ópti-
mas son:

{1}, {−1}, {1,−1}, {−1, 1}

Donde por ejemplo, {1} significa u = 1 para t0 ≤ t ≤ t1

{1,−1} significa u =

{
1, t0 ≤ t ≤ τ
−1, τ ≤ t ≤ t1

y τ el cero de S.

La demostración de este lema se llevará a cabo para n arbitrario. Sea
que la región de control representa un cubo de r dimensional determinado
por las desigualdades

|uk| ≤ 1 (k = 1, 2, ..., r).
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Recordemos que la función Hamiltoniana del problema considerado tiene la
forma

H(ψ, x, u) =

n∑
i=1

ψi

 n∑
j=1

aijxj +

r∑
k=1

bikuk

 ,

o en su forma vectorial

H(ψ, x, u) = ψTAx+ ψTBu. (2.17)

El sistema adjunto para la variable ψ(t) es:

dψ

dt
= −ATψ. (2.18)

El control óptimo debe alcanzar en el máximo de la función H. En virtud
a que el control u depende solamente del segundo sumando en (2.17), el
control óptimo debe alcanzar su máximo en el sumando ψTBu. Tenemos

ψTBu =

n∑
i=1

ψi

r∑
k=1

bikuk =

r∑
k=1

uk

n∑
i=1

bikψi. (2.19)

Cada componente uk del control u vaŕıa independientemente de los restantes.
Por eso, la expresión (2.19) alcanza su máximo si ψk toma el valor

uk = sgn

n∑
i=1

bikψi, (k = 1, 2, ..., r). (2.20)

De esta manera, el control óptimo es una función constante a trozos respecto
del tiempo con valores que pertenecen a las aristas del cubo r-dimensional.
Cada componente uk es una función constante a trozos que toma valor en
±1 que depende del signo

∑n
i=1 bikψi(t). Vamos a mostrar que si el sistema

dxi
dt

=
n∑
j=1

aijxj +
r∑

k=1

bikuk, (i = 1, 2, ..., n)

es normal, entonces la relación (2.20) determina de manera uńıvoca para ca-
da vector no cero ψ(t) las funciones de control uk(t), además estas funciones
tienen en el intervalo [t0, t1] un número finito de conmutaciones. En efecto,
sea que existe un número infinito M de valores t en el intervalo [t0, t1] tales
que para t ∈M tiene lugar

∑n
i=1 bikψi(t) = 0 ó ψT (t)bk = 0, donde bk es la

columna k-ésima del vector B. En virtud a que el vector ψ(t) es la solución
del sistema (2.18) esta función es anaĺıtica, consecuentemente es anaĺıtica
la función ψT (t)bk. Usando el teorema de identidad de variable compleja
tenemos que ψT (t)bk ≡ 0 para t ∈ [t0, t1]. Derivamos esta igualdad respecto
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de t, n − 1 veces. Tomando en cuenta que la función ψ(t) satisface (2.18)
obtenemos lo siguiente:

ψT (t)Abk ≡ 0,
.......................

ψT (t)An−1bk ≡ 0.
(2.21)

La solución ψ(t) del sistema (2.18) tiene la forma

ψ(t) = e−A
T (t−t0)

ψ0,

donde ψ0 = ψ(t0) entonces

ψT (t) = (ψ0)T e−A(t−t0).

Sustituimos este valor ψT (t) en la identidad (2.21) tenemos lo siguiente

(ψ0)T e−A(t−t0)bk ≡ 0,
.......................

(ψ0)T eA(t−t0)An−1bk ≡ 0.

Este sistema de identidades se puede unir de la siguiente manera

(ψ0)T eA(t−t0)Gk ≡ 0, (2.22)

donde la matriz Gk = [bk|Abk|...|An−1|bk].
El sistema

dx

dt
= Ax+Bu, (2.23)

por la condición de que (2.23) es normal, consecuentemente, la matriz Gk es
no singular. Multiplicando ambas partes de la identidad (2.22) por la matriz
G−1k tenemos

(ψ0)T eA(t−t0) ≡ 0.

Pero la matriz e−A(t−t0) es no singular por eso ψ0 = 0, esto contradice a la
suposión de que la solución ψ(t) = e−A

T (t−t0)ψ0 no es cero.
Aśı, ψT (t)bk tiene un número finito de ceros.

Observación 2.2. En el caso general el número de conmutaciones del con-
trol óptimo uk es finito y depende de la posición inicial x0 y de la posición
final x1, de los valores propios de la matriz A y de la forma del poliedro U
en el espacio de controles.
En el caso particular, cuando todos los valores propios de A son reales y la
región de control es un cubo r-dimensional el número de conmutaciones no
depende de la posición inicial y final y este número no es mayor que n.

Antes de demostrar esta afirmación formulemos y demostremos el sigu-
iente lema.
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Lema 2.7. [17] Si λ1, ..., λm son números reales diferentes y f1(t), ..., fm(t)
son polinomios con coeficientes reales que tiene grados correspondientemente
k1, ..., km entonces la función

ϕ(t) =

m∑
i=1

fi(t)e
λit

tiene no más de k1 + ...+ km +m− 1 ceros reales.

Demostración. Usemos el método de inducción matemática. Para m = 1 el
lema es válido. En efecto, la función ϕ(t) = f1(t)e

λ1t tiene no más k1 ceros
reales donde k1 es el grado del polinomio f1(t). Supongamos que el lema
es válido para el caso m = l − 1. Esta afirmación la demostraremos por
contradicción.
Sea que para m = l, el lema no es válido y la función ϕ(t) =

∑l
i=1 fi(t)e

λit

tiene no menos de k1 + ...+kl+ l ceros reales. Multipliquemos ϕ(t) por e−λlt

en este caso los ceros reales no cambian. Obtenemos

ϕ(t)e−λlt =
l−1∑
i=1

fi(t)e
(λi−λl)t + fl(t).

Diferenciando respecto de t esta expresión kl + 1 veces, tenemos

ϕ1(t) =
l−1∑
i=1

f̃i(t)e
(λi−λl)t. (2.24)

Ya que entre dos ceros de una función se tiene por lo menos un cero de
la derivada, entonces el número de ceros reales de la función ϕ1(t) será no
menos que

k1 + ...+ kl−1 + kl + l − (kl + 1) = k1 + ...+ kl−1 + (l − 1)

ceros.
En la expresión (2.24) los polinomios f̃i(t) (i = 1, 2, ..., l − 1) tienen grado
ki y los número (λi − λl) son distinto.
Para el caso cuando m = l − 1 el lema se supone válido, por eso la función
ϕ1(t) debe tener no más de k1 + ... + kl−1 + (l − 2) ceros reales. Por la
contradicción obtenida, el lema queda demostrado.

Aplicamos el lema para la demostración del siguiente teorema.

Teorema 2.8. Sobre los n-intervalos.[17] Si los valores propios de la
matriz A son reales y la región de control U es un cubo r-dimensional en-
tonces cada uno de los controles uk(t) es constante a trozos y tiene no más
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n− 1 conmutaciones (es decir, no más de n intervalos donde es constante)
donde n es el orden del sistema.

Demostración. Sean λ1, ..., λm valores propios distintos de A y r1, ..., rm sus
multiplicidades. Entonces la solución general del sistema adjunto tiene la
forma

ψi(t) =

m∑
j=1

fij(t)e
−λjt, (i = 1, 2, ..., n), (2.25)

Donde fij(t) son polinomios en t de grado no más de rj − 1. Sustituyendo
los valores para ψi(t) de (2.25) en (2.20), obtenemos la siguiente expresión
para el control óptimo

uk(t) = sgn

n∑
i=1

bik

m∑
j=1

fij(t)e
−λjt = sgn

m∑
j=1

f̃kje
−λjt, (2.26)

donde f̃kj(t) =
∑n

i=1 bikfij(t) (k = 1, 2, ..., r, j = 1, 2, ...,m) son polinomios
respecto de t de grado no mayor de rj − 1.
Aplicamos el lema (2.7) a la expresión (2.26) obtenemos que la suma de la
parte derecha de la ecuación (2.26) tiene no más de

(r1 − 1) + (r2 − 1) + ...+ (rk − 1) + (k − 1) = r1 + ...+ rk − 1 = n− 1

ceros reales, lo que demuestra el teorema.

Observación 2.3. Para n = 2, se observa que para satisfacer el teorema se
debe de tener que u = sgn S y sabemos que S puede tener como máximo un
cero.
Suponiendo que S no tiene cero. Entonces S es positivo para todo t, dando
como la secuencia el control igual a {1}, o es negativo para todo t dando
como la secuencia el control igual a {−1}.
Ahora se hará la suposición de que S tiene un cero en t = τ en el intervalo
[t0, t1] y que además S(t0) < 0.
consecuentemente:

u = sgn S =

{
−1, t ≤ τ
1, t > τ

Dando como resultante la secuencia de control {−1, 1}.
por otro lado si S(t0) > 0 tenemos que:

u = sgn S =

{
1, t ≤ τ
−1, t > τ

Y se obtiene la secuencia {1,−1}.
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Estos controles de nuestro sistema son los únicos que satisfacen el prin-
cipio del máximo.
Entonces el control óptimo que lleva un punto inicial x(t0) = x0 a un punto
final x(t1) = x1 en el tiempo mı́nimo t1 − t0 tiene la forma descrita en el
lema 2.6.
Para los problemas de control de tiempo óptimo de sistemas lineales, se
puede demostrar que para tales problemas el Principio Máximo de Pontrya-
gin no solo es una condición necesaria, sino que además es suficiente.



Caṕıtulo 3

Sistema canónico, sistema
periódico y sistema con
valores reales positivos y
negativos

3.1. Sistema canónico

En esta sección presentaremos ejemplos ilustrativos de aplicación del
principio máximo de Pontryagin. El primer ejemplo modela el problema de
frenado más eficiente de una part́ıcula en movimiento hasta llegar al reposo.
Primeramente consideramos una ecuación diferencial de segundo orden con
un control acotado.

ẍ = u, x ∈ R, |u| ≤ 1.

Esta ecuación puede ser escrita como un sistema de control en un conjunto
de estado M = R2 de la siguiente manera:

ẋ1 =x2, |u| ≤ 1,

ẋ2 =u,

donde la variable de estado se escribe como x = (x01, x
0
2) y el conjunto

de todos los controles admisibles como U = {u ∈ R tal que |u| ≤ 1}, las
condiciones iniciales son x(t0) = x0 y x(t1) = 0. El objetivo principal es
minimizar el funcional J(x, u) =

∫ t1
t0
f0(x(t), u(t), t)dt.

En principio, se puede verificar que nuestro sistema estudiado sea un sistema

34
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completamente controlable.
De acuerdo al teorema 2.2, para que el sistema dado sea completamente
controlable debe de cumplir que el rango de la matriz (b, Ab) es igual a la
dimensión del espacio fase.
Procedemos a calcular el rango de la matriz de Kalman, tenemos:

rg(b, Ab) = rg

(
0 1
1 0

)
= 2.

El rango es 2 y la dimensión del espacio fase es igual a 2 por lo tanto el
sistema es completamente controlable.
Como anteriormente se hab́ıa planteado, se requiere llevar el estado (x01, x

0
2)

al estado (0, 0) en tiempo mı́nimo.
El funcional correspondiente para minimizar el tiempo de traslado está dado
por:

J(x, u) =

∫ t1

t0

f0(x1(t), x2(t), u)dt→ min, (3.1)

donde f0 ≡ 1. De esta manera J = t1 → min.
Ahora procedemos a escribir la función Hamiltoniana H asociado al sistema
estudiado. Para el sistema canónico estudiado la función H se escribe como:

H = ψ0 + ψ1x2 + ψ2u, (3.2)

donde ψ̇j = − ∂H
∂xj

y sea x0 una variable como en la observación 2.1.

De acuerdo a (3.2) el sistema conjugado se escribe como:

ψ̇0 =− ∂H

∂x0
= 0, (3.3)

ψ̇1 =− ∂H

∂x1
= 0, (3.4)

ψ̇2 =− ∂H

∂x2
= −ψ1. (3.5)

Resolviendo las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) tenemos:

ψ0 =c0,

ψ1 =c1,

ψ2 =− c1t+ c2.

La forma matricial de nuestro sistema conjugado queda como sigue:

ψ̇ =

(
ψ̇1

ψ̇2

)
=

(
0 0
−1 0

)(
ψ1

ψ2

)
.

Por el teorema 2.1 tenemos que:

máx
u∈[−1,1]

(ψ0 + ψ1x2 + ψ2u) = ψ0 + ψ1x2 + máx
u∈[−1,1]

ψ2u.
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De las soluciones de ψ0, ψ1 y ψ2 tenemos que:

c0 + c1x2 + máx
u∈[−1,1]

[(−c1t+ c2)u].

Por el teorema 2.3 (Weierstrass) una función lineal definida en [−1, 1] alcanza
sus extremos en -1 o 1, entonces nuestro control u(t) tomará los valores de
u = −1, u = 1.
Recordemos la función

sgn(t) =

{
−1, si t < 0,
1, si t > 0.

Consecuentemente

u(t) = sgn (ψ2(t)) = sgn (−c1t+ c2),

entonces,

sgn (ψ2(t)) =

{
−1, si ψ2(t) < 0,
1, si ψ2(t) > 0.

Además, el control óptimo u(t) tiene a lo más un salto.
Ahora se procederá a encontrar la trayectoria óptima asociada al sistema de
control. Como conocemos, el control tomará valores de 1 y −1 reescribimos
el sistema de control como sigue:

ẋ1 =x2, (3.6)

ẋ2 =± 1. (3.7)

Donde el punto inicial lo representaremos como x0 := (a, b).
Sea u = ±1 tenemos que:

x2(t) = ut+ b. (3.8)

Sustituyendo (3.8) en la parte derecha de (3.6) e integrando tenemos:

x1(t) = u
t2

2
+ bt+ a, (3.9)

despejamos t de la ecuación (3.8), tenemos

t =
x2 − b
u

.

Sustituimos el valor de t en la ecuación (3.9):

x1(t) = u
(x2 − b)2

2u2
+
b(x2 − b)

u
+ a.
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Por lo tanto:

x1(t) =
1

2u
x22(t)−

1

u
b2 + a. (3.10)

La relación (3.10) modela la familia de trayectorias óptimas.
Ahora se considerarán todas las combinaciones posibles que pasen por el
origen y no tengan más de un cambio.
Para ẋ1 = x2 y ẋ2 = −1, entonces las curvas integrales se representan como:

x1 = −1

2
x22 + a con a ∈ R

O- 6 - 4 - 2 2
x 1

- 3

- 2

- 1

1

2

3

x 2

De igual manera para ẋ1 = x2 y ẋ2 = 1 entonces tenemos que las curvas
integrales están dadas por:

x1 =
1

2
x22 + b con b ∈ R

O- 2 2 4 6
x 1

- 3

- 2

- 1

1

2

3

x 2

Por lo tanto, de entre todas las curvas integrales las cuáles son parábolas
que se abren hacia la izquierda si (u = −1) y derecha (u = 1) solo hay dos
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reales positivos y negativos

que dirigen al sistema hacia el origen, las cuáles se escriben de la siguiente
manera:

Υ+ : x1 =
1

2
x22, para x2 < 0,

Υ− : x1 = −1

2
x22, para x2 > 0.

En la siguiente figura resumimos el comportamiento de u respecto de las
curvas Υ−, Υ+:

o

A

B

u=-1

u=+1

x0

- 6 - 4 - 2 2 4 6
x1

- 4

- 2

2

4

x2

• Si x0 = (a, b) se ubica por arriba de la curva BOA o sobre la curva BO
entonces u = −1.
• Si x0 = (a, b) se ubica por abajo de la curva BOA o sobre la curva AO
entonces u = 1.
Por lo tanto, cualquier trayectoria óptima debe alcanzar el origen a lo largo
de las curvas Υ+ y Υ−.

Ahora se verificará que las trayectorias encontradas son óptimas.
La demostración se lleva a cabo por medio de contradicción asumiendo que
las trayectorias de la ecuación (3.10) no son óptimas, es decir, supondremos
que existe otro control óptimo ũ(t) tal que dicho control también incide en
el sistema dinámico canónico trasladando a x0 al origen en tiempo T̃ < T ,
donde T es el tiempo de traslado de x0 al origen en virtud de las trayectorias
de la ecuación (3.10).
Asumiremos que x0 se ubica arriba de la curva BOA, entonces

u =

{
−1, t0 ≤ t < α,
1, α ≤ t ≤ t1.

Sea
T = t1 − t0, T̃ = θ − t0.
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Y sea ũ(t), x̃(t) tal que x̃(θ) = 0, donde θ < t1.
Consideramos dos sistemas de control:

ẋ1 = x2,
ẋ2 = u(t), t0 ≤ t ≤ t1.

(3.11)

y
˙̃x1 = x̃2,
˙̃x2 = ũ(t), t0 ≤ t ≤ θ.

(3.12)

Sean

φ(t) = −x1(t) + x2(t)(t− α), (3.13)

ψ(t) = −x̃1(t) + x̃2(t)(t− α), (3.14)

funciones asociadas a cada uno de los dos sistemas de control (3.11) y (3.12).
Notemos ahora que en el tiempo inicial t0 tenemos la siguiente igualdad de
las funciones (3.13), (3.14):

φ(t0) = −a+ b(t0 − α),
ψ(t0) = −a+ b(t0 − α).

Lo que implica que:

φ(t0) = ψ(t0), además φ(t1) = 0 = ψ(θ).

Ahora derivamos las funciones (3.13), (3.14) respecto de t en virtud a
los sistemas de control (3.11) y (3.12), tenemos:

φ̇(t) = −ẋ1 + ẋ2(t− α) + x2 = u(t)(t− α),

ψ̇(t) = − ˜̇x1 + ˜̇x2(t− α) + x̃2 = ũ(t)(t− α).

Lo que implica que:

|φ̇(t)| = |t− α|.

De donde:

φ̇(t) ≥ |ψ̇(t)| ≥ ψ̇(t). (3.15)

Pero sabemos que:

|ψ̇(t)| = |ũ(t)||t− α| = |φ̇(t)| ya que |ũ| ≤ 1.

Integrando la desigualdad (3.15), tenemos∫ θ

t0

φ̇(t)dt ≥
∫ θ

t0

ψ̇(t)dt,
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Caṕıtulo 3. Sistema canónico, sistema periódico y sistema con valores
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de donde,
φ(θ)− φ(t0) ≥ ψ(θ)− ψ(t0).

Lo que implica:
φ(θ) ≥ ψ(θ) = 0. (3.16)

Por otro lado, integrando φ̇(t) de θ a t1, tenemos:

−φ(θ) = φ(t1)− φ(θ) =

∫ t1

θ
φ̇(t)dt =

∫ t1

θ
|t− α|dt > 0.

por lo tanto:
φ(θ) < 0. (3.17)

Entonces de (3.16) y (3.17) se llega a una contradicción: que θ ≮ t1.
Consecuentemente (u(t), x(t)) son óptimos.

3.1.1. Tiempo de control óptimo para el sistema canónico

En esta sección describimos el tiempo de control óptimo T como función
del punto inicial (a, b).
En principio, supongamos que el punto inicial x0 = (a, b) está ubicado arriba
de la curva AOB e integramos el sistema canónico estudiado con u = −1
entonces ẋ2 = −1 por lo tanto:

x2(t) = −t+ b,

x1(t) = − t2

2 + bt+ a.

Entonces, obtenemos la familia de curvas del sistema canónico:

x1(t) = −1

2
x22 +

1

2
b2 + a. (3.18)

La semicurva de AO está dada por

x1 =
1

2
x22. (3.19)

Requerimos hallar la intersección de las curvas dadas por (3.18) y (3.19);
restando ambas ecuaciones tenemos:

0 = −x22 +
1

2
b2 + a,

es decir,

xc2 = ±
√

1

2
b2 + a.
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Debemos tomar el signo ” − ” delante de la ráız cuadrada debido a que
u = −1, aśı

xc2 = −
√

1

2
b2 + a.

De donde,

xc1 =
1

2
| b

2

2
+ a | .

Por otro lado, si u = 1, ẋ2(t) = 1 entonces:

x2(t) =

∫ t1

α
ẋ2(t)dt =

∫ t1

α
1dt = t1 − α.

Por teorema fundamental del cálculo tenemos:

x2(t1)− x2(α) =

∫ t1

α
ẋ2(s)ds =

∫ t1

α
1ds = t1 − α.

Ya que x(t1) = 0, entonces x2(t1) = 0 por lo tanto

−xc2 = t1 − α.

Ahora para u = −1 tenemos:

x2(α)− x2(t0) =

∫ α

t0

ẋ2(t)dt = t0 − α,

ya que x(t0) = x0 donde x0 = (a, b), entonces x2(t0) = b, entonces tenemos:

xc2 − b = t0 − α, (3.20)

−xc2 = t1 − α. (3.21)

Restando las expresiones (3.20) y (3.21) tenemos:

2xc2 − b = t0 − t1

es decir,

−2xc2 + b = t1 − t0 = T (a, b).

Por lo tanto:

T (a, b) =

 b+ 2
√

1
2b

2 + a, si (a, b) se encuentra arriba de BO,

b− 2
√

1
2b

2 − a, si (a, b) se encuentra abajo de AO.
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3.2. Sistema periódico

Ilustraremos con un segundo ejemplo la aplicación de la teoŕıa de control
óptimo. Ahora se considera un oscilador lineal cuyo movimiento puede ser
controlado por una fuerza externa.

ẍ1 + ẋ1 = u, x1 ∈ R, |u| ≤ 1. (3.22)

La ecuación diferencial (3.22) la reescribimos de la siguiente manera:

ẋ1 =x2,

ẋ2 =− x1 + u.

Se requiere encontrar entre las soluciones x(t) = (x1(t), x2(t)) ∈ R2

de este sistema y el valor mı́nimo de t1 tal que x(t0) = x0 y x(t1) = 0. El
conjunto de controles admisibles está dado por U = {u ∈ R tal que |u| ≤
1}.

El sistema periódico es completamente controlable ya que el rango de la
matriz (b, Ab) coincide con la dimensión del espacio fase R2. Ahora bien, se
requiere llevar el estado (x01, x

0
2) al estado (0, 0) en tiempo mı́nimo.

El funcional correspondiente para minimizar el tiempo de traslado está dado
por (3.1).

Por el principio máximo de Pontryagin construimos la función Hamilto-
niana H asociada al sistema periódico:

H = ψ0f0(x, u) + ψ1f1(x, u) + ψ2f2(x, u) = ψ0 + ψ1x2 + ψ2(−x1 + u)

donde ψ̇j = − ∂H
∂xj

, j = (0, 1, 2).

Entonces tenemos que:

ψ̇0 =0⇒ ψ0 = constante = c0,

ψ̇2 =− ψ1 ⇒ ψ2 = c1 cos(t) + c2 sin(t),

ψ̇1 =ψ2 ⇒ ψ1 = c1 sin(t)− c2 cos(t) + c3.

Como en el ejemplo anterior, el máximo de la función H está dado por:

máx
uε[−1,1]

(ψ, x, u) = ψ0 + ψ1x2 − ψ2x1 + ψ2u

= c0 + (c1 sin(t)− c2 cos(t) + c3)x2 − (c1 cos(t) + c2 sin(t))x1

+ máx
uε[−1,1]

(c1 cos(t) + c2 sin(t))u.
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Por el Teorema 2.3 (Weierstrass) tenemos:

u(t) = sgn ψ2(t) = sgn (c1 cos(t) + c2 sin(t)).

Entonces:

sgn (ψ2(t)) =

{
−1, si ψ2(t) < 0,
1, si ψ2(t) > 0.

Todas las conmutaciones están separadas por π unidades, lo cuál quiere
decir que cualquier solución ψ2 de la ecuación adjunta tendrá la siguiente
forma:

ψ2(t) = a cos(t) + b sin(t),

donde x0 = (a, b) es el punto inicial. La solución de la ecuación adjunta se
escribe en forma de ángulo de fase:

ψ2(t) = A cos(t+ ϕ).

Donde A =
√
a2 + b2 denota la amplitud y ϕ = arctan( ba) denota la fase.

Ahora procedemos a encontrar la trayectoria óptima de el sistema dinámi-
co estudiado, utilizando la fórmula de Cauchy tenemos:

x(t) = eAt
(
x0 +

∫ t

0
e−Aτ bu(τ)dt

)
.

Encontramos la matriz exponencial asociada al sistema periódico.

eAt =

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)
.

Supongamos que X e Y denotan los campos vectoriales correspondientes a
los controles u = −1 y u = 1, respectivamente. Donde las curvas integrales
de X son ćırculos con centro en el punto P− = (−1, 0) y las curvas integrales
de Y son ćırculos con centro en el punto P+ = (1, 0).

Por lo tanto, la familia de trayectorias óptimas para el sistema periódico
se representa de la siguiente manera:

x1(t) = u+ (a− u) cos(t) + b sin(t),

x2(t) = b cos(t) + (−a+ u) sin(t).

De entre todas las curvas integrales de los campos vectoriales X e Y
solo dos curvas lleva a cualquier punto inicial dado x0 = (a, b) al origen en
tiempo óptimo, tales curvas se hallan mediante la fórmula de Cauchy.
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Por lo tanto, de la fórmula de Cauchy para P− = (−1, 0), tenemos que:

x(t) = eAt
(∫ t

0

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)(
0

−1

)
(−1)dt

)
,

x(t) =

(
1− cos(t)

sin(t)

)
.

Y para P+ = (1, 0), tenemos que:

x(t) = eAt
(∫ t

0

(
cos(t) sin(t)
− sin(t) cos(t)

)(
0

1

)
(1)dt)

)
,

x(t) =

(
−1 + cos(t)

− sin(t)

)
.

Las trayectorias correspondientes se representan de la siguiente manera:

Υ+ : [−π, 0]→ R2, t→ (x1(t), x2(t)) = (1− cos(t), sin(t)),

y

Υ− : [−π, 0]→ R2, t→ (x1(t), x2(t)) = (−1 + cos(t),− sin(t)).

Dando como resultado las curvas óptimas que trasladan en tiempo mı́nimo
a cualquier punto inicial x0 = (a, b) al origen por medio del sistema dinámico
(3.22)
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3.3. Sistema con valores reales positivos y nega-
tivos.

Ahora consideramos un ejemplo sobre la aplicación de la teoŕıa de con-
trol, donde la matriz A del sistema de control cuenta con valores propios
tanto positivos como negativos. Sea

ẋ1 =x2, (3.23)

ẋ2 =x1 + u, |u| ≤ 1. (3.24)

La forma matricial de este sistema es:

ẋ = x

(
0 1
1 0

)
+

(
0

1

)
u.

El sistema claramente es completamente controlable ya que:

rg (b, Ab) = rg

(
0 1
1 0

)
= 2.

Se procede ahora a encontrar el control óptimo del sistema conformado
por las ecuaciones diferenciales (3.23) y (3.24). El funcional para minimizar
el tiempo de traslado está dado por (3.1). Por el principio máximo de Pon-
tryagin construimos la función hamiltoniana H.

H = ψ0f0(x, u) + ψ1f1(x, u) + ψ2f2(x, u) = ψ0 + ψ1x2 + ψ2(x1 + u)

donde ψ̇j = − ∂H
∂xj

, j = (0, 1, 2)

Entonces tenemos que:

ψ̇0 = 0⇒ ψ0 = constante = c0,

ψ̇1 = −ψ2 ⇒ ψ1 = c1e
−t + c2e

t,
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ψ̇2 = −ψ1 ⇒ ψ2 = −c1e−t − c2et + c3.

Como en el ejemplo anterior el máximo de la función H está dado por:

máx
uε[−1,1]

(ψ, x, u) = ψ0 + ψ1x2 + ψ2x1 + ψ2u

= c0 + (c1e
−t + c2e

t)x2 + (−c1e−t + c2e
t + c3)x1

+ máx
uε[−1,1]

(−c1e−t + c2e
t + c3)u.

Por el Teorema 2.3 (Weierstrass) tenemos:

u(t) = sgn ψ2(t) = sgn (−c1e−t + c2e
t + c3).

Entonces:

sgn (ψ2(t)) =

{
−1, si ψ2(t) < 0,
1, si ψ2(t) > 0.

Los valores propios de A =

(
0 1
1 0

)
son λ1 = 1 y λ1 = −1, entonces por el

lema 2.6 los controles óptimos tienen a lo más un cambio. Ahora, por medio
del retrato de fase se estudian las trayectorias óptimas para este sistema.
La matriz eAt está dada por:

eAt =

(
1
2e
−t(1 + e2t) 1

2e
−t(−1 + e2t)

1
2e
−t(−1 + e2t) 1

2e
−t(1 + e2t)

)
.

Para el sistema ẋ = Ax el origen es una silla hiperbólica y los subsistemas
estables e inestables en los puntos de equilibro son abarcados por los vectores
propios v1 y v2.

v1 =

(
1

−1

)
v2 =

(
1

1

)
Esto quiere decir que si tomamos un múltiplo p de v1, entonces la solución
x(t) al problema del valor inicial ẋ = Ax, x(0) = p, está dado por x(t) =
eAtp = e−tp, mientras que para múltiplos de v2 la solución está dada por
x(t) = eAtp = etp. Los retratos fase de los campos vectoriales controlados
con u = 1 y u = −1 son versiones desplazadas del retrato de fase del sistema
homogéneo ẋ = Ax a lo largo del eje x. De igual manera, se denotamos con
X el campo vectorial correspondiente al control u = −1 y por Y el campo
vectorial correspondiente para u = 1, es decir;

X(x) = Ax− b =

(
x2

x1 − 1

)
, Y (x) = Ax+ b =

(
x2

x1 + 1

)
.

Entonces, estos campos vectoriales tienen, una silla hiperbólica desplazada
en los puntos P+ = (1, 0) y P− = (−1, 0). De igual manera, como en los casos
anteriores, existen trayectorias únicas Υ− del campo vectorial X y Υ+ del
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campo vectorial de Y, que dirigen al sistema hacia el origen. Sin embargo,
en este caso ya no seŕıa posible dirigir cada punto al origen como lo fue
en los ejemplos anteriores y el conjunto controlable será delimitado por las
variables estables de los equilibrios P+ y P−, es decir, por las ĺıneas:

E+ = P+ + v1 = x ∈ R2 : x1 + x2 = 1,

E− = P− + v1 = x ∈ R2 : x1 + x2 = −1.

Entonces, llegamos a las siguientes conclusiones: para cualquier control ad-
misible u, tenemos que:

d

dt
(x1 + x2) = (x1 + x2) + u.

Sabemos que |u| ≤ 1, entonces tenemos que d
dt(x1 + x2) ≤ 0 en puntos

(x1, x2) tales que satisfacen que x1 + x2 ≤ −1 y para d
dt(x1 + x2) ≥ 0 en

puntos (x1, x2) que satisfacen que x1 + x2 ≥ 1, por lo tanto ningún punto
que se encuentre fuera de

ς = {(x1, x2) : −1 < x1 + x2 < 1} ,

se podrá dirigir hacia el origen.



Caṕıtulo 4

Construcción del
S̃1-Difeomorfismo

El material de este caṕıtulo es una versión extendida del art́ıculo de
Korobov [18]. Tal que como se mencionó en el caṕıtulo 1, se construye de un
homeomorfismo diferenciable, es decir un difeomorfismo que poseé aplicación
inversa, siendo ambas aplicaciones diferenciables. Esta transformación nos
ayudará a realizar un mapeo entre el conjunto 0-controlable del sistema
canónico

ẋ1 =u, |u| ≤ 1, (4.1)

ẋ2 =x1, (4.2)

sobre el conjunto 0-controlable del sistema lineal

ẏ1 =ay1 + by2 + u, |u| ≤ 1, (4.3)

ẏ2 =y1. (4.4)

Para comenzar con el proceso de construcción del S̃1-difeomorfismo se re-
alizará un cambio de variable en el sistema conformado por las ecuaciones
diferenciales (4.3),(4.4). Sean

y1 = Φ1(x1, x2), y2 = Φ2(x1, x2), (4.5)

donde

Φ1,2(x1, x2) =

{
Φ+
1,2(x1, x2), si u = 1,

Φ−1,2(x1, x2), si u = −1.

Derivamos (4.5) respecto de t, tenemos:

48
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ẏ1 =Φ̇1 =

(
∂Φ1

∂x1

)
ẋ1 +

(
∂Φ1

∂x2

)
ẋ2,

ẏ2 =Φ̇2 =

(
∂Φ2

∂x1

)
ẋ1 +

(
∂Φ2

∂x2

)
ẋ2.

Haciendo uso del sistema conformado por las ecuaciones diferenciales
(4.1), (4.2) tenemos:

ẏ1 =Φ̇1 =

(
∂Φ1

∂x1

)
u+

(
∂Φ1

∂x2

)
x1,

ẏ2 =Φ̇2 =

(
∂Φ2

∂x1

)
u+

(
∂Φ2

∂x2

)
x1.

Ahora sustituimos las nuevas variables y1, y2, ẏ1, ẏ2 en el sistema (4.3), (4.4),
tenemos:

Φ̇1 =

(
∂Φ1

∂x1

)
u+

(
∂Φ1

∂x2

)
x1 = aΦ1 + bΦ2 + u, (4.6)

Φ̇2 =

(
∂Φ2

∂x1

)
u+

(
∂Φ2

∂x2

)
x1 = Φ1. (4.7)

Usaremos la siguiente notación

Φ1x1 =
∂Φ1

∂x1
,

Φ1x2 =
∂Φ1

∂x2
,

Φ2x1 =
∂Φ2

∂x1
,

Φ2x2 =
∂Φ2

∂x2
.

Entonces el sistema (4.6), (4.7) queda como sigue:

Φ1x1u+ Φ1x2x1 =aΦ1 + bΦ2 + u, (4.8)

Φ2x1u+ Φ2x2x1 =Φ1. (4.9)

Utilizando el teorema (A.1) del apéndice A, tenemos que el sistema (4.8),
(4.9) es equivalente a la ecuación diferencial en derivadas parciales:

Zx1u+ Zx2x1 + Zx3(ax3 + bx4 + u) + Zx4x3 = 0. (4.10)
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donde Z(x1, x2, x3, x4) es una función desconocida tal que

x3 = Φ1 x4 = Φ2

son nuevas variables.
De la teoŕıa de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, la ecuación
(4.10) se reduce a la integración del sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Esto permite encontrar las caracteŕısticas de la ecuación (4.10). Aśı,
tenemos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3

(ax3 + bx4 + u)
=
dx4
x3

las cuáles son equivalentes al sistema normal (ya que u 6= 0)

dx2
dx1

=
x1
u
, (4.11)

dx3
dx1

=
(ax3 + bx4 + u)

u
, (4.12)

dx4
dx1

=
x3
u
. (4.13)

Dividimos el sistema en dos subsistemas.
Resolviendo primeramente la ecuación diferencial ordinaria (4.11), tenemos:

dx2
dx1

=
x1
u
,

de donde,

dx2 =
x1
u
dx1

resolviendo esta ecuación tenemos:

x2 =
x21
2u

+ p3.

consecuentemente

p3 = x2 −
x21
2u
.

Ahora consideramos el sistema conformado por las ecuaciones diferenciales
(4.12), (4.13)

dx3
dx1

=
(ax3 + bx4 + u)

u
,

dx4
dx1

=
x3
u
.
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Despejando x3 de la ecuación (4.13), tenemos:

x3 = u
dx4
dx1

.

Aśı
dx3
dx1

=
d2x4
dx21

u. (4.14)

Entonces sustituimos (4.14) en (4.12), tenemos:

u
d2x4
dx21

=
ax3 + bx4 + u

u

de donde,
d2x4
dx21

u2 = ax3 + bx4 + u.

Ya que u = ±1, entonces tenemos:

d2x4
dx21

= ax3 + bx4 + u.

Entonces
d2x4
dx21

= au
dx4
dx1

+ bx4 + u. (4.15)

Por lo tanto, la ecuación (4.15) queda de la forma siguiente:

x
′′
4 − aux

′
4 − bx4 − u = 0, (4.16)

donde la prima denota la derivada con respecto a x1.
La ecuación caracteŕıstica de (4.16) es:

λ2 − auλ− b = 0,

de donde:

λ1,2 =
ua±

√
(ua)2 + 4b

2
.

Vamos a considerar todos los casos posibles para los valores de λ1,2.

4.1. Caso 1: b 6= 0.

En este caso la matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),
(4.4) es no singular.
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Recordemos que una matriz singular es una matriz cuadrada cuyo deter-

minante es nulo. En este caso el determinante de la matriz

(
a b
1 0

)
es

distinto de cero , por lo tanto, es no singular. Ya que b 6= 0, tenemos que la
solución part́ıcular de (4.16) es v(x1) = q0 en este caso q0 = −u

b .
La solución general de la ecuación diferencial ordinaria (4.16) queda de la
siguiente forma:

x4 = p1F
±
1 (x1) + p2F

±
2 (x1)−

u

b
, (4.17)

donde F+
1 (x1), F

−
1 (x1), F

+
2 (x1), F

−
2 (x1) son soluciones de las ecuaciones ho-

mogéneas asociadas a la ecuación diferencial ordinaria (4.16).
De la ecuación (4.13), conocemos el valor de x3:

dx4
dx1

=
x3
u

de donde,

x3 = u
dx4
dx1

.

Derivamos la ecuación (4.17) respecto de x1, tenemos:

dx4
dx1

= p1F
±′
1 (x1) + p2F

±′
2 (x1),

aśı,
x3 = u(p1F

±′
1 (x1) + p2F

±′
2 (x1)), (4.18)

donde p1(x1, x3, x4), p2(x1, x3, x4) son las primeras integrales del sistema
(4.12), (4.13).
Utilizaremos las ecuaciones (4.17) y (4.18) para encontrar las primeras in-
tegrales de los sistemas (4.12), (4.13) que son p1(x1, x3, x4), p2(x1, x3, x4) .
Partiremos de la solución general de la ecuación diferencial parcial (4.10) la
cuál se escribe de la siguiente forma:

Z = Ψ(p1(x1, x3, x4), p2(x1, x3, x4), p3(x1, x2)) ≡ Ψ(x1, x2, x3, x4), (4.19)

donde p3(x1, x2) representa la primera integral de la ecuación diferencial
ordinaria (4.11). Por lo tanto, la solución general del sistema (4.10) tiene la
siguiente forma:

Ψ̃1(x1, x2,Φ1,Φ2) = 0,

Ψ̃2(x1, x2,Φ1,Φ2) = 0.

Donde Ψ̃1(x1, x2, x3, x4) y Ψ̃2(x1, x2, x3, x4) son soluciones arbitrarias de
(4.10) tal que ∂(Ψ̃1, Ψ̃2)/∂(x3, x4) 6= 0. Usando (4.19), reescribimos la solu-
ción general del sistema en términos de las primeras integrales, ver (C.1)

Ψ1(p1, p2, p3) = 0,

Ψ2(p1, p2, p3) = 0.
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Sabemos que ∂(Ψ1,Ψ2)/∂(p1, p2) 6= 0. Por lo tanto, tenemos:

p1 = ϕ(p3), p2 = Ψ(p3).

Las primeras integrales p1, p2 de los sistemas (4.12), (4.13) se escriben en
términos de la primera integral p3 de la solución general de la ecuación
diferencial ordinaria (4.11). Donde p3 describe las curvas de conmutación.
Aqúı ϕ(p3) y Ψ(p3) son funciones suaves arbitrarias. Combinando (4.17)-
(4.18) y usando la notación x3 = Φ1, x4 = Φ2, obtenemos la solución general
de la ecuación diferencial ordinaria (4.16) para u = −1 y para u = 1.

u = −1 :

Φ−1 (x1, x2) = −ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−′
2 (x1),

(4.20)

Φ−2 (x1, x2) = ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−
1 (x1) + Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−
2 (x1) + 1/b,

(4.21)

u = 1 :

Φ+
1 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+′

1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F
+′

2 (x1),
(4.22)

Φ+
2 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+
1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F

+
2 (x1)− 1/b.

(4.23)

Nuestro sistema de soluciones generales está en términos de:

ϕ−(x2 + (1/2)x21), Ψ−(x2 + (1/2)x21),

ϕ+(x2 − (1/2)x21), Ψ+(x2 − (1/2)x21).

Estas funciones son desconocidas. Por lo tanto, tenemos que obtener una
expresión expĺıcita para estas funciones.
Por la definición 2.8, la cuál nos indica que si tenemos una curva en R2,
el sistema canónico conformado por las ecuaciones diferenciales (4.1), (4.2)
y el sistema lineal conformado por las ecuaciones diferenciales (4.3), (4.4)
son S̃-Difeomorfos, si existe un S̃-Difeomorfismo del conjunto 0-controlable
del sistema canónico (4.1), (4.2) al conjunto 0-controlable del sistema lineal
(4.3), (4.4) que corresponden al mismo control, entonces tenemos que:

Φ±1 (0, 0) = Φ±2 (0, 0) = 0.

Por lo tanto, podemos encontrar los valores ϕ−(0),Ψ−(0),ϕ+(0),Ψ+(0).

Resolvemos el sistema no homogéneo de ecuaciones algebráicas lineales
tomando primeramente el caso cuando u = −1 con la finalidad de encontrar
ϕ−(0),Ψ−(0). Tenemos:{

0 = ϕ−(0)F−1 (0) + Ψ−(0)F−2 (0) + 1/b,

0 = −ϕ−(0)F−
′

1 (0)−Ψ−(0)F−
′

2 (0).
(4.24)
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Ya que el determinante del sistema (4.24) es distinto de 0, entonces ex-
iste una única solución del sistema. Ahora, para encontrar las expresiones
expĺıcitas para las funciones ϕ±(x2±x21/2) y Ψ±(x2±x21/2) usamos la con-
tinuidad del S̃1-Difeomorfismo en la curva

x2 −
1

2
x21 = 0, x1 ≤ 0,

es decir,

x2 =
x21
2
. (4.25)

Sustituimos (4.25) en Φ−1 (x1, x2), Φ−2 (x1, x2) tenemos:

ϕ−(x21)F
−
1 (x1) + Ψ−(x21)F

−
2 (x1) + 1/b

= ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)−
1

b
, (4.26)

−ϕ−(x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x21)F

−′
2 (x1)

= ϕ+(0)F+′

1 (x1) + Ψ+(0)F+′

2 (x1). (4.27)

Observemos que como las funciones de los sistemas (4.27), (4.26) son con-
tinuas, se igualan de esta manera, ya que para un mismo punto en la curva
x2 − (1/2)x21 = 0, dichas curvas tienen que ser iguales.
Para encontrar las funciones ϕ−(x21),Ψ

−(x21) utilizaremos el método de Cramer.
Ya que existe una solución única del sistema, la cuál tiene la forma siguiente:

ϕ−(x21) =
∆−1 (x1)

∆−(x1)
, Ψ−(x21) =

∆−2 (x1)

∆−(x1)
.

Donde:

∆−(x1) =

∣∣∣∣ F−1 (x1) F−2 (x1)

F−
′

1 (x1) F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ 6= 0,

∆−1 (x1) =

∣∣∣∣ ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)− 2
b F−2 (x1)

−ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1) F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ ,
∆−2 (x1) =

∣∣∣∣ F−1 (x1) ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)− 2
b

F−
′

1 (x1) −ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ .
De la misma manera, para encontrar ϕ+(0),Ψ+(0) resolvemos el correspon-
diente sistema no homogéneo de ecuaciones algebraicas lineales para u = 1.{

0 = ϕ+(0)F+
1 (0) + Ψ+(0)F+

2 (0)− 1/b,

0 = ϕ+(0)F+′

1 (0) + Ψ+(0)F+′

2 (0).

Nuevamente, usando la continuidad del S̃1-Difeomorfismo en la curva ten-
emos:

x2 +
1

2
x21 = 0, x1 ≥ 0,
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es decir,

x2 = −x
2
1

2
.

Sustituyendo x2 en Φ+
1 (x1, x2),Φ

+
2 (x1, x2), obtenemos el siguiente sistema:

ϕ+(−x21)F+
1 (x1) + Ψ+(−x21)F+

2 (x1) + 1/b

= ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1)−
1

b
, (4.28)

ϕ+(−x21)F+′

1 (x1) + Ψ+(−x21)F+′

2 (x1)

= −ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1). (4.29)

De manera análoga, para los sistemas de ecuaciones lineales (4.28), (4.29)
existe una única solución. Claramente, esta solución tiene la forma:

ϕ+(−x21) =
∆+

1 (x1)

∆+(x1)
, Ψ+(−x21) =

∆+
2 (x1)

∆+(x1)
.

Donde:

∆+(x1) =

∣∣∣∣ F+
1 (x1) F+

2 (x1)

F+′

1 (x1) F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ 6= 0,

∆+
1 (x1) =

∣∣∣∣ ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1) + 2
b F+

2 (x1)

−ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1) F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ ,
∆+

2 (x1) =

∣∣∣∣ F+
1 (x1) ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1) + 2

b

F+′

1 (x1) −ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ .
Denotamos s = x21, ya que x1 ≤ 0, tenemos x1 = −

√
s. Luego obtenemos las

expresiones para las funciones ϕ−(s), Ψ−(s) sustituyendo x2 +
(
1
2

)
x21 por s

en estas expresiones obtenemos las expresiones expĺıcitas para las funciones
ϕ− =

(
x2 +

(
1
2

)
x21
)

y Ψ− =
(
x2 +

(
1
2

)
x21
)

de igual manera para ϕ+(s),
Ψ+(s).
De este primer caso, se desglozan los tres subcasos siguientes.
• Caso 1a: La matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),(4.4)
tiene valores propios reales iguales.
• Caso 1b: La matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),(4.4)
tiene valores propios reales diferentes.
• Caso 1c: La matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),(4.4)
tiene valores propios complejos.
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4.1.1. Caso 1a, valores propios reales iguales

Consideramos primeramente el caso 1a: La ecuación caracteŕıstica es:

λ1,2 =
a±
√
a2 + 4b

2
.

En este caso, la matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3), (4.4)
tiene valores propios iguales, entonces:

D = a2 + 4b = 0⇒ b = −a
2

4
6= 0.

Entonces, para este caso los números caracteŕısticos son:

λ1,2 =
a

2
6= 0.

Si a 6= 0, tenemos que:

F±1 (x1) = e±(
a
2
)x1 , F±2 (x1) = x1e

±(a
2
)x1 , (4.30)

F±
′

1 (x1) = ±
(a

2

)
e±(

a
2
)x1 , F±

′

2 (x1) = ±
(x1a

2

)
e±(

a
2
)x1 + e±(

a
2
)x1 . (4.31)

Hallamos ϕ−(0), Ψ−(0). Sustituimos los valores de F−1 (0) y F−2 (0) en el
sistema no homogéneo de ecuaciones algebráicas lineales para u = −1{

ϕ−(0) + 1/b = 0,
a
2ϕ
−(0)−Ψ−(0) = 0.

Como resultado, obtenemos las siguientes igualdades para ϕ−(0) y Ψ−(0):

ϕ−(0) =− 1/b = 4/a2,

Ψ−(0) =2/a.

De la misma manera, vamos a encontrar ϕ+(0) y Ψ+(0){
ϕ+(0)− 1/b = 0,
a
2ϕ

+(0) + Ψ+(0) = 0.

Obtenemos las siguientes igualdades para ϕ+(0) y Ψ+(0):

ϕ+(0) =1/b = −4/a2,

Ψ+(0) =2/a.

Ahora nuevamente utilizaremos el método de Cramer para hallar las fun-
ciones ϕ−(x21) y Ψ−(x21):

∆−(x1) =

∣∣∣∣ F−1 (x1) F−2 (x1)

F−
′

1 (x1) F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ = F−1 (x1)F
−′
2 (x1)− F−2 (x1)F

−′
1 (x1).
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De (4.30) y (4.31), tenemos

∆−(x1) = e−(
a
2
)x1
(
−x1a

2
e−(

a
2
)x1 + e−(

a
2
)x1
)
− x1e−(

a
2
)x1
(
−a

2
e−(

a
2
)x1
)
.

Entonces,
∆−(x1) = e−ax1 . (4.32)

Para ∆−1 (x1) tenemos,

∆−1 (x1) =

∣∣∣∣ ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)− 2
b F−2 (x1)

−ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1) F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ =

(ϕ+(0)F+
1 (x1)+Ψ+(0)F+

2 (x1)− 2
b )F−′

2 (x1)−F−
2 (x1)(−ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1))

=

(
− 4

a2
e(
a
2
)x1 +

2x1
a
e(
a
2
)x1 − 2

b

)(
−x1a

2
e−(

a
2
)x1 + e−(

a
2
)x1
)
−

x1e
−(a

2
)x1

[
2

a
e(
a
2
)x1 − 2

a

(x1a
2
e(
a
2
)x1 + e(

a
2
)x1
)]
.

Aśı,

∆−1 (x1) = − 4

a2
+

(
4

a

)
x1 + e−(

a
2
)x1

[
8

a2
−
(

4

a

)
x1

]
. (4.33)

Para ∆−2 (x1) tenemos,

∆−2 (x1) =

∣∣∣∣ F−1 (x1) ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)− 2
b

F−
′

1 (x1) −ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ =

F−
1 (x1)(−ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1))−F−′

1 (x1)(ϕ+(0)F+
1 (x1)+Ψ+(0)F+

2 (x1)−
2
b )

= e−(
a
2
)x1

[
2

a
e(
a
2
)x1 − 2

a

(x1a
2
e(
a
2
)x1 + e(

a
2
)x1
)]

+
a

2
e−(

a
2
)x1

(
− 4

a2
e(
a
2
)x1 +

2x1
a
e(
a
2
)x1 − 2

b

)
.

Entonces,

∆−2 (x1) = −2

a
+

(
4

a

)
e−(

a
2
)x1 . (4.34)

Mediante el método de Cramer tenemos que:

ϕ−(x21) =
∆−1 (x1)

∆−(x1)
, Ψ−(x21) =

∆−2 (x1)

∆−(x1)
.

Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.33), (4.34) en ϕ−(x21),Ψ
−(x21), ten-

emos las siguientes igualdades:

ϕ−(x21) = eax1
[
− 4

a2
+

(
4

a

)
x1

]
+ e(

a
2
)x1

[
8

a2
−
(

4

a

)
x1

]
,
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Ψ−(x21) = −
(

2

a

)
eax1 +

(
4

a

)
e(
a
2
)x1 .

De igual manera, encontramos las funciones ϕ+(−x21) y Ψ+(−x21). Con
el método de Cramer, tenemos:

∆+(x1) =

∣∣∣∣ F+
1 (x1) F+

2 (x1)

F+′

1 (x1) F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ = F+
1 (x1)F

+′

2 (x1)− F+
2 (x1)F

+′

1 (x1).

De (4.30) y (4.31), tenemos

∆+(x1) = e(
a
2
)x1
(x1a

2
e(
a
2
)x1 + e(

a
2
)x1
)
− x1e(

a
2
)x1
(a

2
e(
a
2
)x1
)
,

entonces
∆+(x1) = eax1 . (4.35)

Ahora calculemos ∆+
1 (x1)

∆+
1 (x1) =

∣∣∣∣ ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1) + 2
b F+

2 (x1)

−ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1) F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ =

(ϕ−(0)F−
1 (x1)+Ψ−(0)F−

2 (x1)+ 2
b )F+′

2 (x1)−F+
2 (x1)(−ϕ−(0)F−′

1 (x1)−Ψ−(0)F−′

2 (x1))

=

(
4

a2
e(−

a
2
)x1 +

2x1
a
e−(

a
2
)x1 +

2

b

)(x1a
2
e(
a
2
)x1 + e(

a
2
)x1
)
−

x1e
(a
2
)x1

[
2

a
e−(

a
2
)x1 − 2

a

(
−x1a

2
e−(

a
2
)x1 + e−(

a
2
)x1
)]
.

Entonces,

∆+
1 (x1) =

4

a2
+

(
4

a

)
x1 + e(

a
2
)x1

[
− 8

a2
−
(

4

a

)
x1

]
. (4.36)

Ahora hallamos ∆+
2 (x1)

∆+
2 (x1) =

∣∣∣∣ F+
1 (x1) ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1) + 2

b

F+′

1 (x1) −ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ =

F+
1 (x1)(−ϕ−(0)F−′

1 (x1)−Ψ−(0)F−′

2 (x1))−F+′

1 (x1)(ϕ−(0)F−
1 (x1)+Ψ−(0)F−

2 (x1)+
2
b )

= e(
a
2
)x1

[
2

a
e−(

a
2
)x1 − 2

a

(
−x1a

2
e−(

a
2
)x1 + e−(

a
2
)x1
)]

−a
2
e(
a
2
)x1

(
4

a2
e−(

a
2
)x1 +

2x1
a
e−(

a
2
)x1 +

2

b

)
.
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Entonces,

∆+
2 (x1) = −2

a
+

(
4

a

)
e(
a
2
)x1 . (4.37)

Sustituyendo las ecuaciones (4.35), (4.36), (4.37) en ϕ+(x21),Ψ
+(x21), ten-

emos las siguientes igualdades:

ϕ+(x21) =e−ax1
[

4

a2
+

(
4

a

)
x1

]
+ e−(

a
2
)x1

[
− 8

a2
−
(

4

a

)
x1

]
,

Ψ+(x21) =−
(

2

a

)
e−ax1 +

(
4

a

)
e−(

a
2
)x1 .

Denotamos

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (4.38)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (4.39)

Sustituimos (5.40) y (5.41) en las ecuaciones (4.20),(4.21),(4.22),(4.23) obten-
emos las expresiones explicitas para el S̃1-Difeomorfismo en el caso 1a:

Φ1(x1, x2) =



ea[−x1/2−f(x1,x2)][−2f(x1, x2)− x1]

+ea/2[−x1−f(x1,x2)][2f(x1, x2) + 2x1], x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

ea[x1/2−g(x1,x2)][2g(x1, x2)− x1]

+e(a/2)[x1−g(x1,x2)][−2g(x1, x2) + 2x1], x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,

Φ2(x1, x2) =



ea[−x1/2−f(x1,x2)][−(4/a)f(x1, x2)− 4/a2 − (2/a)x1]

+ea/2[−x1 − f(x1, x2)][(4/a)f(x1, x2) + 8/a2 + (4/a)x1]− 4/a2,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

ea[x1/2−g(x1,x2)][(4/a)g(x1, x2) + 4/a2 − (2/a)x1]

+e(a/2)[x1 − g(x1, x2)][−(4/a)g(x1, x2)− 8/a2 + (4/a)x1] + 4/a2,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0.

4.1.2. Caso 1b, valores propios reales diferentes

Ahora consideramos el caso 1b: La matriz del sistema tiene valores pro-
pios reales diferentes.
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Los valores cacteŕısticos son:

λ1,2 =
a±
√
a2 + 4b

2
.

Entonces, tenemos que:

F±1 (x1) =e±(λ1)x1 , F±2 (x1) = e±(λ2)x1 ,

F±
′

1 (x1) =± λ1e±(λ1)x1 , F±
′

2 (x1) = ±λ2e(λ2)x1 .

Ahora, encontramos ϕ−(0),Ψ−(0) del siguiente sistema:{
ϕ−(0) + Ψ−(0) + 1/b = 0,
λ1ϕ

−(0) + λ2Ψ
−(0) = 0.

Dando como resultado lo siguiente:

ϕ−(0) =− λ1

b
√
D
,

Ψ−(0) =
λ2

b
√
D
,

donde D = a2 + 4b.
De manera análoga, encontramos ϕ+(0),Ψ+(0) del sistema:{

ϕ+(0) + Ψ+(0)− 1/b = 0,
λ1ϕ

+(0) + λ2Ψ
+(0) = 0.

Dando como resultado las siguientes igualdades:

ϕ+(0) =− λ2

b
√
D
,

Ψ+(0) =
λ1

b
√
D
.

De manera similar, como en el caso 1a, utilizaremos el método de Cramer
para encontrar las funciones ϕ−(x21),Ψ

−(x21). Encontramos ∆−(x1), ∆−1 (x1),
∆−2 (x1):

∆−(x1) = e−ax1
√
D 6= 0, (4.40)

∆−1 (x1) =
λ2
b
e−λ2x1

(
λ2√
D
eλ1x1 − λ1√

D
eλ1x1 − 2

)
, (4.41)

∆−2 (x1) =
λ1
b
e−λ1x1

(
− λ2√

D
eλ2x1 +

λ1√
D
eλ2x1 − 2

)
. (4.42)

Mediante el método de Cramer tenemos:

ϕ−(x21) =
∆−1 (x1)

∆−(x1)
, Ψ−(x21) =

∆−2 (x1)

∆−(x1)
.
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Sustituyendo los valores anteriores de (4.40),(4.41) y (4.42) en ϕ−(x21),Ψ
−(x21),

obtenemos los siguientes resultados:

ϕ−(x21) =
1√
D

[
λ2
b
eax1e−λ2x1

](
eλ1x1 − 2

)
,

Ψ−(x21) =
1√
D

[
λ1
b
eax1e−λ1x1

](
eλ2x1 − 2

)
.

Ahora calculamos las funciones ϕ+(−x21) y Ψ+(−x21). En principio hallamos
∆+(x1),∆

+
1 (x1),∆

+
2 (x1)

∆+(x1) = −eax1
√
D 6= 0,

∆+
1 (x1) = −λ2

b
eλ2x1(e−λ1x1 + 2),

∆+
2 (x1) =

λ1
b
eλ1x1(e−λ2x1 − 2).

De manera análoga obtenemos ϕ+(−x21) y Ψ+(−x21):

ϕ+(−x21) =
λ2

b
√
D

(e−2λ1x1 − 2e−λ1x1),

Ψ+(−x21) =
λ1

b
√
D

(−e−2λ2x1 + 2e−λ2x1).

Finalmente, para el caso 1b el resultado final es:

Φ1(x1, x2) =



−(1/
√
D)e−λ2x1 [e−2λ2f(x1,x2) − 2e−λ2f(x1,x2)]

+(1/
√
D)e−λ1x1 [e−2λ1f(x1,x2) − 2e−λ1f(x1,x2)],

x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

+(1/
√
D)eλ2x1 [e−2λ2g(x1,x2) − 2e−λ2g(x1,x2)]

+(1/
√
D)eλ2x1 [−e−2λ1g(x1,x2) + 2e−λ1g(x1,x2)],

x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,

Φ2(x1, x2) =



−(λ1/b
√
D)e−λ2x1 [−e−2λ2f(x1,x2) + 2e−λ2f(x1,x2)]

−(λ1/b
√
D)e−λ1x1 [e−2λ1f(x1,x2) − 2e−λ1f(x1,x2)] + 1/b,

x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

−(λ1/b
√
D)eλ2x1 [e−2λ2g(x1,x2) − 2e−λ2g(x1,x2)]

−(λ1/b
√
D)eλ1x1 [−e−2λ1g(x1,x2) + 2e−λ1g(x1,x2)]− 1/b,

x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,
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donde

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (4.43)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (4.44)

4.1.3. Caso 1c, valores propios complejos

Ahora consideramos el caso 1c. La matriz del sistema tiene valores pro-
pios complejos. El sistema fundamental de soluciones de las ecuaciones ho-
mogéneas es:

F±1 (x1) =e±(
a
2
)x1 cos(αx1),

F±2 (x1) =e±(
a
2
)x1 sin(αx1).

Derivando respecto de x1, tenemos

F±
′

1 (x1) =± a

2
e±(

a
2
)x1 cos(αx1)− e±(

a
2
)x1α sin(αx1),

F±
′

2 (x1) =± a

2
e±(

a
2
)x1 sin(αx1) + e±(

a
2
)x1α cos(αx1),

donde

α =

√
−(a2 + 4b)

2
.

Ahora calculamos ϕ−(0),Ψ−(0) del sistema{
ϕ−(0)F−1 (0) + Ψ−(0)F−2 + 1/b = 0,

−F−′1 ϕ−(0)− F−′2 Ψ−(0) = 0.

Dando como resultado respecto de ϕ−(0),Ψ−(0) lo siguiente:

ϕ−(0) =− 1

b
,

Ψ−(0) =− a

2bα
.

De manera análoga, de las ecuaciones{
ϕ+(0)F+

1 (0) + Ψ+(0)F+
2 − 1/b = 0,

F+′

1 ϕ+(0) + F+′

2 Ψ+(0) = 0.

obtenemos ϕ+(0),Ψ+(0):

ϕ+(0) =
1

b
,

Ψ+(0) =− a

2bα
.
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Ahora hallamos las funciones ϕ−(x21) y Ψ−(x21). Encontramos en principio
∆−(x1),∆

−
1 (x1),∆

−
2 (x1)

∆−(x1) =αe−ax1 6= 0,

∆−1 (x1) =
1

b
(e−(

a
2
)x1(e(

a
2
)x1α cos(2x1α) + a sin(x1α)

− cos(x1α)(2α+ ae(
a
2
)x1 sin(x1α)))),

∆−2 (x1) =
1

2b
(e−(

a
2
)x1(−2a cos(x1α) + ae(

a
2
)x1 cos(2x1α)

+ 4α(−1 + e(
a
2
)x1 cos(x1α)) sin(x1α))).

De igual forma, se obtienen ϕ−(x21) y Ψ−(x21):

ϕ−(x21) =
1

bα
(e(

a
2
)x1(e(

a
2
)x1α cos(2x1α)

+ a sin(x1α)− cos(x1α)(2α+ ae(
a
2
)x1 sin(x1α)))),

Ψ−(x21) =
1

2bα
(e(

a
2
)x1(−2a cos(x1α) + ae(

a
2
)x1 cos(2x1α)

+ 4α(−1 + e(
a
2
)x1 cos(x1α) sin(x1α))).

Ahora procedemos a encontrar las funciones ϕ+(−x21) y Ψ+(−x21) para el
caso cuando u = 1.
Hallamos como en los casos anteriores ∆+(x1), ∆+

1 (x1), ∆+
2 (x1):

∆+(x1) = αeax1 6= 0,

∆+
1 (x1) =

1

b
(2e(

a
2
)x1α cos(x1α)− a cos(2x1α)

+ a(e(
a
2
)x1 − cos(x1α)) sin(x1α)),

∆+
2 (x1) =

1

2b
(−2ae(

a
2
)x1 cos(x1α) + a cos(2x1α)

+ 4α(e(
a
2
)x1 − cos(x1α)) sin(x1α))).

De igual forma, se obtienen ϕ+(−x21) y Ψ+(−x21):

ϕ+(−x21) =
1

bα
(eax1(2e(

a
2
)x1α cos(x1α)− α cos(2x1α)

+ a(e(
a
2
)x1 − cos(x1α)) sin(x1α))),

Ψ+(−x21) =
1

2bα
(eax1(−2ae(

a
2
)x1 cos(x1α) + a cos(2x1α)

+ 4α(e(
a
2
)x1 − cos(x1α)) sin(x1α))).

El resultado final para el caso 1c es:
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Φ1(x1, x2)

=



e−(a/2)x1 [−(1/α)e−af(x1,x2) sin{α[2f(x1, x2) + x1]}

+(2/α)e−(a/2)f(x1,x2) sin{α[f(x1, x2) + x1]}, x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

e(a/2)x1 [(1/α)e−ag(x1,x2) sin{α[2g(x1, x2)− x1]}]

−(2/α)e−(a/2)g(x1,x2) sin{α[g(x1, x2)− x1]}, x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

Φ2(x1, x2)

=



e−(a/2)x1 [e−af(x1,x2)((a/2bα) sin{α[2f(x1, x2) + x1]}

+(1/b) cos{α[2f(x1, x2) + x1]})

−e−(a/2)f(x1,x2)((a/bα) sin{α[f(x1, x2) + x1]}

+(2/b) cos{α[f(x1, x2) + x1]}) + 1/b x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

e−(a/2)x1 [e−ag(x1,x2)((a/2bα) sin{α[2g(x1, x2)− x1]}

+(1/b) cos{α[2g(x1, x2)− x1]})

+e−(a/2)g(x1,x2)((a/bα) sin{α[g(x1, x2)− x1]}

+(2/b) cos{α[g(x1, x2)− x1]})− 1/b x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

donde

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (4.45)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (4.46)

4.2. Caso 2, b=0

Finalmente, consideramos el caso 2: b = 0. La matriz del sistema confor-
mado por las ecuaciones (4.3), (4.4) es singular.
Entonces la ecuación diferencial ordinaria asociada al sistema conformado
por las ecuaciones (4.3), (4.4) cuando b = 0 es el siguiente:

x
′′
4 − aux

′
4 − u = 0 (4.47)
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Los valores caracteŕısticos son:

λ1 = ua, λ2 = 0.

En este caso, para a = 0 se obtiene el mapeo del conjunto 0-controlable de
sistema canónico sobre si mismo. Entonces, en este caso el S̃1-difeomorfismo
es:

Φ±1 (x1, x2) = x1, Φ±2 (x1, x2) = x2.

Ahora, asumimos que a 6= 0. Y que cero es una ráız de la ecuación carac-
teŕıstica, entonces la solución particular de la ecuación diferencial ordinaria
(4.47) es : v(x1) = qx1 donde q = − 1

a . Para este caso, la solución part́ıcu-
lar es v(x1) = − 1

ax1 la nueva solución general, para la ecuación diferencial
ordinaria (4.47) tiene la forma:

x4 = p1F
±
1 (x1) + p2F

±
2 (x1)−

1

a
x1.

Entonces, x3 queda de la siguiente manera:

x3 = u

(
p1F

±′
1 (x1) + p2F

±′
2 (x1)−

1

a

)
.

Usando la notación de los casos anteriores donde x3 = Φ1, x4 = Φ2 obten-
emos el sistema de soluciones para el caso 2:

u = −1

Φ−1 (x1, x2) = −ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−′
2 (x1) + 1/a,

Φ−2 (x1, x2) = ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−
1 (x1) + Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−
2 (x1)− (1/a)x1,

u = 1

Φ+
1 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+′

1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F
+′

2 (x1)− 1/a,

Φ+
2 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+
1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F

+
2 (x1)− (1/a)x1.

De igual manera, como en los casos anteriores obtenemos una expresión
expĺıcita para las funciones:

ϕ−(x2 + (1/2)x21), Ψ−(x2 + (1/2)x21),

ϕ+(x2 − (1/2)x21), Ψ+(x2 − (1/2)x21).

Para encontrar las expresiones expĺıcitas para las funciones ϕ±(x2±(1/2)x21),
Ψ±(x2±(1/2)x21) usaremos la continuidad del S̃- Difeomorfismo en la curva.
Para el caso negativo, tenemos

x2 −
1

2
x21 = 0,



66 Caṕıtulo 4. Construcción del S̃1-Difeomorfismo

Para el caso positivo, tenemos

x2 +
1

2
x21 = 0,

Ahora, obtenemos los respectivos sistemas para cada caso, tanto negativo
como positivo.
Para el caso cuando u = −1, tenemos el siguiente sistema:

ϕ−(x21)F
−
1 (x1)+Ψ−(x21)F

−
2 (x1)− (1/a)x1

= ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)− (1/a)x1,

−ϕ−(x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x21)F

−′
2 (x1) + 1/a

= ϕ+(0)F+′

1 (x1) + Ψ+(0)F+′

2 (x1)− 1/a.

Para el caso cuando u = 1, tenemos el siguiente sistema:

ϕ+(−x21)F+
1 (x1)+Ψ+(−x21)F+

2 (x1)− (1/a)x1

= ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1)− (1/a)x1,

ϕ+(−x21)F+′

1 (x1)+Ψ+(−x21)F+′

2 (x1)− 1/a

= −ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1) + 1/a.

Ya que existe una solución única del sistema, para encontrar ϕ−(x21),Ψ
−(x21),

ϕ+(−x21), Ψ+(−x21), se utilizará nuevamente el método de Cramer. Para el
caso cuando u = −1 tenemos la solución que tiene la siguiente forma:

ϕ−(x21) =
∆−1 (x1)

∆−(x1)
, Ψ−(x21) =

∆−2 (x1)

∆−(x1)
.

Donde,

∆−(x1) =

∣∣∣∣ F−1 (x1) F−2 (x1)

F−
′

1 (x1) F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ 6= 0,

∆−1 (x1) =

∣∣∣∣ ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1) F−2 (x1)

−ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1) + 2/a F−
′

2 (x1)

∣∣∣∣ ,
∆−2 (x1) =

∣∣∣∣ F−1 (x1) ϕ+(0)F+
1 (x1) + Ψ+(0)F+

2 (x1)

F−
′

1 (x1) −ϕ+(0)F+′

1 (x1)−Ψ+(0)F+′

2 (x1) + 2/a

∣∣∣∣ .
Para el caso cuando u = 1 tenemos la solución de la siguiente forma:

ϕ+(−x21) =
∆+

1 (x1)

∆+(x1)
, Ψ+(−x21) =

∆+
2 (x1)

∆+(x1)
.

Donde,

∆+(x1) =

∣∣∣∣ F+
1 (x1) F+

2 (x1)

F+′

1 (x1) F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ 6= 0,
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∆+
1 (x1) =

∣∣∣∣ ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1) F+
2 (x1)

−ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1) + 2/a F+′

2 (x1)

∣∣∣∣ ,
∆+

2 (x1) =

∣∣∣∣ F+
1 (x1) ϕ−(0)F−1 (x1) + Ψ−(0)F−2 (x1)

F+′

1 (x1) −ϕ−(0)F−
′

1 (x1)−Ψ−(0)F−
′

2 (x1) + 2/a

∣∣∣∣ .
Por tanto, los sistemas fundamentales de soluciones de las ecuaciones ho-
mogenéas correspondiente a la ecuación (4.47), cuando u = −1, u = 1 son:

F±1 (x1) = e±ax1 , F±2 (x1) = 1.

Donde los valores caracteŕısticos son:

λ1 = ua, λ2 = 0.

Si a 6= 0 tenemos que:

F±1 (x1) = e±ax1 , F±2 (x1) = 1,

F±
′

1 (x1) = ±ae±ax1 , F±
′

2 (x1) = 0.

Ahora procederemos a encontrar ϕ−(0),Ψ−(0) sustituyendo nuestros sis-
temas fundamentales en el sistema no homogéneo de nuestras ecuaciones
algebraicas lineales. Para este caso nuestro sistema esta dado de la siguiente
manera: {

ϕ−(0)F−1 (0) + Ψ−(0)F−2 = 0,

−ϕ−(0)F−
′

1 (0)−Ψ−(0)F−
′

2 (0) + 1/a = 0.

Resolviendo el sistema anterior encontramos que:

ϕ−(0) = − 1

a2
, Ψ−(0) =

1

a2
.

De igual manera para el caso cuando u = 1 nuestro sistema no homogéneo
de ecuaciones algebraicas lineales es:{

ϕ+(0)F+
1 (0) + Ψ+(0)F+

2 = 0,

ϕ+(0)F+′

1 (0) + Ψ+(0)F+′

2 (0)− 1/a = 0.

Dando como resultado lo siguiente:

ϕ+(0) =
1

a2
, Ψ+(0) = − 1

a2
.

Por tanto para el caso donde u = −1 tenemos que el resultado para
∆−(x1),∆

−
1 (x1),∆

−
2 (x1) es el siguiente:

∆−(x1) = ae−ax1 6= 0,

∆−1 (x1) =
1

a
(eax1 − 2),

∆−2 (x1) =
1

a
e−ax1 .
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Por tanto, las funciones ϕ−(x21),Ψ
−(x21) tienen la siguiente forma:

ϕ−(x21) =
1

a2
eax1(eax1 − 2),

Ψ−(x21) =
1

a2
.

Para el caso cuando u = 1, tenemos que ∆+(x1),∆
+
1 (x1),∆

+
2 (x1) están

representadas de la siguiente manera:

∆+(x1) = −aeax1 6= 0,

∆+
1 (x1) =

1

a
(e−ax1 − 2),

∆+
2 (x1) =

1

a
eax1 .

Por tanto, las funciones ϕ+(x21),Ψ
+(x21) tienen la siguiente forma:

ϕ+(−x21) =
1

a2
(−e−2ax1 + 2e−ax1),

Ψ+(−x21) = − 1

a2
.

Finalmente el resultado final para el caso 2 tiene la siguiente forma:

Φ1(x1, x2) =


(1/a)e−ax1 [e−2af(x1,x2) − 2e−af(x1,x2)] + 1/a,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

(1/a)eax1 [−e−2ag(x1,x2) + 2e−ag(x1,x2)]− 1/a,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,

Φ2(x1, x2) =



(1/a2)e−ax1 [e−2af(x1,x2) − 2e−af(x1,x2)] + 1/a,

+1/a2 − (1/a)x1,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0.

(1/a2)eax1 [−e−2ag(x1,x2) + 2e−ag(x1,x2)]

−1/a2 − (1/a)x1,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0.

Donde

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (4.48)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (4.49)



Caṕıtulo 5

Ejemplos del mapeo a
diferentes sistemas de
ecuaciones diferenciales
lineales

En este caṕıtulo consideramos algunos ejemplos del mapeo descrito en
el caṕıtulo 4. En principio, recordemos el siguiente teorema que permite
transformar cualquier sistema lineal de control de la forma

ẋ = Ax+ bu, |u| ≤ 1. (5.1)

al sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:
ẏ1 = a1y1 + a2y2 + ...+ anyn + u,
ẏ2 = y1,
...........
ẏn = yn−1.

|u| ≤ 1 (5.2)

Teorema 5.1. Transformación de sistemas lineales de control. [7]
Consideramos un sistema de la forma:

ẋ = Ax+ bu,

donde b ∈ Rn, a ∈ Rn×n.
Asumimos que Q = (b, Ab, ..., An−1b) tal que rg Q = m ≤ n. Entonces
existe una tranformación

z = Fx

69
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donde det F 6= 0 tal que el sistema (5.1) se tranforma en el siguente sis-
tema: 

ż1 =
∑q

i=1 α1izi,
...

żq =
∑q

i=1 αqizi.

(5.3)


żq+1 = zq+2,

...
żn−1 = zn
żn =

∑n
i=1 γizi + u.

(5.4)

donde q = n−m.

Observación 5.1. Los sistemas (5.3), (5.4) son la forma canónica de (5.1),
donde (5.3) es la parte no controlable y (5.4) es la parte controlable.

La demostración del teorema 5.1 Se encuentra en [7] . En nuestro caso
q = 0, es decir, m = n ya que el sistema es completamente controlable es
decir, para este caso no se cuenta con la parte no controlable, entonces la
matriz F de la tranformación tiene la forma:

F =


c∗

c∗A
...

c∗An−1

 .

Donde F ∈ Rn×n y donde c es tal que (c, b) = 0, (c, Ab) = 0,...,(c, An−1b) =
1.

5.1. Ejemplo 1

Consideremos el sistema:

ẋ1 = x1 + 3x2 − 7u,
ẋ2 = 3x1 + x2 − 5u.

(5.5)

Como se puede verificar este sistema no tiene la forma de sistema lineal
(5.2).
Entonces realizaremos una tranformación del sistema (5.5) al sistema (5.2)
Para dicho proceso útilizaremos el teorema 5.1.
Donde nuestro nuevo sistema toma la forma de:

ż = FAF−1z + Fbu,
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donde

A =

(
1 3
3 1

)
, b =

(
−7

−5

)
.

Entonces, realizando los cálculos correspondientes tenemos que:

c∗ =

(
5

72
− 7

72

)
, F =

(
5
72

−7
72

−2
9

1
9

)
.

De donde

Fb =

(
0

1

)
, FAF−1 =

(
0 1
8 2

)
.

Entonces, nuestro sistema transformado tiene la forma:

ż =

(
0 1
8 2

)
z +

(
0

1

)
u,

ó equivalentemente:
ż1 = z2,
ż2 = 8z1 + 2z2 + u.

(5.6)

Con el cambio de variable
z1 = y2,
z2 = y1.

(5.7)

el sistema (5.8) toma la forma,

ẏ1 = 2y1 + 8y2 + u,
ẏ2 = y1.

(5.8)

Ya que se ha realizado la tranformación de nuestro sistema estudiado (5.5)
a la forma del sistema (5.2) ahora se procederá a la aplicación del mapeo
estudiado en el caṕıtulo 4.
Primeramente realizamos el cambio de variable propuesto en el caṕıtulo 4
siguiente:

y1 = Φ1(x1, x2),
y2 = Φ2(x1, x2).

Donde

Φ1,2(x1, x2) =

{
Φ+
1,2(x1, x2), si u = 1,

Φ−1,2(x1, x2), si u = −1.

Encontramos las derivadas parciales de y1, y2 ahora con sus nuevas variables

ẏ1 =Φ̇1 = (
∂Φ1

∂x1
)ẋ1 + (

∂Φ1

∂x2
)ẋ2,

ẏ2 =Φ̇2 = (
∂Φ2

∂x1
)ẋ1 + (

∂Φ2

∂x2
)ẋ2.
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Y sustituimos en el sistema estudiado (5.8)

(
∂Φ1

∂x1
)u+ (

∂Φ1

∂x2
)x1 =2Φ1 + 8Φ2 + u, (5.9)

(
∂Φ2

∂x1
)u+ (

∂Φ2

∂x2
)x1 =Φ1. (5.10)

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.9), (5.10) es
equivalente a la ecuación

Zx1u+ Zx2x1 + Zx3(2Φ1 + 8Φ2 + u) + Zx4Φ1 = 0. (5.11)

donde Z(x1, x2, x3, x4) es una función desconocida tal que

x3 = Φ1 x4 = Φ2.

Como se planteó en el caṕıtulo 4 se realiza la equivalencia del sistema (5.11)
al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias siguiente:

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3

2x3 + 8x4 + u
=
dx4
x3

.

El cuál también es equivalente al sistema normal siguiente:

dx2
dx1

=
x1
u
, (5.12)

dx3
dx1

=
2x3 + 8x4 + u

u
, (5.13)

dx4
dx1

=
x3
u
. (5.14)

Obtenemos la siguiente ecuación diferencial ordinaria,

x
′′
4 − 2x

′
4u− 8x4 − u = 0.

Donde la caracteŕıstica asociada es la siguiente,

λ2 − 2λu− 8 = 0. (5.15)

Las ráıces de esta ecuación son:

λ1 = ±2, λ2 = ±4.

Por lo tanto, del caṕıtulo 4 sabemos que la solución general para (5.15)
cuando b 6= 0 es de la forma siguiente:



5.1. Ejemplo 1 73

u = −1 :

Φ−1 (x1, x2) = −ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−′
2 (x1),

Φ−2 (x1, x2) = ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−
1 (x1) + Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−
2 (x1) + 1/b,

u = 1 :

Φ+
1 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+′

1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F
+′

2 (x1),

Φ+
2 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+
1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F

+
2 (x1)− 1/b.

Donde
F±1 (x1) = e±2x1 , F±2 (x1) = e±4x1 ,

F±
′

1 (x1) = ±2e±2x1 , F±
′

2 (x1) = ±4e±4x1 .

Por lo tanto,
F±1 (0) = 1, F±2 (0) = 1, (5.16)

F+′

1 (0) = 2, F+′

2 (0) = 4, F−
′

1 (0) = −2 F−
′

2 (0) = −4. (5.17)

Ahora sustituimos los valores (5.16) y (5.17) en las siguientes ecuaciones con
el propósito de encontrar ϕ−(0), ψ−(0), ϕ+(0), ψ+(0)

0 =ϕ+(0)F+
1 (0) + Ψ+(0)F+

2 (0)− 1/b,

0 =ϕ+(0)F+′

1 (0) + Ψ+(0)F+′

2 (0).

0 =ϕ−(0)F−1 (0) + Ψ−(0)F−2 (0) + 1/b,

0 =− ϕ−(0)F−
′

1 (0)−Ψ−(0)F−
′

2 (0).

Por lo tanto, los valores de ϕ−(0), ψ−(0), ϕ+(0), ψ+(0) son los siguientes:

ϕ−(0) = − 1

12
, ψ−(0) =

1

24
.

ϕ+(0) =
1

24
, ψ+(0) = − 1

12
.

Estos valores coinciden con la parte derecha de las siguientes igualdades

ϕ−(0) = − λ1

b
√
D
,

Ψ−(0) =
λ2

b
√
D
,

ϕ+(0) = − λ2

b
√
D
,

Ψ+(0) =
λ1

b
√
D
,
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encontradas en el caṕıtulo 4.
Entonces los valores de ϕ−(x21), ψ

−(x21), ϕ
+(−x21), ψ+(−x21) para este ejem-

plo son:

ϕ−(x21) =
1

6

[
1

2
e2x1e−8x1

] (
e2x1 − 2

)
,

ψ−(x21) =
1

6

[
1

4
e2x1e−2x1

] (
e8x1 − 2

)
,

ϕ+(−x21) =
1

12

[
e−x1 − 2e−2x1

]
,

ψ+(−x21) =
1

24

[
−e−8x1 − 2e−4x1

]
.

Por lo tanto, las trayectorias óptimas para este ejemplo se escriben de la
siguiente manera:

Φ1(x1, x2) =



−(1/6)e−2x1 [e4f(x1,x2) − 2e−2f(x1,x2)]

+(1/6)e4x1 [e8f(x1,x2) − 2e4f(x1,x2)],
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

+(1/6)e−2x1 [e4g(x1,x2) − 2e2g(x1,x2)]

+(1/6)e4x1 [−e−8g(x1,x2) + 2e4g(x1,x2)],
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,

Φ2(x1, x2)

=



−(1/12)e−2x1 [−e4f(x1,x2) + 2e−2f(x1,x2)]

−(1/12)e4x1 [e8f(x1,x2) − 2e4f(x1,x2)] + 1/8,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

−(1/12)e−2x1 [−e4g(x1,x2) − 2e2g(x1,x2)]

−(1/12)e4x1 [−e−8g(x1,x2) + 2e−4g(x1,x2)]− 1/8,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0.

donde,

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (5.18)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (5.19)
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5.2. Ejemplo 2

Procederemos ahora a aplicar el mapeo encontrado en el caṕıtulo 4 a
un ejemplo donde los valores propios de sistema dinámico son valores reales
iguales. Sea

ẏ1 = 4y1 − 4y2 + u,
ẏ2 = y1.

|u| ≤ 1,

Siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior, primeramente realizamos
el cambio de variable de la forma:

y1 = Φ1(x1, x2),
y2 = Φ2(x1, x2).

(5.20)

Donde

Φ1,2(x1, x2) =

{
Φ+
1,2(x1, x2), si u = 1,

Φ−1,2(x1, x2), si u = −1.

De (5.2) tenemos que:

(
∂Φ1

∂x1
)u+ (

∂Φ1

∂x2
)x1 =4Φ1 − 4Φ2 + u, (5.21)

(
∂Φ2

∂x1
)u+ (

∂Φ2

∂x2
)x1 =Φ1. (5.22)

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.21), (5.22)
es equivalente a la ecuación

Zx1u+ Zx2x1 + Zx3(4Φ1 − 4Φ2 + u) + Zx4Φ1 = 0. (5.23)

donde Z(x1, x2, x3, x4) es una función desconocida tal que

x3 = Φ1 x4 = Φ2.

Y a su vez, el sistema (5.23) es equivalente al sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias siguiente:

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3

4x3 − 4x4 + u
=
dx4
x3

.

Este sistema es equivalente al sistema normal siguiente:

dx2
dx1

=
x1
u
, (5.24)

dx3
dx1

=
4x3 − 4x4 + u

u
, (5.25)

dx4
dx1

=
x3
u
. (5.26)
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La ecuación diferencial ordinaria asociada a nuestro sistema estudiado quedaŕıa
de la siguiente manera:

x
′′
4 − 4x

′
4u+ 4x4 − u = 0,

donde la ecuación caracteŕıstica asociada es la siguiente:

λ2 − 4λu+ 4 = 0.

Entonces, los valores propios son:

λ1 = ±2, λ2 = ±2.

Por lo tanto, tenemos que:

F±1 (x1) =e±2x1 , F±2 (x1) = x1e
±2x1 ,

F±
′

1 (x1) =± 2e±2x1 , F±
′

2 (x1) = ±2x1e
±2x1 + e±2x1 .

De donde

F±1 (0) = 1, F−
′

1 (0) = −2, F+′

1 (0) = 2, F±2 (0) = 0, F±
′

2 (0) = 1.

De manera análoga, hallamos los valores de ϕ−(0), ψ−(0), ϕ+(0), ψ+(0), los
cuáles son los siguientes:

ϕ−(0) =
1

4
, ψ−(0) =

1

2
,

ϕ+(0) = −1

4
, ψ+(0) =

1

2
.

Los valores de ϕ−(x21), ψ
−(x21), ϕ

+(−x21), ψ+(−x21) para este segundo ejem-
plo son:

ϕ−(x21) = e4x1
[
−1

4
+ x1

]
+ e2x1

[
1

2
− x1

]
,

ϕ+(−x21) = e−4x1
[

1

4
+ x1

]
+ e−2x1

[
−1

2
− x1

]
,

ψ−(x21) =− 1

2
e4x1 + e2x1 ,

ψ−(x21) =− 1

2
e−4x1 + e−2x1 .

Finalmente, hallamos las trayectorias óptimas correspondientes al ejemplo
estudiado.

Φ1(x1, x2) =



e4[−x1/2−f(x1,x2)][−2f(x1, x2)− x1]

+e2[−x1−f(x1,x2)][2f(x1, x2) + 2x1], x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

e4[x1/2−g(x1,x2)][2g(x1, x2)− x1]

+e(2)[x1−g(x1,x2)][−2g(x1, x2) + 2x1], x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,
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Φ2(x1, x2) =

e4[−x1/2−f(x1,x2)][−f(x1, x2)− 1/4− (1/2)x1]

+e2[−x1 − f(x1, x2)][f(x1, x2) + 1/2 + x1]− 1/4,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

e4[x1/2−g(x1,x2)][g(x1, x2) + 1/4− (1/2)x1]

+e2[x1 − g(x1, x2)][−g(x1, x2)− 1/2 + x1] + 1/4,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0.

donde,

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (5.27)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (5.28)

5.3. Ejemplo 3

Ahora consideramos un ejemplo donde los valores propios del sistema
dinámico son números complejos. Sea

ẏ1 = −2y1 − 2y2 + u,
ẏ2 = y1.

|u| ≤ 1

Se realiza el cambio de variable de la forma de (5.20) siguiendo el mismo
procedimiento se llega al sistema de la forma:

(
∂Φ1

∂x1
)u+ (

∂Φ1

∂x2
)x1 =− 2Φ1 − 2Φ2 + u, (5.29)

(
∂Φ2

∂x1
)u+ (

∂Φ2

∂x2
)x1 =Φ1. (5.30)

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.29), (5.30) es
equivalente a la ecuación

Zx1u+ Zx2x1 + Zx3(−2Φ1 − 2Φ2 + u) + Zx4Φ1 = 0. (5.31)

donde Z(x1, x2, x3, x4) es una función desconocida tal que

x3 = Φ1 x4 = Φ2.
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Caṕıtulo 5. Ejemplos del mapeo a diferentes sistemas de ecuaciones

diferenciales lineales

Y a su vez, el sistema (5.31) es equivalente al sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias siguiente:

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3

−2x3 − 2x4 + u
=
dx4
x3

.

El cuál también es equivalente al sistema normal siguiente:

dx2
dx1

=
x1
u
,

dx3
dx1

=
−2x3 − 2x4 + u

u
,

dx4
dx1

=
x3
u
.

La ecuación diferencial ordinaria asociada al sistema estudiado tiene la for-
ma,

x
′′
4 + 2x

′
4u+ 2x4 − u = 0,

donde la ecuación caracteŕıstica asociada es la siguiente:

λ2 + 2λu+ 2 = 0.

Entonces, los valores propios son:

λ+1 = 1− i, λ+2 = −1− i,

λ−1 = 1 + i, λ−2 = 1− i.

por lo tanto tenemos que:

F+
1 (x1) =e−x1 cos(αx1), F+

2 (x1) = e−x1 sin(αx1)

F−1 (x1) =ex1 cos(αx1), F−2 (x1) = ex1 sin(αx1)

F+′

1 (x1) =− e−x1 cos(αx1)− e−x1α sin(αx1),

F+′

2 (x1) =− e−x1 sin(αx1) + e−x1α cos(αx1),

F−
′

1 (x1) =ex1 cos(αx1)− ex1α sin(αx1),

F−
′

2 (x1) =ex1 sin(αx1) + ex1α cos(αx1).

Por lo tanto
F+
1 (0) = 1, F+

2 (0) = 0,

F−1 (0) = 1, F−2 (0) = 0,

F+′

1 (0) = −1, F−
′

1 (0) = 1,

F+′

2 (0) = 1, F−
′

2 (0) = 1.
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De manera análoga, se encuentran los valores de ϕ−(0), ψ−(0), ϕ+(0), ψ+(0)
los cuáles son los siguientes:

ϕ−(0) =
1

2
, ψ−(0) = −1

2
.

ϕ+(0) = −1

2
, ψ+(0) = −1

2
.

Los valores de ϕ−(x21), ψ
−(x21), ϕ

+(−x21), ψ+(−x21) para este ejemplo son:

ϕ−(x21) =
1

2α
(ex1 (ex1α cos (2αx1) + 2 sin (αx1)− 2α cos (αx1) + 2ex1 sin (αx1)))

ψ−(x21) =
1

4α

(
e2x1 (−4 cos (αx1) + 2ex1 cos (2αx1)

+4α (−1 + ex1 cos (αx1)) sin (αx1)))

ϕ+(−x21) =
1

2α

(
e2x1 (2ex1α cos (αx1)

−α cos (2αx1) + 2 (ex1 − cos (αx1) sin (αx1))))

ψ+(−x21) =
1

4α

(
e2x1 (−4ex1 cos (αx1)

+ cos (2αx1) + 4α (ex1 − cos (αx1)) sin (αx1)))

Por último encontramos las trayectorias óptimas correspondientes al
ejemplo estudiado:

Φ1(x1, x2)

=



ex1 [−e2f(x1,x2) sin{[2f(x1, x2) + x1]}

+2ef(x1,x2) sin{[f(x1, x2) + x1]}, x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

e−x1 [e2g(x1,x2) sin{[2g(x1, x2)− x1]}]

−(2eg(x1,x2) sin{[g(x1, x2)− x1]}, x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,
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Φ2(x1, x2)

=



ex1 [e2f(x1,x2)((1/2) sin{[2f(x1, x2) + x1]}

−(1/2) cos{[2f(x1, x2) + x1]})

−ef(x1,x2)((sin{[f(x1, x2) + x1]}

− cos{[f(x1, x2) + x1]})− 1/2 x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

ex1 [e2g(x1,x2)((1/2) sin{[2g(x1, x2)− x1]}

−(1/2) cos{[2g(x1, x2)− x1]})

+eg(x1,x2)((sin{[g(x1, x2)− x1]}

− cos{[g(x1, x2)− x1]}) + 1/2 x2 + x1|x1|/2 ≥ 0.

donde,

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (5.32)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (5.33)

5.4. Ejemplo 4

Por último consideramos el caso cuando b = 0, es decir, la matriz del
sistema dinámico estudiado es singular.
Estudiamos el sistema de control siguiente:

ẏ1 = 2y1 + u,
ẏ2 = y1.

|u| ≤ 1, (5.34)

Siguiendo el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores se llega a
la equivalencia del sistema (5.34) al sistema de la forma:

(
∂Φ1

∂x1
)u+ (

∂Φ1

∂x2
)x1 =− 2Φ1 + u, (5.35)

(
∂Φ2

∂x1
)u+ (

∂Φ2

∂x2
)x1 =Φ1. (5.36)

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.35), (5.36) es
equivalente a la ecuación

Zx1u+ Zx2x1 + Zx3(−2Φ1 + u) + Zx4Φ1 = 0 (5.37)
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donde Z(x1, x2, x3, x4) es una función desconocida tal que

x3 = Φ1 x4 = Φ2.

Y su vez, el sistema (5.37) es equivalente al sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias siguiente:

dx1
u

=
dx2
x1

=
dx3

2x3 + u
=
dx4
x3

(5.38)

Las igualdades (5.38) son equivalentes al siguiente sistema normal:

dx2
dx1

=
x1
u
,

dx3
dx1

=
2x3 + u

u
,

dx4
dx1

=
x3
u
.

La ecuación diferencial ordinaria asociada a nuestro sistema estudiado quedaŕıa
de la siguiente manera:

x
′′
4 − 2x

′
4u− u = 0, (5.39)

donde la ecuación caracteŕıstica asociada es la siguiente:

λ2 − 2λu = 0.

Entonces, los valores propios son:

λ±1 = 0, λ±2 = ±2.

Entonces la solución particular de la ecuación diferencial (5.39) de está dada
en la forma v(x1) = −1

2x1.
Entonces,

x4 =p1F
±
1 (x1) + p2F

±
2 (x1)−

1

2
x1,

x3 =u

(
p1F

±′
1 (x1) + p2F

±′
2 (x1)−

1

2

)
.

Del caṕıtulo 4 tenemos que la solución general para este caso tiene la forma
siguiente:

u = −1

Φ−1 (x1, x2) = −ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−′
1 (x1)−Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−′
2 (x1) + 1/a,

Φ−2 (x1, x2) = ϕ−(x2 + (1/2)x21)F
−
1 (x1) + Ψ−(x2 + (1/2)x21)F

−
2 (x1)− (1/a)x1,

u = 1

Φ+
1 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+′

1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F
+′

2 (x1)− 1/a,

Φ+
2 (x1, x2) = ϕ+(x2 − (1/2)x21)F

+
1 (x1) + Ψ+(x2 − (1/2)x21)F

+
2 (x1)− (1/a)x1.
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Por lo tanto, tenemos:

F±1 (x1) = e±2x1 , F±2 (x1) = 1,

F±
′

1 (x1) = ±2e±2x1 F±
′

2 (x1) = 0.

Aśı,
F±1 (0) = 1, F±2 (0) = 1,

F±
′

1 (0) = ±2, F±
′

2 (0) = 0.

De igual manera, se encuentran los valores de ϕ−(0), ψ−(0), ϕ+(0), ψ+(0)
los cuáles son los siguientes:

ϕ−(0) = −1

4
, ψ−(0) =

1

4
,

ϕ+(0) =
1

4
, ψ+(0) = −1

4
.

Entonces los valores de ϕ−(x21), ψ
−(x21), ϕ

+(−x21), ψ+(−x21) para este ejem-
plo son:

ϕ−(x21) =
1

4
e2x1

(
e2x1 − 2

)
,

ϕ+(−x21) =
1

4

(
−e4x1 + 2e−2x1

)
,

ψ−(x21) =
1

4
,

ψ+(−x21) = −1

4
.

Finalmente, encontramos las trayectorias óptimas

Φ1(x1, x2) =


(1/2)e−2x1 [e−4f(x1,x2) − 2e−2f(x1,x2)] + 1/2,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0,

(1/2)e2x1 [−e−4g(x1,x2) + 2e−2g(x1,x2)]− 1/2,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0,

Φ2(x1, x2) =



(1/4)e−2x1 [e−4f(x1,x2) − 2e−2f(x1,x2)] + 1/2,

+1/4− (1/2)x1,
x2 + x1|x1|/2 ≥ 0.

(1/4)e2x1 [−e−4g(x1,x2) + 2e−2g(x1,x2)]

−1/4− (1/2)x1,
x2 + x1|x1|/2 ≤ 0.
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donde,

f(x1, x2) :=
√
x2 + (1/2)x21, (5.40)

g(x1, x2) :=
√
−x2 + (1/2)x21. (5.41)



Apéndice A

A.1. Sistema de ecuaciones diferenciales cuasi lin-
eales con la misma parte principal.

El texto a continuación es un extracto del libro.[15, Richar Courant and
David Hilbert, pag. 139-145]
El estudio de las ecuaciones diferenciales cuasi-lineales en derivadas parciales

n∑
k=1

ak
∂uµ
∂xk

= bµ, (µ = 1, 2, ...,m), (A.1)

sugiere un enfoque de la teoŕıa de la caracteŕıstica que se diferencia del
expuesto en el caṕıtulo 2 de [15, Richar Courant and David Hilbert].

Los coeficientes a1, a2, ..., an, bn pueden depender de las variables x1, x2, ..., xn,
u1, u2, ..., un; son los mismos en todas las ecuaciones (A.1). Decimos que las
ecuaciones diferenciales de un sistema de este tipo tienen las mismas partes
principales.
Primero probaremos el siguiente teorema:

Teorema A.1. Un sistema de m ecuaciones diferenciales cuasi lineales en
n variables independientes que tienen la misma parte principal (de la forma
(A.1)) es equivalente a una ecuación diferencial en derivadas parciales de
primer orden lineal homógenea para una función de m+ n variables.

Demostración. Sea que un sistema de soluciones u1, u2, ..., um de (A.1) que
dependen de los parámetros (c1, c2, ..., cm) están dados de la forma

φ1(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., um) = c1
...............................................................
φm(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., um) = cm

(A.2)

84
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Para asegurar la posibilidad de calcular las funciones u1, u2, ..., um se asume
que el Jacobiano

∂(φ1, φ2, ..., φm)

∂(u1, u2, ..., um)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂φ1
∂u1

... ∂φm
∂u1

∂φ1
∂u2

... ∂φm
∂u2

... ... ...
∂φ1
∂um

... ∂φm
∂um

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (A.3)

es diferente de cero por doquier. Al derivar las ecuaciones (A.2) obtenemos

∂φµ
∂xκ

+
n∑
λ=1

∂φµ
∂uλ

∂uλ
∂xκ

= 0
µ = 1, 2, ...,m
κ = 1, 2, ..., n.

Multiplicamos por aκ y sumando sobre κ tenemos:

n∑
κ=1

aκ
∂φµ
∂xκ

+
m∑
λ=1

∂φµ
∂uλ

(
n∑
κ=1

aκ
∂uλ
∂xκ

)
= 0,

por lo tanto, debido a (A.1)

n∑
κ=1

aκ
∂φµ
∂xκ

+
m∑
λ=1

bλ
∂φµ
∂uλ

= 0. (A.4)

Vemos que las funciones φ = φµ del sistema (A.2) satisfacen la ecuación
(A.4) idénticamente respecto de x1, x2, ..., xn, c1, c2, ..., cm, es decir, todas
estas variables también satisfacen la misma ecuación diferencial lineal

n∑
κ=1

aκ
∂φ

∂xκ
+

m∑
λ=1

bλ
∂φ

∂uλ
= 0. (A.5)

Idénticamente respecto de x1, ..., xn, u1, ..., u(m). Si introducimos la notación

bλ = an+λ, uλ := xn+λ, r := m+ n,

entonces (A.5) toma finalmente la forma de la ecuación diferencial

r∑
κ=1

aκ
∂φ

∂xκ
= 0, (A.6)

para una función φ(x1, x2, ..., xr). Aśı se ha demostrado la primera parte del
teorema rećıprocamente sea que se dan m soluciones (φ1, φ2, ..., φm) de la
ecuación diferencial (A.6) cuyo Jacobiano es:

∂(φ1, φ2, ..., φm)

∂(xn+1, xn+2, ..., xr)
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que no se anula en ninguna parte.
Mostraremos que las funciones u1, u2, ..., um calculadas a partir de las ecua-
ciones

φµ(x1, x2, ..., xn, u1, u2, ..., um) = Cµ,

satisfacen el sistema (A.1).
Derivando, tenemos

∂φµ
∂xκ

+
m∑
λ=1

∂φµ
∂uλ

∂uλ
∂xκ

= 0

Nuevamente multiplicamos por aκ y sumamos respecto del ı́ndice κ, usando
(A.4), tenemos:

m∑
λ=1

bλ
∂φµ
∂uκ

=
n∑
κ=1

m∑
λ=1

aκ
∂φµ
∂uλ

∂uλ
∂xκ

,

ó

m∑
λ=1

∂φµ
∂uλ

(
bλ −

n∑
κ=1

aκ
∂uλ
∂xκ

)
= 0.

Ya que el determinante de las cantidades
∂φµ
∂uλ

no se anula, entonces tenemos

bλ −
n∑
κ=1

aκ
∂uλ
∂xκ

= 0,

es decir, el sistema (A.1) se satisface. De acuerdo al [15, párrafo 2, cap.
2] la integración de la ecuación diferencial lineal (A.6) es equivalente a la
integración del sistema caracteŕıstico de ecuaciones diferenciales

dxκ
ds

= aκ, (κ = 1, 2, ..., r).

Por lo tanto, vemos que el sistema (A.1) de ecuaciones diferenciales parciales
con las misma parte principal es equivalente a un sistema de m+n ecuaciones
diferenciales ordinarias, es decir; al sistema

dxκ
ds

= aκ, (κ = 1, 2, ..., n),

duλ
ds

= bλ, (λ = 1, 2, ...,m).

Utilizando estos resultados para desarrollar nuevamente la teoŕıa de las
caracteŕısticas de las ecuaciones diferenciales generales de primer orden.
Consideramos la ecuación diferencial

F (x1, x2, ..., xn, u, ux1 , ux2 , ..., uxn) = 0, (A.7)
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y lo remplazamos para el siguiente sistema de n+ 1 ecuaciones diferenciales
cuasi-lineales para u, p1, ..., pn con la misma parte principal, obtenida a
partir de la función F (x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn):

n∑
υ=1

Fpυ
∂pi
∂xυ

+ Fupi + Fxi =0 (i = 1, 2, ..., n). (A.8)

n∑
υ=1

Fpυ
∂u

∂xυ
−

n∑
υ=1

Fpυpυ =0. (A.9)

Las ecuaciones (A.8) se obtienen formalmente de (A.7) al diferenciar

con respecto a xi y luego reemplazar ux por pi y ∂2u
∂xi∂xυ

por ∂pi
∂xυ

. Por esta
sustitución la última ecuación se torna trivial.
Partiendo del sistema de ecuaciones diferenciales cuasi lineales con la misma
parte principal, ahora se puede desarrollar la teoŕıa de la ecuación diferencial
(A.7) para las n+ 1 funciones desconocidas u y pi. En primer lugar, vemos
de las observaciones anteriores que la integración de (A.8) es equivalente a
la del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

dxi
ds

= Fpi ,
dpi
ds

= −Fxi − piFu,
du

ds
=

n∑
υ=1

pυFpυ , (A.10)

es decir, es equivalente a la integración de las ecuaciones diferenciales carac-
teŕıticas derivadas para F de manera diferente que en el [15, párrafo 7, cap
2]. Demostraremos además que un problema de Cauchy especial para el sis-
tema (A.8)-(A.9) es equivalente a un problema de Cauchy para la ecuación
diferencial (A.7). Esto proporciona un nuevo fundamento para la solución
de un problema de Cauchy, el cuál fue resuelto en el [15, párrafo 7, cap 2],
mediante las ecuaciones diferenciales caracteŕısticas (A.10).
Para la demostración notamos que para cada solución de la ecuación difer-
encial (A.7), las funciones u y pi = ∂u

∂xi
son una solución de (A.8). Rećıproca-

mente, consideramos un sistema de soluciones u, pi del sistema de ecuaciones
diferenciales (A.8) que satisfacen las siguientes condiciones iniciales: Sea C
una variedad inicial de dimensión (n− 1) en el espacio (x, u), que no es car-
acteŕıstico en ninguna parte. Sea que en C se dan tales condiciones iniciales
pi, que F = 0 por doquier en C, además tal que en C

du−
n∑
υ=1

pυdxυ = 0.

Además, de que aquellas soluciones del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (A.10) que pasan por cada punto de C los valores iniciales correspon-
dientes de pi forman una superficie n-dimensional S dada por:

u = u(x1, x2, ..., xn),
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y que contiene C. Esta función u junto con las funciones correspondientes
pi es precisamente la solución del problema del valor inicial correspondiente
para (A.8).
Ahora debemos mostrar que también esta solución resuelve el problema de
valor inicias para F = 0. Para ello solo tenemos que demostrar que las
relaciones

F (x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn) = R(x1, x2, ..., xn) = 0,
pi(x1, x2, ..., xn)− uxi(x1, x2, ..., xn) = Pi(x1, x2, ..., xn) = 0,

se satisfacen por doquier en la superficie S. Tenemos en cuenta que las
relaciones

∂Pi
∂xκ
− ∂Pκ
∂xi

=
∂pi
∂xκ
− ∂pκ
∂xi

. (A.11)

satisfacen para las funciones P1(x1, x2, ..., xn). Además, tenemos

Rxi =
n∑
υ=1

Fpυ
∂pυ
∂xi

+ Fxi + Fuuxi ,

y por lo tanto, en base a las primeras n ecuaciones diferenciales en (A.8) y
la ecuación (A.11).

Rxi =
n∑
υ=1

Fpυ

(
∂Pυ
∂xi
− ∂Pi
∂xυ

)
− FυPi. (A.12)

Por otro lado, la última ecuación diferencial en (A.8) se puede escribir en la
forma

0 =

n∑
υ=1

FpυPυ. (A.13)

Aśı obtenemos
n∑
i=1

RxiFpi = 0,

es decir, usando la notación
Fpi = ai, (A.14)

donde las funciones ai(x1, x2, ..., xn) deben ser consideradas como coefi-
cientes conocidas.

n∑
i=1

aiRxi = 0. (A.15)

En la superficie integral S, consideramos ahora la curva definida por
(A.10) que genera esta superficie. La ecuación (A.15) afirma que en cada
una de estas curvas,

dR

ds
= 0,
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es decir; ya que R se anula en el punto inicial en C, tenemos que

R ≡ 0.

en S. Además, de la ecuación (A.12) tenemos

n∑
υ=1

aυ
∂Pi
∂xυ
−

n∑
υ=1

aυ
∂Pυ
∂xi

+ PiFu = 0, (A.16)

mientras que, después de la diferenciación con respecto de xi, la ecuación
(A.13)

n∑
υ=1

aυPυ = 0,

da la relación.
n∑
υ=1

aυ
∂Pυ
∂xi

+
n∑
υ=1

biυPυ. (A.17)

aqúı biυ = ∂aυ
∂xi

es nuevamente una función conocida de las variables x1, x2, ..., xn.
Sumando (A.16) y (A.17) se llega a las ecuaciones de la forma

n∑
υ=1

aυ
∂Pi
∂xυ

+

n∑
υ=1

ciυPυ = 0,

donde las cantidades ciυ también son funciones conocidas de x1, x2, ..., xn. En
cada una de las curvas caracteŕısticas dxi

ds = ai, estas ecuaciones se reducen
a la ecuación

dPi
ds

+

n∑
υ=1

ciυPυ = 0.

sin embargo, de (A.13) junto con la condición inicial (A.10), tenemos el
siguiente resultado: Ya que C no es caracteŕıstica, el determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Fp1 ... Fpn
∂x1
∂t1

... ∂xn
∂t1

... ... ...
∂x1
∂tn−1

... ∂xn
∂tn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
no se anula. Los valores iniciales de Pi son cero en C, y por lo tanto estás
funciones se anulan idénticamente.
De esta manera, la demostración de la equivalencia de los problemas de
valores iniciales para (A.8) y (A.7) está completa.



Apéndice B

B.1. Propiedad de un eigenvector de una matriz
A

Lema B.1. Sea A una matriz de n × n y sea v un eigenvector de A con
eigenvalor a, entonces v es un eigevector de eA con eigevalor ea.

Demostración. Sabemos que

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak.

Si Av = av entonces A2v = A(Av) = aAv = a2v. Por inducción tenemos
Anv = anv.
Entonces

eAv =

( ∞∑
k=0

1

k!
Ak

)
v =

∞∑
k=0

1

k!
Akv =

∞∑
k=0

1

k!
akv =

( ∞∑
k=0

1

k!
ak

)
v = eav.
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Apéndice C

C.1. Primeras integrales

Consideramos, un sistema autónomo normal de ecuaciones

ẋi = f i(x1, ..., xn), i = 1, .., n. (C.1)

cuyas partes derechas, junto con sus derivadas parciales, están definidos y
son continuas en algún dominio ∆ de las variables x1, ..., xn y sea la notación
vectorial para este sistema como:

ẋ = f(x). (C.2)

Una función que se define como:

u(x1, ..., xn) = u(x), (C.3)

que es continua, junto con sus derivadas parciales, en un cierto dominio G
contenido en ∆, se llama primera integral del sistema (C.1) si la sustitución
en (C.3) de x por una solución arbitraria ϕ(t) de (C.2) conduce a una ex-
presión que es independiente de t; es decir, la función u(ϕ(t)), depende solo
de la elección de la solución ϕ(t), y no de t. Cualquier primer integral u(x)
del sistema (C.1) satisface la condición

n∑
i=1

∂u(x)

∂xi
f i(x) = 0. (C.4)

Reciprocamente, cualquier función u(x) que satisfaga la condición (C.4) es
una primera integral del sistema (C.1).
Sea ξ un punto arbitrario de G y sea x = ϕ(t, ξ) una solución de la ecuación
(C.2) con condiciones iniciales (0, ξ). Tenemos:

0 =
d

dt
(uϕ(t, ξ)) |t=0=

n∑
i=1

∂u(ξ)

∂ξi
f i(ξ);
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92 Caṕıtulo C.

como ξ es un punto arbitrario de G, la relación (C.4) se cumple en G.
Supongamos ahora que la relación (C.4) se cumple para la función u(x), y
sea x = ϕ(t) una solución arbitraria de (C.2). Sustituyendo x = ϕ(t) en
u(x), obtenemos una cierta función

v(t) = u(ϕ(t)).

Al diferenciar esta función con respecto a t, obtenemos:

dv(t)

dt
=

n∑
i=1

∂u(ϕ(t))

∂xi
f i(ϕ(t)) = 0.

Entonces u(ϕ(t)) no depende de t.
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