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Abstract

In this thesis, we study the construction of a diffeomorphism of the linear
system
. _ b
{ y.l ay1 + 0y2 + u, ‘u| <1, (1)
Y2 = Y1,
to the canonical system
{ U <1
Xy = 171,
This diffeomorphism is defined on R? except on a curve, called a switch-
ing curve. The mentioned transformation allows solving the optimal control
problem for the original system (1).

It is worth mentioning that the control is bounded, that is, the control sat-
isfies the restriction |u| < 1.

11



Resumen

En esta tesis estudiamos la construcion de un difeomorfismo del sistema

lineal '
{ 3{1 = ay; + by2 + u, ’u‘ <1, (2)
Y2 = Y1,

al sistema candnico

{“’“.1:“ u| < 1.
To = X1

Tal difeomorfismo, definido en R? excepto en una curva llamada curva de
conmutacién, permite resolver el problema de control éptimo para el sistema
original (2).

Cabe mencionar que el control es acotado, es decir, el control satisface la
restriccién |u| < 1.

Palabras clave: Difeomorfismo, acotado, control éptimo, curva de con-
mutacién, sistema candnico.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La teoria de control es una disciplina matematica descrita por ecua-
ciones diferenciales que se usa para resolver problemas modelados mediante
sistemas que evolucionan con el tiempo, estos sistemas son influenciados por
parametros externos.

El control éptimo es el estudio de sistemas de control tal que las variables
de control, llevan un estado inicial del sistema de control a un estado final
en forma éptima.

La teoria de control existia desde mucho antes de que se le conocieran con
su nombre teoria de control, por ejemplo, en el mundo de los organismos
cuentan con mecanismos de regulaciéon que garantizan el mantenimiento de
las variables esenciales.

Una de las nociones con las cudles estd inspirada la teoria de control es la de
”feedback” que se traduce al espanol como retroalimentacién, dicho término
se incorpord a lo que hoy conocemos como teoria de control en los anos 20
por los ingenieros del ”Bell Telephone Laboratory”.

Hoy en dia la nocién de feedback es también comin en la biologia, psicologia,
etc. El principio de causa-efecto se ha dejado de entender como un estado
estatico y se entiende ahora desde una perspectiva dindmica, con el mecan-
ismo de feedback estamos frente al principio causa-efecto-causa.

Otra nocién importante en la teoria de control es la de optimizacién, la cudl
es una técnica que tiene como objetivo aumentar o mejorar el valor de una
variable. Por lo tanto, se puede decir que las dos grandes ideas que han
servido de inspiracién a la teoria de control son: el mecanismos de feedback
y la optimizacion.

13
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Refiriéndonos sobre la historia de la teoria de control, ya en los trabajos
de Ch. Huygens y R. Hooke sobre la oscilacién del péndulo a finales del
siglo XVII, surgen elementos de lo que hoy conocemos como teoria de con-
trol, cuyo objetivo era el de tener una medicién precisa del tiempo. En los
anos 30 del siglo X X la ingenieria del control juega un rol importante en
la ingenieria de sistemas complejos. Durante los anos 30 se produjo un im-
portante avance en el control automético y las técnicas de diseno y anélisis.
Las aplicaciones eran numerosas por ejemplo: amplificadores en sistemas
telefonicos, estabilizacion de aviones, el sistema de distribucién de platas
eléctricas, quimica del petréleo y del acero, etc.

Las instituciones también comenzaron a tomar conciencia de la relevancia de
la disciplina del control automético por ejemplo la ASME (Sociedad Amer-
icana de Ingenieros Mecédnicos) de EEUU y la IEE (Instituto de Ingenieros
Eléctricos) Britanica.

Durante la Segunda Guerra Mundial y los anos que le siguieron, los inge-
nieros y cientificos tuvieron que mejorar su experiencia en los mecanismos
de control de seguimiento de aviones y de los proyectiles antiaéricos y en
el disefio de baterias antiaéricas. Para inicio de la década de los afios 50,
cientificos rusos y norteamericanos tenian el problema de resolver como 1I-
evar un vehiculo espacial de algin punto inicial A de la Tierra a un punto
final B en el espacio en un tiempo minimo y que a la vez se consumiera la
menos cantidad de combustible posible. En resumen, se queria encontrar las
trayectorias 6ptimas en un espacio tridimensional. A partir de 1960 comien-
za el auge de la teoria del control cléasica.

En esta década se comienza una nueva era en la que se pretende hacer un
frente a algo que se habia puesto de manifiesto durante la segunda guerra
mundial: los modelos utilizados hasta ese momento eran inadecuados para
representar la complejidad del mundo real puesto que los sistemas reales
son no-lineales y esta sujetos frecuentemente a perturbaciones ruidosas, las
importantes contribuciones de R. Bellman (programacién dindmica), de R
Kalman (filtrado y anélisis algebraico de problemas de control) y de L. Pon-
tryagin (Principio del Maximo en el control éptimo no-lineal) establecieron
los pilares fundamentales de la investigaciéon en Teoria de control en las ulti-
mas décadas.

En 1987, Korobov y Sklyar dieron una solucién analitica exacta del prob-
lema de control de tiempo 6ptimo para el sistema n-dimensional de control
canénico. Para n = 2 este sistema tiene la forma:

{ Ty <1 (1.1)

To = Tq.

Dicho método fue construido mediante algunos polinomios algebraicos cuyas
raices corresponden al tiempo éptimo y puntos de salto del control 6ptimo

u(t).
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En el presente trabajo de tesis se considera la clase de sistemas de la forma

2 = Y1.

Donde a y b son nimeros reales.

Cada sistema lineal controlable con coeficientes constantes de la forma del
sistema (1.2) puede ser reducido al sistema (1.1) por medio de un cambio
de variables.

En este trabajo se estudiard una transformacién de la forma y = ®(z)
entre los sistemas (1.1) y (1.2). Dicho mapeo nos brinda la posibilidad de
resolver el problema de control de tiempo éptimo para sistema (1.2) y usar la
solucién analitica de este problema para diferentes casos de sistemas lineales
con coeficientes constantes.

1.2. Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es el estudio detallado del mapeo entre el sistema
canénico (1.1) y el sistema lineal (1.2), esta transformacién permite encon-
trar una solucién analitica del problema de control lineal (1.2) en tiempo
optimo.

Otro objetivo es aplicar dicho mapeo a diferentes ejemplos de ecuaciones
lineales con coeficientes constantes.
Esta tesis se basa principalmente en el trabajo de Korobov [18]

1.3. Planteamiento del problema

A. Sea dado el sistema lineal con control acotado (1.2). Determinar la
existencia de un mapeo, en general no lineal, tal que el sistema anterior se
transforma en el sistema candnico (1.1).

B. Determinar de manera explicita el mapeo que resuelve el problema ante-
rior, y brindar algunos ejemplos de aplicacién de dichos mapeos.

1.4. Metodologia

1.- Se realiza un cambio de variable sobre el sistema lineal (1.2) de la
forma y; = ®1(x1,x2), yo = Po(x1,22), obteniendo la ecuacién diferencial
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siguiente:

<I>1x1u + (1)112311 =aP| + bPy + u, (1.3)
<I>2m1u + (1)2121,‘1 =dq. (14)

2.- Se propone una funcién de cuatro variables Z(x1, x9, x3,x4) tal que x3 =
P, 4 = ®9. Derivamos Z respecto del tiempo, llegamos a una ecuacion en
derivadas parciales de la forma:

Zp o+ Zyo,x1 + Zyg(axs + bry +u) + Zy,x3 = 0. (1.5)

Utilizando la equivalencia del sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (1.5) y el sistema conformado por las funciones (1.3), (1.4) se llega
a un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias.
dr;  dzo dxzs dxy

u X _(ax3+bx4—|—u)_x73'

3.- Se realiza un analisis del sistema de cuatro ecuaciones diferenciales or-
dinarias resolviendo el sistema por partes separadas: la primera parte se
resuelve la ecuacion diferencial ordinaria

dxg o I

dey  u’
por el método de variables separadas.
La segunda parte se encuentra la solucién del sistema normal

drz  (aw3 + bry+ u)

dr; U ’
dry x3
dey u’

donde dicho sistema normal se reduce a la ecuacion diferencial ordinaria

11

Ty — auzy — bry —u = 0. (1.6)

4.- Se encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial ordinaria (1.6)
en la forma:

u=—1:

Oy (21,22) = —¢ (22 + (1/2)2]) F (1) — U (22 + (1/2)1‘%)172/(561)7( |
1.7

D5 (w1, m2) = ¢ (w2 + (1/2)a3) Fy (1) + U~ (22 + (1/2)2]) Fy (21) + 1(/57)
1.8

u=1:

O (21,22) = ¢ (22 — (1/2)2]) F (1) + U (22 — (1/2)2]) FS (21), (1.9)

OF (w1, m9) = ¢ (w2 — (1/2)a}) Fy (21) + U (22 — (1/2)2]) Fy (21) — 1/b.

(1.10)
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5.- Por medio del método de Cramer se encuentran las funciones asociadas

P (w2 + (1/2)21), U7 (22 + (1/2)a1),
ot (w2 — (1/2)21), O (22— (1/2)a}).

de la solucién general (1.7), (1.8), (1.9), (1.10).

6.- Por ultimo se realiza un andlisis de la ecuacién diferencial ordinaria
(1.6) para los diferentes casos donde la matriz del sistema (1.2) tiene val-
ores propios reales iguales, valores propios reales diferentes, valores propios
complejos y donde la matriz del sistema (1.2) es singular.

1.5. Contribuciones de la tesis

En este trabajo se expone de manera detallada un método de solucion
de sistemas lineales de la forma de (1.2). Se realiza un anélisis extenso sobre
el mapeo propuesto en el articulo [18], verificando los diferentes casos para
los valores propios cuando:

e Caso 1: b # 0. La matriz del sistema (1.2) es no singular

e Caso la: La matriz del sistema (1.2) tiene valores propios reales iguales.
e Caso 1b: La matriz del sistema (1.2) tiene valores propios reales diferentes.
e Caso lc: La matriz del sistema (1.2) tiene valores propios complejos.

e caso 2: b = 0. La matriz del sistema (1.2) es singular.

Y por ultimo se brindan ejemplos de aplicaciéon para cada caso.

1.6. Organizacion de la tesis

El presente trabajo se divide en 5 capitulos.

En el capitulo 1 se da una breve introduccién sobre el trabajo estudiado en
esta tesis.

En el capitulo 2 se realiza una introduccién a la teoria de control, en par-
ticular a la teoria de control de sistemas lineales. Se presenta el principio
del maximo de Pontryagin. En el capitulo 3 se presentan 3 ejemplos de sis-
temas de control lineal, donde se destacan 2 ejemplos importantes los cudles
son, una particula en movimiento descrita por el sistema candnico (1.1) y el
oscilador arménico representado por el sistema peridédico

xr1 =I2,

To = — 1 + u.
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y por iltimo el sistema

T =2,

To =x1 + u.

Dicho sistema cuenta con una peculiaridad ya que es un sistema en el cudl
no todos los puntos del espacio fase pueden ser controlados.

En el capitulo 4 se presenta el mapeo aplicado sobre el sistema canénico (1.1)
al sistema lineal (1.2). Se describe un estudio extenso sobre la metodologia
a seguir para generar dicho mapeo, se encuentran las soluciones generales
de y1 y y2 para los diferente valores propios del sistema lineal estudiado.
En el capitulo 5 se expone una serie de 4 ejemplos de aplicacién del mapeo
estudiado en el capitulo 4 para diferentes sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales.



Capitulo 2

Introduccion a la teoria de
control

2.1. Planteamiento del problema de control 6pti-
mo

Consideramos un sistema que cambia con el paso del tiempo. Definimos
el estado del sistema mediante un conjunto de n variables dependientes del
tiempo ¢

x1(t), .oy xn (). (2.1)

Estas variables se llaman variables de estado donde z(t) = (x1(t), ..., x,(t)) €
R™, para t que pertenece a cierto intervalo (a,b).

El proceso descrito por z;(t) para i € {1,..,n} a lo largo del tiempo, puede
ser controlado por r funciones dadas:

Estas funciones influyen en dicho proceso, y reciben el nombre de funciones
de control.

Se les llamara controles admisibles a las transformaciones u : t — u(t) € R".
Ademds se asumird que el sistema dindmico variante con el tiempo es el
siguiente:

B — fy (@1(8)y ooy @ (£t (£, ooy ()
W20 o (1 (£), ooy T (£), 11 (E), oy un(£)

(2.2)

nll) — fo (1 (8), s (), 101 (£), s (1)
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Donde (fi, ..., fn) son funciones conocidas las cuales describen la dindmi-
ca del sistema. Por lo tanto, el sistema dinamico de ecuaciones diferenciales
se puede reescribir de la siguiente manera:

dx(t)
dt

= f(z(t),u(t)) xzeR" welR", t>t, (2.3)

con la condicién inicial z(ty) = 2° € R™.
Al sustituir un control admisible u = u(t) en la ecuacién (2.3) con condicién
inicial 2° € R™ se obtendra un problema de Cauchy:

dx(t)
dt

= f(z(t),ut), z(to) ="

Como es conocido, si f es de clase C', dicho problema de Cauchy tiene
una solucién tinica denotada como x(t, tg, 2°) en cierto intervalo (—h-+tg, to+
h).

Para plantear el problema de control 6ptimo se introduce un funcional J con
el objetivo de comparar diferentes controles admisibles en el intervalo [tg, t1]:

t1

J(@,u)= [ fola(t), u(t))dt.

to

Aqui fop: R" x R"™ — R es continua con respecto de x, u y t.
Definicion 2.1. definamos la variable xq, tal que

dx()

=0 = fola(t),ut) 24

donde
:L’o(t()) = 0

Por lo tanto, el problema de tiempo minimo consiste en minimizar el
tiempo de traslado de un estado inicial z(¢y) a un estado final z(¢1) donde
t1 no es necesariamente fijo. Ahora que se han definido los puntos funda-
mentales de la teoria de control, el problema que se estudiara se enunciar de
la manera siguiente:

Entre todas las variables de control u(t) del sistema (2.3) que lleva al
sistema desde el estado inicial x(to) al estado final z(t1) encontrar la funcion
u(t) tal que J toma su valor minimo. Dicho control se llama problema de
control optimo.
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2.2. Restricciones del control 6ptimo y principio
maximo de Pontryagin

Es importante mencionar algunas restricciones sobre las variables de con-

trol. Primeramente, se asumira que u(t) = (uq(t), ..., u,(t)) solo podra tomar
valores sobre un subconjunto cerrado y acotado U € R™. Donde U serd cono-
cida como ”la regién de control”.
Asumiremos también que wu(t) es una funcién continua a trozos con un
numero finito de discontinuidades y supondremos que f;(z,u) y %ﬁ_’u) para
todo i € {0,1,...,n} y para todo j € {1,...,n} son continuas respecto a las
n + r + 1 variables de las que dependen.

Con la variable xy anadida anteriormente al sistema inicial (2.1), tenemos

z = f(z,u),
donde Z = (wo,1,...,2n), [(Z,u) = (fo(Z,u),..., fo(Z,u)) v f;(Z,u),
j =0, ...,n representan la parte derecha de (2.2) Recordemos que el problema
de control éptimo se estudia en un intervalo de tiempo [to,?1] fijo. De la

observacion 2.1 tenemos que:

xo(t) = t folx(t),u(t))dt

tal que zo(tg) = 0 y zo(t1) = J(z,u). Reccordemos que fp es una funcién
continua respecto de x y wu, fija.

Introducimos el vector ¢ (t) denominado funcién adjunta que satisface la
igualdad
n —
- ofj(z,u) ,
z/;i:—zaixi’@bj, i=0,...,n. (2.5)
7=0
El sistema de ecuaciones (2.5) satisface las condiciones de existencia y uni-
cidad, ya que % es continua.
Introducimos una funcién escalar H(x,u,,t), definida de la siguiente man-
era:

H(x, u7¢) = %fo(l’au) + 1/J1f1(33a u) + ..+ wnfn(xvu)7

donde
oOH

1/13' = _87]-’

La funcién H se denomina ”funcién Hamiltoniana”. La introduccién de la
funcién Hamiltoniana induce el siguiente teorema, mejor conocido como el
Principio Maximo de Pontryagin del cudl se brindara una explicacion en la
siguiente seccién para n = 2.

7=1(0,1,2,...,n)
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2.2.1. Principio Maximo de Pontryagin

Recordemos el problema de control éptimo para R2. Se desea encontrar
el control 6ptimo u(t) para el sistema

1 = fi(x1,z2,u), Z2 = fo(x1,22,u)

que permita trasladar el punto (29,29) al punto (z1,z}), en algin sentido

6ptimo. Iniciamos en tiempo fijo t = ¢y y terminamos en algin tiempo no
especificado ;. Se utilizardn las funciones de control admisibles u(t) las
cudles son continuas y acotadas por trozos de tal manera que minimicen el

funcional: .
1

J(x,u) = fo(zi(t), x2(t), w)dt.

to
En este caso y como se explicé en la seccion anterior, se realizard un andlisis
sobre el comportamiento de la funcién Hamiltoniana:

H = o fo(z1, x2,u) + 1 f1(w1, 22, u) + Y2 fo(x1, 12, 0), (2.6)

donde 1); satisface las ecuacion:

i=(0,1,2). (2.7)

Teorema 2.1. (Principio del Mdaximo de Pontryagin). Sea u(t) un con-
trol admisible con la trayectoria correspondiente x*(t) = (z7(t), 25(t)) que
traslada el punto z° en el momento t =ty al punto x' en algin tiempo no
especificado ti. Entonces para que w y x* sean dptimos (es decir que J se
minimice) es necesario que exista un vector ¥ = (g, ¥1,1%2) que satisfaga
la ecuacion (2.7) y exista una funcién escalar

H(Y,z,u) = Yo fo(w,u) + P1f1(z,u) + 2 fo(z,u),

tal que:

i) Por cada t en ty < t < t1, H alcanza su mdzimo con respecto a u en
u = u*(t).

it) HW* 2", u*) =0 y o <0 ent =t1, donde *(t) es la solucion de (2.7)
para u = u*.

Ademds, se puede mostrar que H(¢*(t),z*(t),u*(t)) = constante y
o(t) = constante de tal modo que H = 0 y ¥ < 0 en cada punto de
la trayectoria éptima.

La variable de estado zg se define como la solucién de la ecuacién diferencial

xo = f0($1(t),l‘2(t), u)v
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la cudl satisface la condicién inicial zg(tp) = 0. La funcién fy satisface las
mismas condiciones diferenciales que f1, fa, es decir, la funcién z(t) en un
tiempo ¢ se interpreta como el costo incurrido hasta ese tiempo. En el tiempo
t =ty, xo(t1) es el costo total de J.

2.3. Controlabilidad, teorema de Kalman, teore-
ma de Weierstrass y definicion de difeomor-
fismo

Ahora se presentardn algunas definiciones y teoremas sobre la teoria de
control que tendran gran importancia en las secciones posteriores.
Consideramos el siguiente sistema de control:

&= f(z,u), weR", weR’, feCY(D), DCR". (28
Donde D es una regién, es decir, un conjunto abierto y simplemente conexo.

Definicién 2.2. Si para un par de estados z°, 2" € R™ existe una funcion
continua a trozos u(t):
u(t) : [0,T7] - R",

tal que la trayectoria x(t) del sistema

&= f(x, u(t))
z(0) = 29
satisface la igualdad x(T) = x', entonces se dice que el control u(t)

traslada el estado 20 al estado x' en tiempo T.

Definicién 2.3. El sistema (2.8) es completamente controlable si para todo
xl, 2% € R" existe un control u(t) definido en [0,T) tal que traslada el estado
z! al estado 2.

Definicién 2.4. (Controlabilidad cero). Se considera el sistema de control
lineal siguiente:
& = Az + Bu, (2.9)

donde Apxn, Bnxr son matrices reales. Entonces el sistema (2.9) se llama
cero controlable en tiempo T si existe

ueQCR"

donde Q) es conjunto compacto. Tal que u = u(t) traslada x° al origen en
tiempo T'.
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Definicién 2.5. El conjunto de puntos X, en R™ desde los cudles se puede
alcanzar el origen en virtud a controles admisibles se llama conjunto cero
controlable.

Teorema 2.2. (Criterio de Kalman). Sea Q = R". Consideramos el sistema
de control lineal siguiente:

& = Az + Bu, (2.10)

donde Ay xn, Bnxr son matrices reales. El sistema de control lineal (2.10) es
completamente controlable si el rango de la matriz (B, AB, ..., A""'B) = n,
donde n es la dimension del espacio fase R™.

Teorema 2.3. Teorema de Weierstrass [10, Teorema 3.16] Sea f una
funcidn continua en un intervalo compacto |a,b]. Entonces f es acotada en

[a, b].

Teorema 2.4. Teorema de Bolzano-Weierstrass [10, Teorema 3.17]
Sea f : [a,b] = R continua en [a,b]. Entonces f alcanza su mdzimo y su
minimo en [a,b], es decir, existe M, m € [a,b] de modo que:

f(M) > f(x); para todo x € [a,b],
f(m) < f(x); para todo zx € la,bl.

Definiciéon 2.6. Dados dos conjuntos R y S, una aplicacion diferenciable
f:R— S, es un difeomorfismo si f es biyectiva y su inversa f~': R — S,
también es diferenciable.

Dos conjuntos R y S son difeomorfos si existe un difeomorfismo f entre
ellas.

Definicién 2.7. [18, Definicion 1.1] Sea S una superficie en R™, nos refe-
rimos a la aplicacion diferenciable y = ®(x) como el S,,_1-difeomorfismo si
es continuo y suave en su dominio.

Definicién 2.8. [18, Definicion 1.2] Sea S una curva en R2, llamamos a
los sistemas

{ A (2.11)
Tro9 = X21.

{ ?jl =ay; + by2 + u, |U| <1 (2 12)
Y2 = Y1 -
Sy -difeomorfos si existe un Sy -difeomorfismo, del conjunto cero controlable

del sistema (2.11) al conjunto cero controlable del sistema (2.12) correspon-
diente al un mismo control.
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Definicion 2.9. Sea A una matriz de dimension n X n. La matriz exponen-
cial et se define mediante la relacion

o0

o
At . — A,

1
0 J:

La matriz estd bien definida en virtud a la desigualdad || e ||< el 4l Donde
||A|| es la norma de la matriz A definida como

1
1A= (D lai; )2
ij

Definicion 2.10. Consideramos el sistema

& = Az + Bu, (2.13)
donde
T (75}
xT9 u9
T = , U=
Tn U

El sistema (2.13) se llama sistema normal si es completamente contro-
lable respecto de cada componente uq, ..., u, del vector control u(t).

Lema 2.5. [17, Lema 3.1] Para que el sistema (2.13) sea normal es nece-
sario y suficiente que todas las matrices

GJ = [b]AbJ77An71in| ’ (] = 1727'“77.)7

sean invertibles.
Aqui b; es la columna j-ésima de la matriz B.

Observacion 2.1. Notemos que cada sistema normal es completamente
controlable, pero no cada sistema completamente controlable es normal.
En efecto, consideramos el siguiente sistema:

T = =3z + u1 + aus,
To = —dxo + uyp + 2us.

a=(* %) 5= (1)

(2.14)

Denotemos
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Entonces tenemos,

G:(B7AB):(1 a -3 —3a>‘

1 2 -5 -10

Por teorema 2.2 el sistema (2.14) es completamente controlable.

Por otro lado, para verificar que el sistema (2.14) es normal se toman los
siguientes sistemas

Jfl = —3561 + uy,
To = —dTo + uq.
y
r1 = —3x1 + auy,
2.1
To = —Hxo + 2us. ( 5)

los cuales deben ser completamente controlables, sin embargo, denotando

1 -3 a —3a
Gl.—<1 _5>, GQ._<2 . >

Vemos que el sistema (2.15) no es completamente controlable para a = 0.
Es decir el sistema (2.14) no es normal para a = 0.

2.4. Tiempo de control 6ptimo para sistemas lin-
eales

Consideramos un sistema lineal de control en R?, es decir, se consideran
dos variables de estado x;(t), x2(t). Consideramos una variable de control
u(t), la cudl cumple con la condicién siguiente |u| < 1, donde u es una funcién
continua a trozos. Este sistema lineal se representar de manera general por
las siguientes ecuaciones diferenciales:

(2.16)

X1 = axy + bxe + lu
Lo = cx1 + dxo + mu

donde a, b, c,d, [, m son constantes.
En forma matricial el sistema (2.16) se reescribe como sigue:

i = Ax + gu,
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(18) ()

A continuacién, consideramos un ejemplo del problema de tiempo de control
6ptimo para el sistema lineal (2.16).

Sea que el sistema (2.16) es completamente controlable, es decir, se puede
trasladar un punto inicial dado z(tg) = 2° a un punto final z(t;) = !
mediante un control admisible.

Deseamos encontrar un control admisible %(t) tal que minimice el funcional

siguiente:
t1
J:/ 1dt = t1 — to.
t

0

donde

)

Para minimizar J se hara uso del Principio del Maximo de Pontryagin de-
scrito en la seccién (2.1). Notemos que el funcional J representa el tiempo.
La funcién H (), x,u) de acuerdo a la ecuacién (2.6) tiene la forma siguiente:

H = -1+ ¢1(axy + bxe + lu) + o(cxy + dxg + mu),
H = -1+ {1 (x1a + x2b) + Va(x1c + x2d) + (I1p1 + mapa)u.

El sistema adjunto estd dado por:

71%1 =98 — —ayy — i)y,
g = —GE = —bypy — dips.

En notacion matricial tiene la siguiente forma:

Y =—ATy donde 1= <¢1>.
(o)

yva que H es lineal en u, para maximizar H es necesario que u =16 u = —1,

dependiendo del signo del coeficiente [y + mao. Por lo tanto, los inicos

controles que pueden llevar a un tiempo minimo de transferencia son aquellos

de la forma

u = sgn(l1 +mys).

Estos controles son constantes por partes y discontinuos en los ceros de

S = (I + mapa).

Es decir, cambian de 1 a -1 siempre que S = 0, donde .S se denomina funcién
de conmutacion.

En el intervalo de tiempo entre dos ceros de S, el control es constante por
lo que las ecuaciones de estado se vuelven auténomas.

i=Ar+gu donde mw=1, uw=-1.
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Las formas de las trayectorias en el plano (x1,z2) se encuentran ficilmente
en cada caso. Cuando ad — be es distinto de cero, las trayectorias para uw = 1
tienen una singularidad aislada o punto de reposo en la interseccién de

(azy + bxg +1) =0,

(cx1 +dxg +m) = 0.

Mientras que las trayectorias para uw = —1 tendran una singularidad aislada
en la intersecién de
(axl + bxoy — l) =0,

(cz1 + dxy —m) = 0.

El comportamiento de ambas familias de trayectorias estd determinado por
los valores propios de la matriz A del sistema (2.16), recordemos que un
punto de reposo en el plano de fase representa una solucién para todo t.

2.5. Numero de conmutaciones del control 6ptimo

En esta seccion presentamos el resultado sobre el niimero de conmuta-
ciones del control éptimo.

Lema 2.6. [8, Lema 5.1] (i) Sea A matriz de 2 x 2, si los valores propios
de A son reales, entonces la funcién de conmutacion S puede tener como
mAarimo un cero.

(ii) Cuando es el caso, las Uunicas secuencias de control que pueden ser opti-
mas Son:

{1}’ {_1}7 {17 _1}7 {_17 1}

Donde por ejemplo, {1} significa =1 para to <t < t;

L _ 1 to<t<rT
1,-1 =J ™ ==
{1,—-1} significa u { 0 r<t<t

y T el cero de S.

La demostracion de este lema se llevara a cabo para n arbitrario. Sea
que la regién de control representa un cubo de r dimensional determinado
por las desigualdades

lug) <1 (k=1,2,...,7).
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Recordemos que la funciéon Hamiltoniana del problema considerado tiene la
forma

n n r
H(p,z,u) =Y v [ > agay + > by |
=1 \y=1 k=1
o en su forma vectorial
T T
H(¢Y,z,u) =" Az + " Bu. (2.17)

El sistema adjunto para la variable () es:

di T

— =—A". 2.18
W 4Ty (218)
El control éptimo debe alcanzar en el maximo de la funcién H. En virtud
a que el control u depende solamente del segundo sumando en (2.17), el

control 6ptimo debe alcanzar su maximo en el sumando ¥’ Bu. Tenemos

wTBu = Z ¢z bikuk = Z Uk Z bzsz (2.19)
1 k=1 i=1

=1 k=

Cada componente uy, del control u varia independientemente de los restantes.
Por eso, la expresion (2.19) alcanza su maximo si ¢, toma el valor

up = sgn y bathi, (k=1,2,..,7). (2.20)

=1

De esta manera, el control 6ptimo es una funcién constante a trozos respecto
del tiempo con valores que pertenecen a las aristas del cubo r-dimensional.
Cada componente ug es una funcién constante a trozos que toma valor en
+1 que depende del signo " | bjx1;(t). Vamos a mostrar que si el sistema

n

dx; ! .
dtz = Zaijxj + Zbikuk, (Z =1,2, ,n)
j=1 k=1

es normal, entonces la relacién (2.20) determina de manera univoca para ca-
da vector no cero 9(t) las funciones de control uy(t), ademas estas funciones
tienen en el intervalo [tg, 1] un nimero finito de conmutaciones. En efecto,
sea que existe un nimero infinito M de valores ¢ en el intervalo [tg, 1] tales
que para t € M tiene lugar Y 1 | biptbi(t) = 0 6 T ()b, = 0, donde by, es la
columna k-ésima del vector B. En virtud a que el vector 1 (t) es la solucién
del sistema (2.18) esta funcién es analitica, consecuentemente es analitica
la funcién 7 (¢)bg. Usando el teorema de identidad de variable compleja
tenemos que 7 (t)by = 0 para t € [tg,t1]. Derivamos esta igualdad respecto
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de t, n — 1 veces. Tomando en cuenta que la funcién (t) satisface (2.18)
obtenemos lo siguiente:

....................... (2.21)
wT(t)An_lbk =0.

La solucidn 1 (t) del sistema (2.18) tiene la forma
() =TT
donde 9" = 9 (tg) entonces
WT(1) = (0T,
Sustituimos este valor 17 (¢) en la identidad (2.21) tenemos lo siguiente

(wO)Te—A(t—to)bk = 07

(wO)TeA(t—to)An—lbk =0.

Este sistema de identidades se puede unir de la siguiente manera

() TeAtt0) G, = 0, (2.22)
donde la matriz Gy = [bk‘Abk|‘An_1|bk]
El sistema J
d% — Az + Bu, (2.23)

por la condicién de que (2.23) es normal, consecuentemente, la matriz Gy, es
no singular. Multiplicando ambas partes de la identidad (2.22) por la matriz
G,;l tenemos

(wO)TeA(t—to) =0.
Pero la matriz e~ es no singular por eso ¥ = 0, esto contradice a la
iy s AT (t—
suposién de que la solucién (t) = e=4 ¢=0)4)0 no es cero.
Asi, ¥ (t)by, tiene un nimero finito de ceros.

A(t—to)

Observacién 2.2. En el caso general el nimero de conmutaciones del con-
trol dptimo uy es finito y depende de la posicion inicial xg y de la posicion
final x1, de los valores propios de la matriz A y de la forma del poliedro U
en el espacio de controles.

En el caso particular, cuando todos los valores propios de A son reales y la
region de control es un cubo r-dimensional el nimero de conmutaciones no
depende de la posicion inicial y final y este numero no es mayor que n.

Antes de demostrar esta afirmacion formulemos y demostremos el sigu-
iente lema.
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Lema 2.7. [17] Si A1, ..., A son nimeros reales diferentes y fi(t), ..., fm(t)
son polinomios con coeficientes reales que tiene grados correspondientemente
ki,...,km entonces la funcion

tiene no mds de k1 + ... + ky, + m — 1 ceros reales.

Demostracion. Usemos el método de induccién matematica. Para m = 1 el
lema es vélido. En efecto, la funcién o(t) = fi(t)eM? tiene no mas k; ceros
reales donde kp es el grado del polinomio fi(t). Supongamos que el lema
es valido para el caso m = [ — 1. Esta afirmacion la demostraremos por
contradiccion.

Sea que para m = [, el lema no es valido y la funcién ¢(t) = Zf;=1 fi(t)ert
tiene no menos de ki + ... + k; + 1 ceros reales. Multipliquemos ¢(t) por e
en este caso los ceros reales no cambian. Obtenemos

-1
p(t)e ™ = fi(t)eN A+ fie),
i=1

Diferenciando respecto de t esta expresién k; + 1 veces, tenemos

-1

pi(t) =Y fi(t)eX M, (2.24)

=1

Ya que entre dos ceros de una funcion se tiene por lo menos un cero de
la derivada, entonces el nimero de ceros reales de la funcién ¢;(t) serd no
menos que

ki +. .. +ka+k+l—(k+)=k+.+k1+-1)

ceros.

En la expresién (2.24) los polinomios fi(t) (i = 1,2,...,I — 1) tienen grado
k; y los nimero (A\; — ;) son distinto.

Para el caso cuando m = [ — 1 el lema se supone valido, por eso la funcién
©1(t) debe tener no mas de k; + ... + k1 + (I — 2) ceros reales. Por la
contradiccién obtenida, el lema queda demostrado.

O]

Aplicamos el lema para la demostraciéon del siguiente teorema.

Teorema 2.8. Sobre los n-intervalos.[17] Si los valores propios de la
matriz A son reales y la region de control U es un cubo r-dimensional en-
tonces cada uno de los controles ui(t) es constante a trozos y tiene no mds
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n — 1 conmutaciones (es decir, no mds de n intervalos donde es constante)
donde n es el orden del sistema.

Demostracion. Sean \q, ..., A, valores propios distintos de A y rq, ..., 7y, sus
multiplicidades. Entonces la solucién general del sistema adjunto tiene la
forma

Yilt) =Y fiie ™, (i=1,2,..n), (2.25)
j=1

Donde f;;(t) son polinomios en t de grado no més de r; — 1. Sustituyendo
los valores para 1;(t) de (2.25) en (2.20), obtenemos la siguiente expresion
para el control éptimo

n m m
ug(t) = sgnz bik Z fij (t)e*)‘jt = sgn Z fkje*)‘ft, (2.26)
=1 j=1 j=1

donde f;](t) = > b fij(t) (k=1,2,...,r,5 =1,2,...,m) son polinomios
respecto de ¢ de grado no mayor de r; — 1.

Aplicamos el lema (2.7) a la expresién (2.26) obtenemos que la suma de la
parte derecha de la ecuacién (2.26) tiene no més de

m—D+@rm-)+..+m—-D+k-1)=r+..+r—1=n-1
ceros reales, lo que demuestra el teorema. ]

Observacién 2.3. Paran = 2, se observa que para satisfacer el teorema se
debe de tener que w = sgn S y sabemos que S puede tener como mdximo un
cero.

Suponiendo que S no tiene cero. Entonces S es positivo para todo t, dando
como la secuencia el control igual a {1}, o es negativo para todo t dando
como la secuencia el control igual a {—1}.

Ahora se hard la suposicion de que S tiene un cero ent = 1 en el intervalo
[to,t1] y que ademds S(ty) < 0.

consecuentemente:

—1, t<rT

Dando como resultante la secuencia de control {—1,1}.
por otro lado si S(tg) > 0 tenemos que:

u= sgn S= L b=
= % | -1, t>T1

Y se obtiene la secuencia {1,—1}.
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Estos controles de nuestro sistema son los Uinicos que satisfacen el prin-
cipio del maximo.
Entonces el control 6ptimo que lleva un punto inicial x(¢g) = 2° a un punto
final 2(t;) = 2! en el tiempo minimo #; — o tiene la forma descrita en el
lema 2.6.
Para los problemas de control de tiempo éptimo de sistemas lineales, se
puede demostrar que para tales problemas el Principio Méaximo de Pontrya-
gin no solo es una condicién necesaria, sino que ademés es suficiente.



Capitulo 3

Sistema canonico, sistema
periodico y sistema con
valores reales positivos y
negativos

3.1. Sistema candnico

En esta seccién presentaremos ejemplos ilustrativos de aplicacion del
principio maximo de Pontryagin. El primer ejemplo modela el problema de
frenado mas eficiente de una particula en movimiento hasta llegar al reposo.
Primeramente consideramos una ecuacion diferencial de segundo orden con
un control acotado.

f=u, zeR, Ju <L

Esta ecuacién puede ser escrita como un sistema de control en un conjunto
de estado M = R? de la siguiente manera:

¥ =x9, |u| <1,

352 =Uu,

donde la variable de estado se escribe como x = (29, 29) y el conjunto
de todos los controles admisibles como U = {u € R tal que |u| <1}, las
condiciones iniciales son z(tg) = z° y z(t;) = 0. El objetivo principal es
minimizar el funcional J(z,u) = ft? fo(z(t),u(t), t)dt.
En principio, se puede verificar que nuestro sistema estudiado sea un sistema

34
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completamente controlable.

De acuerdo al teorema 2.2, para que el sistema dado sea completamente
controlable debe de cumplir que el rango de la matriz (b, Ab) es igual a la
dimension del espacio fase.

Procedemos a calcular el rango de la matriz de Kalman, tenemos:

rg(b, Ab) :Tg< (1) (1) ) =2.

El rango es 2 y la dimensién del espacio fase es igual a 2 por lo tanto el
sistema es completamente controlable.

Como anteriormente se habfa planteado, se requiere llevar el estado (29, 29)
al estado (0,0) en tiempo minimo.

El funcional correspondiente para minimizar el tiempo de traslado esta dado

por:
t1

J(a;,u):t fo(zi(t), z2(t),u)dt — min, (3.1)

donde fy = 1. De esta manera J =t —  min.
Ahora procedemos a escribir la funcién Hamiltoniana H asociado al sistema
estudiado. Para el sistema candnico estudiado la funcién H se escribe como:

H =g + Y122 + You, (3.2)

donde 1; = —% y sea o una variable como en la observacion 2.1.
J
De acuerdo a (3.2) el sistema conjugado se escribe como:

. OH
=22 =0 3.3
¢0 8330 ’ ( )
. OH
=——=0 3.4
¢l 81131 ) ( )
. OH
=y 3.5
do=— 5 =¥ (35)
Resolviendo las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5) tenemos:
wo =Co,
Y1 =c1,
P9 = — c1t + ca.

La forma matricial de nuestro sistema conjugado queda como sigue:

max (Yo + Yr1x2 + Pou) = Yo + Y122 + max  Pou.
ue(—1,1] u€[—1,1]
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De las soluciones de ¥y, ¥1 y 12 tenemos que:

co + 1o + méax [(—ert + co)ul.
ue[—1,1]
Por el teorema 2.3 (Weierstrass) una funcion lineal definida en [—1, 1] alcanza
sus extremos en -1 o 1, entonces nuestro control u(¢) tomard los valores de
u=—1,u=1.
Recordemos la funcién

-1, sit<0,
%Mﬂ:{l si t > 0.

Consecuentemente

u(t) =sgn (YPa(t)) =sgn (—cit + c2),

entonces,
sgn (Ya(t)) = { 1_71’ : izgg i 8’

Ademds, el control éptimo u(t) tiene a lo méas un salto.

Ahora se procedera a encontrar la trayectoria éptima asociada al sistema de
control. Como conocemos, el control tomara valores de 1 y —1 reescribimos
el sistema de control como sigue:

.T'l =T, (36)
To =+ 1.

Donde el punto inicial lo representaremos como 2 := (a, b).
Sea w = £1 tenemos que:
xo(t) =t + b. (3.8)

Sustituyendo (3.8) en la parte derecha de (3.6) e integrando tenemos:

.,”Ul(t) =1

t2
9 + bt + a, (3.9)

despejamos t de la ecuacién (3.8), tenemos

—b
p=2"0
u

Sustituimos el valor de t en la ecuacién (3.9):

($2 — b)2 + b($2 — b)

t)=a
n) =55 u

+ a.
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Por lo tanto: 1 1
z1(t) = ﬁgsg(t) - %zﬂ + a. (3.10)

La relacién (3.10) modela la familia de trayectorias 6ptimas.

Ahora se consideraran todas las combinaciones posibles que pasen por el
origen y no tengan mas de un cambio.

Para 21 = x9 y ©5 = —1, entonces las curvas integrales se representan como:

a;lz—ix%—i-a con a€R

X1

De igual manera para 1 = x3 y ©3 = 1 entonces tenemos que las curvas
integrales estan dadas por:

1
xlzix%—i—b con beR

Por lo tanto, de entre todas las curvas integrales las cuales son parabolas
que se abren hacia la izquierda si (u = —1) y derecha (u = 1) solo hay dos
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que dirigen al sistema hacia el origen, las cudles se escriben de la siguiente

manera;: )
Ty :x = 530%, para x9 <0,

L 9
T_:x = —5352, para x2 > 0.

En la siguiente figura resumimos el comportamiento de u respecto de las
curvas T_, T4:

X2

[ u=-1
sk
: Xo
s
| | | | | Loy,
-6 -4 -2 0 2 4 6
—2F
—4r A
u=+1

e Si xp = (a,b) se ubica por arriba de la curva BOA o sobre la curva BO
entonces u = —1.

e Si xg = (a,b) se ubica por abajo de la curva BOA o sobre la curva AO
entonces u = 1.

Por lo tanto, cualquier trayectoria éptima debe alcanzar el origen a lo largo
de las curvas T, y T_.

Ahora se verificard que las trayectorias encontradas son 6ptimas.

La demostracién se lleva a cabo por medio de contradiccién asumiendo que
las trayectorias de la ecuacién (3.10) no son 6ptimas, es decir, supondremos
que existe otro control éptimo u(t) tal que dicho control también incide en
el sistema dindmico candnico trasladando a z al origen en tiempo T < T,
donde T es el tiempo de traslado de xg al origen en virtud de las trayectorias
de la ecuacién (3.10).

Asumiremos que ¥ se ubica arriba de la curva BOA, entonces

o= -1, tp <t<aq,
11, a<t<t.

Sea )
T=t—ty, T=60-t.
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Y sea u(t), Z(t) tal que Z(0) = 0, donde 0 < t;.
Consideramos dos sistemas de control:

T = w2,

To =T(t), to<t<t. (3:.11)
Y X ~
~; ; ﬂ?t) to<t<#6 (3:12)
Sean
o(t) = —x1(t) + z2(t) (t — ), (3.13)
P(t) = —21(t) + 22(t)(t — o), (3.14)

funciones asociadas a cada uno de los dos sistemas de control (3.11) y (3.12).
Notemos ahora que en el tiempo inicial ¢y tenemos la siguiente igualdad de
las funciones (3.13), (3.14):

¢(t0) = —a-+ b(to — Oz),
W(ty) = —a + bty — ).

Lo que implica que:
¢(to) = ¥(to), ademds ¢(t1) =0=v(0).
Ahora derivamos las funciones (3.13), (3.14) respecto de ¢ en virtud a
los sistemas de control (3.11) y (3.12), tenemos:

G(t) = =1 + aia(t — @) + T
1/J(t) = —2 —f—.fg(t —Oé) +22=1u

Lo que implica que:

De donde: ' ' ‘
o(t) = [(t)] = (t). (3.15)

Pero sabemos que:

()] = a)|t —af = [$(t)] ya que |a] <1.
Integrando la desigualdad (3.15), tenemos

9 . 0 .
o(t)dt > P(t)dt,
to to
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de donde,
B(0) — ¢(to) > ¥(0) — (to)-
Lo que implica:
6(6) > ¥(0) = 0. (3.16)

Por otro lado, integrando ¢(t) de 6 a t;, tenemos:

—6(0) = p(t1) — ¢(0) = ) 1 b(t)dt = /.9 1 |t — aldt > 0.

por lo tanto:
»(0) <0. (3.17)

Entonces de (3.16) y (3.17) se llega a una contradiccién: que 6 &£ t;.
Consecuentemente (u(t),Z(t)) son éptimos.

3.1.1. Tiempo de control 6ptimo para el sistema canénico

En esta seccién describimos el tiempo de control é6ptimo 7' como funcién
del punto inicial (a,b).
En principio, supongamos que el punto inicial 2 = (a, b) est4 ubicado arriba

de la curva AOB e integramos el sistema canodnico estudiado con u = —1
entonces s = —1 por lo tanto:

Z2 (t) =—t+ ba

z1(t) = =L + bt +a.

Entonces, obtenemos la familia de curvas del sistema candnico:

1 1

La semicurva de AO estd dada por

1
T = §x§. (3.19)

Requerimos hallar la interseccién de las curvas dadas por (3.18) y (3.19);
restando ambas ecuaciones tenemos:

1
0:—x§+§b2+a,

1
x%zi\/§b2+a.

es decir,
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7

— 7 delante de la raiz cuadrada debido a que
/1
.'L'g = — 5()2 + a.

Debemos tomar el signo
u = —1, asi

De donde,

Por otro lado, si u = 1, #2(t) = 1 entonces:

t1 t1
l’Q(t) = / m:g(t)dt = / 1dt = tl — Q.

Por teorema fundamental del cdlculo tenemos:

xg(tl)—xg(a):/tl x'g(s)dSZ/atl Ids =t — a.

(03
Ya que z(t1) = 0, entonces x2(t;) = 0 por lo tanto
—r5 =1t — .

Ahora para u = —1 tenemos:

xo(a) — xa(ty) = /a Za(t)dt =ty — a,

to
ya que x(tg) = z¥ donde 2 = (a,b), entonces x3(tg) = b, entonces tenemos:
x5 —b=ty— «, (3.20)

—x5 =11 — . (3.21)

Restando las expresiones (3.20) y (3.21) tenemos:
2.%'5 —b= to — 1

es decir,
—2.%5 +b=t -ty = T(CL, b)

Por lo tanto:

b+2 %62 +a, si(a,b) se encuentra arriba de BO,

T(a,b) = - . _
b—2,/5b*> —a, si(a,b) se encuentra abajo de AO.

i
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3.2. Sistema periddico

Tlustraremos con un segundo ejemplo la aplicacién de la teoria de control
Optimo. Ahora se considera un oscilador lineal cuyo movimiento puede ser
controlado por una fuerza externa.

T+ T = u, 1 € R, ]u| <1. (322)

La ecuacién diferencial (3.22) la reescribimos de la siguiente manera:

x1 =2,
To = — 1 + u.
Se requiere encontrar entre las soluciones x(t) = (z1(t),z2(t)) € R?

de este sistema y el valor minimo de #; tal que x(tg) = 2° y z(t;) = 0. El
conjunto de controles admisibles estd dado por U = {u € R tal que |u| <

1.

El sistema periddico es completamente controlable ya que el rango de la
matriz (b, Ab) coincide con la dimensién del espacio fase R?. Ahora bien, se
requiere llevar el estado (29, 29) al estado (0,0) en tiempo minimo.

El funcional correspondiente para minimizar el tiempo de traslado estd dado
por (3.1).

Por el principio maximo de Pontryagin construimos la funcién Hamilto-
niana H asociada al sistema periddico:

H =g fo(x,u) + V1 fi(z,u) + 2 fo(x,u) = o + Y122 + Yo (—21 +u)

donde ; = _g%, j=1(0,1,2).
Entonces tenemos que:

Yo =0 = 99 = constante = cy,
Yo =—1h1 =y =c cos(t) + cosin(t),
Y1 =thy = 11 = ¢y sin(t) — ¢ cos(t) + cs.

Como en el ejemplo anterior, el méaximo de la funcién H estd dado por:
max (¥, x,u) = o + Y122 — ox1 + Pau
ue[—1,1]
= co + (c1sin(t) — cg cos(t) + c3)xe — (1 cos(t) + o sin(t))xy
+ max (cp cos(t) + casin(t))u.

ue[—1,1
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Por el Teorema 2.3 (Weierstrass) tenemos:
u(t) = sgn a(t) = sgn (c1 cos(t) + cosin(t)).

Entonces:

sgn (Pa(t)) = { 1_71’ :1 zzgg i 8’

Todas las conmutaciones estan separadas por 7w unidades, lo cual quiere
decir que cualquier solucién o de la ecuacion adjunta tendra la siguiente
forma:

o (t) = acos(t) + bsin(t),

donde 2° = (a,b) es el punto inicial. La solucién de la ecuacién adjunta se
escribe en forma de angulo de fase:

o (t) = Acos(t + ¢).

Donde A = va? + b? denota la amplitud y ¢ = arctan(g) denota la fase.

Ahora procedemos a encontrar la trayectoria 6ptima de el sistema dindmi-
co estudiado, utilizando la férmula de Cauchy tenemos:

t
z(t) = et (:co +/ e_ATbu(T)dt> .
0
Encontramos la matriz exponencial asociada al sistema periédico.

At _ < cos(t)  sin(t) >

—sin(t) cos(t)

Supongamos que X e Y denotan los campos vectoriales correspondientes a
los controles u = —1 y u = 1, respectivamente. Donde las curvas integrales
de X son circulos con centro en el punto P = (—1,0) y las curvas integrales
de Y son circulos con centro en el punto Py = (1,0).

Por lo tanto, la familia de trayectorias éptimas para el sistema peridédico
se representa de la siguiente manera:

z1(t) = u+ (a — u) cos(t) + bsin(t),
x2(t) = beos(t) + (—a + u) sin(t).
De entre todas las curvas integrales de los campos vectoriales X e Y

solo dos curvas lleva a cualquier punto inicial dado 2° = (a,b) al origen en
tiempo éptimo, tales curvas se hallan mediante la formula de Cauchy.
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Por lo tanto, de la férmula de Cauchy para P_ = (—1,0), tenemos que:

o ([ (5, 320 ().
0= (o),

Y para Py = (1,0), tenemos que:

comen(f (3t ) (o).

o(t) = <_1 + cos(t))

— sin(¢)

Las trayectorias correspondientes se representan de la siguiente manera:

Yy :[-m0] — R?, t— (x1(t), z2(t)) = (1 — cos(t), sin(t)),

Y_:[-m, 0] = R% t— (21(t), 22(t)) = (—1 + cos(t), —sin(t)).

Dando como resultado las curvas 6ptimas que trasladan en tiempo minimo
a cualquier punto inicial z° = (a, b) al origen por medio del sistema dindmico
(3.22)
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-o/5}
~1.0}

3.3. Sistema con valores reales positivos y nega-
tivos.

Ahora consideramos un ejemplo sobre la aplicacién de la teoria de con-
trol, donde la matriz A del sistema de control cuenta con valores propios
tanto positivos como negativos. Sea

.’L:1 =x9, (3.23)
Zo =x1 +u, |ul <1. (3.24)

La forma matricial de este sistema es:

(1))

El sistema claramente es completamente controlable ya que:

rg (b,Ab) =rg (? 3)):2.

Se procede ahora a encontrar el control 6ptimo del sistema conformado
por las ecuaciones diferenciales (3.23) y (3.24). El funcional para minimizar
el tiempo de traslado estd dado por (3.1). Por el principio maximo de Pon-
tryagin construimos la funcién hamiltoniana H.

H = o fo(z,u) + Y1 fi(x,u) + a2 fa(w,u) = o + Y122 + 2(x1 + u)
donde 1; = —g%, j=1(0,1,2)
Entonces tenemos que:

1/}0 = 0 = Yy = constante = ¢y,

Y1 = —thg = by = cre” " + cae,
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Yo = =11 = by = —cre” " — cael + cs.

Como en el ejemplo anterior el méaximo de la funcién H esta dado por:
I?E%qu’x’u) = o + 172 + hox1 + Pou
uel—1,
=co+ (cre™" + coe ) + (—cre" + cze’ + c3)my
+ méx (—cre "+ coe! + e3)u.
ue[—1,1]
Por el Teorema 2.3 (Weierstrass) tenemos:

U(t) = sgn Po(t) = sgn (—cie t + cae’ + c3).

Entonces:
—1, si 0
gn (¥2(d)) { 1, | si iiggio’

1
(1) 0 ) son \; =1y Ay = —1, entonces por el

lema 2.6 los controles 6ptimos tienen a lo mas un cambio. Ahora, por medio
del retrato de fase se estudian las trayectorias éptimas para este sistema.
La matriz e estd dada por:

AL _ e t(1+e¥)  lel(—1+e?)
- %e_t(—l +62t) %e_t(l —I—th)

Los valores propios de A = (

Para el sistema & = Az el origen es una silla hiperbdlica y los subsistemas
estables e inestables en los puntos de equilibro son abarcados por los vectores

propios v1 y va.
(1 (1
v = 1 Vo = 1

Esto quiere decir que si tomamos un muiltiplo p de vy, entonces la solucién
x(t) al problema del valor inicial # = Az, x(0) = p, estd dado por z(t) =
eAlp = e~tp, mientras que para multiplos de vy la solucién estd dada por
x(t) = eA'p = e'p. Los retratos fase de los campos vectoriales controlados

conu =1y u = —1 son versiones desplazadas del retrato de fase del sistema
homogéneo & = Az a lo largo del eje z. De igual manera, se denotamos con
X el campo vectorial correspondiente al control v = —1 y por Y el campo

vectorial correspondiente para u = 1, es decir;

X(z) = Az — b= <gfi 1), Y(z)= Az +b= <xﬁ 1).

Entonces, estos campos vectoriales tienen, una silla hiperbdlica desplazada
en los puntos Py = (1,0) y P— = (—1,0). De igual manera, como en los casos
anteriores, existen trayectorias tinicas T_ del campo vectorial X y T del
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campo vectorial de Y, que dirigen al sistema hacia el origen. Sin embargo,
en este caso ya no seria posible dirigir cada punto al origen como lo fue
en los ejemplos anteriores y el conjunto controlable serd delimitado por las
variables estables de los equilibrios P, y P_, es decir, por las lineas:

E+:P++U1::L‘€]R2:;E1+$2=1,

E,:P,+U1:$€R2:$1+l'2:—l.

Entonces, llegamos a las siguientes conclusiones: para cualquier control ad-
misible w, tenemos que:

d
a(ﬂfl +x2) = (z1 + 72) + U
Sabemos que |u| < 1, entonces tenemos que %(1‘1 + x2) < 0 en puntos
(z1,x2) tales que satisfacen que z; + 22 < —1 y para %(ml +22) > 0 en
puntos (x1,x2) que satisfacen que z1 + x9 > 1, por lo tanto ningiin punto
que se encuentre fuera de

¢ ={(z1,22) : =1 < a1 + 22 < 1},

se podra dirigir hacia el origen.



Capitulo 4

Construccion del

~

Si1-Difeomorfismo

El material de este capitulo es una version extendida del articulo de
Korobov [18]. Tal que como se mencioné en el capitulo 1, se construye de un
homeomorfismo diferenciable, es decir un difeomorfismo que poseé aplicacién
inversa, siendo ambas aplicaciones diferenciables. Esta transformacién nos
ayudard a realizar un mapeo entre el conjunto O-controlable del sistema
canodnico

¥ =u, |u| <1, (4.1)

x'g =1, (4.2)
sobre el conjunto 0-controlable del sistema lineal

1 =ay1 +bys +u, |u|l <1, (4.3)
Y2 =Y. (4.4)
Para comenzar con el proceso de construccién del S;-difeomorfismo se re-

alizard un cambio de variable en el sistema conformado por las ecuaciones
diferenciales (4.3),(4.4). Sean

y1 = ®1(x1,22), Y2 = Pa(w1,22), (4.5)

donde
<I>1+72(331,952), siu=1,

Oy o(x1,20) = {

Py o(z1,22), siu=—1

Derivamos (4.5) respecto de ¢, tenemos:

48
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. . 0P\ . 0P\ .
:@ p— — R
Y1 1 <8x1>$1+<8x2>$2’

. (0P 0P\ .
y2 =Pg = (8:51> T+ (8562) To.

Haciendo uso del sistema conformado por las ecuaciones diferenciales
(4.1), (4.2) tenemos:

(0% o,
== (5 )+ ()
sy = (202) 4 (222
y2—¢2—(axl>u+<ax2>$1.

Ahora sustituimos las nuevas variables y1, y2, 41, y2 en el sistema (4.3), (4.4),

tenemos:
. 0P, 0P
P == — = a®, + bP 4.6
! <8w1>u+<8x2>x1 a1 h%e (4.6)
. 0P, 00,
2 <8x1>u+<8x2)x1 1 (4.7)
Usaremos la siguiente notacién
0P
Py, = —
1xq 81’1 )
0P
Py, = —
lxo 8.172 )
0P,
) 72
21 ox1
0P,
Doy, = ——.
2x2 8.’132

Entonces el sistema (4.6), (4.7) queda como sigue:

<I>1$1u + @1;521'1 =a®d + bdy + u, (48)
CI’gxlu + <I>2z2m1 =Pq. (49)

Utilizando el teorema (A.1) del apéndice A, tenemos que el sistema (4.8),
(4.9) es equivalente a la ecuacién diferencial en derivadas parciales:

Zp 4 Zyox1 + Zyg(axs + bry +u) + Zy,x3 = 0. (4.10)
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donde Z(x1,x2,x3,x4) es una funcién desconocida tal que
Tr3 = (1)1 T4 = (I)Q

son nuevas variables.

De la teoria de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, la ecuacion
(4.10) se reduce a la integracion del sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. Esto permite encontrar las caracteristicas de la ecuacion (4.10). Asi,
tenemos las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

dl‘l . dl‘g dl‘g . da:4

U ?1_(&$3+b$4+u)_ 3

las cudles son equivalentes al sistema normal (ya que u # 0)

drys 11

= (4.11)
%:(ax3+bx4+u) (4.12)
dz, U ’ '
dry s (4.13)
dr1 u

Dividimos el sistema en dos subsistemas.
Resolviendo primeramente la ecuacién diferencial ordinaria (4.11), tenemos:

d.%'g I

dxy u’

de donde,
dl‘g = ﬂd.’L‘l
U

resolviendo esta ecuacion tenemos:

o}
T9 = — + p3.
2u
consecuentemente
2
Ty
p3 =22 — .
2u

Ahora consideramos el sistema conformado por las ecuaciones diferenciales
(4.12), (4.13)

drs  (az3 +bry +u)

)

dz U
d$4 T3

de; u’
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Despejando z3 de la ecuacién (4.13), tenemos:

dxy
r3 =u——0-:
3 dl‘l
Asi )
dl’g d T4
— = —u. 4.14
dx d.r% ( )
Entonces sustituimos (4.14) en (4.12), tenemos:
d’rs  axs+bra+u
U =
dz? U
de donde,
d?
d;?UZ = ax3 + bry + u.
Ya que u = +1, entonces tenemos:
d?zy
—— = axz + bry + u.
dw% 3 4
Entonces )
d®xy dxy
—5 =au—— +Db . 4.15
dx% auda:1 +bxs +u ( )
Por lo tanto, la ecuacién (4.15) queda de la forma siguiente:
z, — auxy — bry —u =0, (4.16)

donde la prima denota la derivada con respecto a xj.
La ecuacién caracteristica de (4.16) es:

A —aqul—b=0,

de donde:

ua £+ /(ua)? + 4b
)\172 = 5 .

Vamos a considerar todos los casos posibles para los valores de Aq .

4.1. Caso 1: b # 0.

En este caso la matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),
(4.4) es no singular.



52 Capitulo 4. Construccién del S;-Difeomorfismo

Recordemos que una matriz singular es una matriz cuadrada cuyo deter-

b
minante es nulo. En este caso el determinante de la matriz ( (11 0 ) es

distinto de cero , por lo tanto, es no singular. Ya que b # 0, tenemos que la
solucién particular de (4.16) es v(z1) = qo en este caso gop = —7.
La solucién general de la ecuacién diferencial ordinaria (4.16) queda de la

siguiente forma:
U

gv
donde Fy (x1), Fy (x1), Fy (21), Fy (z1) son soluciones de las ecuaciones ho-
mogéneas asociadas a la ecuacién diferencial ordinaria (4.16).

De la ecuacién (4.13), conocemos el valor de x3:

4 = pLFy(21) + p2Fy (21) — (4.17)

d:L'4 . I3
dry  u

de donde,
_ dzy

Derivamos la ecuacién (4.17) respecto de x1, tenemos:

dl’ / ’
df4=p1F1i (z1) + poFy (21),
T
asi,
w3 = u(pr FT (21) + poFy (21)), (4.18)

donde pi(x1,x3,24), p2(r1,23,24) son las primeras integrales del sistema
(4.12), (4.13).

Utilizaremos las ecuaciones (4.17) y (4.18) para encontrar las primeras in-
tegrales de los sistemas (4.12), (4.13) que son pi(x1,x3, T4), p2(T1, T3, T4)
Partiremos de la solucién general de la ecuacién diferencial parcial (4.10) la
cudl se escribe de la siguiente forma:

Z = VU(pi(x1, 23, 24), p2(T1, 23, T4), p3(21, 22)) = ¥(21, T2, 3, 74), (4.19)

donde ps3(x1,x2) representa la primera integral de la ecuacién diferencial
ordinaria (4.11). Por lo tanto, la solucién general del sistema (4.10) tiene la
siguiente formas:

Uy (21, 29, @1, ®g) = 0,

Uo(x1, 22, P, Do) =

Donde \ill(wl,wglmg,NaM) y \ilg(acl,wg,xg,m) son soluciones arbitrarias de
(4.10) tal que O(V¥, ¥2)/0(x3,x4) # 0. Usando (4.19), reescribimos la solu-
ci6n general del sistema en términos de las primeras integrales, ver (C.1)

‘Ill(plap2>p3) = 07
Uy (p1,p2,p3) = 0.
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Sabemos que 9(¥1, ¥9)/d(p1,p2) # 0. Por lo tanto, tenemos:

p1 = @(p3), p2=V¥(p3).

Las primeras integrales pi,p2 de los sistemas (4.12), (4.13) se escriben en
términos de la primera integral ps de la solucidon general de la ecuacién
diferencial ordinaria (4.11). Donde ps describe las curvas de conmutacion.

Aqui ¢(p3) y ¥(p3) son funciones suaves arbitrarias. Combinando (4.17)-
(4.18) y usando la notacién xg = @1, x4 = P2, obtenemos la solucién general

de la ecuacién diferencial ordinaria (4.16) para u = —1 y para u = 1.

u=—1:

7 (w1,29) = =~ (w2 + (1/2)2) Fy (21) = U (22 + (1/2)2) F; (1),
(4.20)

5 (21,22) = ¢~ (22 + (1/2)a) Fy (21) + U (22 + (1/2)a1) Fy (a1) + 1/b,
(4.21)

u=1:

O (w1, @) = ¢ (w2 — (1/2)af) F (1) + U (w2 — (1/2)a]) F5 (1),
(4.22)

O (1,22) = ¢" (22 — (1/2)a) F (21) + U (22 — (1/2)a1) F5f (a1) — 1/b.
(4.23)

Nuestro sistema de soluciones generales esta en términos de:

P (w2 + (1/2)21), U7 (22 + (1/2)a1),
et (a2~ (1/2)21), O (22— (1/2)a}).

Estas funciones son desconocidas. Por lo tanto, tenemos que obtener una
expresion explicita para estas funciones.

Por la definicién 2.8, la cuél nos indica que si tenemos una curva en R2,
el sistema canénico conformado por las ecuaciones diferenciales (4.1), (4.2)
y el sistema lineal conformado por las ecuaciones diferenciales (4.3), (4.4)
son S-Difeomorfos, si existe un S-Difeomorfismo del conjunto 0-controlable
del sistema candnico (4.1), (4.2) al conjunto 0-controlable del sistema lineal
(4.3), (4.4) que corresponden al mismo control, entonces tenemos que:

©7(0,0) = 95(0,0) = 0.
Por lo tanto, podemos encontrar los valores ¢~ (0),%~(0),p™(0),%"(0).
Resolvemos el sistema no homogéneo de ecuaciones algebraicas lineales

tomando primeramente el caso cuando u = —1 con la finalidad de encontrar
©(0),U~(0). Tenemos:

0= o (0)F; (0) + U (0)F,
{o= o (0)F;(0) — U (0)E, (0). (4.24)



54 Capitulo 4. Construccién del S;-Difeomorfismo

Ya que el determinante del sistema (4.24) es distinto de 0, entonces ex-
iste una unica solucién del sistema. Ahora, para encontrar las expresiones
explicitas para las funciones p* (z2 + 22 /2) y U* (29 & 22 /2) usamos la con-
tinuidad del gl—Difeomorﬁsmo en la curva

1
x2_§x%:o7 .Z'lSO,
es decir,
il

Sustituimos (4.25) en ®] (x1,x2), 5 (x1,x2) tenemos:

o~ (@) (21) + W7 (27) Fy (1) +1/b

= GO (o) + U OF () 5, (420)
—o (@) Fy (1) — O (a]) Fy (1)
= T (0)F} (21) + U (0)F5 (21). (4.27)

Observemos que como las funciones de los sistemas (4.27), (4.26) son con-
tinuas, se igualan de esta manera, ya que para un mismo punto en la curva
x93 — (1/2)z% = 0, dichas curvas tienen que ser iguales.

Para encontrar las funciones ¢~ (22), ¥~ (2?) utilizaremos el método de Cramer.
Ya que existe una solucién tunica del sistema, la cudl tiene la forma siguiente:

= S e = S
Donde: A_(xl):‘ (( )) 522_,(:211) ’#0’
Aj (1) :’ (Pt,EO)(]ng* ()m) 10* %+(xl)(x1)l2) . ((9;11) '
33w =| i Lo ()<2;1(£ (o

De la misma manera, para encontrar ¢ (0), U (0) resolvemos el correspon-
diente sistema no homogéneo de ecuaciones algebraicas lineales para u = 1.

0= ¢ (0)F(0)+ T (0)F; (0) — 1/,
{ 0= @ (0)F(0) + T (0)F5(0).

Nuevamente, usando la continuidad del Si-Difeomorfismo en la curva ten-
emos:

1
x2—|—§x%:(), x1 >0,



4.1. Caso 1: b # 0. 55

es decir,

x?
Tog = ——.
2

Sustituyendo xs en @f(wl, x2), ‘D; (21, x2), obtenemos el siguiente sistema:

Pt (=2 Fyf (1) + OF (=) By (1) + 1/

= O )+ U OF )3, (428)
T (—ad) F (1) + UF (=) By (21)
=~ (0)F (21) — U (0)Fy (21). (4.29)

De manera andloga, para los sistemas de ecuaciones lineales (4.28), (4.29)
existe una unica solucién. Claramente, esta solucién tiene la forma:

Donde:

AT (1) =

B (21) ¢ (0)F; (21) + T~ (0)Fy (21) + 3

B (
Aj (1) = F1+/(SU1) —@*(OﬁFf (71) — ‘Pf(O)F;(xl)

Denotamos s = :c%, ya que x1 < 0, tenemos x1 = —y/s. Luego obtenemos las
expresiones para las funciones ¢~ (s), ¥~ (s) sustituyendo z2 + (3) 27 por s
en estas expresiones obtenemos las expresiones explicitas para las funciones
Yo = (xg + (%) x%) y U~ = (CL‘Q + (%) :c%) de igual manera para T (s),
Ut (s).

De este primer caso, se desglozan los tres subcasos siguientes.

e Caso la: La matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),(4.4)
tiene valores propios reales iguales.

e Caso 1b: La matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),(4.4)
tiene valores propios reales diferentes.

e Caso lc: La matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3),(4.4)
tiene valores propios complejos.
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4.1.1. Caso la, valores propios reales iguales

Consideramos primeramente el caso la: La ecuacién caracteristica es:

N a+va?+4b
lg=—"7.
’ 2

En este caso, la matriz del sistema conformado por las ecuaciones (4.3), (4.4)
tiene valores propios iguales, entonces:

2
D:a2+4b=0:b:—%7ﬁo.

Entonces, para este caso los niimeros caracteristicos son:

a
A2 = B # 0.
Si a # 0, tenemos que:
FE(z)) = e 3 Ff(z)) = 2371 (4.30)
’ a ay, / Ir1a ayg, 2y
Fif(a) =+ (5) eH@)™ P () =+ (7) et (37 4 F (G (4.31)

Hallamos ¢~ (0), ¥~ (0). Sustituimos los valores de F; (0) y F, (0) en el
sistema no homogéneo de ecuaciones algebraicas lineales para u = —1

{ ¢7(0) +1/b=0,
¢5=(0) — U (0) = 0.

Como resultado, obtenemos las siguientes igualdades para ¢~ (0) y ¥~ (0):
v~ (0)=—1/b=4/a’,
U~ (0) =2/a.

De la misma manera, vamos a encontrar o™ (0) y ¥ (0)

{ #*(0) ~1/b =0,
85+ (0) + WH(0) = 0.

Obtenemos las siguientes igualdades para o™ (0) y ¥+(0):

p*(0) =1/b= —4/a®,

Ut (0) =2/a.
Ahora nuevamente utilizaremos el método de Cramer para hallar las fun-
ciones o~ (22) y U~ (z3):

Fy (z1)  Fy (21) / /

A (z1) = F@) By (o) =Fy (z1)Fy (1) — Fy (x1)Fy (21).



4.1. Caso 1: b # 0.

De (4.30) y (4.31), tenemos

Entonces,

A_(l‘l) =e ¥,

Para Aj (x1) tenemos,

A—@):’ ot (0)F; <>+w+<>F;<x1,>—2
L <o>F (z1) — U (0)Fy (21

— o

(¢t

zre-()n [24%)11 2 (Mg
a

Asi,
_ 4 4 _(a 8 4 |
AT (71) = 2 + (a> r1+e () [a2 — <a> :U1_ .
Para A; (x1) tenemos,

As( )_’ Fi (1) @T(O)F (@) + WHO)FS (@) -
TR — VO F (1)

Frl'(z1)  —ot(0)F (a1)

Fy (1) (= (0) P (1) =0 (0) By (1))~ Fy (1) (
)

(SN

a b
Entonces,

Mediante el método de Cramer tenemos que

oD =5, b = 2,

Sustituyendo las ecuaciones (4.32), (4.33), (4.34) en ¢~ (23

5 . o .fl 5
emos las siguientes igualdades:

4 4 a 8 4
gof(x%) = %1 {_cﬁ + (a) 131:| 1+ el3)n [a? — <> 331] )

a

_ <_26< Dar 4 201 (8)e _ 2) (-Hle3rm 4 -
a a

A (zy) =e (@7 (—%6_(%)“ + e_(%)’“> —zpe” (37 (—ge_(%)xl) .

(4.32)

(4.33)

et (0)FY (21)+TH(0) ) (1) —

a 2 a 2 r1a a a
_ )z |2 (5 _ 2 (HLY (§)a ($)z1
e ‘2 [ae 2 a < 5 e\2 + e‘2 ):|
(4.34)

z?), ten-
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(e @)
a a

De igual manera, encontramos las funciones ¢t (—22) y ¥*(—22). Con
el método de Cramer, tenemos:

+ (o + (g . ,

De (4.30) y (4.31), tenemos

AT (z1) = €27 (%e(%)“ + e(%)“) — el (%e(%)‘“) )

entonces

(4.35)

Entonces,

4 (4 o [ 8 (4) ]
Af(w1) = 5 + (a> 1 + ()™ [—GQ - ( >x1_ : (4.36)

Ahora hallamos Aj (z1)

Fif (@) (= (0)F (@) =9 (0)Fy (21)=Ff (@1) (¢~ (0)Fy (w1)+%~ (0) Fy (1) +
7)

b
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Entonces,

2 4

A (1) = - (a) el3), (4.37)

Sustituyendo las ecuaciones (4.35), (4.36), (4.37) en ¢ (2?), Ut (2?), ten-
emos las siguientes igualdades:

4 4 a 8 4
+ 2 axr 5 )T
QD (.’L'l) —e L |:2 + <> .’L'l:| + (& (2) 1 |:— — <> x1:| )

Denotamos

f(z1,22) :=\/22 + (1/2)22, (4.38)
g(z1,22) =1/ —x2 + (1/2)22. (4.39)

Sustituimos (5.40) y (5.41) en las ecuaciones (4.20),(4.21),(4.22),(4.23) obten-
emos las expresiones explicitas para el Si-Difeomorfismo en el caso la:

etl=1/2=f (@12l 2 f (21, 29) — 21]

+ea/ 221~ (z1,22)] [2f(z1,22) + 211], w2+ x1|21]/2 > 0,

Oy (1, 22) =
ea[wl/Qfg(zl"Z?)] [29((1;17 fEQ) — xl]
+el@/Der=g@ra)l[_2g(xy, w9) 4+ 221], @2 + @1]21]/2 <0,
eal=e1 /2= I @ a2l (4/a) f (21, m2) — 4/a® — (2/a)z1]
+e2[—xy — fa1, 22)][(4/a) f (21, 22) + 8/a® + (4/a)z1] — 4/d?,
x9 + x1]21]/2 > 0,
Do (z1,22) =

ealr1/2—g(w1,22)] [(4/a)g(x1,x2) + 4/a2 — (2/a)m1]

@Dy — gor, 22)][—(4/ag(o1, 22) — 8/a? + (4] a)er] + 4/a?,
x9 + x1|21]/2 < 0.

\

4.1.2. Caso 1b, valores propios reales diferentes

Ahora consideramos el caso 1b: La matriz del sistema tiene valores pro-
pios reales diferentes.
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Los valores cacteristicos son:

Entonces, tenemos que:

Fif (@) =e*P)m - i (2)) = et

Flil (.,”Ul) =+ )\le:l:()q)m’ F;:/(xl) = :l:)\Qe(AQ)xl.
Ahora, encontramos ¢~ (0), U7 (0) del siguiente sistema:

{ 0 (0)+¥=(0)+1/b =0,
A1~ (0) + X2¥~(0) = 0.

Dando como resultado lo siguiente:

¢ (0) =— ook

v (0) :bj%,

A1

donde D = a? + 4b.
De manera andloga, encontramos ¢ (0), ¥+ (0) del sistema:

¢T(0) +¥F(0) = 1/b=0,
{ /\1(p+(0) + AQ\I/+(0) =0.

Dando como resultado las siguientes igualdades:

o) =,
UH(0) = Al

-5

De manera similar, como en el caso la, utilizaremos el método de Cramer
para encontrar las funciones ¢~ (22), U~ (z?). Encontramos A~ (x1), A] (1),

A;(xl):
A7 (z1) =€ VD #0,
_ A2 ( A2y Al )
AT (11) = —=e 27 | —eMPL — ——e T 2 ),
vl =5 VD VD

Ay (1) = %e‘ml (—\;%e*m + \//\%eml - 2) .

Mediante el método de Cramer tenemos:

A (1)

—2y _ 2 A,
¢ (27) = A(z1)’

U (2) = A:Eii;‘
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Sustituyendo los valores anteriores de (4.40),(4.41) y (4.42) en ¢~ (z3), ¥~ (23),
obtenemos los siguientes resultados:

cp_(:c%) = \/15 [);)26“‘”16_)‘211] (e’)‘lml — 2) ,

1 A
\If_(:n%) = ﬁ [ble‘wle_’\l“] (e’\”l — 2) .

Ahora calculamos las funciones ¢+ (—23) y U (—z?). En principio hallamos
AT (21), Af (21), Az (1)

At (z)) = e VD #0,
A
Af(z1) = —fehxl(e_hxl +2),

A
Af(z1) = - (e h2m1 2).

b
De manera andloga obtenemos ¢*(—z3) y U+ (—z3):
A
+ 2\ _ 2 —2\1721 —A1x1
—x7) = e — 2e ,

A1

Ut (—z?) = _e 2y 9o~ AeTn),

(=o1) b\/E( )

Finalmente, para el caso 1b el resultado final es:

_(1/\/5)67/\2921 [672/\2f(:t1,x2) _ 267/\2f($1,x2)]

—l—(l/\/ﬁ)e_/\”“ [6—2/\1f(ac1,m2) _ 2€—>\1f(x1,x2)]7
Ty + w1|w1|/2 >0,

Oy (x1,22) =

+(1/\/ﬁ)e>\2$1 [6—2>\29($1,$2) _ 26—/\29(331,062)]

+(1/\/5)6)\211 [_672)\1‘(](11,12) + 267/\1g(x1,x2)]’
To + a:1|x1|/2 <0,

( _(Al/b\/ﬁ)ef)\gzl[_672)\2]“(:]01@2) +2ef)\2f(:p1,:r2)]

_(Al/b\/ﬁ)e—hm [e—2>\1f(oc1,a:2) _ 2€—>\1f(x1,x2)} + 1/b,
x2 +x1|71]/2 2 0,

Do(w1,22) =

_(Al/b\/ﬁ)ekzm [6—2)\29(501,:02) _ 2€—>\zg(z1,xz)]

— (A1 /bV/D)eM®i[—e=2Mg(E1,m2) 4 9p=Mig(r1,22)) _ 1 /p,
wg + 21l1[/2 <0,
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donde

flar,22) =[xz + (1/2)aF, (4.43)

g(x1,22) ==/ —x2 + (1/2)a2. (4.44)

4.1.3. Caso 1c, valores propios complejos

Ahora consideramos el caso lc. La matriz del sistema tiene valores pro-
pios complejos. El sistema fundamental de soluciones de las ecuaciones ho-
mogéneas es:

FE(21) =eT(2)%1 cog(amy ),
F(21) =eT(2)% gin(amy).
Derivando respecto de x1, tenemos
Fli/ (r1) ==+ %ei(%)zl cos(axy) — eT 2 v sin(ay),
FQZH (1) ==+ %ei(%)ml sin(ax) + (3?1 cos(ay),

donde
—(a? + 4b)
5 .
Ahora calculamos ¢~ (0), ¥~ (0) del sistema

{ cp’(O/)Fl_(O) + \If*l(o)Fz‘ +1/b=0,
—F o= (0) — Fy (0) = 0.

o =

Dando como resultado respecto de ¢~ (0), ?~(0) lo siguiente:

De manera analoga, de las ecuaciones

¢ (0)F(0) + TF(0)Fy — 1/b =0,
{ FF ot (0) + F 0t (0) = 0.

obtenemos p*(0), ¥ (0):
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Ahora hallamos las funciones ¢~ (23) y ¥~ (22). Encontramos en principio
A7 (21), Ay (1), Ag (1)

A7 (z1) =ae” " #£0,
1 a a

A7 (z1) :6(6_(5)x1(e(5)$1a cos(2z1ar) + asin(xior)
— cos(z10) (20 + ael2)? sin(210)))),

1

A (1) zz—b(e_(%)xl(—Qa cos(z10r) + ael2)? cos(2z1 )

+ 4a(—1 + e(3)%1 cos(z1a)) sin(z1a))).

De igual forma, se obtienen ¢~ (22) y ¥~ (23):

0 (x?) :bi(e(%)’“(e(%)mlacos(Qxla)
o
+ asin(z10) — cos(z1) (20 + ael2)?1 sin(z1a)))),
T (22) :%(e(%)xl (—2a cos(z10) + ael2)™ cos(2z1 )
a

+da(—1 + (271 cos(z1a) sin(z1a))).

Ahora procedemos a encontrar las funciones p*(—?) y ¥+ (—2?) para el
caso cuando u = 1.

Hallamos como en los casos anteriores At (x1), A (1), AJ (z1):
AT (21) = ae™ #0,
A (z1) :%(26(%)“@005(3:104) —acos(2ria)
+ a(el2)™ — cos(z1a)) sin(z10)),
AF (1) :2%(—2%(%)11 cos(ziar) + acos(2z1 )
+ da(el2)™1 — cos(z1a)) sin(z100))).

De igual forma, se obtienen ot (—22) y UF(—22):

1
ot (—a?) =

5 (€971 (2e(2)71y cos(z10r) — @ cos(2z1ar)
«
+ a(e2)™ — cos(z1a)) sin(z1a))),
Ut (—af) Zﬁ(em1 (—2ae'2)% cos(z1a) + acos(2z10)
«

+ 4a(e2)™ — cos(z1a)) sin(z1))).

El resultado final para el caso 1c es:



64 Capitulo 4. Construccién del S;-Difeomorfismo

D (21, 22)

(e~ (@/Da1[_(1/a)eof @122) sin{a[2f (x1, 22) + 1]}
+(2/a)e*(“/2)f(:”1’”32) sin{a[f(z1,z2) + z1]}, xo + z1]21]/2 > 0,

ela/2)z1 [(l/a)e*ag(m’”) sin{a[2g(x1, z2) — x1]}]

—(2/a)e@/29l@re2) sin{a(g(xq, 22) — 21]}, xo + x1|21]/2 > 0,

O (x1,22)

e~ (/221 [g=af(21:22) (g /2ba) sin{a[2f (21, z2) + 71]}

+(1/b) cos{a[2f (z1,22) + 21]})

—e~ (@2 @122) (g /ba) sin{a[f (x1, T2) + 1]}

+(2/b) cos{a[f (1, w2) +21]}) +1/b T2t afnl/2 20,
e~ (@/271[¢=a9(@1,22) ((q/2ba) sin{a[2g(z1, x2) — 21]}

+(1/b) cos{a[2g(z1, x2) — 21]})

+e~(@/D9(x122) (0 /ba) sin{alg(z1, 22) — 21]}

+(2/b) cos{alg(z1,x2) — x1]}) — 1/b xo + x1]21]/2 > 0,

donde

f(l'l, xg) =y\/ X9 + (1/2).@%, (4.45)
g(z1,22) =1/ —x2 + (1/2)22. (4.46)

4.2. Caso 2, b=0

Finalmente, consideramos el caso 2: b = 0. La matriz del sistema confor-
mado por las ecuaciones (4.3), (4.4) es singular.
Entonces la ecuacion diferencial ordinaria asociada al sistema conformado
por las ecuaciones (4.3), (4.4) cuando b = 0 es el siguiente:

4

T, — auzy —u=0 (4.47)
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Los valores caracteristicos son:
Al =ua, X =0.

En este caso, para a = 0 se obtiene el mapeo del conjunto 0-controlable de
sistema, canénico sobre si mismo. Entonces, en este caso el Si-difeomorfismo
es:

OF (21, 29) = 1, D5 (21, 22) = a2

Ahora, asumimos que a # 0. Y que cero es una raiz de la ecuacién carac-
teristica, entonces la solucién particular de la ecuacién diferencial ordinaria
(4.47) es : v(x1) = gz1 donde g = ——. Para este caso, la solucién particu-
lar es v(z1) = —%xl la nueva Solucnon general, para la ecuacién diferencial
ordinaria (4.47) tiene la forma:

1
x4 = prF (21) + poFy (1) — PRt
Entonces, x3 queda de la siguiente manera:
:l:l :l:/ 1
r3 =u | p1Fy (z1) + p2Fy (21) — o)

Usando la notacién de los casos anteriores donde z3 = ®1, z4 = ®5 obten-
emos el sistema de soluciones para el caso 2:

u=—1
By (21,72) = —¢ (w2 + (1/2)a)) F] (21) = U (w2 + (1/2)2) Fy (21) + 1/a,
O, (w1, 22) = ¢~ (22 + (1/2)2) Fy (1) + 0 (22 + (1/2)2) Fy (1) — (1/a)ay,
u=1

O (21,22) = " (w2 — (1/2)2) F}F (1) + (22 — (1/2)2}) Fy (1) — 1/a,

O (21, 22) = ot (22 — (1/2)2]) Fi (1) + UF (29 — (1/2)a}) F (1) — (1/a)1.

De igual manera, como en los casos anteriores obtenemos una expresion
explicita para las funciones:

o (z2+ (1/2)x]), ¥ (22 + (1/2)2)),
ot (2 — (1/2)a7), ¥F(zy — (1/2)]).

Para encontrar las expresiones explicitas para las funciones ¢ (zo4(1/2)2?),
U (29 £ (1/2)2?) usaremos la continuidad del S- Difeomorfismo en la curva.
Para el caso negativo, tenemos

1 2
- = - 07
To Qxl
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Para el caso positivo, tenemos

+1 20
:CQ 2.1:1—,

Ahora, obtenemos los respectivos sistemas para cada caso, tanto negativo
como positivo.

Para el caso cuando u = —1, tenemos el siguiente sistema:
o (@) Fy (@) + ¥ (@) Fy (21) - (1/a)y
= ¢ (0)Fy" (1) + U7 (0)Fy (1) — (1/a)zy,
—p" (@) (21)-9 () Fy (w1) +1/a

= T (O)F (21) + T (0)F5 (1) - 1/a.

Para el caso cuando u = 1, tenemos el siguiente sistema:

Pt (=2 FY (2) + 07 (=2} 5 (a1) — (L/a)zy
=@ (O F (1) + ¥ (0)Fy (21) — (1/a)a,
ot (=2 B () +0F (=) By (21) — 1/a

= ¢ ()F (1) = W (0)F; (1) + 1/a.

Ya que existe una solucién tinica del sistema, para encontrar ¢~ (23), ¥~ (z7),
ot (—z?), UH(—2?), se utilizard nuevamente el método de Cramer. Para el

caso cuando u = —1 tenemos la solucién que tiene la siguiente forma:
_ Ai (.’El) _ Ai (561)
2 1 2 2
x]) =-——=, ¥ (27)= .
¥ ( 1) 27(.%1) ( 1) ﬁ,(xl)

Donde,
(g = | T (21) Fy(21)
S| B0 e [0
A_@)::‘ wwmfﬁmnw+w+w>gwxu Fy (1)
PV ot 0) B (1) — O (0)F5 (21) + 2/ Fy (21) |
A_(l‘ ) _ ‘ Fl_/(xl) <p+(0)ll:11—‘_($1)+\11+(0)17;;($1)
2T R (@)~ 0V (1) — U0V F (21) + 2/a

Para el caso cuando u = 1 tenemos la solucién de la siguiente formas:

+ T I X
oot = TH el =
Donde, . .
e 5 o
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A+@,):’ e (O)Fy (1) + ¥~ (0)F} (a1) Fy (1)
T om0 F (21) = (0)F5 (1) +2/a Fy ' (21) |7
At ey = | L@ e~ (O)F} (1) + T (0)Fy (a1)

PPV R @) —e «nﬁa<xu T (0)Fy (21) + 2/a

Por tanto, los sistemas fundamentales de soluciones de las ecuaciones ho-
mogenéas correspondiente a la ecuacién (4.47), cuando u = —1,u = 1 son:

FE(xy) = e Ff(z) =1.
Donde los valores caracteristicos son:
A =ua, X =0.
Si a # 0 tenemos que:
Fif(z1) = ™, Fy(n1) =1,
Fli/ (z1) = +ae1, F;[l(xl) =0.

Ahora procederemos a encontrar ¢~ (0), ¥~ (0) sustituyendo nuestros sis-
temas fundamentales en el sistema no homogéneo de nuestras ecuaciones
algebraicas lineales. Para este caso nuestro sistema esta dado de la siguiente

manera; { ¢—(Q)Ff(()/) + ¥ (0)Fy 2,0,
—p (0)Fy (0) — ¥ (0)F; (0) +1/a =0.

Resolviendo el sistema anterior encontramos que:

PO ==, V(0) =

De igual manera para el caso cuando v = 1 nuestro sistema no homogéneo
de ecuaciones algebraicas lineales es:

@t (0)FH(0) + UH(0)Fy =0,
{ @t (0)F (0) + UH(0)F5 (0) —1/a = 0.

Dando como resultado lo siguiente:

1 1
T0)= =5, ¥H0)=-—.
PH0) = 5, WO =
Por tanto para el caso donde u = —1 tenemos que el resultado para

A7 (x1), A7 (x1), A (21) es el siguiente:
A7 (x1) = ae” ¥t #0,
- 1 axr
Ay (z1) = a(e ' —2),

1
A (x1) = 56_‘”1.
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Por tanto, las funciones ¢~ (x3), U~ (x?) tienen la siguiente forma:
() = et (e —2)
1 a2 ’
1
— (2
U (z) = w2
Para el caso cuando u = 1, tenemos que At (x1), Af(21), A (1) estén

representadas de la siguiente manera:
AT (z1) = —ae™ # 0,
1, _
Af (o) = (e ~2)

ary

A7 (1)

—e
a
Por tanto, las funciones ¢ (x%), U (2?) tienen la siguiente forma:

1

ot (o) = (e g 27,

Finalmente el resultado final para el caso 2 tiene la siguiente forma:

(1/a)6—aaz1 [e—Qaf(ml,mg) . 26—af(a:1,az2)] + 1/&,
T2 + 21|T1[/2 > 0,

Q1 (21, 22) =

(1/(1)6(”1 [_e—Zag(xl,xg) + 2e—ag(1‘1,1‘2)] _ 1/(1’

L :c2+x1\a:1]/2§0,

(1/a2)e—am1 [e—Qaf(a:l,:cg) - 26—af(a:1,a:2)] + l/a,

+1/a? — (1/a)z1,
xo + x1]|21|/2 > 0.

®o(z1,12) =

(1/(12)6(”“ [_e—Zag(x1,x2) + 2e—ag(x1,x2)]

—1/a® — (1/a)z1,
T2 +m1]x1\/2 <0.

f(z1,22) ==/ 22 + (1/2)22, (4.48)
g(z1,m2) =1/ —x2 + (1/2)a2. (4.49)

Donde



Capitulo 5

Ejemplos del mapeo a
diferentes sistemas de
ecuaciones diferenciales
lineales

En este capitulo consideramos algunos ejemplos del mapeo descrito en
el capitulo 4. En principio, recordemos el siguiente teorema que permite
transformar cualquier sistema lineal de control de la forma

= Az +bu, |ul<1. (5.1)
al sistema de ecuaciones diferenciales de la forma:

Y1 = a1y1 + azy2 + ... + anyn + u,

Teorema 5.1. Transformacion de sistemas lineales de control. [7]
Consideramos un sistema de la forma:

T = Az + bu,

donde b € R™, a € R™*",
Asumimos que Q = (b, Ab,..., A""'b) tal que r¢g Q = m < n. Entonces
existe una tranformacion

z=Fz

69



Capitulo 5. Ejemplos del mapeo a diferentes sistemas de ecuaciones
70 diferenciales lineales

donde det F # 0 tal que el sistema (5.1) se tranforma en el siguente sis-
tema:

21 =yl anz,
: (5.3)
Zq = 23:1 QqiZi-

’éfI+1 = Zq+2;

Zn—1= 2n

. n

Zn = Zi:l Yizi + u.
donde ¢ =n —m.

Observacion 5.1. Los sistemas (5.3), (5.4) son la forma canonica de (5.1),
donde (5.8) es la parte no controlable y (5.4) es la parte controlable.

La demostracién del teorema 5.1 Se encuentra en [7] . En nuestro caso
q = 0, es decir, m = n ya que el sistema es completamente controlable es
decir, para este caso no se cuenta con la parte no controlable, entonces la
matriz F' de la tranformacién tiene la forma:

c*A
F—

C*An—l

Donde F € R™" y donde c es tal que (c,b) = 0, (c, Ab) = 0,...,(c, A" 1b) =
1.

5.1. Ejemplo 1

Consideremos el sistemas:

1 =21 + 3z — Tu,

To = 3x1 + T2 — du. (5.5)

Como se puede verificar este sistema no tiene la forma de sistema lineal
(5.2).

Entonces realizaremos una tranformacion del sistema (5.5) al sistema (5.2)
Para dicho proceso utilizaremos el teorema 5.1.

Donde nuestro nuevo sistema toma la forma de:

4= FAF 'z 4 Fbu,
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donde

=(5 1) =(3)

Entonces, realizando los célculos correspondientes tenemos que:

= ST , F= 7_%2 1%27 .
272 2 4
0 L (01
fe(0), par=(91),

Entonces, nuestro sistema transformado tiene la forma:
. 01 0
=(8a) ()

251 = z2,

©

De donde

6 equivalentemente:

Zo = 821 + 229 + u. (5.6)
Con el cambio de variable
L o
el sistema (5.8) toma la forma,
Y1 = 2y1 + 8y2 + u, (5.8)

Y2 = Y1

Ya que se ha realizado la tranformacién de nuestro sistema estudiado (5.5)
a la forma del sistema (5.2) ahora se procederad a la aplicacién del mapeo
estudiado en el capitulo 4.
Primeramente realizamos el cambio de variable propuesto en el capitulo 4
siguiente:

y1 = ®1(z1, 72),

y2 = Pa(w1, 22).
Donde
@fQ(xl,xQ), siu=1,
@iQ(xl,xQ), siu=—1.

Oy o(z1,22) = {

Encontramos las derivadas parciales de y1, y2 ahora con sus nuevas variables

. . 0P, oby . .
:@ P— — [

y1 =P (8901 V@1 + ((%2 )22,

. : 0Py, . 0y .

12 =P (&cl )T + (6952 )2
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Y sustituimos en el sistema estudiado (5.8)

0P 0P
0P 0P

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.9), (5.10) es
equivalente a la ecuacién

T+ Zgy ¥y + Zipy (281 + 8B + u) + Zy, &1 = 0. (5.11)
donde Z(x1,x2,x3,x4) es una funcién desconocida tal que
r3 = (I)l Ty = CI)Q.

Como se plante6 en el capitulo 4 se realiza la equivalencia del sistema (5.11)
al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias siguiente:

dry  dxy dzs _dxy

u r1  2x3+8z4+u w3
El cual también es equivalente al sistema normal siguiente:

dxg X

— = 5.12
. (5.12)
d 2 8
axs :M’ (5.13)
dzry U
dry _x3 (5.14)
dey  u’ '
Obtenemos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria,
a:l4/—2x:1u—8x4—u:0.
Donde la caracteristica asociada es la siguiente,
A -2 u — 8 =0. (5.15)

Las raices de esta ecuacion son:
AL =12, Ay =+4.

Por lo tanto, del capitulo 4 sabemos que la solucién general para (5.15)
cuando b # 0 es de la forma siguiente:
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u=—1:

O (21,72) = —¢ (22 + (1/2)a) Fy (1) — U (22 + (1/2)2]) Fy (21),
Oy (w1, 22) = ¢ (zo + (1/2)23)Fy (21) + U (29 + (1/2)23) Fy (21) + 1/0,
u=1:

OF (21,72) = T (w2 — (1/2)a}) F (21) + U (w2 — (1/2)2}) F5 (21),
OF (21, 19) = ¢ (w2 — (1/2)a7) Fy (21) + U (22 — (1/2)2]) Fy (1) — 1/b.
Donde

Fif (1) = 7, Fy(z1) = e,
Fli/(l'l) = :t2€:t2x1, FQi/(l'l) = :|:4€:t4$1.

Por lo tanto,
FE0) =1, F(0)=1, (5.16)

FFo)y=2 F0)=4, F(0)=-2 F; (0)=—4. (5.17)

Ahora sustituimos los valores (5.16) y (5.17) en las siguientes ecuaciones con
el propésito de encontrar ¢~ (0), ¥~ (0), ™ (0), 1 (0)

0 =™ (0)Fy(0) + ¥ (0) F5 (0) — 1/b,
0 =" (0)F" (0) + ¥+ (0)F5 (0),

0= (0)Fy (0) + ¥~ (0)F; (0) + 1/,
0=— ¢ (0)F (0) — T (0)F; (0).

Por lo tanto, los valores de ¢~ (0), ¥~ (0), ¢ (0), ¥ (0) son los siguientes:

_ 1 _ 1
P (0) =5, V(0= oy
1 1
+ _ + - _
Estos valores coinciden con la parte derecha de las siguientes igualdades
_ A1
0)=-— )
o=
_ A2
U (0) = —,
(0) Vi
A2
+ 0) = — ,
©"(0) /D
UH(0) = M

bWD’
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encontradas en el capitulo 4.

Entonces los valores de ¢~ (z2), ¥~ (22), o (—22), T (—2?) para este ejem-
plo son:
171
—r 2 R 2x1  —8x1 2x1 )
o) = g g (@ -2,
1711
Y (23) = 6 [462“716_2“] (¥ —2),
ot (~ad) = o2 [ —2e7]
Y12 ’
P(ad) = 5 [ — 2t
REPY!

Por lo tanto, las trayectorias optimas para este ejemplo se escriben de la
siguiente manera:

_(1/6)6—22:1 [€4f(x1,x2) _ 26—2f(x1,x2)]

+(1/6)et1 [esf($11552) _ 264f(3317$2)]’
x2 + z1|T1]/2 > 0,

Qy(z1,22) =
(1) [et0(w1e2) 2620100
+(1/6)e4m1[_6—89(171,962) 4 2649(“"”2)]7
[ 72+ @|n]/2 <0,
Py (w1, x2)

r —(1/12)67211 [_e4f(:f1,:v2) +2672f(x17x2)]

_(1/12)64:1:1[68f(:1317:132) _ 264]‘(11,12)] + 1/8,
Tg + z1|®1[/2 2 0,

_(1/12)67211 [_649(11,12) _ 2629("”179”2)]

—(1/12)e* [—emBo(rr2) g dolrir2)] — 1 /8,
x9 + x1|x1]/2 < 0.

donde,

flar, m2) =22 + (1/2)a7, (5.18)
g(@1,22) —z2+ (1/2)x (5.19)
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5.2. Ejemplo 2

Procederemos ahora a aplicar el mapeo encontrado en el capitulo 4 a
un ejemplo donde los valores propios de sistema dindmico son valores reales
iguales. Sea

Y1 = 4y — 4y + u,
Y2 = Y1
Siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior, primeramente realizamos
el cambio de variable de la forma:

ul <1,

y1 = O (21, 22),
5.20
y2 = Po(x1, 22). (5.20)
Donde
(IDfQ(xl,xg), siu=1,
@iQ(xl,xg), siu=—1.

Dy 9(x1,29) = {

De (5.2) tenemos que:

0P 0P
0P 0P
(—axf)u + (—8x22)m1 —®,. (5.22)

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.21), (5.22)
es equivalente a la ecuacién

Zp b+ Zgox1 + Ly (401 — 4Po + u) + Z,,P1 = 0. (5.23)
donde Z(x1,x2,x3,24) es una funcién desconocida tal que
r3 =01 x4 = Do.
Y a su vez, el sistema (5.23) es equivalente al sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias siguiente:

dry  dzy dzs _dxy

u x1  Adxs—Adxgi+u  xs

Este sistema es equivalente al sistema normal siguiente:

d.%‘g T

— =, 5.24

drq U ( )
drs 4x3 —4rs +u
— = 5.25
e » ; (5.25)
des _2s (5.26)

dr1 u
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La ecuacién diferencial ordinaria asociada a nuestro sistema estudiado quedaria
de la siguiente manera:

l’:; —43:21u—|—4334—u:0,
donde la ecuacién caracteristica asociada es la siguiente:
A2 — 4 u+4=0.
Entonces, los valores propios son:
A =22, Ay =£2

Por lo tanto, tenemos que:

FE (1) =21 Ff(x) = 2152,

FF (z1) = £ 2627 FF (1) = 4226727 4 2201,
De donde

FE0)=1, F7(0)=-2, F(0)=2, F0)=0, F0)=1.

De manera andloga, hallamos los valores de ¢~ (0), ¥~ (0), ¢™(0), ¥»*(0), los
cuales son los siguientes:

1 1
PO =—1, O =3

Los valores de ¢~ (x3), ¥~ (22), ¢ (—23), T (—2?) para este segundo ejem-
plo son:

1 1
¢~ (2f) = ' [—4 + $1:| + e [2 - wl] :

1 1
et (—z?) = e™1m {4 + x1] 4 e [—2 — 3?1] ,

1
v (af) = — 56’4951 + e,

1
Y(@}) = pet e,

Finalmente, hallamos las trayectorias éptimas correspondientes al ejemplo
estudiado.

( 64[7x1/27f(:)31,x2)][_2f<$1’m2) _ xl]

te2lmmi—f(z1,22)] 2f(x1,22) +221], @2+ x1]x1]/2 >0,
Py (z1,22) =
el /2=9(@re)l[9g(z) 29) — 2]

+ePr=9@1 e[ 2g(x1, 29) 4+ 221], @2+ 21|21|/2 <0,
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Oo(x1,29) =

el /2= el [ f (g 2o) — 1/4 — (1/2)1]

+€2[—x1 — f(xl,xg)][f(xl,xg) + 1/2 + acl] — 1/4,
) +x1|x1|/2 >0,

64[171/2—9(561,&?2)] [g($17 $2) + 1/4 — (1/2)I1]

+e2[r1 — g(x1, 22)|[—g(21, 22) — 1/2 4+ 21] + 1/4,
xro —|—l’1|ZL‘1|/2 <0.

\

donde,

fz1,22) i=q/m2 + (1/2)2F, (5.27)
g(x1,22) =1/ —x2 + (1/2)22. (5.28)

5.3. Ejemplo 3

Ahora consideramos un ejemplo donde los valores propios del sistema
dindmico son nimeros complejos. Sea

Y1 = —2y1 — 2y2 + u,

. lul <1
Y2 = y1.

Se realiza el cambio de variable de la forma de (5.20) siguiendo el mismo
procedimiento se llega al sistema de la forma:

o® 0P
Dy + 1

(87561 u 87@)331 =—20, — 293 + u, (5.29)
foLinD oDy
(87561 u+ (8732)361 =®;. (5.30)

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.29), (5.30) es
equivalente a la ecuacién

Zmlu + Zm2$1 + Zm3(—2q)1 — 2@2 + U) + Zz4¢)1 =0. (531)
donde Z(x1,x2,x3,x4) es una funcién desconocida tal que

I3 :(I)l T4 :q)g.
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Y a su vez, el sistema (5.31) es equivalente al sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias siguiente:

dvy _ dra des  _ dn

u  x  —2x3—2m44+u  x3

El cual también es equivalente al sistema normal siguiente:

dl‘g _xl
dry — u’
drs —2x3— 214+
dry u ’
dl‘4 _$3
dixl 23

La ecuacion diferencial ordinaria asociada al sistema estudiado tiene la for-
ma,
1 /
Ty +2z4u+ 224 —u =0,

donde la ecuacién caracteristica asociada es la siguiente:
A2+ 2)u +2 = 0.
Entonces, los valores propios son:
M =1-4, X =-1-1i,
Al =144, Ay =1-—1d

por lo tanto tenemos que:

Fif(z1) =e ™ cos(amy), Fy(z1) = e " sin(ar)
F[ (x1) =€ cos(axy), Fy (z1) = e*tsin(axy)
F1+, (1) = —e " cos(axy) — e “asin(azy),

F2+, (x1) = — e "sin(azr) + e " acos(axy),

Ff/ (x1) =e"* cos(axy) — e asin(ay),

FQ_I (1) =e™ sin(axy) + e acos(axy).

Por lo tanto
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De manera anéloga, se encuentran los valores de ¢~ (0), 1~ (0), ¢ (0), 1" (0)
los cudles son los siguientes:

1

PO = —5, VO =—3.

Los valores de ¢~ (%), ¥~ (2?), ¢t (—22), ¥ (—2?) para este ejemplo son:

o (1) =5 (" (e"tarcos (2ax1) + 2sin (awy) — 2a cos (axy) + 2™ sin ()

v (22) :i (e** (—4 cos (ary) + 2€”" cos (2ax1)
+4a (=1 + e** cos (aury)) sin (axy)))
ot (—z?) :% (62’”1 (2¢" v cos (aury)
—acos (2ax1) 4+ 2 (e*' — cos (axy) sin (ax))))
YT (—z?) :ia (62”“ (—4e”™ cos (axq)

+cos (2axy) + 4a (€ — cos (axq)) sin (axq)))

Por tdltimo encontramos las trayectorias éptimas correspondientes al
ejemplo estudiado:

Oy (x1,x2)

et1 [_€2f(a:1,x2) sin{[2f(m1, J}Q) + xl]}
+2e/0m) sin{[ f (1, 22) + 1]}, 2 + 21fa1]/2 2 0,

e~ [e290172) sin{[2g (w1, w2) — 21]}]

—(269(“@2) sin{[g(x1,z2) — x1]}, x9 + x1]21]/2 > 0,
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Do (21, 22)

et [e2/ 1 2)((1/2) sin{[2f (1, 22) + 21]}

—(1/2) cos{[2f (x1, 22) + 21]})

—efwrm) ((sin{[f (1, 22) + 2]}

—cos{[f(z1,22) + 21]}) — 1/2 xg + x1|71]/2 > 0,
e [e2907072)((1/2) sin{[2g (w1, 22) — 2]}

—(1/2) cos{[2g(z1, x2) — 1]})

+e9(@12) ((sin{[g(w1, z2) — 21]}

—cos{[g(z1,x2) — x1]}) +1/2 xo + x1]21]/2 > 0.

donde,

f(z1,22) =1/ 22 + (1/2)22, (5.32)
Jil, .CCQ =1/ —T2 + 1/2 (533)

5.4. Ejemplo 4

Por 1ltimo consideramos el caso cuando b = 0, es decir, la matriz del
sistema dinamico estudiado es singular.
Estudiamos el sistema de control siguiente:

yl = 291 + u,

Y2 = y1.
Siguiendo el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores se llega a
la equivalencia del sistema (5.34) al sistema de la forma:

0P, 0P,
((T,El)uﬂL 87:):2)
(

0P, 0P,
le )u + (8.292 )ml

De acuerdo al el teorema (A.1) del apéndice A el sistema (5.35), (5.36) es

equivalente a la ecuacién

Zpyu~+ Zyoyx1 + Zyg (=201 +u) + Z5, &1 =0 (5.37)

u) <1, (5.34)

z1 = — 2B +u, (5.35)

—,. (5.36)
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donde Z(x1,x9,23,24) es una funcién desconocida tal que

r3=P; x4 = Do.
Y su vez, el sistema (5.37) es equivalente al sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias siguiente:

d d d d
doy _dey _ _des  _ du (5.38)
U T 2x3 4+ u s

Las igualdades (5.38) son equivalentes al siguiente sistema normal:

dl‘g _:L'1
doy — u’
dry 2x3+u
dvy — w
dry 3
dz1  u

La ecuacién diferencial ordinaria asociada a nuestro sistema estudiado quedaria
de la siguiente manera:

" !

xy —2x4u—u =0, (5.39)
donde la ecuacién caracteristica asociada es la siguiente:
A —2Xu = 0.
Entonces, los valores propios son:
A =0, A\ =+2

Entonces la solucién particular de la ecuacion diferencial (5.39) de esta dada
en la forma v(z1) = — 1.
Entonces,
1
wq =p1F}"(21) + pa Fy (1) — 5%

’ / 1
T3 =u <p1F1i (21) + paFy (1) — 2) '

Del capitulo 4 tenemos que la solucién general para este caso tiene la forma
siguiente:

u=—1

Oy (w1,22) = —¢ (w2 + (1/2)2]) F (1) — U (22 + (1/2)23) Fy (21) + 1/a,
Oy (21, m9) = ¢ (w2 + (1/2)a}) Fy (21) + U (22 + (1/2)2]) Fy (21) — (1/a)1,
u=1

Of (x1,22) = o1 (22 — (1/2)a}) I (21) + U (22 — (1/2)a}) B (21) — 1/a,

1( ot
OF (21, m9) = ©T (w2 — (1/2)a}) Fi (1) + U (22 — (1/2)2]) F (21) — (1/a)z1.
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Por lo tanto, tenemos:
Fli(xl) = e*201 F;(xl) =1,

F (z1) = £2¢*2"1 F (z)) = 0.

Asi,
FH0)=1, F(0)=1,

FE(0)=+2, Ff(0)=0.

De igual manera, se encuentran los valores de ¢~ (0), 1~ (0), o1 (0), 1+ (0)
los cuédles son los siguientes:

Entonces los valores de ¢~ (z2), ¥~ (22), o (—22), T (—2?) para este ejem-
plo son:

Finalmente, encontramos las trayectorias éptimas

( (1/2)6—2301 [6—4f(x1,z2) _ 26—2f(x1,x2)] + 1/27
xo + x1|21]/2 > 0,

Oy (z1,22) =
(1/2)e%¥1[—e~49(@122) 4 9¢=20(1,22)] _ 1 /9,
xo + x1]|21|/2 <0,
(1/4)e= 201 [e=H (m122) _ 9e=2f(z1,22)] 4.1 /2,
+1/4 — (1/2)a1,
) +x1]3:1|/2 > 0.
Oy (21, 22) =

(1/4)e%1 [—e~49(@1,22) | 9e=20(w1,72)]

—1/4 - (1/2)xy,
x9 + x1|x1]/2 < 0.
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donde,

f(er,@2) =22 + (1/2)a%, (5.40)

glar,22) =y —w2 + (1/2)22. (5.41)



Apéndice A

A.1. Sistema de ecuaciones diferenciales cuasi lin-
eales con la misma parte principal.

El texto a continuacién es un extracto del libro.[15, Richar Courant and
David Hilbert, pag. 139-145]
El estudio de las ecuaciones diferenciales cuasi-lineales en derivadas parciales

i
Zak b, (=12, .m), (A1)

sugiere un enfoque de la teoria de la caracteristica que se diferencia del
expuesto en el capitulo 2 de [15, Richar Courant and David Hilbert].

Los coeficientes aq, as, ..., an, b, pueden depender de las variables z1, z2, ...,

UL, U2, ..., Uy; son los mismos en todas las ecuaciones (A.1). Decimos que las
ecuaciones diferenciales de un sistema de este tipo tienen las mismas partes
principales.

Primero probaremos el siguiente teorema:

Teorema A.1. Un sistema de m ecuaciones diferenciales cuasi lineales en
n variables independientes que tienen la misma parte principal (de la forma
(A.1)) es equivalente a una ecuacion diferencial en derivadas parciales de
primer orden lineal homdgenea para una funcion de m + n variables.

Demostracion. Sea que un sistema de soluciones uy, ug, ..., uy, de (A.1) que
dependen de los pardmetros (c1, ¢, ..., ¢y) estan dados de la forma

............................................................... (A.2)

ns
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Para asegurar la posibilidad de calcular las funciones uy, uo, ..., U, Se asume
que el Jacobiano

91 Odm

ggl ggl
a(¢1a¢2a"'7¢m) — Tu; ﬁ (A 3)
O(U1, U2y ooy Upy)

a(:bl 8¢m

Oum 7 Oum

es diferente de cero por doquier. Al derivar las ecuaciones (A.2) obtenemos

8(}5# Za¢u au}\ p=12....m
o0xy ouy 0, k=12

Multiplicamos por a, y sumando sobre x tenemos:

- a¢ 0by [ O
oo, Zaul: <Z_:1““azi>zo’

k=1

por lo tanto, debido a (A.1)

>, 00

8%

- (A.4)

Vemos que las funciones ¢ = ¢, del sistema (A.2) satisfacen la ecuacién
(A.4) idénticamente respecto de x1,x2, ..., Tpn, C1,C2, ..., Cm, €s decir, todas
estas variables también satisfacen la misma ecuacién diferencial lineal
n
9¢ 0¢
E U,
0%, U

k=1

m

= 0. (A.5)

Idénticamente respecto de z1, ..., Tn, U1, ..., u¢m). Si introducimos la notacién
by = Gpix, UN = Tppr, TI=mAn,

entonces (A.5) toma finalmente la forma de la ecuacién diferencial

r 8¢
K - 9 A.
321 a Bz, 0 (A.6)

para una funcién ¢(z1, z2, ..., ). Asi se ha demostrado la primera parte del
teorema reciprocamente sea que se dan m soluciones (¢1, @2, ..., o) de la
ecuacién diferencial (A.6) cuyo Jacobiano es:

(¢1, P2, .-, Pm)

8(37”_’_1, Tn42y ey x?")
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que no se anula en ninguna parte.
Mostraremos que las funciones uq, us, ..., u,, calculadas a partir de las ecua-
q ) ) ) p
ciones
¢H(x17 L2y oeey T, UL, U2y ..vy um) — C/Lu
satisfacen el sistema (A.1).
Derivando, tenemos
m
0, n 0, Ouy

Pu -0
0z, = Ouy, Oz,

Nuevamente multiplicamos por a, y sumamos respecto del indice x, usando

(A.4), tenemos:
a¢ \~ Oy duy
Z D\ Z Z 8uz 0x,.’

o

0 "L Quy B
Z 8u§ ( Zaﬂ&%%)

Ya que el determinante de las cantidades % no se anula, entonces tenemos

es decir, el sistema (A.1) se satisface. De acuerdo al [15, parrafo 2, cap.
2] la integracién de la ecuacién diferencial lineal (A.6) es equivalente a la
integracion del sistema caracteristico de ecuaciones diferenciales

dx
d: =ay, (K=1,2,..,r).

Por lo tanto, vemos que el sistema (A.1) de ecuaciones diferenciales parciales
con las misma, parte principal es equivalente a un sistema de m-+n ecuaciones
diferenciales ordinarias, es decir; al sistema

dx;

% =as, (Kk=12,..,n),
duy

—= = A=1,2

ds Ay ( 5 4y 7m)

Utilizando estos resultados para desarrollar nuevamente la teoria de las
caracteristicas de las ecuaciones diferenciales generales de primer orden.
Consideramos la ecuacién diferencial

F(x1,29, oy Ty Uy Uz y Uz y vey Uy, ) = 0, (A.7)
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y lo remplazamos para el siguiente sistema de n + 1 ecuaciones diferenciales
cuasi-lineales para u, pi,...,pn, con la misma parte principal, obtenida a
partir de la funcién F(z1, 22, ..., Tn, U, P1, P2, ey Pn):

n
Op; ,
Zvaﬂ—i_Fupi_‘_FfEi =0 (7’: 1727“'777‘)' (AS)
0xy
v=1
> Fpuai% — Y Fppo =0. (A.9)
v=1 v=1

Las ecuaciones (A.8) se obtienen formalmente de (A.7) al diferenciar
con respecto a x; y luego reemplazar u, por p; y 83287;% por gfi. Por esta
sustitucion la ultima ecuacién se torna trivial.

Partiendo del sistema de ecuaciones diferenciales cuasi lineales con la misma
parte principal, ahora se puede desarrollar la teoria de la ecuacién diferencial
(A.7) para las n + 1 funciones desconocidas u y p;. En primer lugar, vemos
de las observaciones anteriores que la integracién de (A.8) es equivalente a

la del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

dx; dp; du "
L= F,, ——=—F, —piF,, - = UzlvapU, (A.10)

ds Pirds

es decir, es equivalente a la integracién de las ecuaciones diferenciales carac-
teriticas derivadas para F' de manera diferente que en el [15, parrafo 7, cap
2]. Demostraremos ademas que un problema de Cauchy especial para el sis-
tema (A.8)-(A.9) es equivalente a un problema de Cauchy para la ecuacién
diferencial (A.7). Esto proporciona un nuevo fundamento para la solucién
de un problema de Cauchy, el cudl fue resuelto en el [15, parrafo 7, cap 2],
mediante las ecuaciones diferenciales caracteristicas (A.10).

Para la demostracién notamos que para cada solucién de la ecuacién difer-
encial (A.7), las funciones u y p; = g—;i son una solucién de (A.8). Reciproca-
mente, consideramos un sistema de soluciones u, p; del sistema de ecuaciones
diferenciales (A.8) que satisfacen las siguientes condiciones iniciales: Sea C'
una variedad inicial de dimensién (n — 1) en el espacio (x,u), que no es car-
acteristico en ninguna parte. Sea que en C' se dan tales condiciones iniciales
pi, que F' = 0 por doquier en C', ademas tal que en C

du — Zn:pvda;v =0.

v=1

Ademsds, de que aquellas soluciones del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (A.10) que pasan por cada punto de C' los valores iniciales correspon-
dientes de p; forman una superficie n-dimensional S dada por:

U= u($1>$27 "'axn)a
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y que contiene C'. Esta funcién w junto con las funciones correspondientes
p; es precisamente la solucién del problema del valor inicial correspondiente
para (A.8).

Ahora debemos mostrar que también esta solucién resuelve el problema de
valor inicias para F' = 0. Para ello solo tenemos que demostrar que las
relaciones

F(.%'l,.%'g, "'7xn>uaplap27"'7pn) = R(-’Bl,.ﬁg, axn) = Oa
p’i(xtha ,Z‘n) - Uxi(xl,.TQ, ,.Tn) - -Rﬁ(xtha "'7‘7"”) = 07

se satisfacen por doquier en la superficie S. Tenemos en cuenta que las

relaciones op op 5 5
1 k _ ODi _ Pr
oz, Ox; Ox. Ox; (A-11)

satisfacen para las funciones Pj(x1,z2,...,2,). Ademds, tenemos

n
0
Ry, = Z F,, % + Fy, + Fuug,,
v=1 ¢

y por lo tanto, en base a las primeras n ecuaciones diferenciales en (A.8) y
la ecuacién (A.11).

- oP, OP;
v = E, | ——-—")—-F,P,. A.12
R i Uz:l Pv <axl axv> ( )

Por otro lado, la dltima ecuacién diferencial en (A.8) se puede escribir en la
forma

0=> FpP (A.13)
v=1

Asi obtenemos .
Z Ry £y, = 0,
i=1

es decir, usando la notacion

Fpi = Qj, (A14)

donde las funciones a;(z1,z2,...,z,) deben ser consideradas como coefi-
cientes conocidas.

> aiR., = 0. (A.15)
=1

En la superficie integral S, consideramos ahora la curva definida por
(A.10) que genera esta superficie. La ecuacién (A.15) afirma que en cada
una de estas curvas,

dRrR

P
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es decir; ya que R se anula en el punto inicial en C', tenemos que
R=0.

en S. Ademsds, de la ecuacién (A.12) tenemos

n

" 9P, OP,
Uz_:lay o, ;avaxi + P,F, =0, (A.16)

mientras que, después de la diferenciacién con respecto de x;, la ecuacion

(A.13)
Z a, P, =0,
v=1

da la relacién.
n n

Zlavg];’ + Zlbwpv. (A.17)

aqui by, = % es nuevamente una funcién conocida de las variables x1, z9, ..., Z,,.

Sumando (A.116) v (A.17) se llega a las ecuaciones de la forma

n

n
ob;

g avax:} + g civlPy =0,

v=1 v=1

donde las cantidades c;,, también son funciones conocidas de x1, 2, ..., £, En

cada una de las curvas caracteristicas CZCS" = a;, estas ecuaciones se reducen

a la ecuacién

n

dP;
s + ;prv =0.

sin embargo, de (A.13) junto con la condicién inicial (A.10), tenemos el
siguiente resultado: Ya que C no es caracteristica, el determinante

F, .. F,
Oz1 Ozy
A — oty T ot
oz Ozn

6tn_1 o atn— 1

no se anula. Los valores iniciales de P; son cero en C, y por lo tanto estéas
funciones se anulan idénticamente.

De esta manera, la demostracion de la equivalencia de los problemas de
valores iniciales para (A.8) y (A.7) estd completa. O



Apéndice B

B.1. Propiedad de un eigenvector de una matriz
A

Lema B.1. Sea A una matriz de n X n y sea v un eigenvector de A con
eigenvalor a, entonces v es un eigevector de e con eigevalor e®.

Demostracion. Sabemos que

1
A=Y A
k=0

Si Av = av entonces A?v = A(Av) = aAv = a®v. Por induccién tenemos
A = a™v.

Entonces

o

90



Apéndice C

C.1. Primeras integrales

Consideramos, un sistema auténomo normal de ecuaciones
i pif1 n L
= fYx, .2, i=1,..,n. (C.1)

cuyas partes derechas, junto con sus derivadas parciales, estan definidos y
son continuas en algiin dominio A de las variables !, ..., " y sea la notacién
vectorial para este sistema como:

@ = f(z). (C.2)

Una funcién que se define como:

u(z!, ..., 2") = u(z), (C.3)
que es continua, junto con sus derivadas parciales, en un cierto dominio G
contenido en A, se llama primera integral del sistema (C.1) si la sustitucién
en (C.3) de z por una solucién arbitraria ¢(t) de (C.2) conduce a una ex-
presion que es independiente de t; es decir, la funcién u(p(t)), depende solo
de la eleccién de la solucién ¢(t), y no de t. Cualquier primer integral u(z)
del sistema (C.1) satisface la condicién

— du(z)
; oo (@) =0. (C.4)
Reciprocamente, cualquier funcién u(x) que satisfaga la condicién (C.4) es
una primera integral del sistema (C.1).
Sea & un punto arbitrario de G y sea x = (¢, ) una solucién de la ecuacién
(C.2) con condiciones iniciales (0,&). Tenemos:

0= %(w(t,g)) == _ agg) F1©);

=1

91
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como § es un punto arbitrario de G, la relacién (C.4) se cumple en G.
Supongamos ahora que la relacién (C.4) se cumple para la funcién u(x), y
sea x = ¢(t) una solucién arbitraria de (C.2). Sustituyendo z = ¢(t) en
u(x), obtenemos una cierta funcién

o(t) = ulp(t)).

Al diferenciar esta funcién con respecto a t, obtenemos:

dv(t) = Qulp(t) _
7 _;(%ﬂf (¢(t)) = 0.

Entonces u(¢(t)) no depende de ¢.
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