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RESUMEN

Durante este trabajo de tesis se estudiardn diferentes métodos y herramientas para ana-
lizar series de tiempo bajo la suposicion de que éstas cumplen con el modelo clasico de la
descomposicién. Ademads, se dard una introduccién a una clase de modelos lineales para
series de tiempo estacionarias y no estacionarias, los modelos ARIMA. El objetivo de este
trabajo es generar predicciones de la direccion del movimiento de series de tiempo, por lo
que se describirdn los predictores lineales para los modelos ARIMA y se estudiardn dos
modelos de inteligencia artificial con los que se podréan realizar predicciones de series de
tiempo. Los modelos de inteligencia artificial que se estudiardn en este trabajo son las redes
neuronales artificiales (RNAs) perceptron de tres capas de alimentacion hacia adelante y las
maquinas de soporte vectorial (MSV) para clasificacion binaria no lineal, ambos modelos
basados en el aprendizaje estadistico o supervizado. Finalmente, se analizardn un conjunto
de series de tiempo, se realizardn predicciones de éstas con los diferentes modelos estudia-
dos e implementados y se hard una comparacion del desempefio de los modelos en cada
problema.

Palabras clave: Modelos ARIMA, RNA, MSV, aprendizaje estadistico y ajuste del
modelo.



ABSTRACT

This thesis will focus in the study of differents methods and tools dedicated to analyze
time series under the assumption that these satisfy the classical descomposition model.
Also, a class of linear models for stacionary and no stacionary time series, well known as
ARIMA models, will be introduced. The aim of this work is to predict direction of time
series movement using the ARIMA models and two kind of artificial inteligence models,
the feed-forward three-layer perceptron artificial neural networks (ANN) and the support
vector machines (SVM) for no linear binary classification, which are based in statistical or
supervised learning. Finaly, by implementing the models under study, the predictions of the
time series will be analyzed as well as the performance of the models.



Capitulo 1

Introduccion

El andlisis de series de tiempo, o bien, el andlisis de datos experimentales que se han
observado en diferentes puntos en el tiempo conduce a problemas de modelado e inferencia
estadistica, donde se busca proporcionar modelos mateméticos que den una descripcion
compacta y acertada de los datos que generan la serie de tiempo. Este tipo de problemas
supone una correlacién en el muestreo de puntos adyacentes en el tiempo, por lo que puede
restringir severamente la aplicabilidad de los muchos métodos estadisticos convencionales
que tradicionalmente dependen del supuesto de que estas observaciones adyacentes son
independientes y estan distribuidas de manera idéntica. Entre algunas de las aplicaciones
mads comunes del andlisis de series de tiempo estdn: la eliminacion de ruido en las series,
el control de valores futuros ajustando pardmetros, generar simulaciones y predecir valores
futuros de la serie de tiempo.

El impacto del anélisis de series de tiempo en aplicaciones cientificas puede ser docu-
mentado en un conjunto particular de campos en la ciencia, donde han surgido problemas
importantes. Por ejemplo, en economia surgen diferentes series de tiempo que continua-
mente se estdn exponiendo, como la cotizaicién del mercado de valores o la cantidad de
desempleados cada mes. Las ciencias sociales estudian las series de la poblacion, como la
tasa de natalidad o las inscripciones escolares. En epidemiologia se interesan en la can-
tidad de infectados de una enfermedad en un periodo de tiempo. Algunos otros campos
donde surgen importantes problemas con series de tiempo es en medicina, en fisica, en
meteorologia, en geologia, en ingenieria, entre otros, ver [/1].

El andlisis de series de tiempo que serd estudiado en este trabajo propone modelos para
describir series de tiempo estacionarias, es decir, que describen una naturaleza estocdstica
o no determinista del experimento, pero que sus propiedades estocasticas como la media y
la correlacion entre los datos no dependen del tiempo.

Una de las tareas principales del andlisis de series de tiempo es encontrar la distribucién
del proceso estocdstico que genero la serie estacionaria. Por lo regular las series de tiempo
de datos muestrales que encontramos de un experimento no son estacionarias, es decir,
pueden contener alguna componente tendencial, periddica o estar bajo el efecto de alguna



10

transformacion. Identificar si una series es estacionaria y transformar una serie de tiempo en
una serie estacionaria, son otras de las tareas del andlisis de series de tiempo, las cuales se
valen de algunos métodos y herramientas, como la estimacion de correlaciones para revisar
la dependencia de los datos, el ajuste de modelos, el suavizamiento y la diferenciacion de
series, que son utilizados para llevar a cabo la estimacion y eliminacién de componentes
que impiden que una serie sea estacionaria.

Algunos de los modelos que se proponen para modelar una serie estacionaria son: los
modelos autorregresivo de orden p (AR(p) acrénimo del inglés autoregressive), de pro-
medios moviles de orden g (MA(q) acrénimo del inglés moving averange), el compuesto
por los dos anteriores, autorregresivo de promedios moviles de orden p y g (ARMA(p, q)
del inglés autoregressive moving averange) y para series no estacionarias, el modelo au-
torregresivo integrado de promedios moviles de orden p, d y g (ARIMA(p,d, q) por sus
siglas del inglés autoregressive integrated moving averange), los cuales pueden representar
diferentes tipos de series de tiempo. Estos modelos tienen la caracteristica de ser lineales
y con una distribucién gaussiana, sin embargo, las series de tiempo no siempre pueden ser
descritas con modelos lineales, un ejemplo de este tipo de series son las series en finanzas,
segun [2, 3] “La prediccion del mercado de valores se considera una tarea desafiante del
proceso de prediccion de series de tiempo financieras, ya que el mercado de valores es
esencialmente dindmico, no lineal, complicado, no paramétrico y catético por naturale-
za'fl

Para abordar este problema y aprovechando el desarrollo que ha tenido el computo
cientifico, se propone hacer uso de algunos modelos de inteligencia artificial, como las re-
des neuronales artificiales (RNAs) y las maquinas de soporte vectorial (MSVs), pues segtin
[4] “La principal ventaja de las RNAs es su capacidad de modelado no lineal ﬂexible’ﬁ
Las RNAs y las MSVs son utilizadas para realizar diferentes tareas como clasificacion,
reconocimiento de patrones, regresiones, entre otros, ver [3, 6]]. Estos modelos se caracteri-
zan por el uso de funciones altamente no lineales conocidas como Kerneles y de algoritmos
de aprendizaje estadistico supervisado que utilizan métodos de optimizacion numérica.

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar sobre el andlisis de series de tiempo y
diferentes métodos de hacer predicciones sobre las series temporales, con la intencién de
poder analizar, generear predicciones, y comparar el desempefio de los distintos métodos
estudiados e implementados para desempenar la tarea de predecir series de tiempo, toman-
do en cuenta solo los valores de pasados de la serie como se hace en [4]. En este caso se
estard trabajando con los modelos en forma de clasificadores, como se hace en [2, [7], es
decir, nuestro interés principal serd poder predecir si una serie de tiempo incrementard o
disminuird su valor en el siguiete paso de tiempo con respecto a la posicidn actual.

Tanto el andlisis de series de tiempo como los modelos que propone la inteligencia
artificial son temas que requieren de un conocimiento previo de estadistica, segun [I8] “Usar

“Traducido del inglés al espaifiol.
“*Traducido del inglés al espaiiol.
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herramientas sofisticadas como redes neuronales, boosting y mdquinas de soporte vectorial
sin comprender estadisticas bdsicas es como hacer una cirugia cerebral antes de saber
como usar un curita @ Es por esto que se dard una breve introduccién en el resto de
este capitulo a algunos temas de estadistica que estdn basados en el contenido de [9]], con
la intencién de ir familiarizando al lector con los términos y notacion estadistica que se
estardn utilizando durante el desarrollo de esta tesis.

En el Capitulo [2| se hablard sobre métodos para analizar series de tiempo, ver si cum-
plen con el modelo de descomposicion cldsica y la obtencion de series estacionarias. En
el Capitulo (3| se describirdn algunos de los modelos para series estacionarias y no estacio-
narias, formas de identificar qué modelo es recomendable utilizar y las predicciones que
se logran con cada modelo. En los Capitulos ]y [5] se estudiardn los modelos de RNAs y
MSVs respectivamente. En el Capitulos [] se encuentran los resultados de un conjunto de
series de tiempo que fueron analizadas y modeladas, asi como un problema de clasifica-
cion. Las conclusiones de este trabajo se pueden encontrar en el Capitulo|/} Finalmente, en
el Apéndice[A]se dard una breve introduccion a temas de probabilidad y en el Apéndice
se abordaran algunos conceptos de optimizacion.

1.1. Estadistica

El proposito de la estadistica es hacer inferencias acerca de una poblacién con ba-
se en informacién contenida en una muestra tomada de esa poblacion, haciendo uso de
herramientas de probabilidad. Debido a que las poblaciones estan caracterizadas por me-
didas descriptivas numéricas llamadas pardmetros, el objetivo de muchas investigaciones
estadisticas es calcular el valor de uno o mas parametros relevantes. El cdlculo, estimacion
0 aproximacioén de un pardmetro se lleva a cabo por medio de los que se conocen como
estimadores, estos seran descritos a continuacion.

1.2. Estimadores

Bajo la suposicion de que una poblacion estéd descrita por algin modelo que depende de
ciertos parametros, al parametro de interés le llamaremos pardmetro objetivo en el expe-
rimento. Se podria dar la estimacion de los pardmetros en dos formas distintas, la primera
seria con solo un ndmero, al que se llama estimacion puntual y la segunda consta de dos
numeros con los que se construye un intervalo, el cual tiene la intencidén de encerrar el
parametro de interés, a esta forma se le denota estimacion de intervalo.

Las estimaciones se obtienen mediante los estimadores. Un estimador es una regla a
menudo expresada como férmula que indica como calcular el valor de una estimacién con
base en las mediciones contenidas en una muestra. En otras palabras, un estimador es un

***Traducido del inglés al espaiol.
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estadistico que se define como una funcién de variables aleatorias (v.a.s) observables en
una muestra y de costantes conocidas. Por lo tanto, un estimador es también una variable
aleatoria (v.a.) y tiene una distribucién que llamaremos distribucion muestral. En las sec-
ciones[A.3]y del Apéndice[A]se pueden consultar las definiciones de v.a. y distribucién
de una v.a. respectivamente.

Cuando las observaciones se obtienen mediante muestreo aleatorio sin restitucion a par-
tir de una poblacidn finita, resulta que las observaciones son dependientes, sin embargo, se
hacen esencialmente independientes si la poblacién es grande comparada con el tamano de
la muestra. Para hacer inferencia estadistica se supone que las poblaciones son grandes en
comparacion con el tamano de la muestra, es decir, que las variables aleatorias obtenidas a
través de muestreo aleatorio Y1, Y,, ..., Y, son independientes e identicamente distribuidas
(IID). Para revisar el concepto de independencia de v.a.s ir a la seccion |A.9

Se pueden obtener diferentes estimadores para un mismo parametro objetivo. Cada es-
timador representa una regla subjetiva para obtener una sola estimacién. Es por esto que
se debe establecer criterios de bondad que nos permita decidir si el estimador es bueno o
malo.

1.3. Estimadores puntuales

Supongamos que queremos especificar una estimacién puntual para un pardmetro ob-
jetivo que llamaremos 6. El estimador de 6 estard expresado como 6, que se leé como
“0 — gorro”. El gorro indicard que se estd estimando el pardmetro que tiene debajo de él. A
continucion definiremos algunas propiedades deseables para los estimadores puntuales.

Una forma de evaluar la bondad de cualquier procedimiento de estimacion puntual es en
término de la distancia que existe entre la estimacion y el pardmetro objetivo, esta distancia
se denomina error de estimacion y esta dada por

e=10-9|.

Por supuesto que nos gustaria que el error de estimacion fuera tan pequefio como sea po-
sible, sin embargo, esta cantidad varia aleatoriamente en muestreo repetido y la bondad de
un procedimiento de estimacién puntual no puede ser calculada con base en el valor de
una sola estimacion, més bien, debemos observar los resultados cuando el procedimiento
de estimacion se usa en innumerables veces, es decir, debemos evaluar la bondad del esti-
mador puntual a partir de una distribucion de frecuencia de los valores de las estimaciones
obtenidas en muestreo repetido y observar como se agrupa esta distribucion alrededor del
parametro objetivo.

Es altamente deseable que la distribuciéon muestral se agrupe alrededor del pardmetro
objetivo de forma que
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E®) = 6. (1.1)
Un estimador con la propiedad de la ecuacién (1.1) se les llama insesgado, si E(6) # 6
entonces se dice que es sesgado. El sesgo de un estimador se define como

B(®) = E( - 0).

Ademds de estimadores insesgados, buscamos que la varianza del estimador Var(6) sea
lo mas pequeia posible, es decir, si tengo dos estimadores insesgados diré que el mejor es
el que tiene menor varianza. Ir a la seccion para revisar el concepto de valor esperado,
varianza y otros momentos.

A parte de usar el sesgo y la varianza de un estimador puntual para caracterizar su
bondad, se podrian emplear otras medidas de bondad como el error cuadrdtico medio de
un estimador 6, definido como

MSE®) = E[(6 - 6)*]. (1.2)
El siguiente teorema viene como ejercicio en [9] y aqui serd demostrado.

Teorema 1.3.1. El MSE estd en funcion del sesgo y la varianza del estimador y cumple
con la siguiente igualdad
MS E®) = Var(d) + B(6)*.

Demostracion. Usando la identidad
0@-6)=[0—-E@]+[E® 6] =[0-E®)]+ B@®),
tenemos que

MSE@©) = E[(6 — 6)*]
= E[([0 - E(®)] + B())]
= E([0 - E(O))) + 2E(6 — E(§))B®) + B(6)*
= Var(0) + B(H)".

O

Algunos ejemplos importantes de estimadores insesgados son la media muestral Y y la
varianza muestral S? de la muestra de variables aleatorias Y}, Y>, ..., Y, que estdn dados
respectivamente como sigue

Y 1 < _
Y:Z;YinZ:m;(Yi—Y)z.
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1.4. Estimadores de intervalo

Un estimador de intervalo o intervalo de confianza es una regla que especifica el méto-
do para usar las mediciones muestrales en el cdlculo de dos nimeros que forman los puntos
extremos de un intervalo. Idealmente un intervalo de confianza debe contener al pardmetro
objetivo y tener una amplitud relativamente pequeiia. Dado que la amplitud y ubicacién del
intervalo son cantidades aleatorias, no podemos asegurar que el pardmetro caerd dentro del
intervalo calculado con una muestra en particular. Es por esto que el objetivo es encontrar
estimadores capaces de generar intervalos estrechos con alta probabilidad de contener a 6.

Los puntos extremos superior e inferior de un intervalo de confianza se denominan /imi-
tes de confianza superior e inferior, respectivamente. La probabilidad de que un intervalo
de confianza (aleatorio) incluya a 6 (una cantidad fija) se llama coeficiente de confianza.
Suponga que los limites de confianza inferior y superior son 6; y s respectivamente, para
un parametro 6. Entonces, si

P, <0<6b5)=1-a, (1.3)

la probabilidad 1 — « es el coeficiente de confianza.

1.5. Meétodo de los momentos

El método de los momentos es uno de los mds antiguos para encontrar estimadores
puntuales, a este método lo caracteriza la facilidad de su uso, pues parte de la idea de que los
momentos poblacionales y; = E(Y k) de una variable aleatoria Y, est4dn bien aproximados
por su correspondiente k-€simo momento muestral,

1 n
m= o 21
n
i=1

Dado que los momentos poblacionales estan en funcion de los pardmetros poblacionales
que se quieren estimar, el método consiste en que las estimaciones a dichos parametros
sean las soluciones del sistema de ecuaciones

’ 7
mk - #ka
parak =1,2,...,t, donde ¢ es el nimero de pardmetros a estimar. Se pueden revisar varios

ejemplos de este método en la seccién 9.6 de [9]. Las desventajas de este método es que
muchas ocasiones proporciona estimadores con sesgo.
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1.6. Método de maxima verosimilitud

El método de mdxima verosimilitud es un método para obtener estimadores. Se dice
que es un método util puesto que con frecuencia se logran obtener estimadores insesgados
y con varianza pequeia.

Sean yy, y,,...,y, observaciones muestrales de las v.a.s correspondientes Y, Ys, ..., Y,
cuya distribucidn depende explicitamente de un pardmetro 6. Entonces, si la distribucion de
lasv.a.s Yy, Y, ..., Y, esdiscreta, la verosimilitud, L(y;, y», . . . , y»|0), se define como la pro-
babilidad conjunta de yy, y», . .., y,. Sila distribucion de las variables aleatorias Y1, Y>, ..., Y,
es continua, entonces la verosimilitud, L(yy,ys, ..., y,|0), es la densidad conjunta evaluada
en yi,ys,...,Y,. El concepto de distribuciones conjuntas puede ser revisado en la seccidén
A9

Si el conjunto de variables aleatorias Y1, Y», ..., Y, denota una muestra aleatoria de una
distribucidn, es decir, que las variables aleatorias son IDD, entonces, en el caso de que la
distribucidn sea discreta tenemos que

Ly, y2, -5 yal0) = pOy1,y2, .- 5 ¥0) = pPODPO2) - .. (),

mientras que si la distribucién es continua

L,y oyl = fO1, 32,2590 = FODFO2) .. fOn).

Supongamos que que la funcién de verosimilitud depende de k parametros 6, 6,, . . . 6.
El método de mdxima verosimilitud escoge como estimaciones los valores de los pardme-
tros que maximizan la verosimilitud L(yy, y,, ..., V.01, 62, ... 6)).

Para destacar que la funcién de verosimilitud es una funcion de los pardmetros 6, 6,, . . . 6
y se busca optimizar sobre ellos, a veces se expresa la verosimilitud como L(8y, 6, ... 6;). A
los estimadores d;, 6, . . . 6 obtenidos con este método se les llama estimadores de mdxima
verosimilitud y se abrevia MLE por sus siglas en inglés. Revisar los Ejemplos 9.14 y 9.15
de [9] para ilustrar el procedimieno del método. Los MLE para la media y la varianza de
una distribucion normal estan dados por

n

ﬁ:%ZYi y &2=%Z<K—Y>2

i=1

respectivamente, en este caso la 1 es insesgado pero 6% no.

1.7. Modelos deterministicos y probabilisticos

Hasta ahora hemos trabajado bajo la suposicion de que las variables aleatorias Y1, ..., Y,
son IDD. Una implicacion de esta suposicion es que el valor esperado de Y; es constante,
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es decir, que E(Y;) = u para todo i = 1,...,n. Esta suposicion no es valida en muchos
problemas inferenciales, como es el caso en problemas de series de tiempo. Ahora estudia-
remos procedimientos inferenciales que pueden ser usados cuando tenemos una variable
aleatoria Y llamada variable dependiente para la cual su valor esperado es una funcién de
otras variables no aleatorias xi, ..., x; llamadas variables independientes (hablando en el
sentido matematico y no probabilistico).

Muchos tipos diferentes de funciones matematicas se pueden usar para modelar una
respuesta que sea una funcién de una o mds variables independientes. Estas se pueden
clasificar en dos categorias: modelos deterministicos y probabilisticos.

Los modelos deterministicos son aquellos que no toman en cuenta ningin error pa-
ra predecir o pronosticar el valor de la variable dependiente en términos de las variables
dependientes. Un ejemplo es el modelo descrito en la siguiente ecuacion

y =Bo +pix, (1.4)

donde S, y B; son parametros desconocidos, y y x son la variable dependiente e indepen-
diente respectivamente. En este tipo de modelos una vez fijando el valor de la variable
independiente, el valor de la variable dependiente siempe serd el mismo.

Modelo determinista y probabilistico

Figura 1.1: En esta figura se muesta como un modelo determinista intenta describir el
comportamiento de un conjunto de datos.

En muchas ocasiones un modelo deterministico puede estar muy alejado de la realidad.
Por ejemplo en la Figura[I.1]|se muestra un conjunto de datos al que se le ajusté el modelo
dado en la ecuacién (1.4), aunque el valor esperado de los datos aumenta como el modelo,
este no se ajusta totalmente. Los modelos probabilisticos buscan modelar la naturaleza que
no se puede predecir en un fendmeno, agregan un factor aleatorio. Por ejemplo, un modelo
mas realista para los datos de la Figura|l.1|seria suponer que

E(Y) = o +B1x,
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o bien,

Y:,B()+ﬁ1x+€,

donde € es una variable aleatoria con media cero y varianza o>

1.8. Modelo lineal

Aun cuando se puede usar un numero infinito de funciones diferentes para modelar
el valor medio de la variable de respuesta ¥ como funcién de una o maés variables inde-
pendientes, nos concentraremos en un conjunto de modelos llamados modelos estadisticos
lineales.

Un modelo estadistico lineal o modelo de regresion lineal que relaciona una respuesta

aleatoria Y con un conjunto de variables independientes xi, x5, ..., X;, €s de la forma
Y=ﬁ0+ﬁ1x1+...+ﬁkxk+e, (1.5)
donde Sy, B1, - . . , Br son pardmetros desconocidos, € es una variable aleatoria y xi, x, . . ., Xk

toman valores conocidos. Supondremos que E(e) = 0, por lo tanto

E(Y) :BO +,81)C] +...+,8kxk. (16)

Cuando hablamos de un modelo estadistico lineal, queremos decir que es lineal en funcién
de los parametros desconocidos By, 51, - . . , Br. Desde un punto de vista practico, se reconoce
nuestra incapacidad para dar un modelo exacto por naturaleza.

En la siguiente seccién usaremos el método de minimos cuadrados para obtener esti-
madores de los parametros By, 51, - - - , Bx-

1.9. Método de minimos cuadrados

Supongamos que el conjunto de observaciones yy, y, . . .y, estd descrito por un modelo
Y que estd en funcién de un conjunto de parametros Sy, 31, ...,[Bx y una variable aleato-
ria. Nos gustarfa encontrar estimadores By, 31, ..., B para los pardmetros desconocidos,
donde y1, ¥,, ...y, son las estimaciones hechas por el modelo estimador de Y para las ob-
servaciones yi, ya, . . . y, respectivamente. El método de minimos cuadrados genera aquellos
estimadores que minimizan la suma de errores cuadrados (SSE por sus siglas en inglés) o
error empirico (EE), es decir, que minimizan la ecuacién

1 n
SSE:— ,'—A,'Z.
n;(y i)
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Para ilustrar mejor este método, encontraremos los estimadores de una regresion lineal.
Suponga que tenemos el modelo lineal

Y=Bg+pix1+...+Bxr+ € (1.7)

y hacemos n observaciones independientes yi,ys,...y,, en Y. Podemos escribir cada ob-
servacion y; como

yi =PBo+Pixi + ...+ Bixu + €, (1.8)
donde x;; es el ajuste de la j-ésima variable independiente para la i-ésima observacion,
i=1,2,...,n. Ahora definamos las siguientes matrices

V1 Xo Xi2 X130 Xk B €1
Y2 Xo Xo1 X2 ottt Xk B )

Y = . ) X = . . . . . s ﬁ = . ’ €= . b}
Yn X0 Xn1 X2 0 Xnk ﬂn €n

donde x, = 1. Entonces, las n ecuaciones que representan las y; en términos de X,y € se
pueden escribir en su forma matricial como

Y =XB+e€, obien, Y = X3,
entonces, notemos que
n-SSE=(Y-Xp)(Y —-Xp),

para optimizar esta funcién y encontrar los estimadores 3 que minimizan el SSE definamos
gB) =(Y-XB)y h(v) =Vv'ventonces n-SSE(B) = ho g(B)y por regla de la cadena o la

Propiedad tenemos que

n-DSSE(B) = Dh(g(B))Dg(B)
=-2¢B)'X
= -2(Y - Xpy'X.
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Si [3 es el estimador que minimiza el SSE, entonces [3 = (X'X)"'X'Y, pues

-2(Y - XB)X =0
-2(Y' - X)X =0
—2Y'X - 28'X’'X =0
BX'X =Y'X
BX'X) =(Y'X)
X'X3 =X"Y.

En el caso en el que {g} ~ N(0, %) los MLE para la regresién lineal coinciden con los
estimadores de minimos cuadrados (LSE por sus siglas en inglés).

1.10. MaAquinas de aprendizaje

Al igual que en estadistica, en la inteligencia artificial se busca ajustar un modelo a un
conjunto de datos, en este caso al conjunto de observaciones, {(x;,y;) | x; € R’,y; € R,i =
1,..., p} se le llama conjunto de etrenamiento y a los vectores x; y y; vectores de entrada
y vectores de salida respectivamente. Al modelo propuesto para representar los datos se le
conoce como mdquina de aprendizaje, se piensa como una funcion f(x, @) que esta definida
por un conjunto de posibles asignaciones x — f(x,a) y esta determinada por el pardmetro
ajustable a.

Al proceso eleccion de a que en estadistica se le conoce como ajuste del modelo, aqui se
le conoce como entrenamiento y una vez fijado el parametro « la funcién f(x, @) recibird el
nombre de mdquina entrenada. Al igual que en el modelo de regresion lineal, las méaquinas
de aprendizaje aprenden o se entrenan minimizando el error empirico

1 p
EE =~ 0= fl ).
i=1

Asi como en estadistica, decimos que una maquina es determinista si dado un x y fijo
un « el valor de f(x, @) siempre es el mismo.

En el siguiente capitulo estudiaremos mds a detalle los modelos probabilisticos para
series de tiempo, aunque a diferencia de este capitulo no estaremos suponiendo que el
conjunto de {¢;} son 1ID.



Capitulo 2

Analisis de series de tiempo

La recopilacion de datos y el estudio o andlisis de una serie temporal tienen como
objetivo resolver problemas de modelacion e inferencia, con el propdsito de lograr una
mejor comprension del comportamiento del fendmeno que genera la serie temporal. A
diferencia de la inferencia estadistica, el andlisis de series de tiempo supone dependencia
entre los datos muestrales que integran la serie temporal. Existen diversas aplicaciones del
analisis de series de tiempo, una de ellas es hacer predicciones de series temporales.

En este capitulo estudiaremos diferentes herramientas que nos ayudardn a obtener mo-
delos adecuados para una serie de tiempo. Partiremos de la suposicion de que una serie de
tiempo cumple con el modelo de la descomposicidn cldsica que estd descrito en la seccion
2.6, a grandes rasgos, este modelo supone que una serie temporal estd compuesta por una
serie que define la tendencia, una serie periddica y una serie irregular o estacionaria. El
concepto de estacionariedad sera introducido en la seccion [2.4] este concepto es de suma
importacia en el andlisis de series temporales, pues existe diferentes modelos bien estudia-
dos con los que se pueden dar buenas predicciones. Dos herramientas que serdn de mucha
utilidad son la covarianza y la correlacion, ya que estas definen medidas de dependencia
de los datos adyacentes y nos ayudara a revisar el comportamiento de los datos. El resto
del capitulo se centrara en la obtencion se series estacionarias, eliminacion y estimacion de
tendencia y periodos.

Por conveniencia de la facilidad del manejo y disponibilidad de los datos estadisticos,
a lo largo de este capitulo estaremos trabajando con las series de tiempo que maneja el
paquete astsa y algunas de las funciones predeterminadas que vienen disponibles para el
andlisis de series de tiempo en el lenguaje de programacion R. El contenido de este y el
siguiente capitulo estan basados principalmente en el contenido de [[10] y [[1].

20
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2.1. Series de tiempo

Definicion 2.1.1. Una serie de tiempo es una coleccion de datos que fueron observados
y etiquetados en intervalos equidistantes del tiempo, estas pueden ser vistas como una
sucesion de valores {x,}, donde t € {1,2,...,n} es el indice cronolégico y n es el niimero de
elementos que contiene la serie de tiempo.

Por lo regular n es un numero finito ya que en la mayoria de los casos se trabaja con
datos experimentales y la obtencion de éstos estd limitada y aunque existen series de tiem-
po continuas éstas se tienen que discretizar para poder trabajar con ellas con métodos
computacionales. Es muy importante tener la cantidad adecuada de datos que describan
el fendmeno, de lo contrario se estard analizando algo que esté fuera de la realidad.

Una parte importante del anélisis de las series de tiempo es la seleccion de un modelo
probabilistico apropiado para los datos el cual permitird describir y dar lugar a la posibili-
dad de una naturaleza impredecible en el fenémeno que se busca describir o modelar.

Definicion 2.1.2. Un modelo de series de tiempo para el conjunto de datos observados {x,},
es la especificacion de una distribucion conjunta (o posiblemente solo su media y su va-
rianza) de la secuencia de variables aleatorias {X,}, postulando que {x,} es una realizacion
de {X,}.

En general, una sucesion de variables aleatorias {X;} donde r = 0, +1,+2,... o algln
subconjunto de los naturales se dice que es un proceso estocdstico. Para fines practicos, en
ocasiones no se distingue entre la serie de tiempo {x,} y el proceso {X;} que la generd.

Un modelo completo de series de tiempo busca espesificar la distribucion conjunta de
las variables aleatorias {X;}, es decir,

PIX <x1,...,X,<x,], 00< Xx1,...,x, <00, n=1,....

A menos que los datos hayan sido generados con un mecanismo bastante simple, no es
sencillo especificar la distribucidn de las variables aleatorias, esta es una de las razones por
las que se utilizan solo el primero y segundo momento, otra razon es porque si se supone
que los datos tienen una distribucion normal multivariada sus predictores solo dependen
de los primeros dos momentos, al igual que en los predictores lineales como podemos ver
en la seccion Aunque en general se pierde informacion sobre la distribucion bajo esta
suposicion, esto nos ayuda a tener aproximaciones.

Para comenzar con el analisis de una serie de tiempo se procede a graficar la serie. Una
serie de tiempo puede ser graficada indicando el tiempo en el eje horizontal (hora, dia, mes,
afio, etc.) o indice conoldgico y en el eje vertical el niimero de la medicién que se obtuvo
del fenémeno. Por ejemplo, veamos la grafica de la Figura[2.1} donde se muestra la serie de
tiempo de la tasa de desempleo de los Estados Unidos, registrada cada mes del afio 1948 al
1978 con un total de 372 muestras.
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Tasa de desempleo

Desempleados
200 500 800
Ll r1l

1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980

Figura 2.1: En este grafico se observa en el eje de las ordenadas el niimero de personas
desempleadas en los Estados Unidos mientras que en el eje horizontal vemos la linea de
tiempo que sefala el mes en el que se registro el dato.

Graficar una serie de tiempo nos permite revisar si tiene alguna caracteristica en par-
ticular, como puntos aislados, cambio de comportamiento, si estd bajo el efecto de alguna
transformacion o la presencia de alguna componente tendencial o ciclica como se mencio-
nan en la Seccién

Como ya hemos mencionado, el anélisis de serie de tiempo supone que una serie de
tiempo es una realizacién de un conjunto de variables aleatorias que tienen cierta depen-
dencia entre variables aleatorias que se encuentran a cierta distancia con respecto a los
indices cronoldgicos de la serie tiempo. Ademads, la nocion de serie de tiempo pretende que
el comportamiento de esta sea repetitiva o regular a lo largo del tiempo, de aqui es que
surge el modelo cldsico de descomposicién que serd explicado en la Seccién

La falta de independencia entre dos valores X; y X, de una serie de tiempo puede eva-
luarse numéricamente, como en la estadistica clasica, utilizando las nociones de covarian-
za y correlacién que estdn descritas en la Seccién del Apéndice [Al En la siguiente
seccion introduciremos algunos modelos bésicos de series de tiempo, los cuales modelan
dependencia entre variables aleatorias que se encuentran a cierta distancia.

2.2. Modelos estadisticos

Probablemente el modelo mas sencillo para una serie de tiempo es el modelo de Ruido
blanco. Una serie de tiempo que cumple con el modelo de ruido blanco es una sucesion
{w,} de variables aleatorias independientes con media 0 y varianza 0. Si {w;} es una serie
de tiempo de ruido blanco se denota como {w;} ~ WN(0, o?).

En la Figura[2.2] podemos ver un ejemplo de una serie de tiempo de ruido blanco Gaus-
siano, esto significa que {w,} ~ IIDN(0, o) son variablea aleatorias con media cero, va-
rianza o e IID con distribucién normal (se puede revisar la distrubucién normal y otras
distribuciones en la seccién del Apéndice [A).
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Ruido blanco Gaussiano

w(
0
L1l11

0 100 200 300 400 500

Tiempo (t)

Figura 2.2: En la gréifica podemos ver la serie de tiempo de ruido blanco generada con 500
valores aleatorios independientes con distribucién normal, de media cero y varianza uno.

El modelo de promedios moviles, es un modelo que se usa regularmente para suavizar
series de tiempo, es decir, para eliminar el ruido de las series. El suavisamiento puede ser
usado como un método para encontrar tendencias y periodos, como se muestra en la seccion
Dada la serie de tiempo {w,} de ruido blanco, el modelo de promedios mdviles usando
tres valores estd dado por la siguiente ecuacioén

1
Vi = g(Wt—l + W+ Wi). 2.1)

En la Figura podemos visualizar la grifica de serie de tiempo {v;}, notemos que esta
grafica con respecto a la gréfica de la serie de tiempo de ruido blanco de la Figura[2.2]tiene
menos picos, es decir, es mas suave.

Promedios moviles

1.5

v
-15 0.0

0 100 200 300 400 500

Tiempo

Figura 2.3: En esta gréfica se muestra el suvizamiento de la serie de tiempo de ruido blanco
con el modelo ecuacién (2.1).

El modelo autorregresivo supone que el comportamiento de una serie de tiempo {x,}
depende de los valores previos de la serie mds un valor aleatorio, este tipo de modelos
seran mejor estudiados en el Capitulo|3| Un ejemplo de una serie de tiempo con el modelo
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Autoregresion
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Figura 2.4: En este grafico podemos ver la serie de tiempo generada con el modelo de la
ecuacion @), con xq = 0 para inicializar el modelo.

autorregresivo estd dada por
Xp = Xpm1 + 9% + wy, (2.2)

la grafica de este modelo lo podemos ver en la siguiente Figura [2.4]

El modelo de caminata aleatoria con desvio es otro modelo para series de tiempo,
un ejemplo de este modelo estd dado en la ecuacion (2.3), donde el pardmetro § se le
conoce como desvio, este tipo de modelos podria usarse para modelar un comportamiento
autorregresivo que tenga una linea recta como tendencia, pues nétese que si 6 = 0 entonces
el modelo es simplemente un modelo autrorregresivo.

X, =0+ X + Wy (2.3)
El modelo de la ecuacién (2.3)) se puede reescribir como

1
X=16+ ) W (2.4)
i=1

suponiendo que xo = 0. En la Figura[2.5 podemos ver un ejemplo de una serie de tiempo
generada con este modelo.
Existen algunos modelos mds realistas que suponen algunos ciclos, por ejemplo

t+ 15
¢; = 2cos (27T 50 ) + w;. (2.5)

En la Figura 2.6/ podemos ver tres series de tiempo generadas con el modelo de la ecuacion
(2.5), en las que solamente varia la varianza del ruido introducido.

En la siguiente seccion seran introducidas las medidas de dependencia definidas pa-
ra series de tiempo y se calculard la dependencia que tienen los datos generados con los
modelos mencionados en esta seccion.
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Caminata aleatoria

)
0 20 40 60 80

Tiempo (t)

Figura 2.5: En esta grafica se muestran dos series de tiempo, ambas generadas con el
modelo de la ecuacién (2.3). En la parte inferior, de color negro, podemos observar la serie
de tiempo con ¢ = 0 e inicializando x, = 0, mientras que en la parte superior y de azul esta
la serie de tiempo con parametro 6=0.4 y xo = O para inicializar.

2cos(2tn/50 +0.67) +w(t)

c(t)

w(t)~N(0,1)

w(t)~N(0,9)

T T T T T
0 100 200 300 400 500
Tiempo (1)

Figura 2.6: En esta figura se muestran tres gréficas de series de tiempo generadas con
el modelo de la ecuacion (2.5). En la parte superior se muestra la serie de tiempo con
ausencia de ruido, mientras que a las de la parte media e inferior se les agregé ruido blanco
con o? = 1y 0 = 9 respectivamente.
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2.3. Medidas de dependencia

En la Seccion [A.10.4] del Apéndice [A]se decriben dos funciones para calcular o me-
dir teéricamente la dependencia entre dos variables aleatorias que tienen una distribucion
conjunta, estas son: la covarianza y la correlacion. Para el caso de un proceso estocastico o
serie de tiempo {X,} estas medidas de dependencia serdn definidas como sigue.

La funcion de autocovarianza entre dos valores de una serie de tiempo {X,}, digamos
X,y X;, se define como la covarianza entre las dos observaciones, es decir,

vx(s,1) = Cov(X,, X;).

Esta funcién mide la dependencia lineal que existe entre dos valores de una misma serie
observados en diferentes tiempos, pero no muestra si existe dependencia de algin otro
tipo. Se dice que X, y X; no estan correlacionados si yx(s,t) = 0, en particular, si X; y X;
son v.a.s independientes no existe correlacion entre ellas (ver Teorema[A.10.2)), pero no se
puede asegurar independencia solo por no existir correlacion entre ellas (ver Ejemplo 5.24
de [9]). A menos que las variables X, y X, tuvieran una distribuciéon normal bivariada esta
afirmacion seria cierta y es facil de probar. Nétese que la funcién de autocovarianza en el
mismo punto es simplemente la varianza, es decir, yx(t, 1) = Var(X).

Dado que la funcién de autocovarianza depende de la magnitud de la medicién, no
se puede determinar si la correlacién entre dos valores de una serie de tiempo es grande o
pequeiia, para resolver ese problema se define la funcion de autocorrelacion (ACF) definida
para dos valores X y X; de una serie de tiempo {X,} como

YX(S’ t)

Vrx(s, sy
la cual cumple que —1 < p(X;, X;) < 1 (ver Teorema para revisar la demostracion).
Esta medida muestra qué tan predecible es el valor X; dado el valor X; de una serie de
tiempo.

Se puede medir la dependenncia entre dos valores de dos series de tiempo o procesos
estocasticos diferentes. Sean {X;} y {Y;} series de tiempo, X, y Y, valores pertenecientes a
las series respectivamente, entonces la funcion de covarianza cruzada se define como

pX(S, t) =

’}/XY(Sa t) = COV(XS’ Yt),

mientras que la funcion de correlacion cruzada (CCF) esta dada por

vxy (s, 1)

rx(s, $)yr(@, 1)

Para ilustrar las medidas de dependencia veremos algunos ejemplos del cdlculo de la
media, covarianza y correlacion con las series de tiempo mencionadas en el capitulo ante-

pxy(s,t) =
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rior.

Ejemplo 2.3.1. Para el caso de la serie de tiempo de ruido blanco {w,} tenemos que p,, =
E(w,) = 0y Var(w,) = o? por definicién, ademds como todas las v.a.s de esta serie son
independientes, tenemos que

o2 si s=t 1 si s=t

7/W(S’t):{ 0 si s#t pr(S’t):{O si s#¢t

Ejemplo 2.3.2. Para el caso de la serie de tiempo generada con el modelo de promedios
moviles dado por la ecuacion tenemos que usando el Teorema la media es
1
My = E() = 2(E(wi-) + E(wy) + E(wi1)) = 0.

Haciendo uso del Teorema [A.10.3| tenemos que la covarianza para dos valores de la serie
de tiempo {v,} estd dada como

1 1
1
5.0 = Covivav) = ) D 5COVWarin W),

i=—1 j=—1

Para terminar el cdlculo de la covarianza, es necesario dividir el problema en varios casos.
Cuando s = t, tenemos que:

1 1
1
Wt =) Y 5CV s wisy) (2.6)
i=—1 j=-1
- g(,a 2.7)

para pasar de la ecuacion @) a (12:7]) notemos que Cov(Wj, Wiij) = o*sii=jycero
en otro caso, por ser independientes, por lo tanto, si i = j hay tres componentes de la
sumatoria que son igual a 0.

Si s =t+ 1 entonces

1 1
1
P+ 10 = )0 D GCON Wi Wesy) (2.8)
i=—1 j=—1
2
=57 (2.9)

la justificacion de pasar de la ecuacion ([2.8) a (2.6) es andloga al caso s = t.
Paras =t—1ys = t+ 2 el cdlculo es andlogo a los anteriores, obteniendo que
y(t—1,1) = %0’2, vt —2,1) = 50'2 y cuando |s — t| > 2 tenemos que y,(s,t) = 0. Por lo

tanto tenemos que
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% si s=t 1 si s=t
3 2
s sils—1=1 < sils—t=1
s,0)=4¢ 9 . (s,)=4 7 .
WEDEL Gsog=2 YAEDENT s =2
0 sils—t>2 0 sils—1>2

Ejemplo 2.3.3. Cuando estamos trabajando con la serie de tiempo de caminata aleatoria
con desvio, considerando la serie generada con el modelo de la ecuacion tenemos

que por el TeoremalA.9.1|

t
py = E(o) =16+ Y E(w) =15,
i=1
por lo tanto tenemos que la autocovarianza estd dada como
s t N t
v.(s,t) = Cov {Z Wi, Z wi] = Z Z Cov(w;, w;) = min(s, o
i=1 i=1 i=1 j=1
y la funcion de autocorrelacion es p,(s,t) = min(s, )/ Vst.

Ejemplo 2.3.4. Para el caso de la serie de tiempo generada con la ecuacion tenemos
que su valor esperado estd dado como

t+15 t+15
uC,:E(ct):E(Zcos(Zn 50 )+wt):2(:os(27r 50 ) (2.10)

miestras que las funciones de correlacion y covarianza quedan como en el ejemplo de ruido
blanco.

Como notamos en algunos ejemplos, existen modelos para los que la media es constante
y la funcion de covarianza solo depende de la distancia entre los valores, a los modelos
que cumplen esta caracteristica se les conoce como modelos o series estacionarias. En el
siguiente capitulo estudiaremos mejor este tipo de series.

2.4. Series estacionarias

Se dice que una serie de tiempo estrictamente estacionaria {X,} es aquella en la que
el comportamiento probabilistico para cada coleccion de valores {x,,, x;,, ...., X, } €s exacta-
mente igual en los valores desplazados {x;, s, Xi, 445 ---.» Xy 44}, €5 decir,

P(x;, <c1,X, <€y Xy S C1) = P(Xpyn €1y Xy €y ey Xy < Ck)s

para cada tiempo t, 15, ...ty, cada constante ¢y, ¢y, ..., ¢ y cada desplazamiento s € Z.
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Es dificil encontrar series estrictamente estacionarias, es por esto que surge el concepto
de series de tiempo débilmente estacionarias o simplemente estacionarias.

Definicion 2.4.1. Una serie de tiempo {X,} es estacionaria si sus propiedades estadisticas
no cambian con el tiempo, es decir, si se cumplen las siguientes propiedades:

Propiedad 2.4.1. O'f(l < oo, YteZ.
Propiedad 2.4.2. ux, =, VteZ
Propiedad 2.4.3. yx(s,1) = yx(s+r,t+7r), Vs, t,r €Z.

Si {X;} es una serie estacionaria, entonces la Propiedad [2.4.3| implica que yx(s, f) solo
depende de la distancia |t —s| = h de los elementos de la serie, entonces podriamos redefinir
la funcidén de autocovarianza para las series estacionarias en funcién de s, como

Yx(h) = yx(s,s + h).

De igual manera se puede definir la funcién de autocorrelacién para series estacionarias
como

Yx(s, s +h) _ v
Vrx(s )y + s +hy Y0
Algunas de las propiedades que cumplen las funciones de autocorrelacion y autocova-

rianza para procesos estacionarios las mencionaremos a continuacion, la demostracioén de
estas propiedades se pueden encontrar en la seccién 2.1 de [11].

px(h) = px(s, s+ h) =

Propiedad 2.4.4. y(0) > 0.
Propiedad 2.4.5. |y(h)| < v(0) Vh.
Propiedad 2.4.6. y(h) = y(—h) Vh.

Propiedad 2.4.7. Una funcion real definida en los enteros es la autocovarianza de una
proceso estacionario si'y solo si es par y no negativa definida.

Propiedad 2.4.8. p(0) = 1.

A partir de la definicién de serie estacionaria podemos ver que la serie de tiempo de
ruido blanco {w,} es estacionaria, pues como fue calculado en el Ejemplo [2.3.1] para cada ¢
se tiene que u,,, = 0y que

o? si h=0,

Vw(h):{ 0 si h>0.
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También se puede verificar por el Ejemplo que la serie de tiempo de promedios movi-
les es estacionaria, pues u,, = 0 para todo ¢y

%(72 si h=0,

202 sih=1

=19 ’
=3 102 =,
0 si h>2.

Sin embargo, la serie de tiempo de caminata aleatoria analizada en el Ejemplo [2.3.3|no es
estacionaria pues u,, = td y esta depende del tiempo, para el caso en el que 6 = 0 cuando el
modelo es autorregresivo tampoco es estacionaria, pues la funcién de covarianza también
depende de t. La estacionariedad de los modelos autorregresivos serd mejor estudiada en
el Capitulo 3| Otro modelo que genera series no estacionarias es el caso del modelo de la
ecuacion (2.5)), pues como vimos en el Ejemplo[2.3.4su media ., expresada en la ecuacion
(2.10) depende de .

Aunque las funciones tedricas de autocorrelacion y correlacion cruzada son ttiles para
describir las propiedades de ciertos modelos hipotéticos, la mayoria de los anélisis deben
realizarse utilizando datos muestreados xi, ..., x,. A continucion se definiran las medidas
de dependencia muestral para series de tiempo.

2.5. Correlacion muestral

Tomando en cuenta que la media de las v.a.s de un proceso estacionario es constante,
entonces la media muestral se puede definir como

1 n
n <
i=1

el cual ya se ha mencionado en el Capitulo|l|es un estimador insesgado.
La funcion de covarianza muestral serd definida como

n—|h|

1
#(h) = - ;mh — B)(x, — X),

que aunque no cumple con ser un estimador insesgado, si cumple con la propiedad de
paridad y(—h) = y(h) y segun [11] también es una funcién no negativa definida.
Andloga a la definicién de autocorrelacion, la funcion de autocorrelacion muestral se
define como
_ ¥

Hb(h) = .
ph) 50)
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Figura 2.7: Esta figura muestra las gréficas de la funcién de correlacion muestral para una
distancia méxima de & = 50. En la izquierda vemos la correlacién para una serie con 100
valores y en la izquierda las correlaciones de una serie con 50 elementos. Las lineas azules
delimitan la regién de confianza del 95 %.

Mientras que y(h) = 0 para h # 0 en una serie de tiempo de ruido blanco gaussiano,
y(h) =~ 0 para h # 0, de hecho, por la Propiedad 1.2 de [[1]] podemos asegurar que la funcién
de autocovarianza muestral para una serie de tiempo de ruido blanco gaussiano tiene una
distribucién que se aproxima a una normal con media 4 = 0y varianza o> = 1/n, por lo
tanto, aproximadamente 95 % de de las correlaciones debe caer en el intervalo de confianza
+1,96/ y/n. Para ilustrar la afirmacién anterior, en la Figura se muestran dos graficas
de la correlacion muestral para la serie de tiempo de ruido blanco gaussiano, la gréfica
de la derecha fue realizada tomando una serie con 50 elementos y la de la izquierda se
tomo en cuenta una serie con 100 elementos, podemos observar que la region de confianza
marcada por las lineas punteadas azules incrementa mientras menos valores tiene la serie de
tiempo, es decir, mientras la muestra sea mds grande, se tendrd una mejor estimacién. Dado
que en ambos casos se calculd el valor de la correlacién para 50 valores, se esperaria que
aproximadamente el 5 % de los valores, es decir 2,5 quedara fuera de la region de confianza,
en este caso todos los valores quedaron dentro de su respectiva region de confianza.

Este método sera utilizado durante este trabajo para verificar si una serie de tiempo es
de ruido blanco, en la seccion 1.6 de [[11]] se pueden consultar algunos métodos mas.

El estimador de la funcién de covarianza cruzada estd dado por la siguiente ecuacién

n—h

1
Far(h) = — > (e = D0 = ),

=1

donde y(—h) = ¥(h), parah = 1,...,n — 1 y la funcidn de correlacieon cruzada muestral
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x(t=1)

Figura 2.8: Esta figura muestra los diagramas de dispersion de dos series de tiempo, en la
esquina superior derecha de cada recuadro se puede ver el coeficiente de correlacion. En la
izquierda vemos el diagrama de una serie con una dependencia lineal my alta, mientras que
a la derecha vemos el diagrama de una serie de ruido blanco.

esta dada como R
Yxr(h)

NROIO)

Otra forma de verificar si entre los valores que se encuentran a cierta distancia en una
serie de tiempo existe dependencia de los datos es revizando los diagramas de dispersion de
esta, es decir, graficar la los valores de una serie de tiempo contra los valores de esta misma
o de otra pero desplazada, por ejemplo, en la Figura se muestra en la parte izquierda
el diagrama de dispersion de una serie de tiempo con una dependencia lineal muy alta a
un dato de distancia, mientras que en la parte derecha se muestra el diagrama de una serie
de ruido blanco a un dato de distancia. Este tipo de diagramas pueden dejar ver otro tipo
de dependencia que no muestra la ACF o la CCF, un ejeplo de esto lo podemos ver en el
Ejemplo 2.8 de [1].

Por lo regular las series de tiempo que se deben estudiar tienen otras componentes que
hacen que la series a tratar no sean estacionarias. En la siguiente seccién estudiaremos las
componentes de una serie de tiempo.

pxy(h) =

2.6. Componentes de una serie de tiempo

Existen dos enfoques del andlisis de las series de tiempo comunmente identificados
como el enfoque del dominio de tiempo y el enfoque de la dominio de frecuencia.

El enfoque del dominio del tiempo estd generalmente motivado por la aceptacién o
consideracidn de que la correlacion entre puntos adyacentes en el tiempo se explica mejor
en términos de una dependencia del valor actual sobre los valores pasados de la serie de
tiempo, por lo tanto, se enfoca en modelar algin valor futuro de una serie de tiempo como
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una funcién paramétrica de los valores actuales y pasados de esta y otras series de tiempo.

El enfoque del dominio de la frecuencia supone que las caracteristicas primarias de in-
terés en los andlisis de series de tiempo se refieren a las variaciones sinusoidales, periddicas
o sistemadticas encontradas naturalmente en la mayoria de los datos. Estas variaciones pe-
riddicas son a menudo causadas por fendmenos bioldgicos, fisicos o ambientales de interés.

En base a estos dos enfoques es que se supone que las series de tiempo se rigen por el
modelo de la descomposicion cldsica, donde la idea es que la serie se puede descomponer
en tres componentes o series, las cuales después se combinan aditivamente como

X, =m+ s+ 7Y, (2.11)

Existen otros modelos en los que se pueden combinar de forma distinta las componente,
por ejemplo el modelo multiplicativo que esta dado por

Xt = m[ * St * Yt' (2.12)

Nétese que se puede llegar del modelo de la ecuacién (2.12)) al de la ecuacién (2.11)) apli-
cando logaritmos, el modelo multiplicativo puede ser sugerido cuando la varianza de los
datos muestra un notorio crecimiento conforme el tiempo incrementa.

Cada componente representa un tipo de variacién en cada momento ¢ € {1,2,...,n}
de la serie de tiempo. m, es conocida como componente tendencial, s, es la componente
estacional y Y; es conocida como variacion irregular.

La componente tendecial o también conocida como tendencia m, de una serie, describe
la evolucion lenta y a largo plazo del nivel medio de la serie de tiempo, esta se considera la
consecuencia de fuerzas persistentes que afectan el crecimiento o la reduccion de la serie.

La componente ciclica o estacional s, representa las fluctuaciones de una serie de tiem-
po como una funcién no aleatoria periédica. Un patrén ciclico existe cuando una serie esta
influenciada por factores estacionales (por ejemplo, el trimestre del afio, el mes o el dia de
la semana). En general las fluctuaciones suelen modelarse como sumas se senos y coseno.

La variacion o componente irregular Y, se refiere a la variabilidad en el comportamiento
de la serie que se debe a pequeiias causas impredecible. La componente irregular se propone
que sea modelada por un serie estacionaria, pues estas son estocdsticas, pueden modelar
mads series que solo la de ruido blanco y ademads existen métodos para predecirlas.

Para ilustrar mejor el modelo de la descomposicién clasica tomemos la Figura[2.9)en la
que observamos la descomposicion de la serie de tiempo del precio de la gasolina en New
York, registrado cada semana del 2000 al 2010. Estas componentes fueron calculadas con
la funcién decompose() de R, donde dicha funcién supone que la componente ciclica esta
implicita en la componente tendencial.

En la siguiente seccion veremos varios modelos con los que se puede aproximar la
tendencia y la componente estacional de una serie de tiempo.
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COMPONENTES DE LA SERIE PRECIO DE LA GASOLINA

50

x(t)
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Figura 2.9: En la parte superior vemos la serie de tiempo del precio del gas en New York
del 2000 al 2010, las graficas que se encuentran bajo esta son las series de su tendencia, su
variacién estacional y su variacion irregular respectivamente

2.7. Estimacion de componentes

Bajo la suposicion de que una serie de tiempo cumple con el modelo de descomposi-
cion clésica se tiene la tarea de obtener las componentes tendencial y estacional. Una vez
teniendo cada componente se tienen la labor de encontrar un buen modelo probabilistico
que describa a la serie irregular y en conjunto con las componentes tendencial y ciclica,
lograr buenas predicciones.

Existen dos formas o métodos para obtener una estimacion de la componente irregular.
La primera forma es estimando las componentes m;, y s;, sustrayendolas de la serie original
X,, esdecir ¥, = X, — iy, — 3, a ¥, se le llama residuales. La segunda forma es eliminando
directamente las componentes tendencial y estacional de la serie {X;} usando un método el
de diferencias, el cual serd explicard mas adelante.

Existen dos casos que se deben de considerar al remover componentes. Uno es cuando
la serie no tiene componte estacional y el otro cuando si. A continuacién se describirdn
ambos casos.

Caso 1: Supongamos que el proceso {X;} que se estd analizando no tiene componente
ciclica s,, es decir, que satisface el modelo

Xe=m+Y, t=1,2,...,n, (2.13)

donde E(Y,) = 0.

Metodo T1. Estimacion de la tendencia. En una serie de tiempo que cumple con el modelo
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de la ecuacion (2.13)) existen diferentes métodos para estimar la tendencia, a
continuaciéon mencionaremos algunos.

(a)

(b)

Suavizamiento. El suavizamiento de series de tiempo es un método no
paramétrico que se utiliza regularmente para obtener tendendencias y en
algunos casos periodos, ya que este método elimina las fluctuaciones de
las series de tiempo. Existen diferentes formas de suavizar una serie de
tiempo, una de las mas usadas es mediante filtros lineales, es decir, con-
virtiendo la serie de tiempo X, a /i1, mediante el filtro lineal

q
= wiXe . (2.14)
J=—q

Un filtro lineal es un filtro de promedios moviles si ¥, w; = 1, por
ejemplo, en la ecuacion (2.1) se defini6 un filtro de promedios méviles
conw; =1/Q2qg+1)yqg=1.

Si la serie de tiempo {X;} cumple con el modelo de la ecuacién se
justifica el uso de filtros de medias méviles para estimar tendencias, pues

q q q
Z WJ'X,;_J' = Z winy_j + Z Wth_J' ~ My,
J==q j==q j==q

ya que Z;{:_q w;Y,_j~0pues E(Y;) =0y Z".z_q w;m,_; ~ my, suponiendo
que m, se comporta linealmente en el intervalo [t — ¢, t + g]. Este método
puede ser ineficiente si se escoge g demasiado grande o demasiado chica.

Ajuste polinomial. Este método propone que la tendencia sea modelada
por un polinomio m, = Zf.‘zo Bit' y para ajustar el polinomio a la serie
de tiempo X; se use el método de minimos cuadrados visto en la seccién
con el cual se estiman los parametros (8y,81, - - -,Br)- Un ejemplo de
Ajuste polinomial se muestra en la Figura donde se puede ver la
serie de tiempo de las ganancias cuatrimenstrales de la empresa Johnson
& Johnson en color negro y en azul el ajuste de un polinomio de segundo
grado.
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Ganancias

10 15

5

0
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Figura 2.10: En esta figura se muestra en color negro la grafica de la serie de tiempo de las
ganancias cuatrimenstrales de la empresa Johnson & Johnson del afio 1960 hata 1980 y en
color azul, la tendencia de la serie de tiempo ajustando un polinomio de segundo grado.

Metodo T2. Eliminar la tendencia por diferencias. Para hacer uso de este método se defi-

nird el operador diferencia V como
V(X)) = X, — Xi-1 = (1 - B)X,,

donde B se le conoce como el operador Backshift que se define como BX; =
X,_1. De la misma manera se definen B'(X,) = X,_; y Vi(X,) = V"'(V(X))),
para i > 1y V(X)) = X,. Los polinomios de estos operadores pueden ser

manipulados igual que los polinomios de niimeros reales segtn [11]].

Teorema 2.7.1. Sea m* = cy+c t+...+cit* un polinomio de grado k, entonces
VK(m!) es una constante.

Demostracion. Se procedera a demostrar por induccion.

Vemos que para m! = co + c;t un polinomio de grado k = 1, se tiene que

V(m}) = m! —m} | = (co + c1t) = (co + ¢1(t = 1) = ¢, por lo tanto se cumple

la base de induccion.

Como hipétesis de induccién supongamos que para m* = cy+cit+. . .+c;t*, un
P pong que p 1

polinomio de grado k, se cumple que V¥(m*) es una constante. Por demostrar

que VI (k) = VR (e + ¢t + ... + qpf* + ¢ £°*)) es una constante.

Veamos que V(m‘™!) es un polinomio de grado k.

Vit = mitt — m] (2.15)

=Cot ...t = (co+ ...+t — DFY (2.16)
=ci+e—-D)+... 4 (== DM (2.17)
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Notemos que sélo el dltimo sumando de la ecuacién (2.17) podria tener térmi-
nos de orden k + 1, usando el binomio de Newton tenemos que

=D=M —k+ D+ L+ D R+ D+ (=D, (2.18)

entonces sustituyendo (2.18) en el dltimo sumando de la ecuacién (2.17)) te-
nemos que

(M == DY = (FT =T k+ DA+ L+ (DD (2.19)
Ceot((k+ D + ...+ (D!, (2.20)

es un polinomio de grado , por lo tanto, V(m**!) es de grado k y el coeficiente
de 7* es ¢;,1(k + 1) pues al igual que en (2.20)), el término de orden mayor de
cada sumando de (2.17) se elimina.

Ahora, dado que V¥ (m**1) = V¥(V(m**1)) y se ha mostrado que V(m**!) es de
orden k, entonces por hipétesis de induccién, VA (mi*!) es una constante. O

Supongamos que se tiene una serie de tiempo X, = m* + ¥, donde la tendencia
de X, esta dada por el polinomio m* de grado k y la serie Y, estacionaria con
media cero, entonces

VEXL) = eik! + V(Y

es un proceso estacionario con media ck!. Este método sugiere la posibilidad
de que dada una serie de tiempo {x,} al aplicar repetidas veces el operador V
el resultado se pueda modelar con un proceso estacionario.

Caso 2: Ahora supongamos que el proceso {X;} se rige por el modelo de descomposi-
cion clasica, es decir,
Xi=m+s,+Y, t=1,2,...,n, 2.21)

donde E(Y;) = 0y s, tiene periodo d o bien, que s; = 5,14 y Z?zl s; = 0.

Meétodo S1 Estimacion de periodos. Para el caso en el que la serie temporal cumple con
el modelo de la ecuacién (2.21)) explicaremos dos métodos para estimar la
componente estacional.

(a) Suavizamiento. Al igual que en el Método T1 vamos suavizar la serie {X;}
usando promedios méviles. Este método es usado por algunos algoritmos
de descomposicion. Dado que la serie cumple con el modelo de la ecuacion
@ , entonces Z?zl s; = 0, por lo que si se elige el filtro de promedios
moviles

ﬁ/l[ = (O,S.X,_q + x,_q+1 “ e + )C,+q_1 + 0,5X,+q)/d, q < t <n-— q, (2.22)
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(b)

cuando el periodo d = 2g es par o los promédios mdviles como en (2.14)
con wj = 1/(2q + 1) si el periodo d es impar, entonces m, serd una series
sin periodos.

La serie resultante X; — 771, es entonces una serie que contiene la compo-
nente estacional. Para estimar la componente periddica se van a calcular
los promedios wy de las desviaciones { Xy js — ks ja,q < k + jd < n — q}.
Dado que la suma de estos promedios no necesariamente es cero, entonces
la estimacion de la componente periidica s; estard dada como

d

So=wi—d' Y wy, k=1,2,....d. (2.23)
=1

De esta forma se cumple que §;, = §,.x y Z,‘-’ZI §;=0.

Una vez estimada la componente ciclica podemos estimar la componente

tendencial con alguno de los métodos anteriores sobre la serie sin ciclos

x; — §; y finalmente la estimacién de la componente irregular estaria dada

por

Y,:X,—ﬁ’l[—@, t:1,2,...,n.

Regresion harmonica. Cuando una serie de tiempo presenta un comporta-
miento periddico pero sin tendencia, una opcion para modelar este com-
portamiento es usando la regresion harmonica

k
s0=ag+ ) (a;cos(;) + bysin(A;0)), (2.24)

J=1

donde ay,...,a,y by,...,b; son pardmetros desconocidos y 4, ..., 4, son
frecuencias fijas. Por ejemplo con el modelo de la ecuacién (2.5)) se gene-
raron tres series de tiempo que estdn dadas en la Figura [2.6] este modelo
se puede expresar como regresion harmonica de la siguiente forma

A cos2rwt + ¢) = B cos(2nwt) + B, sin(2rwt), (2.25)

donde A = 2, w = 1/50, ¢ = 0,6m, B; = Acos(p) y B, = —Asin(¢p).
Usanndo el conjunto de datos generados con o> = 9 y asumiendo que
w = 1/50 se hizo el ajuste mediante minimos cuadrados el cual se muestra

en la Figura 2.11]
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Ajuste de regresion harmonica
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Figura 2.11: En esta grafica se muestra la grifica de la serie de tiempo generada con el
modelo de la ecuacién (2.5) con varianza o> = 9 en negro y el ajuste usando regresion la
harmonica dada en 1} en color azul.

Método S2 Eliminacion de periodos con diferencias. Para este método vamos a definir el
operador V,(X;) = X; — X,y = (1 — BY)X,. Si {X,} cumple con el modelo de la
ecuacion (2.21) entonces

Vi X)=my—my_qg+Y, - Y4,

por lo tanto ahora tenemos una serie sin ciclos, con tendencia m, — m;,_; y
componente estacionaria Y;—Y,_4, la tendencia en este caso puede ser eliminada
con ayuda del operador V como se menciond antes.

A parte de los métodos mencionados en este capitulo, existen gran variedad de métodos
para la obtencion de componentes de series de tiempo que no serdn mencionados en este
trabajo pero que si son del interés del lector pueden ser consultados en [[11] y [1].

En el siguiente capitulo estudiaremos mas a fondo las propiedades de las series estacio-
narias y como obtener buenas predicciones de éstas.



Capitulo 3

Modelos estacionarios y no estacionarios

En el capitulo anterior se mencionaron ya algunos modelos estacionarios como fue
el modelo de ruido blanco, el modelo autoregresivo de la ecuacion y el modelo de
promedios méviles de la ecuacion (2.1]), también se mencioné un modelo que resulté ser
no estacionario, este fue el modelo de caminata aleatoria con desvio de la ecuacid (2.3)).
Todos estos modelos son casos particulares de una gama de modelos conocidos como los
modelos ARIMA(p, d, g) que seran estudiados en este capitulo.

Los modelos ARIMA son un grupo de modelos lineales de mucha importancia para
serries de tiempo estacionarias y no estacionarias. En este capitulo estudiaremos bajo qué
condiciones estos modelan series estacionarias, también mencionaremos algunos predicto-
res para este tipo de modelos.

3.1. Procesos Lineales

Definicion 3.1.1. Una serie de tiempo {X,} es un proceso lineal si tiene la representacion
X = Y wiWe, (3.1)

para toda t, donde {(W,} ~ WN(0,02) y {¢;} es una secuencia de constantes tal que

Z;‘Z—oo ;| < o0.

Proposicion 3.1.1. Sea {Y,;} una serie estacionaria con media cero y funcion de covarianza
- oo ) )
Yy, Si Yoo Wil < oo, entonces la serie de tiempo

X, = i i (3.2)

[=—00

es una serie estacionaria con E(X;) = 0 para toda t y funcion de autocovarianza

40
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yxhy= >0 > wnyy(h =k + j). (3.3)

j:—oo k=—0c0

En el caso especial cuando {X,} es un proceso lineal entonces
yx(h) = D Wi, (3.4)
j:—oo

La Proposicién [3.1.1] la podemos encontrar en [I1] como Proposicién 2.2.1 con su
demostracion.

3.2. Proceso AR(p)

Los modelos regresivos se basan en la idea de que el valor actual X; de una serie de
tiempo {X,} estd en funcion de los p valores que le preceden X,_, X,_», ..., X,_,, es decir, p
es el nimero de valores hacia atrds que se ocupan para predecir el valor de X;. El modelo
AR(p) es un caso particular de un modelo regregresivo, donde la funcién que describe
a X, en términos de sus p valores anteriores es lineal, como se describe en la siguiente
definicion.

Definicion 3.2.1. Un modelo autoregresivo de orden p o proceso AR(p) es de la forma:
Xt = ¢]X,_] + ¢2X[_2 + ...+ ¢pXt—p + W,, (35)

donde {X,} es una serie de tiempo estacionaria, W, ~ WN(0, ) y ¢1,¢», . .., ¢, son cons-
tantes’y ¢, # 0. Si u = E(X;) # 0 sustituimo X, por X, — u en la ecuacion obteniendo

Xi—pu=1Xm1 — )+ X —p) + ...+ ¢,(Xo—p — ) + W,

o bien
Xt = + ¢1Xt_1 + ¢2Xt—2 + o + ¢pXt_p + Wf’

donde a = p(1 — ¢y — o — ... — ).

También puede ser descrito este modelo con el operador backshift como
(1 + ¢1B + ...+ (prp)X[ = Wt
0 ¢(B) = w,, donde ¢(B) denota el operador autorregresivo dado por

dB)=1+¢B+...+¢,B".



3.2. Proceso AR(p) 42

Ejemplo 3.2.1. Comenzaremos nuestra investigacion con el modelo AR(1) que estd dado
por x, = ¢x,_1 + w;, e iterando hacia atrds k veces tenemos que

X =¢x-1 + Wy = ¢(dx2 + wiy) +wy

2
= ¢ x,_z + ¢Wt—l + Wt

k-1
=i+ Y i (3.6)
i=0

Cuando k tiende a infinito la ecuacion (3.6) converge solo si |¢| < 1, por lo que el modelo
AR(1) queda representado por el proceso lineal

00
_ § i
Xt = ¢ Wi—i,
i=0

el cual es un proceso estacionario con media E(x;) = 0, y(h) = o?¢"/(1 — ¢*), p(h) = ¢"
que satisface el modelo AR(1) y se puede demostrar que es tnico, los detalles se pueden
revisar en el Ejercicio 3.1 de [1|]. Notese que la funcion de covarianza cumple la ecuacion
recursiva

p(h) = gplh — 1),

a este tipo de ecuaciones se les conoce como ecuaciones homogeneas de diferencias de
grado 1, las soluciones de este tipo de de ecuaciones son de utilidad para calcular las
correlaciones con propiedades recursivas.

En el Ejemplo se puede ver que el modelo de caminata aleatoria dado por la
ecuacion x; = x,_; + W, nO €s un proceso estacionario. Sin embargo existen procesos esta-
cionarios que satisfacen el modelo AR(1) con |¢| > 1, a este tipo de procesos se les conoce
como explosivos pues ¢/ — oo cuando ] — o0y 320 ¢'w,_,; no converge en media. De cual-
quier forma se puede obtener una serie estacionaria escribiendo el modelo AR(1) como
Xip1 = @X; + Wy, de esta forma x; = ¢~ x,,; — Wiy, por lo tanto

o0
_ —i
Xt = § O Wi,
i=0

es un proceso estacionario con E(x;) = 0, y(h) = c?¢2¢7"/(1 — ¢72) y p(h) = ¢~". Los
procesos AR(1) con |¢| > 1 aunque son estacionarios no resultan de mucha utilidad para
hacer predicciones pues dependen de los valores futuros. A los procesos que no dependen
del futuro, en este caso los AR(1) con |[¢| < 1 se les conoce como causales. Un modelo
AR(1) causal digamos x;, = ¢x,_; + w, y uno explosivo y, = ¢~'y,_; + v, tienen las mismas
propiedades estocasticas (ver Ejemplo 3.4 de [1]) sin embargo el proceso de nuestro interés
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es el causal.
En la seccion |3.4] se hablara de la forma de generalizar las propiedades del modelo
AR(1) para modelos AR(p).

3.3. Procesos MA(g)

Definicion 3.3.1. Un proceso estacionario {X,} es g-correlacionado si y(h) = 0 para toda
h tal que |h| > q pero y(h) # 0 si |h| = gq.

Definicion 3.3.2. {X;} es un proceso de promedios moviles de orden q o proceso MA(q) si
XI = Wl + 9] Wl‘—l + OZWI—Z + “ o + Gth_q (37)
donde {W,} ~ WN(0, o) y 01,0, ...,0, son constantes.

Este modelo también puede ser descrito como x;, = 6(B)w,, donde 6(B) define el opera-
dor de promedios moviles como

B)=1+6B+...+6,B7.

Sea 6y = 1y {X;} un proceso MA(g) dado como X, = Z?:o 6;W,_;, entonces el valor
esperado de X; es cero, como lo muestra la siguiente ecuacion:

E(X)=E [Zq] Gin_i] = Zq: 6;E(W,-;) = 0.
i=1 i=1

Ademads la covarianza de cualesquiera dos valores que estdn a distancia & se puede calcular
como a continuacion:

9 q
i=0 j=0
4 4q
= Z QinCOV(WI_i, Wt+h—j) (39)
i=0 j=0
_ 0 si |hl > g
B { Z,C-]:_oh 0,0;,,0% si|h| < q. (3.10)

Para pasar de la ecuacion (3.8]) usamos la Propiedad [A.10.3|y para pasar de la ecuacién
(3.9) a (3.10) usamos el hecho de que como {W,} ~ WN(0, o) entonce

0 silhl > g
SN 00:n0? silhl < q.

Cov(W,_;, Wt+h—j) = {



3.4. Procesos ARMA(p, q) 44

dadoque i,j = 0,1,...,q, para que se cumpla que & = j — i entonces |h| < g. La funcién
de corrrelacion para los modelos de promedios moéviles estd dada entonces por

0 silhl>q
P(h) = Z?;: 0i6in . s
Op+07+...+62 si |h] < q-

A diferencia del modelo AR(p), podemos afirmar que si {X;} es un proceso MA(q)
entonces {X;} es un proceso estacionario independientemente del valor de sus parametos,
pues E(X;) es constante y y(h) no depende del tiempo sino del valor de A.

La importancia de los modelos MA(g) recaé en que de acuerdo con la Definicién [3.3.1]
un proceso MA(g) es g-correlacionado y segun la Proposicion también el converso
es cierto. La demostracion de la Proposicion [3.3.1|se encuentra en la Seccién 3.2 de [[11].

Proposicion 3.3.1. Si {X;} es una serie de tiempo estacionaria q-correlacionada con media
cero, entonces puede ser representada como un proceso MA(q) definido por la ecuacion

B-7.

Al igual que en los modelos AR(p), no hay unicidad en los modelos MA(g), es decir,
puede haber varios con las mismas propiedades estocésticas, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.1. Sean los modelos MA(1) x, = w, + 5w,y con {w;} ~ NO,1) yy, = v, +
1/5v,_1 con {v} ~ N(0,25), podemos verificar que ambos tienen media cero y la misma
funcion de covarianza

26 sih=0
phy=<2 5 sih=1
0 sih>1

En estos casos nos interesan los modelos que sean invertibles, o bien que puedan ser
escritos con una representacion infinita AR. Por ejemplo, un modelo MA(1) x; = w, +6w,_,
puede ser escrito como w, = —fw,_; + x,, entonces si |6] < 1 se tiene que w, = Y20 (—6) x,;,
usando el Ejemplo el modelo elegido seria el que tiene 6 = 1/5 y 0> = 25, pues este
seria invertible.

La propiedad de invertibilidad serd definida en la seccién siguiente y estd dependera
totalmente del operador (B).

3.4. Procesos ARMA(p, q)

Ahora describiremos un modelo més general, este modelo es una combinacién de los
modelos AR(p) y MA(g). El modelo ARMA(p, g) es un modelo para series de tiempo
estacionarias.
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Definicion 3.4.1. Una serie de tiempo {X,} cumple con el modelo autoregresivo de prome-
dios moviles 0 es ARMA(p, q) si es estacionaria y

Xl = ¢1X[_1 + ¢2X[_2 +...+ ¢pXt_p + Wl + 01W[_1 + QZW[_Z +...+ Hth_q, (3.11)

donde ¢, # 06, + 0y o3, > 0, los pardmetros p'y q son el orden autorregresivo y el orden
de promedios moviles respectivamente. Si la media u de X, es distinta de cero, hacemos
a=~-¢1—¢,...,0,)y escribimos el modelo ARMA(p, q) como

Xi=a+d X1+ X o+, .+, X, + W+t O W +OLW, 0 +...+0,W,_,

donde W, ~ WN(0, o3,). Notemos que si se hace g = 0y p # 0 tenemos e modelo AR(p)
mientras que si se hace p = 0y q # 0 tenemos el modelo MA(q).

El modelo también puede ser descrito por los operadores ¢(B) y (B) como
¢(B)x, = 6(B)w,.

Este modelo en ocaciones puede ser complicado multiplicando ambos lados de la ecuacién
aterior por un operador, por ejemplo,

nB)oB)x, = n(B)AB)w,.

En estos casos la dindmica del modelo no cambia, es decir, sigue cumpliendo con el modelo
ARMA(p, g), veamos un ejemplo a continuacion.

Ejemplo 3.4.1. Considere el proceso de ruido blanco x, = w, donde {w,} ~ WN(0, o), si

multiplicamos ambos lado por n(B) = 1 — ,5B, entonces el modelo se vuelve (1 — ,5B)x, =
w,(1 = ,5B) o bien
X = 5% — Swim +wy,

que aparentemente es un proceso ARMA(1,1), pero enrealidas sigue siendo una proceso de
ruido blanco.

Definicion 3.4.2. Los polinomios AR(p) y MA(q) son definidos como

p)=1+¢1z+...+¢,7", ¢, #0,

0z)=1+6z+...+6,2%, 6,#0,

respectivamente, para 7 € C.

Al fenémeno descrito en el Ejemplo se le llama redundancia de parametros y para
que no ocurra, los pardmetros de los polinomios AR(p) y MA(g) deben ser distintos. A
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continuacion definiremos formalmente los conceptos de causalidad e invertibilidad para
modelos ARMA(p, g).

Definicion 3.4.3. Un modelo ARMA(p, q) es causal si la serie de tiempo {x;} puede ser
escrita como un proceso lineal de un lado, es decir,

= > wiw,; = yB)w, (3.12)
i=0

donde y(B) = Y20 yiB’, T2 Wil < 00y gy = 1.

Propiedad 3.4.1. Un proceso ARMA(p, q) es causal si 'y solo si ¢(z) # 0 para |z| < 1. Los
coeficientes del proceso lineal de la ecuacion (3.12)) pueden ser determinados resolviendo

> 0
ZW ;; ol < 1. (3.13)

i=

La ecuacion (3.13) implica que la sucesién de coeficientes {i;} puede ser calculada
numéricamente haciendo

p
%=Z¢k¢j-k+6’j, Jj=0,1,... (3.14)
k=1

donde 6y := 1,6, :=0para j > qyy;:=para j<O0.

Definicion 3.4.4. Se dice que un modelo ARMA(p, q) es invertible si la serie de tiempo {X,}
puede ser escrita como

7(B)x = ) mixis = W, (3.15)
i=0

donde n(B) = Y2 B/, Y20 Imjl < 0oy my = 1.

Propiedad 3.4.2. Un proceso ARMA(p,q) es si y solo si 6(z) # 0 para |z] < 1. Los coefi-
cientes n; de la ecuacion (3.15)) pueden ser determinados resolviendo

S i ¢(Z)
Zmz o I < 1. (3.16)

i=

La ecuacion (3.16) implica que la sucesion de coeficiente {r;} pueda ser calculados
numéricamente como

q
==y =0, j=0,1,...,
k=

donde 6y := —1,6; :=0para j > pyn;:=0para j<O.
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La demostracién a la Propiedad es similar a la demostracion de la Propiedad
la cual se puede encontrar en la seccion B.2 de [1].
Para un modelo ARMA(p, g) $(B)x, = 6(B)w, causal, podemos escribir

(o)
Xy = § YW
i=0

Inmediatamente tenemos que E(x,) = 0 y la funcion de autocovarianza esta dada por

p q
v(h) = Cov(Xpip, x;) = Cov Z OiXpin-i + Z OiWish—i» Xt
i=1 i=1

p q 00
D byh—i)+ ) 6Coviwiap i, Y Wi )
=1 i=1 =0
p q
= Y byth =)+ 0% Y O, h 0.
i=1

i=h

1

La funcion de correlacion para un modelo ARMA(p, g) satisface una ecuacion recursi-
va, en la seccion 3.2 de [1] se puede encontrar un método para solucionar este tipo de ecua-
ciones, este mismos método puede usarse para encontrar la solucion de manera explicita de
las sucesion de coeficientes {1} y {x;}.

3.5. Funcion de autocorrelacion parcial (PACF)

Para el caso en el que se trabaja con un modelo MA(g) la funcién de autocorrelacion
es distinta de cero para h = =g y p(h) = 0 cuando |h| > g, esto nos da informacién
sobre el grado de dependencia cuando el modelo es MA, sin embargo para el caso de los
modeloas AR y ARMA la funcién de correlacidon nos da poca informacién sobre el grado
de dependencia. Es por esto que vale la pena introducir una funcién que se comporte como
la ACF para los modelos MA, esta funcién es llamada funcion de correlacion parrcial
(PACF).

La idea de la PACF es calcular la correlacion de dos variariables aleatorias, digamos
X y Y sin la dependencia lineal de otra variable aleatoria, digamos Z. Para el caso de un
proceso estocdstico estacionario con media cero {x,} se busca quitar la dependencia lineal
que se encuatra entre x, y x,.,, es decir, quitar

Xieh = B1Xeen—1 + BoXpsn—o + .o + Bro1 Xit1s

o bien, que es lo mismo

X =BiXe1 + PoXpa + oo+ Proi Xewno1s
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AR(p) MA(q) ARMA(p, 9)
ACF Las colas decrecen Se corta después de h = g Las colas decrecen
PACF Se corta despuésde h = p Las colas decrecen Las colas decrecen

Cuadro 3.1: Comportamiento de ACF y PACF para modelos ARMA.

donde los coeficientes 3y, . . . , 8,1 son calculados minimizando el MSE definido en la ecua-
cioén (1.2).

Definicion 3.5.1. La funcion parcial de autocorrelacion (PACF) de un proceso estacio-

nario {x,} se denota como ¢y, para h = 1,2, ..., y se define como

d11 = p(x1, X1) = p(1),

Gnn = PXepn = Xpins X — %), h 2 2.

Aunque aqui no serd demostrado la ¢, = 0 para un modelo AR(p) con & > p. En el
Cuadro se muestra el comportamiento de la ACF y la PACF para los modelos ARMA.

3.6. Procesos ARIMA(p,d, q)

En la seccion vimos como una serie de tiempo puede ser descompuesta en tres
series o componentes: la componente tendencial, la estacional y la estacionaria. También
se estudiaron algunos métodos para eliminar y estimar tendencia y ciclos, un ejemplo es el
método de diferencias. Los modelos mencionados para la estimacion de tendencia y ciclos
fueron modelos deterministicos. Las componentes también pueden ser no deterministicas.
Por ejemplo, se puede proponer un modelo para una serie de tiempo como

X =M+ Yy,

donde y; = w,—1 + v, y {y:}, {v/} son estacionarias. De este modo Vx; = v, + Vy, resulta una
serie estacionaria. Es por esto que se introduce el modelo ARIMA el cual sera descrito a
continuacion.

Definicion 3.6.1. Se dice que un proceso {x,} es ARIAM(p,d, q) si
Vix, = (1-B)Yx
es ARMA(p, q). En general escribimos el modelo como

P(B)V'x, = 60(B)w;.
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Si E(Vx,) = u, escribimos el modelo como
d(B)V'x, = 6 + O(B)w,,
donde 6 = u(1 + ¢ + ...+ ¢,).

Aunque este es un modelo para series no estacionarias, en general se busca convertirla a
un modelo ARMA(p, g), es decir, retirar la no estacionariedad y volverla estacionaria. Por
lo tanto los méodos con los que se estaran trabajando seran los de la seccion 2.7

3.7. Estimacion de parametros en modelos ARMA(p, g)

Suponiendo que se tienen n observaciones {x, x,, ..., X,} y los érdenes p y ¢ del modelo
ARMA que representa al conjunto de observaciones han sido fijados, es necesario estimar
los pardmetros ¢, ...,¢,,01,...,6, y o,. Algunos de los método que se pueden utilizar
para la estimacion de estos pardmetros son los métodos de minimos cuadrados ordinarios,
método de los momentos y método de maxima verosimilitud que fueros descritos en el
Capitulo|I} Los detalles de la obtencion de estos estimadores con cada método en particular
pueden ser revisados en la seccion 3.5 de [1]]. Para la estimacién de parametros de nuestros
modelos ARMA estaremos usando los métodos de R.

3.8. Predicciones

Definicion 3.8.1. Sea X una variable aleatoria con media u y varianza o, una pediccion
de X es una estimacion del valor de X antes de ser observada.

En series de tiempo es de interés hacer predicciones del valor futuro de x,,,, m =
1,2,... teniendo en cuenta la colecciéon de datos xy., = {x,, x,—1,...,x1}. Los predictores
de interés son aquellos que minimicen el MSE. Por ejemplo, dado x;.,, la funcién de x;.,
que minimiza el MSE con x,,,,, 0 bien el predictor de minimo error cuadrdtico medio de
Xu4m dado xp., €s

XZ+m = E(xn+m|-x1:n)- (317)

Consideremos los predictores lineales,

n
n —
X = @+ ) @i, (3.18)
i=1
donde a;, i = 1,...,n son coeficientes reales. Los predictores lineales que minimizan el

MSE se les conoce como los mejores predictores lineales (BLP) por sus siglas en inglés.
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En el Teorema B.3 de [1] se muestra que si un proceso es gaussiano entonces el mejor
predictor lineal y el predictor de minimo error cuadritico medio son el mismo y ademads
solo dependen de los momentos de segundo orden.

Para minimizar el MSE de un predictor lineal, es decir, Q = E (Xpm — 2ip aixi)z,
donde xy = 1, buscamos que g;i = 0, lo cual genera las ecuaciones de prediccion

E(Xpom — X0 130 =0, k=1,2,...,n. (3.19)

La solucion del sistema de ecuaciones (3.19) genera el mejor predictor lineal de x,,..,, y nos
da los coeficientes ay, a, . . ., @,.
Cuando {x;} es una serie estacionaria, E(x;) = u, entonces la ecuacién (3.19) cuando
k = 0 implica que
E(Xy1m) = E(XZ+m) =M

Tomando la esperanza de (3.18)) tenemos que

#=0/o+i6¥i,u o ag = pu(l —i%)-
i=1 i=0

Entonces el BLP esta dado como
X = M+ Z ai(x; — p),
i=1

por lo tanto, si u = 0 entonces @y = 0.

Consideremos el predictor de un paso hacia adelante, es decir, dado el conjunto {xy, x5, . . .

deseamos predecir el siguiente valor de la serie de tiempo x,,., entonces el predictor lineal
estd dado como

Xooy = PuiXn + Xy + ...+ Pupxy

y debe satisfacer las ecuaciones de prediccion dadas en la ecuacion (3.19) o bien

D vk =iy =y, k=1,...,n
i=1

que en su forma matricial se ven como

donde I'), = {y(k — i)}’}’k:1 es una matrizde n X n, ¢, = (Pu1,...,¢,,) un vectorden X 1y
Vn = (y(1),...,y(n)) un vector de n x 1.
La matriz I',, es no negativa definida por las propiedades descritas en el capitulo anterior.

> -xn}
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Si I, es no singular entonces podemos escribir

¢ =Ty, (3.21)

Para los modelos ARMA, como o2 > 0y y(h) — 0, cuando & — oo es suficiente para

asegurar que I',, es positiva definida y es conveniente escribir la prediccion como

xZ+1 = PnX,

donde x = (x1, X2, ..., X,).
La media del error cuadratico de prediccion para este modelo es

Pl = E(tr — X0, = ¥(0) = y,0 v (3.22)

La ecuacién (3.21]) no siempre puede ser utilizada cuando n es muy grande, pues co-
mo se tiene que calcular una inversa, existe un problema numérico, sin embargo existen
algoritmos iterativos con los que se abordan este tipo de problemas.

Para el caso en que se tiene una serie de tiempo {x;} que cumple con el modelo ARMA(p, q)
causal e invertible es mas fécil calcular el predictor x);,, basados en el pasado infinito, es
decir, es mas facil calcular

Knaem = Epaml Xy X1, - . X1, X0, X215 .. )

n

en lugar de x/;,,, dado por la ecuacion (3.17). En general x),,, y X,4,, no son igual, pero
la idea es que X,.,, sea una buena aproximacion para x;,,, cuando n es grande.

El predictor X,,,, puede ser calculado recursivamente con la ecuacién (3.23) comenzan-
doconm =1ydespuésm=2,3,....

1

[se]
Xntm = — § 7rj~n+m—j - E i Xntm—js (3.23)
Jj=m

J=1

Ademas la media del error de prediccion puede ser escrita como

m—1
~ 2 2
PZ+m = E(Xnm — Xnim) = Oy Z l’//j' (3.24)
=0
Dado que solo se cuenta con una cantidad finita de muestras {xi, ..., x,}, este predictor

se trunca, de modo que obtenemos

m—1 n+m—1

~ _ ~n

Trow = = D FiFrmey = ), Kiwineis (3.25)
= j=m

el cual es calculado recursivamente, con m = 1,2,..., el error medio de la prediccién es
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aproximado usando (3.24)).

El andlisis de series de tiempo es un campo bastante amplio, donde se estudian dife-
rentes modelos y métodos para hacer el andlisis de las serie de tiempo en los que se podria
indagar y profundizar para poder hacer un mejor estudio de éstas, sin embargo para estudiar
modelos no lineales preferimos abarcar los algunos modelos de inteligencia artificial, para
de este modo comparar resultados con los modelos dados en este capitulo.



Capitulo 4

Redes neuronales artificiales

Las redes neuronales artificiales (RNAs) proveen una amplia gama de nuevas técnicas
para la resolucion de problemas en diferentes dreas de la ciencia. Por ejemplo, entre las
cosas por las cuales se han dado a conocer es por su alto desempefio en reconocimiento de
patrones, anélisis de datos, control, optimizacion, aproximacion de funciones, predicciones,
combinatoria, entre otros, ver [[12].

El avance del computo cientifico ha ayudado en gran medida al desarrollo y desempefio
de esta herramienta. Algunas de las caracteristicas que presentan las redes neuronales y que
hacen de ellas una buena herramienta son: paralelismo masivo, habilidad de aprendizaje,
adaptabilidad, habilidad de generalizacién, bajo consumo de energia y tolerancia a fallos,
ver [12].

Existen dos grandes grupos de RNAs, el grupo de RNAs de alimentacion hacia adelante
y el grupo de RNAs recurrentes, revisar [5] y [[12]. Dentro del grupo de redes neuronales
de alimentacion hacia adelante encontramos un tipo de RNAs que son conocidas como
perceptron multicapa, este tipo de redes neuronales son las que se estudiardn durante este
capitulo.

Las RNAs perceptron multicapa utilizan un algoritmo de aprendizaje supervisado, el
cual se basa en realizar un proceso conocido como error-correccion. Este proceso se hace
mediante la optimizacion de una funcién que mide el error empirico que generan las apro-
ximaciones del modelo de la RNA. El objetivo del algoritmo de aprendizaje es minimizar
una funcién que mide el error empirico. La minimizacién de la funcién de error se realiza
mediante algin método de optimizacion numérica como descenso de gradiente. El algo-
ritmo del proceso de aprendizaje realizado para este tipo de redes neuronales se le conoce
como back propagation.

Las RNAs son un modelo matematico basado en la forma en la que aprende el cere-
bro humano. A continuacién se describird la conexion y semejanza que tiene el modelo
de las RNAs con las redes neuronales bioldgicas (RNBs), ademads se dard una descripcion
del modelo perceptron multicapa, y el algoritmo de aprendizaje o entrenamiento back pro-
pagation, también se explicard el criterio de paro que estaremos utilizando en este trabajo
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para entrenar una RNA.

4.1. Redes neuronal biologicas

Las RNAs fueron inspiradas en las mismas RNBs. Las RNAs intentan simular la forma
en la que el cerebro aprende y procesa la informacién. Se dice que el cerebro cuenta con
un aproximado de 10'! neuronas, las cuales estdn interconectadas y por medio de impulsos
eléctricos se efectua la transmision de informacion.

Una neurona bioldgica esta conformada principalmente por las dendritas, el niicleo o
soma, el axén y las sinapsis, ver Figura Las dendritas es la parte de la neurona que le
permite recibir informacién de otras neuronas para después ser procesada por la neurona.
El nicleo o soma de la neurona hace una recopilacién de todos los impulsos recibidos de
otras neuronas por las dendritas. Una vez hecha esta suma, la informacion es procesada a
través del axon para finalmente ser transmitida a otras neuronas por medio de las sinapsis.

Nucleo

Axon

Dendritas Sinapsis

Figura4.1: En esta figura se muestra la representacion de una neurona biolégica indicando
sus partes principales.

En una RNA las neuronas son valores numéricos. La semejanza de una RNB y una RNA
recae en la manera en la que varias neuronas transmiten su informacién a una neurona en
especifico y después esta la transmite a otras neuronas.

El proceso de transmision de informacion puede ser modelado y representado. Por
ejemplo, en la Figura se muestra la representacion de una RNA muy simple, la cual
muestra un conjunto de neuronas artificiales (valores numéricos) denotadas por xy, xa, . . ., X,
que pueden ser representados por un un vector de la forma x = (xy, x5, ..., x;). El conjun-
to de neuronas x estd conectado con otras neuronas, en particular denotemos como X a
una de esas neuronas con la cual se conectardn las neuronas x por medio de un conjunto
de coeficientes que son conocidos como pesos y pueden ser representados por un vector
W = (Wl,Wz, cee ,W[).

La forma en la que hacen la coneccién las neurona x con la neurona £ mediante los
pesos o bien la recopilacion de informacion, se lleva a cabo mediate la asignacién o = x-w,
y por dltimo, para transmitir la informacién procesada a otras neuronas, la neurona artificial
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evalia en el valor de o una funcién f : R — R conocida como funcion de activacion,
entonces f(o) serd la salida o valor de la neurona X e informacion de entrada para otras

neuronas.
X
: K
X2

—2 2@ _ ) —
:y Salida

Entradas

Figura 4.2: En esta figura se muestra la representacion grafica del modelo de una red
neuronal artificial en la que un conjunto de neuronas transmiten informacién a otra neurona
y mediante un proceso numérico esta arroja una salida o valor numérico.

La funcién de activacion puede ser una funcién altamente no lineal. Existen diferentes
funciones que pueden ser usadas como funcién de activacién para una red neuronal arti-
ficial, por ejemplo, en la Figura 4.3 podemos ver las graficas de algunas de las funciones
de activacion més conocidas, la eleccion de una funcién de activacion depende del tipo de
problemas que se quiera resolver. Las funciones de activacion son una pieza clave dentro
del modelo de las RNA pues dependiendo de la funcién de activacion elegida serd lo que
modele la RNA.

0 st x<1,
Jx) _{ 2 six>1. 1)
-2 s1 x< -2,
fy={4x si2<x<2, (4.2)
2 st x>2.
N 4.3
f(x) o (4.3)
f(x) =Ce™¥* para C,K € R. (4.4)

En esta secciéon dimos una explicacion del funcionamiento en general y la similitud
de este de una RNA con una RNB, sin embargo, como mencionamos en la introduccion,
existen diferentes modelos o estructuras de RNA, un ejemplo es el modelo perceptron
multicapa que sera descrito en la siguiente seccion.
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FUNCION ESCALON FUNCION LIMITE

2.0
!
2
!

1.5

0.5
!

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

FUNCION SIGMOIDEA FUNCION GAUSSIANA

1.0
1.0

00 02 04 06 08
00 02 04 06 08

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 4.3: En la parte superior derecha vemos la grafica de la funcién de activacion dada
por la ecuacién (4.1), esta es conocida como funcién escalon. En la esquina superior de-
recha se muestra funcién de activacién limite, definida por la ecuacion (4.2). En la parte
inferior vemos la funcién sigmoide, una de las mas usadas, ésta estd dada por la ecuacién
(4.3), y por tltimo, en la parte inferior derecha se muestra las grafica de la funcion Gaussia-
na que también puede utilizada como funcién de activacion y estd dada por ecuacion (#4.4),
donde C y K son constantes.

4.2. Estructura perceptrén multicapa

Una RNA perceptron multicapa esta compuesta por capas ordenadas, cada capa es un
conjunto de neuronas y cada neurona de una capa esta conectada con cada neurona de la
capa consecutiva por medio de pesos. Las RNAs perceptréon multicapa cuentan con una
capa de entrada en la que el usuario introduce los datos que serdn procesados, una capa de
salida en donde la informacién procesada es recibida y capas ocultas que son las capas que
estan entre la capa de entrada y la capa de salida procesando informacion.

Cada capa puede ser representada por un vector y los pesos que relacionan dos capas
consecutivas pueden ser expresados por medio de una matriz con un nimero de filas igual a
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la longitud del la capa que aparece primero y una cantidad de columnas igual a la longitud
de la capa que aparece después menos uno, esto es porque cada vector que representa una
capa (a excepcion de la capa de salida) tiene una entrada que tendrd siempre el valor 1,
a esta neurona o entrada de cada capa se le llama bias. Las funciones de activacién que
conectan capas consecutivas no tienen que ser la misma para cada conexion entre capas.

En la Figura[d.4]se muestra la estructura de una RNA perceptrén multicapa, la cual estd
compuesta por una capa de entrada indicada por el vector X, una capa de salida indicada por
el vector y y solamente una capa oculta indicada por el vextor z. Cada flecha hace referencia
a un peso o coeficiente, los pesos estan indicadas por las matrices W x_; y Wxy;—; donde
J, K, L indican la longitud de cada capa desde la capa de entrada hasta la capa de salida
respectivamente.

~

wa(K—l}

dl. v

bias bias (™ (N
L 4 — W _/
Capa de entrada Capa oculta Capa de salida

Figura 4.4: En esta imagen se observa la estructura de una red neuronal de alimentacion
hacia adelante multicapas. En ella se indican las matrices de pesos, las cuales corresponden
a las flechas, los vectores de entrada, de salida y la capa oculta. También se puede ver que
a excepcion de la capa de salida, cada capa tiene una estrada que es el bias la cual tiene el
valor 1.

Para la red neuronal descrita en la Figura [4.4] las neuronas de la capa oculta z =
(z1,22,---,2k-1) estan relacionadas con las neuronas de la capa de entrada conforme a la
siguiente ecuacion

J

w= il D W, (4.5)

=0
donde los coeficientes W;; son entradas de la matriz de pesos Wisk-1 para j = 1,2,...,J,
k=1,2,...,K—1Yy fi es una funcion de activacion. Por otro lado, las neuronas de la capa

de salida se conectan con las neuronas de la capa oculta y con las neuronas de la capa de
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entrada como lo dicta la ecuacidon

K K J
=5 [Z Zka,z) = f (Z h Z xjﬂ’j,k] Wk,l) ) (4.6)
k=0 k=0 -0
donde los coeficientes wy; son entradas de la matriz de pesos Wk, parak = 1,2,..., K,
[=1,2,...,L—-1Yy f, una funcion de activacion.

4.3. Entrenamiento

Una RNA es una miquina de aprendizaje y los pardmetros ajustables son los pesos.
Entonces, los pesos adecuados para la red neuronal depende de los datos de entrenamiento.
Dado un conjunto de datos de entrenamiento {(x;, y;)}/_,, los pesos adecuados para una red
neuronal son los pardmetros que minimizan el error empirico, como se mencioné en la
seccion en el caso de la RNA perceptron de tres capas el error empirico estad dado por

la ecuacidn

1
EE=- ) E, 4.7)
b2

donde cada E; esta dado por

L
Ei:

| =

7 2
D vy wk,l) . 48
0 /

— f

K 2 1 & K
yé—fz[ZZZWk,z] =5 i Zﬁ(
I=1 k=0 I I=1 k=0

xj. indica la entrada j-ésima del vector i-€simo y de la misma manera yf indica la entrada
m-¢ésima del vector de salida i-€simo.

Para optimizar esta funcion se usan métodos de optimizacion numérica, en este caso
lo desarrollaremos con el método de descenso de gradiente, dado por el Algoritmo [I} El
método de descenso de gradiente, es un método iterativo que hace uso del gradiente de
la funcion objetivo (ver seccién del Apéndice B)), el gradiente es una direccion de
descenso y « es el tamafio de paso lo suficientemente pequeio, en este caso es un nimero
fijo. El algoritmo se detiene cuando el gradiente de la funcidn es cercano a cero, para esto
se define una tolerancia, en el Algoritmo|I]se expresa como tol.

Para hacer uso del algoritmo de descenso de gradiente se quiere calcular la derivara de
la ecuacion con respecto a cada peso, esta es la suma de las derivadas de la ecuacion
con respecto a cada peso. Para realizar el calculo de derivadas con respecto a los pesos
vamos a dividir el problema en dos partes, primero calcularemos las derivadas parciales con
respecto a las entradas de la matriz de pesos W, y después las derivadas con respecto a
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Algoritmo 1 Descenso de gradiente
Entrada: f, xy, a, tol,i=0
Salida: aproximacién de x* = arg min f(x)
1: mientras ||V f(x;)|| < tol hacer
20 X1 =X —aVf(x)
3 i=i+1
4: fin mientras
5: devolver x;

la matriz de pesos W,.x_;. Entonces se tiene que:

K K
aEi _ ’ i i i i
a.. = —fz ZWri | |V — Q) Wit | | Zps
8wk 1
’ k=0 I k=0 i

OE; OE; 9z, - & LS . K
— = ———— = f{| ) Xwi|x; > ~H| D) awal||vi— ) awe | Wi
awj,k 02}( (9wj,k 1 Z i J; 2 kZ:(; k I kzz(; k 1

J=0

De este modo teneniendo las derivadas parciales de la funcion de error con respecto a
cada uno de los pesos se podrd minimizar utilizando el método de gradiente descendente
para entrenar la red neuronal. Existen otros métodos de optimizacion numérica que podrian
ser aplicados, por ejemplo el método de Newton o algtiin método cuasi-Newton pero estos
requieren que se calcule o aproxime el Hessiano, es decir, ocupan derivadas de segundo
orden y no serdn implementados en este trabajo. Este tipo de métodos de optimizacion
por lo regular alcanzan solo 6ptimos locales dependiendo de los valores con los que se
inicialice el algoritmo.

El entrenamiento de una RNA, dados los datos {(x;, yi)}le, no se realiza con todos los
datos disponibles. Para poder evaluar la capacidad predictiva de nuestra red neuronal los
datos se dividen en tres conjuntos:

» El conjunto de entrenamiento, este sirve para entrenar la red neuronal, con la mayor
cantidad de datos, digamos un 70 % de los datos. El algoritmo de entrenamiento de
una RNA en cada iteracion intenta minimizar el error empirico con este conjunto de
datos.

» El conjunto de validacion esta compuesto por otra parte del conjunto de datos. Este
conjunto de datos no tiene interseccioén con el conjunto de entrenamiento. Digamos
que el conjunto de validacién estd compuesto por un 15 % de los datos y este conjunto
sirve para calcular el error de la RNA en cada iteracién conjuntamente con el de
entrenamiento pero con los datos del conjunto de validacion.
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» El conjunto de prueba o prediccion esta compuesto por el conjunto de datos sobran-
tes, digamos el otro 15 %. Una vez entrenada la red neuronal se calcula el porcentaje
de aciertos que tuvo la red neuronal (en el caso de ser un clasificador) con este con-
junto y ese porcentaje se le conoce como capacidad de prediccion (CDP) de la RNA.

Para el caso de series de tiempo, la divisién de los conjuntos de entrenamiento, vali-
dacién y prueba se hace mediante ventanas de tiempo como se muestra en la Figura [4.5]
sin embargo, para otro tipo de datos la seleccion para los conjuntos de entrenamiento, va-
lidacion y prueba puede ser aleatoria como es el caso del problema de clasificaciéon de
imagenes de nimeros que veremos en la seccion La seleccion de los conjuntos depen-
dera del problema que se esté tratando.

VENTANAS DE TIEMPO UTILIZADAS EN LA SERIE

15
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e 3

Precio (pesos)
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§
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entrenamiento validacion prediccion

Tiempo (dias)

Figura 4.5: En esta imagen se muestra el conjunto de datos de la serie de tiempo de la
cotizacion del dolar. Las lineas punteadas verticales delimitan las ventanas de tiempo de
una serie, o bien, la divicidn de los datos en un conjunto de entrenamiento, un conjunto de
validacion y un conjunto de prueba.

El error de validacion es el error empirico de la RNA evaluada con los datos del con-
junto de validacion. El error de prediccion es el error empirico de la RNA evaluada con
los datos del conjunto de prueba. El interés de calcular el error de validacion y el error
de prediccion es para ver qué capacidad de generalizacion tiene la red neuronal, es dicir,
dado un conjunto nuevo de datos con el que no fue entrenada nuestra RNA qué tan buena
es acertando en el valor correcto.

Por lo regular el algoritmo de entrenamiento no es dejado hasta la convergencia, es
decir, hasta que el gradiente de la funcién de error es identicamente cero, pues esto podria
no suceder o tardar demasiado tiempo. El error de entrenamiento o error empirico de la
RNA evaluada en el conjunto de entrenamiento, siempre disminuye en cada iteracion, sin
embargo, esto no quiere decir que se mejore la capacidad de prediccion para el resto de los
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datos, al contrario, se puede dar el caso en el que la RNA se sobreentrene, es decir, que
tenga un error de entrenamiento muy bajo, pero un error de validacion muy alto y también
muy poca CDP.

Un criterio de paro en una red neuronal es analizando el error de validacién y cuando
este deje de disminuir dejar de actualizar los pesos del modelo. En general la CDP y el
EE dependen del conjunto en que se evalue, en los problemas del capitulo de resultados
se prob6 que este es un buen criterio, pues en todos los casos a excepcion de la serie del
covid, se obtuvo que la CDP (en los casos bien entrenados) con los pesos entrenados hasta
que el error de validacién fue minimo, fue mejor o igual mas del 50 % de las veces que la
CDP con los pesos entrenados las 200 iteraciones. Durante este trabajo estaremos tomando
la CDP y el EE en el momento que el error de validacion alcanzé su minimo. Decimos que
una RNA se entrend bien si alcanzé un error de validacion minimo antes del nimero total
de iteraciones.

En la Figura[4.6|se muestra la grafica del error de entrenamiento y el error de validacién
en cada iteracion, en este caso se usoé la red neuronal con 95 neuronas en la capa oculta que
se implement6 para resolver el problema de clasificacion de imagenes de nimeros de la
seccion del capitulo de resultados. Este tipo de grificos nos sirven como referencia
para saber cudntas iteraciones es suficiente dejar entrenando una RNA para un problema
especifico.

ERRORES DE ENTRENAMIENTO Y VALIDACION
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Figura 4.6: En esta grafica podemos ver como el error de entrenamiento siempre es menor
que el de validacion y aunque el error de entrenamiento disminuye en cada iteracion, el
error de validacion deja de disminur en la iteracion 98.

En el siguiente capitulo se estudiard otro modelo de inteligencia artificial que es princi-
palmente utilizado como clasificador. Este modelo es el de las MSV. La ventaja que tiene
dicho modelo sobre las RNAs, es que este modelo alcanza su optimo global, por ser un
problema de programacion convexa.



Capitulo 5

Maquinas de soporte vectorial

Las mdquinas de soporte vectorial (MSV) son un conjunto de algoritmos de aprendi-
zaje supervisado, las cuales tienen origen en trabajos sobre el aprendizaje estadistico. En
principio este algoritmo fue pensado para hacer clasificacion binaria, aunque en la actua-
lidad son usadas para resolver problemas de regresion, agrupamiento y multiclasificacion.
Existen varios campos donde han sido utilizadas con éxito, tales como vision artificial,
reconocimiento de caracteres, clasificacion de proteinas, andlisis de series temporales y
otros. Alguna de las aplicaciones mds comunes que podemos encontrar de las MSV es el
reconocimiento de patrones, que se ha aplicado a reconocimiento de digitos manuscritos,
reconocimiento de objetos, clasificacion de texto, identificacién de locutores y deteccidon
de rostros en imédgenes, ver [6, [13]].

A diferencia de otros métodos de aprendizaje por ejemplo las RNA o las regresiones
lineales, las MSV no se basan en minimizar los errores cometidos por el modelo generados
a partir de los ejemplos de entrenamiento o error empirico. Podemos considerar a las MSV
como clasificadores lineales, ya que su tarea en el caso de clasificador binario es encontrar
un hiperplano A(x) que separe las clases con las que se estd trabajando de tal forma que
equidiste de los ejemplos més cercanos de cada clase y de esta forma conseguir un margen
maximo de cada lado del hiperplano el cudl es la distancia del ejemplo mas cercano de la
clase al hiperplano, estos ejemplos son conocidos como vectores soporte y basta conocer
quienes son para construir el hiperplano, esto se logra optimizando la normal del hiper-
plano. Al proceso de maximizar el margen se le llama minimizacidn del riesgo estructural
y es en lo que se basan las MSV.

Desde el punto algoritmico el problema de minimizar la normal representa un proble-
ma de optimizacion cuadrdtica con restricciones de desigualdad lineales, que pueden ser
resueltas mediante técnicas de programacion cuadratica (revisar Apéndice [B]). La propie-
dad de convexidad garantiza una solucién dnica a diferencia de las RNA en las que se
pueden estancar en puntos Optimos locales.

Durante el desarrollo de este capitulo estudiaremos las MSV para clasificacién bina-
ria y para regresiones. Estudiaremos diferentes clases de MSV empezando por las MSV
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lineales para el caso de conjuntos de datos separables, en la seccion En la seccion
podremos ver el caso de las MSV lineales para el caso de conjuntos de datos cuasi-
separables. En la seccion haremos la generalizacién de las MSV para el caso de datos
cuasi-separables no linealmente, introduciendo las funciones denominadas kerneles. Final-
mente en la seccion [5.3] estudiaremos la forma de aplicar las MSV para hacer regresiones.
Se recomienda revisar el Apéndice |B|para ver una breve introduccion sobre optimizacion,
la cual es necesaria para entender como se resuelve el problema que plantean las MSV.

5.1. Maquinas de soporte vectorial lineales

5.1.1. Caso separable

Para el caso de las MSV de clasificacion binaria se quiere clasificar un conjunto de
puntos {x;, y;}_, donde n es el nimero de datos de entrenamiento, x; € Reyy; € {-1,1}. Se
dice que el conjunto {x;, y;}!_, es linealmente separable si exite un hiperplano (x) = w- x+b
tal que

+1, (5.1)
-1, (5.2)

w-x;+b >0 si Vi
w-x; +b <0 si y;

h(x) es conocido como hiperplano de separacion, donde w € R" es la normal al hiperplano
y b € R es la distancia mds corta del origen a h(x). Si el conjunto es separable entonces
existe una infinidad de hiperplanos que cumplen las ecuaciones (5.1) y (5.2)), a nosotros nos
interesa un hiperplano que sea 6ptimo, para esto se introduce el concepto de margen.

Sea {x | w-x+b =0, x,w € R"} un hiperplano de separacion, entonces la distancia més
corta del origen al hiperplano de separacion es %, donde ||w|| es la norma euclideana de
w. Llamemos d, la distancia mds corta entre el hiperplano de separaciéon y el punto més
cercano de la clase con valor y; = 1y d_ la distancia mas corta entre el hiperplano y el
punto mas cercano de la clase con y; = —1. Al conjunto de datos del conjunto de entrena-
miento que estd a una distancia d, o d_ del hiperplano de separacion se les conoce como
vectores de soporte. Definamos H, y H, a los hiperplanos que son paralelos al hiperplano
de separacion y que estén a distancia de éste d, y d_ respectivamente, éstos son conosidos
como hiperplanos de soporte. La separacion entre los hiperplanos H; y H, le llamaremos
margen y es equivalente a d, +d_, nétese que entre los hiperplanos H; y H; no existen datos
de entrenamiento ya que son linealmente separables. En la Figura podemos visualizar
un ejemplo de un conjunto de puntos separables en R?, éste nos ayudard a ver de manera

grafica las definiciones descritas en este pdrrafo.
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“b/wl

Origen

Figura 5.1: En esta figura podemos ver un conjunto separable en R? donde los puntos en
negro indican la clase con y; = 1 y los puntos en blanco muestra la clase con y; = —1,
éstos se encuentran separados por un hiperplano o bien una linea recta, para este caso, los
vectores de soporte se muestran sobre los hiperplanos H, y H,.

La tarea de una MSV es encontrar un hiperplano de separacion que maximice el margen
entre los hiperplanos H, y H,, pueden existir una infinidad de hiperplanos que cumplen
con esta propiedad, sin embargo para el caso lineal separable es sufisiente con suponer al
hiperplano H; como {x | w-x + b = 1,x,w € R"} y al hiperplano H, como {x | w-x + b =
—1,x,w € R"}, este resultado se puede consultar en [13]. Decimos entonces que en un
conjunto separable linealmente los datos de entrenamiento sarisfacen las ecuaciones

y (5.4) o bien la ecuacién (5.5)).

XprWH+b>+1 sy, =+1 (5.3)
Xl"W+bS—1 si yi:_l (54)
vi(xiw+b)—1<0 para i €{1,2,...,n} (5.5

Como ya mencionamos previamente, el margen estd definido por los hiperplanos H; y
H,, ambos hiperplanos son paralelos al hiperplano de separacion y su normal es justamente
w, por lo tanto la distancia del origen a H, esta dada por |1 — b|/||w|| y el hiperplano H,
tiene una distancia al origen de | — 1 —b|/||w]||, de donde obtenemos que d, = d_ = 1/[|w]], la

prueba de que d, = d_ se puede consultar en [13]]. El margen es simplemente ﬁ, de aqui
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se puede ver que el margen depende solo de la normal del hiperplano de separacion.
El problema de una MSV se reduce entonces a un problema de optimizacion donde se

quiere maximizar el margen —= ” 7 o bien minimizar la funcién ||w/|, la cual ser4 sustituida por

la funcién ||w]||* por convenencia, sujeta a las restricciones descritas en la ecuacion ( . El
problema de optimizacién a resolver finalmente es el siguiente:

minimizar ||w]|?
. . (5.6)
sujetaa y;(x;w+b)—1<0 para i € {1,2,...,n}.

El problema de la ecuacién (5.6) es un problema de optimizacién convexo con restric-
cidnes lineales, el cudl es un problema que puede ser atacado y resuelto con teoria Lagran-
giana, se puede revisar el Apéndice |B|para mas detalles sobre teoria de optimizacion.

La teorfa de Lagrange nos dice que el problema de la ecuacién (5.6) se reduce a so-
lucionar el problema de la ecuacion (5.7)), éste es conocido como problema primal, donde
a; > 0 parai€ {l1,2,...,n} son los multiplicadores de Lagrange que corresponden a las res-
tricciones de la ecuacién (5.5) y Lp es conocida como la funcion Lagrangiana primal. Este
método nos permitira poder hacer una generalizacién de forma sencilla al caso no lineal.

1 n
minimizar Lp(W, @, b) = 5||w||2 = > ailyiCxi-w+ b) — 1] (5.7)
i=1

El problema es un problema de optimizacién sin restricciones y puede ser re-
suelto aplicando las condiciones de Karush-Kuhn-Tuker (KKT) a la funcién Lagrangiana
Lp(W, a, b). De aplicar la primera condicién de KKT obtenemos el resultado de la ecuacién
(5.8) y de 1a ecuacién (5.9), ademas la ecuacién es el resultado de aplicar la conocida
condicién complementaria de KKT (revisar el Apéndice [B).

6Lp(w a,b)
i o ws Z ayix, (5.8)
LolB-0.0) Zalyl -0 (5.9)
ai(l —y(w-x;+ b)) =0 paraie{l,2,...,n} (5.10)

Sustituyendo los resultados de la ecuacién (5.8) y la ecuacién (5.9) en la funcién La-
grangiana Lp obtenemos la funcién Lagrangiana dual Ly(@) dada por la ecuacion (5.11) y
el problema dual equivalente dado en la ecuacion Se dice que computacionalmente
es mas facil de resolver el problema dual, ya que este depende solamente de el vector @ de
dimension n, en lugar del vector w de dimension d, de este modo, si n << d, seria mucho
mads rdpido solucionar el problema dual.
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1
LD(CY) = ZQ,‘ - E Zaia/jyiij,--xj (511)
i i,j

. 1
maximizar Lp(a) = E a; — 5 g Yy Xt X
i ij

- 5.12
sujeta a Z a;y; =0 ( )

i=1
a; >0 para i € {1,2,...,n}

Una vez conociendo el vector a del problema dual, se sustituye en la ecuacion y
se obtiene la normal del plano, la ecuacion del plano estaria dada entonces por la ecuacion
(5.13). Para encontrar el pardmetro b basta despejar la ecuacion (5.10).

h(x) = Z ayi(x x;) + b (5.13)
i=1

5.1.2. Caso cuasi-separable

Segtn la seccion anterior un conjunto de datos {x;, y;}?_, donde n es el nimero de da-
tos de entrenamiento, x; € R? y y; € {—1, 1} es no separable si no se puede encontrar un
hiperplano que satisfaga las ecuaciones (5.1 y (5.2)), por lo tanto, es muy dificil que en la
prictica se encuentren con conjuntos de datos perfectamente separables, ya que los pro-
blemas reales se caracterizan por tener ejemplos con ruido. Para resolver este problema se
propone permitir tener errores de clasificacion en el conjunto de datos de entrenamiento,
sin abandonar el objetivo de obtener un margen maximo para el conjunto de datos que si
estdn bien clasificados.

Para permitir que puedan existir datos de entrenamiento con error en su clasificacion la
idea es relajar las ecuaciones de (5.5), para esto se introducen las conocidas variables de
holgura &; > O parai = 1,...,n, que permiten cuantificar el error de clasificacion en los
datos de entrenamiento mediante la suma de todas éstas (3., &). De relajar las ecuaciones
de (5.5), obtenemos las restricciones de las ecuaciones (5.14) y (5.15) o bien las de la

ecuacion (5.16)).

XrW+b>+1-¢ st y;=+1 (5.14)
(5.15)

Il
I
P—

X,"W+bS—1+§i si Yi
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Vilxpw+b)+1-§ >0para i €{1,2,...,n} (5.16)

De acuerdo con las ecuaciones, cuando &; = 0 quiere decir que el punto x; se encuentra
bien clasificado. Si 0 < & < 1, entonces x; tiene error de clasificacién pero no estd mal
clasificado, esto quiere decir que se encuentra entre el hiperplano de separacion y el hi-
perplano que define el margen de su clase. Un punto x; se dice que estd mal clasificado si
se encuetra del lado opuesto al hiperplano de separacion de su clase, esto quiere decir que
& > 1. Ver la Figuara[5.2] para ver un ejemplo de un conjunto de datos mal clasificados.

o/ |w|

Origen

Figura 5.2: En esta figura podemos ver un conjunto cuasi-separable en R?, donde los puntos
en negro indican la clase con y; = 1 y los puntos en blanco muestra la clase con y; = —1,
éstos estan separados por un hiperplano o bien una linea recta (en este caso). Los vectores
de soporte se muestran sobre los hiperplanos H; y H,, los puntos con &; y &, son ejemplos
de puntos mal clasificados, mientras que los puntos con &3 y &, son ejemplos de puntos con
error de clasificacion pero bien clasificados.

Nuestro interés ahora serd no solo maximizar el margen en los datos de entrenamiento
bien clasificados, sino minimizar el error de clasificacién de los datos de entrenamiento,
por lo tanto, la funcién que nos interesa minimizar en este caso es

1 n
fw.6) = ZlwlF + C;&,
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donde C representa un parametro a fijar por el usuario, éste permitird determinar qué tanto
error de clasificacion se estard permitiendo. Si C es muy grande quiere decir que se permi-
tird poco error de clasificacion, incluso si se hace demasiado grande estariamos pensando
que el problema es el del caso separable. Cuando C es muy pequeiia se permite que exista
mas error de clasificacion. El problema de optimizacion convexo con restricciones lineales
a resolver para el caso cuasi-separable seria el siguiente:

e 1 ) -
— +C i
minimizar > [|wl| Z:‘ I3
) = (5.17)
sujetaa  yi(xpwH+b)+1-§& >0 para i €{l,2,...,n}

& >0 para i €{l,2,...,n}.

Este problema se resuelve encontrando el minimo de su funcién Lagrangiana, es de-
cir, se reduce a resolver el problema primal (5.18), donde Lp(W,b,&, @, ) es la funcién
Lagrangiana del problema (5.17) y @; > 0, 5; > 0 son los multiplicadores de Lagrange.

minimizar Lp(wW,b, &, a,) = —||w||2+Z§, Za,[y,(xl w+b)—1+¢&] Z,Bf, (5.18)

i=1

Al igual que en el caso separable, el problema primal (5.18) puede ser resuelto apli-
cando las condiciones de KKT. Las ecuaciones (5.19), (5.20) y (5.21)) son de aplicar la
primera condicién de KKT y las ecuaciones y son las resultantes de aplicar la
condicion complementaria de KKT.

aLP(w,abv; Eap) 2%_% (5.19)

OLp(W, b f @, ) Zalyz ~0 (5.20)
5LP(W’6b§’if’ B =+ p para ic{l2....n) (5.21)
ai(l—yi(w-x; +b)—&) =0 parai€{1,2,...,n) (5.22)
& =0 paraie{l,2,...,n) (5.23)

Susituyendo la ecuaciones (5.19) y (5.20) en la funcién Lagrangiana Lp(W, b, &, @, )
obtenemos el la funcién Lagrangiana dual, dada por la ecuacién (5.24). Podemos ver que
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esta funcion no cambia con respecto a la ecuacion (5.11)) del problema separable, sin em-
bargo, el problema dual, dado por la ecuacién (5.25)), acota los multiplicadores de Lagrange
«; por la constante C, este resultado se obtiene analizando las ecuaciones (5.22) y (5.23).

n 1 n
Lp(a) = Z a; — 5 Z a’za’jyiyj(xi' Xj) (5.24)
i ij

n 1 n
maximizar LD(Q) = Z o; — E Z a,»cyjy,-yj(x,-- Xj)
i i,j

« (5.25)
sujeta a Z a;y; =0

i=1
0<a <C paraief{l,2,...,n}

Al igual que en el caso anterior, la solucién del problema dual nos permitird expresar
el hiperplano de separacion en términos de @ y también encontrar el término b despejando
la ecuacion (5.22). La ecuacion del hiperplano de separacieon en este caso estd dada por la
siguiente ecuacion:

h(x) = Z ayi(x x;) + b. (5.26)
i=1

5.2. Maquinas de soporte vectorial no lineales

Cuando los datos no pueden ser clasificados linealmente, se propone mapear los datos
a un espacio de de dimensién mayor, conocido como espacio de caracteristica, donde los
datos mapeados pueden ser clasificados linealmente, mediante una funcién @ : RY — R,
donde m es la dimension del espacio de caracteristica, véase la Figura El problema a
resolver en este caso es el mismo que en las seccion anterior, solamente que en un espacio
diferente, es decir, ahora sustituiremos los valores de x; por ®(x;) parai € {1,2,...,n},
por ejemplo, ahora la funcion de decision en el espacio de caracteristica estaria dada por la
siguiente ecuacion:

h(x) = Z a;y; < O(x), O(x;) > .
i=1
Si definimos la funcién kernel como K(x,y) = ®(x)- ®(y) entonces el problema a re-
solver para el caso de datos no linealmente separables estaria dado por la ecuacion (5.27]).
Notemos que en este caso se quiere resolver solo el problema dual y no el primal, ya que el
primal tendria una dimension mayor en el espacio caracteristica y esto lo haria muy dificil
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) | —»0 COC
/ 0 %6
(@]
4}’./
* [ ]
®e
/
I"
s
Espacio de entradas Espasio de caracteristica

Figura 5.3: Datos linealmente no separables en el espacio de entrada pero separables en el
espacio de caracteristica.

de resolver numéricamente hablando.

maximizar L(a) = Z a; — 5 Z a;a;y;y;K(x;, x;)
i=1

ij=1
& (5.27)
sujeto a Z a;yi=0

i=1
OSQ’,‘SC i:1,...,n

Muchas veces la funcién ®(x) no es conocida explicitamente pero la funcién K(x,y)
si, ésta es otra de las ventajas de trabajar con el problema dual y no con el primal. Existen
algunos criterios para definir las funciones kernel, sin embargo, no serdn mencionadas en
este trabajo. Algunas de las funciones kernel mas conocidas son las siguientes:

Lineal K;(x,y) = (x-y), (5.28)

Polinémico Kp(x,y) = (x-y + 1), (5.29)
o

Gausiano Kg(x,y) =e o , (5.30)

Sigmoidal Kg(x,y) = tanh(a(x-y) + b). (5.31)

5.3. MSYV para regresiones

Las maquinas de soporte vectorial pueden ser adaptadas también para resolver proble-
mas de regresion y es comun designarles SVR (del inglés Support Vector Regression). Aho-
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ra queremos clasificar el conjunto {x;, y;}?_,, donde n es el nimero de elementos, x; € R?e

yi € R. En este caso nos gustaria que todos los elementos del conjunto {x;, y;}! | se pudieran
ajustar o cuasi-ajustar a un hiperplano 4(x) = w- x+ b, donde w es la normal al hiperplano y
b la distancia del hiperlano al origen. Con ajustar nos referimos a que se cumpla la ecuacién

h(x))=w-x;+b=y; para i € {1,2,...,n}.

Dado que en la prictica es muy dificil que los datos de entrenamiento se ajusten al
modelo lineal con un error de prediccién igual a cero, se recurre al concepto de margen
blando. Para introducir el concepto de margen blando y relajar las condiciones de error
entre el valor obtenido por el modelo y el valor real se introduce la funcion de pérdida
e-insensible L, definida por la ecuacion

_{0 si ly—h() <&,
b= { ly — A(x)| — & en otro caso. (5.32)

También se introducen las variables & y &, las cuales cuantificaran el error fuera de la
region tubular 2¢, donde &' > 0 si h(x;) —y; > €y cero en el otro caso. De igual manera
& > 0siy; — h(x;) > 0y cero en el otro caso. Como & y & no pueden ser mayor que cero
simultdneamente, entonces & - & = 0.

El problema primal en este caso es muy parecido al problema primal del caso cuasi-
parable, pero en este caso se introducen dos variables de holgura, dando el siguiente pro-
blema:

. | I oo
minimizar §||W|| +C;(§i +&)

sujetaa  (xpW+Db)—y,—e—& <0 para i €{1,2,...,n}, (5.33)
Vi—(xpw+b)—e—-& <0 para i€{l,2,...,n},
.6 >0 para i €{1,2,...,n}.

Al igual que en los problemas anteriores, se siguen los mismos pasos para resolver
el problema primal. La funcién Lagrangiana correspondiente al problema primal (5.33),
estd dada por la ecuacion (5.34), entonces queremos encontrar el minimo de la funcién
Lagrangiana, para resolver el problema aplicamos las condiciones de KKT.



5.3. MSYV para regresiones 72

1 n
Lp(W.b.&".& 0" 0™ B B7) =5 IWIF +C ) (& + &)+
ij=1
Dol w+b) -y —s— &+
ol (5.34)
Dol e w by — e - &)
i=1

Sper - e
i=1 i=1

De aplicar la primera condicién de KKT a la funcién lagrangiana de la ecuacién (5.34)

obtenemos los resultados de las ecuaciones (5.33), (5.36), (5.37) y (5.38)), mientras que si
se aplica la condicién complementaria de KKT obtenemos las ecuaciones (5.39), (5.40),

(5.42) y (5.42).

aLP(W’ baf ’f_’a ,a,_’ﬁ ’ﬁ_) S W= Z(Ql_ _ a,?.)xi (535)
ow i=1

aLP(W, b7§+$§_,a+’ a_,ﬁ+7ﬁ_) 4 — +\
- = ;(ai a’)=0 (5.36)
OLp(W, b,§ ’gg’f OB — B =C-a para i€{l1,2,...,n} (5.37)
OLp(w,b-¢ ’é;_f’_“ OBLB) oo paraie (L2 ) (538)
@ [(xpwW+Db)—y—e—&1=0 paraie{l,2,...,n} (5.39)
a; [yi—(xrw+b)—e—-¢&1=0 parai € {1,2,...,n} (5.40)
Bi-& =0 paraiefl,2,...,n} (5.41)

Bi-& =0 parai€{1,2,....n) (5.42)
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Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (5.35) y en la funcién Lagrangiana
primal, se obtiene la funcién Lagrangiana dual que estd dada por la ecuacién (5.43) y el
problema dual dado por la ecuacion (5.44)).

L@ a) = ) (a7 —a))yi—& ) (@ +a))-
i=1 i=1

Ca (5.43)
3 2,7 — )@} — (s
i=1
maximizar Z(a; —aj)yi—¢& Z(Oli_ +a;7)-
i=1 i=1
1 n
= > (o7 —a)(a; —al)(xx))
2 ; ;o ! (5.44)

sujeto a Z(a;—a;):o
=1
0<al,a; <C para €{1,2,...,n}

Al igual que en los casos anteriores, una vez resolviendo el problema dual se puede
expresar el hiperplano en terminos de @™ y . La ecuacién (5.45)) indica la ecuacion del
hiperplano que mejor aproxima a los datos de entrenamiento y el pardmetro b puede ser

encontrado usando las ecuaciones (5.46) y (5.47).

h(0) = ) (@] —a))(x x) +b (5.45)
i=1

b=y;+e—(wx;) si 0<a <C (5.46)

b=yi—e—-(wx)si0<a; <C (5.47)

Podemos aplicar el mismo truco de mapear los datos a un espacio donde los datos pue-
dan ser aproximados linealmente y se genere menos error de prediccion, para esto se vuelve
a usar la funcién kernel para mapear los datos, entonces el hiperplano de aproximacion es-
taria dado por la ecuacion , el cual esta dado en terminos de a* y @, los cuales se
obtienen de resolver el problema dual de la ecuacion (5.49)).
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h(x) = Z(a; — aHK(x- X)) (5.48)
i=1

n

n
maximizar Z(af —aj)yi—¢& Z(a/i_ +a;7)-
i=1 i=1

n

1
3 e - )a] - @)K G )

i,j=1

sujeto a Z(a;' -a;)=0
=1

(5.49)

0<a/,a; <C para €{1,2,...,n}

Existen varios métodos numéricos que pueden ser usados para atacar este tipo de pro-
blemas de optimizacidn con restricciones, por ejemplo, el método del gradiente descen-
dente que puede ser aplicado para resolver el problema primal, el método del gradiente
descendente proyectado que se puede usar para resolver el problema dual. Existen paque-
tes de softwere pensado para resolver problemas de clasificacion y regresion mediante el
uso de MSV, nosotros estaremos usando el paquete LIBSVM, ver [14].



Capitulo 6

Resultados

Durante este capitulo se presentardn varias aplicaciones de los métodos mencionados a
lo largo de este trabajo. En primer lugar veremos un ejemplo de clasificacion de imagenes,
donde se utilizan RNAs y MSV. Posteriormente se hard el andlisis y prediccion de un con-
junto de series de tiempo en economia, donde se hard uso de los diferentes métodos vistos
para analizar series temporales y se realizardn predicciones tanto con los modelos ARIMA
como con los modelos de inteligencia artificial: RNAs y MSV. Finalmente, al igual que en
las series de economia, se hard el mismo andlisis para la serie de tiempo del nimero de
infectados por covid-19 en Michoacan.

Para el caso del problema de clasificacion, la CDP es medida calculando el porcentaje
de aciertos que tuvo clasificando la RNA o la MSV en el conjunto de prueba. En el caso
de las series de tiempo nos interesa poder predecir la direccion del movimiento de estas,
es decir, se quiere predecir si la serie de tiempo incrementard o disminuird su valor con
respecto al actual, por lo tanto, mediremos la CDP calculando el porcentaje de aciertos de
las predicciones hechas para la direccion del movimiento en el conjunto de prueba.

Para el caso de los modelos ARIMA y de RNAs, una vez fijado el modelo y estimados
los pardmetros, se realizard la prediccion de la serie de tiempo en el conjunto de prueba.
Ya hecha la prediccion, se realizard una diferenciacion tanto en la serie de tiempo original
como en la que se predijo para comparar el signo del movimiento de la serie, este serd
positivo si incrementa, negativo si decrece y cero si es igual. En el caso de las MSV se
diferenciard la serie previamente y se intentard clasificar el movimiento, asignando +1 si
crece, -1 si decrece y O si es igual. Para hacer uso de las MSV se empleard la libreria
LBSVM con un kernel Gaussiano.

Para abordar los problemas de este trabajo se implement6 en Fortran 90 una red neuro-
nal de alimentacion hacia adelante perceptron de tres capas, donde el nimero de neuronas
en la capa oculta se estard probando con 5, 20, 35, 50, 65, 80, 95 y 110 neuronas para
ver qué modelo da un mejor desempefio y tanto en la capa de entrada como en la capa de
salida el numero va a variar dependiendo del problema que se esté resolviendo. El tamafio
de paso que se usard para el descenso de gradiente serd de 0.5 y los pesos se inicializaran

75
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aleatoriamente con una distribcion uniforme en [-1,1]. La funcién de activacion para pasar
de capa a capa serd la sigmoide dada en la ecuacion (4.3), como esta funcion tiene una
rango en el intervalo (0,1) en los problemas de series de tiempo serd necesario trasladar y
normalizar los datos. Finalmente, todos los entrenamientos de RNAs seran de 200 iteracio-
nes para poder realizar comparaciones. Entre las caracteristicas a evaluar de los resultados
de cada modelo seran: la CDP, el TDE y en caso de los modelos ARIMA y RNAs el EE.

6.1. Clasificacion de numeros

Un ejemplo de problema de clasificacion en imagenes es el siguiente. Se tiene un con-
junto de imagenes en escala de grises, cada imagen contiene un digito del 0 al 9 que fue es-
crito por una persona y se quiere clasificar a cada imagen en un grupo segun el niimero que
fue escrito en la imagen. Para este ejemplo se tienen 5000 imagenes de 20 X 20 pixeles que
pueden ser encontradas en la base de datos MNIST en http://yann.lecun.com/exdb/mnist/.
Cada imagen se puede transformar en un vector de 400 entradas en R. En la Figura [6.1|po-
demos ver algunos ejemplos de las imdgenes con las que esteremos trabajando, en la parte
inferior de cada imagen se muestra la etiqueta en la que se clasifica o bien el nimero que
la persona quiso dibujar.

7 4 o 2 3 0 7

7

> § | 0 7 £ &

3 5 1 0 1

Figura 6.1: En esta figura vemos un conjunto de los nimeros con los que fue entrenada
la RNA y la MSV para el problema de clasificacion de imagenes de numeros. En la parte
inferior de cada imagen se muestra el nimero que representa cada imagen o bien la clase a
la que corresponde. Cabe mencionar que para mostrar estas imagenes, el color fue invertido
de las originales.

En este problema la capa de entrada recibe un vector de R*® que corresponde a una

imagen, dicho de otra forma, esta RNA tiene 400 neuronas en la capa de entrada y 10
neuronas en la capa de salida, donde se espera que si el valor de la n-ésima neurona es
cercano a uno y en el resto de las neuronas el valor es cercano a cero, entonces la imagen
corresponde al digito n (en el caso de la 10-ésima neurona, el digito que le corresponde es
el cero). Para entrenar las redes neuronales se usaron 3000 (60 %) de los datos del conjunto
total como conjunto de entrenamiento, 1000 datos (20 %) como conjunto de validacion y
1000 datos (20 %) para calcular la CDP de la RNA. Cada modelo de RNA se ejecutd 9 veces
para poder obtener promedios y distribuciones los resultados, recordando que los modelos
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de RNAs los inicializamos aleatoriamente y no siempre se obtiene el mismo resultado para
el mismo modelo, pero si se distribuyen alrededor de algunos valores.

En la Figura [6.2] podemos ver las distribuciones de la frecuencia de la CDP para cada
modelo, variando la cantidad de neuronas en la capa oculta, de aqui podemos ver que el
modelo con mejor desempefio en cuanto a la CDP fue el modelo con 95 neuronas en la
capa oculta. Este modelo tuvo en CDP, un minimo del 93.2 %, un maximo del 94.2 % y una
media del 93.7 %.

Distribucion de la capacidad de prediccion

1.5

- --- 5neuronas
20 neuronas
35 neuronas
- 50 neuronas
65 neuronas
—— 80 neuronas

- 95 neuronas
— 110neuronas | _ _

T T
80 85 90 95

Frecuencia
05 1.0
|

0.0

Capacidad de prediccién

Figura 6.2: En esta grafica podemos ver las distribuciones de frecuencia de la CDP que
arrojaron los modelos de RNAs para el problema de clasificacion de imdgenes de nimeros,
variando el nimero de neuronas en la capa oculta. En el recuadro de la la esquina supe-
rior izquierda se muestra el nimero de neuronas del modelo con el que se generd cada
distribucion.

En la Figura se puede ver como el tiempo de entrenamiento crece linealmente al
incrementar el nimero de neuronas, mientras que el error de entrenamiento se mantiene
en apariencia constante para un nimero de neuronas lo suficientemente grande en la capa
oculta, como se ve en la Figura[6.4] Otra cosa que podemos observar de la resolucion de
este problema es que el nimero de iteraciones en validacion minima incrementa conforme
se aumenta el nimero de neuronas en la capa oculta (ver Figura[6.3).
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Figura 6.3: Esta grifica muestra el tiempo de entrenamiento en segundos durante 200
iteraciones para RNAs variando el numero de neuronas en la capa ocuta de cada RNA.
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Figura 6.4: En este grafico podemos ver como el error de entrenamiento es mayor cuando
se tienen muy pocas neuronas, en este caso se puede ver que con 5 neuronas se tiene mucho
error y a partir de 20 neuronas el error menor.
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Figura 6.5: Aqui podemos ver la grifica del niimero de iteraciones promedio que se reali-
zaron para cada modelo cuando el error de validacion fue minimo.

En el Cuadro se muestran los resultados obtenidos con el algoritmo de MSV y
los promedios de la RNA con 95 neuronas en la capa oculta, donde TDE es el tiempo de
entrenamiento en las 200 iteraciones para el caso de la RNA.

Modelo | CDP TDE
MSV | 95.0% | 1 horay 19 minutos
RNA | 93.7% 21 minutos

Cuadro 6.1: En esta tabla se muestran los resultados del modelo de la MSV y el de la RNA
con 95 neuronas en la capa oculta.

6.2. Series en economia

Para el caso de las predicciones de series de tiempo, las RNAs solo tendrdn una neurona
de salida, en este caso, como mencionamos antes, se trasladara la serie de tiempo restando
el valor minimo de ésta y se normalizara dividiendo entre el valor maximo de la serie, de
este modo se tendrd una serie normalizada con rango en [0,1]. Ademads el nimero de neu-
ronas de la capa de entrada dependera de la serie que se esté analizando y de sus valores
mayormente correlacionados. Dado que los pesos fueron inicializados aleatoriaente, cada
modelo se entrend 30 veces para poder obtener una distribucion de la CDP de los mode-
los de RNAs y de esta forma poder seleccionar el modelo que genere mejores resultados.
Una vez seleccionado el modelo, en la tabla de resultados se pondrd lo obtenido en un
entrenamiento en particular.

En esta seccion aplicaremos los conocimientos estudiados a lo largo de los capitulos a
un conjunto de series de tiempo de economia, estas series son la de la Tasa de Cotizacion
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(TC), la del indice nacional de precios del considor (INPC), la del indice de precios
del considor (CPI), la de la inflacién mexicana y la de la inflaciéon de USA, las cuales
fueron documentadas del afio 1986 al 2014 cada dia primero del mes, con un total de 348
valores cada una. Estas series pueden ser encontradas en https://www.banxico.org.mx/. Para
realizar el andlisis y hacer el ajuste del modelo estudiaremos solo el 70 % de los datos y con
el 30 % restante definiremos el criterio de paro (15 %) y calcularemos la CDP del modelo
(15 %).

6.2.1. Serie de tiempo de la TC

Tasa de cotizacion

15

10

TC

Figura 6.6: Grafica de la serie de tiempo TC, las lineas verticales azul y roja dividen la serie
en tres conjuntos, el de entrenamiento, el de validacién y prueba de izquierda a derecha.

Analisis de la serie

En la Figura[6.6se puede ver la serie de tiempo TC, donde se observa a simple vista que
la serie TC tiene una tendencia o crecimento y no presenta ciclos aparentes. Revisando la
ACF y la PACF que se muestran en la parte izquierda de la Figura[6.7, podemos pensar que
la tendencia podria ser bien aproximada linealente, pues una ACF que decrece lentamente
con el tiempo indica una alta dependencia lineal en los datos, ademds una PACF que se
hace casi cero después del Lag 1 indica un modelo AR(1).

Dado que ni la ACF de TC ni su gréfica muestran periodos en la serie de tiempo TC,
pero si una tendencia, podemos hacer uso de alguno de los métodos del Caso 1 expuestos
en la seccion [2.7| para remover tendencias y después ajustar algin modelo ARMA(p,q). El
método que utilizaremos para volver la serie TC estacionaria es el de diferenciar la serie.
Una vez diferenciada la serie TC, su ACF y su PACF se puden ver en la parte derecha de la
Figural6.7| estas indican que la serie de tiempo TC diferenciada puede satisfacer un modelo
MA(9).
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Figura 6.7: En la parte izquierda de esta figura se muestra la ACF y la PACF de TC, éstas
indican una alta dependencia lineal en los datos. En la parte derecha se puede ver la ACF y
la PACF de la serie TC diferenciada a un dato o Lag de distancia.

ACF y PACF de los residuales de TC
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Figura 6.8: ACF y PACF de los residuales de TC después de ajustar un modelo ARI-
MA(0,1,9)

Entrenamiento de la RNA

Para encontrar el modelo de RNA adecuado de la serie de tiempo TC, se hicieron prue-
bas entrenando la RNAs con los datos que se encontraban a las distancias mas correlaciona-
dos del valor que se queria predecir. En la Figura[6.9) podemos observar las distribuciones
de frecuencia de la CDP, se puede ver claramente que las RNAs que arrojaron las mejores
CDP fueron las que se entrenaron con los datos a una distancia hacia atras 3, 8 y 9.
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Figura 6.9: En esta figura se muestran las distribuciones de la frecuencia de la CDP. En
el recuadro de de la esquina superior izquierda se muestran los datos con los que fueron
entrenadas las RNAs.

En la Figura[6.10|se pueden revisar las distribuciones de frecuencia de la CDP para las
RNAs entrenadas con los valores a distancias 3, 8 y 9 en la capa de entrada, en este caso los
mejores resultados de CDP los logré la RNA con 5 neuronas en la capa oculta, obteniendo
un minimo del 57.69 %, una media del 61.15 % y un maximo del 65.38 % de CDP.

Distribucion de la capacidad de prediccion con 3,8y 9

5 neuronas

20 neuronas
35 neuronas
o 50 neuronas
M 65 neuronas
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95 neuronas

Frecuencia

\5
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Capacidad de prediccién

Figura 6.10: Una vez fijados los datos de entrada 3, 8 y 9, en esta grafica vemos cémo se
comportan las distribiciones de la frecuencia de la CDP variando el nimero de neuronas en
la capa oculta.

Entrenamiento de la MSV

Se hicieron pruebas entrenando MSV con la misma estructura de los datos de entrada
que las RNAs, en este caso el mejor resultado la obtuvo la MSV entrenada con los valores
hacia atras 1-9 y 18, los resultados se pueden consultar en el Cuadro

Resultados
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En el Cuadro|6.2] podemos ver los resultados agrupados de los modelos ARIMA(0,1,9),
RNA usando los valores hacia atrds 3, 8 y 9 con 5 neuronas en la capa oculta y la MSV
entrenada con los valores hacia atrds 1-9 y 18. En la Figura|6.11|se pueden observar la serie
TC y sus predicciones en la region de prueba.

Modelo CDP TDE EE

ARIMA(0,1,9) | 53.84% | 1.275s | 2.17

RNA 61.53% | 1.78s | 2.28
MSV 551% | 15.25s -

Cuadro 6.2: Aqui se muestran los resultados de los mejores modelos seleccionados para la
serie TC.

TC y predicciones con ARIMA y RNA

TC
12 13 14 15

0 10 20 30 40 50

Figura 6.11: En esta grafica se pueden observar el conjunto de prueba de la serie de tiempo
TC en color negro, mientras que en color verde podemos ver la prediccion del modelo de
la RNA que usa los valores 3, 8 y 9 con 5 neuronas en la capa oculta y la prediccién con el
modelo de ARIMA(0,1,9) en color rojo.
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6.2.2. Serie de tiempo del INPC
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Figura 6.12: Esta grafica muestra la serie de tiempo del INPC, dividida por las lineas verti-
cales en el conjunto de entrenamiento, el conjuto de validacion y el de prueba de izquierda
a derecha respectivamente.

Analisis de la serie

En la Figura @ tenemos la serie de tiempo del INPC, ésta muestra claramente una
tendencia creciente lineal que podemos confirmar revisando la ACF y la PACF que se
encuentran en la parte izquierda de la Figura Para retirar la tendencia lineal existente
en la serie de tiempo del INPC se realizé una diferenciacion. Una vez sin tendencia la
ACF dej6 ver un comportamiento periddico de 12 meses, esto se puede revisar en la parte
superior derecha de la Figura[6.13]

|||J||||H|||J|||HH|H|HH|H||HIHMIHH| 'l’“ “*”!H“ *:“”“'”“f'” :

Figura 6.13: En la parte izquiereda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y
la PACF de la serie INPC, las cuales muestran claramente una dependencia lineal en los
datos. En la parte derecha se muestran la ACF y la PACF de la serie INPC diferenciada a
un dato de distancia, estas muestran la presencia de ciclos en la serie.
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Para eliminar los periodos de la serie INPC sin tendencia, diferenciamos nuevamente,
pero a una distancia de 12, este es el Método S2 que mencionamos en el Capitulo 2. Una
vez retirada la periodicidad, revisamos nuevamente la ACF y la PACF que se ilustran en la
parte izquierda de la Figura[6.14] las cuales sugieren un comportamiento de los datos segiin
un modelo AR(1), la ACF y la PACF de los residuos de este modelo los podemos ver en la
parte derecha de la Figura

INPC diferenciadaen1yen 12 Residuos de INPC diferenciada en 12 con ARIMA(1,1,0)
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Figura 6.14: En la parte izquierda se muestran la ACF y la PACF de la serie INCP sin
tendencia ni periodos. En la parte derecha se puede observar la ACF y la PACF de los
residuos de ajustar un modelos ARIMA(1,1,0) de periodo 12 a la serie INPC.

Como en la ACF de la derecha de la Figura se ve una alta correlacion de los datos
a una distancia 12, se sugiere que el modelo de la serie INPC sea un ARIMA(1,1,12) con
periodo 12.

Entrenamiento de la RNA

Considerando el hecho de que la serie de tiempo INPC tiene periodo 12 y tendencia
lineal, podriamos pensar que para hacer predicciones sobre esta serie seria suficiente con
introducir en la capa de entrada los 12 valores que anteceden al valor que queremos prede-
cir, sin embargo, este modelo, dado el nimero tan alto de neuronas en la capa de entrada,
no genera buenos resultados de prediccién, por lo tanto se entrenaron otros modelos con
menos cantidad de neronas.

En la Figura [6.15] podemos ver las distribuciones de la frecuencia de la CDP, depen-
diendo de los valores que fueron introducidos en la capa de entrada. Se experiment6 con 7
modelos diferentes para la capa de entrada, en uno usa los 12 valores hacia atrds del valor
que se quiere predecir (12 neuronas), en los otros solo se introducen algunos de los datos
que se encuentran a una distancia h=12,11,2 o 1 con 2,3 o 4 neronas, se pueden revisar
mejor los resultados en la Figura
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Figura 6.15: Aqui se pueden obsevar las distribuciones de cada modelo variando los valores

de la capa de entrada. Los nimeros del recuadro indican los valores hacia atrds del valor
que se desea predecir y que fueron considerados para entrenar la RNA.
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Figura 6.16: Aqui se pueden visualizar las gréficas de las distribuciones de la frecuencia de
la CDP de las RNAs entrenada con los valores hacia atras 1, 11 y 12, variando el nlimero
de neuronas en la capa oculta.

Como pudimos ver en la Figura[6.15] el modelo con 12 neuronas fue de los que peores
resultados de prediccion dio, mientras que el modelo de 3 neuronas que considero los va-
lores de distancia hacia atras h=1,11 y 12 fue el que mejor desempefio tuvo. En la Figura
[6.16]se muestran las distribuciones de la CDP para el modelos de 3 neronas 1, 11y 12, pero
variando las neuronas de la capa oculta. El mejor modelo obtenido fue el de 80 neuronas
en la capa oculta, logrando un minimo del 86.53 %, una media del 90.44 % y un méaximo
del 92.30 % de CDP.

Entrenamiento de la MSV

Como en el caso de la serie de tiempo INPC el 80.39 % de los datos eran crecientes
respecto al valor anterior, entonces no hubo suficientes datos para hacer una clasificacion
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correcta con una MSV, ésta fue entrenada con la misma estrctura de los datos que las RNA’s
y en cada caso dio resultados menores o iguales al 80.39 %, es decir, en el mejor de los casos
clasific6 a todos los valores de prediccion como crecientes.

Resultados

INPC y predicciones con ARIMA y RNA
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Figura 6.17: Aqui se pueden visualizar las gréficas de las predicciones de la serie de tiempo
INPC en la regién de prueba, en color negro se muestra la serie INPC. de rojo se ven
las predicciones hechas con el modelo de RNA con 1, 11 y 12 neuronas en la capa de
entrada y 80 en la capa oculta. De color verde se pueden ver las predicciones del modelo
ARIMA(1,1,12).

Modelo CDP TDE EE
ARIMA(1,1,12) | 88.46 % | 5.382s | 0.893
RNA 90.38% | 4.297 s | 457.1
MSV 80.39% | 10.85 s -

Cuadro 6.3: Aqui se muestran los resultados de los mejores modelos seleccionados para la
serie INPC

Revisando los resultados del Cuadro y la Figura de la comparacion de la se-
rie INPC con las predicciones hechas en la region de prueba, podemos darnos cuenta que
aunque la RNA resulto mejor que el modelo ARIMA en cuanto a la CDP en aproximada-
mente un 2 %, el error empirico de la RNA se elevé en gran medida, es decir, aunque la red
aprendi6 bien el movimiento de la serie, no aprendi6 bien la tendencia.

6.2.3. Serie de tiepo del CPI

Analisis de la serie
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Figura 6.19: En la parte izquierda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y la
PACF de la serie CPI, estas muestran una dependencia lineal en los datos. En la parte
derecha se muestran la ACF y la PACF de la serie CPI diferenciada a un dato de distancia,
estas muestran la presencia de ciclos con periodo 12 en la serie.

En la Figura[6.18]se muestra la grafica de la serie de tiempo CPI, esta aunque parece ser
una serie sencilla a simple vista, es decir, con una tendencia claramente lineal, sin ciclos
aparentes y sin tanto ruido, veremos que al analizarla presenta algunas complicaciones. En
la Figura podemos ver a la izquierda la ACF y la PACF de la serie CPI, las cuales
indican una clara dependencia lineal de los datos, una vez retirando la tendencia por el
método de diferenciacion, vemos que la ACF de la parte derecha de la Figura indica
la presencia de ciclos de preriodo 12.
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Figura 6.18: Esta grafica muestra la serie de tiempo del CPI, dividida por las lineas ver-
ticales punteadas de izquierda a derecha en el conjunto de entrenamiento, el conjuto de
validacion y el de prueba.

Una vez eliminada la periodicidad y la tendencia de la serie CPI, podemos ver su ACF y
su PACF en la parte izquierda de la Figura[6.20] la PACF indica un coportamiento AR(12).
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En parte derecha la Figura se pueden ver la ACF y la PACF de los residuos de la
serie CPI después de ajustar un modelo ARIMA(12,1,0) con periodo 12, estos residuos se
comportan como ruido blanco.

CPI diferenciada en 1y en 12 Residuos de CPI diferenciada en 12 con ARIMA(12,1,0)
o
] s
wed iAot g N
w3 — T ML o \ | i [ 010
< Jefreeereeor At LS T T T A ‘ T T ‘
< 1 B I
S N
[ T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
LAG LAG
N
- S R R I IS I I
wo ‘ L1 ‘f‘ [ R [ L1 w7 ‘ ‘ ‘
SEN T L L L S B I S \ | NI Lol ‘
& It go T T I I H‘ I | T ‘
< 1 B O [
o N
[ T T T T T QT T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
LAG LAG

Figura 6.20: En la parte izquierda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y la PACF
de la serie CPI sin tendencia ni ciclos, estas sugieren un comportamiento de los datos segin
un modelo AR(12). En la parte derecha se muestran la ACF y la PACF de los residuos de
la serie CPI después de ajustar un modelo ARIMA(12,1,0) con periodo 12.

Dado que la tendencia no fue bien modelada por el modelo anterior (ver Figura [6.24)),
se probo estimando la tendencia de CPI con una funcioén lineal y retirando los ciclos con el
método de diferenciacion, en la parte izquierda de la Figura podemos ver la ACF y la
PACEF de la serie CPI depués de retirar las componentes de esta forma, la ACF y la PACF
sugieren un comportamiento AR(13). Después de ajustar el modelo AR(13) a la serie CPI
sin tendencia lineal y sin periodos, la ACF y la PACF se pueden ver a la derecha de la

Figura
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CPI sin tendencia, diferenciada en 12 CPI sin tendencia, diferenciada en 12 con ARIMA(13,0,0)
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Figura 6.21: En la parte izquierda de esta figura se pueden ver la ACF y la PACF de la serie
CPI sin tendencia lineal y sin periodos de longitud 12, mientras que en la parte derecha
podemos ver la ACF y la PACF de los residuos de la serie CPI al ajustar un modelo AR(13)
con tendencia lineal y periodo 12, estos residuos se comportan como ruido blanco.

Entrenamiento de la RNA

Al igual que en el caso de la serie de tiempo del INPC, la serie del CPI es una serie de
tiempo con componente estacional de periodo 12 y tendencia lineal, por lo que se deberia
de considerar al menos el valor con distancia 12 y 1 hacia atras del valor que se quiere pre-
decir. Como podemos ver en la Figura[6.22]que muestra las distribuciones de la frecuencia
de la CDP de algunos modelos de RNA’s variando los datos de entrada, se puede ver que
el modelo que us6 los 12 valores hacia atrds fué el peor, mientras que el que tuvo mejor
comportamiento fue el que uso los valores de distancia hacia atrds 1, 11 y 12. Cabe men-
cionar que ninguno de los modelos entrenados llego al error minimo de validacion, por lo
que podemos asegurar que fue sumamente dificil entrenar las RNA’s para la serie CPI.

Distribucion de la capacidad de prediccion
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Figura 6.22: Aqui se pueden observar las distribciones de freccencia del CPI de los mode-
los de RNA’s variando los datos de la capa de entrada.
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En la Figura[6.23|podemos ver el comportamiento de las distribuciones de la frecuencia
de la CDP de las RNA’s con 3 neuronas en la capa de entrada que usan los valores de
distancia hacia atras 1, 11 y 12. Podemos ver que el comportamiento no varfa en gran
medida dependiendo del nimero de neuronas de la capa oculta, pero la mejor estd vez
podriamos decir que fue la de 20 neuronas en la capa oculta, logrando un minimo del
67.30 %, una media del 74.81 % y un maximo del 76.92 % de CDP a pesar de haber estado
mal entrenadas las RNAs.
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Figura 6.23: Aqui podemos observar las distribuciones de freccencia del CPI de los mode-
los de RNA’s con tres neuronas en la capa oculta, usando los datos hacia atrds 1, 11y 12,y
variando las neuronas de la capa oculta.

Entrenamiento de la MSV

Para entrenar la MSV se utilizé en mismo arreglo de datos que en las RNAs sin obtener
una buena clasificacion, pues en el mejor de los casos todo los datos de prediccion los
clasificé como incrementos.

Resultados

En la Figura se muestran las diferentes predicciones para la serie CPI con todos
los modelos que se han mencionado y en el Cuadro [6.4] se muestran los resltados de los
modelos, tomando en cuenta la CDP, el TDE y el EE.
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CPl y predicciones con ARIMA y RNA
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Figura 6.24: En esta gréifica se pueden visalizar las predicciones para la serie de tiempo
CPI que se muestra de color negro. En color verde estd la prediccion del modelos ARI-
MA(13,0,0) con tendencia lineal y periodo 12. De color rojo estd la prediccion del modelo
ARIMA(12,1,0) y periodo 12. Finalmente en color azul se puede ver la prediccién de la
RNA con los valores de entrada 1, 11 y 12 y 20 neuronas en la capa oculta.

Modelo CDP | TDE | EE
ARIMA(12,1,0) | 80.39% | 1.946s | 73.71
ARIMA(13,0,0) | 69.23% | 3.250s | 0.295

RNA 75.00% | 2.569 s | 104.86

MSV 6274% | 72.07s | -

Cuadro 6.4: Resultados de los diferente modelos ajustados a la serie CPIL.
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6.2.4. Serie de tiempo IMEX

Inflacién mexicana

IMEX

0.00 0.05 0.10 0.15

Figura 6.25: Esta grafica muestra la serie de tiempo de la IMEX, dividida por las lineas
punteadas de izquierda a derecha en el conjunto de entrenaiento, el conjuto de validacién y
el de prueba.

Analisis de la serie

En la Figura se muestra la gréifica de la serie de tiempo IMEX, esta muestra una
tendencia decreciente y comportamiento periddico a simple vista, revisando su ACF y
PACF en la parte izquierda de la Figura [6.26] podemos verificar que esta tiene una de-
pendencia lineal en los datos y ademds deja ver la existencia de periodos de longitud 12.
Una vez retirada la tendencia por medio de diferenciaciéon podemos ver mds claramente el
comportamiento periddico revisando la ACF y la PACF en la parte derecha de la Figura
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Figura 6.26: En la parte izquierda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y la PACF
de la serie IMEX, estas muestran una dependencia lineal en los datos y comportamiento
periddico. En la parte derecha se muestran la ACF y la PACF de la serie IMEX diferenciada
a un dato de distancia, éstas muestran la presencia de ciclos de periodo 12.
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Para eliminar la periodicidad de la serie IMEX usamos el método de diferenciacion
a una distancia 12, una vez eliminada la periodicidad y la tendencia de la serie IMEX
podemos ver su ACF y su PACF en la parte izquierda de la Figura la PACF indica un
comportamiento AR(12). En la parte izquierda de la Figura podemos revisar la ACF
y la PACF de los residuos de IMEX al ajustar un modelos ARIMA(12,1,0) de periodo 12
con los métodos que acaban de ser mencionados.

IMEX diferenciada en 1y en 12 Residuos de IMEX diferenciada en 12 con ARIMA(12,1,0)
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Figura 6.27: En la parte izquierda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y la
PACEF de la serie IMEX sin tendencia ni ciclos, estas sugieren un comportamiento de los
datos segun un modelo AR(12). En la parte derecha se muestran la ACF y la PACF de
los residuos de la serie IMEX después de ajustar un modelo ARIMA(12,1,0) con periodo
12, dado el niimero de correlaciones fuera de la region de confianza podemos decir que el
comportamiento es de ruido blanco segun el criterio que hemos utilizado.

En la Figura se muestra en color negro la serie IMEX en la regién de prediccion y
en rojo las predicciones del modelos ARIMA(12,1,0) con periodo 12, en el que se usaron
métodos de diferenciacidén, como podemos ver la tendencia de la serie no fue modelada del
todo bien por lo que se traté de modelar la tendencia y los ciclos con otros métodos, aunque
estos no resultaron méas apropiados, mostraremos los resultados que se obtuvieron de quitar
los ciclos por el método de suavizamiento y la tendencia por medio de diferenciacion.

En la parte izquierda de la Figura[6.28]se muestran la ACF y la PACF de la serie IMEX
después de ser diferenciada y eliminar los periodos con el método de suavizamiento, estas
graficas nos sugieren un comportamiento de los datos segiin un modelo MA(24) o AR(22).
En la parte derecha de la Figura [6.28] podemos ver la ACF y la PACF de los residuos de
ajustar un modelos ARIMA(0,1,24) con periodo 12 usando método de suavizamiento para
la serie IMEX, estas graficas muestran un comportamiento de ruido blanco.
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IMEX diferenciada y sin periodos Residuos de IMEX diferenciada y sin periodos con ARIMA(0,0,24)
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Figura 6.28: En la parte izquierda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y la
PACF de los residuos de la serie IMEX después de diferenciar y quitar los periodos con
suavizamiento éstas indican un comportamiento MA(24) o AR(22). En la parte derecha
se pueden ver la ACF y la PACF de los residuos de la serie IMEX al ajustar un modelo
ARIMA(0,1,24) y periodo 12.

Entrenamiento de la RNA

Para el entrenamiento de las RNAs se hicieron experimentos utilizando los valores con
mayor correlacién que se observaron durante el andlisis, como fueron los datos a una dis-
tancia 1, 8, 12, 22 y 24, también se probé usando los valores vecinos de estos datos como
los datos a distancia 7, 11 y 23. En la Figura se muestran las distribuciones de la
frecuencia de la CDP de las RNAs variando los datos de entrada, como se puede ver, los
mejores resultados los dieron las RNAs en las que la capa de entrada recibia los valores a
distancia 11, 12, 22, 23 y 24.

Distribucion de la capacidad de prediccion
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Figura 6.29: Aqui podemos observar las distribuciones de la freccencia de la CDP de la
serie IMEX de los modelos de RNAs variando los datos de la capa de entrada. En el recua-
dro se indican las distancias de los valores con respecto al valor que se estd prediciendo y
que se utilizaron en la capa de entrada.
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En la Figura[6.30|podemos ver el comportamiento de las distribuciones de la frecuencia
de las RNAs con 5 neuronas en la capa de entrada que usan los valores de distancia hacia
atras 11, 12, 22, 23 y 24. Podemos ver que el comportamiento varia en gran medida para
las redes con un nimero de neuronas en la capa oculta menor a 50. En este caso la RNA
con mejor desempefio en la CDP fue la red con 80 neuronas en la capa oculta, logrando un
minimo del 78.8 %, una media del 82 % y un maximo del 82.6 % de CDP.

Distribucion de la capacidad de predicciéon con 11, 12, 22, 23 y 24
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Figura 6.30: En esta figura se pueden ver las distribuciones de frecuencia de la CDP de las
RNAs entrenadas con los valores 11, 12, 22, 23 y 24 y variando las neuronas de la capa
oculta.

Entrenamiento de la MSV

Para entrenar la MSV se utiliz6 en mismo arreglo de datos que en las RNAs, pero a
diferencia de las RNAs en esta se obtuvieron mejores resultados utilizando los 24 datos
hacia atrds del valor que se quiere predecir y no solamente los de mayor correlacion.

Resultados

En la Figura[6.31] podemos ver la serie IMEX en la regi6n de prueba y las predicciones
de los diferentes modelos con mejor CDP obtenida. En el Cuadro [6.5] se pueden ver los
resultados de los mejores modelos implementados para la serie IMEX, en esta ocasion el
modelo de MSV fue el que mejor desempefio logré en cuanto a CDP, esto se puede deber
a que cerca de la mitad de los datos son crecientes y la otra mitad son decrecientes por lo
que se pudo lograr una buena clasificacion.
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IMEX y predicciones con ARIMA y RNA
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Figura 6.31: En esta gréifica se pueden visalizar las predicciones para la serie de tiempo
IMEX que se muestra de color negro. En color rojo esta la predicciéon del modelo ARI-
MA(12,1,0) con periodo 12 usando el método de diferenciacion. De verde se puede ver la
prediccion hecha con el modelo ARIMA(0,1,24) y periodo 12 usando el método de suavi-
zamiento. Finalmente en color azul estd la prediccion del modelo de RNA con 5 neuronas
en la capa de entrada, usando los datos hacia atrds 11, 12, 22, 23 y 24 y 80 neuronas en la
capa oculta.

Modelo CDP TDE EE
ARIMA(0,1,24) | 75.00 % | 25.08 s 0.0003
ARIMA(12,1,0) | 76.92% | 2.213 s 0.0001

RNA 82.00% | 5.151s | 1.112176e-05
MSV 83.33% | 15.39s -

Cuadro 6.5: Resultados de los diferente modelos ajustados a la serie IMEX.

6.2.5. Serie de tiempo IUSA

Analisis de la serie

En la Figura[6.32] se muestra la grafica de la serie de tiempo IUSA, esta no parece tener
tendencia y revisando su ACF y PACF en la parte izquierda de la Figura [6.33] podemos
verificar que ésta solo muestra la existencia de periodos de longitud 12. Para retirar los pe-
riodos de la serie [IUSA haremos uso del método de suavizamiento y del de diferenciacion.
En la parte derecha de la Figura |6.33| podemos ver la ACF y la PACF de los residuos de
IUSA después de eliminar los periodos con el método de suavizamiento, estas sugieren un
comportamiento para la serie [IUSA segin un modelo AR(2) con ciclos de periodo 12.
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Figura 6.32: Esta grafica muestra la serie de tiempo de la IUSA, dividida por las lineas
verticales de izquierda a derecha en el conjunto de entrenaiento, el conjuto de validacion y
el de prueba.

IUSA IUSA sin periodos

Figura 6.33: En la parte izquierda de la figura podemos ver las graficas de la ACF y la
PACF de la serie IUSA, éstas muestran la presencia de ciclos de periodo 12. En la parte
derecha se muestran la ACF y la PACF de la serie IUSA después de retirar los periodos con
el método de suavizamiento.

En la Figura [6.34| podemos revisar la ACF y la PACF de los residuos de IUSA después
de diferenciar una vez a una distancia 12 para eliminar los periodos, éstas indican que los
datos tienen un comportamiento segtin un modelo AR(12).
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IUSA diferenciada en 12

Figura 6.34: En esta figura podemos ver la ACF y la PACF IUSA diferenciada en 12, de
esta forma asumimos que la serie IUSA tiene un comportamiento AR(12) y periodos de
distancia 12.

Entrenamento de la RNA

Para el entrenamiento de las RNAs se hicieron experimentos utilizando los valores con
mayor correlacion que se observaron durante el anélisis, es decir, los datos a una distancia
1, 11y 12 o bien los 12 datos que anteceden a la prediccion. En la Figura|6.35|se muestran
las distribuciones de la frecuencia de la CDP de las RNAs variando los datos de la capa de
entrada, como se puede ver, los mejores resultados los dieron las RNAs que se entrenaron
con los valores de distancia 11y 12.

Distribucion de la capacidad de prediccion
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Figura 6.35: Aqui podemos observar las distribciones de la freccuencia de la CDP de la
serie [IUSA de los modelos de RNAs variando los datos de la capa de entrada. En el recuadro
se indican la distancia de los valores con respecto al valor que se estd prediciendo con los
que se entrenaron las redes.

Cada RNA con diferentes datos de entrada se probé con diferente niimero de neuronas
en la capa oculta. En la Figura podemos ver el comportamiento de las distribuciones
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de la frecuencia de la [IUSA de las RNAs con 2 neuronas en la capa de entrada que usan los
valores de distancia hacia atrds 11 y 12. En este caso la RNA con mejor desempefio en la
CDP fue la red con 65 neuronas en la capa oculta, obteniendo un minimo del 57.69 %, una
media del 70.49 % y un maximo del 73.07 % de CDP.

Distribucion de la capacidad de prediccion con 11y 12
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Figura 6.36: Aqui podemos observar las distribuciones de freccuencia de la serie IUSA de
los modelos de RNAs con 2 neuronas en la capa de entrada, usando los datos hacia atrds 11
y 12, variando las neuronas de la capa oculta.

Entrenamento de la MSV

Para entrenar la MSV se utiliz6 en mismo arreglo de datos que en las RNA’s, en esta se
obtvieron los mejores resultados utilizando los 12 datos hacia atras del valor que se quiere
predecir.

Resultados

En el Cuadro [6.6] se pueden ver los resultados de los modelos implementados para la
serie IUSA, es decir, el AR(2) quitando periodos con suavizamiento, el AR(12) eliminando
periodos por diferenciacion, la RNA con los valores de entrada 11 y 12 y 65 neuronas en la
capa oculta y finalmente la MSV con los 12 valores hacia atrds. En la Figura [6.37)también
se pueden visualizar las predicciones hechas con cada modelo.
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IUSA y predicciones con ARIMA y RNA
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Figura 6.37: En esta gréafica se pueden visalizar las predicciones para la serie de tiempo
IUSA que se muestra de color negro. En color verde esta la prediccion del modelos AR(24)
con periodo 12 usando el método de diferenciacion. De morado se puede ver la prediccion
hecha con el modelo AR(2) con periodo 12 usando el método de suavizamiento y final-
mente en color azul claro estd la predicciéon del modelo de RNA con 3 neuronas en la capa
de entrada, usando los datos hacia atrds 11 y 12, y con 63 neuronas en la capa oculta.

Modelo CDP TDE EE
ARIMA(12,0,0) | 55.76 % | 2.111 s | 1.611082e-05
ARIMA(2,0,0) | 57.69% | 0.409 s | 5.792974e-06
RNA 71.15% | 2.747 s | 1.998536e-05
MSV 66.66 % | 78.66 s -

Cuadro 6.6: Resultados de los diferente modelos ajustados a la serie [USA.

6.3. Serie de tiempo del covid-19

Como mencionamos antes, en epidemiologia surgen series de tiempo que son de interés
estudiar. En este caso nos gustaria estudiar la serie de tiempo del ndmero de infectados por
covid-19 en el estado de Michoacan, México, del 12 de Enero del 2020 al 14 de enero
del 2021. Los datos de esta serie fueron registrados una vez por dia y pueden encontrarse
en https://datos.covid-19.conacyt.mx/. Al igual que en los ejemplos anteriores de series de
tiempo en economia, aqui se analizardn los datos de la serie de tiempo para ajustar un
modelo ARIMA y entrenar una RNA y una MSV, con la intencién de realizar predicciones
del movimiento de esta serie. También para realizar el anélisis y hacer el ajuste del modelo
estudiaremos solo el 70 % de los datos y con el 30 % restante definiremos el criterio de paro
(15 %) y calcularemos la CDP del modelo (15 %).
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Andlisis de la serie

En la Figura[6.38|podemos ver la serie de tiempo del nimero de infectados por covid-19
en el estado de Michoacdn, ésta nos deja ver claramente la presencia de ciclos de periodo
7, revisando la parte izquierda de la Figura[6.39] donde se muestra la ACF y la PACF de la
serie del covid, podemos comprobar la existencia de periodos de longitud 7 en la serie de
tiempo de la Figura

Numero de infectados por covid-19 en Michoacan
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Figura 6.38: En esta gréifica se muestran la cantidad de infectados por dia de covid-19 en el

estado de Michoacdn. Las lineas verticales azul y roja indican la division de los datos en el
conjunto de entrenamiesto, validacion y prueba de izquierda a derecha.

Numero de infectados por covid-19 en Michoacan Serie del covid-19 sin periodos
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Figura 6.39: En la parte izquierda de esta figura se muestra la ACF y la PACF de la serie de
tiempo del numero de infectados por covid-19 en Michoacédn. En la parte derecha se puede
observar la ACF y la PACF de la serie de tiempo del numero de infectados por covid-19 en
Michoacédn después de haber quitado los periodos de longitd 7 diferenciando.

Para eliminar los periodos de la serie del covid-19 en Michoacan, se utiliz6 el método
de diferenciacion, en la parte derecha de la Figura se muestra la ACF y la PACF de
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la serie sin periodos, éstas sugieren un comportamiento AR(8) de la serie de covid sin
periodos. En la Figura podemos ver la ACF y la PACF de los residuales del ajuste
del modelo AR(8) a la serie del covid en Michoacéan sin periodos, éstas se aproximan al
comportamiento del ruido blanco.

Ajuste AR(8) a la serie del covid-19 sin periodos

o

[Shw

T IR T

o ] [ . Ll

<35 e l\“‘\‘ \» J\u‘ T U‘\

P T e e

7T T T T T T
0 10 20 30 40 50

LAG

o

S

PP ) SRR SuURpUUpUpU NUpUpUpUpUpupu Npupu PRt NP

2o [ T * ol

oo T \‘ ‘l L <\ T l“ |

N_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7T T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Figura 6.40: En esta figura se pueden ver la ACF y la PACF de los residuales del ajuste del
modelo AR(8) a la serie de tiempo del nimero de infectados por covid-19 en Michoacén,
después de haber eliminado los periodos con un método de diferenciacion.
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Figura 6.41: En esta figura se muestran las distribuciones de la frecuencia de la CDP de las
RNAs que fueron entrenadas en la capa de entrada con los valores que se encuentran en el
recuadro de arriba a la izquierda. Los valores que se sefialan son las distancias de los datos
que se usaron para predecir cierto valor.

Entrenamento de la RNA

Para el entrenamiento de la RNA se probd utilizdndo los datos que se encontraban a una
distancia del valor que se buscaba predecir, de 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 y 15 que como pudimos
ver en el andlisis, fueron los valores més correlacionados. En la Figura[6.41]se muestran las
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distribuciones de la frecuencia de la CDP, donde se vari6 el nimero de neuronas en la capa
de entrada, asi como los valores que fueron introducidos, obteniendo los mejores resultados
en la RNA que utiliz6 7 neuronas en la capa de entrada con los valores 1, 2, 3,6, 7, 8 y 15.

En la Figura[6.42]se muestran las distribuciones de la frecuencia de la CDP de la RNAs
entrenadas con los valores 1, 2, 3, 6, 7, 8 y 15 en la capa de entrada y variando las neuronas
de la capa oculta. El modelo que mejores resultados arrojo fue la RNA con 50 neuronas
en la capa oculta, con un minimo del 67.85 %, una media del 72.58 % y un maximo del
76.78 % de CDP.
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Figura 6.42: Distibuciones de frecuencia de la CDP para las RNAs entrenadas con los
valores 1, 2, 3, 6,7, 8 y 15 y variando las neuronas de la capa oculta.

Entrenamento de la MSV

Para el entrenamiento de las MSV se utiliz6 la misma estructura de los datos de entrada
que para entrenar las RNAs, se obtuvo, al igual que en las RNAs, que los mejores resultados
los dio a MSV entrenada con los valores a una distancia 1, 2, 3, 6, 7, 8 y 15 del valor que
se quiere predecir.

Resultados

En la Figura [6.43] se muestran las predicciones hechas con los modelos que mejores
resultados obtuvieron en la regién de prueba, ademds, en el Cuadro se muestran los
resultados de la CDP, el tiempo de entrenamiento y el error empirico de cada modelo.
Los modelos de los que se muestran resultados son el AR(8) para la serie diferenciada a
distancia 7, el modelo de la RNA con 50 neuronas en la capa ocualta y los valores 1, 2, 3,
6,7, 8 y 15 en la capa de entrada y la MSV con estos mismos valores. En este caso, tanto
el modelo de la RNA como el AR(8) mostraron un EE parecido, pero la RNA una vez més
sobrepasé a al AR(8) y ala MSV en cuanto a CDP.
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covid-19 y predicciones con ARIMA y RNA
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Figura 6.43: En esta grafica podemos ver la serie de tiempo del covid en la region de prueba
en color negro, las predicciones de la RNA en color verde y las predicciones del modelo
AR(8) en color rojo.

Modelo CDP TDE EE
ARIMA(8,0,0) | 60.714 % | 1.015s | 5515.296
RNA 73.21% | 2.944 s | 5639.932
MSV 66.06% | 13.36s -

Cuadro 6.7: Resultados de los diferente modelos ajustados a la serie del covid-19.



Capitulo 7

Conclusiones

En general, de los problemas tratados en este trabajo se pudo ver un desempeio superior
de las RNAs sobre los modelos ARIMA y las MSV en cuanto a la CDP y el TDE, en la
mayoria de los casos. Sin embargo, en cuanto al EE, no se obtvieron muy buenos resultados,
es decir, las RNAs tuvieron una buena capacidad de aprendizaje del movimiento de las
series, pero los resultados estaban en la mayoria de los casos fuera de la realidad.

Entre los principales problemas que se pudieron notar, es que las RNAs tienen proble-
mas para aprender las tendencias, en particular las lineales, un ejemplo de esto lo pudimos
ver en la seccion con la serie de tiempo del INPC, que aunque la CPD de la RNA
fue mayor y el TDE menor que en los otros modelos, el EE fue excesivamente mayor en la
RNA que en el modelo ARIMA (ver Figura y Cuadro [6.3)). Otro caso parecido fue el
de la serie de tiempo del CPI, en este caso aunque el modelo de la RNA no tuvo ni el mejor
desempefio en la CDP ni el mejor TDE, estos resultados fueron aceptables, pero en cuanto
al EE, definitivamente resulté pésimo (ver Figura y Cuadro [6.4)).

Otra de las cosas que se pudieron observar en las RNAs, fueron problemas en el apren-
dizaje de la varianza de los datos. Esto se pudo ver en todos los problemas de series tem-
porales abordados, pues las graficas de las predicciones en la region de prueba se ven muy
suaves. Este problema se puede ver mds claramente en las series de tiempo IMEX e IUSA,
en estas parece haber aprendido bien el movimiento de la serie ya que la CDP fue mejor
que los modelos ARIMA, y tanto el TDE como el EE fueron menores que algunos de los
modelos ARIMA y muy parecidos, aunque mayores, en otros (ver Cuadro [6.5]y cuadro
[6.6), sin embargo si observamos la Figura[6.31]y la Figura podremos ver el exceso de
suavidad en las predicciones.

En los problemas de series de tiempo, las MSV no mostraron el mejor desempefio en
cuanto a la CDP, pero tampoco fue el peor, en general su desempefio se mantuvo mayor
que el de los modelos ARIMA y menor que el de las RNAs. Estas resultaron eficientes en
problemas donde los datos eran homogéneos, es decir, donde el tamafio de los grupos de
clasificacion no diferia en gran medida, por ejemplo en la serie de la IMEX. Resultaron
pésimas donde se excedian los datos de alguna clase, un ejemplo de esto se pudo ver en la
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serie de tiempo del INPC, donde el 80.39 % de los datos eran crecientes y todo el conjunto
de prueba lo clasificé como creciente, esto ocurrié también en la serie CPI. Uno de los
puntos en contra de las MSV fue el TDE, incluso en el problema de clasificaciéon que fue
donde mejor desempefio tuvo, el tiempo de entrenamiento resultd tres veces mayor que el
de la RNA y su CDP ligeramente mayor que el 1 %.

De los problemas analizados pudimos ver que los modelos ARIMA no tuvieron muy
buena CDP, este hecho ya era esperado dado que estos modelos son lineales y justamente se
querian tratar series no lineales, sin embargo, estas se mantuvieron més cerca de la realidad
que las RNAs y ademads, en las series que tenian comportamiento lineal fueron sumamente
eficientes, tanto en CDP como en EE, como es el caso de las series INPC y CPI. El TDE
de los modelos ARIMA(p,d,q) varia dependiendo del tamafio de p y de g, puede ser muy
rapido si p y q son pequefas y muy lento e incluso ineficiente si son muy grandes.

El analisis de series de tiempo fue esencial, no solo para la seleccion de los parametros
de los modelos ARIMA, sino para la elecciéon de lo valores de entrenamiento para las
RNAs y las MSV, pues ya que sin esto no se habria podido obtener buenos resultados
de los algoritmos de inteligencia artificial, dado que al agregar neuronas con datos poco
correlacionados generaba malos entrenamientos, incrementaba el TDE y disminuia la CDP.

Aunque en algunas de las series se pudieron obtener buenos resultados de CDP, en algu-
nas otras fueron poco confiables los resultados de prediccidn, estos resultados podrian ser
mejorados en futuros trabajos abarcando mads en la teoria del andlisis de series de tiempo
para probar otros modelos, ademds, dado que las series en economia dependen de dife-
rentes factores, segun [3]] una opcion para mejorar los resultados de prediccion podria ser
analizando series multivariadas, también se podria trabar con métodos hibridos como lo
hace [4], para aprovechar las ventajas de los modelos lineales y los no lineales al mismo
tiempo. En cuanto a los algoritmos de inteligencia artificial, se podrian implementar otros
métodos de optimizacién més eficientes y probar con diferentes estructuras, como podrian
ser RNAs recurrentes o convolucionales.



Apéndice A
Probabilidad

El término probabilidad se puede interpretar de una manera practica como una medida
de la creencia de que un evento futuro pueda ocurrir, sin embargo, se requiere de un con-
cepto més claro para poder medirla y saber como ayuda a hacer inferencias. El objetivo de
la teoria de probabilidades es desarrollar modelos para experimentos que generan observa-
ciones que no se pueden predecir con certeza pero la frecuencia con la que ocurren en una
larga serie de intentos es estable. Los eventos que poseen esta propiedad reciben el nombre
de eventos aleatorios o estocasticos.

Para el desarrollo de este apéndice se basé en el contenido de [9]], el cudl se recomienda
revizar en caso de querer profundizar en el tema.

A.1. Espacio de probabilidad

Se puede definir un experimento como el proceso por medio del cual se hace una ob-
servacion. Por ejemplo, observar el nimero que aparece en la cara superior de un dado al
lanzarlo, registrar el precio diario de una accién en particular, medir el cociente de inteli-
gencia (IQ) de una persona o determinar el niimero de bacterias por centimetro ctibico en
una porcién de alimento procesado.

El modelo fundamental para describir experimentos gobernados por el azar es el espa-
cio de probabilidades y esta descrito por tres componentes principales.

La primera es un conjunto €, conocido como el espacio muestral, este es el conjunto
de todos los resultados posibles de un experimento. Los elementos de un espacio muestral
se les conoce como eventos o sucesos simples y se denotan como w.

Por ejemplo, en el experimento de lanzar un dado y ver el nimero que aparece en la
parte superior, el conjunto de resultados que se pueden observar en este experimento o bien
el espacio muestral es Q = {1, 2,3,4,5, 6}, un evento simple podria ser w = 3 o cualquier
otro numero de 1 al 6.

La segunda componente de nuestro modelo es la clase de eventos o sucesos . Esta
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clase estd compuesta por subconjuntos de €2 y debe satisfacer las siguientes propiedades
Propiedad A.1.1. Q € .

Propiedad A.1.2. Si A € F entonces A° € .

Propiedad A.1.3. Si A, € ¥ paran > 1 entonces | J,; A, € F.

Una coleccion de subconjuntos de Q que satisfacen tres propiedades anteriores se co-
noce como o — dlgebra. Dado cualquier conjunto A, un ejemplo de sigma algebra es el
conjunto P(A).

La tercera y ultima componente de nuestro modelo es una probabilidad P, la cual es
una funcién que estd definida sobre la clase de conjuntos ¥ y toma valores en el intervalo
[0,1], 1a probabilidad debe satisfacer las siguientes propiedades:

Propiedad A.1.4. Para cualquier evento A € F,
0=PW0)<PA) <P =1.

Propiedad A.1.5. Si {A,,n > 1} es una coleccion de conjuntos disjuntos dos a dos, es

decir, AiNA; = 0sii# j, entonces

P (0 A,,] = i P(A,).
n=1 n=1

La terna (Q,F, P) es conocida como espacio de probabilidad y la funcién P es una
medida de probabilidad. Dado que P esta definida sobre 7, s6lo podemos determinar la
probabilidad de los conjuntos que estdn en esta clase; por eso decimos que estos son los
conjuntos medibles. Las propiedades de ¥ garantizan que si hacemos las operaciones usua-
les (unidn, interseccion, diferencia, diferencia simétrica, complemento) con conjuntos me-
dibles, obtenemos conjuntos medibles. Por ejemplo, si A C B son medibles entonces A\B
también. En consecuencia tenemos que como B = AU (B\A) es unién de eventos disjuntos,
entonces P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A), por lo tanto P(A) < P(B)si A C B.

En el caso de experimentos sencillos, por ejemplo experimentos con un conjunto finito
de resultados, normalmente tomamos como o — dlgebra el conjunto potencia de Q. En
experimentos mas complicados, con una cantidad no numerable de resultados posibles, no
siempre es posible tomar esta opcion, y es necesario considerar alguna o — dlgebra mas
pequena.
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A.2. Probabilidad condicional

La probabilidad condicional P(A|B) del evento A dado el evento B, se define por

P(A|B) = % si P(B) > 0,

no esta definida o se le asigna un valor arbitrario cuando P(B) = 0. A partir de esta defini-
cién tenemos la relacion
P(AN B) = P(B)P(A|B). (A.1)

Supongamos que saber que el evento B ocurrié no cambia la probabilidad de que A ocurra,
es decir P(A|B) = P(A). En este caso la expresion (A.1)) se convierte en

P(A N B) = P(B)P(A) (A.2)

y se dice que si los eventos A y B salisfacen la expresion (A.2) son independientes.

A.2.1. Ley de la probabilidad total y teorema de Bayes

Sea {B,,n > 1} una particion de Q, es decir, sii # j, entonces B, N B; =0y

Q:UB,,.

Entonces, para cualquier evento A, teniendo en cunta que los subconjuntos (A N B)), j > 1
son disjunto dos a dos,

P(A) = P(AN Q) = P(A N (U,B,)) = Z P(ANB,)

y ahora, usando la ecacién (A.1)) en cada sumando, se deduce la conocida ley de la proba-
bilidad total que estd dada por la siguiente ecuacion

P(A) = Z P(A|B,)P(B)). (A.3)

Una consecuencia de la ley de probabilidad total es el Teorema [A.2.1] conocido como
teorema de Bayes.

Teorema A.2.1. Si los eventos {Bj, j > 1} forman una particion de Q, para cualquier
evento A, con P(A) > 0 entonces para cualquier evento A con P(A) > 0y cualquier indice

J
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P(A|B)P(B;
P(B}JA) = (A|B))P(B)) .
2 P(A|B,)P(B,)
Proposicion A.2.1. Sean Ay, ..., A, eventos cualesquiera. Entonces

P(AjU...UA,) = P(A))P(A2]A))P(A3]A, UA)) ... P(Ay|A-1 U ... UA)).

A.3. Variables aleatorias

Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion de valor real, definida sobre un espacio
muestral que debe de satisfacer ciertas condiciones de medibilidad las cuales seran descritas
a continuacion.

Ya que una v.a. toma valores en los reales, nos interesa poder calcular P(X < a) paraa €
R. Ahora bien, para que estas probabilidades existan es necesario que los conjuntos cuyas
probabilidades deseamos calcular sean medibles, es decir, que pertenezcan a un o —algrbra
¥ . Estos conjuntos son de la forma {w|X(w) < a}, entonces queremos que la funcién X

satisfaga la Propiedad

Propiedad A.3.1. Para todo niimero a € R se tiene que {w|X(w) < a} € F.

Las funciones X : Q — R que cumplen esta propiedad son conocidas como funciones
medibles, por lo tanto, una v.a. es una funcién medible. La medibilidad de una funcién
depende de la o — algebra.

A.4. Distribuciones de una variable aleatoria

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, #, P) sobre el cual hemos definido una
variable aleatoria X con valores reales. Si A es un intervalo de R y queremos calcular la
probabilidad de que X tome valores en A se considera el conjunto

{we QIX(w) € A} = X" 1(A),

es decir la preimagen del intervalo A por la funciéon X. Como X es una funcién medible
X'(A) € F y podemos calcular su probabilidad

Px(A) = P(X € A) = P(lw € QIX(w) € A}) = P(X"(A)).

Esta relacién nos permite definir una medida de probabilidad inducida a X, donde
Px(A) es conocida como distribucion y contiene toda la informacién probabilistica de la
variable aleatoria X.
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A.5. Funciones de distribicion

Sea (Q, P,¥) un espacio de probabilida, donde ¥ es la o — dlgebra de Borel B, es
decir la o — dlgebra generada por los intervalos de R, entonces los intervalos de la forma
(=00, x] € ¥, para x € R y podemos definir una funcién F : R — R como

F(x) = Px((—00, x]) = P(X < X). (A.4)

La funcion de la ecuacion (A.4)) se llama funcion de distribucion de la variable aleatoria
Xy se abrevia (f.d.). Conociendo la distribucion de una variable aleatoria se puede conocer
su f.d. y también el reciproco es cierto. Una f.d. se caracteriza por las sigientes propiedades:

Propiedad A.5.1. F es continua por la derecha y tiene limite por la izquierda.
Propiedad A.5.2. F es mondtona no decreciente.

Propiedad A.5.3. Si F es una funcion de distribucion entonces

lim F(x)=0 y lim F(x) = 1.
Si una funcién cumple las propiedades de una f.d. entonces existe una v.a. X definida
sobre un espacio de probabilidad (Q, P, ) tal que F es la f.d. de X.

A.6. Variables discretas

Una variable aleatoria X es discreta si toma una cantidad finita de valores {xi, ..., x,} 0

a lo mds numerable {xi, x,, ...}. En el primer caso existen niimeros positivos pj, ..., p, con
p1+...+ p, = 1tales que

P(X = x)) = pi. (A.5)

Llamaremos a la funcién px(x;) = p; funcion de probabilidad o densidad de X.

De manera similar, en el segundo caso tenemos nimeros positivos p;,i > 1 que satisfa-
cen )., p; = 1 y la ecuacién parai > 1.

En ambos casos, las funciones de distribucion son funciones de saltos, es decir, que solo
crece en los puntos x; y son constantes entre puntos consecutivos. La funcién de distribu-
cién para las variables aleatorias discretas estd definida como

F(x) = Z Xi.

Xi<x
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A.7. Variables continuas

Una variable aleatoria X es continua si su funcién de distribucién F es continua. Otra
definicion es que si X es cualquier evento elemental de la v.a. X, entonces P(X = x) = 0.
Para la mayoria de estas variables aleatorias existe una funciéon f : R — R con f(x) > 0
para todo x y f_ O:O Jf(x)dx =1 que satisface

F(x) = fx fu)du (—o0 < x < 0), (A.6)

para todo x € R. La funcién f es conocida como densidad de la variariable aleatoria X.
Hay algunas variables continuas que no tienen esta propiedad, es decir, que no existe una
funcion cuya integral sea la funcion de distribucidn de la variable aleatoria, sin embargo,
el interés de este tipo de variableas aleatorias es meramente tedrico. Por lo tanto, al hablar
de variables continuas nos estaremos refiriendo a esas que cumplen con la propiedad de la
ecuacion (A.6). Si F es diferenciable en x entonces la densidad de probabilidad estd dada
por

dF(x)
dx

fx) =

=F'(x) —o0<x<oo.

A.8. Valores esperados y momentos

Si X es una variable aleatoria discreta, su momento de orden n esta dado por

E(X") = ) XIP(X = x),

1

siempre que la serie converja absolutamente, en caso de no converger se dice que el mo-
mento de orden n no existe. Si X es una variable aleatoria continua con funcién de dencidad
f(x) entonce su momento de orden n se define como:

EX") = foo X' f(x)dx,

(%)

siempre y cuando esta integral converja absolutamente.

El primer momento corresponde a n = 1, se conoce como media, valor esperado o
esperanza matemdtica de X, y lo denotamos como uy. El momento central de orden n esta
definido como el momento de orden n de la variable aleatoria X — uy siempre y cuando
(x exista. El primer momento central es cero, el segundo es conocido como varianza 'y se
denota Var(X). La raiz cuadrada se le llama desviacion estandar.

Teorema A.8.1. Var(X) = E(X?) — ,ui, donde u = E(X)
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Si X es una variable aleatoria y g es una funciéon medible, entonces g(X) es también una
variable aleatoria. Si X es una v.a. discreta el valor esperado de g(X) es

E@(X) = > ()P(X = x),

siempre que la suma converja absolutamente. Si X es una v.a. continua con densidad f(x)
el valor esperado de g(X) estd dado por

E(g(X)) = f g(x) f(x)dx.

Una férmula general que abarca ambos casos e incluso el mixto estd dada por la ecua-
cién (A.7), que es una integral de Lebesgue-Stieltjes cuya definicién va mas alld del propdsi-
to de este apéndice, por lo tanto, nos limitaremos a ver variables aleatorias discretas y
continuas.

E(g(X)) = f g(X)dFx(x) (A7)

A.9. Distribuciones conjuntas e independencia

Si tenemos un par de variables aleatoria (X,Y) definidas sobre un espacio de probabili-
dad (Q, ¥, P), su funcién de distribucion conjunta Fyy esta definida por
Fxy(x,y) = F(x,y) = P(X < x,Y <y).
Si ambas variables aleatorias son discretas y toman valores x;,i > 1y y;,i > 1, entonces
su funcion de probabilidad conjunta es
Pxy(xi,y) = P(X = x;,Y = y;).

Una funcién de distribucién conjunta tiene densidad conjunta si existe una funcién fyy
de dos variables que satisface

y X
Fxy(x,y) = f f Jxy(u,v)dudv paratodo x,y.

La funcion Fy(x) = limy_. Fxy(x,y) es un f.d. que se conoce como funcion de dis-
tribucion marginal de X. Si las variables aleatorias son ambas discretas, las funciones de
probabilidad marginal estdn dadas por

px(x;) = ZPXY(xi’yj) y px(yj) = ZPXY(xia)’j)-
7 i
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Si la f.d F tiene una densidad conjunta f, entonces las funciones de distribucion marginal
de X'y Y estdn dadas respectivamente por

hM=ff®w@yﬂ@=ffmww

Teorema A.9.1. Si X e Y son variables aleatorias con distribucion conjunta y c es una
constante, entonces
E(cX+Y)=cEX)+E(®),

siempre y cuando cada momento exista.

Si para todos los valores x e y se tiene que Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y) decimos que las
variables X e Y son independientes. Si las variables son discretas y tienen funcién de pro-
babilidad conjunta pyy entonces son independientes si y solo si

Pxy(x,y) = px(X)py(y).

De manera similar, si las variables son continuas y tienen funcién de densidad conjunta fyy
entonces son independientes si y solo si

Jxr(x,y) = fx(0) fr(y).

Teorema A.9.2. Si X,Y son v.a. independientes con primer momento finito, entonces el
producto XY también tiene primer momento finito y

E(XY) = E(X)E(Y).
Este resultado se extiende a cualquier coleccion finita de variables independientes.

En general, para una colecciéon de variables aleatorias (X, ..., X,) o bien, un vector
aleatorio definido en un espacio de probabilidad (€2, ¥, P), la distribucién conjunta se defi-
ne como

F(X],...,Xn) = FX| ..... X,,(-xl"-',xn) :P(Xl SX],...,X,, <xn)

y se dice que las variables Xj, ..., X, son independientes si y solo si para todos los valores
posibles xi, ..., x, se cumple

FX1...Xn(xl7 e 7xn) = Fxl(xn) e FXn(xn)-

Una funcion de distribucidn conjunta F'(Xy, ..., X)) tiene funcién de densidad conjunta

f(ll,...,ln) si
F(X],...,Xn)zf f f(tl,...,t,,)dxl...dx,,.
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A.10. Covarianza y correlacion

Si X e Y son variables aleatorias con distribucion conjunta, medias py, (y y varianzas
fininitas o-i, 0'% entonces la covarianza de X e Y, denotada como Cov(X,Y) o oxy se define
como

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)]. (A.8)

Teorema A.10.1. Si X y Y son variables aleatorias con medias y, y u,, respectivamente,
entonces
Cov(X,Y) = E[XY] — pixuty.

La covarianza es una medida del grado de dependencia lineal entre las variables alea-
torias y si Cov(X, Y) = 0 se dice que X e Y no estan correlacionadas.

Teorema A.10.2. Si X e Y son v.a independientes entonces Cov(X,Y) =0

El reciproco del Teorema|A.10.2{no es cierto, pues hay variables aleatorias que no estan
correlacionadas pero no son independientes. Un ejemplo de este caso lo podemos encontrar
en el Ejemplo 5.24 de [9].

Teorema A.10.3. Sean {X;} y {Yi} variables aleatorias con varianza finita, si Uy V son
combinaciones lineales de { X} y {Y,} respectivamente, es decir

r

U= Zm: aX;, V= Z by Yy,
k=1

=1
entonces

Cow(U, V)= > " apiCov(X;, Y).

j=1 k=1
Ademds Var(U) = Cov(U, U).
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Demostracion.

Cov(U,V)=EUV)—-EU)EV)

= E(i a;X; Z bYy) — Z a;E(X;) Z brE(Yy)
j=1 k=1 Jj=1 k=1

= Z Z a;biE(X;Yy) — i Zr: a;bE(X;)E(Y))

1 k=1 j=1 k=1

~
Il
~

~
Il
—_
>~

a;jbi(E(X;Y,) — E(X;)E(Y))
1

~

Il
—_
>~

ajbkCOV(Xj, Yk)

J =1

O

Es dificil utilizar la covarianza como medida absoluta de dependencia porque su valor
depende de la escala de medicion. En consecuencia, es dificil determinar a primera vista si
una covarianza particular es grande o pequefia. Este problema se puede eliminar al estanda-
rizar su valor y usar el coeficiente de correlacion, una cantidad relacionada con la varianza
y que se define como

Teorema A.10.4. Sean X e Y variables aleatorias y pxy el coeficiente de correlacion de X
e Y, entonces —1 < pyy < 1.

Demostracion. Si U 'y V son v.a. con distribuciéon conjunta, entonces E(UV) define un
producto interno. De este modo, si X e Y son variables aleatorias, uy y gy sus medias
respectivamente, U = (X —u,) y V = (¥ — u,), tenemos por la desiguldad de Cauchy-
Schwarz que

[E(UV)> < EUU)E(VV)
|E[(X — ux)(Y — pup)]* < E[(X — ux)*1E[(Y = uy)*]

2
loxyl” < oxoy

loxyl 1
VO xOy N
loxyl <1

por lo tanto —1 < pxy < 1, que es lo que queriamos demostrar. O
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El signo del coeficiente de correlacion es igual al signo de la covarianza. Entonces,
p > Oindica que Y aumenta a medida que X aumentay p = +1 implica correlacion perfecta,
con todos los puntos cayendo en una recta con pendiente positiva. Un valor de p = 0 implica
cero covarianza y que no hay correlacion. Un coeficiente negativo de correlacién implica
una disminucién en Y cuando X aumenta, y p = —1 implica correlacion perfecta, con todos
los puntos cayendo en una recta con pendiente negativa.

A.11. Probabilidad y esperanza condicional

A.11.1. Caso discreto

Sean X e Y variables aleatorias discretas. La funcién de probabilidad condicional de X
dado Y=y se define como

PX=xY=y) . B
PY =) = si PY=y)>0

y no esta definida, o se asigna un valor arbitrario, si P(Y = y) = 0. En terminos de la den-
sidad conjunta pyy(x,y)y de la densidad marginal de Y, py(y) = >, pxr(x,y), la definicién
es

Pxiy(xly) =

Pxr(%.y)
pr(y)
Para cada valor fijo y, pxjy(x|y) es una dencidad de probabilidad , pues

pxyr(xly) = , si py(y) > 0.

pxy(xly) >0y Zp;qy(x,y) =1, para todo y.

La ley de probabilidad total es

P(X=x) =) PX=xY =)P(Y =y) = > puy(ly)pr(y).
y y

Sea g una funcidn tal que E[g(X)] < oo. Definamos la esperanza condicional de g(X)
dado Y =y por la formula

E[gXY =yl = > gpxy(xly), para py(y) >0,

la esperanza condicional no estd definida para valores en los que py(y) = 0. La ley de la
probabilidad total en la esperanza condicional es:

E[g(X)] = ) E[g0IY = ylpy().
y
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La esperanza condicional es una funcion real, es decir, E[g(X)|Y = y] = ¢(y). Si eva-
luamos la funcién ¢ en la variable aleatoria Y, tenomos que ¢(Y) es también una variable
aleatoria que denotaremos como E[g(X)|Y], entonces

E[gX)Y](w) = E.
Podemos escribir ahora la ley de probabilidad total como

E[g(X)] = E[E[g(X)IY]].

A.11.2. Caso continuo

Sean X e Y vaiables aleatorias con distrubucién conjunta continua y funcién de denci-
dad fxy(xy), definimos la densidad condicional de X dado Y =y como

Jxr(x,y)
£O)

y la densidad condicional no esta definida si fy(y) = 0. Si g una funcién tal que E[g(X)] <
oo, La esperanza condicional de g(X) dado que Y = y se define por

Fxr(xly) = , para fy(y) >0

E[gX)Y =y] = f g fxiy(xly), para fy(y) > 0.

También tenemos en este caso la propiedad de que

E[g(X)] = E[E[g(X)[Y].

A.12. Algunas distribuciones importantes

A.12.1. Distribuciones discretas

Distribucion de Bernoulli. Una variable aleatria Bernoulli toma valores 0 y 1 con
probabilidades respectivas py g = 1 — p, es decir, la funcién de probabilidad estd dada por
PX=1)=pyPX =0) =¢,donde 0 < p < 1. Si el resultado del experimento es 1
decimos que ocurri6 un éxito con probabilidad p. La media y la varianza respectivas son:

EX)=p y Var(X) = pq.

Distribucion Binomial. Consideremos Xj, . .., X,, una coleccion de n variables aleato-
rias independientes Bernoulli con probabilidad de éxito p. Sea X el total de éxitos de las n
variables aleatorias, entonces X = )\, X;. La distribucién de X es binomial con parametros
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ny p obien X ~ Bin(p, g) si la funcion de probabilida de X es

px(k) = P(X = k) = (Z)pk(l —py*, para k=1,2,....n.
La media y la varianza de esta distribucién son respectivamente

E(X)=np y Var(X) = np(l - p).

Distribucion Geométrica. En el mismo contexto del experimento anterior, sea Z la
variable aleatoria que cuenta el nimero de ensayos antes lograr el primer éxito, es decir, si
Z = k, quiere decir que los kK — 1 ensayos anteriores fueron fracasos, cada uno con proba-
bilidad (1 — p) y el k-ésimo intento fue un éxito con probabilidad p. Si Z tiene distribucién
geométrica entonces su funcion de probabilidad es

pk)y=PZ =k =(1-p*'p, para k=1,2,...,

por lo tanto el valor esperado y la varianza de una variable aleatoria con esta distribucion
estan dados como

l-p
P

EZ) = l y Var(Z) =
P

Distribucion de Poisson. Una variable aleatoria X con una distribucion de Poisson de
pardmetro A > 0 o bien X ~ Pois(1), tiene funcidn de probabilidad

ﬂk
pk) = Fe_” para k=1,2,....

Esta distribucion tiene las siguientes media y varianza respectivamente

EX)=A4y Var(X) = A

Distribucion multinomial. Las variables aleatorias X, ... X} con valoresen {0, 1, ..., n},
tienen una distribucion multinomial si su funcién de probabilidad conjunta es

n!

P(Xl :rl,...,Xk:rk):{ 71l ri!

Tk

pl...p
0 si no

Sir+...+rn=n

b

donde p; > 0,parai=1,....,kyp1+...pr = 1.
Para esta distribucion se tiene que

EX;) = pi, Var(X;) = npi(1 —p;) y Cov(X;,X;) = —np;p;.
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A.12.2. Distribuciones continuas

Distribucion Normal. Una variable aleatoria X tiene una distribucién normal con
pardmetros u y o si su funcién de densidad estd dada por

e N2 /2

e (x=p)* /20 ,

¢(X,/l, 0-2) = —00 < X < 0.

1
V2o
Para denotar las variables aleatorias con esta distribucién usaremos X ~ N(u, 0%), donde u
y 0 son la media y la varianza respectivamente de la variable X. Cuandou =0y o2 = 0
se dice que X tienen una distribucion normal estandar.

Distribucion Lognormal. Si log(V) tiene una distribucién normal, decimos que V tie-
ne una distribucion lognormal. Reciprocamente, si X ~ N(u, 0?), entonces V = ¥ es
una variable con distribucion lognormal. Haciendo un cambio de variable para la densidad
obtenemos

2
1 {logv—pu b>0
o o

La media y la varianza son, respectivamente

1 1
E(V)=expu+ 50-2 y Var(V) = exp2(u + E0_2)(egz ~ 1.
Distribucion exponencial. Una variable aleatoria T tiene distribucién exponencial con

pardameto A > 0y se denota T ~ Exp(A) si su funcién de densidad es

e sit>0

ﬁm:{ 0 sit<0

La media y la varianza estdn dadas por
E(T) 1 Var(T) !
= - ar = —.
PR FE
Distribucion Uniforme. Una variable aleatoria U tiene distribucion uniforme en el

intervalo [a,b] y se denota U ~ Unifla, b], con a < b si U tiene funcién de densidad

blTa para u € [a, b]

Julu) = { 0 para u ¢ [a,b]

La media y la varianza estdn dadas como

(b —a)*
12
Distribucion normal multivariada. El vector aleatorio X = (Xi,..., X,) se dice que

EWU) = %(a +b) y Var(U) =
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tiene una distribucion normal multivariada si su funcién de densidad conjunta est4 dada por

fX(-xlv""-xn) exp(x—y)TE_l(x—u),

1
R

donde ¥ es el determinante de la matriz de covarianzas y u = (u, ..., u,)" es el vector de
medias del vector aleatorio. La notacion de esta variable aleatoria es X ~ N(u, ).



Apéndice B
Optimizacion

En este apéndice daremos una breve introduccion a la teoria de optimizacion, sin enm-
bargo para mejores referencias se puede consultar [15] y [16], donde se aborda amplia-
mente el tema de optimizacidon convexa, un gran nimero de sus aplicaciones y los métodos
numéricos que podrian ser utiles para resolver los problemas planteados. También se puede
consultar [[17] para revisar mas sobre optimizacién numérica. En la bibliografia menciona-
da en este parrafo se baso el contenido de este apéndice.

B.1. Optimizacion

Para describir un problema de optimizacion en su forma estandar estaremos usando la
siguiente notacion:

minimizar fo(x)
sujetaa fi(x) <0 i=1,...,m, (B.1)
hx)=0i=1,...,p,

donde x € R", f; : R" —» Rparai € {0,1,...m}y h; : R" - Rparai € {1,2,...p}.
Llamaremos a x variable de optimizacion, la funcidon fy(x) es conocida como funcion ob-
Jjetivo, mientras que h;(x) = O parai € {1,2,...p}y fi(x) < Oparai € {1,2,...m} como
restricciones (de igualdad y desigualda respectivamente). Un problema sin restricciones es
aquel parael cual m = p = 0.

El dominio de optimizacion estara definido por el conjunto de funciones del problema
(B.1)), es decir, tanto la funcién objetivo como las restricciones. El dominio de optimizacién
estd dado por la ecuacion donde dom(%;) y dom(f;) es el dominio de h; para i €
{1,2,...p}y fiparai € {1,2,...m} respectivamente.

123
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m p
D = (") dom(f) N[ | dom(h,) (B.2)
i=0 i=1
Si x € D satisface las restricciones fi(x) < 0,i =1,....,my h(x) =0,i =1,...,p,

entonces se dice que x es factible. Por lo tanto, si existe al menos un punto factible, el
problema (B.1)) es factible, en caso contrario se dice que el problema es no factible.
Un valor éptimo p* del problema (B.1]) esta definido como

p =inflfo(x)| fi(x),i=1,...,p, hi(x)=0,i=1,...,m},

donde se permite que p* tome los valores +oco y —oo, +00 para el caso de un problema no
factible y —co en el caso de que exista una sucesion de puntos factibles x; tal que

fo(x;) = —oco cuando k — oo.

Decimos que x* es un punto un punto éptimo si x* es factible y fy(x*) = p*. Al conjunto
de todos los puntos 6ptimos se le nombra conjunto optimo 'y de denota como

Xope ={x | fi(x) <0,i=d,...,p.hi(x) =0,i = 1...,m, foy(x) = p*},

si el conjunto X # () entonces se dice que el valor 6ptimo es alcanzado y el problema (B.1)
tiene solucion, en caso contrario no la tiene. Si x € X, entonces se dice que x es un punto
optimo global mientras que x es un punto éptimo local si existe R > 0 tal que

fO(-x) = lnf{fO(Z) | ﬁ(z) < O’i: 17"',pahi(z) = O’Z = 1,...,1’1’1,” Z—X||< R}

Definicion B.1.1. Una matriz A de dimencion n X n se dice que es positiva definida si
xTAx > 0, semipositiva definida si x’ Ax > 0, negativa definida si x’ Ax < 0 y seminega-
tiva definida si x" Ax < 0, para todo vector x # 0.

Recordemos que si f : R” — R tal que f € C! entonces el gradiente de la funcién f
estd definido como

o af  of|
=V =|=,—,..., B.3
g(x) = Vf(x) ox 3, I (B.3)
y Df(x) = Vf(x)T, ademas, si f € C? el Hessiano de f, estd definido como
of o ... _9f
Ox2  O0x10x; 0x10x,
o _af .. _of
H(x) = V2 f(x) = | 72 =00 ot (B.4)
of _or . o

Ox2  0x,0x; Ox2
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Propiedad B.1.1. Regla de la cadena: Sean f : R™ — R*y g : R" — R” funciones
diferenciables, con x € R", entonces

Dy(f o g) = Df(g(x))Dg(x),
donde D f(g(x)) € R®*™ Dg(x) € R™"y D.(f o g) € R*" son matrices y (fog) : R* — Rk,

Teorema B.1.1. Si x* es un punto optimo local y f es una funcion continuamente diferen-
ciable en una vecindad abierta de x* entonces

VF(x") = 0.

Teorema B.1.2. Si x* es un punto minimo local de f y V? f(x*) existe y es continua en una
vecindad abierta de x*, entonces Vf(x*) = 0y V2 f(x*) es positiva semidefinida.

Se pueden definir varias clases de problemas de optimizacién, las cuales estan defini-
das por la forma de su funcion objetivo y sus restriciones. Un ejemplo muy importante y
que esté bastante estudiado es la clase de los problemas de optimizacion lineal o también
conocindos como problema de programacion lineal. A esta clase de de problemas se les
caracteriza porque tanto su funcién objetivo f;, como sus restricciones f;, i = 1,...,my h;,
i=1,..., pson lineales. Recordemos que una funcién f : R" — R es lineal si y solo si

flax +By) = af(x) +Bf(y),

donde @, € Ry x,y € R". En el caso en el que las funciones f;, i = 0,1,...,p, h;,
i =1,...,mno son lineales se dice que el problema de optimizacién no es lineal o que es
un problema de programacion no lineal.

Los problemas de programacion no lineal desafortunadamente no son problemas féci-
les de resolver, no existen métodos eficientes para aproximar sus soluciones. Sin embargo,
existe otra clase de problemas de optimizacion en los cuales ha habido grandes aportacio-
nes, estos son los problemas de optomizacion convexa, 1os cuales se caracterizan porque su
funcién objetivo y restricciones son funciones convexas. Un ejemplo problema de optimi-
zacion convexa es el ya bien conocido problema de los minimos cuadrados.

B.2. Convexidad

Decimos que un conjunto A C R" es convexo siy € A, donde y esta dado por la ecuacion
(B.3), x;,x, € A,conx; #x,yfeRtalque 0 <6 < 1.
y=0x;+ (1 -60)x; (B.5)

Una funcién f : R" — R es convexa si dom(f) es un conjunto convexo y si para toda
x,y € dom(f) existe 0 < 6 < 1 tal que se cumple la siguiente ecuacion:
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JOx+(1=0)y) <6f(x) + (1 -6)f(y).

El concepto de convexidad se puede entender geométricamente en R? como en la Figura
es decir, que el segmento de recta que va de (x, f(x)) a (y, f(y)) estd sobre la grafica de
la funcién f(x). La funcién f se llama cdncava si —f es convexa.

----------------------- (v,f(y))
(x,f(x)

Figura B.1: En esta figura podemos ver un ejemplo de grafico convexo en R2,

Teorema B.2.1. Una funcion f(x) € C* es convexa sobre un conjunto convexo, siy solo si,
el Hessiano H(x) de f es positivo semidefinido.

La importancia de los problemas de optimizacion convexa radica en que estos solo
tienen un 6ptimo global y son mds extensos que el conjunto de problemas de optimizacién
lineal.

B.3. Multiplicadores de Lagrange

El método de Multiplicadores de Lagrange es un método muy conocido y util para en-
contrar extremos en problemas de optimizacion sujetos a restricciones, cabe mencionar que
la dificultad de este método incrementa con el nimero de restricciones y la complejidad de
su funcién objetivo y restricciones, sin embargo, este método se vuelve bastante amigable
para el caso de problemas de programacion convexa.

Consideremos el problema de optimizacion en su forma estandar

minimizar fy(x)
sujetaa fi(x) <0 i=1,...,m, (B.6)
hix)=0i=1,...,p,

con x € R", asumiendo que su dominio de optimizacién D es no vacio y p* es el valor
6ptimo de (sin asumir que el problema es convexo).
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La funcion Lagrangiana o el Lagrangiano asociado al problema también conoci-
do como problema primal se define como la funcién:

Lp :R"XR" xR - R,

la cual tiene la siguiente forma:

m P
Lp(x, L,0) = fy(0) + D Afix) + D vii(x), (B.7)
i=1 i=1

donde la variable A; > 0 es el multiplicador de Lagrange asociado a la i-ésima restriccion
de desigualdad fi(x) < 0, de la misma forma, la variable v; > 0 es el multiplicador de
Lagrange asociado a la i-ésima restriccion de igualdad h;(x) = 0. En general los vectors
A= QA,...., ) yv = (vy,...,u,) son los multiplicadores de Lagrange asociados al

problema (B.6).

Se define la funcién dual asociada al lagrangiano primal (B.7)) como
Ly :R"x R - R,

que es el valor minimo de la funcion Lagrangiana sobre x, para A € Ry v € R, es decir,

m P
Ly v) = InfLy(x, 4, v) = Inf | fy(x) + D Afix) + Y vihi(»).
€D i=1 i=1

x€D X

El interés del problema dual asociado es que al encontrar su solucion se puede obtener
también la solucion del problema primal, ademas que normalmente es mas facil resolver el
problema dual.

B.4. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Consideremos el problema de optimizacién donde las funcines f;,i = 0,...,p,
h;, i = 1,...,m son diferenciables (no necesariamente convexas) y estan definidas sobre
un conjunto abierto. Las condiciones necesarias para que un punto (x*, A*,v*) sea valor
optimo (local) de la ecuacién (B.7)), es que se satisfagan las condiciones de Karush-Kuhn-
Tuker (KKT).

n )4
TLp(x, A, v) = Tfo(x*) + > AFFf(x*) + > v* Thi(x*) = 0 (B.8)
i=1 i=1

A =0, i=1,....p  (BY)
v'hi(x*)=0, i=1,....m (B.10)
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La ecuacién es la primera condicién de KKT y las ecuaciones y son
conocidas como condiciones complementaria de KKT.

Para el caso en el que el problema es convexo, las condiciones KKT no son
solamente son condiciones necesarias sino suficientes.
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