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Resumen

El objetivo del presente trabajo es realizar predicciones por medio de particulas
de prueba en halos galacticos de materia oscura compuesta por un condensado de
Bose-Einstein. Las predicciones fueron dadas al resolver numéricamente el sistema
de ecuaciones de Schrédinger-Poisson. El trabajo empieza con los resultados de la
soluciéon numérica a la ecuacion de Schrodinger con distintos potenciales y compa-
rarlos con la soluciéon exacta para asi probar el cdédigo. Posteriormente se solucion6
el sistema Schrodinger-Poisson para distintas configuraciones y se verifico la conver-
gencia de las soluciones numéricas. A continuaciéon se estudi6é el comportamiento de
una particula de prueba, para después estudiar la distancia entre dos particulas de
prueba. Se calcul6 el periodo de oscilacién en la distancia entre dos particulas, que es
del orden de cien millones de anos, por lo que los detectores de ondas gravitacionales
en la Tierra no se pueden utilizar para medir la separaciéon entre dos particulas de
prueba. Los resultados de esta Tesis indican que un interferometro capaz de medir
las oscilaciones de la materia oscura galactica tendrian que ser del tamano del orden
de la distancia entre estrellas cercanas al Sol.

Palabras claves: Schrodinger, métodos numéricos, transformada de Fourier, galaxia

y Bose-Einstein.
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Abstract

The objective of the present work is to make predictions by means of test particles
in galactic halos of dark matter composed by a Bose-Einstein condensate. The predic-
tions were given by numerically solving the Schrodinger-Poisson system of equations.
The work begins with the results of the numerical solution to the Schrodinger equa-
tion with different potentials and comparing them with the exact solution in order
to test the code. Subsequently, the Schrodinger-Poisson system was solved for diffe-
rent configurations and the convergence of the numerical solutions was verified. Next,
the behavior of a test particle was studied, to later study the distance between two
test particles. The period of oscillation was calculated at the distance between two
particles, which is on the order of one hundred million years, so gravitational wave de-
tectors on Earth cannot be used to measure the separation between two test particles.
The results of this Thesis indicate that an interferometer capable of measuring the
oscillations of galactic dark matter would have to be of size of order of the distance

between stars close to the Sun.



Capitulo 1

Introduccion

Una de las grandes preguntas de la humanidad ha sido de que esta hecho lo que
nos rodea. Son varias las respuestas que se han dado a lo largo de la historia, princi-
palmente en los primeros anos fueron filoséficas. No fue hasta el descubrimiento del
atomo que se dio un avance significativo en la respuesta. Llegando hasta el mode-
lo estandar en la actualidad, sin embargo, atn hay muchas incégnitas. Uno de los
misterios mas recientes sobre la materia que han surgido es la materia oscura.

La ecuacion de Friedmann describe la expansion del universo, siendo de vital
importancia para la cosmologia. En dicha ecuacion uno de los términos es la densidad
del universo, por lo que es muy importante al dar una idea de qué esta formado
el universo, para que el universo sea plano, existe un valor especial de la densidad.
Este valor se conoce como la densidad critica p.. Varios objetos pueden aportar a
la densidad critica como son las estrellas o planetas, sin embargo, los resultados
obtenidos es que lo que observamos por medio del espectro electro-magnético es una
pequena fraccion de la densidad critica. Existe la posibilidad de que una gran cantidad
de materia sea producto de objetos con una masa pequena tales que no irradien tanto
y por eso no sean detectables a los telescopios, aunque es poco probable usando
las extrapolaciones de lo que se sabe actualmente. Es decir, al observar nuestros
alrededores no encontramos dichos objetos con masa pequena. Una de las razones
mas fuertes para creer que la materia convencional no es la tnica que participa en la

densidad total del universo es dada por la teoria de nucleosintesis. Esta teoria explica
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la creacion de los nucleos atémicos, la cual indica la densidad de la materia baridnica
y se verifica que aporta poco a la densidad critica [6].

La materia oscura se propone como una solucién a varios problemas encontrados
con las observaciones, donde uno de estos es el de la densidad critica. Dicha materia se
cree que no interactta con los campos electro-magnéticos o interactiia muy débilmente
tanto que es imperceptible. Esto se debe a la falta de deteccion directa por parte de
las observaciones. Otro de los problemas que da indicios de la existencia de este tipo
de materia es el de la curva de rotacion galactica, que es la velocidad de rotacion del
hidrégeno en la galaxia como funcién de la distancia R al centro de la galaxia. En
la cual si se toma en cuenta soélo la materia luminosa, se esperaria que a distancias
alejadas del centro de la galaxia, donde reside menor parte de materia luminosa,
la velocidad rotacional deberia de disminuir proporcional a la raiz cuadrada de R
de acuerdo a las leyes de Kepler [13]. Sin embargo las observaciones indican que
permanece aproximadamente constante para R grandes. Para mantener la velocidad
rotacional constante se requiere una mayor concentracion de masa de la que se detecta
[6].

Otra de las evidencias observacionales que sugieren la existencia de materia oscura
se presenta en los cimulos de galaxias. Los camulos de galaxias al ser los objetos mas
grandes ligados gravitacionalmente son ideales para dar una idea de los distintos tipos
de materia que existe en el cimulo. La observacion es la siguiente: las galaxias que
componen el cimulo se desplazan unas con respecto a otras con velocidades mayores
a la velocidad de escape del ciamulo. Este efecto no se explica a menos de que no
aplique la ley de gravitacion universal de Newton o debido a que hay materia extra,
que no emite luz, que la da mayor masa al ciimulo y por tanto la velocidad de escape
sea mayor que la estimada con solamente la masa de las galaxias [6].

Por lo tanto hay varias evidencias observacionales de este tipo de nueva materia
en el universo. Las observaciones recientes indican que el universo esta compuesto de
aproximadamente 23 % de la materia total del universo se denomina como materia
oscura, un 72 % de energfa oscura y un 5% de materia barionica. Al atin no conocer la

naturaleza de este tipo de materia existen una gran variedad de candidatos a materia
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oscura donde el modelo CDM (Cold Dark Matter) o materia oscura fria en espanol,
es el méas estudiado en la actualidad [6], el cual propone una especie de materia que
interactiia muy débilmente con radiacion electromagnética y con velocidades lentas
comparadas a la velocidad de la luz en la época de formacién de galaxias, que a su
vez presenta varios candidatos entre los que destacan las WIMP (Weakly-Interactive
Massive Particle) o particulas masivas con interaccion débil, que interactiian por me-
dio de la gravedad, sin embargo uno de los problemas que presentan es que tienen la
tendencia de agruparse y formar estructuras mas pequenas, como estrellas o planetas
hechos de materia oscura, mientras que las observaciones indican que la estructura
méas pequenia son las galaxias enanas [15]. Uno de los candidatos mas conocidos son
las particulas supersimétricas que se comportarian como un fluido frio hecho de parti-
culas. Sin embargo no se han detectado las particulas que predice la teorfa en el LHC
(Large Hadron Collider). El modelo usual de materia oscura presenta dos problemas
y son que el resultado de un colapso gravitacional muestra un perfil de densidad cen-
tral no suave y por otro lado predice la formacion de estructuras pequenas ligadas
gravitacionalmente a las galaxias que no se han observado [4], [17].

Otro de los candidatos alternativos a las WIMP es el modelo de BEC Dark Matter
(Bose-Einstein Condensate) que también aparece en la literatura como SFDM (Scalar
Field Dark Matter) o campo escalar como materia oscura. El modelo propone que
la materia oscura estd conformada por particulas bosoénicas ultraligeras, con masas
en el rango de m ~ 1072! - 10723 eV, para obtener resultados que se ajustan a
las observaciones de galaxias [3]. La idea del condensado de Bose-Einstein es tener
todos los atomos de un gas en su nivel minimo de energfa. La implicacion es que
se puede sustituir el operador que describe el estado de todas las particulas por un
campo clasico, llamado la funcién de onda del condensado. Para realizar este paso, se
requiere que la temperatura sea lo suficientemente baja y que el nimero de dtomos
sea lo suficientemente grande [7].

Para ser un modelo serio como alternativa al ACDM debe de emular sus predic-
ciones correctas y corregir aquellas en las que falla el modelo. Se prob6 que con esta

masa el modelo imita el comportamiento de la expansiéon cosmologica predicha. Se
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ha observado que el modelo recupera los resultados obtenidos por ACDM a grandes
escalas cosmologicas. Sin embargo, se aparta de este modelo a escalas pequenas [4].

El sistema Schrédinger-Poisson, o también llamado Newton-Schrédinger, surge a
partir del limite Newtoniano del sistema Einstein-Klein-Gordon. Este sistema es uti-
lizado ya que de acuerdo al modelo estandar cosmolégico describe la evolucion como
funcién del tiempo del campo escalar para crear estructuras unidas gravitacionalmen-
te, las cuales al enfriarse debido a la expansion del universo pasan a ser descritas por
el sistema Schrodinger-Poisson [4].

Es un sistema de dos ecuaciones, donde la primer ecuaciéon describe el cambio
temporal de la funciéon de onda, mientras la segunda ecuacién contiene informaciéon
del potencial. Dicho sistema es la ecuacion de Gross-Pitaevski para la funcién de onda
y un potencial gravitacional del sistema Gross-Pitaevskii-Poisson (GPP).

La ecuacion de Gross-Pitaevski representa un condensado de Bose-Einstein a tem-
peratura menor que la temperatura critica [7]. Un condensado de Bose-Einstein es
aquel en donde las particulas que constituyen un gas al estado base. Dado el principio
de exclusion de Pauli, dicho estado s6lo puede ser obtenido por particulas bosénicas.

Este sistema GPP no tiene soluciéon exacta conocida, por lo que en este trabajo
en el siguiente capitulo se abordaran los métodos numéricos usados para resolver
este sistema. El modelo de materia oscura bosénica se encuentra en una fase de
pruebas y predicciones. En este trabajo se propone averiguar si es posible determinar
la validez del modelo a escala galactica en la Via Lactea. La idea es la siguiente. Las
soluciones estacionarias del sistema GPP son consideradas nicleos y halos de materia
oscura galactica, son estables y atractores en el tiempo. Sin embargo, oscilan con
frecuencias bien definidas ante perturbaciones. Se estudia aqui la posibilidad de que
mediante el comportamiento de particulas de prueba sea posible determinar si las
oscilaciones corresponden a la de las soluciones estacionarias propuestas como halos,
perturbadas o no. Adicionalmente, estudiando el movimiento de dos particulas de
prueba, sea posible predecir los efectos de las oscilaciones del halo galéctico usando
interferometros terrestres o no.

Los resultados importantes son dos. Primero que las oscilaciones del halo imprimen
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oscilaciones sobre las particulas de prueba que corresponden a las oscilaciones del
halo. Y segundo, que la distancia entre dos particulas de prueba también detecta la
perturbacion debido a la oscilacion del halo. Se determina que no es posible medir
las oscilaciones de la distancia entre dos particulas con los interferémetros terrestres,
pues la frecuencia de oscilacion del halo es muy baja.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el segundo capitulo se resolve-
ré el sistema Newton-Schrédinger. Primeramente sin el término de auto-interaccion,
posteriormente se contaré con este término tomando en cuenta que la soluciéon es es-
féricamente simétrica. En el tercer capitulo se abordara el problema de una particula
de prueba y su posiciéon como funcién del tiempo, después se incluird una segunda
particula a cierta separacion pequena de la primer particula. Asi medir el cambio
entre la distancia de separacion, para obtener resultados que se puedan comparar con

observaciones. En el capitulo 4 se mostraran las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Métodos numéricos

2.1. Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias

Se describira la resolucién de un problema de valores iniciales asociado a ecuaciones
diferenciales ordinarias. El objetivo es calcular una funcion y = y(x) que sea solucion
de una ecuacion diferencial ordinaria en un dominio y que cumpla una condiciéon

inicial. Es decir

dy

X = [Tmin, Tmaz), Dominio. (2.2)
y(xo) = yo. Condicion inicial. (2.3)

Para resolver la ecuacion (2.1) se requiere definir un dominio y una condicién inicial.
Donde X = [Zyin, Tmaz| €s un subconjunto de los reales y y(2,,in) = yo es la condicion
inicial. El método que se ilustra aqui sirve para construir una solucién numeérica en un
dominio discretizado. Para empezar a trabajar con un problema de valores iniciales
es preciso definir una version discreta del problema y trabajar sobre ésta. El primer
paso para construir la solucién es discretizar el dominio.

La version discreta del dominio es un subconjunto del dominio continuo, con la
peculiaridad de que este subconjunto se obtiene al hacer una particiéon del dominio

continuo.
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Se definira de tal manera que para N € Ny j =0,1,...,N, 2; = JAZ + Zppin ¥
donde Az = #mersimin con g = Tpin ¥ TN = Tmae- Ahora que se ha construido el
dominio discreto, los valores de alguna funciéon f sobre el dominio continuo quedan
definidos solamente en los puntos del dominio discreto (z;). Se denotaran dichos
valores por f;.

Ahora se trabajara con la ecuacion (2.1) para construir la version discreta del
problema de valores iniciales. Si se aproxima la derivada en el punto x;_; tomando en
cuenta la igualdad de la ecuacion (2.1) y se usa una version discreta de la derivada

de y con respecto a x se tiene

dy Yi — Yi1

De aqui se obtiene

Vi 2 Yio1 + Avf(zii1,yi1). (2.4)

Que permite calcular y; a partir de la informacion en x;_;. La ecuacion (2.4) define el
método de Euler para la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias. Es importante
notar que se construye la soluciéon de la funcion y en x; a partir del valor de y en x;
y ademas que x; = x;_1 + Ax. Por lo que la solucién se esta obteniendo a partir del
valor de la pendiente en el punto z;_; [11].

Sin embargo, ésta no es la inica manera de construir una soluciéon para y;. No es
necesario hacer la aproximaciéon de la derivada exclusivamente en z;_;. También se
puede tomar en cuenta el valor de la pendiente en x; 1 + %. Al construir esta nueva

version de la aproximacion se obtiene

k1l = f(xi—la yi—l)

Azx k1l
k2 = f(o;1 + — 0 Yi-1 + ?)
k1 + k2
Yi R Yi1 + AJJ—< _5 ) (2.5)

Esta idea se ilustra mejor en las imagenes de la figura 2.1.
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y(z) . y(x) o
O
[ J [ ]
1 1 1 1 1
T T T T T
Ti—1 Ty Ti—1 Ti_1 + % T4
y(x) e
O
[ J
} } }
Ti—1 i1+ % Z;

Figura 2.1: En la imagen superior izquierda se ilustra el método de Euler. En la
imagen superior derecha es el segundo paso que primero requiere la informaciéon del
punto medio. Y la imagen inferior es la comparacion entre ambos métodos.

Pero éstas no son las tinicas maneras de obtener la soluciéon y; en z;. Hay muchas
combinaciones que se pueden hacer para conseguir el valor en y;. La idea de hacer este
proceso se conoce como método de Runge-Kutta. La ecuacién anterior se conoce como
un método de Runge-Kutta de segundo orden y existen distintos métodos Runge-
Kutta de segundo orden por lo que ahora se presentara una manera de obtenerlos. Se

propone

kl = Az f(wi-1,yi-1) (2.6)
k2 = Axf(x;_1 + alAx,y;_1 + Bk1) (2.7)
Yi = Yi—1 + akl + Ok2 (2.8)

donde «, 5, a y b son constantes por determinar. Para determinar las constantes de
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este sistema se calcula la serie de Taylor para y; centrada en z;

Az? Py
2 da?

d
Yi = Yi—1 + A$—y|xi_1 +

. Az?).
dI |$1—1 +O( T )

Sin embargo por la ecuacion (2.1) y sustituyendo la segunda derivada por la ecuacion

(2.1), usando regla de la cadena, se puede reescribir de la siguiente manera

of

Az? [&f
+ f=
dy

Yi=vio1+Axf+ —— | 5=
Ox

5 } + O(Ax?),

donde f esté evaluada en (x;_1,y;—1). Ahora se expande también la ecuacion (2.7) y

se sustituye en la ecuacion (2.8):

0 0
k2 = Ax <f + aAa:a—i + ﬁklﬁ_i ) + O(Ar?), (2.9)
Yi = yio1 + (a + b)Axf + bAz® (ag—i + 62—5) + O(Az?). (2.10)

Comparando los términos con coeficientes iguales, dan el siguiente sistema de ecua-

clones

at+b=1
ozbz1
2

1
6[)_57

por lo que se ha construido el sistema para el método Runge-Kutta de orden 2 [12].
Se puede proceder de manera similar para obtener distintos Runge-Kutta de distintos

ordenes. Para la mayoria de los algoritmos presentados se procedié a utilizar un
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Runge-Kutta de tercer orden. El cual obedece la siguiente secuencia

k?l = Alff(l’i_l,yi_l) (211)
1 1
kg = Al’f(l’ifl + §A£If,yi,1 + §k1) (212)
1 1
k’g = AI’f(I’i_l + §A$,yi—1 + §k52) (213)
1 2 1
Vi =yi-1 + gkt gk + oks. (2.14)

Este algoritmo es ampliamente usado ya que solo usa tres iteraciones y es preciso para

valores lo suficientemente pequeiios del factor £5 [11].

2.1.1. Shooting method

El método de shooting se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
condiciones en la frontera. Es importante notar que no se usa el valor de la derivada

de la solucién en un punto, sino otro punto de la soluciéon. Problemas de la forma

T~ g y=(x) (2,19
X = [zg, zN] Dominio (2.16)
y(xo) =a Condicion de frontera (2.17)
ylen)=0b Condicion de frontera. (2.18)

La idea del método shooting es fijar una condicién de frontera en x = xq. Después
“disparar” distintas trayectorias hasta dar con la otra solucién que cumple y(zy) = b
como se ilustra en la imagen 2.2.

Para el método de shooting se requieren los valores de la funcion deseada en x
y xn. Se procede a resolver el problema de valores iniciales para la ecuacion (2.15)
empezando en x = xy y usando la condiciéon inicial y(xg) = a y se empieza con un
valor arbitrario para y'(zg). Se resuelve el problema de valores iniciales para después
cambiar el valor de y'(z¢) y se realiza el mismo procedimiento hasta que la solucion

en xy sea igual a b con cierta tolerancia, es decir y(zx) = b £ €. Para poder resol-



CAPITULO 2. METODOS NUMERICOS 11

Figura 2.2: Se muestra como el shooting method mantiene una condicién de frontera
fija mientras se resuelve la ecuacion diferencial varias veces hasta dar con la otra
condiciéon de frontera.

ver el problema primero se debe escribir la ecuaciéon (2.15) como un sistema de dos

ecuaciones de primer orden, haciendo % = v. Por lo que la ecuacion (2.15) ahora es

dy
-2J 2.19
dv

. 2.2
=9 (2.20)

La ecuacion (2.19) cumple todas las caracteristicas para ser un problema de valores
iniciales, que ya se indic6 con anterioridad como resolverlos. Sin embargo, para la
ecuacion (2.20) falta el valor inicial de v para poder ser un problema de valores
iniciales. Es por esto que se propone un v(zg) = vy arbitrario y se resuelve el sistema.
A continuacion si no se llega a la condicién de frontera deseada se cambia este vy y
asi sucesivamente hasta que se cumpla la condiciéon |y(xy) — b| = €.

Un buen ejemplo para ilustrar como trabaja el método de Shooting es con la
ecuacion de Helmholtz. Recordando que la ecuacion de Helmholtz se escribe de la

siguiente manera

(+#)o=0 (221)
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la cual se puede sobrescribir como

d2

—¢=—k¢. (2.22)
dx

Es importante ver la ecuacion de esta manera porque el pardmetro que ayudara a
construir la soluciéon es k, cuyo valor se va a cambiar para aproximar la solucién en
. Todo problema que se va a resolver numéricamente, se debe de definir un dominio
discreto en el que se resolvera, en este caso como ejemplo se usara el siguiente dominio
x € [0, 1]. Las condiciones para el shooting van a ser ¢(0) = 0y ¢(1) = 0, por lo que se

procede a reescribir la ecuacion (2.22), como un sistema de dos ecuaciones ordinarias

d$
dv
=K. (2.24)

Se mencion6 que el valor que ayudaria a construir la solucion es k, esto es porque
va estar cambiando el valor de k£ en lugar de v que es la derivada. Como v no va a
estar cambiando, se va a proponer una condicion inicial v(xy) = 1.0. Los resultados
son usando una tolerancia € = 1 x 107® y se muestran en las figuras 2.3 y 2.4 para

k = 0.5y k = —0.5 respectivamente.
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Figura 2.3: Solucion de la ecuacién de Helmholtz con el método de shooting, para
un valor inicial de k = 0.5, v = 1.0 y una tolerancia ¢ = 1 x 1078, terminando con
k = 3.1415.

‘Helmholtz.dat' -

-0.05 |\ . /,
01} \ 4

0.15 | A /

0]

02 , !
2 \ /

03 & L /

0.35 e

Figura 2.4: Solucién a la ecuaciéon de Helmholtz para un valor incial de k = —0.5,
v = —1.0 y una tolerancia € = 1 x 1078, terminando con k = 3.1415.

Como se puede apreciar en las figuras 2.3 y 2.4, ambas soluciones cumplen las

condiciones de frontera en xx con la tolerancia impuesta con €, sin embargo no son
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la misma solucién al comparar la figura 2.3 con la figura 2.4. Esto se debe a que las
condiciones iniciales fueron distintas y esto impact6 en la construccion de la solucion.
Por lo que la solucién obtenida, aunque cumpla con la restriccion en la frontera

dependera de las condiciones iniciales.

2.2. Soluciéon de problemas de valores iniciales aso-
ciados a ecuaciones diferenciales parciales

Un problema de valores iniciales asociado a una ecuacion diferencial parcial se

define como

ou

i f(t,x,u), u=u(x,t) (2.25)
D=XxT, Dominio (2.26)

u(z, to) = uo, Condiciones iniciales (2.27)
U(Tmin, t) = a, Condiciones de frontera (2.28)
U(Tmaz,t) = b Condiciones de frontera (2.29)

donde hay una ecuacién diferencial parcial involucrada y una variable u que depende
del espacio y del tiempo. El dominio es D = X x T donde X = [Tumin, Tmaz| ¥
T = [to, tn)].

Para empezar a trabajar con este problema es necesario definir de nuevo un do-
minio discreto, con la diferencia de que ahora sera para dos variables, comparando
con la seccién anterior que era para una variable en el dominio. Por lo que se requiere
hacer una nueva malla.

La malla se define por z; = jAz para j = 0,...,N,, donde Az = S
Analogamente se realiza para la parte temporal de la siguiente manera t* = kAt
para k =0, ..., N; enteros y At = % Los valores x,,in V £mae delimitan el dominio

espacial, mientras que tq y t,, hacen lo propio para delimitar el dominio temporal. Se

puede apreciar el concepto en la figura 2.5.
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I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
Lo bl v __t__]
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| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
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| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
I R SO O N S N B AR
[} ] ] ] I ] } [} ] [}
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I
Condiciones de f--=---+->=--+---l---i--"=xd---t--2 Condiciones de
frontera ! | ! ! ! ! ! } ! ' frontera

Q== B e e e -7
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |

1 1 1 1 1 1 1 1 1

t=0 Condiciones
Lmin iniciales Tmaz

Figura 2.5: Version discreta del problema de valores iniciales. Se tiene la condicion
inicial en t = 0 y las de frontera en x,,;;, ¥ Tmae €n el dominio tanto espacial como
temporal discretizados.

Una vez definido el dominio discreto se puede abordar el problema de solucionar
el problema de valores iniciales asociados a una ecuacion diferencial parcial. Como se
menciond, al definir el dominio se debe aproximar a su vez las ecuaciones. Es decir, el
operador diferencial ahora va a actuar sobre una funcién definida en una malla, por
lo cual se debe definir una version discreta del operador. Una de las condiciones a
cumplir es que f, la version continua, sea bien portada para que tenga una expansion

en Serie de Taylor.

2.2.1. Meétodo de Lineas

Para utilizar este método es necesario realizar versiones discretas para los opera-
dores diferenciales involucrados en la ecuacion diferencial parcial. A continuacién se
vera como se construye una derivada de primer orden. Dada una funcién f, se puede
aproximar el valor de la funciéon en un punto por medio de expansiones en serie de
Taylor. El nimero de puntos cercanos a z; y el orden en el que se decida truncar

la aproximacion determinaran el orden del error de la aproximaciéon. Este error se
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presenta ya que se aproxima la serie de Taylor en lugar de usar la féormula exacta. El

valor de f en los puntos vecinos a z; es:

f(wjm) = fla) — Awf'(a;) + ATxf”(l“j) +O0(Az?), (2.30)
(o) = F(a), (2.31)
Flagen) = Fla) + AT () + S () + O(Aa). (2.32)

Con estas tres ecuaciones se puede despejar la primer derivada respecto a = en z;,
al restar la primera ecuacién a la tercera expresion y dividiendo entre 2Ax, con un

error de segundo orden

Py = )T o) (2.33)

Esta aproximacion utiliza valores de la funcion antes y después del punto x; por
lo cual se dice que es una aproximacion centrada [10]. También si Az tiende a 0,
entonces se obtiene la definciéon de derivada como en Calculo de una variable. Para
calcular derivadas con mayor orden de precision es necesario truncar la serie de Taylor
en o6rdenes mas grandes y buscar una combinacién lineal de éstas para encontrar la
derivada requerida.

También se puede calcular la segunda derivada en z;. Se procede de manera simi-
lar, haciendo una expansion en series de Taylor, con diferencia de que ahora se busca
una combinacion lineal para aislar la segunda derivada. Procediendo de manera simi-
lar se puede obtener la segunda derivada y también el orden del error. Al sumar la
primera y tercera expresion, restar dos veces la segunda expresion y dividiendo entre

Az?
f(@jra) = 2f(x)) + f(x;-1)

A + O(Az?). (2.34)

f(xy) =

Con esto se puede conseguir aproximaciones de operadores diferenciales del orden
que se requiera, con el requisito sobre la funcién de tener una expansion en series de
Taylor.

Una vez obtenidos los operadores diferenciales se resuelve las ecuaciones diferen-
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ciales parciales con el método de lineas. Suponiendo que la ecuaciéon es de la forma

aof of of

— —_— — pum— 2-
g(l’7f’ 8t7ax7a$/ 07 ( 35)

donde f = f(x,t), con ciertas condiciones iniciales, en un dominio dado y con condi-

ciones de frontera. Si dicha ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera

af aof of
— =rhs|a, f,—,=— 2.36
ot ( I oz’ ox' (2.36)

donde rhs significa la parte derecha de la derivada de f con respecto del tiempo
[10]. Basta con escribir estos operadores en su version para un dominio discreto, con
lo cual se obtiene ecuaciones diferenciales ordinarias para f en cada x; en el dominio
discreto que a su vez se utilizan para construir a f en el tiempo t"! a partir de f en

el tiempo t". Este método se conoce como el método de lineas.

2.2.2. Aplicacién a la ecuacién de Schrodinger

Ahora un problema de valores iniciales para una ecuacién diferencial parcial. Para

ello se trabajara con la ecuaciéon de Schrédinger

. h?
ih—1 = [—% Vel +V} 1, (2.37)

con condiciones de frontera ¥(Zmin,t) = a, Y(Tmaez,t) = by condiciones iniciales
¥(x,0) = o(z) y donde V' es un potencial, a y b son constantes. Se resolvera en

unidades atomicas, en las que se realiza una transformacion de las constantes A = 1
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y m = 1. Entonces el problema de valores iniciales es el siguiente

i% — {v - %2} Y (2.38)

D =7 € [Tpmin, Tmaz) X t € [0, 1,] (2.39)

¥(@,0) = tho(x) (2.40)
Y(Lomin, 0) = a (2.41)
Y(Tmaz, 0) = b. (2.42)

Ya que v es una funcién compleja se separa a 1) en su parte real y su parte imaginaria.
Se propone al potencial como una funcion real. Al realizar la separacion de 1) se puede
separar a su vez la ecuacion de Schrodinger en su parte real y su parte imaginaria,

que resulta de la siguiente manera

2 2
- —%@b] + V’Qb] 5 % = v ’QZ)R — VdJR (243)

r v
ot~ 2

ot

donde v = g +11; con Yr v 1; € R. La evolucion de datos consiste en usar la infor-
macién en los tiempos anteriores para poder calcular la funcién deseada en tiempos
siguientes. Una vez discretizados los operadores diferenciales, se puede escribir una

forma semidiscreta de estas ecuaciones

Mg (@) — 290(x;) + Yr(x)

o |, AL +Vr(j) + O(Az?), (2.44)
0 ) =2 : a
% . - Lultin) ZJZ(Z;) tonlam) Vr(j) + O(Az?). (2.45)

Se utiliz6 la version en una dimension del sistema de ecuaciones para ejemplificar
mejor. Ahora se requiere de un integrador de ecuaciones diferenciales ordinarias para
evolucionar datos de un tiempo a otro. Para la integracion se utilizara el método de

Runge-Kutta de orden 3.
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2.3. Pruebas

2.3.1. Prueba en la soluciéon de la ecuaciéon de Schrodinger
Solucién exacta para la particula en una caja

Se trabajara primeramente con el ejemplo de una particula atrapada en una caja
sin potencial. Este problema tiene solucion exacta, la cual se expondra a continuacion
y al compararlas esto permitira verificar si el resolvedor numérico funciona correcta-

mente. Se empezara por trabajar con la ecuacion de Schrodinger

0 102
) = ———— 2.4
it = =557+ Vi, (2.46)
para un potencial de caja
0 ze€(0,a
V(z) = (0.0) (2.47)
ooz ¢(0,a),

con condiciones de frontera ¥ (0,t) = 0 y 9(a,t) = 0, donde a es el punto donde
termina la caja. Para resolver el problema se propondra que v (z,t) se puede escribir
como la multiplicacion de dos funciones, es decir ¥(z,t) = f(x)g(t), por lo que la

ecuacion (2.52) se transforma en

9, 1 9?

i @)g(t) = 55— @) (t).

Ahora se divide entre f(x)g(t), para separar la parte temporal de la espacial

it 0 1

82
Mag(?ﬁ) = —%wf(m)

Para que la igualdad sea posible, al ser funciones que dependen de variables indepen-
dientes, deben ser constantes por lo que se iguala a una constante. Dicha constante

es F, la energia, dando como resultado un sistema de ecuaciones, uno para la parte
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espacial y otro para la temporal que resulta

i gl1) = o(1)E
1 0?
397 () = f(2)E.

Para la parte temporal la solucion de g(t) es
g(t) = Ae™™",
mientras que para la parte espacial la solucién es
f(z) = Be' 2Bz | (1p=iV2ET,

Para calcular las constantes se debe recurrir a las condiciones de frontera. Se requiere

que f(0) =0 = f(a), por lo que se puede calcular los valores de las constantes B y

C.

f(O) — Be(zx/ﬁ)o + Ce—(i\/ﬁ)o -0

f0O)=C+B
C+B=0
C=-B

Ahora, la segunda condicién de frontera implica

f(a) _ B(ei(\/ﬁ)a . 6—i(\/ﬁ)a)

f(a) = 2Bsin(v2Ea)
0 = sin(V2Ea)
V2Ea=nr n=12,..
VoE ="

a
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Por lo que la parte espacial y temporal tienen la siguiente forma.

flx) = Bsin(%m)

g(t) = Ae "t

Como la solucion es para ¥(z,t) = f(x)g(t), tanto B como A se pueden englobar en

una constante unica A’. Ahora para la ultima constante basta usar la condicion de

normalizacién
/ dzyp™p =1
/ dx (A'e’iElt Sin(ﬂl'))* (A’e’iEt sin(ma:)> =
0 a a

/Oa dx|A'|? sin? (%m) =

asin(™x)]**
|A’|2 f_# —1=
2 Amn 20
AP =1=
a=/2
-

Con esto ya se tiene la solucion exacta para

W(x,t) = \/gsin (%x) e B (2.48)

que usaremos para calibrar la soluciéon numeérica.

Solucién numeérica para una particula en una caja de una dimensiéon

Para comenzar se debe definir el dominio espacial x € [0, 1]. Entonces la ecuacion
en este dominio es de la siguiente forma

0 1 92

i = _5@% (2.49)
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que es el caso de la ecuacion (2.47) para V = 0, lo cual se cumple en el dominio

x € [0, 1], dando el siguiente sistema a resolver

8¢R _ 1 0 8w1 . 1 02
ot~ 202 0 o T aaptm (2.50)

Ahora falta implementar las condiciones de frontera que cumple este problema, la
funcion se debera de anular en los extremos. Es decir ¢(0,t) = 0 y ¢(1,t) = 0. Para
las condiciones iniciales a tiempo ¢y, = 0 usaremos la solucion exacta (2.48), entonces

la parte real como imaginaria deben de cumplir las siguientes condiciones

Y = V2sin(n)
Yr =0,

donde n es el nivel de energia que se desea para la funcion. Con todo esto se puede
resolver la ecuacion de Schrodinger para una particula en una caja y en una dimension

al ser un problema de valores iniciales.

1.5

T
Particula en una caja

0.5

-0.5

1.5 1 [l 1 1

Figura 2.6: Parte real de la funcién de onda a distintos tiempos. Hasta llegar al tiempo
t = 7.5 y para el nivel base de energia.
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1.5

T
Particula en una caja

0.5

215 1 [l 1 1
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.7: Solucién exacta de la parte real de la funciéon de onda a distintos tiempos.
Hasta llegar al tiempo ¢ = 7.5 y para el nivel base de energia.

1.6

IiDensidad

0 I i I I
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 X

Figura 2.8: Densidad de probabilidad |¢g|? + |1;|*> en varios tiempos hasta llegar al
tiempo t = 7.5. Verificando que se mantiene independiente del tiempo.
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215 1 [l 1 1
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.9: Parte real de la funcién de onda con n = 2 y a distintos tiempos hasta
llegar a t = 7.5.

1.5

0.5

215 1 [l 1 1
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.10: Solucién exacta de la parte real de la funciéon de onda con n = 2 y a
distintos tiempos hasta llegar a t = 7.5.
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1.6

IDerasidad

Figura 2.11: Densidad de la funciéon de onda en varios tiempos hasta el tiempo t = 7.5.
La cual se mantiene independiente en el tiempo.

En las figuras 2.6, 2.8, 2.9 y 2.11 se muestra la parte real de la solucién numérica
paran = 1 y n = 2, algo similar resulta con la parte imaginaria. Ademés en las
figuras 2.7 y 2.10 se muestran la soluciéon exacta paran =1y n = 2. Un buen indicio
sobre la soluciéon numérica es que la densidad de probabilidad para ambos casos es
independiente del tiempo como se infiere de la soluciéon exacta y de que el problema
es estacionario. A pesar de que la solucién tenga la forma de la solucion exacta, hay

siempre un error numérico. Por lo que se definira el error como

error = |Re(1.) — Re(,)]. (2.51)

Donde Re(1).) es la parte real de la solucion exacta, mientras que Re(1),) la parte real

de la soluciéon numérica. A continuacion se verifica la convergencia de estas soluciones.
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0.002 -

0.001

-0.001 |~

-0.002 -

-0.003

-0.004 |

-0.005 .
0

200 ——
400
100

Figura 2.12: Calculo del error u tilizando la norma L, a distintas resoluciones. Para

N =100, N =200 y N = 400

14

/\
12

0.6 |- f II'.

\

|

[
\

0.2 /‘_J \

Fourier

Figura 2.13: Calculo de la transformada de Fourier del valor central de la parte real

de la funciéon de onda como funciéon del tiempo, hasta ¢ = 18.1.

26
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1.0000000000001 T T

1n%egra| de la densidad de ptc‘lbabihdaé S——

1.0000000000000

0.9999999999999

0.9999999999998

0.9999999999997

0.9999999999996

0.9999999999995

0.9999999999994

0.9999999999993

0.9999999999992 - L - - L L 1 L

Figura 2.14: Valor de la integral de la densidad de probabilidad como funcién del
tiempo hasta t = 18.1

En la figura 2.12 se observa cémo al utilizar una mayor resolucién, especificamente
el doble de puntos en el dominio, el error disminuye con un factor de 4. Esto indica
que la solucion converge con orden 2. Se utilizaron resoluciones para la malla de 100,
200 y 400 puntos respectivamente. Mientras que también en la figura 2.13 al utilizar
una transformada de Fourier se verifico que la frecuencia con la que oscila la funcion
de onda coincide con la de la solucién exacta, da un buen indicio de la validez de
la solucion. Finalmente el hecho de que en la figura 2.14 la integral de la densidad
de probabilidad sea muy cercana a 1 lo cual es importante para validar la solucion

numérica, esto indica que la evolucién es unitaria.

Solucién exacta para una particula en una caja en tres dimensiones

Se resolvera ahora el mismo problema pero para el caso de tres dimensiones espa-

ciales, donde la ecuaciéon es ahora

0 1
za@b =3 2+ Va, (2.52)
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28
donde el potencial es de la siguiente manera

0 0<z<[,0<y<[,0<2<]I
Viz,y,z) =

oo en otro caso,

(2.53)
que corresponde a un cubo de lado [. También es necesario definir nuevas condiciones
de frontera. Las cuales son ¢(0,y,2) = 0 = ¢¥(l,y,2) = 0, ¥(x,0,2) = 0 = ¢(x,1, 2)

y ¥(x,y,0) =0 =1(x,y,1). De modo similar al problema unidimencional se procede
utilizando separaciéon de variables.

i o o,
mag(t):—%«(ﬁ Vo),

dando como resultado el siguiente sistema

2 g(t) = (1)

5 V2 1) = f)E.

Para la parte temporal la solucion es

g(t) = Ae """,

(2.54)

mientras que para la parte espacial y con su debida normalizacion

flz,y,2) = \/gsin (nxlﬂx> sin (nylﬂy> sin (nzlﬂz> . (2.55)

Con ng, ny y n, > 0y enteros. Por lo que la solucion exacta es

8 x
Y(z,y, 2,t) = sin (n ke

S () () ()

[

(2.56)

donde la energia E es

(2.57)
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Solucién numérica para una particula en una caja en tres dimensiones

Para la soluciéon numérica del problema se empezara por definir el dominio, el cual

serd el cubo unitario. En el cual el potencial es 0, dando el siguiente sistema

51/13 o _1 2
SE (258)
oy 1,

B 9 V" g (2.59)

Al ya haber establecido las condiciones de frontera del problema sélo falta esta-
blecer las condiciones iniciales. Para el tiempo ¢ty = 0 se usara la soluciéon exacta al

tiempo ¢ = 0 las condiciones son las siguientes

Yr = V8sin (nymz) sin (n,my) sin (n,7z) (2.60)

Yr =0, (2.61)

donde n,,n, y n, son los nimeros cuénticos. Con esto se puede resolver el problema
de valores iniciales. Ahora se mostrara la solucién para n, = 3, n, = 3 y n, = 3. Para
definir el dominio tridimensional se utilizo = € [0,1], y € [0,1] y z € [0, 1], donde la

malla serd x; = jAz, yp = kAy y 2 = [Az.



CAPITULO 2. METODOS NUMERICOS 30

— ) Atiempo tmd ——
A, po

L' 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Parat =10 como funcién del tiempo
Figura 2.15: Proyeccion de la parte real de la funcion de onda a lo largo del eje x. A

la izquierda se muestra la condicion inicial. A la derecha se muestra la parte real de
la funcién de onda a distintos valores del tiempo hasta ¢t = 6.

En tiempo t=0 En tiempo t=f

G b O e o
G b O e o

Parat =10 como funcién del tiempo

Figura 2.16: Proyeccion de la parte real de la funciéon de onda en el plano zy. A la
izquierda se presenta la condicién inicial. A la derecha se muestra la parte real de la
funciéon de onda a distintos valores del tiempo hasta t = 6.
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idad

Densidad

ORNWaEN® @
w - w @ -~

w

[

Figura 2.17: A la izquierda se muestra la proyeccion de la densidad en el plano xy
como funcion del tiempo. A la derecha la proyeccion en el eje x de la densidad de la
funcién de onda como funciéon del tiempo.

Para las figuras 2.15, 2.16 y 2.17 las proyecciones que se mencionan se realiza-
ron al tomar valores de la funciéon de la siguiente manera: ¥r = ¥g(1, J, %) para la
proyeccion en el plano xy y ¥r = ¥g(i, %, %) siendo la proyeccion en el eje x con
t=0,1,..,N, vy 5 =0,1,..., N,. Es importante notar en la figura 2.17 cémo la den-
sidad de probabilidad se mantiene independiente del tiempo en ambas proyecciones.
Caracteristica importante al tratarse de una solucién estacionaria. Ahora se presen-
tara la integral de la densidad de probabilidad en la figura 2.18, la cual permanece

cercana a 1 como funcién del tiempo, dando una buena prueba sobre la unitariedad

de la solucién.
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Figura 2.18: Valor de la integral de la densidad de probabilidad N = [ |¢|*d*z como
funciéon del tiempo hasta ¢ = 6.

Solucién exacta para una particula en un oscilador arménico de una di-

mension

El segundo caso de prueba es el oscilador armoénico cuéntico, el cual tiene por

o 52 . .
hamiltoniano H = £~ + imw?2?, y se quiere resolver

- oY(x,t
Hip(z,t) = 2@ (2.62)
ot
Nuevamente el sistema tiene soluciones estacionarias y se propone que 1 se puede
escribir de la forma: i (z,t) = f(x)g(t), es decir que se procede por el método de
separacion de variables, con lo cual la ecuacion (2.62) queda de la siguiente forma:

9, 1 9?

o F(@)g(1) = =525 f(@)glt) + Gma )g 0). (2.63)

2

Se busca separar la parte temporal de la espacial por lo que basta dividir la ecuaciéon

por f(z)g(t). Dando una nueva ecuacion de la forma
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0 1 0 1
a0 = ~ g g @)+ gt

Para que estas condiciones se cumplan, al ser funciones independientes, se debe igualar
el sistema a una constante E. Por lo que resulta un sistema de dos ecuaciones:
1—g(t) = Eg(t
= g(t) = Eg()
1 02

552 @+ %mwz:ﬁf(iﬁ) = Ef(x).

Para la parte temporal ya se habia solucionado una ecuaciéon del mismo tipo ya
se conoce la solucién y no es necesario volverla a escribir. Lo que importa ahora
es resolver la parte espacial. Para la cual se va a utilizar la notaciéon de Dirac. Se

empezard por definir operadores para X y para P

H="2(X+P). (2.65)

Es importante mencionar que la definicién para X y P conserva las dimensiones. Aho-
ra se definirdn dos nuevos operadores utilizando X y P, conocidos como el operador

de craciéon y operacion de aniquilacion respectivamente

1

Q= —2(X+u5),
. 1 . .
f=—(X—iP)
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Ahora se introduciré el operador de ntimero

~ ~

N =dfa.

Al hacer uso de estos operadores se puede ver que la ecuacion (2.65) se puede escribir

como

() = hofn + 3). (2.66)

Utilizando la ecuaciéon anterior y sabiendo que

N[y) = n|y),

Se obtiene que

H[Y) = hw <n + %) ). (2.67)

Para calcular el estado base se debe cumplir aliy) = 0, ya que aln) = y/njn — 1).

Usando la definicion del operador a asi como la ecuacion (2.65) se tiene

% {@x + i\/ﬁp} ) = 0. (2.68)

A continuacion se utiliza la representacion |z) para obtener:

mw d
(Tx + @) o = 0. (2.69)

Por lo tanto basta con solucionar una ecuaciéon diferencial de primer orden. La solu-

cion general es de la siguiente forma

mw .2
h(L'

o=

o(x) = Ce™ (2.70)

Para calcular la constante C', basta con normalizar la funcion.
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/ dxygipg =1
1mw, .2

/ dr(Ce 2 H7) (Cem257") = 1

/ dxC?e """ = 1

CQ\/%—1:>
- (%)’

Al tener el estado base basta utilizar los operadores que anteriormente se intro-

dujeron para calcular el resto de los estados

) = ¢—1n_!<a*>wo>. (2.71)

Por lo que se puede calcular el valor de v,,:

() = [ L nr () [W _ ire%mﬁ“w? (2.72)

2nn! mw Th h dx
Recordando que los polinomios de Hermite son de la forma

2 dn 2
H,=(-1)"¢""—e™", (2.73)

dx™

conocida como la férmula de Rodrigues, se puede probar usando recursion y las re-
laciones de recurrencia de los polinomios de Hermite que se pueden escribir de la

siguiente manera
H,(x)=(2x——] . 2.74

Con lo cual la solucién para 1, seria:

112 b emes
o [ ) e () am

Teniendo asi la funcién de onda para el estado n [8]. Esta solucion se utilizara para
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validar el codigo que se usa para calcular las soluciones numeéricas.

Solucién numeérica para una particula en un oscilador arménico para una

dimensién

Se procede de la misma manera que la particula atrapada en una caja sin potencial.
Es decir se propone una separaciéon para la ecuaciéon en su parte real y su parte
imaginaria, también se trabajard en unidades atémicas. Separando la parte real y
la imaginaria de la funcién de onda ¥ = g + i)y queda el siguiente sistema de

ecuaciones

oY 1 9? 1 oY 102 1
—(%R = —5@% + §$21/11 a_tl = 5@%2 - §$2¢R- (2.76)
Como en casos anteriores también falta definir el dominio el cual sera x € [—10, 10].

Las condiciones iniciales del sistema seran

1 [(1\% .2
Yr(z,0) = Vo (%> e 2 H,(x) (2.77)
Yr(z,0) = 0. (2.78)

Al ya tener las condiciones iniciales y el dominio, s6lo bastan las condiciones de

frontera las cuales son

w(=10,t) =0 (10,t) = 0. (2.79)

Teniendo asi todo para resolver el problema numéricamente, a continuacion se
adjuntaran los resultados obtenidos para un nivel de energia igual a 2, en un tiempo
t = 7.68 y de la parte real de ¥ en la figura 2.19. En la figura 2.23 se muestra la

solucion exacta de la parte real.
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Parte real

Parte real

0.2

0.2 \ | |

D4 o

0.6

0.8 - - - 0.8

Figura 2.19: A la izquierda, parte real de la ecuaciéon de onda a tiempo inicial. A la
derecha, parte real de la ecuaciéon de onda en distintos tiempos hasta ¢ = 47.5.

08

Parte real

0.8

Figura 2.20: Solucién exacta de la parte real de la ecuaciéon de onda en distintos
tiempos hasta t = 47.5.

En la figura 2.21 se muestra el grafico para la integral de la densidad como funcion
del tiempo hasta ¢t = 7.68. A su vez la densidad de probabilidad como funcién del
tiempo. La cual se mantiene constante en el tiempo, algo importante para verificar

la soluciéon numérica ya que para la soluciéon exacta la densidad de probabilidad no

depende del tiempo.
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Densidad,

Figura 2.21: A la izquierda, valor de la integral de densidad como funcién del tiempo.
A la derecha, valor de la densidad de probabilidad para n = 2 en varios tiempos. Es
importante notar que ambas se quedan constantes en el tiempo.

En la figura 2.21 se muestra que el valor de la integral se mantiene en 1. Algo a

notar es que los valores eran tan cercanos a 1 que el graficador los interpretaba como

1 como se ve en la imagen. Por lo que es un buen indicio de la solucién. Se muestra

en la figura 2.22 el error de ¥ i a distintas resoluciones para N = 1000 y N = 2000.

-0.002 |-
-0.003 -
-0.004

-0.005 i 1 1 i
0

0.004

0.003 -
0.002 -

0.001 |- L
f |
I

\/

'
\ W
FLid
' |: |

-0.001 | S A | )

I'.__ |II-|I| .!l ..{I J

'Il Iln || ll. 'Ill

" N=1000 f—o
N=2000 |

50

Figura 2.22: Valores del error como funciéon del tiempo hasta ¢t = 47.5 y para resolu-
ciones de la malla N = 1000, N = 2000.

En la figura 2.22 se aprecia que al duplicar el niimero de puntos del dominio el

error disminuye en un factor de 4. Lo cual indica la convergencia de la solucién con
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orden 2.

Solucién exacta para una particula en un oscilador armoénico en tres di-

mensiones

Como anteriormente se hizo, se puede resolver este problema en 3 dimensiones.

Con lo que la ecuacion (2.62) se escribe

0 __1 2 L oo/ 2 2
za@z)_ 5V ¢+§w (2° +y° + 2°) . (2.80)

Esta ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera

9. 1 & & Looga, 2, 2
Zaw—‘§<@§+aﬁ+éﬁ)w+§”C”+y+¢)v (281)

Con esto el Hamiltoniano H se puede escribir de la forma H = H, + H, + Hz. Para

P o1

H, = 7$ + §w2x2
P? 1

y= Ty
P2 1

H, = 7Z + §w222.

La solucion para la ecuacion (2.80) se puede obtener al resolver para H,, H, y H.,

cuyas soluciones son las del oscilador unidimensional. Asi

¢nz,ny,nz = wnz (‘/E)wny (y>¢nz (Z)J (282)
para 1 dados por la ecuacion (2.75) [8]. Teniendo asi la solucion exacta.

Solucién numérica para una particula en un oscilador armoénico en tres

dimensiones

Para la solucion numérica se definira el dominio primero. Sea D = [—10, 10] x

[—10,10] x [—10, 10]. Se procede a separar la ecuacién como en los casos anteriores
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en su parte real e imaginaria. Obteniendo de esta manera el siguiente sistema de

ecuaciones

opp 1 1
o =Vt (Pt ) (289
oY 1 1

5 =3 V2 — 3 (932 + 2 + 22) UR. (2.84)

Teniendo como condiciones iniciales

Yr(r,y,2,0) = ( ) e, (2.85)

1
\/ﬁ32”r+ny+"2nw!ny!nz!
wl('r7y7270) =0 (286>

Donde H,, son los polinomios de Hermite y n,, n, y n. los niveles de energia. Con
todo esto se tienen los ingredientes para resolver el problema. Se muestran en las
figuras 2.23, 2.24, 2.25 y 2.26 los resultados obtenidos para n, = 4, n, = 0, n, =0

hasta un tiempo ¢ = 10.

Proyeccion en el eje x a t=0, Proyeccion a t=10.80

Figura 2.23: Proyecciones de la parte real de la funciéon de onda en el eje x. A la
izquierda se presenta la condiciéon inicial del problema para ¢t = 0. A la derecha se
presenta en distintos tiempos hasta ¢ = 10.
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Proyeccion en x y y a t=0 Proyeccion en x y x a t=10.80

100
B8O
60
40
20

-0
40

Parat =10 Para varios tiempos
Figura 2.24: Proyecciones de la parte real de la funcién de onda en el plano zy. En

la imagen de la izquierda se tiene a tiempo inicial. A la derecha es en varios tiempos
hasta t = 10.

Densidad en el plano xy Densidad en el plano xy

Figura 2.25: A la izquierda, proyecciéon en el plano xy de la densidad en distintos
tiempos hasta t = 10. A la derecha misma proyeccion en el plano xy de la densidad
en distintos tiempos pero con distinta vista para mejor apreciacion.
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B000

Figura 2.26: Imagen de la densidad de probabilidad proyectada en el eje x en distintos
tiempos.

Para las figuras 2.23, 2.24,2.25 y 2.26 se utiliz6 las proyecciones como en el caso
de una particula en una caja. Es decir g = g(i, j, %) para la proyeccion en el
plano zy y ¢¥r = ¢¥g(i, %, %) siendo la proyeccion en el eje x con ¢ = 0,1,..., N, y
Jj=0,1,...,N,. Tanto en la figura 2.25 como en la figura 2.26 se observa como, aunque
sean imagenes de la densidad en varios tiempos, se mantiene independiente del tiempo.
Tanto para la proyeccién en x como para el plano zy se cumple, algo importante puesto
que para la solucién continua esto es una caracteristica de la densidad. En la figura

2.27 se muestra la grafica de la integral de la densidad de probabilidad como funciéon

del tiempo hasta t = 10.

Integral de la densidad de probabilidad =+

1.0008 |

1.0006 |-

1.0004 |

1.0002 |-

0.9994

0.9992 |

0.999
[] 2 4 B 8 10

Figura 2.27: Integral de la densidad de probabilidad de la funcién de onda como
funcion del tiempo.

Se constata en la figura 2.27 que el valor de la integral de la densidad se mantiene

en 1 como funcién del tiempo, siendo lo esperado para la solucion. Con esto ya se
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han mostrado las herramientas numéricas necesarias para afrontar el sistema Newton-

Schrédinger y se ha visto que son confiables dichas herramientas.



Capitulo 3

Sistema de Newton-Schrodinger

En el régimen Newtoniano las ecuaciones de Einstein-Klein-Gordon se reducen al
sistema Schrodinger-Poisson. A su vez, las configuraciones de equilibrio se reducen al
sistema Schrodinger-Poisson y pueden ser tan masivas como los halos galécticos si la
masa del boson es muy ligera [5]. Un halo galactico es una concentracion de materia
que se distribuye no solamente en la region de las galaxias que contienen estrellas,
sino hasta varias veces el tamano de la galaxia, por esto es que la materia oscura es
la componente dominante de materia que explica la dindmica galactica.

La razon para considerar el régimen Newtoniano de las ecuaciones es que las gala-
xias no son un sistema de campo gravitacional fuerte, ni sus componentes se desplazan
a velocidades relativistas. Una vez que una fluctuacion de materia oscura evoluciona
separada de la expansion cosmica, el colapso y evolucion posteriores se describen bien
por la dindmica Newtoniana, ya sea con este candidato de materia oscura o cualquier

otro. Las ecuaciones del sistema Schrodinger-Poisson son las siguientes

L O R, 4h? .,

N 1
th, 5 Vo U+ — =Y ¥ (3.1)
VAU = 4nGm|y)?, (3.2)

donde U es el potencial gravitacional generado por la materia oscura constituida por

bosones, m es la masa del boson y ¢ es la funciéon que describe la dindmica de los

44
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bosones. En la interpretacion colectiva en la que i no representa una particula sino
un ensamble de bosones, la ecuaciéon (3.1) no es la ecuacion de Schrodinger para una
particula, sino la ecuacion de Gross-Pitaevskii, la cual describe un sistema de bosones

todos en su estado base, es decir, en un estado de condensado de Bose-Einstein.

Usando el siguiente cambio de variables * — %z, y — Ty, 2 — 52, ¢ —

2
mc
h h ta

h

2

A— 2mG

A y la funcion de onda U — #U , donde m es la masa del bosén ultraligero

[3] v asi deshacernos de las constantes, el sistema anterior se puede escribir como

Oy |1, 9
za_ 2v +U + A|Y|*| ¥ (3.3)

VU =l (3.4)

donde el término Alt)|?1) corresponde al de las auto-interacciones entre los bosones.
El sistema (3.3) y (3.4) es el que se resolvera numéricamente en el resto del trabajo
al no contar con solucién exacta conocida.

Suponiendo que el sistema tiene simetria esférica, es decir ¢» = ¥(r,t) y U =
U(r,t), y que la dependencia temporal de la funcién de onda es armonica, o sea
P = e™'o(r), el sistema se convierte en un problema de eigenvalores. Se obtiene lo

siguiente
[ =" = o(r)™.
Sustituyendo en la ecuacion (3.4)

VQU = |1/}|2 = ¢(T>27 =
U=U(r)

por lo cual, el potencial no va a depender del tiempo [1]|. Al tener simetria esférica se

tienen que reescribir las ecuaciones (3.3) y (3.4). Basta con escribir el operador 172
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en coordenadas esféricas.

Por lo tanto para la configuracion esférica el sistema de ecuaciones en coordenadas

esféricas es

[ %(d_ d)wmﬁ]w (3.5)

P2U d
2U 42, (3.6)

dr2 rdr

Con esto ya se obtiene el sistema a resolver. Por otra parte las ecuaciones (3.1) y (3.2)

obedecen simetrias de escalamiento dadas por

t— A2t (3.7)
r— AT (3.8)
U — \U* (3.9)
v = N2p* (3.10)
A — A2 (3.11)

donde A es un parametro arbitrario. Al sustituir en las ecuaciones (3.5) y (3.6) se

obtiene
O (\2y) 1 92 2 B , ORI B
_— —_— * A* * *
"o (32t 2 \ o (A1) + A1 9 (A1) F AU+ AN AT
9* (\2U* 2 0 (NU*
( >2 + — ( — ) — ’A2w*’2.
O(A~1r)? ATl 9 (A1)
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Usando las formulas de la regla de la cadena se tiene

a(A2¢*)_ 1 8(2_; 2 6 277% —2A%[\2,/,%|2 *
ZT— —5 F+)\_27’*8T* +/\U +)\ A|)\'¢‘ Ip

92(N2U*
POy g0

. 2 %2
A2 +)\—27‘* or* = W

Al ser A un parametro puede salir de las derivadas

28(1/)*) — |:_1 (8_2 +Ei) +U*+A*|¢*|2:| 1/}*

ot* 2 \Or*2  rxOr*
92 (N2U*)  2X20 (U™
R SR S ) WA S Y
a/’a*2 7,.* a,r,* ‘w ‘
Obteniendo

ot 1 0? 2 0
! o 2 \Or*2  rxOr*
*U* 29U~ )

= |[¢*]2.

or<2 — r* Or*

) +U*+A*|1/J*|2:| ¢*

Esto quiere decir que se obtiene el mismo sistema para las variables y funciones
originales t*,7*,U*, A* y {p*que para las variables y funciones originales de t, r, U, A y
1, por lo que una vez que se haya encontrado una solucion al sistema de Schrodinger-
Newton, hay un conjunto de soluciones relacionadas por una transformacion de escala
[2].

Al estar trabajando con el limite Newtoniano se pueden estimar los valores de

expectacion de cantidades fisicas, donde los valores de expectacion son los siguientes

K = —% /w* AVARTL AR (3.12)
W= —% /¢*U1/zd3x (3.13)
I= /A|¢|4d3x (3.14)

para la energia cinética, la energia gravitacional y la energia de auto-interaccion res-



CAPITULO 3. SISTEMA DE NEWTON-SCHRODINGER 48

pectivamente. La energia total del sistema viene dada por E = K + W + I. Una de
las relaciones méas importantes que se tiene que cumplir es la relacion del teorema
de virializacion 2K + W + 31 = 0. Dicho teorema relaciona la energia cinética de un

sistema con su energia potencial y la energia de autointeraccion [3].

3.1. Solucién numeérica

3.1.1. Configuraciones de equilibrio

Para solucionar el sistema Schrodinger-Poisson, se requiere elegir una funciéon
a tiempo inicial que después empieza a evolucionar. El caso que interesa es el de
una configuracion de equilibrio del sistema Schrodinger-Poisson. Estas son soluciones
esféricamente simétricas estacionarias, cuya construcciéon supone simetria esférica y
una dependencia temporal del tipo 1 = e™!¢(r). Se imponen ademéas condiciones
de regularidad en el origen con un valor central de la funcion de onda ¢(0) = ¢g y
perfil plano 9,¢(0) = 0. Por otra parte, se pide que la configuracion sea localizada, es
decir, que la funcién de onda y su derivada tiendan a 0 conforme r tiende a infinito
¢(r — o00) = 0. Con estas condiciones las ecuaciones (3.6) y (3.20) se convierten en

un problema de eigenvalores

2o 2 d¢

TP o —w) - 222 L Ag? 1
dr? (U =w) rdr +A¢ (3.15)
PU 24U 5
_—t —— = 3.16
dr? + r dr s ( )

donde w es el eigenvalor del problema, para resolver el sistema anterior se utilizo
el método de shooting, el cual cambia el valor de w para un valor central dado de
¢, ¢o. Esta construccion de la solucion representa configuraciones de equilibrio, las
cuales poseen las caracteristicas que en el limite continuo la funciéon de onda oscila con
frecuencia constante w, implicando que p = |¢|? y también el potencial gravitacional
permanecen independientes del tiempo. Sin embargo, no estamos trabajando en el

limite continuo y se esta trabajando con las versiones discretas del problema. Por lo
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que si se supone que se tiene la solucion ¥(0,0) = 1 y p(0,t) = po, las condiciones
para las configuraciones de equilibrio no se cumpliran de manera estricta, en lugar de
ello la densidad |¢|? oscila ligeramente debido a las aproximaciones numéricas [3].
Ahora se daran los valores numeéricos para construir una configuraciéon de equilibrio
por el método de shooting. El dominio numérico para la construcciéon de la configu-

racion de equilibrio serd r € [0, 7,,4.]. Las condiciones de frontera serdn ¢(0) = ¢y,

#'(0) = 0, ¢(Tmaz) < € &' (Tmaz) < €, U(0) = Uy, U'(0) = 0, U(rpaz) = —Ly

Tmaz

U'(Timaz) = TL donde la masa M se calcula de la siguiente manera
max

M:/|1/)|2r2dr. (3.17)

El factor de r? aparece al tratarse de una integral volumétrica y por usar coordena-
das esféricas. Es importante mencionar que mientras para la mecéanica cuantica | |*
corresponde a la densidad de probabilidad en este caso no, en su lugar corresponde a
la densidad de materia al ser un sistema macroscopico.

A continuacion se procedera a resolver el problema usando 7,,,, = 50, suponiendo
que el valor central de la funciéon de onda es ¢y = 1. Autométicamente, al tratarse
de t = 0, la parte imaginaria de 1 (r,0) es igual a 0. Debido a las propiedades de
escalamiento de las soluciones, basta con resolver el caso con ¢g = 1 y a partir de
éste construir toda la familia de soluciones con cualquier valor central positivo de la
funcién de onda. Debido a las propiedades de escalamiento de las soluciones, basta con
resolver el caso con ¢y = 1, y a partir de éste construir toda la familia de soluciones
con cualquier valor central positivo de la funcién de onda. Debido a esta propiedad,
consideramos esta configuracion como los datos iniciales para resolver la ecuacion de

Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo a continuacion.
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Parte real, —— i = - ) Potencial. ——

0.8 |

0.6 |-

Re(y)
u

0.4

ozl |

o 10 20 kv 40 50 60 o 10 20 30 40 50
r r

Parat=0.0 Para t = 0.0

Figura 3.1: Del lado izquierdo se presenta la parte real de la funcién de onda de la
configuracion de equilibrio. En la parte derecha se muestra el potencial gravitacional
asociado a dicha solucion.

En la figura 3.1 se muestran los datos iniciales para comenzar a resolver la ecuacion

de Gross-Pitaevskii dependiente del tiempo.

3.1.2. Evoluciéon del sistema

Una vez construidas las configuraciones de equilibrio, se consideraran éstas como
condiciones iniciales para resolver la dinamica del sistema GPP (Gross-Pitaevskii
Poisson). Para evolucionar el sistema como funcién del tiempo se realiza lo ya hecho en
el capitulo anterior de descomponer la funciéon en su parte real y su parte imaginaria
1 = g + ip;. Por el momento se considera el caso sin autointeraccion A = 0, y
se estudiaré el caso general en la siguiente seccion. Las ecuaciones de evolucion del

sistema GPP (3.5) y (3.6) resultan ser de la siguiente forma

8¢R { <dr2 > + U} W (3.18)

8
(;/7}5] B {2 (dr2 * rdr) U} VR (319)
d*U aU
249 _ e, (3.20)

W—i_rdr
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Teniendo el dominio, las condiciones iniciales y condiciones de frontera para el sis-
tema de ecuaciones se pueden resolver el sistema numéricamente. Ahora se mostraran
los resultados cuando se evoluciona en el tiempo la configuracion de equilibrio de la
figura 3.1.

En la figura 3.2 se puede apreciar como la funciéon de onda si cambia en el tiempo
mientras que el potencial U permanece constante. A su vez en la figura 3.3 la densidad

se mantiene constante lo cual indica que no hay intercambio de materia en el sistema.

Parte real

Hasta t = 564 Hasta t = 564

Figura 3.2: A la izquierda parte real de la funcién de onda a distintos tiempos y a la
derecha el potencial U en distintos tiempos.
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Figura 3.3: Evolucion de la densidad || en el tiempo hasta ¢t = 564. La cual se
mantiene aproximadamente independiente del tiempo.

Como se ve en la figura 3.4, la funciéon de onda oscila con la frecuencia w y con
amplitud 1, mientras que la densidad central oscila con una frecuencia baja y una
amplitud muy cercana a cero. Este comportamiento verifica la hipotesis de que la
solucion es estacionaria, es decir, la funciéon de onda depende armoénicamente del

tiempo y la densidad se mantiene aproximadamente independiente del tiempo.

: I :ll i._J= Il .'l' Hl I I|| .L ¥ |’ {|'. 1‘ ' || || W f J : “II.\H‘IlIU‘ |H[|}|I(|L||\I{[ |II’ \l|\|‘[l‘||JIII|lJ[I‘I‘i

A ik i - H'H H\ \H
S 0 . n\‘\ H‘

mil'].il: | B ARAEREY III '.' asf

T '|-| K -! | \n‘ \i Jrel? 'r; L |1||\(/|i( {lfl l!‘mmf i[nr}|I|M/1|rllt|llmlur

Figura 3.4: A la izquierda densidad evaluada en el origen como funcion del tiempo y
a la derecha valor central de la parte real de la funcién de onda.

A continuacién se verificara la convergencia de la solucion.
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Figura 3.5: A la izquierda valor de la funcion 2K + W usando las resoluciones de
N =313, N =626 y N = 1252 como funcién del tiempo hasta t = 350. A la derecha
valor central de la densidad usando resoluciones con N = 313, N = 626 y N = 1252
como funcion del tiempo hasta t = 350.

Como se observa en la figura 3.5 al duplicar la resolucién, el valor de la funcion
2K +W converge a 0, a su vez el valor de la densidad converge a 1. Esto es importante
ya que es la solucion exacta de la funcion 2K + W es cero, sin embargo por errores
numéricos la soluciéon numérica no es exactamente cero. En el caso de la funciéon
2K + W, al duplicar la resolucion el valor disminuye cuatro veces, lo cual indica que
esta funcion converge con segundo orden a cero. La soluciéon corresponde a un valor
w especifico que se utilizdé para construir las configuraciones de equilibrio y esta w es
la frecuencia de oscilacion de 1. Para verificar que la evolucion de la configuracion es
correcta se calcula la transformada de Fourier del valor central de la funcion de onda
y se espera que corresponda con w = 0.697 siendo el valor que resulté del shooting.

Se mostrara a continuacion en la figura 3.6.
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Figura 3.6: A la izquierda se muestran los datos que se utilizaron para la transformada
de Fourier. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos que presenta un
pico de maxima potencia en torno al valor 0.697, lo cual coincide con el valor obtenido
de la construccion de equilibrio w.
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Figura 3.7: A la izquierda se muestran los datos que se utilizaron para la transformada
de Fourier. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos.

La figura 3.6 muestra que la frecuencia de oscilacion de la funciéon de onda ob-
tenida de la evolucion coincide con la frecuencia que corresponde a la configuracion
de equilibrio. La figura 3.7, por otra parte, muestra la frecuencia de oscilacién de
la densidad de la configuracion, que es la frecuencia de la oscilacion con la que la

configuracion responde a las perturbaciones [1].

3.2. Problema con el término de auto-interaccion en-
tre los bosones

En la seccién pasada se resolvieron las ecuaciones (3.5) y (3.6) para el caso de
A = 0. Ahora se procedera a resolver el caso cuando A # 0. Las ecuaciones a resolver

son las siguientes

o [ 1(d  2d )

"ot [—5 (d_ - ;5) TUF AR ] v (3:21)
PU  2dU )
Pl (3:22)

Como en la secciéon anterior, se procedera a construir las configuraciones de equilibrio

para después evolucionarlas. El dominio serd para todos los casos de r € [0,50] y
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t € [0,500]. Las condiciones de frontera para el sistema son 1(0) = 1, ¥'(0) = 0,
Q»Z}("ﬂmaac> =€ w/(rmax) <€, U(O) = Uy, U/<O> =0, U(rmax) = _% y U,(rmax) =2

Tmax

Donde M corresponde a la formula de la ecuacion (3.17). Con esto ya se puede resolver
por medio del shooting para ¢(0,0) = 1 y con la condicién que la parte imaginaria
fuera igual a 0. A continuacién se presentaran las soluciones para el problema de

valores iniciales con distintos valores de A en las figuras 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11.

05 : 05

Figura 3.8: Se muestran la parte real de la funcion de onda y el potencial gravitacional.
A la izquierda para A = 0.05 y a la derecha para A = 0.1

05

Figura 3.9: Se muestran la parte real de la funcién de onda y el potencial gravitacional.
A la izquierda para A = 0.15 y a la derecha para A = 0.2
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Figura 3.10: Se muestran la parte real de la funcién de onda y el potencial gravita-
cional. A la izquierda para A = 0.25 y a la derecha para A = 0.3
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0.5 . 0.5

Figura 3.11: Se muestran la parte real de la funciéon de onda y el potencial gravita-
cional. A la izquierda para A = 0.35 y a la derecha para A = 0.4

En las figuras anteriores no se puede apreciar de una manera clara las diferencias
entre cada caso, por lo que a continuacion se presentara una tabla con el valor de la

masa y de w para cada caso.
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H A ‘ Masa de la configuracion ‘ w H

0.05 2.149 0.711
0.10 2.240 0.736
0.15 2.336 0.751
0.20 2.434 0.772
0.25 2.542 0.793
0.30 2.654 0.818
0.35 2.770 0.842
0.40 2.891 0.867

Tabla 3.1: Se muestran el valor de A, la masa total asociada a cada configuracion y
el valor de w obtenido con el método de Shooting.

En la Tabla 3.1 se aprecia como cada configuracién tiene su masa y frecuencia
distinta de las demas, con lo que cada configuracién se comportara distinto cuando

se evolucione.

3.2.1. Evolucién del sistema

Habiendo construido las configuraciones de equilibrio para distintos valores de A,
se mostrara las propiedades de su evolucion. Como ya se ha hecho en las secciones an-
teriores se procedera a descomponer la funcién en su parte real y su parte imaginaria.

Por lo que las ecuaciones (3.21) y (3.22) seran

wp [ 1 (&  2d
o [—5 (d_ * ;d—r) v *A'w'] v (328)
ovr |1 d? 2d
I {5 (d_ ;a) v *A'w'] v (324
2U  2dU )
e - h (3.25)

Con estas ecuaciones y las condiciones iniciales obtenidas en la seccion anterior ya se
tiene todo lo necesario para resolver el problema de evolucién temporal. A continua-

cién se adjuntaran las soluciones para distintos valores de A.
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Parte real —— T : i ) ——

Figura 3.12: A la izquierda parte real de la funcion de onda y a la derecha el potencial
U para distintos valores del tiempo hasta ¢ = 500. Ambas para A = 0.05.

Parte real ——

Figura 3.13: A la izquierda parte real de la funciéon de onda y a la derecha el potencial
U para distintos valores del tiempo hasta ¢t = 500. Ambas para A = 0.1.

Parte real ——

Figura 3.14: A la izquierda parte real de la funciéon de onda y a la derecha el potencial
U para distintos valores del tiempo hasta ¢ = 500. Ambas para A = 0.2.
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Figura 3.15: A la izquierda parte real de la funcion de onda y a la derecha el potencial

U para distintos valores del tiempo hasta ¢ = 500. Ambas para A = 0.3.

Parte real —

Figura 3.16: A la izquierda parte real de la funciéon de onda y a la derecha el potencial

U para distintos valores del tiempo hasta ¢t = 500. Ambas para A = 0.4.

En las figuras 3.12, 3.13, 3.14, 3.15 y 3.16 se muestra la evolucién de la parte real

de la funcion de onda y el potencial gravitacional para los valores indicados de A. Al

igual que en el caso de A = 0, la densidad oscila ligeramente al igual que el potencial

gravitacional, sin embargo, la amplitud de estas oscilaciones es mayor que en el caso

de A = 0, como se muestra a continuacion la frecuencia de oscilacion de la funcion

de onda es consistente con la obtenida de la construcciéon de las configuraciones de

equilibrio.
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Densidad Densidad

Figura 3.17: Densidad para distintos valores del tiempo, a la izquierda para A = 0.1
y a la derecha para A = 0.2.

Densidad Densidad

Figura 3.18: Densidad para distintos valores del tiempo, a la izquierda para A = 0.3
y a la derecha para A = 0.4.

En las imagenes anteriores se muestra el valor de la densidad de la funcién de
onda con distintos valores de A. A continuaciéon se presentard el resultado de las
transformadas de Fourier de la densidad y la parte real de la funciéon de onda en el
origen y asi se podré determinar si las evoluciones son consistentes con las propiedades

de las configuraciones de equilibrio para distintos valores de A.
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Figura 3.19: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcion
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos. Para A = 0.05.
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Figura 3.20: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funciéon
de onda como funcién del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos, para A = 0.05.
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Figura 3.21: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcion
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos, para A = 0.1.
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Figura 3.22: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcion del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos, para A = 0.1.
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Figura 3.23: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcion
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos, para A = 0.15.
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Figura 3.24: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcién del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos, para A = 0.15.
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Figura 3.25: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcién
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos, para A = 0.2.
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Figura 3.26: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcién del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos. Para A = 0.2.

T il
Wl O 4

Figura 3.27: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcion
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos. Para A = 0.25.



CAPITULO 3. SISTEMA DE NEWTON-SCHRODINGER 65

WValor central —— ' ) ' ' i Fourer para lamba=0.2 ——

0.5

L L L o ! N " L L L L i "
200 300 400 500 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1
t t

o
gr

Figura 3.28: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcion del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos. Para A = 0.25.
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Figura 3.29: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcion
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos. Para A = 0.3.
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Figura 3.30: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcion del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos. Para A = 0.3.
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Figura 3.31: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcién
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos, para A = 0.35.
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Figura 3.32: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcién del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos, para A = 0.35.
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Figura 3.33: A la izquierda se muestra el valor central de la densidad como funcion
del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos datos, para A = 0.4.
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Figura 3.34: A la izquierda se muestra el valor central de la parte real de la funcion
de onda como funcion del tiempo. A la derecha la transformada de Fourier de dichos
datos, para A = 0.4.
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Figura 3.35: Se muestra el valor de la frecuencia calculada mediante la transformada
de Fourier usando el valor central de la funciéon de onda para A= 0.05, 0.1, 0.15, 0.2,
0.25, 0.3, 0.35, 0.4.
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Figura 3.36: Se muestra el valor de la frecuencia calculada mediante la transformada
de Fourier del valor de la densidad central para A= 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35,
0.4.

En las figuras 3.19, 3.21, 3.23, 3.25, 3.27, 3.29, 3.31 y 3.33 se muestra el valor
central de la densidad, es decir |¥(0)], la cual se utilizo para calcular la transformada
de Fourier directa. Mientras que en las figuras 3.20, 3.22, 3.24, 3.26, 3.28, 3.30, 3.32 y
3.34 se muestra el valor central de la parte real de la funciéon de onda, siendo los datos
utilizados para la transformada de Fourier directa. Estos resultados se compactan en
las figuras 3.35 y 3.36 para el valor central de la funcién de onda y la densidad
respectivamente. El calculo de la transformada de Fourier servira para comparar con
w obtenido con el método de Shooting que se presentaré a continuacion. Se utilizara

el error relativo calculado con la siguiente formula

Wshoot — WTF
ETTOT = |l

, (3.26)

Wshoot

donde wgpor €s el valor de w obtenido con el método de shooting y wrp es el valor
obtenido de la transformada de Fourier del valor central de la parte real de la funcion

de onda.
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H A ‘ Wshoot ‘ wrp ‘ Error H
0.05 | 0.711 | 0.74 | 0.0407
0.10 | 0.736 | 0.59 | 0.1983
0.15 | 0.751 | 0.86 | 0.1451
0.20 | 0.772 | 0.64 | 0.1580
0.25 | 0.793 | 0.97 | 0.2232
0.30 | 0.818 | 0.83 | 0.0146
0.35 | 0.842 | 0.1 | 0.1876
0.40 | 0.867 | 0.94 | 0.0841

69

Tabla 3.2: Se muestran el valor de A, el valor de w obtenido con el método de Shooting,
el valor de w por medio de la transformada de Fourier y el error.

En la Tabla 3.2 se observa que el error no es cero, ésto se debe a los errores

numéricos que se van propagando. Sin embargo, este mismo error calculado con la

ecuacion (3.26) es pequeno, dando una buena fiabilidad de los resultados obtenidos.

Al principio del Capitulo 3 se menciona una condicién que deben de cumplir las

soluciones y que darad una pista sobre la exactitud de las soluciones, es la condicion

de virializacion. A continuacion se adjuntaran las condiciones de virializaciéon para la

respectiva A y dadas por 2K + W + 31 = 0.
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Figura 3.37: A la izquierda condicién de virializacion para A = 0.05 como funcion del
tiempo y a la derecha condiciéon de virializacion para A = 0.1.
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Figura 3.38: A la izquierda condicion de virializacion para A = 0.15 como funcién del
tiempo y a la derecha condiciéon de virializacion para A = 0.2.
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Figura 3.39: A la izquierda condicion de virializacion para A = 0.25 como funcién del
tiempo y a la derecha condicién de virializaciéon para A = 0.3.
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Figura 3.40: A la izquierda condicion de virializacion para A = 0.35 como funcién del
tiempo y a la derecha condicién de virializaciéon para A = 0.4.
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En las figuras 3.37, 3.38, 3.39 y 3.40 , la funcion 2K + W + 31 oscila alrededor
del cero. Algunas configuraciones lo hacen mas cercanos al cero a pesar de utilizar
la misma resolucién para todas las configuraciones. Dando un buen indicio sobre la

fiabilidad de las soluciones numéricas.



Capitulo 4

Particula de prueba

Como se ha mencionado, el problema de la materia oscura sigue siendo un proble-
ma abierto. Sin haberse detectado directamente y sin saber de que estd compuesta,
aun sigue sujeta a muchos posibles candidatos. De acuerdo a la literatura [1], 7], el
modelo presentado corrige varias inconsistencias presentadas en otros modelos, ade-
més mantiene los aciertos del modelo méas popular actualmente el llamado ACDM.
Sin embargo atn falta mas evidencia y predicciones correctas para aceptar o des-
cartar este modelo. Se estudiara el comportamiento de una particula de prueba en
movimiento circular uniforme y después se colocara otra particula a una distancia
de separacion pequena. Se estara midiendo esta separacion entre las particulas como
funcion del tiempo, para saber si se puede detectar la presencia del condensado de
Bose-Einstein usando un interferémetro.

Se obtendran las ecuaciones de una particula en movimiento circular. Primero se
planteara el problema de una particula de prueba con masa m sujeta al efecto de un
campo gravitacional producido por una distribucion esféricamente simétrica de masa
M (r), centrada en el origen de coordenadas, que en nuestro caso sera la masa de una
configuracion de equilibrio con distintos valores de A. La fuerza que actua sobre la

particula de prueba obedece la ley de gravitacion universal

GmM

F=-—
7“2

r,

72
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donde m es la masa de la particula de prueba, r es la distancia de la posicién de la
particula de prueba al origen de coordenadas, G la constante de gravitacion universal
y M = M(r) la masa que genera el campo gravitacional al que esta sujeta la parti-
cula de prueba. Separando por sus componentes la ecuacion anterior y utilizando las

coordenadas 7 = ré,

Tomando en cuenta la ecuacion para la aceleraciéon angular se obtiene que
2.
rep =1, (4.1)

donde [ es una constante de movimiento y es la magnitud del momento angular. Para
obtener una ecuacién para r independientemente de ¢ se utilizara el potencial efectivo

descrito por

Utilizando el potencial de la fuerza gravitacional se obtiene un potencial efectivo de

la siguiente manera
ml>  GmM

Ueff:2r2_ ro

Para obtener las condiciones que se deben cumplir para una trayectoria circular se

e

debe cumplir que dUd—rff = 0, donde R es el radio de la trayectoria circular. Cal-
r=R

culando la derivada y sustituyendola en » = R da como resultado

2 GM

_ﬁ + 22 0. (4.2)

Con lo que se despeja R se obtiene una ecuacion para R, que denota el radio de la
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trayectoria circular de la particula

l2

R = L

(4.3)

Ahora utilizando la ecuacion (4.1) e integrando se puede obtener una ecuacién para

¥

p= %t. (4.4)
Este desarrollo fue para el de un cuerpo en movimiento circular [13]. La ley de Gauss
indica que si se tiene un objeto con simetria esférica, afecta a objetos externos como si
toda su masa estuviera concentrada en el punto de su centro. También menciona que
un cascarén vacio esféricamente simétrico no ejerce ninguna fuerza a cualquier objeto
dentro del cascarén. Entonces, para el problema de una particula puntual puesta en
las configuraciones anteriores se reducira al desarrollo de un cuerpo en movimiento
circular. Se propondra un radio R entre 0 y 50 para que esté dentro de la configuracion,
para después con este radio calcular [ y a su vez ¢, para distintos valores de R la masa
contenida en la esfera de radio R, sera distinta, pues M = M (r) segun la ecuacion
(3.17). Sin embargo, esta masa no se mantiene constante como funcién del tiempo
por lo que va a influir en la trayectoria de la particula.

Este tratamiento que se utiliz6 fue para una version continua del problema, sin em-
bargo, nuestras soluciones anteriormente presentadas estan discretizadas. Esto quiere
decir que es muy probable que conforme vaya cambiando el valor R, éste tome un
valor que no esté en la discretizacion del dominio y en consecuencia no se pueda ob-
tener un valor para M. Como se requiere el valor de M en cualquier punto, se va a
construir utilizando el dominio discreto. Se va a tomar el valor de M en r; y r;41, tal
que r; < R < r;y1 y hacer una interpolaciéon para obtener el valor en R. Se utilizo

una interpolacion lineal dada por

Mz’—i—l - Mz

Tit1 — T4
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Esta formula se entiende mejor en la figura 4.1.

M(r)

] ] ]
T T

T
Ti R Ti+1

Figura 4.1: En esta imagen se explica como se obtiene el valor de la masa para un
punto R, tal que no se encuentre en el dominio numérico.

En cada iteracion temporal cambia el valor de R y se calcula un entero i tal que
r; < R < r;y1, para ahi obtener M. Con estas ecuaciones y su tratamiento numérico
ya es posible resolver el problema de la particula.

A continuacién se adjuntara la solucion para varias distancias del centro y para

A=0.

2000002 - - 25 - - -
o " Particula

2000001 |- b - Gl e =S
20.00001 - L . E . ) Y\ i - - / s,
20.00001 | W W V[ J ] / \
20.00001 | V /

20.60001 |

20.00000 - ] 2 \

20.00000 [

2000000 | 20

20.00000 . = - -25
o

Figura 4.2: A la izquierda se muestra el cambio en el radio respecto al tiempo y a la
derecha el espacio de posiciones para Ry = 20.

Como se aprecia en la figura 4.2 en la parte derecha con esta condiciéon inicial la
particula se comporta como si estuviera en un movimiento circular, sin embargo en la
misma figura del lado derecho el radio va cambiando muy ligeramente, esto se debe a

que las perturbaciones de la configuracion son més débiles conforme mas se aleja del
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origen por lo que no influyen tanto sobre el movimiento de la particula. Lo que hace

que el cambio en su 6rbita sea demasiado ligero.

10.00002 - 25 - - -
R Particula
00 —
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f [ i I 111 A st { i
| \
| 1 L | |
~ 10.00001 L \ - of |
1 | \
I | Y sk
Py B ! i | ! ’ ’ Y
10.00000 |- LI | [l 1y N ;
| ! L -0 g
| . P
! 15 |- . 4
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a0k
10.60000 ’ L L i 25 s " . . L i L .
o 100 200 00 400 500 25 20 15 10 -5 o 5 10 15 20 5
t *

Figura 4.3: A la izquierda se muestra el cambio en el radio respecto al tiempo y a la
derecha el espacio de posiciones para la condicién inicial Ry = 10.

La parte derecha de la figura 4.3 es muy similar a la de la figura 4.2 con radios
distintos, sin embargo viendo la parte izquierda se observa que el cambio en el radio
como funcién del tiempo es mayor como era de esperarse, ya que las oscilaciones de

la configuracion aumentan mientras més cerca se esta del centro.
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A ' ) ) Particula
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5.0005 | | | f ’ A - "‘-.__\\
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Figura 4.4: A la izquierda se muestra el cambio en el radio respecto al tiempo y a la
derecha el espacio de posiciones para una condicién inicial Ry = 5.
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2.5

B ) Particula

2499

2.498

2.496 |
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Figura 4.5: A la izquierda se muestra el cambio en el radio respecto al tiempo y a la
derecha el espacio de posiciones para una condicién inicial Ry = 2.5.

Ahora el radio también cambia y los cambios varian hasta dos 6rdenes de magnitud
mas dependiendo de la condiciéon inicial de Ry, comparando con el caso para Ry = 20.
Sin embargo en la parte izquierda de las figuras 4.2,4.3,4.4 y 4.5 no son apreciables

estos cambios.

4.1. Caso para dos particulas

A lado de la particula descrita con anterioridad se colocara ahora una nueva
particula, tal que no se afecten entre si y que la nueva particula sea afectada por
la gravedad debida a M (r). La nueva particula esta en un principio a una distancia
R' = Ry + € de la particula original, donde € es un niimero muy pequeno. El angulo
de inicio serd el mismo para ambas particulas, sin embargo, la velocidad angular
denotada por €2 si va a cambiar, ya que depende del radio. Lo que se medira ahora es
la separacion entre las dos particulas. Por lo que se usaran coordenadas cartesianas

para calcular la distancia entre ambas. Describiendo la posiciéon para ambas particulas
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serfa de la siguiente manera

r = Rcos(Qt)

=~
=

y = Rsin(2t)
' = R cos(Q't)

—~ o~ o~
=
co

_ — ~—

y' = R'sin(Q't).

o
©

Con estas variables se definira la distancia entre ambas particulas como

d(r,r') = /(z — 2')2 + (y — y)2. (4.10)

Ahora con esta definicion se mostraran los resultados obtenidos para distintos radios
iniciales.
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0.0000000000810

e

0.0000000000810

0.0000000000810 L . A i
0 100 200 300 400 500

t

Figura 4.6: Distancia entre ambas particulas como funciéon del tiempo hasta ¢t = 500.
Con un radio inicial de Ry = 20 y una distancia de separacién € = 8.101 x 1078
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Figura 4.7: Distancia entre ambas particulas como funciéon del tiempo hasta ¢t = 500.
Con un radio inicial de Ry = 10 y una distancia de separaciéon ¢ = 8.101 x 1078

0.0000000812

0.0000000812 |-
0.0000000811
0.0000000811
0.0000000811 "!

0.0000000811 [t

0.0000000811 |+

0.0000000810

0.0000000810

0.0000000810

0.0000000810 |-

0.0000000810

||
i1
|

|| | i‘ || |I

IH |
w' ’m

\

|Iv bh

D;stancna entre Ias pamculas
|| || f|
| |\ \ |

||
| |\ I ||

500

Figura 4.8: Distancia entre ambas particulas como funcién del tiempo hasta ¢ = 500.
Con un radio inicial de Ry = 5 y una distancia de separaciéon € = 8.101 x 1078
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Figura 4.9: Distancia entre ambas particulas como funciéon del tiempo hasta ¢t = 500.
Con un radio inicial de Ry = 2.5 y una distancia de separacién € = 8.101 x 1078

Estos resultados demuestran que la separacion entre las dos particulas oscila en el
tiempo. Se descubrié que esta oscilacion de separacion se debia a que las velocidades
angulares para las dos particulas son iguales. También algo importante por mencionar
es que la resoluciéon numeérica impuso condiciones para la separacion de las particulas
ya que el efecto de corte se volvia muy notable si la separacion se volvia muy pequena.
Por eso se realiz6 la prueba para una distancia de separacién mayor y se encontré la
distancia en la cual empieza a suceder. A continuaciéon se adjuntara esta solucion en

la figura 4.10.



CAPITULO 4. PARTICULA DE PRUEBA 81
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Figura 4.10: Distancia entre ambas particulas como funciéon del tiempo hasta ¢t = 500.
Con un radio inicial de Ry = 5.0 y una distancia de separacion € = 1.29 x 1072,

Como se aprecia en la imagen 4.10 la distancia como funcién del tiempo sigue
aumentando conforme el tiempo crece y ademas se aprecia una funciéon suave, a di-
ferencia de haber utilizado una distancia de separacién menor donde se aprecia una
figura escalonada, dando un limite de separacion que se puede utilizar y no perder
exactitud en los resultados. Esto es importante porque si se transforma a unidades
fisicas indica la distancia de separacion inicial que se debe de tener para realizar un
experimento y comparar los resultados. A continuacién se mostraré los resultados de

la transformada de Fourier para distintas distancias Ry y distinto e.
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PARTICULA DE PRUEBA
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Figura 4.11: A la izquierda se muestra la transformada de Fourier para la distancia
entre las dos particulas. Con Ry = 2.5 y una separacién € = 8.101 x 1078, Mientras a
la derecha se utiliza una separacion € = 8.101 x 107 y mismo Rj.
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Figura 4.12: A la izquierda se muestra la transformada de Fourier para la distancia
entre las dos particulas. Con Ry = 2.5 y una separacion € = 8.101 x 107!°. Mientras
a la derecha se utiliza una separacién € = 8.101 x 10~ y mismo R,.
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Figura 4.13: A la izquierda se muestra la transformada de Fourier para la distancia
entre las dos particulas. Con Ry = 5 y una separacion € = 8.101 x 107%. Mientras a
la derecha se utiliza una separacion € = 8.101 x 107 y mismo Rj.
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Figura 4.14: A la izquierda se muestra la transformada de Fourier para la distancia
entre las dos particulas. Con Ry = 5 y una separacion € = 8.101 x 1071, Mientras a
la derecha se utiliza una separacion € = 8.101 x 10~ y mismo Ry.

En las figuras 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14 se muestran las frecuencias de las oscilaciones
de la distancia de separacion entre ambas particulas. Con estos resultados se prevee
que se pueda realizar una prediccién de experimentos fisicos donde se utilice un in-
terferometro. Para comparar se va a convertir los resultados de unidades de cédigo a
unidades fisicas. A partir de la figura 3.4 se puede obtener el periodo T' = 21.7391,
ahora se puede calcular la equivalencia de tiempo en unidades de cédigo a unidades

fisicas

1 = G108 — 31.74 x 10° afios.
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Esto es valido para un valor de m = 2.5 x 10722eV como masa del bosén y 7. = 1kpc
como radio del ntcleo. Ahora ya es posible traducir las figuras 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14

a unidades fisicas por lo que se adjuntara a continuacién una tabla

H Ry ‘ Distancia de separacion ‘ Unidades de codigo ‘ Unidades fisicas (anos) H

2.5 8.101x107° 0.294060 107.937x10°
2.5 8.101x107" 0.295853 107.283x10°
2.5 8.101x10~1° 0.295855 107.282x10°
2.5 8.101x10~ ! 0.294063 107.936x 10°
5 8.101x1078 0.295853 107.937x10°
D 8.101x107" 0.297645 106.637x10°
D 8.101x10710 0.294060 107.937x10°
5 8.101x10~ 1 0.294215 107.880x10°

Tabla 4.1: Donde R; es la distancia desde el centro de la configuracion hasta la
posicion de la primer particula y la distancia de separacion es la distancia entre la
primer particula y la segunda, esto para diferenciar las corridas que se iban a pasar a
unidades fisicas. Para el periodo de la separacion entre las dos particulas se utilizo el
pico mas grande de las frecuencias para realizarse. Para las unidades fisicas se utiliz6
m = 2.5x 10722V y r, = lkpc.

En la tabla 4.1 se aprecia que el periodo viene dado en la mayoria de los casos por
107 x 108 afios. Para poner en comparacion, el sol tarda aproximadamente unos 225
millones de anos en dar la vuelta a la Via Lactea, lo cual indica la escala temporal
que permite estimar el comportamiento periédico de una particula de prueba. Los
resultados de ésta tabla indican que el perido de oscilacion es independiente de si las
particulas se encuentran cerca o lejos del centro de la configuracion.

Una pregunta que surge es si este periodo de oscilaciéon se puede medir con los
detectores de ondas gravitacionales LIGO que han entrado en funcionamiento desde
2015 [16], disenado para determinar oscilaciones en la separacion entre particulas de
prueba. La respuesta es que no es posible, debido a que la sensibilidad de LIGO es
maxima en las frecuencias de 1 a algunos kHz, mientras que la frecuencia de oscilacion
correspondiente a 1/10% afios es ultrabaja, del orden de 2.9 x 107'%Hz segtin los
datos de la Tabla 4.1. Queda descartado también el uso del interferémetro LISA, que
consiste de tres satélites en 6rbitas separadas por cientos de kilometros, cuya ventana

de frecuencias se encuentra entre 107° y 10~ Hertz [14].
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Sin embargo una posibilidad seria la observaciéon en la posiciéon entre el Sol y
estrellas cercanas podria utilizarse como un iterferémetro capaz de medir en las fre-
cuencias ultrabajas que predice el modelo. Esto tomando en cuenta que el sol tarda
aproximadamente 230 millones de anos en dar la vuelta a la galaxia, se prevé que

serfa una buena escala para comparar.
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Conclusiones

En este trabajo se present6 la evoluciéon de halos galacticos de materia oscura
compuesta por un condensado de Bose-Einstein y se estudié la posibilidad de poder
predecir observaciones que confirmen la validez de ésta propuesta de materia oscura
o la nieguen.

Los halos galacticos se pueden modelar como soluciones estacionarias del siste-
ma de ecuaciones Schrodinger-Poisson, que gobierna el comportamiento dinamico del
condensado. Mediante evoluciones numéricas se demostré la estabilidad de dichas so-
luciones y la respuesta oscilatoria ante perturbaciones, estudio que se realiz6 para dis-
tintos valores de la auto-interaccion entre los bosones. Para lograr dichas simulaciones
se programd un codigo que resuelve las ecuaciones del sistema Schrodinger-Poisson,
y se verifico la convergencia de las soluciones numeéricas.

Para lograr una prediccién que permita validar o negar la factibilidad de este mo-
delo de materia oscura, se estudié el comportamiento de particulas de prueba como
funcién de las oscilaciones de los halos. Para ello, primero se estudié el comporta-
miento de una particula de prueba y calcula el periodo de oscilacion de su trayectoria
alrededor de una trayectoria circular. Se encontré que el periodo de oscilacion es del
orden de 30 millones de anos. Es un buen resultado si se considera que el periodo de
traslacion del sol en torno al centro de la Via Lactea es del orden de 230 millones de
anos.

Un segundo experimento consistié en estudiar la distancia entre dos particulas
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de prueba cercanas como funciéon del tiempo. Esto con el objetivo de determinar la
frecuencia de oscilacion de dicha distancia y por tanto estimar el tipo de observacion
necesaria para disenar un experimento para verificar o descartar el modelo de materia
oscura.

Se encontr6é que el periodo de oscilaciéon en la distancia entre dos particulas de
prueba es del orden de cien millones de anos, comparable con la escala de tiempo de
orbita de estrellas en torno a la Via Lactea. Esto lleva a dos conclusiones muy claras.
Una es que los detectores de ondas gravitacionales en la Tierra no se pueden usar para
detectar la separacion entre dos particulas de prueba debido a la oscilacion del niicleo
del halo galactico debido a la banda de frecuencias en que detectan. Otra es que una
posibilidad es estudiar si la separacion entre estrellas vecinas del Sol posiblemente ha

variado en escalas de tiempo del orden de cientos de millones de anos.
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