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... Dijo pues Dios: Sea hecha la luz. Y la luz quedo hecha.

Y vio Dios que la luz era buena, y dividio la luz de las tinieblas.

A la luz la llamé dia, y a las tinieblas noche; y asi de la tarde aquella y de la mariana
siguiente, resulto el primer dia.

Génesis 1:3-1:5

Atin cuando haya pasado por todo lo que pasé, no me arrepiento de los problemas en que
me mett, porque fueron ellos los que me condujeron hasta donde deseé llegar. Ahora, todo
lo que tengo es esta espada, y la entrego a cualquiera que desee seguir su peregrinacion.
Llevo conmigo las marcas y las cicatrices de los combates; ellas son testimonio de lo que
vivi 'y recompensas de lo que conquisté.

Fragmento de El Progreso del Peregrino, de John Bunyan.

Me gusta andar pero no sigo el camino, pues lo seguro ya no tiene misterio ...
Me gusta ir con el verano, muy lejos, pero volver donde mi madre en invierno, y ver los
perros que jamds me olvidaron ... y los abrazos que me dan mis hermanos.

Facundo Cabral.
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RESUMEN

La Recombinacién se refiere al proceso que ocurri6 en la época en que los electrones y
protones estaban totalmente ionizados por la radiacién térmica y al descender la temperatu-
ra del universo, los electrones se unen con los protones para formar atomos de hidrégeno.
Este proceso es importante pues es seguido del llamado Desacoplamiento, que es cuan-
do los fotones dejan de interactuar con la materia en estado ligado y el universo se hace
transparente a la radiacion. Este es el origen de la Radiacién Césmica de Fondo, una de las
evidencias observacionales del Big Bang.

La Recombinacion también deja una fraccion de ionizacion residual de electrones li-
bres, fundamental para la formacion de hidrégeno molecular H,, que es el principal agente
en la refrigeracion del gas primordial, que al enfriarse colapsa en nubes de H, y da paso a
la formacién de las primeras estructuras cosmicas.

Se puede estudiar la evolucion de este proceso desde dos enfoques: dentro del equilibrio
y fuera de éste. El andlisis en el equilibrio se hard a través de la ecuacién de Saha, supo-
niendo el proceso en un estado de equilibrio térmico y quimico de un gas de particulas sin
interacciones y solo dos especies: protones y electrones. Sin embargo, esta aproximacion
tiene sus fallos y no representa la realidad de nuestro universo.

Con el uso de la Teoria Cinética, se puede estudiar el proceso haciendo el anclaje con
una ecuaciéon de Boltzmann dindmica que considere colisiones entre especies, rompa el
estado de equilibrio e involucre un poco mas de fisica que Saha.

En este trabajo, se hardn ambos andlisis: dentro y fuera del equilibrio; se veran pros
y contras del equilibrio y se hard enfésis en el proceso fuera del equilibrio, pues es éste
el que nos describe la realidad de nuestro Universo y concuerda con las observaciones y
mediciones cosmoldgicas actuales.

Las aportaciones principales del trabajo serdn encontrar y acotar el tamafio de la frac-
cion residual de electrones, cuando ocurre y enfatizar su relacion con la formacion de H,,
primordial para procesos cosmoldgicos posteriores.

Palabras clave: Formacién de hidrégeno, Saha, Boltzmann, equilibrio, teoria cinética.



ABSTRACT

Recombination refers to the process that occurred at the time when electrons and pro-
tons were totally ionized by thermal radiation and as the temperature of the universe de-
creased,the Electrons bond with protons to form hydrogen atoms. This process is important
because it is followed by the so-called Decoupling, which is when photons stop interac-
ting with matter in a bound state and the universe becomes transparent to radiation. This is
the origin of Cosmic Background Radiation, one of the observational evidences of the Big
Bang.

Recombination also leaves a residual ionization fraction of free electrons, fundamental
for the formation of molecular hydrogen H,, which is the main agent in refrigeration of
primordial gas, which when cooling, collapses into H, clouds and leads to the formation of
the first cosmic structures.

The evolution of this process can be studied from two approaches: within equilibrium
and outside equilibrium. The analysis in equilibrium will be done through the Saha equa-
tion, assuming the process in a state of thermal and chemical equilibrium of a gas of parti-
cles without interactions and only two types: protons and electrons. However, this approach
has its flaws and does not represent the reality of our universe.

Using Kinetic Theory, the process can be studied by anchoring with an equation of
Boltzmann dynamics that considers collisions between species, breaks the equilibrium state
and involves a little more physics than Saha.

In this work, both analyzes will be done: in and out of equilibrium; pros and cons of
each equilibrium and emphasis will be placed on the process out of the equilibrium, since
this is what describes the reality of our Universe and agrees with current cosmological
observations and measurements.

The main contributions of the work will be to find and limit the size of the residual
fraction electrons, when it occurs and emphasize its relationship with the formation of H,,
essential for later cosmological processes.

Keywords: Hydrogen formation, Saha, Boltzmann, equilibrium, kinetic theory.
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Capitulo 1

Introduccion

En un universo en expansion, en el pasado tenia mayor densidad de radiacion y de
materia y tenia mayor temperatura. En algin momento la temperatura era tan alta que
toda la materia del universo estaba ionizada y a medida que se expandia la temperatura
descendid a niveles que permitieron que los bariones pasaran del estado ionizado al estado
ligado con los electrones. Ese instante es lo que se llama época de recombinacién (en
realidad debiera llamarse época de combinacién ya que nunca antes los bariones habian
estado ligados).

Antes de la recombinacion la densidad de los bariones y de los electrones libres (que
debiera ser la misma en un universo neutro) era suficientemente alta como para encontrarse
en equilibrio térmico. A su vez los fotones y los electrones interactuaban frecuentemente
de modo que la radiacion tenia un espectro de cuerpo negro a la temperatura de los ba-
riones. A medida que los bariones se recombinan la densidad de los electrones disminuye
y en algin instante los fotones cesan de interactuar con los bariones. Esta es la época de
desacoplamiento de los fotones.

Antes del desacoplamiento los fotones no podian viajar por mucho tiempo sin sufrir
una interaccion: el universo era opaco. Luego del desacoplamiento los fotones comienzan
a viajar sin obstaculos y el universo se hace transparente a la radiacion.

Estamos ahora en posicion de discutir el origen de la Radiacion Césmica de Fondo, que
es justamente en el momento del desacoplamiento. El ingrediente crucial que necesitamos
es que un atomo de hidrégeno tenga una energia de ionizacién minima; es bien sabido
que dicha energia es de alrededor de 13.6 eV si un electrén encuentra su camino hacia el
estado fundamental, entonces se necesitan 13.6 eV de energia para liberarlo. Como minimo,
se necesitan 10.2 eV para elevarlo a su primer estado excitado, desde el cual otros 3.4 eV
lo ionizaran. Mientras el universo esté lo suficientemente caliente, los fotones tendran esta
energia facilmente y podrdn mantener el hidrégeno completamente ionizado.

Comencemos considerando un momento oportuno, por ejemplo, cuando el universo
tenia una millonésima parte de su tamano actual. En ese momento la temperatura habria
sido de aproximadamente 3,000,000 K.



Tal temperatura era lo suficientemente alta como para que la energia tipica de un foton
en la distribucién térmica fuera considerablemente mas que la energia de ionizacién de
los atomos de hidrégeno, por lo que los 4&tomos no hubieran podido existir en esa época.
Cualquier electron que intente unirse a un proton se desligaria de inmediato por colision
con un foton de luz.

El universo en ese momento era por lo tanto un mar de nucleos y electrones libres, y por-
que los fotones interactuaban fuertemente con los electrones libres (a través de la dispersion
de Thomson), la trayectoria libre media de cualquier foton era corta. Asi que imaginemos
un mar de particulas que chocan frecuentemente, formando un plasma ionizado.

Cuando el universo se expandid y se enfrid, los fotones de luz perdieron energia y se
hicieron menos y menos capaces de ionizar cualquier &tomo que se formaba. Finalmente
todos los electrones se abrieron paso hacia su estado fundamental y los fotones ya no podian
interactuar en lo absoluto.

En un corto intervalo de tiempo, el universo cambid repentinamente de opaco a trans-
parente por completo. Luego, los fotones pudieron viajar sin obstaculos durante el resto de
la evolucién del universo. Este proceso se conoce como desacoplamiento.

La estimacion mds simple de cuando se form6 la Radiacion Césmica de Fondo se ob-
tiene al equiparar la energia media del fotén a una temperatura dada con la energia de
ionizacién. La energia media de un foton en una distribucion de cuerpo negro a una tempe-
ratura T es E =~ 3kgT. Como kg = 8,62x107> eVK~!, la temperatura en la formacion de la
Radicacion Césmica de Fondo seria:

N 13,6¢ev

T
3kg

=50,000K , (1.0.0.1)

si éste procedimiento fuera vélido. De hecho, la estimacion no es lo suficientemente
precisa, por que adn se tiene que explicar que hay muchos mds fotones en el universo que
electrones o bariones, aproximadamente por un factor de 10° més. Debido a esto, incluso
cuando la energia media de los fotones cay6 por debajo de 13.6 eV, todavia habia fotones
de alta energia en la cola de distribucion capaces de ionizar cualquier 4&tomo que se formara.

Sin embargo, al menos podemos estimar el orden del efecto simplemente usando el
factor de supresion de Boltzmann, asumiendo que solo necesitamos algo como un fotén
ionizante por dtomo para mantener el universo ionizado. Tenga en cuenta que los fotones
de alta energia mantienen a los electrones alejados de los dtomos, y luego todos los fotones
restantes pueden interactuar con los electrones libres creados de este modo. En su forma
mas cruda, la supresion de Boltzmann, dice que la fraccion de fotones con energia mas de
I (donde I es la energia de ionizacion minima) se da aproximadamente por exp(—1/kgT),
lo que lleva a la expresion:

13,6eV

=27 L 7,400K . 1.0.0.2
kgln(1,7x10°) ( )
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Podemos mejorar esta estimacion integrando la funcion de distribucién de fotones

3 1
~ exp(hf/kgT) 1"
que indica un factor importante para la supresion de Boltzmann, reduciendo la estima-
cién a 5,700 K. De hecho, esto es bastante cercano a la respuesta correcta, que es que el
desacoplamiento ocurri6 cuando el universo estaba a una temperatura de alrededor de 3,000
K. Esta temperatura se conoce como temperatura de desacoplamiento, que denotaremos por
Tdec-

Un célculo preciso de la temperatura de desacoplamiento 7, requiere mucha mas fisi-
ca. Las opciones vistas hasta ahora no son del todo satisfactorias.

Debemos reconocer que hay dos procesos separados en marcha, que hasta ahora hemos
tomado como el mismo. La Recombinacion se refiere a la época en que los electrones
se unieron a los nucleos para crear 4tomos (sin embargo, la recombinacion es un nombre
inapropiado ya que los electrones y los nicleos nunca habian estado ligados).El Desacopla-
miento se refiere a la época después de la cual los fotones no se dispersardn nuevamente, es
decir, dejardn de interaccionar con los bariones que tienen estados ligados. Si la recombi-
nacion fuera instantdnea y completa, las dos coincidirian, pero en la practica, cada proceso
lleva alguin tiempo y el desacoplamiento sigue a la recombinacion. Un calculo mejorado de
la época de recombinacion utiliza la ecuacion de Saha, que calcula la fraccion de ionizacion
de un gas en equilibrio térmico.

La ecuacion de Saha se obtiene suponiendo que solo el hidrégeno esta presente, y consi-
dera las funciones de distribucién de hidrégeno, protones libres y electrones, que se supone
que estan en equilibrio térmico y quimico (se debe incluir un potencial quimico para hacer
cumplir conservacion del nimero de baridn).

Definiendo la fraccion de ionizacion como X = n,/n;, donde n,, y n;, son las densidades
de protones libres y bariones, se puede demostrar que la abundancia de equilibrio e{]

1-X ny [ kgT \*'* 13.6eV
X2 23,8n—y(m€cz) exp kB—T . (1004)

Sin embargo, en la realidad, no es del todo cierta la evolucion que predice la ecuacion de
Saha. El proceso debe salir del equilibrio en algiin momento y dejar una fraccion residual
de electrones necesaria para que sigan adelante procesos cosmoldgicos siguientes, cosa que
Saha no hace.

Ademas, Saha considera un gas de particulas ideal y sin interacciones, por lo que hay
que considerar un andlisis con Teoria Cinética de Boltzmann que considere las colisiones
entre especies y rompa el equilibrio en algin momento.

Las ecuaciones que resultan (llamadas cinéticas o de Boltzmann) de lo anterior son del
tipo

(1.0.0.3)

'En el siguiente capitulo, se verdn todos los detalles y formalidades que llevan a obtener dicha ecuacién.
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dX,
dt

y dan un enfoque mds realista y detallado que Saha. En la ecuacion anterior, X, es la
fraccion de electrones libres, S es la tasa de fotoionizacion térmica del hidrégeno, n,, es la
densidad de bariones (o de hidrégeno total) y o'? es la tasa de recombinacién de dtomos
de hidrégeno.

Entonces, la recombinacién fuera del equilibrio si deja una fraccion residual de elec-
trones fundamental y necesaria para procesos posteriores de la historia del universo, tales
como el Desacoplamiento que da origen al CMB y la formacion de las primeras estrellas y
galaxias.

La integracion numérica de las ecuaciones cinéticas nos permite calcular el valor del
congelamiento, ademds de rastrear su evolucidn en general y de manera mas rigurosa y
precisa que con Saha.

= [(1 - X)B - X2na®] (1.0.0.5)

L) B b A
& ‘@“E‘&:;Lo“.\’c,‘
2% %

sl sl
e g,‘\"
Ky

&
§ P of

Figura 1.1: Historia del Universo: la figura muestra el momento de interés de este trabajo
(el proceso de recombinacion) en escala de tiempo [ESA Planck 2013].

La estructura del trabajo es la siguiente: primero, analisis mecdnico-estadistico del pro-
ceso en el equilibrio para obtener la ecuacion de Saha y ver su comportamiento, seguido de
un andlisis de la teoria cinética para estudiar la recombinacion fuera del equilibrio.

Seguimos con un tratamiento desde distintos puntos de vista de la recombinacion fuera
del equilibrio, andlisis de su comportamieno y la obtencién de la cota de la fraccion residual
y del congelamiento o freeze-out de los electrones, para finalmente, ver que papel tiene
dicha fraccion residual en los procesos cosmoldgicos que siguen.



Capitulo 2

L.a Ecuacion de Saha

2.1. La Funcion de Particion

En mecénica estadistica, la funcidon de particién Z es un funcional de un sistema en
equilibrio. Su principal interés radica en que, una vez conocida la expresion para Z del
sistema, de ella se pueden derivar las funciones de estado, como la energia libre, energia
interna, presion, temperatura, entropia, etcétera. Fue introducida por primera vez por Bol-
tzmann, quien la denominé Zustandsumme que se traduce como <<suma de estados>>y
que se interpreta como “suma sobre todos los estados posibles del sistema”. Su simbolo Z
viene precisamente de su nombre original en alemén.

La funcién de particién viene de la probabilidad de estados del sistema y de observar
algunos potenciales termodindmicos.

Consideremos un sistema A con energia total y constante U, y temperatura 7" deno-
minado por sistema total A. Tomemos una regién de ese sistema total que llamaremos
subsistema S que tiene energia €s. Entonces el reservorio o la reserva del sistema sera la
parte del sistema total menos la del subsistema,es decir, R = A — §, de manera andloga con
la energia, que denotamos Uy tendremos U = U, — &s.

Sistema Total A

Subsistema 5

.

_ Reservorio del Sistema

Figura 2.1: Diagrama del reservorio de energia de un sistema A con energia total y constante
Uy y temperatura 7.

12



2.1. La Funcion de Particion 13

(Cual es la probabilidad de que S se encuentre en un estado de energia 5?7
P(eg) es la probabilidad del subsistema S esté en un estado especifico de energia .

Con el estado del subsistema S especificado, el reservorio R todavia puede estar en cual-
quiera de un gran nimero de estados microscopicos compatibles con el valor energético &.
Denotamos el nimero de estos estados como €2, que es el numero de estados accesibles al
reservorio y Q — gr(Uy—&p); la magnitud € recibe el nombre de niimero de microestados.

Consideramos un gas de N particulas, cada particula tendrd 3 coordenadas de momento
y de 3 posicién P; y X;, i = 1, ..., N. En total las N particulas corresponden a 6N coordena-
das. Esto nos lleva a la idea de espacio fase.

dp

Nl |

dq
Figura 2.2: Espacio fase.

Dicho espacio serd 6/N-dimensional. Cada punto caracteriza a un estado del sistema
completo de las N particulas y es un microestado. Ahora, cuanto mayor sea el nimero
de estados disponibles para el reservorio, mayor serd la probabilidad de que el reservorio
asuma ese valor de energia particular Uk (y, por lo tanto, que el subsistema S asuma el valor
de energia correspondiente €5). Ademds, dado que es probable que ocurran varios estados
posibles (con un valor de energia dado), la probabilidad seria directamente proporcional al
ndmero Q, entonces:

P(es) ~ Q = gr(Up — &5) . (2.1.0.1)

Vamos a trabajar con la reserva (es equivalente, pero tiene la ventaja de tener la energia
total). Tomemos el cociente de dos subestados €1 y &;:

P(gy) _ P(Uo—e1) grUo—&1) _ QU - &1)
P(&;) PWUy—¢&) grUp—&) QUU)-&)

P(gs) » P(Uy — &5) = (2.1.0.2)

La entropia estd dada por s = kIn Q) donde k es la constante de Boltzmann. Entonces:
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Sr(Uo — 1) = klngr(Uy — &1)

(2.1.0.3)
Sr(Uop — &) = kIngr(Ug — &)

Sr(Up — &5) P(ey) 1
= &r= exp[ £ (I)c : ] = P(si) = exp(% [Sr(Uo —&1) = Sr(Up — 82)])~
(2.1.0.4)
Expandiendo alrededor de S (U)):
oS
SR(UO—{;‘]) = SR(Uo)—Sla—; + ...
58 (2.1.0.5)
Sr(Up — &) = Sr(Up) — 828—; ...
Si € es pequeiio, despreciamos los demads términos
oS
= Sr(Uy—¢€1)—Sr(Uy — &) = (—&; +62)ﬁ . (2106)
Up

De la termodindmica, sabemos que dU = TdS — PdV, como el sistema tiene volumen
fijo, tenemos que dU = TdS = % = %, sustituyendo esto en lo anterior:

1
Sr(Ug —€1) —Sr(Up — &) = (61 — &)= . (2.1.0.7)

T
Sustituyendo (2.1.0.7) en (2.1.0.4)), resulta que

P(gl) _ e—sl/kT
Pley) el
Al checar el comportamiento de (2.1.0.8), numerador y demoninador van como una
exponencial, por lo tanto

(2.1.0.8)

P(gg) ~ e 5 /KT (2.1.0.9)

La suma de todas las probabilidades debe ser 1, es decir ), P(¢s) = 1, usando esto
como factor de normalizacién para (2.1.0.9)

e ¢S kT

ZS e—SS/kT :

Obtenemos la suma sobre todos los estados posibles por

P(eg) = (2.1.0.10)
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Z(T) = Z e oS IKT (2.1.0.11)
S

La ecuacion (2.1.0.TT)) es la Funcion de Particion para un gas de N particulas. Esta
funcién nos da una idea global del sistema. La exponencial tiene un signo negativo, va
decayendo y converge a cero.

2.2.

Funcion de Particion de un Gas Ideal Clasico

Comenzamos con un sistema fisico relativamente simple, a saber, un gas monoatémico
clasico de N particulas idénticas. En mecanica clasica, las variables son continuas y la suma
en (2.1.0.TT)) debe ser sustituida por una integral. Entonces, la funcién de particién de un
gas ideal con N particulas cldsicas toma la forma:

1
Z= o f eI H@P gy | (2.2.0.1)

donde:

dw = dq\dq, ...dgsndpdp; .. .dpsy es el elemento de volumen del espacio fase,
lo que hace que la integral se convierta en una integral multiple, a saber seran 6N
integrales.

N es el numero de particulas idénticas.
N! es el factor de Gibss y 1/N! corrige el sobreconteo de estados.

h es la constante de Planck; del Principio de Incertidumbre de Heissenberg, sabemos
que dgdp > h, si h = 0, habria precision total y esto no es posible, por lo que
lo méas pequeiio del producto anterior es dgdp = h. En el caso de microestados
continuos, consideramos que el volumen de un microestado en el espacio fasico de
6N dimensiones es #*", es decir, el elemento més pequefio de volumen del espacio
fase es h*V

H(q, p) es el Hamiltoniano del sistema completo (N particulas). Recordemos que el
Hamiltoniano se asocia con la energia total del sistema, la parte cinética mds la parte
potencial

H(q, p) = k(g,p) + V(q,p) . (2.2.0.2)

Ignorando la interaccion entre las componentes pues es un gas muy diluido, tendremos
que la parte potencial serd cero, V = 0 y la energia cinética para un gas clasico es
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_\ 2
k = Z e (2.2.0.3)

Introduzcamos lo anterior en Z de la ecuacién (2.2.0.1)) y reescribamos:

3N 3N
1 — —
1 3N P
:Wff...ffe‘”zllzmdqldqz .dqsydpidp, .. .dpsy . (2.2.0.4)

Hay 3N integrales sobre g y 3N integrales sobre p. Respecto a las coordenadas ¢, cada
3 g; consecutivas dardn como resultado en la integracion sobre g el volumen V,y dado que
hay 3N integrales sobre g tomando 3¢g; consecutivas cada una, el resultado de la integracion
sobre g es V¥, es decir:

dqidqrdqs dqidqsdqge . . . dgsn-2dqsn-1dqsn
v v v

Cada 3q’s, N veces

Sustituyendo esto en Z:

N!h3Nf fe o 2 2""dp1dp2 .dpsy . (2.2.0.5)

El integrando tiene una sumatoria, que por leyes de los exponentes podemos ver como:

v P L 7 173 1
e Ll = ¢ M Ing HMIng Mon ¢ M n (2.2.0.6)

De igual manera, cada 3 p; consecutivos forman la norma P de cada componente de
momento, como tomamos una integral triple para 3 componentes consecutivas de momento,
y esto ocurre N veces, da las 3N componentes, es decir:

P )2
e_kLT%e_kLT%e_kLT% . e_kLT]sz_ze_l\LTpgvT_le_kiTp;mN (2207)
P P
1 p2 1 p2 N
= fffe‘ﬂzmdpldpzdm = fffe‘”’lmdp]dpzdpg . (2.2.0.8)
N veces

Trabajemos con esta parte antes de sustituir en Z. Para realizar la integral triple, vaya-
mos a coordenadas esféricas en P usando el Teorema de Cambio de Variable para Integrales
Triples:
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(2.2.0.9)

. N 00 2 7T |2 N
[f f f e_”;’dpldpzdm] ) [f f f ey Sen¢dpd9d¢]
o Jo Jo
d 2 <R N R N
[ A0 e
0 0 0 0

Usando el siguiente resultado:
f e_apzdp = \/E (2.2.0.10)
oo o

N o O [\__ 1A=
—ap - _ —ap* 2 _ — == . 2.2.0.11
~ a Loe a» Loe pap ¥ aa( a) s 201D

Dado que son limites simétricos y que la funcidn es par, tenemos que

e 1
2 f e p2dp Lz (2.2.0.12)
0

RYPET)

Con a = 1/(2mkT) y sustituyendo en (2.2.0.9)

N

) N
[ f f f e—k‘ri’mdpldpzdm] :[M%ﬁ(zmw)w] :[(2nka)3/2]N. (2.2.0.13)

Finalmente, sustituyendo el resultado anterior en (2.2.0.5) y reordenando, obtenemos la
Z deseada:

1

7Z=— Z(znka)”2 ! (2.2.0.14)
RE o

La expresion anterior es la Funcién de Particion de un Gas Ideal Clasico. Como se
puede observar, Z depende de las variables termodindmicas, es decir, Z = Z(N, V, T).

2.3. Energia Libre para un Gas Ideal Clasico y Potencial
Quimico
La energia libre de Helmholtz describe un sistema isotérmico e isocdrico cerrado, por

lo que es una funcién de la temperatura, el volumen y la cantidad de moléculas; se define
por:
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AN, V,T)=U-TS . (2.3.0.1)

Para un proceso infinitesimal reversible:

dA =dU -TdS - SdT , (2.3.0.2)

y de la energia libre de Gibbs, dU — TdS = —PdV + udN; sustituyendo en la energia
libre de Helmholtz, llegamos a:

dA = -SdT — PdV + udN | (2.3.0.3)
por lo que
dA
S =—|=
7).,
P
~\av),, (2.3.0.4)
_(0A
H=\on ).,

La ecuacion en la cajita de (2.3.0.4)) corresponde al potencial quimico y, ligado al cam-
bio en N, las particulas de una especie.

La energia libre de Helmholtz estd determindada por la funcién de particién candnica;
para nuestro caso, usando la funcién de particién de un gas ideal clasico, A esta dada pOIEI

N{ m \"?
V(znka)

Ya que obtuvimos la energia libre de Helmholtz, estamos es posicion de calcular el
potencial quimico u de la funcién de particién del gas ideal clésicoﬂ

AA N{ n "
TV V \2amkT

ON
Podemos simplificar la expresion del potencial quimico con valores conocidos: sea n =
% la densidad de particulas, el nimero de particulas por unidad de volumen. La longitud de
onda de De Broglie o longitud de onda térmica se define como

A(N,V,T) = —=kT Inz = NkT |In

- 1] (2.3.0.5)

(2.3.0.6)

'Ver deduccién en apéndice
2Ver deduccién en apéndice



2.4. La Recombinacion 19

h2
Ar = 4/ , 2.3.0.7
r 2amkT ( )

y claramente esta en la funcién del potencial quimico, entonces sustituyendo lo men-
ciondo en (2.3.0.6)

i = kT In (nA®) (2.3.0.8)

La expresion (2.3.0.8) es el potencial quimico para un gas de particulas.

Si la energia libre puede ser aproximada como la suma de las energias libres de cada
especie individual como en un gas ideal o una solucion diluida, entonces podemos derivar
una relacién simple entre las densidades de las especies en el equilibrio. Si anadimos dos
contribuciones mas a la energia del sistema (contribuciones no termodindmicas), la energia
libre de Helmholtz de un gas ideal cldsico consistente de moléculas con grados internos de
libertad puede escribirse como:

A(N,V,T) = Ne + NkT In (nA®) = NkT In j(T), (2.3.0.9)

donde ¢ es la energia del estado fundamental o energia propia, 4 es la longitud de onda
térmica y j(T') es la funcién de particion de los grados de libertad internos de la molécula
(spin, color, etc.). Como la energia propia de cualquier molécula es myc?, tenemos que

A(N,V,T) = Nmyc* + NkT In (nA®) — kT In Z;,,," , (2.3.0.10)

donde Z;,; es la funcién de particion de los grados de libertad internos. Las N son para
considerar todas las particulas. Siempre que tengamos una funcién de particion el factor de
energia es kT .

Entonces, el nuevo potencial quimico estd dado por:

0A
= (aTv) = moc® + kT In (n2®) = kT In Ziy,; (2.3.0.11)
T,V

Ziaoy (idof - internal degrees of freedom) es la funciém de particién de una particula y
ya no depende de N, estd asociada al total de estados + idof=spin + tipo de particula.
2.4. La Recombinacion

La Recombinacion se refiere a la época en que los electrones se unieron a los nicleos
para formar dtomos. La reaccidén de recombinacién (esto es, el inverso de la reaccion de
fotoionizacion del hidrégeno) es

p+tea2H+vy. (2.4.0.1)
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Condicion de Equilibrio Termodinamico: En términos de los potenciales, la relacion
de equilibrio quimico estard dada por

0
Me- + [y = g + yg’ (2.4.0.2)

El potencial quimco para los fotones es cero, ;por qué?.

Un gas ideal con masa con un solo tipo de particula esta descrito unicamente por tres fun-
ciones de estado como la temperatura, el volumen y el nimero de particulas. Sin embargo,
para un cuerpo negro, la distribucion de energia esta establecida por la interaccién de los
fotones con la materia, por lo general, las paredes del contenedor. En esta interaccién, el
nimero de fotones no se conserva.

Es claro que una vez que una region de las paredes del contenedor con varios 4tomos
absorbe un nimero dado de fotones, no vuelve necesariamente a emitir el mismo nimero de
fotones. Supongamos que absorbe una cierta cantidad de fotones en un cierto tiempo. Esto
aumenta la energia de esa region. Esta energia puede ciertamente ser devuelta a la radiacion
o puede ser conferida a otra parte del cuerpo por vibraciones o colisiones entre los &tomos.
A su vez, un grupo de dtomos puede recibir energia de otra parte del cuerpo y convertirla en
fotones. Lo importante, primero, es que la frecuencia de los fotones absorbidos y emitidos
es la misma (dentro de un intervalo), y segundo, que en promedio la energia por unidad
de tiempo que se absorbe sea la misma que se emita. La conclusién es pues que en el
estado de equilibrio del gas de fotones dentro de la cavidad de cuerpo negro, el nimero de
fotones no es una constante. Por lo tanto, el estado termodindmico no puede depender de tal
cantidad. El numero promedio de fotones si es fijo y, por lo tanto, este estd determinado por
el estado de equilibrio en cuestion. Esto explica por qué sélo la temperatura y el volumen
especifican el estado termodindmico. Otra consecuencia es que como N no es una variable
independiente, entonces el potencial quimico del gas de fotones es cero, es decir, la energia
libre de Helmholtz A = A(T, V) y, por lo tanto [[Gratton 2018]]

0A
= — =0. 2.4.0.
Hr (aN)T,V ! (2403

El spin proporciona una medida del momento angular intrinseco de toda particula. Sa-
bemos que el spin del electrén es s,- = 1/2 y cuenta con dos estados de spin: spin arriba y
spin abajo, por lo que , por la férmula para los estados de spin, s = (2s + 1), resulta en dos
estados de spin; de manera andloga ocurre con el protén p*.

El 4tomo de hidrégeno esta compuesto por un proton y un electron, el nimero de esta-
dos de espin del hidrégeno serd la multiplicacion de los de sus componentes, lo que resulta
en 4.

Relacionando esto con la Z;,,¢ y con el potencial quimico de cada componente de la
reaccion de recombinacion tenemos:
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Ue = moc* + kT In (n,A)) — kT In2
pp = myc® + kT In (n,A3) — kT In2 (2.4.0.4)
Uy = myc® + kT In(nyA3) — kT In4 .

De la ecuacion del equilibrio (2.4.0.2)

Mo +kT In (neA))—kT In2+m,c* +kT In (n,A))—kT In2 = mpc® +kT In (nyd3)—kT In4 .
(2.4.0.5)
Operando algebraicamente

(me +m, —mp)c® ( ny Ay, ) _ (2.4.0.6)

kT nA;n, 3

La energia de ioniazacién es I = (m, + m, — my)c?, esto implica
P

/13
g = Mt i (2.4.0.7)
nn, 4

Como my ~ m,, tenemos que A;,/A> ~ 1 lo que resulta en

ny = nenp/lge”kT (2.4.0.8)

que es conocida como la ecuacidén de pre-Saha, donde ny es la densidad de hidrogeno

H, n, la densidad de electrones libres, n, la densidad de protones libres y 4, = 4/ # la

longitud de onda térmica de De Broglie para el electron. Libres quiere decir que no se han
formado estados ligados.

2.5. Reescribiendo Saha

Consideremos la fraccion de ionizacion

estados libres
—
n n,
_— = (2.5.0.1)
ny n, +nyg
—_——
total de protones

donde n,, es la densidad de bariones. Asumimos conservacion de la carga, la carga neta
para este sistema es cero por lo que n, = n, y podemos reescribir la fraccion de ionizacion
como
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ne

Xe = ——. (2.5.0.2)
n, +ng
Manipulando algebraicamente:
n n,+ny—n
1-X,=1-—>2 77" M (2.5.0.3)
n, +ny np + ny ny
1- Xe ng 1 npnyp
-2 _ ) 2.5.04
X? n, o ng ( )
nz
b
De la ecuacién de pre-Saha ny = n A;e'*" pues n, = n,,
1-X,
= n_;;nb = nb/lge”kT = — = nb/lge”kT . (2.5.0.5)
n; X

Recordando la razén Barién—Fotélﬂn = =2 que es un pardmetro cosmolégico. n, = nn,,
Y
ny es conocidoﬂ

n,=1mn, =17 (2.5.0.6)

20(3) (kT
n2 \fhc]

donde £(3) es la funcion zeta de Riemman evaluada en 3. Entonces, sustituyendo lo que
ya conocemos

B 2 3/2 3 3/2 3
X =( " ) poes) (k—T) el =( ah ) el 5124 (3)e! T

X2 2nmkT 7z \Tfic mec?|  232x7/

~_nel(3)e!*T .

m,c? 712

( kT )3/2 2312

Finalmente, la ecuacion de Saha queda escrita como:

1-X, 2 (kT \"
o :44(3)\/;;7( ) !kt (2.5.0.7)

m,c?

La ecuacion de Saha rastrea la evolucion de cada una de las especies involucradas a par-
tir de la densidad, la temperatura y la composicion quimica de un gas. Utiliza la suposicion
de equilibrio termodindmico y toma en cuenta las interacciones foton-particula, no toma en

3Ver generalidades y deduccién de los pardmetros 1, n, y de la razon barién-foton 7 en el apéndice E
4Aquf usaremos los valores de las contantes como: k = 8,6173324 x 107> eVK~!, ¢ = 299792458 m/s,
h = 4,135667731 x 10713 eV's, i = 6,582119624 x 107'¢ eV's, m,c* = 0,510998928 ¢V
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cuenta las interacciones por choques. Por lo tanto, calcula la cantidad de electrones libres
en el sistema.

2.6. Evolucion

La fraccion de ionizacion X, vade X, = 1 — X, = 0, en el intervalo [1, 0], es decilﬂ
X, = 0, no hay electrones libres (ni protones). Es el estado final de nuestra dindmica, es
decir, ya todos los fotones se han desacoplado, ya no pueden ionizar al hidrégeno y dejan
de interactuar, quedan libres y este es el momento del desacoplamiento.

X, = 1, todos los protones y electrones estan libres, aun no hay estados ligados. Es el
estado inicial de esta dindmica.

El desacoplamiento ocurre a lo largo de este intervalo, no es instantaneo.

La ecuacion de Saha se puede graficar en funcion de T para determinar el inicio de la
recombinacién y su final que da lugar al desacoplamiento.

3/2
De la ecuacién de Saha (2.5.0.7), sea A = 4{(3) \/gn(mkcz) / y B = I/K, podemos
reescribirla como

1-X,
Xz

= AT BT = 1 = X, = AT3?ePTX? = AT3PTX2 + X, - 1=0. (2.6.0.1)

Resolvemos como una cuadrética para X,

—1 £ V1 +4AeB/TT32
2AeBITT312
Como no puede haber fraccion de ionizacion negativa, solo tomamos la parte positiva
de la solucién y X, nos queda escrita en funcién de T como:

X, = (2.6.0.2)

1

= AT

La gréfica de la fraccion de ionizacion es la figura

Noétese que el intervalo de la temperatura va de 8000-0 K, se invirti6 la escala de tem-
peratura en concordancia con que la X, va de 1 a 0 como se explicé anteriormente.

La gréfica cae en picada alrededor de 4000 K, y cerca de 3000 K X, = 0 y la dindmica
ha terminado, ya no quedan protones ni electrones libres. Para ver esto mas claramente,
haciendo un zoom a la grafica en el intervalo de 3750-2500 K, figura[2.4]

X, [\/1 + 4AeBITT32 1] . (2.6.0.3)

La mayoria de los procesos cosmolégicos se estudian y grafican de mas a menos, es decir, en el inicio
del proceso estudiado habia una mayor cantidad y fluye hacia una menor. Sobra decir que estéticamente es
mas entendible la visualizacién.
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Ecuacion de Saha 8000-0 K
: : : ; : : :

— X(T) !
oar- ! 8
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T

Figura 2.3: Grafica de la ecuacion de Saha de 8000-0 K.

Es necesario resolver la ecuacién numéricamente para ver exactamente a que tempera-
tura ocurren los porcentajes de ionizacion. Una definicion clasica de la Recombinacion es
cuando X, = 0,1, cuando el 90 % del proceso se ha completado [Liddle 2003]]. La solucién
numérica para algunos porcentajes de ionizacion arroja lo siguiente:

X, T(K)
0.9 | 404158
0.5 | 3762.88
0.1 | 3439.65

0.001 | 2844.52

Estos resultados son muy buenos y mads realistas que los mencionados en la Introduc-
cion de esta tesis. Sin embargo, s6lo hasta cierto punto son validos. Estamos asumiendo la
condicion de equilibrio termodindmico durante todo el proceso y realmente no ocurre asi,
en algin momento el equilibrio se rompe; ademds la fraccion de ionizacion X, llega a cero,
las observaciones han dejado claro que no es asi, que quedé cierto residuo de electrones
y protones libres terminado el proceso. Dado que es un gas de particulas, un andlisis con
Teoria Cinética de Boltzmann nos dard una estimacién mas cercana a la realidad conside-
rando colisiones entre las especies y también tomando en cuenta el momento en el que ya
no persiste el equilibrio. Este analisis se describe en el siguiente capitulo.
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Ecuacion de Saha 3750-2500 K
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Figura 2.4: Grafica de la ecuacion de Saha de 3750-2500 K.



Capitulo 3

Teoria Cinética y la Ecuacion de
Boltzmann

El analisis hecho hasta del proceso de la Recombinacion del hidrégeno es asumiendo el
equilibrio termodindmico y considerando al sistema como un gas ideal clésico, es decir, que
no tiene interacciones entre sus componentes. Tomando en cuenta el momento en que el
equilibrio se rompe y las interacciones entre las componentes del sistema, una descripcion
estadistica como la Teoria Cinética sera mas adecuada para nuestro andlisis.

3.1. Elementos de Teoria Cinética

El objetivo de esta seccion es entender los elementos clave de la teoria cinética, como
una primera introduccion al estudio de esta desde un punto de vista clésico para luego in-
troducir elementos cudnticos y finalmente derivar la ecuacion de transporte de Boltzmann,
base de la ecuacién que usaremos para estudiar la recombinacién del hidrégeno fuera del
equilibrio.

El sistema en consideracion en la feoria cinética cldsica de gases es un gas diluido de N
moléculas, consideradas particulas puntuales e iguales (la cantidad es del orden de ~ 10?%)
en una caja de volumen V.

La temperatura es lo suficientemente alta y la densidad lo suficientemente baja como
para que las moléculas sean localizadas en paquetes de onda cuyas extensiones (de longi-
tud) sean pequefias comparadas con la distancia intermolecular €. Para que esto se realice,
la longitud de onda térmica de De Broglie promedio de una molécula debe ser mucho
menor que la separacion promedio entre particulas (1 < £); esto es:

ho N\
1 —(—) <. (3.1.0.1)
2mkT \V

26
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Bajo estas condiciones, cada molécula puede ser considerada una particula cldsica con
momento y posicion bien definido.

Dos moléculas deberdn considerarse distinguibles una de la otra, las moléculas inter-
actian con otras a través de colisiones, que se especifican por la seccion transversal dife-
rencial de dispersion o seccion eficaz diferencfial de dispersion, denotada por o.

Por simplicidad, ignoramos la estructura atomica de los muros que contienen al gas
en cuestion. Las paredes fisicas del contenedor del gas son superficies reflectoras ideales
(reflexion elastica).

No es de interés en el movimiento de cada particula a detalle. M4s bien, estamos in-
teresados en la funcién de distribucién f(7, p, t) (el nimero de moléculas a un tiempo ¢ que
tienen posiciones entre un elemento de volumen d*r alrededor de # y momento entre un
elemento del espacio de momentos d° p alrededor de j.) que define

fEpOdrdp, (3.1.0.2)

que es el nimero de moléculas en el elemento de volumen d°r y d°p.

Los elementos de volumen d°r y d°p no deben tomarse literalmente como cantidades
matematicamente infinitesimales. Son elementos de volumen finito que son lo suficiente-
mente grandes como para contener una gran cantidad de moléculas y, sin embargo, lo sufi-
cientemente pequefios como para que, en comparacion con las dimensiones macroscopicas,
sean esencialmente puntoﬂ

Para hacer la definicion de f(7, p,t) mas precisa, vamos a considerar el espacio 6-
dimensional, llamado el espacio u con coordenadas (7, p).

d"*pI 0

fe
&3

r

Figura 3.1: El espacio 6-dimensional u de una molécula [Huang 1987].

Un punto en este espacio representa el estado de una molécula.
A cualquier instante de tiempo, el estado del sistema entero de N moléculas es repre-
sentado por N puntos en el espacio u.

'Bajo estas condiciones, hay alrededor de ~ 3 x 10" moléculas/cm?® en un gas. Si escogemos d>r ~
1079 em? (lo suficientemente pequefio para llamarlo o considerarlo “punto”), habré el orden de 3 x 10°
moléculas en d°r.
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Si encogemos los elementos de volumen lo suficiente para que en los elementos de vo-
lumen vecinos no cambie la densidad, f(7, g, t) se puede considerar una funcién continua.
Si cubrimos el espacio entero u de elementos d°r d° p, podemos tomar la aproximacién

Y SEEndrdps [ fEp0drdp. (3.10.3)

Habiendo definido la funcién de distribucion, podemos expresar la informacién de que
hay N moléculas en el volumen V a través de la condicion

ff(ﬁ pd’rd®p=N. (3.1.0.4)

Si las moléculas estan uniformemente distribuidas en espacio, para que f sea indepen-
diente de 7, entonces la integral f d’r = Vy asi:

ff(?,ﬁ, Hd’p = % . (3.1.0.5)

El objetivo de la Teoria Cinética es encontrar la funcion de distribucion f(7, p,t) para
una forma dada de interaccion molecular. La forma limite de f(7, p,1) cuando t — oo
implica que el sistema esta en equilibrio.

El objetivo de la Teoria Cinética incluye, por lo tanto, la derivacién de la termodindmica
de un gas diluido.

Para cumplir este objetivo, el primer paso es encontrar la ecuacion del movimiento para
la funcién de distribucién.

La funcién de distribucién cambia con el tiempo, por lo que las moléculas constante-
mente entran y salen de un elemento de volumen dado en el espacio u.

Supongamos que no hay colisiones entre moléculas (es decir, o = 0). Entonces una
molécula con coordenadas (7, ) en el instante z, tendra las coordenadas (7 + Vét, p + Fst)
en el instante ¢ + 6¢, donde F es una fuerza externa actuando en una molécula yvV=p/mes
la velocidad. Podemos tomar ¢ como una cantidad verdaderamente infinitesimal.

Entonces, todas las moléculas contenidas en un elemento d°r d°p del espacio u en (7, j)
al instante ¢, se encontrardn (todas) en un elemento d°r" d’p’, en (¥ + Vot, p + Fst) en el
instante ¢ + o¢. Por lo tanto, en ausencia de colisiones tenemos la igualdad

[ +Vot, p+ Fot,t + 1) d*r &*p’ = f(7,p,0) d’r dp,

que se reduce a

f(R+V5t, B+ Fot,t + 6t) = (7, p, 1), (3.1.0.6)

porque d°r d°p’ = d*r d®p. El dltimo hecho es ficilmente establecido si asumimos
que la fuerza externa F depende sélo de la posicion. A cualquier instante ¢, podemos elegir
d*r d*p como un cubo seis dimensional y con esto probar que el drea de cualquier pro-
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yeccion de este cubo, digamos dx dp,, no cambia. Dicha proyeccion, originalmente un
cuadrado, se vuelve un paralelogramo de la misma érea en el tiempo ¢, como se aprecia

en la figura[3.2]
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Figura 3.2: La invariancia del elemento de volumen en el espacio u bajo una evolucion
dindmica en el tiempo [Huang 1987].

Cuando hay colisiones, es decir, o > 0, la ec. (3.1.0.6) debe ser modificada. Escribimos:

R 0
f(F+Vot, p+ Fot,t + 6t) = f(F, p, 1) + (8—{) ot , (3.1.0.7)
coll
que define (0f/01)..u. Expandiendo el lado izquierdo de a primer orden en
ot, obtenemos la ecuacion del movimiento para la funcién de distribucién como dejamos

or— 0

a ﬁ =1 2> = af
—+ 2 .V.+F.V; B == . 3.1.0.8
(at * m " P) f(r P ) (at )coll ( )

donde V;y V; son los operadores gradiente con respecto a 7y a p. Esta ecuacion no es
significativa hasta que expresamos explicitamente (%)w”.

Es al especificar este término que la suposicion de que el sistema es un gas diluido se
vuelve relevante.

Una forma explicita para (0f/0¢t).,; puede ser obtenida regresando a la ec. (3.1.0.7).
Considere la figura [3.3] donde el cuadro A representa el elemento deﬁvolumen u-espacial
a (7 p,t) y el cuadro B representa lo mismo al tiempo (¥ + Vot, p + Fét,t + 6t), donde 6t
eventualmente tiende a cero.

Consideramos que A es tan pequefio que cualquier colision que sufra una molécula en
A la sacaréd de A. Tal molécula no alcanza B. Por otro lado, hay moléculas fuera de A que,
a través de colisiones, entrard en A durante el intervalo de tiempo o¢. Estas estardn en B
antes de entrar a A.

Por lo tanto, el nimero de moléculas en B a ¢ + ¢, cuando 6t — 0, es igual al nimero
original de moléculas en A al tiempo ¢ més la ganancia neta de moléculas en A debido a
las colisiones durante el intervalo de tiempo 6t.
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B
A
Figura 3.3: Un elemento de volumen en el espacio u en el intervalo entre ¢ y f + 6t.
Lo anterior es el contenido de la ec. y puede expresarse en la forma
0 _
(—f) ot=(R-R)ot, (3.1.0.9)
ot coll
donde
R 6t dr d° p = nimero de colisiones ocurridas durante el tiempo entre
ty t+ 0t en el que una de las moléculas iniciales esta en (3.1.0.10)
&r &p cerca de (7, p).
R 6t d°r d° p = nlimero de colisiones ocurridas durante el tiempo entre
1y t+ 6t en el que una de las moléculas finales esta en (3.1.0.11)

&*r d°p cerca de (7, p).

Asumimos que el gas estd extremadamente diluido, tal que s6lo podemos considerar
colisiones binarias e ignoramos la posibilidad de que 3 0 mas moléculas puedan colisio-
nar simultaneamente. Esto simplifica en gran medida la evaluaciéon de R y R. Es preciso

entonces estudiar las colisiones binarias.

3.1.1. Colisiones Binarias

Consideramos colisiones elasticas en el espacio libre entre 2 moléculas sin spin, con
masas m; y m,. El momento de las moléculas en el estado inicial es dado por p; y p3,

respectivamente; y las energias € y €, con € = p?/2m;.

2Para nuestros fines, mas adelante veremos que la diferencia (R — R) corresponde a la diferencia entre las

tasas de creacion y aniquilacién de una especie de particulas.
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Por conservacion del momento (y de la energia):

- - >/ =/
Pir+p2=p1 +p2
E=e+e =€ +¢,,

(3.1.1.1)

donde E es la energia total. Definimos la masa total M y la masa reducida y por

mpmyp

M=z=m+m , u=——:. (3.1.1.2)
my + my
Momento total B y relativo p definidos por:
P=pi+ph
L mapi —mip L (3.1.1.3)
ps—————=uvi—1),
my +myp
donde v; = p;/m; es la velocidad. Resolviendo para pi y p>, se obtiene
> m 3 - - np > -
pi=7P+p =5 F-p ( )
Asi, se puede verificar que la energia total esta dada por :
PZ p2
E=_—+—. 3.1.1.5
2M  2u ( )
Las condiciones para la conservacion del momento-energia se vuelven
P=P ., |p=1Ip. (3.1.1.6)

Es decir, la colision simplemente rota los momentos relativos sin cambiar su magnitud.
Sea 6 en 4ngulo entre Fy p’, y sea ¢ el dngulo azimutal de p’ sobre j. Estos dngulos espe-
cifican completamente la cinematica de la colision. Son denotados colectivamente por Q y
son llamados los dngulos de dispersion. Si el potencial responsable de la dispersion es un
potencial central (i.e., dependiente s6lo de la magnitud de la distancia entre las moléculas),
entonces la dispersion es independiente de ¢.

Los aspectos dindmicos de la dispersion estan contenidos en la seccidn eficaz diferen-
cial do/dQ, que se define experimentalmente de la siguiente manera: consideremos un haz
de la particula 2 incidiendo en la particula 1, considerada como el objetivo. El flujo inci-
dente / es definido como el niimero de particulas incidentes que cruzan una unidad de area
por segundo desde el punto de vista del objetivo:

I =npy -V, (3.1.1.7)
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Figura 3.4: Representacion geométrica de la cinemética de una colisién binaria. El momen-
to total B no cambia (se conserva). El momento relativo j es rotado de la direccion inicial
i ala direccion final f, sin cambio en su magnitud (se conserva la energia). Los angulos de
dispersion son 8y ¢ [Huang 1987]].

con n la densidad de moléculas en el haz incidente y vj, v; las velocidades de las particu-
las 1y 2, respectivamente. La seccion eficaz diferencial esta definida por

d
1 (—0—) dQ = nimero de moléculas dispersadas por segundo en el

dQ (3.1.1.8)

elemento de angulo sélido sobre la direccion Q.

donde (do/dQ) tiene unidades de area.

El ndmero de moléculas dispersadas en d€) por segundo es igual al nimero de molécu-
las en el haz incidente cruzando un drea (do/dQ) por segundo. La seccion eficaz total es el
numero de moléculas dispersadas por segundo, independientes del dngulo de dispersion:

do
0',0,—fdQ 70 (3.1.1.9)

En mecanica clésica, la seccion eficaz diferencial puede ser calculada desde el potencial
intermolecular como sigue:

Transformamos el sistema coordenado al sistema del centro de masa, en el cual el mo-
mento total es cero. Entonces, consideramos solo el dominio no-relativista. Esto involucra
una traslacion trivial de todas las velocidades en una cantidad constante. sélo necesitamos
seguir la trayectoria de una de las particulas, la cudl se movera a lo largo de una 6rbita,
como si fuese dispersada por un centro de fuerza fijo O.

Esta particula se acerca a O con momento p, el momento relativo, retrocedera desde O
con momento ﬁ’ , el momento relativo rotado. La distancia entre la linea de acercamiento
y O es llamada pardmetro de impacto b. Por conservacion del momento angular, esta es
también la distancia entre la linea de retroceso y O (ver figura[3.5)).
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Figura 3.5: Dispersion cldsica de una molécula con un centro de fuerza fijo O
[Huang 1987].

De la geometria de la figura, es claro queﬂ

do
I\—|dQ=1bdbdo. d.1.1
(dQ)d db d¢ 3 0)

Sin embargo, para ser mas correctos, debemos usar la mecanica cuantica (en lugar de
la clasica) a pesar del hecho de que entre colisiones consideramos las moléculas como
particulas cldsicas. La razén es porque cuando las moléculas chocan, sus funciones de
onda necesariamente se superponen, y se ven unas a otras como ondas planas de momentos
definidos en lugar de paquetes de onda de posiciones bien definidas. Ademds, formulando
el problema de la dispersion de manera mecénico-cudntica se hacen la cinematica y la
simetria del problema mds obvios.

En la mecdnica cudntica, la cantidad bésica en un problema de dispersion es la Matriz
de Transicion (matriz M), que tiene elementos de un operador M(E) entre los estados
inicial i y final f (Fy p’, respectivamente) [Huang 1987], [Jeong 2019a]:

Mg = (I, 2IM(E)IL, 2)

(3.1.1.11)
ME)=H +H(E-Hy+ie)'H +...

donde H, es el hamiltoniano sin perturbar, H’ es el potencial, e — 0* (tiende a cero por
la derecha) y 1’,2’, 1,2 son los estados finales e iniciales, respectivamente.

Una colision es una transicion desde el estado inicial a un conjunto de estados finales.
Para estados finales en el elemento infinitesimal del espacio de momentos d* 24 d* P, la tasa
o razén eg

3Se obtiene la relacion entre b y los dngulos de dispersion de la ecuacién cldsica de la 6rbita, de este modo
obteniendo do/d€) como una funcién de los dngulos de dispersion [Huang 1987].

4Sobre la normalizacién, con las definiciones dadas por las ecs. (3.1.1.11) y (3.I.1.12) y con estados de
particulas individuales normalizados a una particula por unidad de volumen, deberia haber un factor (2771)°
multiplicando la funcién 6> para la conservacién del momento, un factor 27/ multiplicando la funcién 6 para
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dPyy_1y = Ido = d3pl1d3P’254(Pf - Pi)m/(fi'2

§* Py - P) =8 (P-P)S(E-E), ©.1.1.12)
donde P y E siguen siendo el momento y la energia totales, respectivamente.
La tasa de transicion dentro de cualquier region del espacio de momentos puede ser
obtenida integrando sobre la region apropiadeﬂ Para obtener la seccion eficaz diferencial,
integramos sobre el momento de retroceso p)’ (que es constante y fijo por la conservacion
del momento) y la magnitud p’, (que es determinada por la conservacion de la energia) para
obtener

do L, )
e~ f dps'p>” f & pio*(Py = PYIMyil* (3.1.1.13)

Las integraciones son triviales, y producen un factor que representa la densidad de los
estados finales debido a las funciones ¢ que hacen cumplir la conservacion de momento-
energia (sin embargo, para manipulaciones formales, es mejor dejar las integraciones ex-
presadas sin resolver).

La matriz M es invariante bajo rotaciones espaciales, bajo reflexiones y bajo la inver-
sion del tiempo. Para dispersiones elésticas, la densidad de estados es la misma en los esta-
dos inicial y final. Entonces, las invariancias de M implican invariancias correspondientes
de la seccion transversal (o eficaz) diferencial.

Explicitamente, tenemos:

(72, PV IMIPL, ) = (RPY, RV IMIRPL, Rp3)
I ar o (3.1.1.14)
={=p2, —piIMI - p1,-p2),
donde Rp es el vector obtenido de j después de realizar una rotacion espacial sobre un
eje, y/o una reflexién con respecto a un plano.

Si las moléculas tienen spin, (3.1.1.14)) sigue siendo vélida siempre que, interpetemos
que p incluye la coordenada de spin. Una rotacion rota tanto el momento como el spin,
pero una reflexion no afecta el spin.

De la ec. (3.1.1.14)) podemos deducir que la colision inversa, definida como la colision
de estados inicial y final intercambiados, tiene la misma matriz M (y por lo tanto, la misma
seccion eficaz):

la conservacién de la energifa y un factor (2771)~> que multiplica cada elemento de volumen d°p del espacio
de momentos. Para ahorrar notacién y molestia al escribir dichos factores, estamos definiendo la matriz M
de modo que los “absorba temporalmente”.

>La expresion dPyp—,1/» es la tasa de transicion al estado final dentro de d°p|d°p}.
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(P, PV IMIPL, P2y = (ph UMDY, P3)
= Mf,' = Ml'f

(3.1.1.15)

Si las colisiones son tratadas cldsicamente, la colision inversa podria ser muy diferente a
la colision original. Como ejemplo, tomamos el caso de la colision clasica entre un a esfera
y una cufia. Pero esto es irrelevante para dispersiones moleculares, por que las moléculas no
se pueden describir como cuias o similares. Una molécula simétrica no esférica es una con
spin distinto de cero, y existe un eigenestado del spin. La orientacién angular conjugada
con el momento angular, es completamente incierta. La simetria entre la colision original
y la colisién inversa permanece valida cuando el spin es tomado en cuenta, como ya se
menciono.

3.1.2. La Ecuacion de Transporte de Boltzmann

Para derivar una férmula explicita de (0f/0t)..;, asumimos que el gas esta tan suficien-
temente diluido que solo colisiones binarias necesitan ser tomadas en cuenta. El efecto de
fuerzas externas es ignorado asumiendo que estas fuerzas, si estan presentes, variaran poco
en el rango del potencial intermolecular.

El niimero de transiciones 12 — 1’2’ en un elemento de volumen d°r en 7 que tienen
colisiones durante el intervalo de tiempo ot es

dN2dPi>-,120t .

donde dNj; es el nimero inicial de pares (p}, p>) que colisionan.
Introducimos la funcion de correlacion de 2 particulas, F, definida por

dNy, = F(?, py, po, Dd’r & py & p, . (3.1.2.1)
Entonces, en la notacién de (3.1.0.10) tenemos:

Rtd’rd’p, =6t d’r dp, f d*py APy 1y F(7, Pl Phit)

(3.1.2.2)
= R = fd3172 dPy1y F(7, p1, p2,1) .
Sustituyendo la ec. (3.1.1.12)) en la expresion anterior, obtenemos:
R = f d’py & py & ply 6 (Py = POIMGPF(7, pl, pa.1) . (3.1.2.3)

De igual manera, encontramos:



3.1. Elementos de Teoria Cinética 36

R= fd3pz &’ p\ & py ' (P = PRIMyPF(F, pr, pa.1) - (3.1.2.4)

Las funciones ¢ en (3.1.2.3) y (3.1.2.4) son idénticas, y M;; = M, por (3.1.1.14).

Entonces

0 _ / /
(0_];) =R-R-= fd3p2 d3pl d3p2 54(Pf _ Pi)le,‘|2(F1f2/ —Fp)
" af (3.1.2.5)
(E) = fd3p2 d3p'1 d3pr2 54(Pf _ Pi)leilz(FI/Z’ —Fp),
coll

donde F1, = F(7, p1, p. 1) y Firo = F(7, pi', p3', 1.
Nétese que podemos integrar sobre el vector p;” y la magnitud p,, asi que la seccién
transversal eficaz diferencial aparece en el integrando de (3.1.2.4):

of
%
Para nuestros intereses, es mejor usar la forma (3.1.2.5).
La expresion obtenida es exacta para un gas lo suficientemente diluido. Pero dicha
expresion contiene la funcion de correlacion F'.
Ahora, introduzcamos la suposicion crucial

) = f & p, dQW, — Vi|(do /dQ)(Fyy — F12) . (3.1.2.6)
coll

F(7, p1, pa, 1) = f(7, pr. O f(7, pa. 1) . (3.1.2.7)

Esta suposicion dice que el momento de dos particulas en el elemento de volumen
d’r estd “no correlacionado”, asi que la probabilidad de encontrarlas simultaneamente es
el producto de la probabilidad de encontrar sola a cada una. Esto es conocido como la
“suposicion del caos molecular”. Esto es necesario para obtener una ecuacion cerrada de
la funcién de distribucion.

Con la suposicion del caos molecular , tenemos

)
(a_];) ) f & pz dQIV} = I [dQ)(S} f3 — fifs) |
coll
o bien
)
(a_];) = f &*pr & pl, d’p 8'(Pr = POIMGP(Fi 5 = fifo) (3.1.2.8)
coll

donde las siguientes abreviaciones han sido usadas:
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fi=f@ pi. 0
2:f(7" _)231‘)

) 3.1.2.9
£ = £ V1) G129
fr=f@py.0).

Sustituyendo (3.1.2.8) en la ec. (3.1.0.§)), obtenemos la ecuacién del transporte de Bol-
tzmann o simplemente ecuacion de Boltzmann:

S
(% + % V4 F - Vp"])fl = fd3pz d*pl & py ' (Pr = PAIMGI(fi f5 = fif)
(3.1.2.10)
la cual es una ecuacion integro-diferencial no lineal para la funcidén de distribucion.
Hemos considerado sélo el caso de una especie de moléculas sin spin. Si consideramos
diferentes tipos de moléculas, entonces tenemos que introducir una funcién de distribucién
separada para cada tipo, y el término de colision las acoplard si diferentes tipos de molécu-
las pueden dispersarse entre si. Si las moléculas tienen spin, o si consideramos la excitacion
de las moléculas a través de la dispersion, entonces los diferentes estados de spin o estados
excitados deben considerarse como diferentes especies de moléculas.

3.2. Formalismo de la Teoria Cinética

Ahora veremos un andlisis mas formal de la teoria cinética por medio de la descripcion
hamiltoniana de un sistema de muchas particulas (N ~ 10%, orden de 1 mol de sustancia)
que nos permite dar un enfoque mecdanico-estadistico al sistema y a través del formalismo
matematico conocido como la jerarquia BBGKY para obtener una mejor derivacion de la
ecuacion de Boltzmann.

Se hara un acercamiento a la ecuacion de Boltzmann en el equilibrio y se desarrollard
la ecuacion de Boltzmann cudntica, que es primordial para los fines de este trabajo.

3.2.1. De Liouville a BBGKY

Partamos de un enfoque Hamiltoniano para la dinamica de N particulas puntuales iden-
ticas. Consideremos el Hamiltoniano H(7, j, t) de la forma

1 N _)2 N =2 N =2 =2
= ﬁzpi + ZV(r,-) + ;U(n—rj) : (3.2.1.1)
— [ — J

Energia cinética  Fyerza externa F = —VV  interaccién entre componentes
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El Hamiltoniano contiene una fuerza externa F = —VV que actda por igual en todas
las particulas. También hay interacciones de dos cuerpos entre particulas, capturadas por la
energfa potencial U(7; — 7)).

Las ecuaciones de Hamilton vectoriales son

or; OH op;  OH
ot ap;, ot 9F
De igual manera, seguimos considerando el espacio fase, que es 6N dimensional.
Un elemento fundamental en la descripcion es la evolucion de la funcién de probabilidad
f(#, pi, t) sobre el espacio fase, que nos da la probabilidad de que el sistema se encuentre
en la vecindad del punto (7, 7).
La probabilidad de encontrar una particula en el espacio fase debe ser 1. Como cualquier
probabilidad, la funcién se normaliza como

(3.2.1.2)

fd3’:)ld3ﬁlf(?l, p_)ia t) =1.

Ademas, debido a que la probabilidad se conserva localmente, debe obedecer una ecua-
cion de continuidad. Una ecuacion de continuidad expresa la conservacion de alguna can-
tidad fisica, por ejemplo, en el electromagnetismo tenemos la ecuacion de continuidad

dp

Liv.i= 0,
ot

donde p es la densidad de carga y J = pves la densidad de corriente, expresa la conser-
vacion de la carga.
En nuestro caso, cualquier cambio de probabilidad en una parte del espacio fase debe ser
compensado por un flujo hacia regiones vecinas. En términos del espacio fase, el término V
en la ecuacién de continuidad incluye tanto 9/d7 como 0/dp; y, correspondientemente, el
vector de velocidad en el espacio fase es (f’, ﬁ,) La ecuacién de continuidad de la funcién
de probabilidad queda como

ﬁf :,
yrt (fr,) ﬁ,- () =0

Pero, usando las ecuaciones de Hamilton 7 = dH/d; y P = —0H/OF, esto se convierte
en

of L0 (0H)_ 0 (0H)_,
ot ar, ap;] op. \" or)

2 2
- LI O L 9 g
ot or; 0p; riop; 0p; Or pior;
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0 of Oo0H 0 H
L OO OH_of oH_
ot O0F, op; 0p; OF
La expresion anterior es la ecuacion de Liouville. Es la afirmacién de que la probabili-
dad no cambia a medida que se sigue a lo largo de cualquier trayectoria en el espacio fase,

como se ve al escribir la ecuacion de Liouville como una derivada total

af _of Jof 5 OF 5 df_
a "o or e P dr
Por tanto, esto implica la conservacion de f, es decir, si sigue alguna region del espacio
fase en la evolucion hamiltoniana, su forma puede cambiar pero su volumen seguird siendo
el mismo. Lo anterior deriva del teorema de Liouville.
Podemos reescribir la ecuacion de Liouville usando el paréntesis de Poisson

0A 0B 0A OB

ABl = — — - — . —
{ } 6’—?1 aﬁl apt arl
0 of oH of OH 0
f _f___{__) =0 = —f+{f,H}:
at or, op; op; OF. ot
El paréntesis de Poisson es antisimétrico {A, B} = —{B, A} por lo que la ecuacién de

Liouville queda como

of
— ={H, f}.
5 = B}
Una distribucion de equilibrio es aquella que no tiene una dependencia explicita del
tiempo:

o
ot
que ocurre si {H, f} (o {f, H} si usamos la primera forma) es cero, es decir, que f
conmuta con H. Una forma de satisfacer esto es que f sea funcién de H y un buen ejemplo
es la distribucion de Boltzmann f ~ e con 8 = 1/kT. Cualquier funcién de distribucién
que conmute con H en el paréntesis de Poisson es una distribucion de equilibrio.
Suponga que tenemos alguna funcion, A(7}, p;), en el espacio fase. El valor esperado de
esta funcion viene dado por

(A) = deA(rT-, Pf(F, pis 1) (3.2.1.3)

Este valor esperado cambia con el tiempo solo si existe una dependencia temporal
explicita en la distribucién (esto significa que en equilibrio (A) es constante). Tenemos
pues, reescribiendo la ecuacion de Liouville y sustituyendo:
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dA) of
e f VA,

of O0H of OH
= | dVA| 5 5 -5 9z
f (8171- o, oF, aﬁi) (3.2.1.4)

A OH A OH
[av(-oa o on om)
op; 0r; 0r; 0p;

Se integrd por partes para llegar a la dltima expresion, descartando los términos de
frontera que se justifica en este contexto porque f estd normalizada lo que asegura que
debemos tener f — 0 en partes asintéticas del espacio fase. Finalmente

% = f dV{A, HYf = ({A, H}) . (3.2.1.5)

3.2.2. La Jerarquia BBGKY

Adun al considerar una distribucion de probabilidad sobre el espacio fase de N-particu-
las, seguimos teniendo un problema: todavia tenemos una funcién de ~ 10?* variables. Para
continuar, no nos centraremos en la distribucion de probabilidad de las N particulas, sino en
la funcion de distribucion de una particula. Esta captura el nimero esperado de moléculas
en algtn punto (77, p1). Esta definida por

N
fi@F0) =N f [14rd pef L. ca s B oo 1)
i=2

Es como integrar sobre todos los grados de libertad del sistema excepto los de la particu-
la 1. Aunque parece que hemos seleccionado la particula 1 para un tratamiento especial en
la expresion anterior, no es el caso ya que todas las N particulas son idénticas.

Esto también se refleja en el factor N de la expresion, lo que garantiza que f; se norma-
liza como

fd3rd3p fi(? p.H)=N. (3.2.2.1)

En general, la funcién f; es todo lo que realmente necesitamos saber sobre un sistema:
captura muchas de las propiedades de este. Por ejemplo, la densidad promedio de particulas
en el espacio real es simplemente

n(@ 1) = f Epfi7 P10 . (3.2.2.2)

La velocidad promedio de las particulas es
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(r, 1) = f EpEfE . (3.2.2.3)
m
y el flujo de energia es
g1 = fd3p%E(ﬁ)f1(7, P10, (3.2.2.4)

donde usualmente se considera E(p) = p*/2m.
El objetivo es obtener una ecuacién que gobierne f;. Para ver como cambia con el
tiempo, derivamos f; respecto al tiempo:

of; :
_I_Nfl—[d* d>p —:Nfl—[d3rid3pi{H’f}-
i=2

Usando el Hamiltoniano dado en la ec. (3.2.1.1)), la expresion anterior se convierte en

~

N
2w

j=1 J

‘¢

—Nfrld3r,d3pl

Ahora, siempre que j = 2, ..., N, podemos integrar por partes para mover las derivadas
de f hacia los otros términos. Y, en cada caso, el resultado es simplemente cero porque
cuando la derivada es con respecto a 7, los otros términos dependen solo de f; y viceversa.

Nos quedamos solo con los términos que involucran derivadas con respecto a 7| y p)
porque no podemos integrarlos por partes, haciendo asi que las sumatorias sobre j en la
ecuacion anterior desaparezcan. Cambiemos un poco la notacién definiendo /i = Py p) =
p. Asi, tenemos

V9 QU —7) of
Zl or; (9191 ZZ or; ﬁ/

J j=1 k<l

afl f s s | B ar oV of \NaUG-R) of
— =N d’rid’ p; =+ — _ =
1—[ il or or 8p kz; or op
(3.2.2.5)
8U(r—rk) 8f
={H\,fi}+N d’rid’ p;
1 f1} fﬂ ri P £ T 8
donde se defini6 el Hamiltoniano de una particula
P
H =—+V®. (3.2.2.6)
2m

Notese que H; incluye la fuerza externa V que actuia sobre la particula, pero no hay
informacion de la interaccion con las otras particulas. Toda esa informacion se incluye en
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el tltimo término con U(7— 7). La evolucion de la funcion de distribucion de una particula
se describe mediante una ecuacion similar a la de Liouville, junto con un término adicional:

of i
E = {Hbfl} +( o )COH . (3227)

El primer término a veces se denomina término de transmision. Dice como se mueven
las particulas en ausencia de colisiones. El segundo término, conocido como integral o
término de colision y viene dado por el segundo término en la ec. (3.2.2.3). De hecho,
debido a que todas las particulas son iguales, cada uno de los (N — 1) términos en Y}, en
la ec. (3.2.2.5) son idénticos, podemos eliminar la sumatoria sobre k y escribir

ofi f 5. 5 0UFE-R) 0 f . 3.3 5 > S
—— =N(N -1 d’rd’ py—————= - — d’rid’pif(P, 73, ..., Py Pay..nt) .

Pero aqui surge un problema. La integral de colisién no se puede expresar en términos
de la funcién de distribucion de una particula. La integral de colision captura las interaccio-
nes, o colisiones, de una particula con otra. Sin embargo, f; no contiene informacién sobre
donde se encuentran las otras particulas en relacion con la primera. Sin embargo, parte de
esa informacidn estd contenida en la funcion de distribucion de dos particulas,

N
fz(rq,rz,pq,ﬁz,t)zN(N—1)f]_[d3rid3pif(ﬁ,r3,...,pi,pz,...,t).
i=3

Con esta definicion, la integral de colision se escribe simplemente como

afl f 3 3 aU(?_ r_2)) afz
I | prddp, T T2 9 322.8
(az )w,, e oF ( )

El término de colisién no cambia la distribucidon de particulas en el espacio. Este es
captado por la densidad de particulas (3.2.2.2) que se obtiene integrando n = f &pfi.

El resultado de todo esto es que si queremos saber como evoluciona la funcién de distri-
bucidn de una particula, también necesitamos saber algo sobre la funcién de distribucién de
dos particulas. Pero siempre podemos averiguar como evoluciona f, repitiendo el mismo
calculo que hicimos anteriormente para f;. Se puede demostrar que f, evoluciona median-
te una ecuacién similar a la de Liouville, pero con un término corregido que depende de
la funcién de distribucion de tres particulas f5. Y f; evoluciona a la manera de Liouville,
pero con un término de correccién que depende de f, y asi sucesivamente. En general, la
funcion de distribucion de n particulas
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— > o - N! -
fn(rla-"a rnapla""pnat) (N n)' f l_l d3rld3p f(rla“- rnapla-"apnat) s

i=n+1

obedece a la ecuacidon

0 U@ —r31) 0
f” = {H, fu} + Z fd3rn+1d3pn+1 ink VR (32.2.9)
Hri 0]%
donde el Hamiltoniano de n cuerpos incluye la fuerza externa y cualquier interaccién
entre las n particulas, pero ignora las interacciones con cualquier particula fuera de este

conjuntolﬂ

H, = Z( +V(r,) + ) UGFE-7).
i<j<n

Las ecuaciones resultantes del desarrollo de (3.2.2.9) se conocen como La jerarquia
BBGK Estas dicen que cualquier grupo de n particulas evoluciona de manera hamil-
toniana, corregida por interacciones con una de las particulas fuera de ese grupo. Para
comprender todo en detalle, tendremos que calcularlo todo. Comenzamos con la ecuacion
de Liouville que gobierna una funcién complicada f de N ~ 10%* variables y reemplazarla
con ~ 10% ecuaciones acopladas.

Sin embargo, hay una ventaja en trabajar con la jerarquia BBGKY porque aislan las
variables interesantes y simples, a saber, f; y otras f, inferiores.

Esto significa que las ecuaciones estdn en una forma que estd madura para comenzar
a implementar varias aproximaciones. Dado un problema particular, se puede decidir qué
términos son importantes e, idealmente, qué términos son tan pequefios que pueden igno-
rarse, truncando la jerarquia a algo manejable. La forma exacta de hacerlo depende del
problema en cuestion. El més simple, ttil y de mayor interés para nosotros es la ecuacion
de Boltzmann.

3.2.3. La Ecuacion de Boltzmann

Veamos la manera de como escribir una ecuacion cerrada para f; en solitario. Esta sera
la famosa ecuacion de Boltzmann. La idea principal es que hay dos escalas de tiempo en
el problema. Uno es el tiempo entre colisiones, 7, conocido como tiempo de dispersion o
tiempo de relajacion. El segundo es el tiempo de colision, 7., que es aproximadamente el
tiempo que tarda en ocurrir el proceso de colision entre particulas. En situaciones donde

®Comparar H, con la ecuacién(3.2.1.1).
"Las iniciales representan Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood e Yvon.
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T Teoll - (3.2.3.1)

Es de esperar que, durante gran parte del tiempo, f; simplemente siga su evolucién
hamiltoniana con perturbaciones ocasionales por las colisiones. Esto es lo que sucede con
el gas diluido. Y este es el régimen en el que trabajaremos a partir de ahora.

En esta etapa, hay una forma correcta y una forma menos correcta de proceder. La forma
correcta es derivar la ecuacion de Boltzmann a partir de la jerarquia BBGKY. Sin embargo,
€s un poco complicadoﬂ Entonces, en su lugar, comenzaremos por tomar la opcién menos
correcta que tiene la ventaja de obtener la misma respuesta pero de una manera mucho més
facil. Esta opcion es simplemente adivinar qué forma debe tomar la ecuacién de Boltzmann.

Recordando la ecuacién de Boltzmann (3.2.2.7)

of of:
E = {Hl,fl} +( o )w” . (3232)

Pero ain no tenemos una expresion para la integral de colision en términos de f;. De
la definicién dada por la ec. (3.2.2.8)) se desprende claramente que el segundo término
representa el cambio en los momentos debido a la dispersion de dos particulas. Cuando
T > Ty, las colisiones ocurren ocasionalmente, pero de manera abrupta. La integral de
colision debe reflejar la velocidad a la que estas colisiones ocurren.

Suponemos que la particula se encuentra en (7, 7) en el espacio fase y choca con otra
particula en (7, p3). Asumimos que las colisiones son locales en el espacio, de modo que las
dos particulas se sitian en el mismo punto. Estas particulas pueden colisionar y emerger
con momentos p;" y p>". Definiremos la tasa o razén de dispersién para que ocurra este
proceso para que sea

Tasa = d’pod’ pid’py (7, 7, B, pa. M (3.2.3.3)

donde M es la matriz de transicién (3.1.1.TT]), explicada en la seccién La tasa de
dispersion contiene la informacion sobre la dindmica del proceso y estd relacionada con la
seccion transversal diferencial. La tasa es proporcional a la funcion de distribucion de dos
cuerpos f, ya que esto nos dice la probabilidad de que dos particulas se situen originalmente
en (7, ) y (7, p2).

Centrémonos en la distribucion de particulas con un impulso especifico p. Dos particu-
las con momentos 7'y p> se pueden transformar en dos particulas con momentos p)" y p5’.
Dado que tanto los momentos como la energia se conservan en la colision, tenemos

8Mis detalles de la derivacion de la ecuacién de Boltzmann a partir de la jerarquia BBGKY se pueden
consultar en [Huang 1987] y [[Tong 2018b|.
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P+pr=p+py
s 9 pp (3.2.34)
ptpy=pr tps.

En general, estamos considerando particulas en un potencial externo V. Esto propor-
ciona una fuerza sobre las particulas que, en principio, podria significar que el momento y
la energia cinética de las particulas no son los mismos antes y después de la colision. Para
eliminar esta posibilidad, asumiremos que el potencial solo varia apreciablemente en esca-
las de distancia macroscépicas, de modo que puede despreciarse en la escala de colisiones
atomicas. Esto es completamente razonable para la mayoria de los potenciales externos
como la gravedad o los campos eléctricos. Entonces (3.2.3.4) siguen siendo validas.

Si bien las colisiones pueden desviar particulas de un estado con momento 7 a un mo-
mento diferente, también pueden desviar particulas con momento diferente de a un estado
con momento p.

Esto sugiere que la integral de colision debe contener dos términos:

6f1 ’ ’ =2 2 2/ >/ 2 2 2
(E) = fd3p2d3p1d3p2 [fz(r, F, D1, D2 ,l)|/\/1fi|2 - L7 7, p, 2,T)|Mif|2] .

coll

El primer término captura la dispersion en el estado p, el segundo la dispersion fuera
del estado p.

Recordando las propiedades de simetria e invariancia de la funcién de dispersion M,
tenemos que M,; = My;, con lo que podemos simplificar la integral de colisién como

(2
ot

) = f Epad’ pid*ph | AP 7. Py Py 1) — AEF B 0| IMul? . (32.3.5)
coll

Para finalizar, debemos expresar la integral de colision en términos de f; en lugar de f;.
Suponemos que las velocidades de dos particulas no estdn correlacionadas, de modo que
podemos escribir

Veamos mds de cerca lo que realmente asumimos. Si observamos (3.2.3.5]), podemos
ver que hemos tomado la tasa de colisiones como proporcional a f>(7, 7, j, p>,t),) donde
Py p2 son los momentos de las particulas antes de la colision. Eso significa que si susti-
tuimos (3.2.3.6) en (3.2.3.5), realmente estamos asumiendo que las velocidades no estdn
correlacionadas antes de la colision. Y eso suena bastante razonable: podria imaginarse que
durante el proceso de colision, las velocidades entre dos particulas se correlacionan. Pero
entonces pasa mucho tiempo, 7, antes de que una de estas particulas sufra otra colision.
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Ademas, esta proxima colision es tipicamente con una particula completamente diferente
y parece completamente plausible que la velocidad de esta nueva particula no tenga nada
que ver con la velocidad de la primera. No obstante, el hecho de que hayamos asumido
que las velocidades no estdn correlacionadas antes de la colisién en lugar de después, ha
introducido, con bastante astucia, una flecha del tiempo en el juego.

Finalmente, podemos escribir una expresion cerrada para la evolucién de la funcion de
distribucién de una particula dada por

o _ df
) 3.2.3.7
e i ( ot )coll ( )
con la integral o término de colision:
8fi 3 > o7 - 3 - > 2
= & o P\ py | i@ PV ORGP0 = AE BDSIE. o 0] IMy
coll

(3.2.3.8)

Estaes la ecuacion de Boltzmann y no es una ecuacion fécil de resolver. Es una ecuacion

integro-diferencial no lineal. Las soluciones exactas son dificiles de encontrar, pero las
soluciones numéricas tienen muchas aplicaciones en diversos campos.

3.2.4. Equilibrio y Equilibrio Detallado

Comencemos la exploracion de la ecuacion de Boltzmann revisando la cuestion de la
distribucién de equilibrio que obedece a df“?/0t = 0. Ya sabemos que {f, H;} = 0 si f esta
dada por cualquier funcién de la energia o, de hecho, cualquier funcién que Poisson conmu-
te con H. Para mayor claridad, limitémonos al caso en el que la fuerza externa desaparece,
por lo que V(r) =0

Entonces, si miramos la ecuacién de Liouville solamente, cualquier funcién del mo-
mento es una distribucion de equilibrio. Pero, ;qué pasa con la contribucion de la integral
de colision?.

Una forma de hacer desaparecer la integral de colision es encontrar una distribucion
que obedezca a la condicion de equilibrio detallado,

FA@E PORIE ) = 1@ P AE po) (3.2.4.1)

Es mas usual aplicar logaritmos y escribir la expresion anterior como:

log(f{*(7, pi") + log(f{* (7, p2")) = log(f{* (7, p)) + log(f{* (7, p2)) (3.2.4.2)

(Como podemos asegurarnos de que esto sea cierto para todos los momentos? Los
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momentos de la derecha son los anteriores a la colision; a la izquierda son los posteriores a
., eq .

la colisién. De la forma de (3.2.4.2)), es claro que la suma de log f;” debe ser la misma antes

y después de la colision: en otras palabras, esta suma debe conservarse durante la colision.

Pero sabemos qué cosas se conservan durante las colisiones: momento y energia, como se

muestra en (3.2.3.4)) respectivamente. Esto significa que debemos tomar

log(f{*(7, P)) =B — E(P) +i-p), (3.2.4.3)

donde E(p) = p?/2m para particulas no relativistas y u, 8y il son todas constantes.
Ajustaremos la constante u para asegurarnos de que la normalizacién general de f; obedez-
ca (3.2.2.1). Entonces, escribiendo p = mv, tenemos

N 2 o
ﬁ@@:vgﬂ)ewwmﬁ (3.2.4.4)
Tm

que reproduce la distribucion de Maxwell-Boltzmann si identificamos S el inverso de
la temperatura, 1/T (en realidad 1/kT). Aqui, i permite la posibilidad de una velocidad de
deriva general. La adicion del término de colision a la ecuacion de Liouville nos obliga a
sentarnos en la distribucién de Boltzmann en equilibrio.

Si nos olvidamos del término de transmision {H;, f;}, entonces existe una clase mucho
mayor de soluciones para el requisito de equilibrio detallado (3.2.4.T)). Estas soluciones
son de nuevo de la forma (3.2.4.3)), pero ahora con las constantes u, 8y i promovidas a
funciones de espacio y tiempo. En otras palabras, podemos tener

B(F, 1)
2nm

Tal distribucidn no es una distribucion de equilibrio, porque mientras la integral de co-
lisién en desaparece, el término de flujo no lo hace. Se dice que estdn en equilibrio
local, con la densidad de particulas, la temperatura y la velocidad de deriva que varian en
el espacio.

3/2
11470 =0 (522 enp (-0 317~ ) (3245)

3.2.5. La Ecuacion de Boltzmann Cuantica

Nuestra discusion anterior fue completamente para particulas clasicas. Veamos como
cambian las cosas para las particulas cudnticas. Mantendremos la suposicion del caos mo-
lecular, por lo que f, ~ fifi como en (3.2.3.6). La principal diferencia se produce en la tasa
de dispersion (3.2.3.3)) para la dispersién g + p> — pi’ + p>’ que ahora se convierte en

tasa = d’ prd’p\d® py LB AP = A(EOHL = A NIMl* . (3.2.5.1)

Los términos adicionales son los que estin entre corchetes. Elegimos el signo + para
bosones y el signo — para fermiones. La interpretacion es particularmente clara para los
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fermiones, donde el numero de particulas en un estado dado no puede exceder uno. Ahora
bien, no es suficiente conocer la probabilidad de que se complete el estado inicial. También
necesitamos saber esa probabilidad de que el estado final sea libre para que la particula se
disperse, y eso es lo que nos dicen los factores {1 — f;}.

Los argumentos restantes siguen siendo los mismos de antes, lo que resulta en la ecua-
cion cudntica de Boltzmann

2

at) = f & pod® pi & piL A AN £ AN £ fi(p2)}
coll

— LB LG = GO+ A@OIT Ml

(3.25.2)

Volviendo a examinar el requisito de equilibrio, aplicando logaritmos la condicién de
equilibrio detallado ahora se convierte en

o ( £ )+10g( £ ):log( ['® )+10g( £ (P2
L+ /(1) L+ fi(p") L+ /(D) L+ f(p2)

lo cual nuevamente se resuelve relacionando cada logaritmo con una combinacion lineal
de energia y momento. Encontramos

) , (3.25.3)

4P = (3.2.5.4)

que reproduce las distribuciones de Bose-Einstein y Fermi-Dirac.

e PUEGD 4 |

3.3. La Ecuacion de Boltzmann en un Universo en Expan-
sion

Con todos los elementos vistos de la teoria cinética en las dos secciones anteriores, se
construird la ecuacién de Boltzmann dindmica que nos permita estudiar los procesos cos-
moldgicos de nuestro universo fuera del equilibrio y a partir de esta, construir la ecuacién
dindmica para la recombinacion del hidrogeno, que es el corazon de este trabajo.

Recordemos que para nuestros modelos cosmoldgicos a estudiar estamos asumiendo El
Principio Cosmologico, el cual afirma que el Universo, cuando se observa a escalas del
orden de cientos de megaparsecs, es isotropico y homogéneo. La isotropia significa que
sin importar en qué direccion se esté observando, veremos las mismas propiedades en el
Universo. La homogeneidad quiere decir que cualquier punto del Universo luce igual y
tiene las mismas propiedades que cualquier otro punto dado. Ademads, estamos conside-
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rando el modelo del Universo conocido como Universo de FRW que usa la métrica de
Friedmann-Robertson-Walker (de ahi la abreviacion FWR) y que es una solucion exacta
de las ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general. Describe un universo en
expansion (o contraccién), homogéneo e isotr(’)picoﬂ

3.3.1. Teoria Cinética en el Universo de FWR

La evolucién de la funcién de distribucion del espacio de fase se describe mediante la
ecuacion de Boltzmann:

df
da
El lado izquierdo de la ecuacion de Boltzmann es la derivada total de la funcién de
distribucion del espacio de fase siguiendo la trayectoria. Eso debe ser equilibrado por el
cambio de particulas (fuente o sumidero) a lo largo de la ruta debido a la interaccién, que
estd codificada por el término de colision en el lado derecho de la ec. (3.3.1.1). Si no hay
fuente o sumidero, el lado derecho desaparece y la ecuacién de Boltzmann simplemente es-
tablece el teorema de Liouville que mencionamos anteriormente. Una diferencia que puede
notar con respecto a la forma que veniamos manejando la ecuacion de Boltzmann es que
ahora usamos el pardmetro afin A en lugar del tiempo para hacer que la ecuacién de Boltz-
mann sea covariante; de lo contrario, la ecuacién de Boltzmann dependeria de la elecciéon
del sistema de coordenadas. Se puede relacionar las dos derivadas usando [Jeong 2019b]

Clf]. (3.3.1.1)

i

=—. 33.1.2
0 ( )

&

3.3.2. La Ecuacion de Boltzmann en el Universo de FWR

En el Universo isotrépico y homogéneo de FWR, la funcién de distribucion de particu-
las solo depende del momento y el tiempo, esto es, f = f(p, t). La forma usual de proceder
con la ecuacion de Boltzmann (3.3.1.1) es reescribir la derivada total en el lado izquierdo
actuando sobre f(p, t) como

df _dtof dpof
dl  dior  dadp’

y usando la ecuacién geodésica [Jeong 2019a]:

(3.3.2.1)

d
—p+Hp =0,

pdt

La profundizacién de los detalles de dicho modelo supera los alcances de este trabajo, pero se pue-
de ahondar en el tema de manera muy recomendada por la claridad y sencillez de su explicacién en
[Jeong 2019al].
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donde H es el parametro de Hubble, definido como H = a/a y junto a € = dt/dA =
dt = &d Ay unos sencillos calculos, tenemos:
dp
— =—-Hegp, 3322
o ep ( )

con la que nos auxiliamos para reescribrir (3.3.2.1) como:

af _ df _ |9f _, of
" Far "% T Pap |

El lado derecho de la ecuacién de Boltzmann depende de la naturaleza de la interaccion.
A partir de ahora, veremos la interaccion de dos cuerpos (colisién binaria) con la reaccién
1+2 & 3+4 enlaque laparticula 1 y la particula se 2 aniquilan produciendo las particulas
3y4,0 Viceversﬂ Centrémonos en la particula 1. El cambio de f(7, p, ) del parametro
afin t ~ 7 + &t se puede escribir como (ver ecuacién (3.1.0.9))

f@+0o1)—f(1) = %& = (R - R)ot, (3.3.24)

(3.3.2.3)

donde R y R son la notacién abreviada de la tasa de interaccion que crea (R) o destruye
(R) la particula 1 en la posicién 7y el momento 7. ;Cémo escribimos C[f] = R — R para
estas colisiones binarias?

Consideremos una colisién binaria que ocurre dentro de un volumen espacial d°r en la
ubicacion 7. El numero de colision que destruye las particulas 1y 2 y crea 3 y 4 dentro de
un intervalo ¢ se puede escribir como

Rét = dN1,dP12346t , (3.3.2.5)

donde dNj; es el nimero inicial de pares en colision (py, p3):

d4P1
2m)*

d4P2
(2m)*

Ny = fi(P)L(P2) - @ms(pt = my) =2 (2m)s(p; = my)d'r . (3.3.2.6)

Aqui, utilizamos la suposicion del caos molecular, que dice que la densidad del espacio
de fase de las especies de particulas 1, 2 no estan correlacionadas por completo, de modo
que la densidad esperada de emparejamientos se obtiene simplemente multiplicando las
dos densidades. dP;,_,34 es la tasa de transicién al estado final dentro de d° ps3d° p4 que estd

relacionada con la matriz de transicion | M fl‘|2 como

10Se est4 haciendo un cambio de la notacién 1,2, 17,2’ que se manejé anteriormente.
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dPiy_34 =ldo
d4 d4
B (2:)3‘ (Gm3(p; = m) (2:;‘ 2m)S6(ps — m) Mg 2n)'8* (pa + p3 — p1 — p2)

X (1 £ f3(p3)( £ fa(py) »
(33.2.7)

donde I = ny(p,)|vis| es el flujo incidente de la particula 2 en el marco de reposo de
la particula 1 y el signo + en la dltima linea codifica la influencia de la particula 3 y 4 en
la tasa debida a la mejora de Bose (+) y el principio de exclusion de Pauli (-). Tenga en
cuenta que la expresion anterior es manifiestamente covariante, ya que f es un escalar y
que [Mg> = |IMis?, como ya se explicé anteriormente.

Combinando las ecuaciones (3.3.2.6) y (3.3.2.7), tenemos la expresion para R como

a* d3 d*
R =g,8384 f ﬁ(znw(p%—m%) f (2;_)4<2n)6<p§—m§> f (2:;<2n>5(pi—mi)

X IMil?6*(ps + p3 — p1 — APV LG £ HE)) £ £(PY))

(3.3.2.8)

donde g; es el nimero efectivo de grados de libertad o degeneracion de cada especie.

Los factores de (27)° (en realidad (277i)° pues estamos manejando el sistema de uni-
dades naturales ¢ = i = k = 1) representan el volumen de una unidad del espacio fase.
Queremos sumar sobre todas esas unidades. Relativisticamente, las integrales del espacio
de fase deberian ser realmente de cuatro dimensiones, sobre los tres componentes del mo-
mento y uno de la energia. Sin embargo, estan restringidos a estar sobre la esfera fijada por
g? = p> + m*. En ecuaciones,

00 00 6 _ 2+ 2 d3
fd3pf d85(82—p2+m2):fd3pf 4e2¢ ”2’; ) :f—p, (3.3.2.9)
0 0

2¢e

y de esta manera podemos reescribir R como

d’p, d’ps d’py
2r)32e, J 2n)32es J (2n)32ey (3.3.2.10)
X IMsilP6*(pa + p3 — p1 — P AN A £ A £ f1(P)) -

R =g,8384

Como ya es sabido que |M;s* = |My*, podemos calcular R de manera similar, y
encontrar el término de colisién como:
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4’ 4’ 4’
clf1 =225 (szzzgz (271)52383 (2@5;,94 @m)*6* (ps + p3 = p1 — PIMy
X LAGAGA £ AEDI £ HED) - AEDAPEA £ HENA £ f(F].

(3.3.2.11)

Combinando las ecuaciones (3.3.2.3)) y la anterios, obtenemos la forma final (pero atin
preeliminar) de la ecuacion de Boltzmann:

2m)*6*(ps + p3 — p1 — p)IM

Ofi o Ofi _&:8384 [_d'p2 d’ p; f d’py
ot . op; 2¢&; 2m)32e, J 2n)32es J (2n)32ey
X [A(p3) fa(pa)(A £ A(PD)L £ £(p2) = filp) L2(p2)(1 £ f(P3)( + fa(pi)] -

(3.3.2.12)

3.3.3. La Ecuacion para la Densidad de Particulas

Para obtener la ecuacion para el nimero de densidad [Jeong 2019b], integramos sobre
todos los momentos:

ny = (2 )3f1(p1,t) (3331)

donde n; representa la densidad de la especie i. Asi pues, integrando sobre todos los
momentos, pasando a coordenadas esféricas, se obtiene:

n =g f1(P1, —lf dpip* fi(P,1) .

8
(2 )3 2n?
Entonces, la ec. (3.3.2.12) se multiplica en ambos lados por el factor g, f or G Para
completar la n;. En el lado izquierdo, multiplicando por dicho factor y ordenando términos,

tenemos

0 &pi d’pr9fi(p,1)
E(glf—(zﬂ)_gfl(pl’t))_Hgl 2n) D1 op,

=nj :gil 0 1 2
; 2w b Ao 3 (3.3.3.2)
dn; g1 f‘x’ ;0P dm 1 d(a’ny)
I _pgS | gy e A s, .
a o PP di M d

Integrando por partes
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donde a es el factor de escala cosmoldgico.
De igual manera, el lado derecho de (3.3.2.12)) se vuelve mas geométrico y se obtiene

f &’ p CLf] = f d’p f d’p> f d’ ps f d’ps
8 ) 2 VT8 ) 226,52 | 2n2e,2 ) np2est ) (2ny2es

X 27)*6* (ps + p3 — p1 — P)IMI

X [P (D £ fi(p))(A + Lo(p2) = filP) (P2 £ AP + fa(Pi)] .
(3.3.3.3)

Por lo tanto, la ecuacion para la densidad numérica se convierte en:

1 d@ny) &’pi d*p d’p; d’py
@ ar ') ev2e) @2 ) enpeett ) enize
X (27)*6*(ps + p3 — p1 — pIMil
X [P LPDA £ fi(p))L £ f(p2) = L(PDAEI(L £ (P £ fa(pa))]
(3.3.3.4)
que es la ecuacion de Boltzmann para un Universo en expansion y es una ecuacion
integro-diferencial. En ausencia de interacciones, el lado izquierdo de la ecuacién (3.3.3.4)
dice que la densidad multiplicada por el factor de escala al cubo se conserva. Esto refleja la
naturaleza del universo en expansion: a medida que se expanden las coordenadas comovi-
les, el volumen de una regién que contiene un nimero fijo de particulas crece como a*. Por
lo tanto, la densidad numérica fisica de estas particulas se reduce como a~>. Las interaccio-
nes se incluyen en el lado derecho de la ecuacién de Boltzmann.

3.3.4. La Ecuacion de Boltzmann Simplificada

Ahora, volvamos a la ecuacion de Boltzmann completa, ec. (3.3.3.4)). Para ser exactos,
estas ecuaciones integro-diferenciales deben resolverse para todas las especies de particulas
1, 2, 3 y 4 que estan involucradas en la interaccion. Afortunadamente, sin embargo, para
los casos que nos interesan, la ec. (3.3.3.4) se puede reducir a una forma bastante simple;
veamos:

= No necesitamos resolver para las cuatro particulas involucradas en el proceso de co-
lision en absoluto, porque solo consideraremos que una particula/proceso no estd en
equilibrio a la vez. Es decir, otras tres especies de particulas se encuentran de forma
segura en el estado de equilibrio térmico. Ademads, para muchos casos, la particu-
la/proceso que nos interesa es mantener el equilibrio cinético, pero se desequilibra al
alejarse del equilibrio quimico (es decir, la reaccion inversa de la ecuacién quimica
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deja de ocurrir, pero aun asi puede haber dispersion frecuente para mantenerlos a la
misma temperatura).

= Normalmente estamos interesados en el caso donde (e—u) > T donde las estadisticas
de espin (Fermi-Dirac y Bose-Einstein) no son importantes, y la funcién de distribu-
cion sigue las estadisticas de Maxwell-Boltzmann. Por lo tanto, podemos descuidar
la mejora de Bose y término de bloqueo de Pauli por completo, y la funcién de dis-
tribucidn de espacio de fase se vuelve

fi(e) = etilT e8I = oHilT fO () | (3.3.4.1)

» Usando esta aproximacion, la densidad numérica de las especies de particulas i se
puede escribir como

d3 d3
ni =g f P fi=elTs, f LD el = Ty O (3.3.4.2)
2n) T

donde ngo) es la densidad numérica de equilibrio de la especie i sin potencial quimico
y se define como:

w2

o_, [P er_ si(%r) e mi>T (3.3.4.3)

=8 3¢ T3 o
(27T) g,p m<<T

Con la definicién anterior y la de la ec. (3.3.4.2), ¢"/T se puede reescribir como

n; 4
— =", (3.3.4.4)
0
4
Con estas tres simplificaciones, la inica incégnita que queda por averiguar es el poten-
cial quimico y;, o de manera equivalente, la densidad numérica n; (estan relacionados por
la densidad numérica conocida nl(.o) en una determinada temperatura). Usando la funcién de

distribuciéon de Maxwell-Boltzmann,

AP £ filp))L £ f2(p2) = (PP + ()X £ fa(pa))]

- T T T T (0) ), > | 11374 niny
~ e Ete)/T Justpa)/T _ ,=(er+ed)/T (ui+uz)/ :fl (171)f2 (Ph) o0~ 00| -
l’l3 I’l4 l’ll l’l2
(3.3.4.5)

Con todo esto, la ecuacion de Boltzmann se simplifica enormemente.
Definimos la seccidon transversal térmicamente promediada como
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=5 (0)]_[[ f EE ](2n> 8 (pa+ ps = p1 = PIMAP O BOL(P) -

(3.3.4.6)
Entonces, la ecuacién de Boltzmann queda como:
1 d ns3n nin
©) (0) 3714 172
(nla ) ={ovn, [n(o)n(o) n(O)n(O)] (3.3.4.7)
37y 1

Asi, tenemos una ecuacion diferencial simple para la densidad numérica de las especies;
podemos rastrear las abundancias a partir de esta ecuacion.

Una observacion cualitativa sobre la ecuacion el lado izquierdo es del orden
de n;/t, o, ya que el tiempo cosmoldgico tipico es H™!, n;/t = n;H. El lado derecho es
del orden de n1n, < ov >. Por lo tanto, si la velocidad de reaccion n, < ov > es mucho
mayor que la velocidad de expansion, entonces los términos en el lado derecho serdan mucho
mayores que los de el lado izquierdo.

Entonces, la tnica forma de mantener la igualdad es para los términos individuales
sobre el lado derecho a cancelar. Por lo tanto, cuando las velocidades de reaccidén son
grandes, estamos en el equilibrio y por lo tanto

L ma) =0, (3.3.4.8)
dt
lo cual implica que la ecuacion (3.3.4.7) queda como
RUZ nin, n3ny ngo)nio)
0.0 - 0.0 — 5.7 "0.0 (3.3.4.9)
ny'n, NN, mny  nOn

Esta ecuacidn, obtenida de un analisis virtual de la ecuacion de Boltzmann, resulta ser
la ecuacion de Saha; la ecuaciéon de Boltzmann analizada en el equilibrio nos conduce de
nuevo a la ecuacion de Saha, pues

nzng NN (u3+pa)/T _ (ui+u2)/T =
= 06 — e —=e —> Uzt s =+ U, (33410)

n;n, n,n,

que es la relacién de equilibrio quimico en términos de los potenciales.

3.3.5. La Ecuacion de Boltzmann para la Recombinacion

Ahora, construyamos la ecuacion de Boltzmann para la recombinacion. De la ec. (3.3.4.7),
0 0
sustituyendo n; = n,, n, = n, = n,, N3 = Ny g = Ny = n( ). El hecho de que n, = n( )
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proviene de que, como se explicé en el capitulo [2| el potencial quimico de los fotones es
cero, es decir, u, = 0, entonces, de la ecuacion (3.3.4.4) tenemos:

Ty

n

— iy/T Y _ 0/T _ =0
(O)—eV = (O)—e 1:>n7 n,
ny ny

Entonces la ecuacion de Boltzmann queda como:

1d

@ dt © 0 ()

H e 'p

n2
—(n.a’) = nOn (0)(0'\))[ —] . (3.3.5.1)

Se definié la fraccién de ionizacién X, como X, = n./n, — n, = npX,; entonces,
sustituyendo en la ecuacion de Boltzmann:

1 d 0),.0) n n(O)n(O)
——(mpa’X,) = (ov) |ng——s— — X2 | = mylovy | —mpX2| . (335.2)
dt 0 n, O e
H H
Pero nya® es constante y ademds 1 — X, = (n, — n,)/ny = ny/ny, tenemos que
(0) 0)
1 1dX, n, )
a3nba P =mlov)|(1 - X,)—— (0) - ane] , (3.3.5.3)

nOp© 3/2
y del hecho ya conocido de las ecuaciones de Saha en el equilibrio, (0)” = (mz—ﬂT) e T
L asi que:

dX, 32

= (ow) [(1 -x0(%)

La tasa de ionizacidn es tipicamente definida como [Dodelson 2003]]

e !t — nbxf] : (3.3.5.4)

T\
B = (ov) (mz—) eIt (33.5.5)
Ve
y la tasa de recombinacion [Dodelson 2003
a? = (ov) . (3.3.5.6)

La tasa de recombinacidn tiene superindice (2) porque la recombinacion al estado base
(n = 1) no es relevante y para diferenciarla de la constante de estructura fina a. Las re-
combinaciones de estado base conducen a la produccion de un fotén ionizante, y este foton
ioniza inmediatamente un dtomo neutro. El efecto neto de tal recombinacion es cero: no se
forman nuevos atomos neutros de esta manera.
La unica forma de proceder con la recombinacion es mediante la captura a uno de los exci-
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tados estados de hidrégeno; para una buena aproximacion, esta tasa es [Dodelson 2003

0@ =978 (i)
PO \T

2
m,

1/2

In (%) . (33.5.7)

Entonces, finalmente, la ecuacién de Boltzmann para la Recombinacion fuera del equi-
librio (en su forma més general) queda comd[''}

dX,
dt
La ecuacion anterior es la que vamos a resolver numéricamente para analizar el proceso

de la Recombinacion del Hidrégeno fuera del equilibrio y desde un punto de vista dindmico,
que se trata en el siguiente capitulo

=1 - X)B - X2n,0?| (3.3.5.8)

Segiin la literatura que se use, la notacién de a'® y 8 puede cambiar, ademds del ordenamiento del lado
derecho de la ecuacidn, pero la esencia es la misma.



Capitulo 4

La Recombinacion del Hidréogeno fuera
del equilibrio y el freeze-out de los
electrones: un enfoque cinético

Después de haber hecho un anélisis detallado de la Teoria Cinética y de la ecuacion
de Boltzmann, estamos en posicion de discutir la Recombinacién del Hidrogeno desde un
punto de vista dindmico y mas realista que el usado el el capitulo 2, esto es, dejando de
lado la suposicion del equilibrio termodindmico y haciendo el andlisis de la dindmica de la
recombinacién fuera de éste.

Pero antes de estudiar la ecuacion dindmica obtenida en el capitulo anterior, demos una
revision al equilibrio y la ecuacién de Saha obtenida de la ecuacion de Boltzmann.

4.1. Revision a la Recombinacion en el Equilibrio

Nuestro interés principal en esta seccion es la Recombinacion del Hidréogeno, el proceso
en que los electrones libres y protones se combinan para formar dtomos de hidrogeno en el
estado base (1s):

p+e = H;+vy(3,6eV). (4.1.0.1)

En el Universo temprano, cuando la temperatura del foton es alta, la reaccion debe
estar en equilibrio debido a la interaccion frecuente entre protones y electrones. En este
caso, podemos usar la condicion de equilibrio quimico

My + pp = 3+ g, (4.1.0.2)

conl =e,2=p,3=Hy4=1yyrecordando que el potencial quimico de los fotones
es cero (ver la seccion 2.4)), tenemos:

58
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He + Up = UH , (4103)

y asi, la ecuacion de Saha (3.3.4.9) queda como:
neny  n@n®

)
ny

(4.1.0.4)

ny

Usando la definicion de nEO) param; > T ycon g, = g, = 2, gy = 4y como m, ~ my,
ademas my, —m, —m, = I siendo I = 13,6eV la energia de ionizaciodn del estado base, el
lado derecho queda como

3/2 7\3/2
0)_(0) meT -me/T mpl -my/T
n np ge( 21 ) € gl’( 2n ) e (meT)3/2 o lIT (4.1.0.5)
(0) - 3/2 —_ +1.U.
ny H (mZL”T) e~mulT 2n
Podemos reescribir (4.1.0.4)) de la siguiente manera:
n.n m,T \*"?
s (—) T 4.1.0.6)
ny 2w
Se defini6 la fraccion de ionizacién como
n n n
X, = 2= ¢ = L (4.1.0.7)

np, n, + ny np +ny

y con el mismo proceso algebraico visto en el capitulo [2] seccién [2.5] la ecuacién de
Saha queda finalmente como:

(4.1.0.8)

X; 1 (meT )3/2 o UT

1-X, :np+nH 2

Noétese que no aparecen las constantes 7, ¢ y la k de Boltzmann, pues estamos en el
sistema de unidades naturales (o Planckianas) donde 7z = k = ¢ = 1. Es la misma ecuacién
de Saha en el equilibrio obtenida en el capitulo[2] la ecuacién (2.5.0.7), s6lo que expresada
en dicho sistema de unidades.

El denominador de la parte derecha de la ecuacion es conocido [Jeong 2019b|]

n, +ng =~ 0,76 x 107,00, ~ 3,124 x 107(T'/2,726K)*cm™> . (4.1.0.9)

Mas concretamente, todo el lado derecho de la ecuacidn se convierte en[]

'La razén barién-fotén (ver secciones y[B.3) es constante sobre el tiempo, y toma el valor de

0107 _ 1o1oPeri | 101,1232 X 100,12

4.1.0.10
n, mpn, 411 ( )

no =109 =1

2
= 6,286 ( h )

0,023
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1 eT 3/2 I 3/2
(”;—ﬂ) I = 2,498 % 10077, (?) I (4.1.0.11)

Asi, haciendo un poco de algebra y algunas cuentas, la ecuacion de Saha se convierte a

I’lp+l’lH

2

X _ 37,76 I+3l ! 1 (4.1.0.12)
I_Xe—exp , T 2nT nno| -

La ecuacidén anterior, al resolverla y graficarla, resulta en una imagen igual a la de la

ecuacion (ver figura en la pagina
(2.6.0.3) g pig

Ecuacion de Saha 8000-0 K
: : : ; : : :

10+ — E

Saha (equilibrio)
08 i

06

Xe

02k i I'.. i 4

i i I I I
G000 G000 4000 2000 o

T(K)

Figura 4.1: Grafica de la Ecuacion de Saha, ec. (4.1.0.12)), de 8000-0 K. Se puede observar
la total similitud con la figura[2.3]

Cuando T =1 = 13,6 eV = 157821,2422 K (es decir, cuando la temperatura alcanza la
temperatura de ionizacién)?} el lado derecho de la ecuacién (#.1.0.12) es e+ ~ 1,47x 10"
(un niimero muy grande) y esto implica que X, = 1 en su solucion positiva. La fracciéon de
ionizacion X, decae y la fraccidn neutra es del orden de la unidad cuando el lado derecho
de la ecuacion de Saha es del orden también de la unidad, que ocurre cuando el argumento
de la exponencial tiende a cero

’Dado que estamos trabajando con unidades naturales, podemos convertir energia a temperatura a través
de 1 K = 8.6173324x107° ¢V — 1 eV = 11604.51928 K. Fuera del contexto de las unidades naturales,
recordemos que la constante de Boltzman kj es la encargada de relacionar temperatura absoluta y energia;
al fijar kg = 1, los kelvin tienen la misma naturaleza que los eV, hay un factor numérico de conversién entre
ellos. Ver apéndice [C|para mas detalles.
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I 3 1 I 3 I
3776 - 7+ Eln(7) ~Inpio = 0 = = - 51n(?) ~ 35,922, (4.1.0.13)

y la temperatura puede ser calculada resolviendo numéricamente la expresion anterior,
que arroja un valor de T = 3802,26K, valor en el cudl la exponencial va como

I 3 1
exp [37,76 -7 + 3 In T In 7710} = 1,00320552 , (4.1.0.14)

y se puede obtener el valor de X, a esta temperatura a traés de

2

X,
7 —eX =1,00320552 — X2+ 1,00320552X, — 1,00320552 = 0, (4.1.0.15)

cuya solucién positiva es X = 0,618581 ~ 0,618. La razén por la que tenemos que
esperar mucho después de que la temperatura alcanza la temperatura de ionizacion hasta
la formacion de hidrégeno neutro es porque la razén baridn-fotén es pequeia. Aunque
la temperatura media de los fotones es pequefia, tenemos grandes cantidad de fotones en
la cola de la distribucién de Planck que pueden ionizar todos los dtomos de hidrégeno.
Por debajo de esta temperatura, la densidad del nimero de equilibrio cae rdpidamente. Si
definimos el momento de Recombinacion como el instante en que la fraccion de ionizacion
en el equilibrio se hace la mitad [Ryden 2003], (Xéeq) = 0,5) entonces

T, =373752K, (4.1.0.16)

pero la fraccion de ionizacion en, digamos, 7 = 3000K, aqui ya X, < 1

X(T = 3000K) ~ 2,157 x 107 . (4.1.0.17)

Al igual que como hicimos en el capitulo 2, podemos resolver numéricamente la ecua-
cién (.1.0.12) y construir una tabla de valores para algunos porcentajes de ionizacién

X, T(K)
0.9 | 4012.26
0.5 | 3737.52
0.1 | 341851
0.001 | 2830.13

Comparando con la tabla del capitulo 2, los valores para los mismos porcentajes son
muy parecidos y dado que la ecuacion de Saha derivada de la de Boltzmann ahora involucra
un poco mas de fisica, podemos decir con certeza que, aun en el equilibrio, estos valores
son mas precisos que los del capitulo 2. Sin embargo, sigue siendo fundamental hacer el
andlisis fuera del equilibrio.
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La ecuacion en el equilibrio de Saha nos dice que la fraccion de ionizacion debe conti-
nuar disminuyendo exponencialmente a medida que baja la temperatura. Sin embargo, esto
no ocurre en un universo en expansion; la fraccién de ionizacién se congela en su lugar.
Mais importante atn, la descripcion del equilibrio falla casi inmediatamente después del
comienzo de la recombinacion. La razén principal del fracaso de la formula de Saha es la
gran cantidad de fotones energéticos emitidos cuando los nicleos y los electrones se com-
binan. Estos fotones no térmicos distorsionan significativamente la cola de alta energia del
espectro de radiacion térmica exactamente a energias cruciales para la recombinacién. Un
vistazo en escala logaritmica de la figura[4.1]nos indica lo rapido que dicha fraccién decae
exponencialmente.

Como resultado, es esencial tener en cuenta la desviacion del equilibrio y debemos usar
la teoria cinética.

Ecuacion de Saha 8000-0 K

N : ; B : e
\ Saha (equilibric)

0.100 | : : B
% 0010 | -

0.001 £ \ E

II
10-4 I I I i
5000 2000 1000 500
TIK)

Figura 4.2: Grafica de la Ecuacién de Saha, ec. (4.1.0.12)), de 8000-0 K en escala logaritmi-
ca. Es muy marcado el rapido descenso a cero de la fraccion de electrones libres X,.

El redshift en la recombinacion es z,.c = Tyec/Temp — 1 = 1370, y el tiempo cOsmico es
tree = 252000 afios desde el Big-Bang [Jeong 2019b].

4.2. La Recombinacion Fuera del Equilibrio

El cédlculo anterior hecho en el equilibrio no es lo que sucede en nuestro universo, en
particular después de que la fraccién de ionizacion decae significativamente. En cambio,
la fuerte caida de la densidad numérica de electrones y protones congela el proceso de
recombinacidn, y tenemos que usar la ecuacion cinética completa. Ahora, resolveremos el
proceso de congelacion (freeze-out) utilizando la ecuacion de Boltzmann para la densidad
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del niimero de electrones X, obtenida en el capitulo anterior a partir del andlisis de la Teoria
Cinética, ecuacion (3.3.5.8)),

dX,
dt

Podemos intentar resolver la ecuacién anterior, pero esta NO es la manera correcta.
Nececitamos incluir més fisica atn.

Primero que nada, es conocido que la recombinacion al estado base no dard un cam-
bio neto de la fraccion de ionizacion. Esto se debe a que un foton de recombinacién con
E > 13,6V se emitird en este proceso. Este foton tiene una seccidn transversal de fotoio-
nizacion (a E = 13,6eV) de

=1 - X8 - X2npa®| (4.2.0.1)

na
3e2

donde @ = 1/137 es la constante de estructura fina mencionada arriba 'y ay = 0,5292A

es el radio de Bohr. La densidad numérica total de hidrégenos y protones a la temperatura
de recombinacién 7 =~ 3500K (Q,h*> = 0,023 +0,003) es n;, = NH total = 416cm=3, lo que da
el tiempo libre medio de

nag ~ 6,30 x 10 %em? (4.2.0.2)

a,, =

T, = =12720(1 - X,)'s. (4.2.0.3)

nyay,C

Por lo tanto, el tiempo libre medio para el foton ionizante es mucho menor que el tiempo
de Hubble (~ 10° afios) siempre que la fraccién de electrones 1 — X, > 10~ (que es casi
siempre cierto para nuestro caso de interés).

Esto significa que el fotén de recombinacién emitido por la recombinacidn en el estado
base siempre ioniza otro hidrégeno neutro para no producir un cambio neto. Por lo tanto, la
recombinacion se debe hacer primero al estado » superior y luego de cascada hasta el
estado base [Jeong 2019b]. Este proceso se llama aproximacion de caso-B. El coeficiente
de tasa de recombinacidn de case-B es [Péguignot 1991

4,309 x 107137, 0160

m/s (4.2.0.4)
1 +0,67037)7

apg={0Vv)p =

donde Ty = T/(10*K).

Pero, incluso después de excluir la recombinacion al estado fundamental, la recombina-
cién al nivel n mds alto y luego en cascada producira fotones de la serie Lyman que tienen
una gran seccion transversal para ser capturados por un atomo de hidrégeno. Estos fotones
excitan los d&tomos de hidrégeno adyacentes a los estados de alta energia para que puedan
ser facilmente fotoionizados nuevamente. Por lo tanto, ambos no son el canal principal a
través del cual se ha producido la recombinacion cosmica.
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Las dos rutas principales para las recombinaciones son a) decaimiento de dos fotones
y b) fotones de Lyman-alpha (desde el estado excitado n = 2 a n = 1) desplazados al rojo
(redshifted photons).

Ahora que se tiene un panorama general de la recombinacidn fuera del equilibrio, se
hara un andlisis con distintas maneras de resolver la ecuacién (4.2.0.1)) y los resultados que
arrojan, para compararlos tanto con el equilibrio como entre ellas.

Para entender términos como estado base, niveles de energia n o superiores, es necesario
tratar al 4tomo de hidrégeno neutro con la notacion de los nimero cuénticos n 'y ¢, donde n
es numero cudntico principal, que indica el nivel de energia donde se encuentra el electrdn,
n=1,2,3,...,y € es el nimero cudntico secundario, que indica el momento angular orbital
del electron, puede ser s, p,dy f (0, 1, 2 y 3, respectivamente).

La dupla n¢ sera la manera de expresar el estado del atomo de hidrégeno y serd recu-
rrente en el texto a partir de aqui.

Los enfoques a considerar de la recombinacién fuera del equilibrio son 5: Mukhanov,
Peebles tres niveles y multinivel, Weinberg y una perspectiva numérica a través del codigo
HyRec. Todos nos dan la solucién a la recombinacién fuera del equilibrio, cada autor a
su manera, pero llegando a lo mismo, es decir, misma esencia fisica y matematica. Se
seleccionaron estos enfoques por las siguientes razones:

» Mukhanov: por la claridad y sencillez de la explicacion del proceso fuera del equili-
brio, nos da la primera pauta de la recombinacion directa al estado base y en cascada
hacia este. Es una forma muy intuitiva de explicar el proceso.

m Peebles 3 niveles: James Peebles, quién es considerado el padre de la recombinacién
fuera del equilibrio con su cldsico articulo [Peebles 1968]] no podia faltar en este
trabajo. Dado que la recombinacion directa al estado base 1s no contribuye a crear
atomos de hidrégeno neutro, explica el proceso a través de la desexcitacion de estados
superiores de energia n > 2 al nivel n = 2 y de ahi al estado base.

» Peebles multinivel: este enfoque es una mejora al anterior, conisderando distintas
transiciones en cascada hasta el estado n = 2 y de éste al estado base 1s, afinando
asi el proceso e introduciendo un factor de ajuste conocido como fudge factor (més
adelante se discutird al respecto).

» Weinberg: utiliza una notacioén y explicacion clara de la recombinacion fuera del
equilibrio, partiendo de un review de éste. Es, en otras palabras, otra forma de llegar
a la explicacién de los procesos de Peebles.

» HyRec Code: es un c6digo de dominio publico para la recombinacion fuera del equi-
librio (de ahi su nombre, Hydrogen Recombination) que aprovecha el poder compu-
tacional moderno para afinar detalles fisicos del proceso.
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4.2.1. La Recombinacion a la Mukhanov: un primer vistazo al proceso
fuera del equilibrio.

El proceso usado por Mukhanov en [Mukhanov 2005] es muy similar a los que vere-
mos posteriormente, pero usa algunas simplificaciones y aproximaciones que hacen muy
entendible el proceso de recombinacion fuera del equilibrio a modo de introduccion.

La recombinacidn directa al estado fundamental acompafiada de la emision de un fotén
no aumenta sustancialmente el nimero de 4tomos neutros porque el fotén emitido tiene su-
ficiente energia para ionizar inmediatamente el primer 4&tomo de hidrégeno neutro que en-
cuentra. Estos dos procesos competitivos (ionizacion-des-ionizacidon) ocurren a tasas muy
altas y no producen cambios netos en ny. Mas eficiente es la recombinacion en casca-
da, en la que el hidrégeno neutro se produce primero en un estado excitado y luego se
desintegra al estado fundamental en una secuencia de pasos. Sin embargo, incluso en la
recombinacion en cascada, se emite al menos un fotén muy enérgico correspondiente a la
diferencia de energia entre los estados 2p y 1s del atomo de hidrégeno. Este foton llamado
Lyman — «a, La, tiene una energia 3By /4 = 117000K (donde By = 13,6eV, la energia
de ionizacidn del hidrégeno) y una seccion transversal de absorcion de resonancia bastante
grande, o, =~ 10717 —107'%cm?, a la temperatura de recombinacién. Por lo tanto, los fotones
La se reabsorben en poco tiempo, 7, = (0,ng)~"' ~ 10° — 10*s, después de la emisién. Te-
nemos que comparar este tiempo con el tiempo cosmoldgico en la recombinacion. Durante
la época dominada por la materia, el tiempo cosmoldgico puede expresarse facilmente en
términos de la temperatura de radiacion

T 3/2
fyee = 2,75 % 10"7(Q,,h2) ™2 (?70) . 4.2.1.1)

En el momento de la recombinacioén, 7, < t ~ 10"3s y en consecuencia, los fotones La
no se desplazan significativamente hacia el rojo antes de la reabsorcién. Para simplificar
nuestras consideraciones, descuidaremos el efecto de desplazamiento al rojo.

La presencia de una gran cantidad de fotones La y otros fotones energéticos resulta en
una mayor abundancia de electrones, protones y atomos de hidrégeno en estados excita-
dos 2s y 2p de lo esperado de acuerdo con la férmula de equilibrio de Saha. Esto retrasa
la recombinacién de modo que, para una temperatura dada, la fraccién de ionizacién real
excede su valor de equilibrio. El sistema completo de ecuaciones cinéticas que describe
la recombinacién fuera del equilibrio es bastante complicado y lo resolveremos numérica-
mente.

Descuidamos todos los estados de hidrégeno altamente excitados para simplificar y re-
tenemos solo los estados 1s, 2s y 2p del hidrégeno neutro. Los ingredientes restantes son
electrones, protones y fotones térmicos, asi como La y otros fotones no térmicos emitidos
durante la recombinacion. Las principales reacciones en las que participan estos compo-
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nentes se representan simbolicamente en la figura La recombinacion directa al estado
fundamental puede ignorarse porque no produce un cambio neto de hidrégeno neutro, co-
mo se explicé anteriormente. La radiacién térmica domina en la ionizacion de los estados
25y 2p. De hecho, para ionizar un dtomo excitado, la energia de un foton solo debe ser
mayor. que By/4. El nimero de tales fotones térmicos es mucho mayor que el nimero
de fotones no térmicos energéticos y, por lo tanto, al considerar la ionizacion de dtomos
excitados, podemos ignorar la distorsion del espectro de radiacion térmica.

G
@Q\@
cky

///;
%
S

Figura 4.3: Diagrama de la representacion simbdlica de las reacciones principales de la
recombinacién [Mukhanov 2005]]. La recombinacién directa al estado fundamental (del
depdsito e, p al 1s) se ignora pues no produce un cambio neto del hidrégeno neutro.

En la recombinacién a los estados 2s y 2p (representados por los depdsitos con su nombre),
la radiacion térmica domina y si un foton térmico choca con un dtomo de hidrégeno en estos
estados, serdn ionizados de inmediato (del depdsito 2p o 2s al e, p).

El estado 2p hace la transicion al estado 1s mediane la emisién de un fotén La. El estado
1s se excita al estado 2p absorbiendo un fotén La

El estado 2s se desexcita al 1s con la desintegracion (llamada de dos fotones) 2s — 2y +1s.
estos fotones no son de alta energia y conforme el proceso avanza, ya no son capaces de
reionizar atomos de H excitados o en el estado base. Lo anterior es la fuente principal de
recombinacion al estado 1s.

En contraste, los fotones térmicos no juegan un papel significativo en las transiciones
entre los estados 15y 2s después del comienzo de la recombinacion. Estas transiciones se
deben principalmente a los fotones Lo no térmicos. Cuando la desviacion del equilibrio
se hace grande y el nivel de 2s estd sobrepoblado, podemos ignorar la transicion 1s + y +
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v — 2s en comparacion con la desintegracion de dos fotones 2s — 1s + y + . (Una
transicion con un solo fotén estd prohibida por la conservacion del momento angular). La
tasa de desintegracién de dos fotones, W,_,;s =~ 8,2357!, es muy pequefia (compdrese,
por ejemplo, con W, 1, =~ 4 X 108s7!); sin embargo, esta descomposicién desempefia el
papel dominante en la recombinacion sin equilibrio. En términos de la imagen de tuberia
y deposito, la transicion de dos fotones es la fuente principal de fuga irreversible desde
el depdsito e, p hacia el depodsito 1s. Como todos los demés procesos dan como resultado
fotones de alta energia que reionizan el hidrégeno neutro y devuelven electrones al depésito
e, p, la tasa de cambio neto en la fraccién de ionizacion es
dXe Xms

= = -WyXos, 4.2.1.2
o o 25X2 ( )

donde X, = n./nr, Xos = nys /nr, y nr es la densidad numérica total de &tomos neutros
mas electrones, dada por

nr =n, +ny = 0,75 10790n, = 3,1 x 107 ,0(T/T,0)’cm™ . (4.2.1.3)

Una vez que se ha formado una fraccion sustancial (~ 50 %) de hidrégeno neutro,
(#.2.1.2) es una buena aproximacién para usar hasta casi el final de la recombinacion.

Para expresar X,; en términos de X,, utilizamos la condicién de cuasi-equilibrio para
el depdsito intermedio 2s; esto se justifica por la alta velocidad de las reacciones, que se
muestra en la figura[d.3] Para el depdsito 2, esta condicién toma la siguiente forma:

<O-V>ep—>y2sne”p - <0->72S—>epn;qn2s - Wosisms =0, 4.2.1.4)

donde n;’ es la densidad numérica de fotones térmicos. La relacién entre las secciones
transversales para las reacciones directas e inversas, ep < y2s, se puede encontrar porque
que en un estado de equilibrio estas reacciones se compensan entre si. Entonces tenemos

(Oyasmeptty 0! (meT )3/2 ( BH) (4.2.1.5)
e ol & - p(-37)

donde la férmula Saha se ha utilizado para obtener la dltima igualdad (la energia de

union del estado 2s es By/4). Con la ayuda de esta relacion, podemos expresar X,,, por
medio de la ec. (4.2.1.4)), como

Wo m,T\*? BH) - 2
Xo, = LR o X2, 42.1.6
2 [«mwh ( o ) eXp( ar)| " (42.16)
y laec. (@.2.1.2)) se vuelve
dx, Wa, m,T > B[
— Wi, +( ) (——) X2 42.1.7
dt 2 [«mwh o ) P\Tar)| M (4217
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Cuando el primer término dentro de los corchetes es pequefio en comparacion con el
segundo, los electrones y los dtomos de hidrégeno excitados estdn en equilibrio entre si
y con la radiacién térmica. Por lo tanto, la razén de las densidades numéricas e, p y 2s
satisface una relacion de tipo Saha. Sin embargo, la fraccién de ionizacién no obedece la
ecuacion de Saha porque, como se menciond anteriormente, el estado fundamental no esta
en equilibrio con los otros niveles después del comienzo de la recombinacion. Los estados
excitados son mds abundantes de lo que se espera en equilibrio completo y la fraccion de
ionizacion supera significativamente la dada por Saha.

La seccidn transversal para la recombinacion al nivel 2s estd bien aproximada por la
formula

B
(OVYepoas = 6,3 x 1071 (E) em’sh. (4.2.1.8)

Por lo tanto, solo a T > 2450K es eficiente la reaccién y2s & ep para mantener el
equilibrio quimico entre los estados de electrones, protones e hidrégeno 2s. Después de
que la temperatura cae por debajo de T ~ 2450K, la radiacion térmica ya no juega un papel
esencial, y la concentracién de cuasi equilibrio de los estados 2s se determina igualando
las tasas de recombinacién al nivel 2s y la desintegracion de dos fotones (ver (4.2.1.4),
donde se puede descuidar el segundo término). En 7T < 2450K, el segundo término entre
corchetes en (4.2.1.7) puede descuidarse y se simplifica a

dX,
dt

Por lo tanto, en este régimen, la tasa de recombinacion esta completamente determinada
por la tasa de recombinacion al nivel 2s y no depende de W,,. En este momento, la densidad
numérica de los fotones La se agota casi por completo debido a las desintegraciones de dos
fotones y los estados 2p también pierden el equilibrio con electrones, protones y radiacion
térmica. En consecuencia, casi todos los eventos de recombinacion al estado 2p o cualquier
otro estado excitado logran producir un atomo de hidrégeno neutro. Este efecto se vuelve
relevante solo en etapas tardias y se puede incorporar en (4.2.1.7) y (4.2.1.9) reemplazando
(0V)ep—2s coN la seccidn transversal para la recombinacion a todos los estados excitados.
Este ultimo estd bien aproximado por la férmula de ajuste

= _<0-v>ep—>23nTX62 . (4219)

B 0,8
<O-v>rec ~ 8,7 X 10_14 (ﬁ) 6'7’1135‘_l . (42110)
Es conveniente reescribir la ec. (4.2.1.7) en términos del pardmetro del corrimiento al

rojo redshift z = T /T,y — 1 en lugar del tiempo como variable independiente. Manipulando
algebraicamente un poco, vemos que
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dX, 03 14400\]™"
~ 0,1 —10 0,72( £ ) +10%zexp[-——— || X? (4.2.1.11)
dz 5 14400 z
Q%

Haciendo el cambio de variable y = z/14400 para facilitar la integracion de la depen-
dencia més complicada que tiene con z (donde la integracién corre de z = 1700 a z = 100),
esta ecuacion se integra facilmente:

,/th%S [f dy -1 |

X.(2) ~6,9x 107 (4.2.1.12)

Mo = 0,72y%3 + 1,44 x 108y exp(—1/y)

14400

Los resultados de dicha integracién se muestran en la figura[d.4] La condicién inicial la
tomamos de la ecuacién de Saha en el equilibrio con X(z = 1550) = 0,9827053787878146.

Historia de la Recombinacion
1 = T T T T T T T T T =

— Mukhanov (no equilibric) 7

0100 ; - Saha (equilibric) J
% 0.010F

0.001

11
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Figura 4.4: La Recombinacién de Mukhanov. La linea punteada en azul muestra los resul-
tados del proceso con la ecuacién de Saha, que rdpidamente cae a cero y hace evidente la
importancia de estudiar el proceso fuera del equilibrio.

La concentracién de hidrégeno neutral ha alcanzado aproximadamente el 50 % (para
valores cosmoldgicos realistas th% = 0,27648, 1o = 54703 y T,p = 2,728 ﬂ aproxi-
madamente en 7 ~ 1220 — T =~ 3400. Durante este tiempo, sin embargo, la temperatura

3Mukhanov [Mukhanov 2003]| usa la aproximacion a los valores th%s ~ 0,5y no = 5, ademds de
T, = 2,73.
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desciende solo de 3400K a 2450K, pero la fraccion de ionizacién disminuye muy sustan-
cialmente, a X,(T = 2450K) = X,(z = 900) = 0,0205551 ~ 2 x 1072, Comparando este
resultado con la prediccion en el equilibrio de Saha, tenemos que Xéew(T = 2450K) =
Xz = 900) = 0,0000147518 ~ 1 x 1075,

Por lo tanto, en z =~ 900, la fraccion de ionizacion real es jmil veces mayor que la
de equilibrio!. También es digno de mencién que la fraccién de ionizacion de equilibrio
estd completamente determinada por la densidad baridnica y la temperatura, pero fuera del
equilibrio X,(z), dada por la ec. (4.2.1.12)), también depende de la densidad total de la ma-
teria no relativista. La materia no relativista determina la tasa de expansién cosmoldgica
[Mukhanov 2003], que es un factor importante en la descripcion cinética de la recombina-
cion fuera del equilibrio.

Freeze-out a la Mukhanov.

La fraccion de ionizacion continia disminuyendo al principio y luego se congela; a
dicha fraccion residual se le conoce como el freeze-out de los electrones. Por ejemplo, la
ec. @#2.1.12) predice X.(z = 800) = 0,00539064 ~ 5 x 1073, X,(400) = 0,000679673 ~
7 x 107y X,(100) = 0,00035845 ~ 4 x 107,

El freeze-out de la concentracion de electrones ocurre aproximadamente cuando la ve-
locidad de la reaccion e + p — H + 7y se vuelve comparable a la velocidad de expansion
cosmoldgica H.

El valor de X, a Tyed = 3737,52K — 7% ~ 1370,66 es

X (T =3737,52K) = 0,798702 . (4.2.1.13)

Un valor cercano a X, = 0,5 ocurre en z = 1224 — T =~ 3342K, con el valor de la
fraccion de electrones libres

X.(z = 1224) = 0,500659 , (4.2.1.14)

con lo que z,, =~ 1224 — T,,. ~ 3342K.

Se encuentra numéricamenente que el Universo es 90 % (X, = 0,1) neutral en 7 =~
1021 - T ~ 2788K.

Para calcular la concentracion de electrones en el freeze-out, notamos que la integral de
la ec. (@.2.1.12) converge a 0.27 cuando z tiende a cero [Mukhanov 2005]]; por lo tanto,

Je,

o

;0.3
5

XJrewesout ~ 25 % 107 =2,5x10" =2,7386 x 107*. (4.2.1.15)

Dato curioso: el c6digo numérico alcanza dicho valor en z = 0, ;por qué pasa esto?.
La respuesta es que el método de Mukhanov es una aproximacion de aproximaciones; sin
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embargo, esto no quita valor al anélisis de la recombinacidn, pues el valor calculado de la
concentracion en el freeze-out y los valores para X, = 0,9, X, = 0,5, X, = 0,1 y X, = 0,001
concuerda muy bien con los andlisis que veremos més adelante tanto en la concentracién
como en los intervalos de Ty z.

En la siguiente figura hay un comparativo grafico que refuerza la necesidad de salir del
equilibrio: a z = 100 en el proceso de Saha, practicamente no hay electrones libres, la frac-
cién residual va del orden de ~ 107!'°, una cantidad absurda y ridiculamente pequefia. De
ser esta la realidad de nuestro universo, no habrian quedado electrones libres para procesos
posteriores.

Historia de la Recombinacion
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Figura 4.5: Comparativo gréfico entre el equilibrio y fuera de este en el proceso de Mukha-
nov. La parte de Saha decae exponencialmente a cero al momento del freeze-out en z = 100.

4.2.2. Recombinacion a la Peebles: Aproximacion de Tres Niveles.

Un clésico de la Recombinacién es el modelo desarrollado por Peebles| descrito en su
paper de 1968 [Peebles 1968]] y més tarde mejorado por otras contribuciones.

Aqui, modelamos el historial de la Recombinacién utilizando la aproximacién de 3
niveles: el estado base n = 1 con fraccién xj, el estado n = 2 con fraccion x, y el estado
de ionizacion con x, = x,. Asumimos que el nivel de energia n > 2 es llenado acorde a la
razon de equilibrio:

Xnt _ 8nl ,~Ew-EIT (4.2.2.1)
X2 82

4Para referencias de esta seccién, consultar [Jeong 2019b], [Weinberg 2008], [Peebles 1993] y
[Peebles 1968]].
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Debido a que la desintegracion neta en el estado 1s es muy lenta, podemos escribir la
tasa de cambio del nivel n = 2 de la competencia entre la recombinacion de caso-B y la
fotoionizacion:

1 d(nya?)
== |@snen, —pna . (4.22.2)
donde podemos calcular 8 con
©0)_,0) 3/2 3/2
Qaphe "N 8e8p (meT) _1jaT _ OB (meT) _1/4T
— - === , 4223
p n(zo) e \2n ¢ 4 \ 2 ¢ ( )

donde usamos g, = 8[electrén: 2(15%)+6(2p%)]x2(spin del protén)=16, entonces la

ecuacion (#.2.2.2) se vuelve

3/2
% . = ap [nH,,mxg - % (H;L:) e‘””xz] . “4.2.2.4)
Ademas de la recombinacién y la fotoionizacion a n = 2, tenemos que incluir el decai-
miento de dos fotones y las lineas de Lyman-alpha desplazadas al rojo que dan la transicién
neta del estadon =2 aln = 1.
El decaimiento de dos fotones es una transicion dipolar prohibida (2s — 1s) con la
velocidad de transicion

Ay = 8,220657" . (4.2.2.5)

Ninguno de los dos fotones tiene suficiente energia para excitar el hidrégeno del estado
base; por lo tanto, este proceso dard la produccién neta del atomo de hidrégeno del estado
base. La tasa de cambio de la fraccion x, debido a la desintegracion de dos fotones es, por
lo tanto

dX2 X
E = —Azy [Z —ﬁzyxl] , (4226)

donde 5, es la correccion de equilibrio detallado que asegura que la tasa total no cam-
bie en el estado de equilibrio. Esto es, de la ecuacion de Saha para

2y

Hn=1)+vy3/4) = Hn =2),

encontramos

T2 o 82 MMT _ gom3inT (4.2.2.7)
ny 81

entonces
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Bay = T (4.2.2.8)

d)CZ
dt
Finalmente, consideremos el redshift de la linea Lyman-alpha. La tasa de decaimiento
para la transicién Lyman-alpha (2p — 1s) es Ay, = 6,25 x 103s7!. Primero hay que
calcular la profundidad 6ptica de la linea Lyman-alpha.
Debido a que el ancho de la linea es estrecho, estimamos la seccion transversal como

- A, [% - xle_31/4T] . (4.2.2.9)
2y

o(v) = 006(v = Viya) , (4.2.2.10)

donde o = 31%A Lya/lz_yﬁ es la constante de integracion [Jeong 2019b]].
Entonces, la profundidad 6ptica de los fotones de Ly« es

T= fnladt = Ny otX1 %d\/ , 4.2.2.11)
14
y usando el redshift cosmoldgico v = —Hv para calcular la profundidad 6ptica como
o 3M2AL ol 101X
_ NH t0r X1 oo = Ly ‘ H totA1 (4'2.2.12)
HVLya HVLya

Esto es llamdo la profundidad optica de Sobolev que juega un papel clave en la forma-
cion de lineas en medios en expansion.

Durante la recombinacién, la profundidad 6ptica es tipicamente del orden ~ 10%, y los
fotones Lyman-alpha se reabsorben inmediatamente. La probabilidad de escape [Jeong 2019b]
de los fotones Lyman-alpha es entonces

I —-e"

P = ~

1
-~107%, (4.2.2.13)
T T

lo que hace que la tasa final sea A;,,P =~ 1. entonces, el cambio en x, debido a la
emision Lyman-alpha es

3
d X2 HVLya

3 ALya 3
ol _ 3 e T = B [ Ay T 42214
dt Lya 4 T [xz e ] 47T2nH,totxl [XZ e ] ( )
Combinando las tres contribuciones (4.2.2.4)), @.2.2.9) y (4.2.2.14)), encontramos
d
% = a’BFlH,mtxg _ﬁx2 - (A2y + Aa) (% - xle_31/4T) . (42215)
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Aqui, definimos

3
H Vise

A, = Sy
TT°NH o1 X1

(4.2.2.16)
Suponemos que los atomos de Hidrogeno excitados estdn en equilibrio (tiene sentido
ya que son de corta duracién), luego hacemos x, = 0 para encontrar

2 -31/4T
aBnH,tot-xe + (AZy + Aa)xle /

Aoy + Ay + 45
Metiendo esto en la tasa neta de fraccion de ionizacion de electrones (la desintegracion

de dos fotones y la reabsorcion de Lyman-alpha no involucra electrones), y usando que
X, < 1:

(4.2.2.17)

Xy =

dX,

2
i —apny X, + X2

2
= _a'BnH,totXe + 4ﬁ

CYB”H,szg + Aoy + Ag)x e
Aoy + Ay + 45

A27 + Ao 2 -31/4T
= — (m) (aBnH,t()tXe - 4,3xle ) .
(4.2.2.18)
Ya conocemos x;, asi, finalmente:
dX, Ay + A, , (mTIN?
o | —= " X2 — | == T -X, 4.2.2.19
dr (A27+Aa+4ﬁ)aB ["”’“ ‘ ( 2n ) e =X ( )

Esta ecuacion es 1lamada la ecuacion de Peebles. Los términos entre corchetes satisfa-
cen el equilibrio detallado debido a la ecuacién de Saha (4.1.0.6). Si hubiéramos ignorado
el retraso de la recombinacién debido a la ineficiencia de la desintegracion de dos fotones
y canales de Lyman-alpha desplazados al rojo, podriamos haber terminado con la ecuacion
sin el prefactor entre paréntesis redondos, simplemente a partir del balance detallado y la
aproximacion de caso-B.

El prefactor puede interpretarse como la razon de ramificacion entre la desintegracion
de dos fotones y el escape de Lyman-alpha y el total de la desintegracion de dos fotones, el
escape de Lyman-alpha y la fotoionizacion desde n = 2.

Reemplazando el tiempo con la temperatura como la variable independiente en la ecua-
cién (@.2.2.19), usando [Weinberg 2008]]
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dt 1
—_— = 4.2.2.20
dT HT ( )

queda en funcién de la temperaturaﬂ como:

dX, _ ( A27 + Ao ) ABNH tor [XZ 1 (meT)3/2
2r

= - T - x, 42221
dr Aoy + A, +4B) HT el )] ( )

e
NH tor

con los valores de los pardmetros (en unidades naturales):

Ny = 1,964 x 1077 Q1 T 3cm—3 =9,69536 x 107°T3 em™ (4.2.2.22)
Htot = = 0.023/\2.726K : . ol

4,300 x 107177, 0616 / (4.2.2.23)
ap = 03300 M8 S
1+0,6703T¢

Az, = 8.2206 57, (4.2.2.24)
Hv;
ya

L= , 42225
ﬂan,tot(l - Xe) ( )
H =7.204x 107732 \JQuh? + 1,523 x 10-5T 57", (4.2.2.26)

eT 3/2
("; ) = 2,4147 X 105732 em™3 (4.22.27)

JT
m, T\
48 = aB( x ) e 2 2 4147 x 10557326 T (4.2.2.28)
JT

donde en todas las expresiones numéricas T es la temperatura en grados Kelvin, y la
ecuacion queda adimensional. Ademas, I = 157894K, Q,h* = 0,023 y Quh? = 0,143
[Jeong 2019b]. Como se us6 i = 1 por ser unidades naturales, es necesario multiplicar vy,
por (27)3:

8tHv? . STtH
A== e _ i : (4.2.2.29)
°ng (1 — X,) nH,tot/li},a(l -X.)

3Un factor importante para la manipulacién de la variable independiente es para eliminar las complicadas
dependencias del tiempo que tienen los pardmetros cosmoldgicos que se usan en las ecuaciones de Boltzmann
a resolver.
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donde A, = 1216A. En otras palabras, para v, implica Wiy, = 27V1y,.

Se muestran los resultados de la integracién numérica de la ecuacion (4.2.2.21)) en uni-
dades de redshift z (a través de la relacion T = Ty(1 + z), con Ty = 2,726K) en la figura
4.6

Historia de la Recombinacion
1 == e : ; :

\ — Peebles
0.100 | k B R R me—— Saha ( equilibric) 2

% 0.010

0.001

104

1000 500 200 100
redshift z

Figura 4.6: Historia de la Recombinacion: la linea punteada es la ecuacion de Saha, ec.
(.1.0.12)); 1a linea continua es el resultado de la integracién numérica de la ecuacion de
Peebles, ec. (4.2.2.21])), puesta en unidades de redshift z.

Aqui se considera que la condicion inicial es que X, [T] esta dada por la solucién de la
ecuacion de Saha para el equilibrio térmico considerando una temperatura alta, que consi-
deramos que es T ~ 4665K, lo suficientemente alta como para que el equilibrio térmico
sea una buena aproximacion (porque el valor de equilibrio de X, es muy cercano a uno,
mientras que el valor verdadero debe estar entre uno y el valor de equilibrio).

Como se puede ver en la figura anterior, la recombinacion ocurre més lentamente fuera
del equilibrio. La solucién fuera del equilibrio siguen a la solucion de equilibrio bastante
bien antes del congelamiento o freeze-out, entonces el freeze-out produce la desviacion.
Pero, en el caso de la recombinacién césmica, la solucion fuera del equilibrio se divide de
la solucién en el equilibrio muy al principio del proceso y la fraccién de ionizacién dis-
minuye gradualmente hacia el valor residual. Por supuesto, la razon es porque el proceso
de recombinacidn se retrasa debido a la lentitud de los procesos relevantes, es decir, de-
caimiento de dos fotones y fotones de Lymann-alpha desplazados al rojo (con una tasa de
un par que ocurre en un segundo), en comparacioén con los procesos radiactivos normales
Asp1s = 0,6 billones en un segundo) produciria el equilibrio térmico.

Pero, ;por qué la recombinacidn no se retrasa por el mismo factor? Esto se debe a que
la escala de tiempo que establece que la densidad de equilibrio disminuya es la velocidad
a la que disminuye la densidad numérica de fotones ionizantes (con E, > 13,6eV) debido
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al desplazamiento al rojo cosmoldgico, esto es, la expansion del Universo que los enfria y
que es mucho mas lento que la escala de tiempo de desintegracion radiativa.

La definicidn clésica de recombinacion es cuando X, = 0,5; el célculo del equilibrio,
XY = 05en TP = 3737,52K — 75 = 1370,06 y al resolver @.2.2.21) la fraccién de
ionizacion a dicha temperatura es

X (T =3737,52K) = 0,737862 . (4.2.2.30)

Un valor cercano a X, = 0,5 resulta de la integracion numérica en 7 = 3479K — 7z ~
1275,23

X (T =3479K) = 0,500924 , (4.2.2.31)

con lo que T,,. =~ 3478K — 7z, = 1275.
Encontramos que 90 % de Universo es neutro (es decir, X, = 0,1) en T ~ 2905K — 7 ~
1065.

Freeze-out a la Peebles: 3 niveles.

Ahora, calculemos el desplazamiento al rojo de la congelacién o freeze-out y la fraccion
residual del ndmero de electrones a partir del método habitual, que nos dice que el freeze-
out de los electrones ocurre aproximadamente cuando la tasa de interaccion de la reaccidon
de recombinacion se vuelve igual a la tasa de expansion de Hubble. La tasa de interaccion
para la recombinacion de caso-B es

I.p = neap = npuXep . (4.2.2.32)

Como el desacoplamiento ocurre cuando X, < 1, es decir, en la era post-recombinacion,
aproximamos esto (en el equilibrio) como [Jeong 2019b], [Kolb & Turner 1989]

7,891 31 15,782

XEoT,) ~ 17,96 — +
. o(Ty) = exp T 710 T

) (4.2.2.33)

Mg = 9695,36T, cm™ , (4.2.2.34)

para estimar la temperatura a la cual la tasa de recombinacién es igual a la tasa de
Hubble como

3,11337,%**
I, = e VT = H = 28131 x 1077 ,/(0,9368 + T)T; . (4.2.2.35)
1,49187 + T, ‘/
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para encontrar al resolver numéricamente que

TE? =2713,8342K ~ 2714K , (4.2.2.36)

[freeze—out

y a esta temperatura, la fraccion de ionizacion en la ecuacion (#.2.2.33) tiene el valor
de

X/eeno = 3,12904 x 107, (4.2.2.37)

que es la fraccion residual de electrones libres.

Pero, directamente de la integracién numérica, la fraccién de ionizaciéona T = 275,326K —
z=100es

X/reezezout = 310868 x 107 . (4.2.2.38)

iUn valor no muy diferente al de la estimacion con el método habitual!

La fraccién residual de electrones libres juega un papel muy importante en la quimica
primordial, ya que es el principal catalizador del ion H~ que se necesita para formar un
hidrégeno molecular, que es un refrigerante importante para formar la primera generacion
de estrellas y galaxias [Jeong 2019b]].

4.2.3. Recombinacion a la Peebles: Aproximacion Multinivel.

El proceso de recombinacién no fue instantdneo, porque los electrones, capturados en
diferentes niveles de energia atdmica, no podian caer en cascada instantineamente al estado
fundamental. Los electrones se vieron impedidos debido a las rdpidas reionizaciones fuera
de los estados excitados debido a la enorme cantidad de fotones de baja energia, y debido a
la alta profundidad 6ptica de las lineas de Lyman y las transiciones continuas al estado fun-
damental. Cualquier linea de Lyman o transicion continua al estado fundamental emiti6é un
fotén con energia donde habia pocos fotones de cuerpo negro, que inmediatamente fotoex-
citaron o fotoionizaron un atomo vecino en el estado fundamental. Los d4tomos alcanzaron
el estado fundamental a través del desplazamiento al rojo cosmologico de los fotones de la
linea Lyman-alpha, o mediante el decaimiento de dos fotones 2s — 1s. Debido a que estas
tasas de n = 2 al estado base fueron mucho mas lentas que la tasa de recombinacién neta a
n = 2 se produjo un“cuello de botella”que ralentizé todo el proceso de recombinacion.

El universo se expandié y enfrié mas rapido de lo que se pudo completar la recombina-
cion, y quedo una pequeia fraccion de electrones y protones libres. Esta fraccion, durante
y después de la recombinacion, afecta a las anisotropias de la Radiaciéon Césmica de Fondo
a través de la forma precisa del grosor de la tltima superficie de dispersion de fotones (es
decir, la funcién de visibilidad).

En la seccidn anterior se describié la metodologia estdndar [Peebles 1968]] que con-
sidera un atomo efectivo de 3 niveles con un estado fundamental o base, primer estado
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excitado (n = 2) y continuo, con los estados n > 2 representados por un coeficiente o ta-
sa de recombinacion ag. Para muchas transiciones (por ejemplo, 70 — 10, 50 — 4, etc.), la
desexcitacion espontdnea domina, causando una cascada descendente mas rapida al estado
n = 2. En otras palabras, una vez que se captura un electrén para, por ejemplo, n = 70,
puede caer en cascada hasta el estado n = 2 mds rapido que en el caso de equilibrio, porque
hay pocos fotones alrededor para fotoexcitarlo. Ademads, la velocidad de cascada descen-
dente mas rpida es mas rapida que la velocidad de fotoionizacion desde el estado superior,
y uno podria ver esto como una desintegracion radiativa que roba parte del “flujo”de des-
poblacién de la fotoionizacion. Tanto la cascada descendente mas rapida como la tasa de
fotoionizacion mds baja contribuyen a la tasa de recombinacion neta més rapida.

Se desarrolla un desequilibrio a medida que la radiacion de fondo continua enfridndo-
se mientras toda la serie de Lyman permanece Opticamente espesa (el cuello de botella
empeora). Una distribucion de Boltzmann en relacion con n = 2 ya no es sostenible: los es-
tados excitados se sobrepoblan progresivamente. El campo de radiacién es frio, pero fuerte
y capaz de mantener bien acoplados a los estados vecinos, asi como a mantener los estados
de Rydberg mas altos en equilibrio entre si. Sin embargo, en comparacion con el célculo
estandar de equilibrio de captura en cascada para ap, esta situacion inusual nos lleva a una
mayor tasas de recombinacion efectiva a la mayoria de los estados excitados, sin aumentar
la fotoionizacion proporcionalmente.

Esto da como resultado una mayor tasa neta de produccién de dtomos de hidrégeno
neutros.

Debido a que el efecto neto de las consideraciones anteriores es una recombinacion
mas ripida (una fraccion de ionizacion de freeze-out més baja), nuestros resultados de la
integracion numérica de la ec. (4.2.2.21)) pueden reproducirse acelerando artificialmente la
recombinacion en el cdlculo estdndar, simplemente multiplicando la tasa de recombinacién
ap 'y la de ionizacion S por un fudge factor de 1.14 [Seager & Saselov 1999].

Las generalidades de dicho factor se pueden consultar a fondo en [Wong et. al. 2008] y
[Kholupenko et. al 2011].

Los resultados de esto se muestran en la figura[4.7, donde efectivamente se observa un
aumento en la velocidad de la recombinacién que con el célculo estandar sin fudge facto:ﬂ

Para este proceso, el valor de X, a T = 3737,52K — 7% = 1370,06 es

X (T =3737,52K) = 0,737842 . (4.2.3.1)

De igual manera que en la aproximacion de tres niveles, un valor cercano a X, = 0,5
vuelve aseren T = 3479K — z = 1275,23, con el valor de la fraccion de electrones libres

X, (T =3479K) = 0,50087 , (4.2.3.2)

®El fudge factor es una cifra incluida en un célculo para dar cuenta de errores o circunstancias imprevistas,
o para asegurar un resultado deseado.
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Historia de la Recombinacion
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Figura 4.7: Historia de la Recombinacion: en el equilibrio, aproximacion de 3 niveles y
aproximacion multinivel.

con lo que T,,. =~ 3479K — z,,. ~ 1275,23.
Se encuentra que el Universo es 90 % neutral (X, = 0,1)en T = 2906K — z = 1065,03.
Freeze-out a la Peebles: multinivel.

De igual manera que en la aproximacion de 3 niveles, calculemos el freeze-out primero
de la manera habitual y luego aproximando el valor directamente de la integracion numéri-
ca. La manera habitual ocurre cuando la tasa de 1a recombinacion es igual a la de expansion,
esto es

r,=H. (4.2.3.3)

En la aproximacion multinivel, multiplicamos los factores @ y S por el fudge factor
cuyo valor es 1.14, entonces la ecuacion anterior queda como

Ty = 1,140 X 2ag . (4.2.3.4)

r,=H

1,14 % 3,11337, 9
1,49187 + T}

3,5491627, %

1,49187 + T

e TUTs — 2 8131 x 10713 /(0,9368 + T,)T?3
‘/( I, (4.2.3.5)

TN = 28131 x 1077 (10,9368 + T)T?
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que resolviendo numéricamente, encontramos que

TE? =2701,62K , (4.2.3.6)

[freeze—out

y a esta temperatura, la fraccion de ionizacion en la ecuacion (#.2.2.33) tiene el valor
de

X[hoemon = 2,75286 x 107+ . (4.2.3.7)

Directamente de la integraciéon numérica, a T = 275,326K — z = 100, la fraccién de
1onizacion es

XJreeseout = 2 74562 x 107, (4.2.3.8)

valor muy cercano al obtenido por el método habitual.

En otras palabras, después del freeze-out de la recombinacién, queda un electrén li-
bre por cada aproximadamente ~ 2750 atomos de hidrégeno. Esto parece una cantidad
pequeiia, sin embargo, esta pequefia cantidad de electrones residuales es necesaria para
formar moléculas de hidrogeno a través de la reaccion H + e~ — H~ + 7y seguida de
H™ + H - H, + e”, donde H, denota hidrégeno molecular o diatémico [Komatsu 2011]].

Se espera que las moléculas de hidrégeno formadas de esta manera jueguen un papel
importante en el enfriamiento del gas y en la formacion de la primera generacion de estre-
llas.

4.2.4. Recombinacion a la Weinberg.

Weinberi] hace un anélisis de la recombinacion en el equilibrio y fuera de este, con un
esquema muy parecido al de Saha y al de Peebles vistos anteriomente.

Los fotones dejaron de intercambiar energia de manera efectiva con electrones cuando
la temperatura del universo en expansién cay6 a aproximadamente 10°K. Después de eso,
los fotones continuaron siendo dispersados por los electrones libres, pero sin una ganancia
o pérdida apreciable de energia. Esto termind cuando los electrones libres se unieron en
atomos de hidrégeno y helio, terminando la dispersion de fotones. Esto se llama la recom-
binacion. Consideremos cudndo sucedio esto.

Weinberg en el Equilibrio.

Comencemos nuestro calculo a tiempos césmicos muy tempranos como para que los
protones, electrones, y los dtomos de hidrégeno y helio esten en equilibrio térmico a la
temperatura de la radiacién. En un gas en equilibrio a temperatura 7', la densidad numérica

"Para esta seccién, ver [Weinberg 2008].
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de cualquier tipo de particula no relativista y no degenerada de tipo i estd dada por la
férmula de Maxwell-Boltzmann:

2
n; = gi(2h) el IhoT f Bqexp [— (mi + %)/kBT] , (4.2.4.1)

donde m; es la masa de la particula, g; es el nimero de sus estados de spin, y u; es
una caracteristica del gas conocida como el potencial quimico de las particulas de tipo i.
La propiedad de los potenciales quimicos que hacen de (4.2.4.T)) una férmula util es que
se conservan en cualquier reaccion que ocurra rapidamente en el gas. En nuestro caso, las
particulas son protones, electrones y atomos de hidrégeno en cualquier estado unido, para
lo cual tomamos i como p, e, 1s, 2s, 2p, etc.

Aproximadamente el 24 % de la masa del universo primitivo estaba en forma de ndcleos
de helio, pero los atomos de helio estdn mas unidos que los atomos de hidrégeno, de modo
que en el momento que nos concierne ahora, digamos para T < 4400K , casi todo el helio
estaba encerrado en la forma de 4tomos neutros, y por lo tanto no jugé ninguin papel aqui
[Weinberg 2008]. El electrén y el protén tienen un spin de 1/2, entonces g, = g, = 2,
mientras que el estado fundamental del 4tomo de hidrégeno tiene dos estados hiperfinos
con spines 0 y 1, entonces g;; = 1 + 3 = 4. Al principio la recombinacién y las reacciones
de ionizacién p + e = Hj, ocurrieron radpidamente por cascadas de transiciones radiativas
a través de estados excitados, por lo que los potenciales quimicos satisfacen

Mp + He = fis 4.2.4.2)

Recordemos que el potencial quimico de los fotones es cero, pues estos pueden ser
creados y destruidos en reacciones como e + p = e + p + . Las integrales son

2 ks T\
) | dpexp|-—L—]| =22
(2h) f peXp( 2kaT) (27rh2 ’

entonces la ley de conservacién ec. (¢.2.4.2) da

nig _ (mekpT
2rth?
donde B, = m, + m, — my = 13,6eV es la energia de enlace del primer estado funda-

mental del hidrégeno 1s. Ademas, la neutralidad de a carga de la materia césmica requiere
que

-3/2
) exp(B;/kgT), 4.2.4.3)

nph,

Ne=n,. “4.24.4)

En el equilibrio, la densidad numérica de los 4tomos de hidrégeno en cualquier estado
excitado es menor que la densidad numérica en los estados fundamentales por un factor
de orden exp(—AE/kpT), donde AE es la energia de excitacion, que es necesariamente no
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menos que la diferencia 10,6eV en las energias de union de los estados n = 1 yn = 2
del hidrégeno. (Los estados excitados tenian el mismo potencial quimico que el estado
fundamental, ya que en equilibrio el &tomo podia pasar rdpidamente de uno a otro emitiendo
o absorbiendo fotones). Para temperaturas inferiores a 4200K, este factor exponencial es
menor que 6 X 10713, para que, a una buena aproximacién, podamos descuidar la presencia
de dtomos de hidrégeno excitados mientras persista el equilibrio térmico.

La materia en el momento de la recombinacion era aproximadamente 76 % en peso de
hidrégeno neutral o ionizado, por lo que podemos tomar

n, +ny; =0,76ng , 4.2.4.5)

donde np es la densidad numérica de bariones (es decir, a la temperatura de interés,
neutrones y protones). La fraccion de ionizacion del hidrégeno X = n,/(n, + n;,) satisface
la ecuacion de Saha (escrita a la Weinberg)

X1+85X)=1, 4.2.4.6)
donde
n, + nign ekT_3/2
S = (1’n—21)1 = 0,76;13(";7T7/Ll32 ) exp(By/kgT) . “4.24.7)
P

Se podria pensar que la fraccién de ionizacidn en equilibrio disminuye cuando la tem-
peratura cae por debajo del valor B;/kg = 157894K pero incluso en el equilibrio la re-
combinacion se retrasa considerablemente debido al pequefio valor del coeficiente de la
exponencial en la ec. (4.2.4.7).

Con ng = npo(T/T,0)* y ngo = 1,123 X 107°Q,h*nucleones/cm’ tenemos (en unidades
naturales)

S = 1,747 x 1072320, 2 | (4.2.4.8)

donde £ es la constante de Hubble en unidades de 100 kms™'Mpc™' y T es la tempera-
tura en grados Kelvin. Esta funcién de la temperatura varia extremadamente rdpido donde
esta es del orden de la unidad, entonces la ecuacién de Saha a una temperatura de recom-
binacion bastante buena. Como se vio en las secciones anteriores, el valor de la ionizacion
en el equilibrio cae de mas del 97 % para T = 4200K a menos de 1 % para T = 3000K.

Weinberg fuera del equilibrio.

Lo anterior da el orden correcto de magnitud de la temperatura de la fuerte disminucién
de la fraccion de ionizacion, pero no es correcta en detalle, porque el equilibrio no se man-
tuvo realmente para niveles bajos de ionizacion. El foton que se emite cuando un electrén
libre es capturado por un protén en el estado fundamental tiene energia mas que suficiente
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para ionizar otro 4tomo de hidrégeno, por lo que este proceso no produce una disminucion
neta en la ionizacion. Del mismo modo, el fotén emitido cuando un electrén en una orbita
alta del 4tomo de hidrégeno con niimero cudntico principal n > 3 cae en el estado funda-
mental tiene energia mas que suficiente para elevar un electrén en el estado fundamental
de algun otro 4tomo de hidrégeno al estado excitado n = 2, por lo que este proceso tam-
poco produce un aumento neto en el numero de electrones en el estado fundamental. El
estado fundamental del hidrégeno se alcanza tipicamente mediante la formacion de estados
excitados H* en la reaccién e + p — H* + 7y, seguido de una cascada de desintegraciones
radiativas hasta el estado excitado n = 2. La transicion final del estado excitado 2p al estado
fundamental 1s mediante la emisién de un solo fotén Lyman — a se ve obstaculizada por el
mismo efecto que impide la transicion de electrones libres o electrones en estados excita-
dos superiores al estado fundamental: el foton Lyman — a no se fusiona simplemente con el
fondo de radiacion térmica; tiene una gran seccion transversal resonante para excitar otro
atomo de hidrégeno desde el estado fundamental hasta el primer estado excitado, del cual
se reioniza con mayor frecuencia (como lo demuestran los pequefios nimeros de equilibrio
de atomos de hidrogeno en estados excitados). Pero en cosmologia este proceso no es del
todo ineficaz, porque el foton Lyman — a emitido por un dtomo tendrd apenas la energia
suficiente para excitar a otro 4tomo de hidrégeno en su estado fundamental al estado 2p,
por lo que si no interactia muy pronto con otro dtomo entonces el redshift cosmolégico
llevara su energia fuera de la linea de resonancia, después de lo cual ya no tiene suficiente
energia para excitar un atomo de hidrégeno en su estado fundamental. Aun asi, la forma-
cion del estado fundamental por la desintegracion radiativa del estado 2p es tan ineficiente
que también tenemos considerar vias mas lentas hacia el estado fundamental, como la for-
macion del estado excitado 2s, que solo puede descomponerse en el estado fundamental
emitiendo dos fotones, ninguno de los cuales tiene suficiente energia para volver a excitar
un atomo de hidrégeno en su estado fundamental. Cuando la ionizacion se hizo pequeiia, la
velocidad de estas reacciones ya no pudo competir con la velocidad de expansion cosmica,
y la ionizacién ya no cayé tan rdpido como lo haria en equilibrio térmico.

Este es un asunto complicado, pero no es dificil ver los contornos principales del pro-
ceso de la recombinacion. Hacemos las siguientes aproximaciones:

1.- Las colisiones entre los dtomos de hidrogeno y las transiciones radiativas entre los
estados de estos dtomos son lo suficientemente rdpidas como para que todos los estados de
los dtomos estén en equilibrio entre si a la temperatura T de la radiacion, excepto el estado
fundamental 1s, que como ya se mencionoé se alcanza solo a través de procesos lentos o
ineficientes. Esto tiene la consecuencia de que la densidad numérica de los estados n¢ de
hidrégeno que tienen el nimero cudntico principal n (con n > 1) y el momento angular
orbital £ se pueden expresar en términos de la densidad numérica de cualquier estado,
digamos el estado 2s:

Npe = (20 + Dnysexp ((By — By)/kgT) (4.2.4.9)
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donde B, es la energia de enlace del estado con nimero cudntico principal 7.

2.- La tasa neta de cambio en la poblacion de dtomos de hidrogeno en su estado 1s
viene dada por la tasa de desintegracion radiativa de los estados 2s y 2p, menos la tasa
de excitacion de estos estados del estado 1s. De acuerdo con la discusion anterior, se su-
pone que todos los demds procesos que conducen al estado fundamental se cancelan por
la reionizacion o la excitacion de otros dtomos por el foton emitido. Debido a que la re-
combinacién ocurre en colisiones de electrones y protones, disminuye el nimero n.a* de
electrones libres en un volumen co-mdévil @* a una velocidad a(T)n,n.a* que es proporcio-
nal tanto an, = n, como a n.a’, con el coeficiente a(T') que depende solo de la temperatura,
no de n, o de a (aqui no incluimos la recombinacién directamente al estado fundamental,
ya que es cancelada por la ionizacion de otros atomos por el foton emitido, por lo que a(7)
es lo que en astrofisica se llama el “coeficiente de recombinacion del caso-B”’). Ademas,
dejando de lado la ionizacién del estado fundamental que simplemente cancela la recombi-
nacion al estado fundamental, la ionizacion de los estados excitados del hidrégeno aumenta
n.a’® a una tasa dada por una suma de términos proporcionales a n,,a’ con n > 1, con coefi-
cientes dependientes solo en temperatura. La ec. (4.2.4.9)) da el término n,, con n > 1 como
proporcional a ny,, con coeficientes que también dependen solo de la temperatura, por lo
que la ionizacién aumenta el nimero de electrones en un volumen co-mévil a® a una velo-
cidad que puede escribirse como B(T)n,,a’, con S(T) en funcién sélo de la temperatura, no
de a o de n,,. Poniendo estas tasas juntas, tenemos

d
7 (nea3) = —an§a3 + ﬁn25a3 .

Dividiendo entre la constante na’ (donde n = n pt g =n,+ 2,1, = 0,76np), esto da

d e 2 \)
(”) an, , B (4.2.4.10)

| —=]= = +

dt\n n n

Ademads, esto desaparece bajo las condiciones del equilibrio , donde (dado que las tran-
siciones e + p < 2s ocurren rapidamente) en lugar de la ec. (4.2.4.3)) tendriamos

-3/2
Ny mekBT
n_g = ( Zﬂ'hz ) eXP(BZ/kBT) s
entonces los coeficientes de la ec. (4.2.4.10) estan relacionados por
2 kT 32
Bla = (”_) - (”" L ) exp(=Bs/ksT) . (4.2.4.11)
Nas equilibrio 2nth

Para la ec. (4.2.4.10)), necesitamos relacionar n,, con la densidad numérica total n de
protones y dtomos de hidrégeno.

3.-El niimero total de dtomos de hidrogeno excitados en un volumen co-movil 1/n cam-
bia mucho mads lentamente que los procesos radiativos individuales y que el aumento neto
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en este niimero debido a la recombinacion y reionizacion del hidrogeno que se equilibra
con la disminucion neta en este niimero por las transiciones hacia y desde el estado 1s. Es
decir,

Cmg _ﬁnh = (FZS + 3Pr2p)n2s — &Ny, (42412)

donde I',, y I';,, son las tasas para los procesos de desintegracion radiativa 2s — 1s +
v+vy2p — ls+v, respectivamente. Ignoramos el proceso 2p — 1s+ 7y +7y que es mucho
mads lento que 2s — 1s + v + y. P es la probabilidad de que el fotébn Lyman — a emitido
en el decaimiento 2p — 1s+ 7y escape al infinito sin excitar algin otro d&tomo de hidrégeno
en el estado 1s al estado 2p ; y € es la velocidad a la que los dtomos de hidrégeno en el
estado 1s se excitan al estado 2s o 2p, sin incluir aquellos que se excitan al estado 2p por
los fotones Lyman — a de las desintegraciones 2p — s + 7y, que tenemos en cuenta con el
factor P. De lo anterior, se obtiene la férmula necesaria para n,;:

3 an? + eny
T T +3PTy, +8°
Las temperaturas de interés son T < (B, — B3)/kg = 21900K, de acuerdo con la ec.

#.2.4.9) todos los n,, con n > 2 son mucho menores que n,;,, y por lo tanto, una muy buena
aproximacién en el ndmero total de fomos de hidrégeno es

(4.2.4.13)

Ny

Ny = Nig + Nog + Moy = Ny + 4y, 4.2.4.14)

asi, podemos eliminar n; en favor de ny en la ec. (4.2.4.13)

_ an? + eny
T +3PTy, +f+4de’

Ademads, en el equilibrio, el nimero de d&tomos de hidrégeno en el estado 1s seria cons-
tante, por lo que los coeficientes en el lado derecho de la ecuacion (4.2.4.12)) (que da la tasa
neta de aumento de la densidad numérica de 4tomos de hidrégeno en el estado fundamental)
debe tener la relacion

Nog (4.2.4.15)

& Ny
- = = —(By — By)/kgT) . 4.2.4.16
[y +3PI5, (nls)equilibrio P (B DeT) ( :

Usando las dos udltimas ecuaciones en la ec. (4.2.4.10) tendremos la ecuacién en una
forma mas usual
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d n, _ rzs + 3PF2,,
dt (Z) T (Do, + 3PTy,) [1 + 4exp (—(By — By)/ksT)] + B
2
X (— [1+4exp (~(B1 = B2)/ksT)] == + exp (~(B1 = Ba)/ksT) ’%) .

A las temperaturas de interés, el factor 1 + 4 exp(—(B; — B,)/kgT) puede reemplazarse
por la unidad. Usando la ecuacién (#.2.4.11)) y la definicién de la fraccién de ionizacién
X =n./n=n,/n=1-ny, tenemos finalmente

17).4 _ ng + 3PF2p
dt B F25+3PF21,+,3

donde S (T) es la funcion (4.2.4.7) que aparece en la ecuacion de Saha. Si la tempera-
tura fuera constante, esto se satisfaria con cualquier solucioén de la ecuacion de Saha. De
hecho, X siempre es mayor que el valor dado por la ecuacion de Saha, entonces la ecuacién
(#.2.4.17) da una fraccion de ionizacién monoténicamente decreciente. El primer factor en
la ecuacion (4.2.4.17) representa la supresion de la recombinacion que ocurre cuando las
transiciones de los estados 2s y 2p al estado fundamental son mds lentas que la reionizacion
del atomo.

A las temperaturas de interés, la probabilidad de supervivencia del fotén P viene dada
por [Weinberg 2008]]

)cm (-x*+57'1-X), (4.2.4.17)

8tH

P=—F—,
3/131“21,71“

(4.2.4.18)
donde la tasa de la transicién Lyman — a es I, = 4,699 X 10857 y 1, = 1215,682 x
10~8cm es la longitud de onda de los fotones Lyman — «. De aqui se obtine la cantidad

3PT,, de la ecuacién (4.2.4.17)

87H?
3P, = Nis . (4.2.4.19)
Con este resultado para P, la ecuacion (.2.4.17) es la misma que la ecuacidon encon-

trada de manera diferente por Peeblesﬂ En esta ecuacién podemos usar la aproximacion de
que a las temperaturas de interés, que son mucho menores que (B; — B;)/kg = 118420K,
aunque n,/n,, €s menor de lo que seria en equilibrio térmico es ain mucho més grande que
la unidad, por lo que podemos reemplazar n;; con ny = (1 — X)n. También reemplazamos
el tiempo con la temperatura como la variable independiente, usando

dt 1
—_— = 4.2.4.20
dT HT ( )

8Ver el articulo clasico de Peebles [Pecbles 1968
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Asi. la ecuacion (4.2.4.17) queda como

ax _an (| A
dr ~ HT Ty, + 8H/A3n(1

-1
— X)) [X2 -- X)/S] (4.2.4.21)

Expresemos las cantidades en unidades naturales. Al calcular la tasa de expansion,
debemos incluir tanto la densidad de energia de la materia no relativista como la de los
neutrinos y fotones, pero a temperaturas donde los neutrinos son importantes su masa es
insignificante, y para temperaturas 7 > 30K podemos descuidar la energia de vacio, enton-
ces

1/2

T\’ T \*
H = H, lQM (T—) + Qg (—) (4.2.4.22)

Y0 TVO

= 7,204 x 107732 \JQuh? + 1,523 X 10T 57",

donde nuevamente en todas las expresiones numéricas 7 es la temperatura en grados
Kelvin. La densidad numérica del hidrégeno ionizado y no ionizado es

n=0,76 x

3HQp ( T\
0 B(_) = 4,128 x 107 Qph* T em™, (4.2.4.23)

8nGm, \Tyo

donde m,, es 1a masa de Planck. La tasa de decaimiento de dos fotones del estado 2s eﬂ

Iy, = 8,22458 57" . (4.2.4.24)

El coeficiente de la densidad del nimero de protones en la tasa de recombinacion
electrénica utilizada por Peebles es

a=2,84x 10717V 2emdst (4.2.4.25)

Realmente, « representa una cadena de reacciones mas complicadas que solo la captura
radiativa de un electron, incluida la cascada de desintegraciones radiativas hasta los estados
25y 2p, por lo que tiene una dependencia de la temperatura mas complicada. Se puede
ajustar una variedad de cdlculos numéricos detallados de la tasa efectiva de recombinacién
a los estados 25 y 2p con la tasa de recombinacion del case — B

1,4377 x 10710706166 ¢py3 -1
ap = ,
g 1 + 5,085 x 10370530

que ya incluye el fudge factor de 1.14 sugerido en [Seager & Saselov 1999, asi como
lo mencionamos antes en la aproximacion multinivel de Peebles para no dejar de lado la

(4.2.4.26)

9Peebles en su articulo original [Peebles 1968] usa un valor de 8,227 s,
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aproximacion multinivel.
El valor de 8 esta dado en términos de « por la ec. (¢.2.4.11):

kT \"?
B = (";ﬂ; ) exp(—By/kgT)ag = 2,417 x 10Pem T2 ¥y . (4.2.4.27)

Finalmente, la funcién S[7] estd dada por la ec. (4.2.4.8)) y consideramos los valores
deﬂ Qph? = 0,02238 y Quh? = 0,13229, ademds de T,y = 2,728K. La condicion inicial es
tomada tal queX[7'] esté dada por la solucion de la ecuacion de Saha en el equilibrio a una
temperatura alta. Consideramos z = 1700 — T = 4640,328K para los cuales la fracién de
ionizacion es X[4640,328K] = 0,999254.

Los valores de X[7'] son calculados por la integracién numérica de la ecuacién diferen-
cial (4.2.4.21) y su grafica mostrada en la figura 4.8

Histeria de la Hecombinacion
1E T T T T T T T T T =

\ — Weinberg (no equilibric)

0.100 | \ R R R R e -~ Saha ( equilibrio) 2

% 0.010F

0.001

L
1000 300 200 100
redshift z

Figura 4.8: La Recombinacién de Weinberg comparada con la descripcion Saha, en el rango
de 1700-100 z.

En realidad, el proceso descrito por Weinberg [Weinberg 2008 es el mismo de la des-
cripcién de Peebles en su paper [Peebles 1968, salvo un mejoramiento al afinar algunas
constantes y la manera de obtencion. A simple vista, una comparacion entre la figura 4.7/
y la hacen notorio el parecido entre ambas, pues la de Weinberg ya incluye el fudge
factor sugerido para la aproximacion multinivel en [Seager & Saselov 1999].

La ecuacién de Saha deja de dar una buena aproximacion a la fraccién de ionizacién
tan pronto como la ionizacién en el equilibrio cae apreciablemente por debajo de la uni-

10Usados por Weinberg en [Weinberg 2008|| para comparar el calculo analitico de las anisotropias del CMB
con un cdlculo numérico.



4.2. La Recombinacion Fuera del Equilibrio 90

dad. En particular, aunque en equilibrio la fraccién de ionizacion habria caido a valores
extremadamente pequefos para temperaturas inferiores a 2000K, la ionizacion calculada
a partir de la ecuacién (#.2.4.27)) se estabilizé a bajas temperaturas a un valor asintdtico
pequeiio pero distinto de cero, debido a la creciente rareza de los encuentros de los pocos
protones y electrones libres restantes. Esta ionizacion residual jugé un papel importante en
la formacion de las primeras estrellas y es conocida como el freeze-out o congelamiento de
los electrones.
Para esta descripcion, el valor de X a TY = 3737,52K — 2% = 1370,6 es

X(T =3737,52K) = 0,845924 . (4.2.4.28)
Un valor cercano a X = 0,5 ocurre en 7 = 3355,44K — z ~ 1229, con el valor de la
fraccion de electrones libres

X(T =3355,44K) = 0,50107 , (4.2.4.29)

asi que 7o ~ 3355,44K — Z, ~ 1229.
Se encuentra que el universo es 90 % neutral (X = 0,1) en T ~ 2804,4K — z ~ 1027.

Freeze-out a la Weinberg.

Se procede de igual manera que con las aproximaciones de Peebles, esto es, con el
. E .
modo habitual cuando I',, = H — nX, Qaﬁ = H. Entonces, hay que resolver lo anterior
con los valores para los pardmetros a usar definidos en esta seccion. Tendremos entonces:

1,33368 x 1074716334
196.657 TO 5 78948/T — 7’204 % 10—19T3/2 \/QMhZ + 1,523 % IO_ST ) (42430)

De la resolucion numérica, resulta una temperatura de

TE? =2702.62K , (4.2.431)

[freeze—out

valor en el cual la fraccion de ionizacion en la ec. (4.2.2.33)) es de

X/eeno = 2,74406 x 107 (4.2.4.32)

Directamente de los resultados que arroja el cédigo de la integracién numérica, se observa
que a T =275,528K — z = 100 la fraccién de ionizacién es

x/reezeout = 2 78056 x 107, (4.2.4.33)

que es un valor muy cercano a la estimacion a habitual.
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Freeze-out a la Mukhanov: revision.

Siguiendo la tendencia de que el freeze-out ocurre alrededor de z = 100, el valor
numérico que arroja el codigo que resuelve el proceso de Mukhanov en ese redshift es:

X/=100 = 3 584501071564742 x 107 (4.2.4.34)

De igual manera, resulta un valor razonable y dentro del rango de los otros del conge-
lamiento obtenidos por otros métodos.

Después de que la fraccion de ionizacion cae por debajo de la unidad, los resulta-
dos aproximados dados en la ec. (4.2.1.12)) estan en excelente acuerdo con las soluciones
numéricas de las ecuaciones cinéticas, mientras que la aproximacion Saha falla por com-
pleto.

4.2.5. Recombinacion a la HyRec Code.

En la actualidad, existen algunos c6digos numéricos para calcular la recombinacién con
un poco mas de detalles y de finura.

Los cddigos calculan procesos fisicos detallados que incluyen otras desintegraciones de
dos fotones, recombinacion a niveles mds altos (incluidas unas 500 capas), otras lineas de
Lymann, etc. Algunos de ellos son RecFast, CosmoRec y HyRec.

Un cédigo de facil uso y recomendado por [Jeong 2019b]] es el cédigo de uso publico
HyRec [HyRec Code 2012|], [Ali-Haimoud & Hirata 2011|]: Un coédigo para la recombina-
cion primordial de hidrogeno y helio que incluye la transferencia radiativa, programado
por Yacine Ali-Haimoud y Chris Hirata.

Afina el proceso mediante algunos data files como una tabla de coeficientes efectivos de
recombinacién para el hidrégeno, una tabla de velocidad de transferencia efectiva 2p — 2s
para hidrégeno, una tabla de tasas de desintegracién de dos fotones y un input file que da
los parametros que pide por defecto (en orden de solicitud):

Pardmetro Valor por defecto

T [Valor actual de la temperatura del CMB] 2728 K

Q,h?* [densidad de bariones] 0.021976
Q,,h* [densidad total de materia, CDM + bariones] 0.13

Q,h?* [densidad de curvatura] 0

Quh? [densidad de energia oscura] 0.343
wo, W, [pardmetros de la ecuacion de estado de la energia oscura] -1,0
Y [fraccion primordial en masa de helio] 0.24
N, ¢ [nimero efectivo de especies de neutrinos] 3.04

Otra de las intenciones de este tipo de codigos es la de simular la recombinacién y sus
resultados en Universos distintos al nuestro; esto se logra jugando con los parametros que
pide el programa cuando no se usa el input file incluido.
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Una vez que haya ingresado todos los parémetrosE] requeridos, el codigo calculara el
historial de recombinacién e imprimird tres columnas en la pantalla: desplazamiento al rojo
z de 8000 — 0, espaciado por Az = 1, fraccién de electrones libres X,, y relacion de materia
a temperatura de radiacion 7,,/7T,.

Historia de la Recombinacion
— : ; :

Y

L

—-—

HyRec Code (no equilibrio) |

] \".
%' 0.010

Saha. ( equilibrio)

0.001

Iy

e

104

L I
1000

500

redshift z
proceso de Saha.

100
Figura 4.9: Historia de la Recombinacion hecha por el cédigo HyRec comparada con el

Los resultados que brinda el cédigo se muestran en la figura[4.9] Como se puede obser-
var, la grafica es similar a todas las mostradas anteriormente; el éxito del cddigo consiste

en afinar valores numéricos involucrando un poco mas de fisica aprovechando el poder
computacional (los autores estiman el error en poco menos de ~ 10~ y la ejecucién del

cddigo en aproximadamente 2 segundos en una computadora normal). El c6digo incluye la
siguiente fisica [HyRec Code 2012]], [Ali-Haimoud & Hirata 2011]:
= Cilculo del atomo multinivel efectivo exacto.
= Una solucién simultdnea de transferencia radiativa, que representa:
= Feedback’s entre lineas de Lyman

superiores

= Transiciones de dos fotones (emision, absorcion, dispersion Raman) de 2s y niveles
» Difusién de frecuencia en Lyman — «

= Este cddigo no incluyen transiciones de colision.

1a ecuacién de estado de la energia oscura usada en el HyRec Code es w(a) = wy + wy(1 — a).
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Usando el valor por defecto de Ty = 2,728K y el valor del equilibrio de z(ri? = 1370 —»
T = 3740,088K, el valor de X, es

X,.(z =1370) = 0,738339083437065 . (4.2.5.1)

Un valor cercano a X, = 0,5 ocurre en z = 1275 — T = 3481K, con el valor de la
fraccion de electrones libres

X,(z = 1275) = 0,500095757821760 , (4.2.5.2)

con lo que z,, = 1275 — T, ~ 3481K.
El cédigo arroja el valor para el cudl el Universo es 90 % neutral (X, =~ 0,1) en z =~
1063 — T =2902,592K.

Freeze-out a la HyRec Code.

Fijando el valor de z al cual ocurre el freeze-out en z = 100 — T ~ 276K (siguiendo la
tendencia/convencion, ademas de que es el valor recomendado en [Jeong 2019b], que usa
y recomienda el uso de este cddigo como una alternativa para obtener mas precision en los
valores y comparar con su desarrollo de la recombinacion de Peebles),

X/reezemout — 9 658694587 x 107+ . (4.2.5.3)

jPerfecto! El valor anterior sigue dentro de la cota de tendencia del freeze-out que re-
sulta de los otros procesos analizados. Ademads, por la afinacion de los procesos fisicos
que estan detras de la recombinacidn, la precision numérica que otorga HyRec Code y la
similitud del valor de X! con los otros procesos analizados, podemos fijar sin problemas
que

X/ ~2,7%x107* (4.2.5.4)

es la fraccion residual en el congelamiento de los electrones para el proceso fuera del
equilibrio.

4.3. Comparando los resultados ...

Se ha hecho el andlisis de la recombinacion fuera del equilibrio desde 5 puntos de vista:
Peebles (tres niveles y multinivel), Weinberg, Mukhanov y por el c6digo numérico HyRec.

En todos la esencia del proceso es la misma y se grafican con los resultados de Saha en
el equilibrio para una comparacion gréfica y entender asi la necesidad de salir del equilibrio,
pues en cuanto la fraccién de ionizacidn X, cae significativamente por debajo de la unidad,
esto es, X, < 1, la aproximacién de Saha falla totalmente.
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Figura 4.10: Comparativo grafico de los procesos de recombiacion fuera del equilibrio
estudiados versus el proceso de Saha.

Equilibrio Peebles Peebles Weinberg | Mukhanov HyRec
3 Niveles | Multinivel Code
Q,n? 0,023 0,023 0,023 0,02238 - 0,021976
Quh? - 0,143 0,143 0,13229 0,3 0,13
T, ,(K) 2,726 2,726 2,726 2,728 2,728 2,728
X, ~09 | T=401226K | T =3965K | T =3965K | T =3860K | T =3956K | T = 3961K
z = 1470,85 z=1453 z=1453 z= 1414 z = 1449 z= 1451
X, =05 | T=373752K | T =3478K | T =3478K | T =3355K | T =3342K | T = 3481K
z=1370,06 z=1275 z=1275 z=1229 z=1224 z=1275
X, =01 | T=341851K | T =2905K | T =2906K | T =2804K | T =2788K | T =2903
z=1253,04 z = 1064 z = 1065 z=1027 z=1021 z=1063
X, ~0,001 | T=2830,13K | T=1617K | T =1693K | T =1650K | T =1457K | T =1678
z=1039,19 72=7592 7=1620 z =604 z =533 =614
En la tabla anterior se muestran los pardmetros cosmoldgicos usados para cada proceso
de recombinacién (dados por la bibliografia de cada proceso) y una comparacion de sus

resultados. Se nota la diferencia que hay entre los valores de cada proceso para una misma

fraccién de ionizacién, sin embargo, es diferencia no es muy grande, las soluciones estan
todos los procesos dindmicos.

dindmicos estudiados.

dentro de un mismo rango para cada valor de X,, T y z; son valores casi idénticos para

Ahora, comparemos los resultados del freeze-out en el equilibrio y en los procesos
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Equilibrio Peebles Peebles Weinberg Mukhanov HyRec
3 Niveles Multinivel Code
X7 [3,12904 x 1074 | 3,10868 x 1074 | 2,74562 x 10~* | 2,78056 x 10~ | 2,7386 x 10~* | 2,65869 x 10~
3,58450 x 10~
994,6 100 100 100 0 100
100

Se observa que la cota del freeze-out va como ~ 2,7 x 107*, que es un valor cercano a
la cota que da el equilibrio ~ 3,1 x 10~* pero difiriendo en que en el equilibrio ocurre en un
orden de magnitud mayor para z, T del que ocurre usando el enfoque fuera del equilibrio.

El recuadro correspondiente al proceso de Mukhanov tiene los valores para z = 100
y z = 0, pues como se explico en su desarrollo, por ser una (muy buena) aproximacion,
al caer por debajo de z = 900, la fraccion de ionizacion decae mas rapido que los otros
procesos y se alcanza la cota de XZ ~ 2,7x 107 en z = 0, pero siguiendo la tendencia de
z =100, el valor de X,(z = 100) se extrae directamente de la integracion numérica.

Ahora bien, ;por qué los resultados obtenidos, aunque muy parecidos, son diferentes
para cada proceso?

Years after the Big Bang

A0 thoand 0.1 Esllign 1 Ballsa

The Si_; Ei-mg

The Dark Age
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g Figl ::,l
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I*Radshife

Figura 4.11: Historia del Universo: la recombinacion y la formacién de las primeras estre-
llas en escalas de tiempo y redshift [ALMA 2018]].

Fisicamente, los procesos describen la misma cosa: la recombinacion fuera del equi-
librio; matematicamente, aunque la esencia es la misma, cada proceso deduce y/o usa de
diferente manera las constantes y los pardmetros cosmoldgicas a usar en la ecuacién de
Boltzmann; esto tiene que ver con las diferentes hip6tesis hechas en cada desarrollo.

Por ejemplo, cada autor da sus valores de los pardmetros Qgh* , Qyh? y T, o y con esos
se resuelven cada tipo de recombinacion. Esto afectard tambien (aunque en menor grado,
pues todos caen a ~ 2,7 X 10~*) los valores de la fraccién residual en el freeze-out.



Capitulo 5

El Papel Cosmologico del freeze-out y La
Fraccion Residual de Electrones

El propésito de este capitulo es darle mas sentido cosmolégico a la fraccidn residual de
electrones libres. No es el asunto principal del trabajo, pero dado que la fraccién residual
es una prediccion del analisis fuera del equilibrio de la recombinacion, hay que ver su im-
portancia en la evolucion del universo.

Debido a la expansion del Universo, no todos los electrones libres se recombinan con los
protones, como ya se vid en el capitulo anterior. En cambio, se produce una congelacién o
freeze-out, ya que la recombinacion se vuelve menos eficiente a densidades y temperaturas
mas bajas. El freeze-out de la abundancia de electrones libres, que ocurre en z =~ 100, fue
calculado en el capitulo anterior como

X/Jreesemout ~ 2 7 x 1074, (5.0.0.1)

El Helio no contribuye a la fraccién de electrones libres, ya que el Helio se recombina
muy pronto, a etapas anteriores a las de la Recombinacion del Hidrogeno. La fraccion
residual de electrones conduce a la formacién de moléculas e iones como H™ y H;. Su
abundancia se puede calcular asumiendo el equilibrio quimico, ya que sus escalas de tiempo
de formacion y destruccién son mas cortas que el tiempo de Hubble. Esto produce las
expresiones (aproximadas) [Schleicher et. al. 2008]]

Xy =2 <2 x 10778/
nyg
5.0.0.2
Xy: =2 < 3% 1074T18X N
HY = ~ e
2 ny

donde Xy- es la fraccién del i6n H-, XHE la fraccion del i6n H, n; las densidades
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numéricas de iones y de hidrégeno neutro, 7' la temperatura en grados Kelvin y X! 1a
fraccion residual de electrones.

Con corrimientos al rojo z > 100, H™ es fotodisociado eficientemente por el CMB
y se forma principalmente por el proceso Hy + H — H, + H*, donde HJ es un ién de
hidrégeno compuesto por dos protones y un electron (tiene mas carga positiva, por eso el
superindice +), H un 4tomo de hidrégeno neutro (un protén y un electrén), H, una molécula
de hidrégeno o hidrégeno molecular (dos protones y dos electrones, carga neutra) y H* es
un proton libre.

Los iones mencionados anteriormente, més la fraccion residual de electrones y las reac-
ciones entre estos, jugardn un papel muy importante para la creacion de H,, que es el
refrigerante principal del gas primordial y pieza clave para la formacion de las primeras es-
tructuras. Asi pues, el papel del freeze-out y la fraccion residual es contribuir a la creacion
de hidrégeno molecular para dar paso a los procesos cosmoldgicos siguientes.

¢Una fraccion residual del orden de ~ 10~ es suficiente? Hasta hace poco, la mayor
incertibumbre sobre la fraccion de electrones residuales se debia al escaso conocimiento de
los parametros cosmoldgicos €2, y . El numero se ajusta bien a la exquisita presicion de
experimentos como WMAP, confirmando asi los resultados de soluciones numéricas de la
recombinacién del hidrégeno, como se vi6 antes con el HyRec Code [Galli & Palla 2013]].

(Qué pasaria si la fraccion fuera mayor o menor? Simulaciones pueden dar la respuesta;
el tamafio de la fraccién dependeria del valor de los pardmetros cosmoldgicos usados en la
ecuacion dindmica a resolver o en el codigo numérico que resuelva el problema.

Por ultimo, la fraccion de protones libres jugara un papel importante en la quimica del
hidrégeno que veremos mads adelante y en quimicas posteriores como reactivo o producto
de las reacciones.

5.1. El Papel del H, como Refrigerante.

La investigacion del papel del hidrégeno molecular como refrigerante importante pa-
ra la formacién de las primeras estructuras en el universo temprano comenzo a fines de
la década de 1960. Saslaw y Zipoy, citados en [Galli & Palla 2013], en 1967 fueron los
primeros en sefialar el importante papel de las moléculas de H, en la evolucién térmica y
dinamica de las nubes de gas pregalécticas en la era posterior a la recombinacion.

Pero, ;por qué se necesita un refrigerante?. El material en las nubes pregalacticas,
hidrégeno y quizds helio, es un radiador pobre, pero se puede formar hidrégeno mole-
cular H, por el mecanismo descrito anteriormente (mds adelante veremos esto a deta-
lle). La pérdida de energia debido a la radiacién del hidrégeno molecular hace que la
nube se contraiga hasta que se formen estrellas y se restablezca el equilibrio energético
[Peebles & Dicke 1968]]. Asi pues, se necesita un refrigerante para hacer posible el colapso
de las nubes pregalacticas en estrellas.
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La formacion estelar es el proceso por el cual grandes masas de gas (que se encuen-
tran formando extensas nubes moleculares) colapsan para formar estrellas. La formacién
de estrellas se produce exclusivamente dentro de las nubes moleculares. Esto es una conse-
cuencia natural de sus bajas temperaturas y altas densidades, ya que la fuerza gravitatoria
que hace que la nube colapse debe superar las presiones internas que actiian hacia fuera,
tratando de evitar un colapso. Una simulacion numérica interesante, ademas de mas infor-
macion del proceso de formacion estelar se puede consultar en [Northwestern 2021] y en
[STARFORGE 2020].

El enfriamiento y el equilibrio térmico del gas primordial son ingredientes clave en
la formacién de las primeras estructuras, ya que determinan la escala de fragmentacion
caracteristica de las nubes y la magnitud del flujo de acrecion hacia las protoestrellas en
crecimiento [Gall1 & Palla 2013]. Mientras que la quimica determina la abundancia de los
principales constituyentes moleculares del gas, la microfisica de cada componente indi-
vidual define la eficiencia de enfriamiento del gas. En el caso del universo en expansion
homogéneo, el equilibrio térmico del gas se establece simplemente por expansion adiabati-
ca, ya que las moléculas no se forman en una fraccion suficiente para acoplar eficazmente
los campos de materia y radiacion. Sin embargo, en el gas que colapsa de los primeros
minihalos o halos mas grandes, la densidad y la temperatura aumentan considerablemente
permitiendo la excitacion de mas grados moleculares de libertad. Por tanto, se necesita un
conocimiento detallado de los principales agentes refrigerantes para determinar el estado
térmico del gas.

La quimica primordial es impulsada por reacciones lentas en fase gaseosa promovidas
por colisiones con electrones y protones que quedan de la recombinacién a un nivel de una
parte en ~ 10*. Como resultado, solo las moléculas diatémicas y triatémicas simples y los
iones moleculares que contienen H, D (Deuterio), He (Helio) y Li (Litio) se forman en
cantidades mayores.

El colapso de las nubes de gas primordial (principalmente formadas por H,), puede
conducir a la formacién de estrellas de masa ordinarieﬂ(lo — 100 M, que se conocen como
estrellas Pop III) o estrellas supermasivas (M > 10° M, llamadas SMS, SuperMasive
Stars), dependiendo de la intensidad de los campos de radiacién en el medio ambiente
[Sugimura et. al. 2016].

El colapso empieza aproximadamente en z =~ 100 (a la par del freeze-out de los electro-
nes). La formacion de estrellas abarca en el rango de 10 < z < 100 [[Galli & Palla 2002].

Las estrellas Pop III se forman por enfriamiento de H, en ausencia de un fuerte campo
de radiacién Lyman-Werner (LW), con energia hv = 11,2—13,6 ¢V. Por el contrario, en una
nube irradiada por un campo de radiaciéon de LW extremadamente fuerte, el H, se destruye
por completo y se suprime el enfriamiento.

"Donde M, son masas solares y 1 M, = 1,989 x 10% kg.
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5.2. La Quimica del Universo Temprano.

Bésicamente, la quimica del Universo temprano se reduce a tres especies principales,
H,, H y H;, cuyos destinos estan fuertemente conectados. La quimica del deuterio no se
analizard, pero vale la pena mencionar que podria ser relevante para la formacién de estre-
llas primordiales de baja masa mediante, por ejemplo, fusiones de halo y el enfriamiento
del gas post-choque [Bovino & Galla 2018]].

5.2.1. Quimica del H,.

El H, es la molécula mds simple y dominante del universo y desempefia un papel crucial
en muchos entornos astrofisicos. Fue la primera especie formada en el universo y tuvo gran
relevancia en la formacién de los primeros objetos cosmoldgicos. A pesar de esto, el H,
se caracteriza por unas propiedades quimicas peculiares que afectan su quimica y la fisica
donde esta involucrado.

Al ser una molécula homonuclear (simétrica), el H, no posee un momento dipolar per-
manente y las transiciones rovibracionales en su estado fundamental se producen a través
de la radiacion cuadrupolo [Bovino & Galla 2018]].

Como primera consecuencia, la formacion de H, por asociacion radiativa directa de
atomos de H en el estado fundamental es insignificante porque no se permiten transiciones
estabilizadoras. En las nubes moleculares actuales, el H, se forma por reacciones superfi-
ciales de los granos de polvo que pueden absorber de manera eficiente la energia que debe
liberarse en el proceso. Los tnicos catalizadores disponibles para formar H, en una nube
de cero metalicidacﬂ son los electrones y los protones, componentes bastante menores del
universo posterior a la recombinacion [Bovino & Galla 2018].

La formacién del H, a partir del canal H~ usando la fraccion de electrones libres, co-
mienza a redshift's menores de 100 [Galli & Palla 2013]].

5.2.2. Canales de Formacion del H,.

En el gas primordial de baja densidad (< 10® cm™2), el H, es el refrigerante principal en
el régimen de bajas temperaturas, y se forma a través del canal H™ o del canal Hj.
El canal H~ comienza con la forrnaciérﬂ de H™ por apego radiativo:

H+e—H +vy, (5.2.2.1)

’La metalicidad es el concepto astrofisico que se utiliza para describir la abundancia relativa de elementos
mds pesados que el helio en una estrella. Esos elementos reciben el nombre de metales independientemente de
su posicion en la tabla periddica. Por lo tanto, una nube de cero metalicidad es aquella que sélo esta formada
por hidrégeno y helio.

314 s 1.2 . Z . .

I6n del hidrégeno que contiene un protén y dos electrones, de ahi su carga negativa.
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seguido de la formacion de H, por desprendimiento asociativo:

H +H—->H,+e. (5.2.2.2)

De manera similar, el canal H; comienza con la formaci(’)lﬂ de Hj por asociacion
radiativa:

H+H" > Hy +vy, (5.2.2.3)

seguido de la reaccion de transferencia de carga:

Hf +H— H, + H . (5.2.2.4)

En cada canal, el segundo paso avanza mucho maés rapido que el primero y su velocidad
determina la cantidad de formacion de H,.
El H, formado por estos canales se destruyen principalmente por fotodisociacion:

Ho+y—> H+H, (5.2.2.5)

y por disociacion por colision con dtomos de H:

H+H->H+H+H. (5.2.2.6)

En la era posterior a la Recombinacién, la formacién de H, estd controlada principal-
mente por el canal HJ para el corrimiento al rojo z > 100, debido a la supresion de H~ por
la radiacién de fondo césmica (CMB).

Un ingrediente fundamental en cualquier escenario cosmoldgico para la formacion de
las primeras estrellas es la capacidad de las nubes primordiales para irradiar energia de
manera eficiente durante la fase de colapso gravitacional.

5.3. Procesos de Enfriamiento.

En un plasma de H y He en equilibrio de ionizacion (esto es, si en cada punto del
plasma hay un balance entre las ionizaciones y recombinaciones radiativas), la energia
cinética térmica se puede eliminar del gas mediante excitacion/ionizacién por colision,
recombinacién y radiacion de la dispersion de electrones libres o iones libres. Este ultimo
es, de hecho, la fuente principal de enfriamiento para el gas, Ty, > 10° K, cuando el gas
estd completamente ionizado, pero su eficiencia disminuye al disminuir la temperatura.
EnT ~ 10° K,y T ~ 5 x 10* K, el enfriamiento estd dominado por la excitacién por
colisién de He™ y H, respectivamente, seguida de un decaimiento radiativo (principalmente
en la linea Lyman — a de hidrégeno neutro). Por debajo de T ~ 10* K, el plasma se

“I6n del hidrégeno que contiene dos protones y un electrén, de ahi su carga positiva.
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recombina muy rapidamente. Los pocos electrones residuales son incapaces de excitar el
primer nivel excitado de H, con una energia de 10,2 eV por encima del estado fundamental,
y la velocidad de enfriamiento cae a cero. Luego, la nube se relaja a un estado térmico
estable con T ~ 10* K .Mientras que en un gas de metalicidad distinta de cero, los iones de
oxigeno y nitrégeno con los niveles de energia mas bajos a solo unos pocos eV por encima
del estado fundamental pueden enfriar atin mds el gas, la evolucién térmica de una nube
primordial estd controlada por la cantidad deﬂ H, y HD y, en menor medida, H;, formada
por reacciones en fase gaseosa en un ambiente libre de polvo [Bovino & Galla 2018].

5.3.1. Enfriamiento con H,.

El enfriamiento de una nube libre de metales estd dominado por la emisién espontanea
de niveles de vibracion de H, excitados por colision principalmente por atomos de H'y He
u otras moléculas de H,.

En el régimen 6pticamente delgado, los fotones emitidos pueden escapar libremente de
la nube sin ser reabsorbidos o dispersados, transfiriendo energia térmica hacia afuera a una
tasa proporcional a la abundancia de H,. Sin embargo, a pesar de ser la especie molecu-
lar més abundante formada por reacciones en fase gaseosa en un gas sin metal, el H, no
es un refrigerante eficiente. Debido a la falta de un momento dipolar eléctrico permanen-
te, los niveles de vibracion de H, tienen pequeias probabilidades de transicién y pueden
desactivarse por colision incluso a densidades relativamente bajas [Bovino & Galla 2018]].

Cuando una molécula de H, se excita rotacional o vibracionalmente a través de una
colision con un dtomo de H u otra molécula de H,, existen dos canales en competencia a
través de los cuales puede ocurrir la desexcitacion resultante: o la desexcitacion es radiativa,
lo que equivale a enfriamiento, o es colisidn, en cuyo caso no hay perdida neta de energia
del gas.

5.4. Discusion.

Hemos seguido la evolucién de H, H*, H™ y HJ para la formacién de H, mediante
una red quimica reducida que incluye las reacciones mas relevantes en los canales H™ y
H . La quimica completa del hidrégeno involucra més de 20 reacciones adicionales; puede
checarse a fondo y claramente en [Galli & Palla 199§]].

La quimica del H, depende de la densidad de electrones libres, provenientes de la frac-
cion residual de la Recombinacion del Hidrégeno. El freeze-out de los electrones es el
principal impulsor en la formacion de H,.

SHD es la unién de un dtomo de hidrégeno neutro y un isétopo de este, el deuterio, compuesto por
un protén, un neutrén y un electrén simbolizado con la letra D. La molécula HD (llamada deuteruro de
hidr6geno) contiene dos protones, un neutrén y dos electrones.
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Figura 5.1: Grafico de una red primordial simple orientada a H,. Cada flecha representa una
ruta de reaccion donde los reactivos involucrados se dibujan como eje o sobre las flechas.
Por ejemplo, H, + e produce H + H~ como lo indican las flechas de color rojo donde H; se
informa como un eje y el electron como un reactivo, o H + ¢ da H* + H~ como lo indican
las flechas de color azul [Bovino & Galla 2018]].

La importancia del H, en el Universo temprano esta respaldada por las recientes me-
diciones de la sonda de anisotropia de microondas de Wilkinson (WMAP), lo que implica
que el enfriamiento del H, es importante para la formacion de estructuras tempranas, en
especial, las primeras estrellas [Savin et. al. 2004].

Quimicas posterioref] a la del H,, como son las de Deuterio, Helio y Litio, ademas de
tambien contribuir al enfriamiento del gas (aunque en mucha menor medida que el H,),
forman moléculas primordiales de D, He y Li en forma similar a la formacion del H,. Las
moléculas primordiales permiten que el gas se enfrie, se contraiga (colapse) y se fragmen-
te. Si bien la respuesta a las preguntas fundamentales sobre la formacion de las primeras
estructuras y estrellas (escala de fragmentacion, espectro de masas, masa maxima, etc.) no
dependen solo de la quimica, una comprension completa de las propiedades termodindmi-
cas de la materia barionica es un ingrediente fundamental [Galli & Palla 2013]].

La evolucion de H,, Hj, HJ y sus isotopos deuterados depende en gran medida de la
contribucién adicional al campo de radiacion césmica de los fotones producidos por la re-
combinacién de H y He. La interaccién del CMB con el gas primordial es probablemente la
mejor sonda para probar las predicciones de la quimica primordial y proporciona una forma
unica de observar la edad oscura antes de la formacion de la estructura [|Galli & Palla 2013]].

®Detalles de las quimicas posteriores a la del H, se pueden consultar a detalle en [Galli & Palla 1998],
[Galli & Palla 2013]] y [Bovino & Galla 2018].



Capitulo 6

Conclusiones

Se ha presentado la fisica basica detrds del proceso de la Recombinacion desde dos
puntos de vista: en el equilibrio y fuera de este.
En el proceso en el equilibrio, se hace uso de la ecuacién de Saha

1-X, 2 (kT \"?
_?r:qu;&;ﬂ e (6.0.0.1)

para describir la evolucion de la Recombinacion. Sin embargo, su rapido decaimiento,
la falta de mas fisica involucrada y el asumir que el equilibrio estd presente en todo mo-
mento, es decir, que la reaccion no sale o rompe el equilibrio, cosa que en la realidad si
sucede, hacen necesario el replantear el analisis.

Dentro del equilibrio, la fraccion de ionizacion llega a cero, es decir, no queda una
fraccidén residual de electrones. Como asumimos un Universo electricamente neutro, cada
protén se ligaria con un electrén para formar un dtomo de hidrogeno y en el plasma pri-
mordial s6lo habria hidrégeno monoatémico y los nucleos procedentes de la nucleosintesis
primordial no tendrian electrones con que ligarse para formar los elementos ligeros. Es ob-
vio que en nuestro Universo esto no ocurri6 asi: quedo un residuo de electrones y protones
libres.

Dado que el plasma primordial es un gas de particulas, un anélisis con la Teoria Cinética
y su anclaje con la ecuacion de Boltzmann,

1 d 0)_ (0) n3ny niny
—(ma’) = nn (ov)
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considerando colisiones entre las especies de la reaccion nos acerca mas a la realidad,
pues involucra mas fisica que Saha y considera el momento en que ya no persiste el equili-
brio.

Segtn la descripcién del proceso, la ecuacion anterior resulta en una ecuacion diferen-
cial que se puede reducir al equilibrio y que describe el proceso fuera del equilibrio. Para
ver y analizar la evolucion del proceso elegido, hay que hacer una integracion numérica.

Pero, aunque un enfoque dindmico se acerca mucho més a la realidad, estos procesos
pueden afinarse (involucrando atin mas fisica) y mejorar los resultados.

Se hizo el andlisis de 5 puntos de vista del proceso fuera del equilibrio: Peebles: 3
Niveles y Multinivel, Weinberg, Mukhanov y HyRec Code.

Entre la aproximacion de Peeblesﬂ 3 niveles (que describe un dtomo efectivo de 3 nive-
les de decaimiento) y multinivel, hay una gran mejora en la precision de valores en la mul-
tinivel, al incluir en este anélisis el fudge factor sugerido por [Seager & Saselov 1999] para
considerar los decaimientos en cascada de estados n > 2 hasta el estado n = 2 y se observa
un aceleramiento de la Recombinacién a partir de z = 800 que resulta en un valor ~ 10 %
mas bajo y concordante con los cdlculos modernos de la fraccion residual de electrones a
través de la mayor presicion de los parametros cosmologicos €, Q,,, h'y T, o resultado de
experimentos como WMAP y Planck [Ade et. al. 2014], [Aghanim el.al. 2020].

El proceso de Weinberg es, en sintesis, el mismo de Peebles. La diferencia en la mejora
de Weinberg radica en que, como él mismo cita en [Weinberg 2008]], llega a 1o mismo
de diferente manera, y ya considera los decaimientos en cascada multinivel ademés de
parametros cosmoldgicos mas precisos.

El proceso de Mukhanov que hemos llamado una aproximacion de aproximaciones,
también presenta buen fundamento fisico y excelentes resultados en su integracion numéri-
ca.

El uso de la potencia numérica y el involucramiento de mas fisica del HyRec Code
nos da los valores y resultados mds precisos que obtenemos y la pauta para considerar los
resultados de los otros procesos como muy buenos.

Se define la recombinacién en el momento en que X, = 0,5, es decir, cuando la mitad de
los electrones se han ligado con protones para formar 4tomos de hidrégeno que ya no serdn
ionizados pues con la expansion del Universo la radiacion térmica ionizante se enfria y deja
de tener la energia suficiente de ionizacién. En el equilibrio encontramos que X7 ¢-05a
la temperatura de recombinaciéon 7. = 3737,52K — z,.. = 1370, es decir,

X.(T,e) = X.(3737,52K) = 0,5 . (6.0.0.3)

Fuera del equilibrio, T,,. €s mas pequefia y para los diferentes procesos analizados,
oscila en el rango de T, = (3355 — 3481)K — 2z, = 1224 — 1275
En el freeze-out de los electrones se fija la fraccion residual que seré de vital importancia

IPeebles, quien es considerado el padre de la Recombinacién por su clasico paper de 1968 [Peebles 1968],
y recientemente laureado Premio Nobel de Fisica.
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para procesos posteriores del Universo. Se 1lleg6 a la conclusion de que dicho valor esta
acotado en

X/ =2,7x107™* (6.0.0.4)

cerca de z = 100.

Se observa también que todos los procesos llevan involucrados los pardmetros cos-
molégicos Q,h? y Quh? y que cada referencia da por buenos los que en ella se incluyen.
Estos pardmetros influyen decisivamente en el comportamiento de los resultados y evolu-
cién de la Recombinacion y (aunque en mucho menor medida), en el valor de la fraccion
residual.

La recombinacion se relaciona con las 3 evidencias observacionales del Big Bang:

1.-La expansion: la expansion del Universo a través del tiempo va enfriando/estirando
los fotones de la radiacion térmica ultra energéticos que ionizan rapidamente los dtomos
de hidrogeno que se logran formar. Al expanderse el Universo, los fotones van perdiendo
energia hasta que tienen menos que la necesaria para ionizar al d&tomo e hidrégeno; la
expansion da paso a la recombinacion. Ademas, en el equilibrio y en el enfoque dindmico
se toma en cuenta y se usa el factor de escala a. Se usa la ecuacion de Boltzmann para un
Universo en expansion.

2.-Nucleosintesis primordial: etapa que ocurrié mucho antes que la recombinacion,
pero al quedar la fraccién residual de electrones e intervenir en la quimica del H,, los
electrones sobrantes se combinaron en quimicas posteriores a la del H, con los nucleos
creados en la Big Bang Nucleosynthesis para formar los primeros dtomos de elementos
ligeros.

3.-La Radiacion Cosmica de Fondo: el proceso inmediato posterior a la recombina-
cion fue el desacoplamiento de los fotones de la materia, es decir, los fotones ya no inter-
actuaron més con la materia aumentando su trayectoria media libre y haciendo el Universo
transparente a la radiacion. El Desacoplamiento es considerado el origen del CMB.

En resumen, la Recombinacion del Hidrégeno es una etapa fundamental de la Historia
Térmica del Universo para procesos cosmoldgicos posteriores, tales como Desacoplamien-
to del Foton que da pie al inicio de la transparencia a la radiacion del Universoﬂ que es
el origen de la Radiacion Césmica de Fondo o CMB y posteriormente, dejar una frac-
cion residual de electrones necesaria para formar hidrégeno molecular, H,, que juega un
papel importante en el enfriamiento del gas primordial y en la formacién de la primera
generacion de estrellas, reactores de fusion nuclear imprescindibles para la formacion de
elementos pesados.

Momento que podemos relacionar con el famoso ;Hdgase la Luz! relatado en el Génesis 1:3-1:5 (ver
epigrafe de esta tesis).
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A titulo personal:

(De donde venimos?, ;hacia donde vamos?, ;como se formaron las cosas? son pre-
guntas que siempre me han intrigado en su respuesta, y para responderlas no hay nada
mejor que la Cosmologia. El tema de la recombinacion del hidrégeno fue de mi agrado por
que, como se dijo atrds, se relaciona con las tres evidencias observacionales del Big Bang,
reforzando asi dicha teorfa.

Un pasaje biblico muy arraigado en mi es cuando Dios dijo: jhdgase la luz!; 1a recombi-
nacion del hidrogeno explica el momento (Ilamado el desacoplamiento) en que el universo
se vuelve transparente a la radiacion y la luz viaja libremente, es decir, se hizo la luz. La
huella de esto es la Radiacién del Fondo Césmico o CMB.

Al estudiar y desarrollar el tema, aprendi sobre teoria cinética, soluciones numéricas y,
por supuesto, la recombinacién dentro y fuera del equilibrio. Mi panorama sobre la cosmo-
logia se amplio y se hizo mds profundo, pues para entender etapas previas y posteriores a la
recombinacion, tuve que estudiar temas como la nucleosintesis primordial (BBN), la razén
n/py la formacién de las primeras estructuras en el universo.

Después de este trabajo, quedan mads claras las preguntas que me llevaron a estudiar el
tema, nuevos horizontes de la fisica y la cosmologia me intrigan ahora, pero solo el tiempo,
el universo y El Creador diran hasta donde llegue.

Juan Luis Calderon Zavala.
Morelia, Michoacdn, México, Agosto del 2021.



Apéndice A

Obtencion de la Energia Libre de
Helmbholtz y el Potencial Quimico para
un Gas Ideal Clasico

A.1. Energia Libre

Partiendo de que

AN, V,T) = —kT In(Z) . (A.1.0.1)
La funcién de particion de un gas ideal clésico es
N

11V
}?(znka)W] . (A.1.0.2)

z==|
N

Sacamos el inverso de Z:

71 = NI h—3 ! = N!
| VQ2amkT)3/2 '

N

1{ 2 7
) a103

Aplicando logaritmo:

N

In(Z™") = In|N! =In(N'@”) =InN!+Ine” =InN!+Nlna (A.1.0.4)

1 no\"?
v (271ka)
~—_— —

@

—InZ=InN!'+Ine" =InN!+Nlne. (A.1.0.5)
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Usando la aproximacion de Stirling: InN! = NInN - N

N{ n \"?
— -N.
Vv (27rka)

(A.1.0.6)

—InZ=NInN-N+NIna = NInN-1+Ina) = N(In(Na)-1) = Nln

Por lo tanto, obtenemos

N{ B \"
AN,V,T)= kT nZ = kT(-InZ) = kT (N In [V ( o kT) - N) (A.1.0.7)
N({ » "
= |AW,V,T) = NkT [m v (271ka) ~1 (A.1.0.8)

A.2. Potencial Quimico

Partiendo de

2nmkT

T
a

N( » \"
% (27rka)

Usando la relacion termodinamica:

A = NkT [ln

1 VP
—1J:kT Nln Nv( ) — N| = kT(NIn[Na]-N) .

(A.2.0.1)

OA 1
U= (W)V,T = kT ((l)ln[Na] + (Dl - 1) = kT(In[Na] + I — 1) = kT In[Na]
(A.2.0.2)

= |u=kTIn (A.2.0.3)

N( n \"?
% ( 2rmkT )




Apéndice B
Digresiones

Al reescribir la ecuacion de Saha en el capitulo [2, se usé la razoén barion-fotéon n =
ng/n, como datos ya conocidos. Veamos en estas digresioneﬂ la manera en que se obtiene
su valor numérico.

B.1. La densidad de fotones 7,

El comportamiento de una clase de sistemas en los que, si bien las interacciones in-
termoleculares ain son insignificantes, los efectos de la estadistica cudntica (que surgen
de la indistinguibilidad de las particulas) asumen un papel cada vez mas importante. Esto
significa que la temperatura 7' y la densidad de particulas » del sistema ya no cumplen con
el criterio

3
3 nh

- _ " B.1.0.1
QrmkTy 2 = ( )

na
donde A = W es la longitud de onda térmica o la longitud de onda de De Bro-
glie de las particulas. De hecho, la cantidad nA* resulta ser un pardmetro muy apropiado,
en términos del cual se pueden expresar adecuadamente las diversas propiedades fisicas
del sistema. En el limite n1> — 0, todas las propiedades fisicas pasan sin problemas a
sus contrapartes cldsicas. Cuando n4> se convierte en el orden de la unidad, el comporta-
miento del sistema se vuelve significativamente diferente del comportamiento cldsico y se
caracteriza por efectos cudnticos.
Es evidente que es mds probable que un sistema muestre un comportamiento cuantico
cuando estd a una temperatura relativamente baja y/o tiene una densidad de particulas re-
lativamente alta. Ademads, cuanto mas pequeia es la masa de particulas, mayores son los

'Segtin el diccionario de la RAE: Hecho de apartarse en un relato, discurso o exposicién del asunto
principal para tratar de algo que surge relacionado con él.
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efectos cuanticos. Ahora, cuando nA> es del orden de la unidad, entonces no solo el com-
portamiento de un sistema muestra una desviacion significativa del comportamiento clasico
tipico, sino que también estd influenciado por si las particulas que constituyen el sistema
obedecen a las estadisticas de Bose-Einstein o de Fermi-Dirac.

Nuestro sistema a estudiar en esta seccion son los fotones, que es bien sabido son bo-
sones y se rigen por la estadistica de Bose-Einstein.

En dicha teoria encontramos integrales del tipo [Pathria & Beale 2011]]

© Xl
G,,(z):f 2 (0<z<Ln>0z=1Ln>1). (B.1.0.2)
o Zlex—1
Primero, nétese que
1im G,,(2) = f ze X" dx = ZT(n), (B.1.0.3)
— 0

donde I'(n) es la funcién gamma, definida por I'(n) = fooo e~ *x"'dx. Entonces, defini-
mos la funcién g,(z) tal que

X dx .
gn(2) = G n(2) = 0< z<1 neR (porconvergencia) .
( F(l’l) 7 ler -1

(B.1.0.4)

Multiplicamos el integrando por ze™/ze™* tenemos

1 | e S =
pe e Sk =ze™ ;(ze_x)“ = ;(ze—X)M‘ - ;(ze_x)“ . (B.1.0.5)

-1 1 —ze™
——

serie geométrica

asi que podemos hacer una expansion en potencias de z:
= g(z):Liz“fme_“xx”_ldx y:cwc—>dx:Q (B.1.0.6)
T Ty &) ’ @

= &n(2) = r()z fe 'y ldy = Z—. (B.1.0.7)

a=1
1"('l)

Por lo tanto, g,(z) = X5, 5 ; si z = 1 tenemos
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[

1
)= ) — =L, (B.1.0.8)
a=1

donde {(n) es la funcion zeta de Riemman. Reemplazando z por 1 en la primera forma

de g,(2), ec. (B.1.0.4)

1 [~ x"ldx
gn(1) = @fo ot 0 (B.1.0.9)

Despejando la integral, obtenemos:

0o n—1
f XA o) (B.1.0.10)
0 e’ — 1

donde I'(n) y {(n) son constantes conocidas.

De la Ley de Planck, podemos calcular la densidad de fotones en un gas. Sabemos que
el niimero promedio de fotones por frecuencia en un intervalo de energia entre Ey E + dE
es

Ah3 es/kT — 1

Poniendo la expresion anterior en términos de la frecuencia:

N, = S”Vfo de (B.1.0.11)

B 8rVI3T? f"" xX’dx
0

Y=~ - (B.1.0.12)

Se define la densidad de fotones n, = %, de la dltima expresion dividiendo entre el
volumen, obtenemos la densidad de fotones en el gas incluyendo todas las frecuencias

8Tk3T? (° x%dx
n, = EYE j(: o (B.1.0.13)
S —
I'(3);(3)
8rk>
> |ny = SETTGKE) (B.1.0.14)

Al incluir el volumen V indica que estamos incluyendo la expansién del Universo,

3 : .
pues recordemos que V ~ a® ~ (%) , es decir, eventualmente n, proviene del volumen en

expansion. Ademas, n, cambia por que es una densidad, no por que cambie el nimero de
fotones.
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B.2. La densidad de bariones 7,

El pardmetro de densidad es una forma muy util de especificar la densidad del Universo.
Empecemos con la ecuacion de Friedmann:

8snG  k
H? = =P 3 (B.2.0.1)

donde H = a/a es el factor de escala, G es la constante de gravitacion de Newton, p la
densidad y k el término de curvatura.

Para un valor dado de H, hay un valor especial de la densidad que se requeriria para
que la geometria del Universo sea plana, es decir k = 0 (ver experimento BOOMERanG
[Liddle 2003], [Masi et. al. 2002]). Esto se conoce como la densidad critica p., que esta
dada por

_3H?
871G’
Noétese que la densidad critica cambia con el tiempo, ya que H lo hace. Como conoce-

mos el valor presente de la constante de Hubble (H, = 100% y el parametro de Hubble

h = 0,72+0,08), podemos calcular la densidad critica actual. Dado que G = 6,67X 1011

kgs2’
y convertirtiendo megaparsecs a metros, la densidad critica rinde p, = 1,884%x107%kg/m°.
Esto es densidad de masa.

Entendamos que la densidad critica no es necesariamente la verdadera densidad del
Universo, ya que el Universo no necesita ser plano. Sin embargo, establece una escala
natural para la densidad del Universo. En consecuencia, en lugar de citar directamente la
densidad del Universo, a menudo es util citar su valor en relacion con la densidad critica.
Esta cantidad adimensional se conoce como el pardmetro de densidad €2, definido por

Pe (B.2.0.2)

Q=2 (B.2.0.3)

Nuevamente, en general Q es una funcién del tiempo, ya que tanto p como p. dependen
del tiempo. El valor del pardmetro de densidad hoy se denota €Qy.

Entonces para cualquier parametro de densidad i tendremos Q; = p;/p. con la restric-
cién de que ) ; Q; = 1.

Para los bariones, tendremos p, = Q,p. que expresa densidades de masa. p, es la
densidad de masa barionica por volumen. La densidad de energia barionica se obtiene al
multiplicar p;, por ¢? para obtener su energia propia. Definimos &, = p,c? y sustituyendo p,,
tenemos &, = Qp.c?. El valor de Q, es 0,02/h% y con los demds datos calculamos el valor
de la densidad total de energia baridnica:

&, = 3,38x107 1 J/m? . (B.2.0.4)
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La energia en reposo (o energia propia) del proton va como E, = 939MeV = 1,5044 x
107! por cada barién. Ahora podemos calcular la densidad de niimero bariones:

Ep
=— = B.2.0.5
np Ep ( )
n, = 0,2246742888171‘3 (B.2.0.6)

Esto nos dice que en cualquier punto del Universo hay aproximadamente 0,22 bariones
por metro ctibico, es decir, se necesitan 5m> para encontrar un barién.
Otra manera de expresar 7, es dejarla en términos de Q,h* [Dodelson 2003]]. Dado que

& _ P _ P (B.2.0.7)

ny =
E, m, mp

y sustituyendo los valores de p, = 1,879h* x 107®gecm™ y m, = 1,673 x 107*'g

1,879h% x 10~ ¥ gem™>

63 x 02, — = W12 107°Qh*cm™ . (B.2.0.8)
: 8

np =33

B.3. La razon barion-foton

La razon barién-foton es un parametro cosmoldgico determinable a partir de observa-
ciones cosmologicas. A partir de cierto momento y a grandes escalas, el nimero de bariones
y de fotones ya no cambia en el Universo. La reaccion estudiada es

e +pt—H+vy. (B.3.0.1)
Hagamos algunas observaciones [[Astorga 2018]|

n Conservacion de numero barionico

Conservacion de los bariones: asumimos que el nimero de bariones es igual en el
estado inicial que en el final.

= ;Qué pasa si el niimero barionico no se conserva?

El Modelo Estdndar de Particulas usa conservacion del nimero bariénico. Més alla
del Modelo Estandar, existen otros modelos que violan el niimero baridénico, cémo los
modelos de Bariogénesis que estudian relaciones de Asimetria Materia/Antimateria
en el Universo.

(Por qué hay exceso de bariones sobre antibariones?, ;por qué un factor crece y el
otro decrece? Son preguntas del area de la Bariogénesis. El universo produjo esto en
una época muy temprana, en el orden de 1s. A esto se le llama Transicion de Fase
Electrodébil (EWPT por sus siglas en inglés).
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Si el numero baridnico no se conserva, el proton decae, sin embargo no se ha observado
esto. Después de la EWPT podemos confiadamente asumir que el nimero de bariones se
conserva.

En escalas cosmoldgicas, podemos ignorar el cambio de fotones por ser minimo. En
procesos astrofisicos se produce radiacion y se suma a la Radiacion Césmica de Fondo
(RCF), pero es una contribucion muy pequefia. Asi también, el niimero de fotones domi-
nante a escalas cosmoldgicas estaria dado por la RCF y contribuciones astrofisicas pueden
despreciarse.

Estas discusiones nos llevan a tomar 77 como un buen pardmetro cosmolégico. Obten-
£amos 1:

Dado que la RCF domina, a su temperatura actual 7' = 2,726K, sustituyendo esto y las
constantes en la densidad de fotones, ec. (B.1.0.14)), tenemos

n, = 4,10953 x 10%/m’ (B.3.0.2)

es decir, hay cerca de 411 millones de fotones por metro cibico en cualquier punto del
Universo. Finalmente, sustituyendo estos valores para calcular n = ng/n,:

n=546x107" (B.3.0.3)

es decir, hay ~ 5,5 x 107!° bariones por cada fotén, o bien, hay ~ 1,7 x 10° fotones por
cada barién [Liddle 2003]].

Hemos obtenido los valores numéricos de los pardmetros usados en la ecuacion de
Saheﬂ Notese que las n’s son hoy, pues se us6 T = T,, = Ty, Qp = Qppey, Ho, etc., es
decir, sus valores en el presente. La razén entre la densidad de bariones y la de fotones
permanece constante a lo largo del tiempo, pese a que el universo se va expandiendo y
diluyendo.

2Enla préctica, usaremos los valores obtenidos anteriormente redondeados, a saber:

ng =0225m=> n,=4,11x10°%2 n=55x107"".



Apéndice C

Unidades Naturales en Cosmologia

C.1. Fundamento de las Unidades Naturales

El sistema de unidades que uno selecciona para un problema a menudo revela mucho
sobre la fisica subyacente del problema y su enfoque. La cosmologia actual implica escalas
desde las distancias m4s microscépicas como < 1 fermi = 10~'3cm, hasta las distancias
mds macroscépicas como 3> Mpc ~ 3 x 10**cm. El enfoque de este trabajo es el Universo
temprano, y ese enfoque se refleja en nuestra eleccion de unidades, llamadas unidades
fisicas naturales o de alta energia. En este sistema, las constantes fundamentales son

h=c=kg=1, (C.1.0.1)

y hay una dimensién fundamental, la energia, de modo que

[Energia)l = [Masa] = [Temperatura) = [Longitzwl]_1 = [Tiempo]_1 .

Los fisicos de particulas utilizan dichas unidades naturales. Estas unidades describen
naturalmente fendémenos en los que la fisica cudntica y la relatividad especial son impor-
tantes, por ejemplo, en el régimen donde la teoria cudntica de campos es importante. En
término de las unidades cgs, estas sorﬂ

'Se muestran los valores en unidades cgs, sin embargo, las podemos expresar de igual manera en el ST a
través de las relaciones

lem = 107%m, 1g = 107Kg, lerg = 1gem?s™ = 107J, ldina = 1gcms™ = 107°N. (C.1.0.2)

Mais adelante veremos ejemplos concretos usando valores de las unidades naturales expresados en el S 1.
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c=29979 x 10°cms™!
i = 1,0546 x 107 ergs (C.1.0.3)
kg = 1,3807 x 107 ®ergk™" |

y al establecerlos en la unidad, podemos convertir las unidades elementales de la si-
guiente manera:

c=29979x 10%cms™! = c=1=29979 x 100" o 1= 2,9979 x 10'%cm
S

(C.1.0.4)
De igual manera:
lerg = 1gem?s™ , i = 1,0546 X 10 % erg s = 1,0546 x 107 gem?*s™" = 1
1 1 lgem?s™2 1
78 8 - = — 9,482268 x 10%5"!
1 i 1,0546 x 1077gem?s~! 1,0546 x 107?75
= lerg ~9,4823 x 10%s™! = |15 =9,4823 x 10%®erg™!
(C.1.0.5)

Ahora, usando este altimo valor obtenido, calculemos:

Is =2,9979 x 10%m = 9,4823 x 10%erg™ =12,9979 x 10"cm

9,4823 X 1026erg‘1
2,9979 x 1010

= [lem = 3,1630 x 10'erg™!

= lem =

= 3,162980753 x 10'® ~ 3,1630 x 10'%erg™"  (C.1.0.6)

Andalogamente, jugando con la definicion principal de las unidades naturales (7 = ¢ =
kg = 1) o usando valores ya calculados, se obtienen los siguientes Valoresﬂ

2 Algunos de los muchos que se pueden obtener con el sistema de Unidades Naturales, como veremos mas
adelante.
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s =2,9979 x 10"%cm = 9,4823 x 10*%erg™!
lem = 3,1630 x 10'%erg™

1K = 1,3807 x 10" '®erg (C.1.0.7)
B 1 s
"~ 1,0546 x 1027 cm?

g =2,8427 x 10cm™" = 8,9874 x 10%erg .

Siguiendo esta convencion, convertimos todas las unidades en términos de la unidad de
energia ergios. Sin embargo, la unidad de energia mas utilizada es 1eV = 1,6022x 10 2erg
(lerg = 6,2414 x 10''eV) en términos de las cuales escribimos las unidades cgs como:

1s =1,5193 x 10*GeV™!
lem = 5,0678 x 10°GeV ™!

1g = 5,6094 x 10*°GeV

1K = 8,86175 x 107V .

(C.1.0.8)

. Qué significan todos estos niimeros?. Por ejemplo, la energia de masa (mc?) corres-
pondiente a 1g es 5,6094 x 10%*GeV, y la energia cinética promedio correspondiente a la
temperatura 1K es 8,6175 x 10™5eV por dos grados de libertad.

C.2. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de su uso en la historia térmica del Universo temprano.
Ejemplo 1: Dodelson, en su libro [Dodelson 2003]], propone como ejercicio al lector,

con el valor (ya en unidades naturales) de 7o = 2,725K = 2,348 x 10~*¢V encontrar
2d

T,
— 0 4 -3
py=-—TseneViygcem™.

7T2Tg n? 4 4 —15 14
= :3(2,348x10 eV) = 2,00x 107 "eV" .

Py =

Calculamos la cantidad 7ic> = 1,973 x 107°eV c¢m y dividimos el resultado anterios de
p, entre (ic?)® = (1,973 x 107%eV cm)*:

2 x 107 Bey? 2 x 107 Bev?
= = =0,2604 eVem™,
Py = 1973 x 105V cm)® _ 7.680624314 x 10-5¢V? cm? evem

y sabemos que 1leV = 1,783 x 10~33g, entonces
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eV [1,783 x 10-33g
= 0,2604
Pr cm? [ leV ]
= 4,643 % 1075
cm
= |p, =4,643x 107 g cm™ n

Ejemplo 2: De igual manera, Dodelson en su libro [Dodelson 2003]], para célculos de
la razén n/p y la abundancia de neutrones, hace uso del parémetr(ﬂ H(x=1)=1,13s7"
Veamos la manera en que se obtiene ese valor a través del sistema de unidades naturales

(h=c=k=1).
3 o 4 1
H = H(Q)x " = 10,45 1,—457T3GQ4—X2

Partimos de que:
y de que
T=0=1293MeV = T*=0"=(1293x10°eV)* =2,795 x 10** eV* .

Podemos usar

fic = 1,973 x 107 eVem = (fic)® = (1,973 x 107 eVem)® .
Asi, la division

o* 2,795 x 10** eV* 3 3
_ = 3,64 x 10® eVem™ |
(hey ~ (1,973 X 105 eVem)? evem

Sabemos que 1 eV = 1,783 x 1073 g, esto implica

1,783 x 1073 g
leV

Asi, a través de conversiones con unidades naturales convertimos la temperatura en
unidades de energia a temperatura en unidades de densidad.

3,64 x 10°® eVem™ ( ) = 648879,699 g cm™ .

T* = Q* = 648879,699 g cm™ .

3Para hacer mas ficil la integracion de la ecuacién de la razén n/p (ver [Dodelson 2003]) y eliminar las
complicadas dependencias de la temperatura con el tiempo, se hace el cambio de variable x = Q/T, por lo
que, x = 1 significaque Q =T.
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El valor de la constante de Newton es G = 6,673 x 1078 g~!cm®s™2. Sustituyendo los

anteriores valores numéricos en la ec. H(x):

4 '3G 4 4 3
H(x=1) = 4/ ”45Q V10,75 = \/ %(6,673 x 10-8 g-lem3s—2)(648879,699 g cm=3) /10,75
= 0,3454547779 s7' /10,75 ~ 1,13 57"
= |Hx=1)=1,135" n

Ejemplo 3: Veamos la manera de obtener la ec. en unidades naturales, es
decir, demostrar que:

32
kT
B = (n;ﬂ; ) exp(—By/kgT)ap = 2,417 X 10150m_3T3/2€_39474/TaB .

Conocemos los valores de

m, = 0,511 MeV, kg = 8,6173 x 107 eV/K, h = 6,5821 x 107'® ¢V 5.

Vayamos por partes. Analicemos el factor exp(—B,/kgT ), donde B, = 3,401593002 eV
y la temperatura debe estar en grados Kelvin, T = T'(K).

3,401593002 eV 39474
exp(—B,/kpT) = exp [— ] = p[ ] .

(8,6173 x 105 e¥/K)T(K) T

mngT
27h?

3/2 .
Ahora chequemos el factor ( ) , de igual manera con T = T'(K).

3/2

(mekBT)w ~ [(0,511M€V’)(8,6173 x 1075 ¥ /K)T (K)

3/2
T
— 31
2l 27(6,5821 x 10-16 &% 5)° } _[1’61764527X10 ?]

Se requiere tener la cantidad en cm ™, asi que dividimos lo que est4 dentro del corchete
por un uno, esto es, 1 = ¢ =2,9979 x 10%m/s — 12 = ¢* = (2,9979 x 10'%m/s)*:

T 1? 1,61764527 x 103" T
= |1.61764527 x 1031—] _ | L
[ 52 [(2,9979 X 1010¢cm/ 5)? s2

= =2,414757435 x 108 em™ T3? =~ 2,4147 x 108 em™ T3/% .

3/2 3/2
T
] = [1,799902615 X 1010i ]

cm? &

2mh?

kT \"?
= |B= (m > ) exp(—By/ksT)ap = 2,417 x 10Pem T2 P qp u
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