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Resumen

El objetivo de esta tesis es el estudio de la estabilidad lineal de sistemas estelares
estaticos y esféricamente simétricos ante perturbaciones tanto radiales como no radiales.
En la primera parte de este trabajo se presenta el concepto de la funcién de distribu-
cién para describir un sistema estelar autogravitante, la cual debe de cumplir el sistema
de ecuaciones conocido como el sistema de Vlasov-Poisson. Se dan algunos ejemplos de
sistemas estelares esféricos e isotréopicos que tienen la propiedad que su funcion de distri-
bucién solo depende de la energia. En la segunda parte de la tesis se hace un analisis de
perturbacion lineal de los modelos isotrépicos. Por tal motivo se linealizan las ecuaciones
de Vlasov-Poisson, considerando perturbaciones lineales pero dependientes del tiempo ra-
diales y no-radiales. Se discuten dos métodos distintos para estudiar la estabilidad de un
sistema estelar esférico estatico; el primero estd basado en el funcional de Antonov y el
segundo en la integracion sobre las trayectorias no perturbadas. Finalmente con lo ante-
rior se llega a establecer un criterio de estabilidad para sistemas estelares cuya funcion de
distribucion es isotropica y mondtona decreciente en la energia.

Palabras clave: funcién de distribucion, sistema de Vlasov-Poisson linealizado, funcio-
nal de Antonov, funcional de Chandrasekhar, operador de Schrodinger.
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Abstract

The goal of this thesis is to study the linear stability of static, spherically symmetric
stellar systems with respect to radial and non-radial perturbations. In the first part of
this work we introduce the concept of the distribution function in order to describe self-
gravitating stellar systems, which needs to satisfy a system of equations known as the
Vlasov-Poisson system. Some examples of spherically symmetric isotropic stellar systems
are given, which have the property that their distribution functions only depend on the
energy. In the second part of this thesis, we perform a linear perturbation analysis of the
isotropic models. To this purpose, we linearize the Vlasov-Poisson equations, considering
linear but time-dependant radial and non-radial perturbations. Two different methods to
study the stability of a spherical and static stellar system are discussed; the first one is
based on Antonov’s functional and the second one on the integration over the unperturbed
trajectories. Finally, we use the previous methods to establish a stability criteria for
stellar systems whose distribution function is isotropic and monotonously decreasing in
the energy.

Keywords: distribution function, linearized Vlasov-Poisson system, Antonov’s functio-
nal, Chandrasekhar’s functional, Schrodinger’s operator.
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Capitulo 1

Introduccion

Durante siglos el ser humano se ha sentido fascinado por los fenémenos celestes, por lo
que el tratar de explicar su comportamiento y sus causas ha sido una practica tan antigua
como la misma civilizacién. El progreso de la humanidad se hace presente en la manera
de abstraer los fenémenos celestes, la cual va desde explicaciones mitologicas hasta el
método cientifico y los logros de éste, como la mecanica newtoniana y la teoria general de
la relatividad.

Esa curiosidad por el cosmos, siempre presente en la humanidad a lo largo de la historia
ha sido un impulso invaluable en el avance de la fisica y las mateméaticas. Uno podria
argumentar incluso, que el calculo y el método cientifico de la fisica como lo conocemos el
dia de hoy nacieron por querer explicar el movimiento de los planetas, asi como el fenémeno
de la gravedad. Han sido muchos los fisicos y matematicos en la historia que nos han dejado
avances en estas areas, impulsados por querer explicar algin fenémeno celeste, como por
ejemplo, Isaac Newton (1643-1727), Leonhard Euler (1707-1783), Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), William Rowan Hamilton (1805-1865) y
Albert Einstein (1879-1955), por mencionar algunos.

En esta tesis nos interesa estudiar sistemas estelares, los cuales son definidos como
aglomeraciones acotadas de estrella u otros tipos de masas puntuales, los cuales pueden
ser: estrellas binarias, cimulos de estrellas, galaxias, e inclusive hasta cimulos de gala-
xias [1]. La cantidad de temas que se pueden estudiar sobre un sistema estelar son muy
diversos. Uno puede estudiar su composicién, evolucion, interacciones y estabilidad; lo
cual se lleva a cabo con la ayuda de diversas disciplinas como la mecanica, la mecanica
estadistica, la 6ptica, la relatividad (en el caso de estudiar agujeros negros stiper masivos
encontrados en el centro de las galaxias), por mencionar algunas. En esta tesis se estudiara



la estabilidad de sistemas estelares con simetria esférica frente a perturbaciones lineales
usando conceptos de mecanica tedrica y mecanica estadistica.

El analisis de estabilidad es fundamental no sélo en el estudio de galaxias sino en
practicamente todas las areas en las que se analizan la viabilidad de sistemas en equili-
brio, pues la estabilidad determina si el sistema en cuestion resiste variaciones hechas a su
estado inicial, condicién que cumplen varios de los sistemas fisicos estacionarios observa-
bles de la naturaleza (nuestra galaxia, por ejemplo). En nuestro caso, este tipo de andlisis
es fundamental para entender el comportamiento de sistemas realistas de estrellas, los
cuales nos dan un mejor entendimiento del universo que nos rodea, ayudandonos a hacer
predicciones acordes a la realidad y explicar resultados astronémicos.

La estructura de una galaxia en reposo puede ser modelada mediante el uso de fun-
ciones llamadas funciones de distribucion, las cuales deben de ser consistentes con la
mecanica celeste obedeciendo las ecuaciones de Poisson y de Vlasov [1]. Estas funciones,
como su nombre lo indica, nos dan informaciéon sobre la distribuciéon de los astros que
conforman el modelo estelar en el espacio-fase (preferible al espacio de configuraciones,
pues el espacio-fase nos ayuda a obtener la dinamica del sistema al tener una descrip-
cién del comportamiento estadistico de los momentos del sistema), por lo que a partir de
ella podemos obtener la mecédnica de los componentes de estas galaxias (y claro, de las
galaxias mismas) y estudiar su estabilidad. Se discuten métodos para resolver el sistema
Vlasov-Poisson en sistemas esféricos y estaticos [2], y se presentan algunos ejemplos de
estas funciones de distribucién [3-6], junto con su potencial definido (del cual se puede
inferir el movimiento por medio de las ecuaciones de Hamilton o de Lagrange [7]).

Los sistemas estelares pueden tener ciertas propiedades que los caractericen, por ejem-
plo, en esta tesis nos vamos a centrar en sistemas estelares isotropicos, los cuales son
sistemas cuya desviacién de la velocidad en un punto del espacio de configuraciones con
respecto a la velocidad media es independiente de la direccién de la velocidad, pero de-
pendiente de la magnitud de la velocidad. Este tipo de sistemas estelares tienen la carac-
teristica de que su funcién de distribucion depende tnicamente de la energia.

El principal tema de estudio de este trabajo seran las perturbaciones lineales de sis-
temas estelares isotropicos, es decir, perturbaciones de magnitud pequena por lo que se
pueden despreciar los érdenes de término cuadraticos y superiores. Estas perturbaciones
generaran en el sistema perturbado una densidad de respuesta, dando origen asi a una
nueva funcion de distribucién del sistema perturbado, llegando asi, a la version linealizada
(perturbada) del sistema Vlasov-Poisson.

Una vez obtenidas las ecuaciones de este sistema linealizado de Vlasov-Poisson, se




puede separar la funcién de distribucion en una parte par y una impar con respecto a su
dependencia en las velocidades lo cual nos ayudard a definir un funcional llamado funcio-
nal de Antonov [1,89]. Veremos entonces que la positividad del funcional de Antonov nos
da un criterio para probar la estabilidad de cierta clase de sistemas estelares ante pertur-
baciones radiales [10,[11] y no radiales [12,|13], con lo cual se concluye que los sistemas
estelares isotrépicos con una dependencia mondtona decreciente en la energia cumplen
este criterio de estabilidad.

Por ultimo, se analizard la estabilidad usando una técnica distinta. En lugar de separar
la funcién de distribucion en una parte par y una impar, se integrard sobre las trayectorias
no perturbadas para obtener una funcién de distribucién del sistema perturbado [14,[15],
método que desafortunadamente no basta para probar la estabilidad ante perturbaciones
radiales, pero provee un enfoque alternativo interesante de estudio de la perturbacion de
la funcion de distribucion.







Capitulo 2

Sistemas estelares esféricos y
estaticos

En este capitulo se presentaran las bases tedricas para el estudio de un sistema es-
telar esférico y estatico. En la primera seccién se introducird el concepto de funcion de
distribucién (DF, por sus siglas en inglés), el cual es fundamental para la descripcién de
la configuracién del sistema fisico. Esta funcién se usara para el andlisis de sistemas este-
lares, por lo cual debera cumplir con un sistema de ecuaciones conocido como el sistema
de Vlasov-Poisson.

En la segunda seccién se describirda como obtener la funcién de distribucién de un
sistema a partir de su densidad (o de su potencial gravitacional), asumiendo que el sistema
estelar es esférico y estatico y que su funcion de distribucién es isotropica, es decir, que
depende tunicamente de la energia.

Por 1ltimo en la tercera seccion se hara lo opuesto que en la segunda, es decir, a partir
de una funcién de distribucion dada se obtendra el potencial del sistema.

El material de este capitulo se basa en las referencias [1-5].



2.1. La funcién de distribucion y el sistema Vlasov-
Poisson

La funcién de distribucién (DF) es un concepto muy versatil que se aplica tanto a la
teoria cinética de los gases, la mecanica estadistica y la dinamica de galaxias. Una galaxia
puede ser modelada de la misma manera que un gas autointeractuante es modelado en
la fisica estadistica, donde las particulas del gas juegan el papel de las estrellas, en este
caso, en lugar de considerar las érbitas que siguen las millones de estrellas que conforman
el sistema estelar, se puede trabajar con una DF que describe la densidad de estrellas en
cierto volumen del espacio-fase.

La comparacién entre sistemas estelares y sistemas de la teoria cinética de los gases es
muy importante en el estudio de la dinamica de galaxias, dado que estas comparaciones
nos ayudan a hacer predicciones sobre el comportamiento del sistema estelar, e incluso
estudiar su estabilidad. Es claro que un sistema estelar y un sistema gaseoso no son
equivalentes al nivel fisico, siendo la diferencia fundamental que los gases son estudiados
en la teorfa cinética considerando colisiones entre las particulas (de gas), mientras que en
la teoria de la dindmica de galaxias se asume un sistema no colisional el cual es afectado
solamente por interacciones gravitacionales.

Los sistemas estelares que vamos a estudiar son considerados como sistemas no co-
lisionales pues estamos trabajando con escalas de tiempo pequenas comparadas con los
tiempos cosmolégicos del universo, lo cual implica que la probabilidad de que haya una
colisiéon es menor a que si se dejara transcurrir mas tiempo, dicho con otras palabras, el
camino medio libre, el cual es definido como la distancia media en la cual la particula
cambia de direccién, producto de una colisiéon con otra particula o un encuentro cercano
con otra estrella, estd asociado con la frecuencia de colisiones, que en el caso de un
gas es muy grande, resultando en colisiones casi instantaneas, y en el caso de una galaxia
muy pequeno, resultando en colisiones muy espaciadas en el tiempo.

En la teoria cinética de los gases los sistemas después de cierto tiempo generalmente
tienden a una DF de equilibrio, por ejemplo, en los gases cinéticos simples (un gas cldsico
de particulas que interactian entre ellas inicamente a través de colisiones eldsticas), al de-
jar colisionar las particulas durante un tiempo determinado, éstas tienden a la distribucion
de Maxwell-Boltzmann, en cambio los sistemas no colisionales tienen infinitas funciones
de distribucion de equilibrio, de las cuales se puede elegir un caso especifico segun las
condiciones fisicas del problema; por lo que al haber una DF de equilibrio a la cual tiende
la DF a pesar de colisionar podemos hacer comparaciones con los sistemas estelares que
no colisionan, eligiendo una de las tantas funciones de distribucién de equilibrio que sea
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pertinente a nuestro sistema estelar estudiado.

Empecemos esta seccién suponiendo que estamos trabajando con particulas arbitrarias
(moléculas, atomos, estrellas, por ejemplo), y al final de la seccién nos restringimos a
sistemas estelares conformados por estrellas.

Una manera sencilla de modelar un gas, es considerar que estd conformado por un
nimero grande N de particulas idénticas, de masa m cada una. Despreciando efectos
cuanticos y relativistas, podemos decir que el estado del gas en el tiempo t puede ser
descrito por una DF"

f(t,x,p), (x,p) €T, (2.1.1)

donde denotamos al espacio-fase como el espacio 6-dimensional I' = {(x,p) : x € U,p €
R3}, el cual consiste de la posicién x € U de la particula (donde U C R? es una regién
del espacio a la cual estdn confinadas las particulas), y el momento p € R3.

La DF debe generar una distribucién fisica, es decir, no puede ser negativa. Su inter-
pretacion fisica es la siguiente:
f(t,x, p)d®*xd*p (2.1.2)

representa el nimero de particulas del gas, que al tiempo t se encuentran en el elemento
de volumen d*xd®p, alrededor del punto (x,p) € T" del espacio-fase.

Como toda particula tiene cierto momento, si integramos f sobre todos los posibles
momentos y posiciones en cierto volumen, obtenemos el ntimero total de particulas en
esta regién del espacio. Si elegimos una region infinitesimal, obtenemos la densidad de
particulas n(t,x) (nimero de particulas por unidad de volumen) del gas en el tiempo ¢ y
la posiciéon x € U:

n(t,x) = . f(t,x,p)d’p. (2.1.3)

Si integramos la densidad de particulas sobre todo el espacio, obtendremos el ntimero
total de particulas N de nuestro sistema:

N = / n(t, x)d’x = /f(t,x, p)d*xd’p, (2.1.4)
U r
el cual generalmente se conserva en el tiempo.

A continuacién queremos obtener una expresién para la evolucién temporal de la DF.
Para esto usaremos ecuaciones de continuidad, empezando con el caso andlogo de un fluido
en el espacio fisico U, y después generalizando este caso al espacio-fase 6-dimensional I'.

Si denotamos a la densidad de masa en un tiempo t como p(¢,x) y a la velocidad
del medio como u, por conservacion de la masa, el cambio de masa M en un elemento




de volumen V C U es igual al ﬂuj(ﬂ de masa a través de una superficie .S, la cual es
la frontera de V', es decir, S = 9V, y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss

llegamos a:
/apd3 —/pu-ﬁdS:—/Vx~(pu)d3x, (2.1.5)
s v

y dado que lo anterior se cumple para todo volumen V' C U, obtenemos entonces la
ecuaciéon de continuidad:

dp
E*V (pu) = 0. (2.1.6)

Este razonamiento, como ya habiamos mencionado, se puede generalizar al espacio-
fase, si en lugar de p consideramos nuestra DF f. Ahora N va a jugar el papel que M hacia
en la ecuacién clasica de la fisica de fluidos, y si definimos w = (x,p), y consideramos
el flujo ¢'(x,p) : I' = T' que mapea el punto w al punto en el que éste se encontraria
después de seguir las trayectorias por un tiempo ¢, se genera entonces el campo vectorial
X en el espacio-fase:

X(x,p) = ¢ @' (%, P)li=0- (2.1.7)

Para el caso particular del flujo hamiltoniano se tiene:

OH OH >

X(x,p) = (%(& pP); ~ a5 %o P) (2.1.8)

dado que las trayectorias correspondientes (x(t), p(t)) obedecen las ecuaciones de Ha-

milton:
o0H oOH

X =—") D= ——. 2.1.9
b p o (2.1.9)
Ya que hemos definido un flujo en el espacio-fase 6-dimensional, podemos notar que el
cambio en el nimero de particulas N en una region V del espacio-fase es igual al flujo
X del medio a través de la frontera o de V' del espacio-fase, por lo que llegamos a los

andlogos en seis dimensiones de las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.6)):

0
/ / —Pxd’p = / fX - ndo = / Vip - (fX)d*xd*p, (2.1.10)
ver Ot
donde Vi f = <%, %). Llegando asi a la ecuacién de continuidad en el espacio-fase:
0
a—{+vx,p- (fX)=0. (2.1.11)

'El flujo se define como positivo cuando sale del elemento de volumen, y negativo cuando entra; por
esta razén aparece el signo negativo en ([2.1.5)).
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Asumiendo que el movimiento de las particulas en el espacio-fase estd determinado
por el flujo hamiltoniano, y usando (2.1.9)) en la ecuacién (2.1.11]), notando que:
0’H 0?’H
Vip X = — =0
’ ox0p 0Opox

(2.1.12)

donde los términos cruzados se eliminan pues 0*H/0xdp = §°H/Opdx. Esto es un teo-
rema importante de la mecanica estadistica, conocido como el teorema de Liouville,
cuyo significado fisico es que el flujo hamiltoniano es incompresible. Habiendo dicho lo
anterior, llegamos a la ecuaciéon de Vlasov (también conocida como la ecuacién de
Liouville, o de Boltzmann sin colisiones).

0 0 oH 0 o0H
SExp) S (txp) G ep) — S X)) =0 (2013

Para lo que sigue es conveniente introducir la notacion del paréntesis de Poissonﬂ:
{AB}= —  — — —- (2.1.14)

donde A y B son funciones sobre el espacio-fase, por lo que la ecuacién (2.1.13]) puede
escribirse como:
of

5 Ty =0. (2.1.15)

Para una particula de masa m que se mueve en un potencial gravitatorio ®(x), la
funcién hamiltoniana es:

1
H(x,p) = 5—[p|" + m®(x), (2.1.16)
=U(x)

y sustituyendo en la ecuacién de Vlasov, obtenemos:

0 0 0 0P
a—{(t,x, p) + a—i(t,}g p)- % - m%(t,x, p) - (‘9_x(x) = 0. (2.1.17)

2Una interpretacién fisica/geométrica del paréntesis de Poisson es la de un cambio infinitesimal de
una funcién B del espacio-fase a lo largo del flujo hamiltoniano ¢!(x,p), pues:

OB OB
= X+ — -p={H, B}.

B=2=.
ox Jp
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Para un gas autogravitantdﬂ el potencial ® debe satisfacer la ecuacion de Poisson
Ad(t,x) = 4rGp(t, x), (2.1.18)

donde G es la constante de gravitacién de Newton y p la densidad de masa

p(t,x) =mn(t,x) =m [ f(t,x,p)d’p. (2.1.19)
R3

Con la notacién anterior podemos definir la velocidad promedio del medio u como:

u(t,x) = (t,x,p)pd’p, (2.1.20)

p(ta X) R3

donde notamos que la densidad p(t,x) y el vector velocidad promedio u satisfacen la
ecuacion de continuidad ([2.1.6)). Efectivamente, tenemos que:

0
Vx-(pU)ZVx~( f(t,x,p)pd3p>= a—f(t,x,p)-pd?’p- (2.1.21)
R3 R3 X
y por otro lado:
0p [ Oftxp) 5 _ of 0e . Of P
8t_m/R3 o TP [ |Map P ) bR [ e

(2.1.22)
Al sumar las dos ecuaciones anteriores el segundo término a la derecha de la ecuacion
(2.1.22) se elimina con la ecuacién (2.1.21)), ademds, el primer término de se
elimina también aplicando el teorema de la divergencia de Gauss en p (asumiendo que
f(t,x,p) decae lo suficientemente réapido cuando |p| — oo, lo que implica que no hay
particulas con un momento infinito). Por lo tanto, u y p(,x) cumplen con la ecuacién de

continuidad ([2.1.6)).

Las ecuaciones ([2.1.17)-(2.1.19) se conocen como el sistema de Vlasov-Poisson y des-
criben una configuracién de gas autogravitante con particulas idénticas de masa m, cuya
Unica interaccién, es por medio de las fuerzas de atraccién gravitacionales.

Para una configuracién de equilibrio, f(t,x,p), p(t,x) y ®(¢,x) son independientes de
t, por lo que el sistema Vlasov-Poisson se reduce a:

{H, f}(x,p) = %(x p)- > — mg—ﬁ(x, p)- a—q)(x) =0, (2.1.23)

m ox

30tro sistema muy parecido es un gas de electrones con interaccién coulombiana. En este caso se
reemplaza m por la carga del electrén ¢ en el ultimo término de la ecuacién (2.1.17)) y en la ecuacién
(2.1.19)), y la constante 47G en la ecuacion ([2.1.18]) se reemplaza por el inverso de la constante dieléctrica.
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con su correspondiente ecuacién de Poisson:

A®(x) = 47Gm | f(x,p)d°p. (2.1.24)

R3

Una manera sencilla de resolver la ecuaciéon de Vlasov es suponiendo una DF que
depende de (x,p) unicamente a través de la energia, tal que:

fxp) = F(E), B =H(xp)= %|p|2 + md(x), (2.1.25)

donde pedimos que F(F) sea una funcién suave que decaiga lo suficientemente rapido
cuando E — oo, de tal manera que la integral a la derecha de converja. Se puede
ver facilmente que como {H, F(H)} = 0, entonces F(E) es solucién de la ecuacién de
Vlasov. De manera méas general, si la DF depende de integrales del movimiento I(x,p)
las cuales estan definidas como cualquier funcién del espacio-fase que es constante a lo
largo de todas las trayectoria v = (x(t), v(t)), es decir:

I(x(t1), p(t1)) = I(x(t2), P(t2)), (2.1.26)
para todo tq,ty tal que:

d

ZI(x(t). p(t) = 0 <= {H. 1} =0, (2.1.27)

entonces la DF satisface la ecuacién de Vlasov. Efectivamente, si f(x,p) = F (I, I3, ..., I,,)
con integrales del movimiento Iy, I, ..., I,,, entonces tenemos:

{H,f}y={H,F(L,...I,)} = Z {H I} = 0. (2.1.28)

Un ejemplo relevante para esta tesis es la (funcién) hamiltoniana asociada a
un potencial central, para la cual se conservan las tres componentes del momento angular
L = (L., Ly, L.). En esta caso, cualquier DF de la forma f = F(E, L,, L,, L,) satisface
la ecuacién de Vlasov.

Los sistemas estelares estaticos mas sencillos son aquellos que tienen simetria esférica,
y por el teorema de Jeans (ver [16] y [17]) tienen la propiedad de que su DF depende
sélo de la energia E' y la magnitud del momento angular L = |L|, es decir, f = F(E, L).
Podemos estudiar una clase de sistemas estelares atin mas sencilla, si nos restringimos al
caso de sistemas estelares estaticos esféricos e isotrépicos (la palabra isotrépico en este caso
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se refiere a que la desviacion de las velocidades con respecto a la velocidad media en una
region del espacio de configuraciones es independiente de la direccién de las velocidades,
dependiendo solamente de la magnitud de la velocidad), los cuales tienen una DF que
sélo depende de la energia, es decir f = F(FE). Como ya mencionamos, en este caso la
ecuacion de Vlasov se satisface automaticamente, y la ecuacién de Poisson se reduce a la
siguiente ecuacién integro diferencial:

A®(x) =4nGm | F (L|p|2 + m@(x)) dp, (2.1.29)
R3 2m

para el potencial gravitacional ®, donde se busca la solucién ¢ tal que ®(x) — 0 cuando
|x| — oo.

Si F' es una funcién dada que satisface ciertas hipétesis adecuadas, entonces se puede
obtener una funcién ® unica (determinada por un valor inicial &5 = ®(0) = yo € R
dado) correspondiente al potencial, como se verd en la seccién . También, una pregunta
interesante es: jse puede obtener la DF F' a partir de un potencial ® dado?. La respuesta
como veremos en la seccion es que no siempre se puede garantizar la obtencion de una
F fisica que cumple con la condiciéon F' > 0, pero aun asi, hay muchos casos en los que si.

Hasta el momento estuvimos considerando el modelo de un gas con N particulas de
masa m idénticas entre si. De ahora en adelante consideraremos sistemas estelares, asi que
cada particula es una estrella. En este caso la DF describird un sistema estelar, el cual
no colisiona y sélo esta sujeto a fuerzas gravitacionales. En el caso estelar cada estrella
podria tener una masa distinta, pero de notamos que en la ecuacion de Vlasov
la dependencia de la masa es eliminada, por lo que reemplazando los momentos por las
velocidades, se obtiene:

of
ot

of of oP

(t,X, p) + a_X(taxa p) "V — a_v(tvxa p) ’ 8_X(X) =0, (2130)

donde v = %p es la velocidad molecular.

Pero la dependencia de la masa ain queda en la ecuacion de Poisson , por
lo que ahora queremos integrar sobre las velocidades de las estrellas, en lugar de sobre
el momento. Para ello podemos agrupar las estrellas en conjuntos de la misma especie,
es decir, con la misma masa, y notar que en el caso discreto podemos contar el niimero
total de estrellas N sumando la cantidad de estrellas en cada conjunto de las distintas
especies. Cada especie estd descrita por una DF f;(x, p) = f;(x, m;v), en donde la cantidad
fi(x,m;v)d®(m;v) denota el nimero de estrellas/volumen que se encuentran en el elemento
de volumen de momentos d*(m;v), alrededor del punto a = (x,m;v). Como n(x) es el
nimero de estrellas por unidad de volumen en un determinado volumen del espacio,
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definamos n;(x) como el nimero de estrellas por unidad de volumen con masa m = m,,
es decir:

ni(x) = [ filx,mv)d>(mv) =m] [ fi(x,mv)d*v. (2.1.31)
R3 R3

La suma de las contribuciones de todos los n; del sistema, en el caso discreto seria
igual a la densidad de partl'culas del sistema, es decir, n = ). n,;. Si pasamos al caso
continuo tenemos que n = f i (X dm por lo que:

:/ / m? fo (x, mv)dmd>v, (2.1.32)
R3

Mmin

donde my,;, son las estrellas con masa minima y mpy., las estrellas con mayor masa del
sistema; y f,, denota la DF de las estrellas con masa m. Como f,, también satisface la
ecuaciéon de continuidad 6-dimensional , esto quiere decir que f,, cumple con la
ecuacién de Vlasov . Ahora introduzcamos la DF efectiva F":

F(x,v)=m m? frn(x, mv)dm, (2.1.33)

Mmin

con la cual llegamos a que la densidad de masa del sistema es:

p(x) = /]R Fev)dy. (2.1.34)

Como las funciones f,, satisfacen (2.1.30]), entonces F' también satisface (esto
debido a que podemos meter las derivadas parciales dentro de la integral, y como estas
derivadas parciales no afectan a m, entonces al integrar tenemos la misma integral sobre
m en ambos términos del paréntesis de Poisson), asi que la ecuacién de Poisson es:

AD(x) = 4G / Fx,v)d, (2.1.35)

donde observamos que la masa ya no forma parte de la ecuacién, por lo que podemos
asumir formalmente que las estrellas del sistema tienen la misma masa m = 1. Lo ante-
rior es también una consecuencia del principio de equivalencia débil (las trayectorias de
las particulas en un campo gravitacional no dependen de la masa o composicion de las
particulas), por lo que la masa puede ser considerada como m = 1 en la hamiltoniana H.
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2.2. Obteniendo la funciéon de distribucién a partir
de la densidad

En esta seccién, se mostrard una manera con la cual obtener la DF a partir de una
densidad dada, suponiendo que la DF sélo depende de la energia E, es decir, f = F(FE).

Para lo que sigue, supondremos que todas las estrellas son atrapadas adentro de un
pozo de potencial, lo cual se lleva a cabo haciendo un corte en la energia del sistema, el
cual es definido por la constante ®; como se muestra en la figura [2.1, o en términos de
la DF, F(E) = 0 para E > ®,. Introduciendo la energia relativa & = &, — E, podemos
expresar esta condicién como F(&) > 0 cuando & > 0y F(&) = 0 cuando & < 0,
donde introducimos la funcién F(&) = F(E) = F(®y — &). Para lo que sigue definimos
el potencial relativo WU:

= -3+ D, (2.2.1)

donde observamos que si tuviéramos ®, = 0, entonces la energia relativa serfa & = —F.
También notamos que & = ¥ — 20%, y que ¥(x) — Py cuando [x| — oo.

Corte de Energia

— @
—— Potencial efectivo

Potencial efectivo

T T T T T T
0 2 4 6 8 10
Radio

Figura 2.1: La energia para una particula con masa m = 1 en un potencial central (que

sélo depende del radio) es B = 3 (Z—:)z + Vi(r), donde Vi (r) es el potencial efectivo

Vi(r) = % +®(r), con L > 0 una constante (la cual resulta ser la magnitud del momento
angular L). Podemos observar que la energia adquiere su minimo valor posible en el
minimo del potencial efectivo y tiene un valor maximo FEj,. El valor &, define un corte
hipotético de la energia. La DF es idénticamente cero para todos los estados con energia
superior a este corte, es decir F'(E) = 0 cuando ¢y < F < FEj.
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Como el objetivo de esta seccion es obtener la DF a partir de la densidad, primero
veamos qué forma analitica tiene esta densidad ya dada y su relacion con la DF isotropica,
la cual nos sera util para “despejar” la DF de la ecuacion integro diferencial a la que vamos
a llegar, obteniendo asi la DF a partir de la densidad p.

Para obtener la forma analitica de la densidad de masa p (y su relacién con la DF),
vamos a realizar la integral . Como tenemos una DF que depende de la energia
relativa f = F (&), queremos pasar de una integral sobre el espacio de velocidades a una
sobre el espacio de la energia relativa. Para esto veamos la relacion entre la energia y el
espacio de las velocidades.

El vector velocidad puede ser expresado como v = (vy, Uy, v,) = U,€, + Vp€y + Vg€,
donde e,, ey y e, son los vectores unitarios en las coordenadas esféricas definidas por las
variables (v,7,%), donde las componentes v,, vg, v, estdn parametrizadas como:

Up =V COST; Vg = U SIn 1 cos Y; Uy = vsinnsiny 0<n<m0<y <27,
(2.2.2)
y
v? =0+ v+ = +uj + v = 02 4 v = v” cos’ n+ v sin’ 7. (2.2.3)

Aqui, v; = vpey + vye4 es la componente tangencial de la velocidad, con magnitud
cuadrada v? = vy-v; = v%—l—vi (pues eg y e, son ortogonales), y v, = v,€, es la componente
radial de la velocidad.

Podemos notar de la ecuacion ([2.2.2)) que la transformacion de coordenadas es la misma
que la transformacion de coordenadas cartesianas a esféricas, por lo que tenemos:

d*v = dv,dvgdvg = v* sin ndvdipdn. (2.2.4)

Como F (&) depende de la magnitud v del vector velocidad v, pero no de su direccién,
podemos integrar sobre los dngulos, obteniendo asi un factor de 47, por lo que p(x) pasa
a ser:

/\/Wx)

0

p(x) = dr 2 F (\If(x) - %&) o, (2.2.5)

donde el limite superior de la integral anterior es debido al corte en la energia (f (&) =0,
cuando & < 0).

A continuacién, cambiemos la variable de integracién v, por la variable &, notando
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que v = /2(V(x) — &), por lo que tenemos:

dv = — (2.2.6)

llegando asi a:
U(x) _
p(x) = dr /0 F(&)/2(00x) = &)dé, (2.2.7)

donde los limites de integracién se deben a que cuando & = 0, v = /2¥(x) y cuando
& =V(x),v=0.

En galaxias esféricas en las que la densidad depende solamente del radio r tenemos
que la funcién de masa, la cual determina la masa contenida en una esfera de radio r, y
el potencial son:

M(r) =4x /07“ 2p (r') dr, (2.2.8)

B(x) = —C /Oo %dr’, r = |x|. (2.2.9)

Notamos que si p > 0, entonces M crece mondtonamente y es positiva, lo cual implica
que el potencial crece monétonamente de un valor negativo ®. (donde se eligié el subindice
¢ debido a que el potencial ® toma su valor minimo en el centro) a 0, conforme r aumenta
de 0 a oco. Por lo tanto, la funciéon ¥ = ®; — & decrece mondétonamente en r de un valor
positivo W, = ®y— .. a g, lo que implica que p(r) puede ser expresado como una funcién
v(¥) = p(x), tal que:

1
v
V8T

Derivando ambos lados de esta ecuacion con respecto a W obtenemos:

(0) =2 /0@ F(EWU = &£déE. (2.2.10)

v =
NGO / _FE) e (22.11)
\/g’ﬂ' dv 0o VvV v —&

Para lo que sigue supondremgs que F (&) es continua y acotada (ver por ejemplo, las

figuras[2.2y[2.4). Para despejar F(& ) de la ecuacion integro diferencial anterior, usaremos
el siguiente teorema:
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Teorema 2.2.1. Sea 0 < a <1 y sea g : (0,00) = R una funcion continua y acotada, la
ecuacion integral de Abel, se define como [1]:

flx) = /Ox (i@cga, x> 0. (2.2.12)

Entonces vale:
sinra d [t f(x)dx

9(t) = T odt ), (t—z)—e

t>0. (2.2.13)

Demostracion. Para demostrar el teorema, usemos la transformada de Laplace (ver [18]):

F(s) = L{F(£)}(s) = /0 T et (1t (2.2.14)

donde la funcién f(t) debe de ser continua a trozos y de orden exponencial o (|f(t)| <
Me° para t € (tg,00), con M,ty > 0y o € R) para que la transformada de Laplace esté
definida en fs > ¢. En nuestro caso, podemos elegir 0 = 0 dado que estamos considerando
una funcién g acotada, lo cual tiene como consecuencia que F'(s) esté bien definida para
Rs > 0.

Ahora recordemos la definicién de la convolucion entre dos funciones f, g : (0,00) — R:

(f*g)(t / ft—1)g dT—/ f(m)g(t —7)ddr = (g f)(1), (2.2.15)
y la identidad de la transformada de Laplace de la convolucion:

LU LLg(0)} = L{(f * 9)(B)}, (2.2.16)

donde una consecuencia inmediata de las dos ecuaciones anteriores con g = 1 es:

ciniis) = ZLOE g 2 /O f(r)dr, (2.2.17)

S

donde usamos el hecho de que £{1} =1

Notemos también la siguiente identidad:

o D+a)
y la férmula de reflexion de Euler:
P()P(1—2) = — z€C. (2.2.19)

sin(7z)’
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Para demostrar el teorema, notemos que f = ky*g con ko(z) = =% 2 > 0, y tomemos
la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacion (2.2.12), es decir:

L{ka* g} =L {/Oz (dtﬂ} : (2.2.20)

x —t)>

por lo que usando la transformada de Laplace de la convolucion ([2.2.16|) y la identidad

(2.2.18) llegamos a:

Sl—a

L{g(t)}(s) = ﬁ{f(fﬂ)}(S)m' (2.2.21)

Usando la férmula de reflexién de Euler y las identidades (2.2.17) y (2.2.18)) obtenemos:

sin T

L{k1—axf}(s),
(2.2.22)

o [ atortes) = S I g pan o) -

S ™ ™

y sacando la transformada de Laplace inversa, obtenemos entonces:

/Otg(x)dx _ smma /Ot ( f(x)d (2.2.23)

T t—x)l-o

Derivando con respecto a t ambas partes de la ecuacion llegamos a la afirmacion del
teorema. O

Suponiendo que f es continuamente diferenciable podemos escribir la expresion (2.2.13])
de otra manera. Usando integracion por partes llegamos a:

t 1
+ —
z=0 (0

o(t) = sinﬂa% {—f(x)(t —x)”

™

/0 t Fla)(t — a:)adx} , (2.2.24)

a
para derivar lo anterior, usamos la regla integral de Leibniz:
b(t)

d b(t) d 4
@( » f(t,x)dx> = f({t,0(t)) - . b(t) = f(t,a(t)) - —a(t) + o f(t,x)dx, (2.2.25)

con la cual llegamos a:

"(z)(t — x)o‘_ldx} : (2.2.26)




2.2. Obteniendo la funcién de distribucién a partir de la densidad 19

Ahora podemos aplicar el teorema de Abel con o = 1/2 a nuestro problema (2.2.11)),
e invertir la férmula para obtener F(&) a partir de v(¥):

(&) = 1 d (¢ d¥ dv
CV8r2d€ Jy, JE — U dY’

o, usando la representacion (12.2.26|),

F(&) = \/§17r2 Uf 5;”2 % + \/1? (j—é})wo} . (2.2.28)

La ecuacién ([2.2.27) es conocida como la férmula de Eddington. Es importante

(2.2.27)

remarcar que esta ecuacién no necesariamente tiene que dar una DF fisica F' > 0, asi
que hay que tener precaucién ya que sélo nos interesan v que generen una F' fisica. Si se
cumplen alguna de las siguientes condiciones la DF es fisica:

dVv  dv
VE — U d¥
la cual es una condicién necesaria y suficiente para la positividad de (2.2.27]). O la condi-

cién: » p
1% 1%
—_— > — > 2.2.

g =0 <d\1/>q,:0 20, (22:30)

&
La funcién & +— / es creciente , (2.2.29)
0

la cual es una condicién suficiente de positividad.

2.2.1. Ejemplo analitico: El modelo de NFW

Como ejemplo importante, consideremos el perfil de densidad de Navarro-Frenk-White
(NFW), usado para modelar halos de materia oscura [19]. La densidad correspondiente
es:

Po
p(r) = R+ ) (2.2.31)

donde R = r/a, con a y py constantes. En este caso la formula de Eddington determina

una DF fisica, pues se cumple con la condicién ([2.2.30]), como mostraremos a continuacion.
Para esto, calculemos primero la funciéon de masa:

M(r) = 47r,00a3/ dSSz—]2 =4npoa® |In (R+1) + —— — 1}, (2.2.32)

0 S[1+S R+1
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y el potencial correspondiente:

d(r) = = m(R+1).  (2233)

d
R S? R
Notamos que atin si ®(r) — 0 para r — oo, la funcién de masa no converge para r — oo,
indicando que el modelo de NF'W no describe un sistema aislado.

Ahora si definimos las variables adimensionales ¥ = m, 0 = p/po, usando el corte
®, = 0, saquemos la segunda derivada de v(¥) = o(R):
Pv o (dR\? dod®R dPo (1N [(1\’d*wd
dv _do (dR\" dodlt do (137 (1N"dWdo (2.2.34)
av?  dR? \ d¥ dR dV?  dR? \V' V') dR?dR

Cada término de la expresion anterior para el perfil de densidad NFW es:

L —In(R+1
de _ _ B3R+l ¥ gpm-W@BE+D (2.2.35)
dR R2(1+ R)? dR R?
y:
o _ 2 2 6 . @ev 2m(1+R) - TR (2.2.36)
dR?  R3 (R+1)3 (R+1)¥ dR? R3 ‘ -
Haciendo las operaciones algebraicas correspondientes, llegamos a:
v R —3R+6(R+1)In(R+1)+1 (2.237)
dw? [ﬁ%—mu+RﬁzRGHJVWHJMMR+U—RT -

El primer factor es positivo. Para verificar la positividad del segundo factor, derivense
tanto el numerador como el denominador, y nétese que en el intervalo R € [0,00) ambas
derivadas son positivas, por lo que las funciones estan incrementando, y como el limite de
tanto el numerador como el denominador cuando R — 0 es mayor o igual a 0, tenemos
entonces que la funcion es siempre positiva para R > 0.

Por ultimo notemos que la primera derivada de v es:

dv _del __ il (2.2.38)
d0 dRV' (1+R2[R—(1+R)In(R+1)] -

pero como ¥ — 0 cuando R — oo tenemos entonces que:

dv , 3R +1 B
(d_LP> ‘w:o - }%glgo_(l TRPR-(1+Rm(R+1)] 0 (2.2.39)
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Por lo tanto el perfil de densidad NFW cumple la condicion ([2.2.30)), por lo que al
aplicarle la férmula de Eddington describe una DF fisica.

En las siguientes subsecciones se presentard un ejemplo tanto analitico como numérico
de la obtencién de F'(&) a partir de densidades dadas (y no sélo se verificara que la DF
es fisica). Para todas las subsecciones siguientes usaremos el corte de energia &y = 0.

2.2.2. Ejemplo analitico: Los modelos de Dehnen

En esta subseccién consideraremos la densidad general siguiente [3]:

Po

p(r) (T/CL)’Y [1 + (r/a)a](b’*'}/)/a (2240)
donde se nota que 7 controla la pendiente del perfil estelar interior (p ~ r~7 cuando
r — 0), 8 controla el perfil estelar exterior (p ~ r~# cuando r — 00) y « la intensidad
de transicién entre perfiles. Los valores que pueden tomar «, 8 y v son arbitrarios, pero
si se quiere modelar sistemas fisicos reales, la funcién de masa debe de ser bien
definida en 7 = 0 (lo cual sucede cuando v < 3), y converger cuando r — oo (lo cual
sucede cuando > 3).

Este tipo de modelos de densidad son de interés pues la densidad de luminosidad (la
cual claramente estd asociada con la densidad de estrellas) de varias galaxias elipticas pue-
de ser aproximada con la familia de densidades . Ademas, simulaciones numéricas
de cumulos de particulas de materia oscura sugieren que la densidad de particula dentro
de un halo de materia oscura se puede modelar con estas densidades [1].

Primero analizaremos los modelos con § =4, o =1y 7 < 3 los cuales son conocidos
como los modelos de Dehnen. Los casos especificos de los modelos de Dehnen con vy =1y
~ = 2 son conocidos como el modelo de Hernquist y de Jaffe respectivamente. La densidad
para los modelos de Dehnen es:

Po
p(r) = B+ R (2.2.41)

donde abreviamos R = r/a.
La masa correspondiente ([2.2.8) es:

3 f r 3 ( R}il )* R\
M — 4 d ! = 4 - = Moo < 3
(T) Ta po/o r (1 + T,)4_,y Ta pPo 3 _ v ( ) ) Y )
(2.2.42)
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47rp0a3

3 Entonces tenemos

donde M, es la masa total definida como My, = lim, o, M (r) =
que la densidad en términos de la masa total es:

3—r 1

p(r) = My Irad B+ R (2.2.43)

Ahora sustituyamos (2.2.42)) en (2.2.9) para obtener el potencial, que en el caso v # 2
es:

AGra2py [ (R)* GMy R \*7
O(r)=——— dR-—"———=——"F—— |1 — | =— 2.2.44
=5 [ s e 1 () | e2w
y en el caso v = 2 (modelo de Jaffe):
GMy R+1
O(r)=— 1 : 24
(r) - n( = > (2.2.45)

R da a&
llegando asi a:
e~ Ym v =2.
y(¥,,) = ’ B (2.2.47)
{(1 —(2=7)T)VC, y#£2.

La densidad de estrellas (2.2.43) puede ser expresada entonces para el caso v # 2
como:

P(y(¥m)) = Mx ?:l;az(l;_yy)”‘ = Po(l;—vyy, (2.2.48)

y aplicando la regla de la cadena llegamos a las siguientes ecuaciones:

z_Z = Mo i:az (1y;+y1)3 [y —1) — 4y, (2:2.49)
dilp—ym = (= 2)W,, + DVCELZ ot (2.2.50)
% - M ?:l;az (1;;3)2 (=) (=T + 6y + 1) +127], (2.2.51)
N B o) (2:2.52)

qvz,
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=0.

y=1

d v d 1—y)3 d d
Nota: gt = =~ by =1 -l = ()|, = ()

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en ([2.2.27]) nos ayuda a obtener la DF deseada
para los modelos de Dehnen con v # 2:

_ 1 (3—7)Mu /‘fm 21 —y)* [y +2y + (4 — 7)y’] dv,,.  (2.2.53)

F =
(Em) \/gﬂg 47T(GMOOCL)3/2 y4—wm

El caso especifico v = 1 (el modelo de Hernquist) al denotar su DF como Fy da:

M, bmo U, 202 (6 — 8T, + 302)
Fy (&) = o = 2.2.54
H( ) 2\/§7T3(GMOOCL)3/2 /0 ,/(g"m _ \I]m (1 _ \I/m)?) ( )
y en este caso la integral puede ser calculada de forma explicita con solucién [5] :
My Vén,
FH(éam) - 2
V2(27)3(GMyoa)3/2 (1 — &)
Ssin! V& (2.2.55)
x |(1=28,) (862 =86, —3) + = Yom | (<&, <1,
Em(l— &)

donde se satisface la propiedad F}(&,,) > 0. Ver la Figura para la grafica (salvo
constantes).

El modelo de Jaffe (7 = 2) también tiene solucién analitica (su DF la denotamos como
Fy) (6], y satisface la propiedad F(&,,) > 0.

Ya se dio un ejemplo analitico del uso de la féormula de Eddington. Sin embargo
(2.2.27]) no siempre puede resolverse analiticamente, por lo que en la mayoria de los casos
los andlisis del sistema tienen que hacerse numéricamente [3]. En la siguiente subseccién
damos un ejemplo numérico para calcular la DF.

2.2.3. Ejemplo numérico

En esta subseccién consideraremos el modelo de Hernquist de nuevo, y el modelo
sencillo con densidad p(r) = (1—“%, el cual corresponde al modelo (2.2.40) con o =

2,6=3,7v=0.
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Introduciendo las variables adimensionales:

_r _ P _ v _ & e\ — 2\3/2 1/2 5
R=- =—, V=— E=—— F(&) = 4nG F(&
a7 0 p07 47TGp0a2’ 47TGPOCL2, ( ) ( TGa ) Po ( )7
(2.2.56)
obtenemos de (2.2.27)) y (2.2.28)) la DF bajo la eleccién de estas constantes:
— 1 d [ dr d
F(E) ¢ (2.2.57)

B \/§7T2% 0 \/E—L_Dd_W’

lo cual es igual integrando por partes a:

— 1 o av 1 (dg) }
F(&)=—— st —= | 0= . 2.2.58
2 V82 {/0 dV?\E—w  ENAY ), ( )
Ademas, la versién en estas variables de la ecuacion (2.2.10)) es:

o(¥) = 4v2r / ’ F(E)WW — EdE. (2.2.59)

En esta seccion se presentard el codigo numérico para obtener la DF numéricamente,
usando las unidades descritas en los modelos de Dehnen (¥, y &;,,) para obtener numéri-
camente el modelo de Hernquist, y las unidades adimensionales definidas en la ecuaciones

(2.2.56|) para el modelo sencillo de densidad.

La densidad del potencial de Hernquist en términos de W, es:
\I/4

\Ijm = )
o(V) -

(2.2.60)

con su respectiva féormula de Eddington dada en la ecuacién (2.2.54)), con la cual podemos
definir la funcién Fj, como la normalizacion:

Gmo 1 202 (6 -8V, +3V%) 4V,
o /82 (1-17,,)3 b — Uy

~
Integrando=Int1

Fp, (&) = 0<&, <1, (2261)

27 (G Moo a)3/2

Y ] para ignorar las cons-

donde simplemente se hizo la multiplicacién Fy (&) [

tantes afuera de la integral (2.2.54)) (salvo 1/(v/872)).

Esta integral se calculé numéricamente en Python, usando la funcion integrate.quad
del paquete scipy. Se consideré una divisién de la energia en 10 mil intervalos desde 10~°
a 0.99 y del potencial también en 10 mil intervalos desde 107> a 0.99:
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Funcién de Distribucién

1011 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Energia

Figura 2.2: Resultado de la integraciéon numérica del potencial de Hernquist. Se esta

graficando en el eje vertical la DF Fy,, y en el eje horizontal la energia relativa normalizada
En.

1 def Hern(x):

return 2*x*x*(6-8*%x+3*xx*x)/(np.power (1-x,3))

3 def Frac(Psi,E):

4 return 1.0/np.sqrt(E-Psi)

5 def Intl(Psi,E):

6 return (Hern(Psi)*Frac(Psi,E))*(1/(np.sqrt(8)*(np.power (np.pi,2))))
7 E_n=np.linspace (1E-5,0.99,10000)

s Psi_n=np.linspace(1E-5,0.99,10000)

V)

y se evalio la integral anterior como:

1 for a in range(len(E_n)):
2 F=integrate.quad(Intl,1E-10,E_n[a]l-1E-10,args=(E_n[a]l,))
s Fe.append (F[0])

donde “Fe” es el arreglo que contiene la DF de Hernquist que estamos buscando, lo cual
al graficar da la figura 2.2

Para verificar que esta ecuacién es correcta, sustituimos la Fp, obtenida numérica-
mente en ([2.2.10f), se hace la integraciéon numérica y se verifica si el resultado coincide con

la o de ([2.2.60)).

El procedimiento para calcular la integral (2.2.59)) es el mismo que se usé para calcular
la integral (2.2.61)), s6lo que esta vez hay que tener cuidado pues vamos a usar el arreglo
"Psi_n’, por lo que necesitamos un interpolador. Para esto también se usard un método de
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Python: interpld, el cual puede hacer interpolaciones lineales y ctbicas:

Ipl=interpld(E_n,Fe)
2 Ip2=interpld(E_n, Fe, kind=’cubic’)

obteniendo asi la densidad p:

def Raiz(E,Psi):

return np.sqrt(Psi-E)
3 def Int2(E,Interpolador ,Psi):
return 4*np.pi*np.sqrt(2)*Interpolador (E)*Raiz(E,Psi)
5 for a in range(len(Psi_n)):
N=integrate.quad(Int2,1E-3,Psi_n[a]l-1E-10,args=(Ipl,Psi_n[al,))
Rho.append (N[0])

donde “Int2” es la integral (2.2.10]) con Fp, numérica.

Al graficar tanto la densidad analitica (2.2.60)) como la densidad numérica Rho junto

a su error numérico con una interpolacién cubica obtenemos la figura [2.3]

Ahora apliquemos el método numérico que describimos para obtener la DF de un
modelo de densidad en el cual la integral (2.2.58)) no puede ser evaluada analitica. Como
ya mencionamos al inicio de esta subseccién, este modelo estd descrito por el perfil de

densidad: )

—_— 2.2.62
1+ R (2.2.62)

o(R) =
cuya funcion de masa es:

R
S R
M(T) = 47Tp0(13/0 dSSQm = 47TP0CL3 (Slnh 1(R) - (RQ + 1)1/2

) , (2.2.63)

la cual genera el potencial:

w(R)= [ dS

B R R

o sinh™(9) — 2y inh~—?
/ Gy _ sinh () (2.2.64)

donde cabe mencionarse que ¥. = 1, por lo que la energia £ estd acotada en el rango
0<&<L

Para calcular la DF, se pueden usar las férmulas (2.2.57)) y (2.2.58]). Sin embargo, hay
que tener cuidado cuando se vaya a usar la férmula , se podria integrar numérica-
mente y después derivar el arreglo resultante, pero esto lleva a errores mayores dado que
el error numérico en los valores numéricos del arreglo de la DF puede provocar disconti-
nuidades al derivar. Para evitar este problema, es preferible usar la ecuacién (2.2.58)).
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Densidad analitica vs Densidad numérica Error

100 S
—— Densidad analitica

-+ Densidad numérica 10-1 4
80+

10-3 4

60
1075

Densidad
Error

40 4 1077 4

1079 4
204

10-11

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Potencial Potencial

(a) Densidad analitica y numérica. (b) Error relativo ERR = [2anaitico=PNumericol

‘pNumérico‘

con interpolacién cubica.

Figura 2.3: Se observa un error relativo del orden 107 cuando el radio R — 0 (¥,,, — 1)
y se dispara el error cuando R — oo (¥, — 0). Esto pasa debido a que la DF numérica
obtenida Fg, cuando ¥,, — 0, toma valores muy pequenos, del orden 10~'! por lo
que en la regién cercana a cero de la DF numérica es mas dificil obtener una integral
numérica precisa, a comparacion de cuando se deja correr en el limite ¥,, — 1 donde los
valores numéricos son mas grandes, y se tienen mas valores de Fy, para realizar la integral
(2.2.10). El error de la densidad numérica es una acumulacién del error de integracion
para obtener la DF, el error debido a la interpolacion y el error debido a la integracion
para obtener la densidad, los cuales al aumentar la resolucién en el intervalo discreto de
las energias disminuyen.

Al hacer la integracién numérica podemos pasar de la variable ¥ a la variable R,
notando que d¥ = W'dR, y con ayuda de la regla de la cadena y observando que
cuando ¥ = 0, R — oo, y cuando ¥ = &,, donde &, € (0, 1) es algin valor que toma &,
tenemos entonces que el radio adimensional es R = R, valor que puede ser obtenido del
mapeo directo de ¥ — R, o mas explicitamente:

. h_l .
W=E, = SIHT(R). (2.2.65)

Podemos obtener el valor R, para &£, dado, numéricamente con el método de biseccién:

def rootPsi(Psi,E):
a=0.0
b=1E10
mid=Ca+b) /2.0
while(b-a)>1E-11:
if ((Psi(a)-E)*(Psi(mid)-E)<0.0):
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Asi, la ecuacion ([2.2.58) en términos de la variable R queda como:

1 (R P(RIYR)
F&) = / <wR>‘ 72 (R)

def

def

def

def

def

def

def

def

b=mid
else:
a=mid
mid=(a+b) /2.0
return mid

— N

R.

Densidad(R):
return 1/(np.power (1+R*R,3/2))
Psi(x):
if (x==0):
return 1
else:
return np.arcsinh(x)/x
PsiPrima (x) :
if (x==0) :
return O
else:
a=x/np.sqrt (x*xx+1)
b=np.arcsinh (x)
C=X*X
return (a-b)/c
PsiPPrima (x):
if (x==0):
return (-1.0)/(3.0)
else:
a=(2*np.arcsinh(x))/np.power (x,3)
b=2/((x*x)*np.sqrt (x*xx+1))
c=1/(np.power (x*xx+1,3/2))
return a-b-c
rho (x):
return 1/np.power (1+x%*x,3/2)
rhoPrima(x):
return (-3*x)/(np.power (1+x*x,5/2))
rhoPPrima (x):
a=(15*x*x) /(np.power (1+x*x,7/2))
b=3/(np.power (1+x*x,5/2))
return a-b
IntSeg(R,E):
A=rhoPrima (R)
b=(1/np.sqrt(8))*(1/np.power (np.pi,2))

VE—-W(R)

los términos de la integral anterior en sintaxis de Python son:

(2.2.66)
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35 B=rhoPPrima (R)

36 C=PsiPrima (R)

37 D=PsiPPrima (R)

38 F=1/(np.sqrt (E-(np.arcsinh(R))/R))

39 return -((B/C-(D/np.power (C,2))*A)*F)*Db

Por lo que la integral (2.2.66]) se resuelve numéricamente:

1 N=2000

> E_n=np.linspace(1E-4 ,0.99 ,N)

; Psi_n=np.linspace(1E-4 ,0.99 ,N)

14+ for a in range(len(E_n)):

5 F=integrate.quad(IntSeg ,rootPsi(Psi,E_n[al]) ,np.infty,args=(E_nl[al,)
)

6 Fe.append (F[0])

nétese que se esta llamando la biseccién en el limite de integracién. Lo cual da la DF de

la figura [2.4]

Funcion de Distribucion F

FIE)

10-10 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
E)

Figura 2.4: La funcién de distribucién F'(€) obtenida numéricamente sustituyendo el mo-

delo de densidad ({2.2.62) en la integral m

Ahora para comprobar que es un resultado correcto, al meter la interpolacion de

nuestro arreglo de la DF numérica en (2.2.59) nos debe devolver la p de (2.2.62)), en
sintaxis de Python:

1 Interpolation=interpld(E_n,PreFe,kind=’cubic’)
> def IntDensidad(E,f,Psi):
3 a=4*np.sqrt (2) *np.pi
b=np.sqrt (Psi-E)
5 return a*xbx*f (E)
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Error

1073 4
0.8
107* 4
1075 4
0.6
107 §

Densidad
Error

0.4 1077
lOfB 4

0.2 1 1077 4
10*10,

0.0 4 T T T T T T T T T T T T T T

o] 10 20 30 40 50 ) 50 100 150 200 250 300 350
radio r radio
(a) Densidad analitica y numérica (b) Error relativo ERR = lpAnatitico=PNuméricol (o iy

PNumérico

terpolacién cubica

Figura 2.5: Se observa un error relativo del orden 1078 cerca de un radio 7 = 0 y conforme
el radio aumenta el error aumenta hasta un orden de 1073.

¢ for a in range(len(E_n)):

7 N=integrate.quad (IntDensidad ,1E-4+0.0001,E_n[a],args=(Interpolation
,E_nl[al,))

8 Rho.append (N[0])

9 R=[1]

10 for i in range(len(E_n)):

11 a=rootPsi(Psi,E_nl[i])

12 R.append (a)

13 DenA=[]

14 plt.plot(r,Rho,’b’,label="Densidad numerica’)

Cabe aclarar que la integral que hicimos nos devuelve una funcién o(¥), pero para com-
parar con o(R) simplemente se hace un mapeo ¥ — R con el método de biseccién, por lo
que el arreglo Psi_n se tradujo al arreglo R.

Las graficas de las densidades y el error se dan en la figura 2.5
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2.3. Obteniendo la densidad a partir de la funcién de
distribucion

En esta secciéon se hara lo opuesto que se hizo en la seccién anterior. En vez de deter-
minar la DF a partir de la densidad de masa, determinaremos la densidad a partir de una
DF dada. Hay que recordar que estamos trabajando con sistemas estelares que deben de
satisfacer el sistema de Vlasov-Poisson, por lo que tenemos que tener cuidado que nuestra
integral de la DF (la cual en nuestro caso, tiene dependencia de ® a través de la energia
E) sobre el espacio de velocidades para obtener la densidad si satisfaga la ecuacién de
Poisson para un potencial ®. Para esto, mencionaremos primero un teorema importante
que garantiza la existencia de una p (bajo hipétesis adecuadas) que satisface la ecuacién
de Poisson y posteriormente discutimos la clase de los modelos politrépicos.

2.3.1. El teorema de Ramming y Rein

Sabemos que las funciones de la forma f = F(E) (y por lo tanto, f = F/(&)) satisfacen
la ecuacion de Vlasov ([2.1.23). Para obtener una solucién autoconsistente del sistema
Vlasov-Poisson falta determinar un potencial ® tal que se satisfaga la ecuacion de Poisson.
La pregunta relevante es: Dada una DF f = F(E) (o f = F(&)) no negativa pero
arbitraria y dado un valor inicial ®. = ®(0) (el cual es el valor del potencial en el centro),
.se puede obtener una funcién ® solucién unica de la ecuacion integro diferencial ?.
La ecuacién integro diferencial en su forma esférica e isotrépica y con respecto a
la variable ¥ = &y — ® es:

_Ld (LYY G/\P(X)AL F(&)2T(X) = EVdE = 4nGp(D) (2.3.1)
S o) = AT i T =4AnGp(V). 3.
Reagrupando e integrando lo anterior:

v 4rG N (f f(x, V)d3v) s%ds B M(r)
= =- 0 5 =G o (2.3.2)

M(r) = 4x /0 ' (47r /0 o F(&)V/2(V(x) — é")dé") s2ds. (2.3.3)
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Ahora definamos la funcién y(r) como:

\J
= — 2.34
yr) = =, (23.4)
la cual satisface:
, Mi(r
y'(r) —rQ, (2.3.5)

por lo que resolver la ecuacién integro diferencial de Poisson ([2.3.1) es equivalente a
resolver la ecuacion integro diferencial (2.3.5)), donde la funcién M (r) estd dada por (2.3.3)).

La obtencién de una funcién y tnica que satisfaga la ecuacion integro diferencial
(2.3.2) debe tratarse con cuidado, y requiere de andlisis matemético para resolverse. En
este contexto, tenemos el siguiente teorema [2]:

Teorema 2.3.1. Si la funcion F:R— [0,00) es estrictamente mayor que 0, para valores
positivos de R y cero para wvalores igual o menores a 0 y satisface las dos condiciones
stguientes:

(i) Existe k > —1 tal que para todo conjunto compactﬂ K C R existe una constante
C > 0 tal que F(n) < Cn", para todon € K,

(ii) existen constantes ¢ > 0, 1 > 0 y una constante —1 < k < 3/2 tales que: F(n) >
en® para todo m € (0,1).

Entonces para cualquier valor yy > 0, la ecuacion reducida tiene una unica solucion
y € CH([0,00)) con y(0) = o, la cual tiene un tnico cero en R > 0, el radio del sistema.
Por lo tanto tenemos un potencial ® = &5 — U bien definido y la funcion f puede ser
expresada como:

ﬂxw:ﬁ<m—5ﬂﬁ. (2.3.6)

Resumiendo el significado del teorema, si se da una DF F que cumple las condiciones
(i) y (ii), podemos garantizar la obtencién de una funcién ¥ unica, la cual en el origen
toma un valor estrictamente mayor a 0 (U, = ¥(0) > 0) y toma el valor de 0 en el radio
R del sistema.

4En R estos son los conjuntos cerrados y acotados, por el Teorema de Heine-Borel [20].
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2.3.2. Modelos estelares politrépicos

Como ejemplo consideremos una DF F de la forma:

~ { CE32 (&> 0)

F@&)=1 <0 (2.3.7)

donde C' > 0 es una constante y el exponente n se conoce como el indice politrépico.
El teorema se puede aplicar al caso 1/2 < n < 3 de este modelo, para los casos
donde n > 3, la unicidad de ¥ requiere de consideraciones especiales [2], pero puede ser
demostrada también.

Por ser una funcién isotrépica, podemos integrar sobre los angulos obteniendo un
factor de 4. Si hacemos la sustitucién v? = 2¥ cos? § en (2.2.5)), tenemos:

V2U 1 n—3/2 0
p= 4770/ v? (\If - 51)2) dv = —871'0/ V2U" cos? Osin (1 — cos? 0)"%/2dh
0 3

(n —

2 n F(%)F(” _ %) F(%)F(” + %) _ 372 1qm - %)
= 27/a 00 < oT(n)  20(n+1) ) = (@mCv T(nt1)
(2.3.8)
donde se usé el hecho que I' (3) = /7 y ['(z + 1) = 2I'(2).

Asi que de manera mas compacta, la densidad que obtenemos puede expresarse como:

(n—3)

I
p=cl’ (U>0) = (@0 POR

donde notamos que n > 1/2 es necesario para que la constante ¢, no diverjaﬂ Una conse-
cuencia importante es que ningin sistema estelar finito isotrépico puede ser homogéneo,
pues esto claramente corresponderia a una densidad constante p oc U0, con n = 0, lo
cual violarfa la condicién n > 1/2, por lo que no existe un anélogo estelar a una esfera
incompresible de gas autogravitante.

(2.3.9)

Hemos definido una DF F aparentemente arbitraria que describe un sistema estelar
hipotético. Como vamos a mostrar ahora, la DF (2.3.7) describe un andlogo estelar de los

5La funcién T tiene una continuacién analitica en el semiplano negativo complejo, pero esta continua-

cién no nos interesa, pues estamos usando I' para resolver la integral foﬂ/ % 5in2""2 0df la cual diverge para
n<1/2.
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fluidos politrépicos. Para esto definamos el andlogo estelar de la presién. Recordemos la
definicién de la velocidad media del sistema estelar definida por la DF f como:

1 1
u(x) = m /Vf(x, v)d*v =< v >, 0 en componentes u; = @ /vif(x,v)dgv,
(2.3.10)
donde u(x) es la velocidad promedio en el punto x. De forma similar se introduce el tensor
de dispersion de velocidades:
1
i2j — /(Uz — ui)(“j — uj)f(x, V)d3V =< Yv; > —U;uy, (2311)

n(x)

g

el cual es el segundo momento central que define el tensor de presion en la teoria cinética;
mas precisamente, el tensor de “presién dinamica” del sistema estelar se define como
2
n(x)aij (x).
En el caso en el que la DF es isotrépica tenemos que u(x) = 0 y cuando i # j entonces
< v;v; >= 0 (pues el integrando en los tres casos es una funcién impar), por lo tanto en
2

un sistema isotropico o;; = 020;;, donde o2 es:

o2(x) = % / VP F (# + CD(X)) iotropia % / BvIvF (@ 4 CD(X))
- 3;12;) / dov' F (g + @(x)) .

Por lo que la “presion dindamica” del sistema estelar es:

ArC [V, 1,\"? axC3yal(n—3) .0 e
= — dov* (U — —v = P = —— U
3 Jo 3 V2(n+2) n+1

(2.3.12)

P
2

(2.3.13)

Comparando la ecuacién anterior con ([2.3.9)) observamos que P = Kp”, donde K =

<717?—11> yy=1+ % Esta es precisamente la ecuacion de estado de un fluido politrépico
con indice adiabético . Concluimos entonces que la DF definida en genera una
densidad que es el equivalente estelar a la esfera politropica de gas con indice adiabatico
y=1+ % La condicién n > 1/2 implica que v < 3, de tal manera que una esfera de gas
con indice adiabatico v > 3 no tiene ningin analogo estelar. Ademas n < 3 corresponde

a la restriccién v > 4/3.

Ya obtuvimos la densidad a partir de la DF. Ahora a partir de la densidad obtengamos
el potencial gravitacional ® = &, — ¥ . Para esto usemos la ecuacién de Poisson ([2.3.1)),
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con la cual llegamos a:

1d [ ,d¥
—— — 4 U = 0. 2.3.14
e (7’ dr) + 4nGe, 0 (2.3.14)

Esta es la famosa ecuacién de Lane-Emden que describe una configuracion po-
litropica esférica en equilibrio hidrodindmico.

Podemos analizar algunas soluciones de la ecuacion anterior. La solucién més simple se
obtiene asumiendo que la densidad varia como potencia del radio p = Ar~ con A, > 0.
Sustituyendo esta densidad en la ecuacion de Lane-Emden, se obtiene, recordando que

n_ 1, _ A .—a.
W= p=r

Cn

<£> . (%) (O‘ - ”) rma 2 4 ArGAr® = 0. (2.3.15)

Cn n n

Igualando los factores de r en la ecuacién anterior y las constantes obtenemos las siguientes
expresiones para oy A:

1-n 1 /N n 1 fn—1 n—1
: AT:4an<—) — 47G(c,) " .
n—1 mG(en) Q (n—a) mGlen) ( 2 )(n—3>
(2.3.16)
Notamos que se necesita n > 3 para que A, « sean positivos. La masa (2.2.8) contenida

en un radio r para este tipo de soluciones es:

M(r) = 4 AV =) L)) (2.3.17)
n—3 ’
por lo que para n > 3 nuestra solucién es un sistema autogravitante. Sin embargo, estas
soluciones tienen el problema de que en el centro no son regulares.

Ahora analicemos las soluciones generales de la ecuacién de Lane-Emden (sin suponer
que la densidad es proporcional a una potencia del radio). Para obtener soluciones en
las que el potencial y la densidad central son finitas, conviene introducir las siguientes
cantidades adimensionales:

Y

s = 70 \IJEO (2.3.18)

r 4 —-1/2
> b= <§7TG\I!6‘_1CH) , P(s) =

Notemos que dr = bds, por lo que la ecuacion (2.3.14)) se convierte en:

1 d [ ,d
- — ) = =3y" 2.3.1
s ds (S ds) 3% (23.19)
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lo cual es la ecuacién de Lane-Emden re-escalada que cumple con las condiciones iniciales:
1 (0) = 1 (por definicién) y di/ds|o = 0 (pues la ausencia de una singularidad en el centro
significa que la funcion es suavdﬂ en ese punto, y si la derivada no fuera 0, al hacer una
rotacién hipotética de la grafica en un sélido de revolucion en tres dimensiones tendria un
pico en el origen, y por lo tanto, no seria suave). Generalmente esta ecuaciéon no puede ser
resuelta en términos de funciones elementales, pero hay tres casos en los que se admiten
soluciones analiticas:

En el caso n = 0 (densidad constante) se integra directamente dos veces para dar:
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Yls)=1-, (2.3.20)

en el caso n = 1 la ecuacién de Lane-Emden se vuelve la ecuacion lineal de Helmholtz [21]

con solucidn:
sin \/gs

s , 2.3.21
wis) = T (2321)
y en el caso n = 5 el cual es conocido como el modelo de Plummer el potencial es:
1
U(s) = — (2.3.22)

V1+s2

Los primeros dos casos corresponden a modelos con radio finito, mientras que el iltimo
caso es un modelo con radio infinito pero con masa finita, pues:

1 ,dd\ b ,dY b 2 by
Moo =7 Yim ( %) o ( d—) =G M repr =g 3%

Los modelos que generalmente se usan para modelar sistemas estelares son los politropos
con n < 5. El politropo n = 1.5 (7 = 5/3) se usa para modelar estrellas adiabaticas
con presioén causada por un gas con consideraciones no relativistas. El politropo n = 3
(v = 4/3) se usa para modelar estrellas adiabéticas con presién causada por un gas
ultrarelativista (gas en el que la mayoria de las particulas tienen velocidades cercanas a
la de la luz). Para un estudio més extensivo de los casos de n que no tienen solucién
analitica ver |22].

Se puede considerar el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para resolver la
ecuacion de Lane-Emden numéricamente, introduciendo una funcién w(s):

v _ _w

as * (2.3.24)
- = 31/}”327

ds

Sdiferenciable y con sus derivadas continuas
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el cual es un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias entre ¥ y w con
condicién inicial ¥(0) = 1,w(0) = 0, el cual puede ser resuelto numéricamente con ayuda
del método de Python odeint:

def LaneEmden(U,x,n):
return [-U[1]/np.power(x,2) ,3*x*x*np.power (U[O] ,n)]
xi = np.arange(1E-5, 6, 0.00001)

yo = [1.0,0.0]
for n in range(6):
sol = odeint(LaneEmden, yO, xi, args=(n,))

Las soluciones que se obtienen mediante integracién numérica de este sistema se ilus-
tran en la figura [2.6]

Lane-Emden para distintas n

wir)

Figura 2.6: Resolucién numérica del sistema de ecuaciones para diferentes valores
de n. Puede observarse que al aumentar n el radio en el cual el potencial se hace cero
aumenta. Los politropos con n < 5 tienen radio finito, mientras que los politropos con
n > 5 tienen radio infinito.
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Capitulo 3

Sistemas estelares perturbados

En el capitulo anterior se estudiaron los sistemas estelares esféricos y estaticos, y pu-
dimos darnos cuenta de que distintas configuraciones (la forma en la que las estrellas
estdn distribuidas en el espacio-fase 6-dimensional) dan lugar a distintos potenciales. En
resumen, la distribucién del sistema da lugar a un potencial que es inherente al siste-
ma estatico mismo, que en el caso de los sistemas estelares isotrépicos corresponden a
potenciales centrales.

En este capitulo se estudiara la estabilidad de un sistema estelar esférico frente a per-
turbaciones (desviaciones del estado de equilibrio del sistema) no necesariamente esféricas,
las cuales son dependientes del tiempo y con amplitud suficientemente pequena tal que se
pueden despreciar los términos cuadraticos y de orden superior. Un sistema en reposo al
cual se le aplica una perturbacion responde a esta perturbaciéon de manera que las com-
ponentes del sistema cambian provocando potenciales, densidades y DF’s de respuesta,
por lo que una manera de analizar las perturbaciones del sistema es suponiendo la forma
de las perturbaciones de respuesta, y no necesariamente suponer la forma del potencial
externo (uno puede ignorar la causa para enfocarse en el efecto), lo cual tiene sentido pues
al perturbar un sistema se perturban sus elementos alterando su masa, densidad y por lo
tanto, su potencial.

En la primera seccién se explicarda como hacer un andlisis lineal de la DF que es
sometida a una perturbacion, obteniéndose la version linealizada del sistema de ecuaciones
Vlasov-Poisson.

En la segunda seccién se partird de la ecuacion linealizada de Vlasov, de la cual
obtendremos al dividir la DF del sistema perturbado en una parte par y una impar con
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respecto al espacio de las velocidades un criterio que ayudara a verificar la estabilidad
de los sistemas estelares isotréopicos con una DF mondtona decreciente con respecto a
la energia. Esta ultima suposicion quiere decir fisicamente, que los estados con menor
energfa son los més poblados (hay més estrellas). Mds precisamente, este criterio consiste
en verificar la positividad de un funcional Wy[f;] cuadratico en la DF de perturbacién
linealizada f;, llamado el funcional de Antonov, y se demostrara que bajo las suposiciones
mencionadas en la DF no perturbada del sistema estelar, este funcional es positivo, con
la excepcion de ciertos modos cero que corresponden a boosts de Galilei.

En la tercera seccion se da un resumen de los resultados mas importantes de este
capitulo, y sus implicaciones para la estabilidad lineal de los modelos presentados en el
capitulo anterior.

En los apéndices A,B y C se presentara una forma alternativa de analizar la estabilidad
del sistema estelar ante perturbaciones radiales, la cual involucra integrales sobre las
trayectorias del sistema no perturbado. De esta forma se deriva el criterio del operador
de Schrodinger, cuya positividad implicaria una condicién suficiente de estabilidad, pero
como veremos con el método numérico del shooting, esto no necesariamente tiene que
suceder, y hasta el presente, no hemos encontrado una manera de demostrar la estabilidad
lineal con este método.

El material de este capitulo se basa en las referencias 1], [14], [15], [8] v [10].
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3.1. La ecuacion de Vlasov linealizada

En el capitulo [2 se introdujeron la DF f(x,v) y el potencial ®(x) de un sistema
estelar estatico en reposo. Como ahora se van a considerar perturbaciones del sistema,
en este capitulo estos simbolos van a tener un significado distinto, donde f = f(¢,x, V)
y ® = ®(t,x) van a denotar la DF del sistema perturbado, y el potencial del sistema
perturbado, respectivamente, mientras que la DF del sistema sin perturbar y el potencial
del sistema sin perturbar van a ser denotados como fy(x,Vv) y $o(x) respectivamente.

Ahora, vamos a someter al sistema a una perturbacién pequena debida a un potencial
de perturbacién ®4(t,x), el cual va a generar una DF de respuesta fi(t,x,v). Por consi-
guiente, la DF f(¢,x,v) y el potencial ®(¢,x) del sistema perturbado pueden expresarse
COmo:

flt,x,v) = fo(x,v) + €fi(t,x,V); O(t,x) = Po(x) + €Dy (t,x), (3.1.1)

donde 0 < € < 1 es un parametro pequeno. Entonces la DF es igual a la suma de la DF
original no perturbada fyo(x,Vv), méds una DF perturbada €f;(t,x,v), y lo mismo ocurre
con el potencial ®(t,x).

Como ya se habia mencionado, la DF no perturbada fo(x,v) y el potencial no pertur-
bado ®y(x) satisfacen el sistema de Vlasov-Poisson estacionario (2.1.23)) y (2.1.24)). Con
la notacién del presente capitulo, este sistema es:

{Hy, fo} = 0; Ady(x) = 47G | fo(x,v)d’v, (3.1.2)
R3

donde recordemos que podemos suponer la masa de la particula igual a 1 (m = 1).
Queremos ahora obtener la versién de la ecuacion anterior pero para nuestro sistema

perturbado, y esto se puede hacer notando que la hamiltoniana H del sistema perturbado
se obtiene simplemente agregando el potencial de la pequena perturbacion:

H = HO —|— ECI)l, (313)

por lo que sustituyendo (3.1.3]) en la ecuacién de Vlasov (2.1.15)), teniendo en cuenta que
ahora f es la DF del sistema perturbado definida en ((3.1.1)):

o(fo+
w+{1{0+6@17f0+€f1} =0, (3.1.4)
y agrupando los términos en potencias de € tenemos:
0 0
O\ (o o} + ¢ |22k (o, 1) 4 00 o} ]+ ey =0 (3.1.5)
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Como restringimos el andlisis a perturbaciones lineales, se pueden ignorar los términos
de orden superior a €. Los términos de orden 0 en € en la ecuacion anterior son 0 de
acuerdo a la ecuacion , y el hecho de que fy no depende del tiempo ¢. Los términos
lineales en € implican que:

%‘F{Ho,fl}"‘{@l,fo} =0, (3.1.6)

la cual es conocida como la ecuacién de Vlasov linealizada. Dado que fi(t,x,V)
corresponde a la perturbacion en la DF generada por el potencial perturbador ®4(¢,x), y
dado que la ecuacion de Poisson es lineal en @ y f, por autoconsistencia se debe satisfacer:

A®,(t,x) = 4nGpy(t,x) = 47G | fi(t,x,v)dv, (3.1.7)

R3
donde llamaremos a p;(t,x) la densidad de respuesta.

A continuacién queremos expresar la ecuacién linealizada de Vlasov en términos de
derivadas totales, asi como entender el significado fisico de éstas. Por tal motivo, se empe-
zara con el caso del espacio de configuraciones de la fisica de fluidos, el cual posteriormente
se generalizara al espacio-fase 6-dimensional.

Un sistema en el cual hay trayectorias fluyendo en un espacio fisico puede ser visto
desde un enfoque euleriano o desde uno lagrangiano: en el enfoque euleriano se fija un
elemento de volumen del espacio, y se describen los cambios que suceden en éste durante
el tiempo estudiado, mientras que en el enfoque lagrangiano se sigue un elemento mévil
del fluido a través del tiempo. La relacion entre estos dos enfoques se da por medio de la
derivada total d:

d 0
a - §+V.V . (3.1.8)
~—~

Enfoque lagrangiano Enfoque euleriano

Por ejemplo, si la funcién escalar a la que se le aplica el operador anterior fuera la tempe-
ratura 7'(¢,x) de un cuerpo de agua, es claro que el cambio total en la temperatura de un
objeto moviéndose es igual al cambio de temperatura en un elemento fijo %_:tr (por ejemplo,
el sol calentando el cuerpo de agua), mas el cambio de temperatura debida al movimiento
mismo del cuerpo en la trayectoria determinada por su velocidad v (pues la temperatura
varia con la posicién, y al moverse con cierta velocidad en cierta direccion esta variando la
posicién y por lo tanto la temperatura); ademds dentro de este espacio fisico hay infinitas
trayectorias, por ejemplo, un nadador que elige una de estas trayectorias estaria “creando”
la hamiltoniana de sus ecuaciones del movimiento al impartir fuerzas que lo impulsen en
la trayectoria que eligié, por lo que asi como el nadador eligié su trayectoria, uno puede
elegir la trayectoria que méas le convenga, la cual en muchas ocasiones es la trayectoria
determinada por la hamiltoniana.
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av

Yolume JV
T T y

T "_\‘\

Figura 3.1: A la izquierda el enfoque euleriano (dejar fijo un elemento infinitesimal de
volumen), a la derecha el enfoque lagrangiano (seguir el elemento de fluido a lo largo de
la trayectoria) [23].

Esto nos interesa pues las trayectorias de las particulas debidas a los potenciales en
la mecdnica pueden ser también entendidas como flujos hamiltonianos (“corrientes” que
siguen las particulas debido a las ecuaciones del movimiento definidas por la hamiltonia-
na), pero en este caso debemos de pensar estos flujos no como un flujo tridimensional en
el espacio fisico usual de la dinamica de fluidos, sino como el flujo extendido a las seis
dimensiones del espacio-fase, por lo que:

d 0
= =~ 4 XV, 3.1.9
dt ot ' ( )
~—~ ~———
Enfoque lagrangiano Enfoque euleriano

donde X es el vector tangente creado por el flujo (ver las ecuaciones (2.1.7) y (2.1.8))).

Podemos definir mds formalmente el flujo hamiltoniano ¢!, como una funcién que
mapea el estado inicial (xg,vo) = (x(0),v(0)), al estado que le corresponderia al dejar
“fuir” la solucién, un tiempo ¢, a lo largo de las soluciones impuestas por la hamiltoniana
del sistema mecénico, es decir, p'(xq, vo) = (x(t), v(¢)). Por definicidn, este flujo satisface
" = id (la identidad) y la composicién de funciones es p'o@® = ¢! (el flujo o desarrollo
del sistema se puede ver como un cambio aplicado un tiempo ¢, seguido de otro cambio
aplicado un tiempo s, lo cual es lo mismo que si se aplicara el cambio del sistema un
tiempo t + s ).

En la notacion del flujo hamiltoniano, podemos expresar la derivada total de una
funcién f(t, ¢'(x,v)) como:

df _d,. _9f
o= g6 xv)) = o0+ {H, (3.1.10)
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Lo anterior es el cambio en la funcién f que un observador experimentaria si se estuviera
moviendo a lo largo de las trayectorias ¢'(x,v) (enfoque lagrangiano) definidas por la
hamiltoniana H. Por ejemplo, con esta notacién la DF de reposo f, cumple con la ecuacion:

dfo 3fo
— = H, = 0. 3.1.11
Si analizamos la funcién f; desde el punto de vista de la hamiltoniana H, que genera

las trayectorias no perturbadas del sistema, tenemos entonces que la derivada total de f;
con respecto a la trayectoria no perturbada es:

df _ Oh
= H 3.1.12

S {Ho f1), (31.12)
ecuacion la cual nos da el cambio en la DF de respuesta a la perturbacién f; vista desde
la perspectiva (lagrangiana) de un observador que recorre las érbitas no perturbadas.

Usando la observaciéon (3.1.12)) podemos obtener la DF linealizada f;, mediante una
integracion de las trayectorias no perturbadas. Para llevar a cabo este proceso, empecemos
sustituyendo (3.1.12)) en (3.1.6)), llegando a:

dfi
dt

9fo

—{®1, fo} =V - v

(3.1.13)

Dado que estamos trabajando con una DF isotrdpica no perturbada fy = Fo(E),
podemos simplificar el dltimo término a la derecha de (3.1.13)) usando la regla de la

cadena :
df1 B dFO

=2 (v V). (3.1.14)

Luego, podemos expresar ®;(¢,x) como una derivada total:
dd, 8@1
hln d 3.1.15
i o YV (3.1.15)

y despejando el término v - V®; en la ecuacién anterior, y sustituyéndolo en (|3.1.14)

obtenemos:
dfl B dFO (d@l(t,X) B 8@1(t,x))
y .

o T dE 7 3 (3.1.16)

Las expresiones anteriores como ya habiamos dicho, las podemos integrar a lo largo de
las trayectorias no perturbadas y(t) = (x(t), v(t)), obteniendo asi, la DF linealizada fi:

ﬁmmmwmzﬁ@mmwm+4§@0f%x@>ii@m»)w@lm
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Dado que Fj depende unicamente de E que es constante a lo largo de la trayectoria
v, podemos llevar a cabo la integral sobre el primer término, obteniendo:

ol x(0),¥(1)) = F2(0,%(0),v(0)) + {@(t,x(t)) ~ 3,(0,x(0)) - / a—(s,x<s>>ds} |

En términos del flujo hamiltoniano ¢! podemos reescribir esta ecuacién de la forma:

fl(tv gpt(}g V)) - f1<07 X, V)

+ % |:(I)1(t,7T(g0t(X,V))) — ®,(0,x) — i %(s,w(gps(x,v))dsl ,
(3.1.19)

donde 7 denota el mapeo: (x,V) — X.

La ecuacién anterior vale para todos los puntos (x,v) del espacio-fase, por lo que
podemos obtener f;(t,x,v) reemplazando (x,v) por p ' (x,v) = (x(—t),v(—t)) en cada
miembro de la ecuacién anterior (“retrocedemos” por un tiempo t):

filt,x,v) = [1(0,¢7"(x,v))
dFO

G [0~ 0w xv)) [ Tl )|

(3.1.20)

lo que provee una férmula explicita que permite calcular fi(¢,x,v) a partir del potencial
perturbado ®4(¢,x), del flujo hamiltoniano no perturbado y del dato inicial f;(0,x, V)
para la DF linealizada.

Podemos abreviar la férmula anterior al introducir la funcidn:

dF,
Io(x,v) = f1(0,x,v) — d—E"cbl(o,x), (3.1.21)
tal que la ecuacion (3.1.20)) se expresa como:
dF, LoD
A%, v) =o' (x,v)) + d—EO [Cbl(t,x) - / a—;(s,n(wt(x, v))ds|.  (3.1.22)
0

Notemos que el primer término a la derecha de describe una solucién ho-
mogénea de la ecuacién de Vlasov linealizada (se dice que una funcién f es solucién ho-
mogénea de la ecuacion linealizada de Vlasov si %—{ + {Hy, f} =0), ya que %i(x’v)) =
—{Hy, Ip}. Si sustituimos la ecuacién anterior en (3.1.7) obtenemos una ecuacién lineal
integro diferencial para ®;(t,x), la cual serd vital en el método alternativo desarrollado

en el apéndice B.
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3.2. El principio variacional de Antonov

En la seccién anterior se introdujo el sistema linealizado de Vlasov-Poisson y una
forma de calcular la DF linealizada f; a partir del potencial perturbado ®.

El objetivo de esta seccion es demostrar que los sistemas estelares isotrépicos que
cumplen con que la derivada con respecto a la energia es estrictamente negativa en el
interior de su configuracion, es decir:

Fy(E) <0 para Fy(E) > 0, (3.2.1)

satisfacen un criterio el cual da pie a demostrar la estabilidad lineal ante perturbaciones
lineales radiales (teorema de Doremus-Feix-Baumann, ver el teorema abajo) y ante
perturbaciones lineales no radiales (teorema de Antonov-Lebovitz, ver el teorema [3.2.6]
abajo).

En este apartado vamos a partir de la ecuacion linealizada de Vlasov , y des-
pués de una serie de manipulaciones llegaremos a un funcional, llamado el funcional de
Antonov, que nos ayudard a probar la estabilidad de los modos radiales y més adelante
de los modos no radiales también.

Para realizar esta serie de manipulaciones, notamos primero las siguientes dos propie-
dades del paréntesis de Poisson:

Lema 3.2.1. Sean A,B,C : I' — R funciones dos veces continuamente diferenciables.
Entonces el paréntesis de Poisson cumple las siquientes dos propiedades:

{AC, B} = {A, B}C + A{C, B}, (3.2.2)

{f(B), A} = f(B{B, A} ={B.f(B)A},  VfeC*R). (3.2.3)

Demostracion. La ecuacién (3.2.2)) se demuestra con la regla de Leibnitz.

La primera igualdad de la ecuacién (3.2.3]) se demuestra con la regla de la cadena:

B A = g =8y "oy "9x —9x 0B v ov 0B a—X:f“BH(Bg’ﬁ)-
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Para demostrar la segunda igualdad también se usa la regla de la cadena:

, oB [0A oB ,, oB [(0A ,, oB ,,
@ = 57 (Germ - all ) - 5 (Gorm) + A% ).
(3.2.5)
donde los términos con f”(B) se eliminan, quedando verificada asi la segunda igualdad.
]

También notamos las siguientes dos propiedades del paréntesis de Poisson:

Lema 3.2.2. Sea D C I' un subconjunto del espacio-fase I' con frontera suave 0D, y sean
A, B,C :T" = R funciones dos veces continuamente diferenciables que son cero sobre 0D.
Entonces el paréntesis de Poisson cumple las siguientes dos propiedades:

/d3xd3v{A,B}:o, (3.2.6)
D

/d3xd3vA{C, B}:/ dBXdSVC{B,A}:/dBXdSVB{A, C}, (3.2.7)
D D D

Demostracion. La ecuacién (3.2.6) se demuestra usando el teorema de la divergencia de
Gauss:

0A 0B 0A OB
34 73 _ Seddv (22 .22 74
/Ddde{A,B}—/Ddxdv(av % Ox 8\/)
UL i [2 (408 pPAY L 0 (oA 0B
_2/DdXdV{8v (Aax Bax +3x B@V 8V
1 0A 0B 0B 0A
=3 e e (75 a5 ) o (05 -5 )]
(3.2.8)

donde (ny,ny) es el vector normal exterior a 0D, y do el elemento de drea de 9D. El
término de frontera se desvanece si A, B son cero en 0D.

La ecuacién ([3.2.7)) es una consecuencia inmediata de las dos identidades anteriores,
pues A{C, B} = {AC,B}+C{B, A}y [, &@xd*v{AC, B} = 0 (ya que AC' es una funcién
del espacio-fase que se desvanece en la frontera D).

O

Después de estos resultados preliminares, estamos listos para explicar el método de
Antonov.
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Primero observemos que toda funcién fi(t,x,v), puede ser escrita como:

fl(tax7 V) = f+(t,X,V) + f_(t,X, V)v (329)

donde f, es una funcién par sobre el espacio de velocidades v y f_ una funcién impar tam-
bién sobre el espacio de las velocidades v. Explicitamente estas funciones estan definidas
por:

filt,x,v) + fi(t, x, —V)‘
2 )

filt,x,v) — fi(t,x, —V)'

f_,_(t,X,V) = 9

fo(t,x,v) =
(3.2.10)

A continuacién sustituyamos nuestra nueva expresion para f en la ecuacion de Vlasov

linealizada , obteniendo:

% + % +{Ho, f+} + {Ho, f-} + F5(Ho){®1, Ho} =0, (3.2.11)

donde se usé la linealidad del paréntesis de Poisson y la relacién ((3.2.3)).

Ahora, recordemos que la derivada de una funcién par es impar, y la derivada de una
funcién impar es par entonces podemos notar que el paréntesis de Poisson {Hy, f_} =
V- ég = — V& - 2= es una funcién par del espacio de velocidades v (el primer término es
la multlphcamon de dos funciones impares dando una funcién par, y el segundo término
es la derivada de una funcién impar), y por el mismo motivo, los paréntesis de Poisson
{Ho, f+} y {®1, Ho} = — 2. % = —F}(Hy) %2 -v son funciones impares en v. Por lo que
si reemplazamos v por —v en llegamos a una ecuacion con los signos cambiados en
las funciones impares. Esta nueva ecuacién la restamos y sumamos a la ecuacion original

para obtener las dos ecuaciones siguientes:

) af-

f++{Hof} Do

+ {Hy, f1} + F)(Ho){®1, Hy} = 0. (3.2.12)

A continuacién, si derivamos la ecuacién de la derecha en (|3.2.12)) con respecto a t

obtenemos: an of 00
— + / 1 _
52 {HO, 5 } + Fy(Ho) { TR HO} =0, (3.2.13)

donde se esta usando el hecho de que:

{f }—{af }+{ ,%}, (3.2.14)

y que Hj es independiente del tiempo .
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Si sustituimos la parte izquierda de la ecuacién en para eliminar f =
llegamos a la ecuacion:

0*f_

ot?

— {Hy, {Ho, f_}} + F}(Hy) {8511 HO} = 0. (3.2.15)

Ahora expresemos ®; explicitamente en términos de la densidad perturbada p;:

t t
Oy (t,x) = —G/d3 ’ﬁl{_’;' —G/d3 'dBy ’f1|x Xxfl’) (3.2.16)
por lo que la derivada parcial de ®; es:
0P, (t,x) X'V O f1(t, x', V') d3x'd3v'
—_— = — = _— H X/ / @ 3 X/ /
ot G/ ’X—X" ot G ‘X ’[{ Oafl} +{ 1 fO} ]

(3.2.17)
donde la segunda igualdad es debida a sustituir df;/0t de la ecuacion (3.1.6)), y se esta
usando la notacién {Hy, fi }x v = {Ho, f1}(x/, V') para indicar la dependencia de variables
del paréntesis de Poisson.

Como ya habiamos dicho, f; se descompone como en la ecuacion (3.2.9)) en sus partes
par e impar con respecto al espacio de velocidades v, pero dado que los paréntesis de
Poisson {Hy, f+} v {®1, Fo} son funciones impares en el espacio de las velocidades, la
integral resultante en ambos términos a la derecha de es 0, asi que el unico
paréntesis de Poisson que sobrevive en esta integral es { Hy, f_}. De esta forma concluimos
que f_ obedece la ecuacion de segundo orden:

9% f_
a2

donde el operador integro diferencial L estd definido como:

+Lf =0, (3.2.18)

d3 /d3 /
LfE _{H()a{HU:f}}—i_GF(;(HO){/F( —/’{HOM}C}X V/7H0} (3219)

E)>0 |X -

donde podemos restringir la integral a la regiéon Fo(E) > 0 pues fuera de esta regién Fy y
F{ son cero. A continuacién nos restringimos a perturbaciones f; que tienen la propiedad
que son idénticamente cero fuera de la regién Fy(FE) > 0; es decir, nos restringimos
a perturbaciones internas a la configuracion. Notamos que para los modelos con radio
finito, esto no pone una restricciéon real dado que las perturbaciones son infinitesimales.
Maés precisamente, consideremos el espacio lineal Y de funciones f; que son suaves con
soporte compacto dentro del conjunto:

D ={(x,v) €T : Fy(E) > 0}, (3.2.20)
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De ahora en adelante, asumimos la validez de la condicién ({3.2.1]), propiedad que
sucedia en varios de los ejemplos dados en las secciones y en los modelos politropos
con indice politrépico n > 3/2 de la seccién .

Para analizar las propiedades del operador L definido en (3.2.19), introducimos el
producto escalar:

(f.g) = f;?(—d;;f*(x, Ve v),  fgey. (3.2.21)

Proposicién 3.2.1. El operador L es simétrico con respecto al producto escalar definido

en , es decir:
(f,Lg) = (Lf.g) (3.2.22)

para todas las funciones f,g € Y.

Demostracion. Como Hj es real tenemos {Hy, g*} = {Ho, g}*, asi que:
d3xd3 d3 /d3 /

(Lh9) == | Tm@) P~

{H()a f }x’ v’y HO}
(3.2.23)

XN Ho (Hou 7)) — G / d3xd3vg{

Usando la identidad (3.2.7]) y el hecho de que g tiene soporte compacto en D notamos

que:
d3xd3 d3xd3v
, {H07{H0 f}} / { 07f }{gvHO}

d3xd3
= /‘F’( )‘{Hmf}{HOag}

Ahora, si volvemos a usar la identidad (3.2.7) en el segundo término a la derecha de

(3.2.23)) llegamos a:

d3 /dS /
/d3Xd3Vg | |{H07f }x v’7H0 -
D

d3 /dS /d3xd3
// {H()?f }X V?{H(]?g}xv-

Con las consideraciones anteriores, obtenemos:

d3xd3v A3 3V dP*xd>v .
(Lh)= [ Gt Ky -6 [ [ 2T {Ho,f}x/,v/,{Hoégix;)

(3.2.25)
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Intercambiando los papeles de f y g y observando que (f,g)* = (g, f) y que |x —x/| =
|x’ — x| concluimos que (f, Lg) = (Lf,g). O

Definicién 3.2.1. Forma bilineal de Antonov. La parte derecha de (3.2.26]) se llama
la forma bilineal de Antonov W4l[f,¢g], tal que:

Walf, gl =(f.Lg),  f.g€Y. (3.2.27)

Con la forma bilineal de Antonov podemos definir el funcional de Antonov W,|[f]
como:

Walf, f1=(f,.Lf) =Walf],  feY, (3.2.28)

el cual expresado explicitamente es:

Pxdv , Ex PV BxdPy .
WA[f] /|F/< )||{ 05 f}| / {H07f}x’,v/7{H07f}x,v- (3229>

— X/

Observacion. Otra representacion del funcional de Antonov Wy[f] se puede dar al ha-
cer la sustitucién f = F{(E)g, y debido a la identidad tenemos que {fo,9} =
Fy(E)Y{Ho, g} = {Ho, Fj(E)g} = {Ho, [}, por lo que el funcional de Antonov también
puede expresarse como:

d3 /d3 /ddxdi’)

— x|

WAL = [ (o Mgt -G [

{F07 g*}x/,v/a {F07 g}x,v~
(3.2.30)

Usamoss la notacién Wi [f] y Wa[f] para referirnos al primer y al segundo término del
funcional de Antonov W4[f] respectivamente, es decir:

wilf)= | f}"(d ST (3.2.31)

d3 /d3 /d3xd3
x — x|

Walf ] = -G / {Ho. /" Yo {Hoo [} (3.2.32)

Tenemos que el primer término del funcional de Antonov es claramente siempre posi-
tivo:

Wilf] > 0. (3.2.33)

Con respecto al segundo término del funcional de Antonov Ws|[f], introducimos el
siguiente lema:
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Lema 3.2.3. El sequndo término del funcional de Antonov, Ws|f] es negativo, para toda
funcion f €Y, es decir:
Whlf] <0. (3.2.34)

Demostracion. Para probar esto, intoduzcamos la funcién:

d3X/{H0, f}x/w/

) =- 2.
5 (x,V) G/ e (3.2.35)
la cual satisface la ecuaciéon de Poisson:
Agf (Xa V/) = 47TG{H07 f}x,v’; (3236)

podemos pensar en {Hy, f} como una especie de “densidad” y en &y como si fuera un
“potencial gravitacional”.

También introduzcamos las funciones:

Ap(x) = / d*v{Ho, [}, (3.2.37)
y:
Zr(x) = / d*v'Ep(x, V'), (3.2.38)
donde notamos que:
AZ¢(x) = 4mAp(x). (3.2.39)

Combinando lo anterior tenemos:
Walf] = /d3xd3V'd3V§;‘Z(x, V) {Ho, f}xv

1 (3.2.40)

= /dSXE;(X)AJa(X) = R/dng}(X)AEJc(X),
y al hacer integracién por partes donde los términos de frontera se anulan (pues f € Y,
por lo que Z¢ tiene soporte compacto), con lo que llegamos a:

1 —
Walf] = ~ G d*x|VEZ;(x)* < 0. (3.2.41)
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Por lo tanto para demostrar la positividad del funcional de Antonov se tendria que
demostrar que el primer término (positivo) del funcional de Antonov domina al segundo
término (negativo) del funcional de Antonov.

Para analizar la cuestién de estabilidad lineal consideremos el problema de Cauchy
para la parte impar f_(¢,x,v) de la DF linealizada f;:

O+ Lf =0,
f=0)=1 (32.42)

U= (t = 0) = —{Ho, f1s} — Fy(Ho){®ui, Hy},

donde se denotan como f_; = f_; = f_(0,x,v) vy fui = f+(0,%,v) a las partes impar
y par respectivamente, de la DF inicial, y como ®;; = ®;(0,x) al potencial inicial de
perturbacion . El sistema es estable si f_ no crece sin limite cuando ¢ — oo.

El hecho de que la funciéon f_ no crece puede probarse si podemos encontrar alguna
norma ||.|| sobre un espacio adecuado tal que para cada funcién f_ solucién del problema
de Cauchy existe una constante C' > 0, tal que || f_(¢)|| < C, Vt > 0, el hecho de
que esto pase quiere decir que f_ no crece indefinidamente. Una situacién comun en varios
sistemas es que se puede encontrar una cantidad conservada en el tiempo positiva definida,
cabe mencionar que para probar estabilidad, la cantidad conservada debe ser forzosamente
positiva definida (como lo es la norma) pues si trabajdramos con una cantidad que no
fuera positiva definida podriamos tener una cantidad conservada en el tiempo de la forma
E(t) = A(t)? — B(t)*> = cte Vt, donde tanto A(t)? como B(t)? crecerian a la misma
razon, pero este tipo de sistemas no es necesariamente estable, pues cada una de sus
contribuciones podria crecer infinitamente.

Habiendo dicho lo anterior, si suponemos que el funcional de Antonov es positivo
definido, podemos definir la “norma” de la “energia” como:

B(t) = % K%—, %) WAL f]} >0, (3.2.43)

la cual es conservada pues:

0= (% 28 o o] (5 ) (% o) -0

lo cual implica que E(t) = cte = E(0) y E(0) es determinado por los datos iniciales. Por
lo tanto, si Wy es definido positivo, la f_ no puede crecer sin limite cuando ¢t — oo.

Una manera distinta de estudiar la estabilidad es buscar soluciones modales de la
funcion f_: o
f-(t,x,v)=e™f (x,v), (3.2.45)
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donde w € Cy f, no depende del tiempo. De la ecuacién izquierda de (3.2.12)) tenemos
que debido a que Hj es independiente del tiempo, la funcién par f(¢,x,v) también tiene
una dependencia modal con respecto al tiempo, es decir:

folt,x,v) = e ™ (x,v). (3.2.46)

Sustituyendo la forma modal (3.2.45) de f_ en la ecuacion (3.2.18) obtenemos el
problema de eigenvalores: A X
Wwf_.=Lf_. (3.2.47)

Ahora recordamos:

Lema 3.2.4. Los eigenvalores de un operador simétrico son reales.

Demostracion. Sea A un eigenvalor del operador lineal simétrico L, entonces existe un
eigenvector f (diferente de cero), tal que Lf = \f, por lo que tenemos:

0= (LS f) = (. Lf) = (AL F) = (LA = A ) = X f) = (A= X)(f. /), (3.2.48)
y dado que (f, f) # 0, tenemos A = A\*, lo cual pasa sélo cuando A € R. ]

Como ya se demostrd que L es un operador simétrico con respecto al producto escalar
definido en ({3.2.21]), podemos concluir que las frecuencias w de las soluciones modales
de la forma ([3.2.45)) deben ser tales que w? es real. Esto implica que w, o es puramente
imaginaria si w? < 0, o real si w? > 0. En el primer caso obtenemos un par de modos, uno
que crece exponencialmente y otro que decrece exponencialmente, por lo que el sistema
es inestable. En el segundo caso obtenemos un par de modos oscilantes. Entonces un
criterio de estabilidad es que todos los eigenvalores de L sean positivos. Para el caso
w = 0 podemos observar de la ecuacién que podriamos tener una soluciéon con
dependencia lineal en el tiempo, la cual crece infinitamente cuando ¢t — oo.

A continuacién saquemos el producto escalar del problema de eigenvalores (3.2.47)) con
la funcién f_, obteniendo asi:

W (fo, f2) = (Lf—, f-) = Wa[f]. (3.2.49)
De estas observaciones tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2. En un sistema estelar isotrépico que satisface la condicion , si el
operador de Antonov es positivo, es decir

Walf] >0, (3.2.50)
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para todas las funciones f_ € Y distintas de cero y que son impares en v, entonces el
sistema es linealmente estable. Ademds, si el operador L tiene un eigenvalor negativo el
sistema es inestable.

Observacion. Si se demostrara que Wu[f-| > 0, w serfa real, por lo que de la ecuacién
(3.2.46)) tendriamos que f, (¢,x,Vv) no crece indefinidamente.

Observacion. Para una funcion f_ € Y diferente de cero, decimos que tenemos un
modo cero cuando Wy[f_] = 0, el cual en teoria podria ser inestable, pero veremos un
poco mas adelante que el iinico modo cero del funcional de Antonov corresponde a un
boost de Galieli, por lo que no constituye una inestabilidad fisica.

Mads abajo, vamos a demostrar que W4[f_] > 0 para todo f_ € Y, analizando primero
los modos radiales y luego los modos no-radiales. Pero antes de esto introduzcamos las
traslaciones y los boost de Galieli, y demostremos que un boost de Galilei es un modo
cero del funcional de Antonov.

3.2.1. Traslaciones y boosts de Galilei

Consideremos una traslacién sobre el sistema, por el vector (constante) a € R3. Esto
quiere decir que desplazamos todas las estrellas del sistema por a, lo que es equivalente a
cambiar la DF f y el potencial ® a la forma:

fa(x,v) = f(x —a,v), D, (x) = d(x — a). (3.2.51)

Esto implica que la densidad p también cambia de acuerdo a p,(x) = p(x — a), debido a

su definicién ([2.1.34]).

Como las funciones (f, ®) con las que estamos trabajando son soluciones del sistema
Vlasov-Poisson y que este sistema es invariante bajo transformaciones de Galilei, entonces
sus traslaciones (fa, ®a) también son soluciones de este sistema de ecuaciones. De forma
mas general si se reemplaza a por Aa con A € R un parametro real se obtiene una familia
de traslaciones, a la cual se le puede sacar la primera variacién (la derivada de Gateaux).
Evaluando esta variaciéon en el potencial &, del sistema no-perturbado, obtenemos la
perturbacion lineal ante una traslacién:

P, (x) = di)\ /\ZOQDAa(x) = di)\ AZOCIDO(X—)\a) =Vy(x)-(—a) = %&-(—a), (3.2.52)
X

lo cual es proporcional a una combinacién lineal de los esféricos arménicos Y™ con

momento angular ¢ = 1, pues si escribimos en coordenadas esféricas el vector unitario
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x = (cos psind,sin psind, cos)) con su respectivo vector de posicién x = rX, y si hi-
ciéramos la traslacién del sistema igual a a = (0,0, 1) tendrfamos que a-X = cos¥) ~ Yo
Sia = (1,0,0), a-x = cospsind = WSinﬁ ~ Y4+ Y ysia = (0,1,0),
a-x~Y! -y .

Evaluando la primera variacion de la distribucion no-perturbada f;, obtenemos:
d d dF,

fl(X> V) = a )\:Of/\a<xv V) = 5 )\ZofO(X - )‘aa V) = v:):fO(X> V) ’ <_a) = _d_Ea ’ V(I)o,
(3.2.53)

donde notamos que la perturbacién f;(x,v) es una funcién independiente del tiempo par
en el espacio de las velocidades.

La primera variacién en la densidad es:

p(%) = S pral) = 2| polx — a) = Vpo(x) - (~a). (3.2.54)

Ahora para demostrar que la densidad de traslaciéon anterior cumple con la version
linealizada de la ecuacién de Poisson (3.1.7)) introduzcamos el siguiente lema:

Lema 3.2.5. La derivada de la densidad de reposo py(®g) con respecto al potencial de
reposo Pg es:

dpo N
—_ = F,(FE 2.
g /d vE, (F), (3.2.55)

donde E = %vg + Dy.

Demostracion. Tenemos que la densidad de reposo es por definicion:

1
PO(CDO) = /d3VF0 (51}2 + @0) y (3256)
por lo que al derivar obtenemos:

d / /
o _ /d3vF0 (E) = —/d3v|F0(E)|. (3.2.57)
d®,

Con ayuda del lema llegamos a que:

d
AD, = —a-V(Ady) = —a- V(4rGpy) = —4rnGa - %wpo
0
ArGpy = 47TG/d3Vf1(X, v) = —4nGa- V(I)o/dngé(E) = —4rGa - %V@O,
0

(3.2.58)
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por lo que ®; cumple con la ecuacién linealizada de Poisson.

Observacion. Una traslacién en el funcional de Antonov por un vector constante a
también es un modo cero, pero es un modo cero trivial del funcional de Antonov pues se
tiene que f- =0y f. = —%V@O -a, lo cual también satisface las ecuaciones linealizadas

de Vlasov-Poisson.

Ahora, pasemos de analizar traslaciones a analizar un boost de Galilei, el cual esta
definido por la transformacién de coordenadas:

x'=x— Vi, vV=v-V, t'=t, (3.2.59)

donde V es la velocidad del boost. Aplicar un boost de Galilei al sistema estelar significa
sumar a todas las velocidades de las estrellas la velocidad V del boost, sin olvidar que
también se tiene una consecuencia en las coordenadas espaciales debidas al boost, que al
transcurrir un tiempo t se habran desplazado de su posicién original x a x — Vt, por lo
que la DF fq y el potencial correspondiente ® después de aplicar el boost a (f, ®) son:

foy(t,x,v) = f(t,x — Vt,v = V), Do, (1,x) = O(t,x — V). (3.2.60)

Como estamos trabajando con DF’s f y potenciales ® que satisfacen las ecuaciones de
Vlasov-Poisson, las cuales son Galilei-invariantes, entonces el par (fg,,, g, ) también es
solucion del sistema Vlasov-Poisson. Tomando una familia de boosts de Galilei reempla-
zando V por AV con A € R un parametro real, tenemos que al sacar la primera variacion
(la derivada de Gateaux) de una solucién esférica y estatica (fo, Po) es:

d _ dF dF,
fl(t, X, V) = a )\:()FO(X — )\Vt, VvV — )\V) = —@VCI)O -Vt — EV . V, (3261)
y aplicando el boost al potencial llegamos a:
d
Oy (t,x) = ﬁ’AZO%(X _AViE) = Vi, - Vi, (3.2.62)

Proposicion 3.2.2. El boost de Galilei determina un modo cero para el funcional de
Antonov.

Demostracion. De la ecuacion (3.2.61)) podemos observar que para un boost de Galilei
tenemos que:
dFy dFy

filt,x,v) = —d—EV(I)O - Vt, f-(t,x,v) = AR V, (3.2.63)
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y con un poco de algebra se verifica que:

ofs

y:
% +{Hy, f+}+ F{(E){®1,Hy} = 0— Fy(E){Hy,V®-Vt} — F})(E){V®y-Vt, Hy} =0,

(3.2.65)
por lo cual el boost de Galilei cumple con la ecuacién linealizada de Vlasov.

Ademas, el boost de Galilei se satisface la ecuacién linealizada de Poisson pues:

d
A, = —Vt-V(ADy) = —Vt - V(4rGpy) = —47GVt - %wbo, (3.2.66)
0

y por otro lado:
AdrGp, = 47rG/d3vf1 (x,v) = —47GVt - V(I)O/d3vF0’(E) — 47rGV - /d?’vvFé(E)

dpo
= —4nGVt- —Vo
™ d(I)O 0

(3.2.67)
donde la segunda integral se hizo cero por ser la integral de una funcién impar.

Al ser f_ del boost de Galilei una solucién de las ecuaciones linealizadas de Vlasov, tal

que a;f{ = 0 podemos decir por la ecuacion (3.2.18]) que el boost de Galieo es un modo
cero del funcional de Antonov. m

Mas adelante demostraremos que un boost de Galilei es el inico modo cero del fun-
cional de Antonov, por lo que se tiene estabilidad lineal incluso cuando w = 0.

En las dos subsecciones siguientes se muestra que el criterio de estabilidad se satisface,
tanto para los modos radiales como para los modos no radiales.

3.2.2. Modos radiales

En esta subseccion probaremos la positividad del funcional de Antonov para funciones
impares y radiales. La demostracion es larga, y para aliviarla un poco empezamos con los
siguientes dos lemas sobre la densidad de reposo pg, los cuales seran vitales.
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Lema 3.2.6. La densidad de reposo py puede ser expresada como:

polx) = / VIR(E) (3.2.68)

donde v, es la componente radial de la velocidad v.

Demostracion. Para probar este lema, partamos de la identidad:

% [V (E)] = 3Fy(E) + Fy(E)|v], (3.2.69)

la cual al ser integrada sobre v (sobre R?) y usando el teorema de la divergencia de Gauss
(notando que los términos de frontera se anulan pues Fy(E) = 0 para E grande):

1 isotropia
po(x) :/ PvFy(E) = ——/ PPVEF}(E)|v]? =P / V| EFj(E) 2. (3.2.70)
R3 3 Jgrs R3
[
Lema 3.2.7. La densidad de reposo py puede expresarse de la forma:
1 {H07{H07TUT}} 18@0
= — — : 2.71
po ArG { TV * r or (82.71)
Demostracién. Notemos que conociendo r, E, L podemos obtener v? = 2(E — Vi(r)),
donde V7(r) es el potencial efectivo:
L2

pero falta la informacion del signo de v,.. Lo anterior no importa para una funcién par en
el espacio de velocidades, pues el signo es “absorbido”, por lo que para una funcién par
podemos asumir que v, = v,(r, E, L).

Para toda funcién A(r, E, L) el paréntesis de Poisson con la hamiltoniana del sistema
no perturbado es:

DA
{Ho, A} = 0.5 (3.2.73)

Como la funcién v,.{Hy, {Ho, v, }} es una funcién par, por lo tanto podemos suponer

v, = v,.(r, E, L), por lo que al aplicar (3.2.73) obtenemos:
O(rvy, 0 a(rv,
(rv >} _ [ (rv.)

or " or or

9 ’ 9 "
} = v (3v,0,. + 10, + T,0,).

UT‘{HOJ {H07 TUT}} - UT‘{H07 Uy
(3.2.74)
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Usando la definicién con signo positivo v, = ++/2(E — VL(r)) y calculando las deri-
vadas de la ecuacion ([3.2.74) explicitamente llegamos a:

—®& + L*/r3 N (—®p + L?/r?)? N v (=) — 3L /rt) — (=D + L?/r?)?
r rv

2
(% 3’U7« r ’

U3

Uy 'U,% r

(3.2.75)
donde podemos observar que los términos en los que aparece el momento angular L se
eliminan, dando lugar a:

v, {Ho, {Ho, 70, }} = v (—=3®) — r®) . (3.2.76)

Dividiendo entre r y usando la ecuacién de Poisson obtenemos:

Ur{Ho, {Ho,T"UT}} _ 1}2 |:_ 82<D0 3 8@0:| _ 1}2 |:_ 1 8@0

r " Croor

or? r Or

Ahora viene el teorema principal de esta subseccion:

Teorema 3.2.3 (Doremus-Feix-Baumann). (ver [10] y [11]) El funcional de Antonov
Walf-] en un sistema estelar que cumple la condicién satisface la desigualdad:

Walf-] >0 (3.2.78)
para toda funcion f_ €Y impar y radial.
Demostracion. Como f_ por hipdtesis es radial, es una funcién que depende solamente

de r,v,, E, L. Ademés como FE y L son pares en v, y ya que f_ debe ser impar, podemos
expresar f_ de la siguiente forma:

f-(x,v)=uv.F(r,E, L), (3.2.79)
con F una funcién arbitraria de r, F, L.

Luego introducimos la funcién p = p(r, E, L) de la siguiente manera:

F(r,E, L)

M(T,EaL)EW7
0

(3.2.80)

de tal forma que:
[-(x,v) =0, F(E)ru(r, E, L). (3.2.81)
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Ahora, como {Hy, f_} es una funcién par en el espacio de las velocidades v, el signo
de v,, como ya habiamos mencionado, no importa, por lo que podemos suponer que
v, = v.(r, £, L) es una funcién de r, E, L en {Hy, f_}, vy aplicando la ecuacién ({3.2.73)
para A = f_ obtenemos:

O(rv.p)

{Hy, -} = Fy(B)o. " = R(B){Ho, ru). (32:82)

Al sustituir (3.2.82) en ([3.2.31]) obtenemos el primer término del funcional de Antonov
Wi[f-] para una funcién f_ radial:

Wilf-] = /dSXd3V|F6(E)|{H[),TUT[L}2. (3.2.83)

continuacién nos enfocaremos en el segundo término del funcional de Antonov
A t f | do t del f 1 de Ant
Ws[f-], dado por la ecuacién (3.2.32)), y realizando lo mismo que se hizo en la ecuacién

(3.2.41)), pero ahora usando {; = &, esférico, obtenemos:

1) 06, ) 1 06(x,v) |
W?[f—] - _a/ or or T2d7’d3Vd3 = —R/d:;X'/ngV'
(3.2.84)

Tomando en cuenta la simetria esférica de £ | y las férmulas (2.2.8)2.2.9)), tenemos:

0&(x, v/ 4nG " G
O] L sttt f e = G [ i Y (G289
or r 0 7 JB,(0)

. T . .
donde podemos interpretar 4w fo dss?{Hy, f_}x. como una especie de “masa” del siste-
ma.

A continuacién sustituyamos ((3.2.85)) en la ecuacion ((3.2.84)) llegando a:

> dr

Wg[f_] = —167T2G/ ) |:/ d882{H0,fi}x7V/:| |:/ dSSQ{H[)af—}x,V d3Vd3V/-
o T 0 0
(3.2.86)
La expresion anterior puede ser simplificada ain ma&s, para esto introduzcamos el
siguiente lema:
Lema 3.2.8. La integral de la ecuacion sobre el espacio de velocidades v’ es igual

a:

/ d?’V’MZZIWG/ V'V 2 F(E)rp (3.2.87)
R3 or R3
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Demostracion. Empecemos integrando la definicién de %

,0E(x, v G ,
/R3 d3V §(7> = ﬁ/ " dSy \/R?) dSV {Ho,f,}y’v/. (3288)

Ahora aplicamos la féormula (3.2.8) al dominio D = B,(0) x R?® con vector normal
(fix, y) = (1x,0), obteniendo asf:

ok(x,v) G 0H, of-
v > L — 3 _ — H, ) 2.
/R3 " 2r? /aB,-(o) “y /RS TV < v’ I "oV’ vV (3289)

Integrando por partes con respecto a la variable v/ obtenemos:

/ 8 V) G / do, / Pyl fo B g [ BBy (3.2.90)
R3 9B, (0)

or r2 RS

donde los términos de frontera son 0 pues f_ decae en la frontera (aqui hay que tener
cuidado qué frontera se estd considerando, f_ decae en la frontera de v pues se estd
considerando |v| — oo, pero no en la frontera x pues esta frontera es resultado del calculo
del potencial, el cual claramente se puede calcular en todos los puntos del espacio, por lo
que f_ no se anula en este caso).

O
Aplicando el lema [3.2.§] (el lema anterior) a (3.2.84) obtenemos:
2
Whlf-] = —47TG/d3x Ey(E)Yrv?(r, B, L)u(r, E, L)d*v (3.2.91)

Para demostrar la afirmacion del teorema, tenemos que mostrar que Wy [f_]+Ws[f_] >
0. Para esto usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

‘/ v)B*(v (/]A PdPv ) </|B(v’)|2d3v’), (3.2.92)

con A = /|F§(E)|rv,u, B* = \/|F{(E)|v, y obtenemos:

Walf-] > /d?’xdgvlZ*};(E)]{H'O,rv,ﬂu}2

— 4nG / d*x { / |F6(E)|U3M2<T,E,L)T2dgv] { / |F(§(E’)|v;2d3v’} .

(3.2.93)




3.2. El principio variacional de Antonov 63

Aplicando el lema [3.2.6| en la desigualdad anterior llegamos a:

Walf-] > / dPxd*v|EF)(E)|{Ho, rv,u}? — 4G / Exd*v|F)(E) 02 i*r?pe.  (3.2.94)

Eliminando la densidad py de esta expresion, usando la ecuacién ([3.2.77)) obtenida del
lema [3.2.7] lo que la desigualdad resulta en:

Walf-1> /d3xd3V|F(l)<E)| [{Ho,T?)rlu}? + 1%ro, ({HO, {Hy,rv,}} +UT%>} _

(3.2.95)

Luego, aplicando las ecuaciones ([3.2.7)) y (3.2.3) al paréntesis de Poisson del segundo
sumando obtenemos:

[0
Walr-) 2 [ dxavIFEN | (Hosronl = (Ho. o} oo} + o0

or
(3.2.96)

Finalmente, usando la ecuacién (3.2.2) tenemos que: {Hy, u?} = 2u{Hy, pu}, vy que
{H0> ,u2’f’1)r} = {H07 :u2}7nv7“ + {HD7 TfUr}luz y {H07 ,LL’I“’UT}2 = (TUT{HO? ,u} + /J{Hm TUT}>27 por
lo que concluimos:

(3.2.97)

Walf-] > /dgxd3v|F6(E)|7’2vf [{Ho,,u}2 + M—Q%} :

r Or

Dado que 0%, /0r es positivo como podemos verificar de la ecuacién (2.2.9)), la expre-
sion anterior es claramente positiva:

Walf-] 20, (3.2.98)
lo cual concluye la demostracién del teorema. O

Observacion. Uno puede percatarse que:

2
Walf_] > / dxdiv|B(B) |2t 220 (3.2.99)

r or’
y recordando la relacion (3.2.81)) entre f_ y u, y la definicién del producto escalar, podemos

reescribir la expresién anterior en la forma:

Walf-] > (f-,qf-), (3.2.100)
para todo f_ radial e impar, donde:
109

q(r)=-—>=. (3.2.101)
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De hecho, podemos reforzar ligeramente el resultado anterior, quitando la hipétesis de
que la funcion debe de ser impar:

Corolario 3.2.4. En los sistemas estelares isotropicos que satisfacen , el funcional
de Antonov Wy[f] es positivo para toda funcion f € Y radial (no necesariamente impar).

Demostracion. Observamos trivialmente de la ecuacién (3.2.22)) y (3.2.26) que:

(FooLf) = (Lfe f) = (Fo Lfy) = (Lf- f1) = 0, (3.2.102)

pues la multiplicacién de una funcién par {Hy, f_} por una funcién impar {Hy, f1} es
impar, y al ser integrada sobre todo el espacio v la integral es cero.

Como L es un operador lineal, y de las propiedades del producto escalar tenemos:

(i Lf) = (o[- LU+ f2) = (fe + /= Lfy + L), (3.2.103)

lo cual es igual a:

(f, L) = (fe, LE-)+ (o, LI+ LI2)+(f= Lfs) = (f=, Lf-)+(f+, Lf+), (3.2.104)

lo cual puede ser expresado como:

Walf] = (f, Lf) = Walf-] + Wa[fs] = Walf-] + WAlf4] + Walfs] = Walf-] + WA[f1],

(3.2.105)
esto debido a que Ws[f] = 0 para toda funcién par. Como ya se demostré que Wa[f-] > 0
y dado que Wi[f:] es positivo, concluimos que:

Walf] > 0. (3.2.106)

]

3.2.3. Modos no radiales

En esta seccion consideraremos las perturbaciones lineales no-radiales y mostraremos
que el funcional de Antonov es no-negativo también para estas perturbaciones. Para llevar
a cabo este estudio demostraremos primero que el funcional de Antonov puede ser acotado
por abajo por un funcional més sencillo, el funcional de Chandrasekhar, el cual involucra
unicamente integrales sobre el espacio de configuraciones.
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Considérese la funcion:
A(x) = /d3V{H07f—}x,va (3.2.107)

la cual esta relacionada con la densidad linealizada p; a través de:

3, 0 0
Epl(t,x) = a/d?’vfl(t,x, v) = a/d?’vﬁr(t,x, V) = —/d3V{H0,f_}x7v, (3.2.108)

donde se uso el hecho de que la parte impar de la DF no contribuye a la integral, y se uso
la ecuacién (3.2.12)). Concluimos entonces que A(t,x) = —%pl (t,%).

Luego, al usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3.2.92) con A = |F}(H)|'? y
B* = {Hy, f_}/|F}(Hy)|'? encontramos:

s LHo £ Y ([ {Ho S} AP
/d | Fo(E)] - [BVIE(E)|  [dv[F(E) (3.2.109)

Con lo anterior y el lema (3.2.5)) obtenemos:

Teorema 3.2.5. Primera Ley de Antonov. En los sistemas estelares isotropicos que
cumplen , el funcional de Antonov Wu[f_] estd acotado inferiormente por el fun-
cional de Chandrasekhar Wo[A], definido como:

dP PPxd?x’
A= | @x |52 AX))? -G | ——A(x)A* (x). 2.11
Weld] = [[a'x | T2 IAGR =6 [ TGN (1) (3:2.110
Es decir,
Walf_] > WelA] (3.2.111)

para todo f_ €Y, donde A estd definido por (3.2.107).

Notar que si f_ € Y, entonces A € Z, donde Z denota el espacio de las funciones
suaves con soporte compacto en el dominio:

D = {x € R* | Fy(Hy(x,v)) > 0 para algin v € R} (3.2.112)

Ahora, se presenta el teorema que nos asegura positividad del funcional de Antonov
para perturbaciones no-radiales.
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Teorema 3.2.6. Antonov-Lebovitz. (ver [12] y [15]) Para un sistema estelar isotrdpi-
co que satisface dpy/d®y < 0 el funcional de Chandrasekhar satisface:

WelA] >0 (3.2.113)
para toda funcion A € Z no radial. Ademds para tal N € Z, WAl = 0 si y sdlo si A es

una traslacion.

Demostracion. Si introducimos la funcién

3~/
G/| d’x (3.2.114)

X — X/ |
la cual es idéntica a un “potencial” ( con una “densidad” igual a A, por lo que:

A((x) = ArGA(x), (3.2.115)

entonces el funcional de Chandrasekhar puede ser representado de la siguiente forma:

AP
WC[A]:/CZ3 ‘ po

|A(x)]* + /d3xA(x)§*(x). (3.2.116)
El potencial ¢ se puede descomponer en esféricos arménicos Y™(49, ¢):

= D )Y, 9), (3.2.117)

£=0 m=—¢

donde las funciones radiales (;,,,(r) son complejas en general y para garantizar que la suma
sea real podemos pedir las condiciones de realidad (}, = (s, (asumiendo la convencién
(Ym)* = yt=m [21]). Ahora, si ((x) correspondiera a la traslacién del potencial dada
por la ecuacién 1} tendriamos que ®4(x) = Zin__l djf’ a1, Y]™, con constantes @iy, .
Comparando con (3.2.117)) esto corresponderia al caso en el que todos los (s, son cero,

excepto los (1,,, que serian proporcionales a %. Esto motiva el ansatz:

Com(r) = %wm(r), (3.2.118)

donde los valores de s, serian constantes para la traslacién del potencial. Con este ansatz
el potencial ((x) asume la forma:

9 l
=> > % Y™, 0), (3.2.119)

=0 m=—
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donde dado que d®/dr es real tenemos que la condicién de realidad es s}, = Si—m.-

Introduciendo la descomposicién (3.2.119) en la ecuacion de Poisson (3.2.115)) obtene-
mos:

X - 1 d[,d 4D +1)  do
Z Z 47TG{ |:2d (Sfmd_ro>:| - (7"—}2_ )Sém dro}yem(g,gb).

=0 m=—¢

-~

AZm(T)
(3.2.120)

Con esto el funcional de Chandrasekhar es:

dd,
dPo

REL X e 07

=0 m/=—2/

WelA] = / drr?dQ | —

1 m
4G Z Z A

¢
dd
2 0 @m 'm/
/drr dQ) [Z Z ng Y 47‘(‘GZ Z Ag/ /Y
(=0 m=—/¢ —0m/=—1'
(3.2.121)
Una propiedad importante de los esféricos armdnicos es su ortogonalidad:
/ / 27( g / ’
/ YOy omydQ = / / Y (YO sen 9dide = Sop G, (3.2.122)
52 o Jo

la cual nos permite llegar a:

d(IJo
dPo

WelA] = / drr?

1 oo £ Add )
167r2G2 Z Z [Aem|” + /d”" m; > (sm) A,

por lo que el operador de Chandrasekar puede ser expresado como:

0 L
d®o | [Awml* / 1 dd,
- Wone - W = [ drr? === (stm) Ao
;mge o ‘ / " de 167‘(2G2 + rT AnG dr (Sé ) y4
(3.2.124)
A continuacion, se va a mostrar que Wy,, > 0 para todo ¢ > 1y m = —{,...,{,y que

Wem = 0 si y s6lo si sp, = 0 para todo ¢ > 2, lo que implica la afirmacién del teorema.
Para esto, usemos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3.2.92)) (con la integral sobre r en
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lugar de v), con A = r|d®q/dpo| />Ny v B* =1}, /|d®o/dpo|*/?, por lo que:

W > @ Udrﬂdéﬂszm/&gmf /dTT2L@<SZm)*A£m
J drr?|Gom | | 922 AnG dr (3.2.125)
donde definimos las funciones Xy, y Z,, como
Xom = /drﬁﬁ%(sm)*/\gm; (3.2.126)
Zom = /drr2 % (%)2|85m|2:/d7“7” CZ;O d@o‘ Sem|? > 0. (3.2.127)

Notemos primero que por definicion Zg,, > 0, y Zy,, = 0 si y s6lo si sg,, = 0 para toda
Z,m.

A continuacion analizamos el término X,,,. Empecemos expresando X, explicitamen-

te:
d(I)O d[,d AP, AP,
—(spm)* < — |r2— —2) | - 1) Spm——2 b . 2.1
Em 47TG/dr Sém {d?” |:T dr (Sém dr ):| £<£+ )Sfm dr } (32 28)

Podemos simplificar la expresién dentro de los paréntesis {...} con un poco de algebra:

d d dd,
dr [ ar <md—)1 = 20 (Sl B} + 80 ®F) + 1 (5 @)+ 257, B + 50 D), (3.2.129)

donde abreviamos ' = d%, y derivando la ecuacién de Poisson para eliminar ®{’ obtenemos
que lo anterior es igual a:

2 2
27 (8}, @+ sem®p) + 12 | 55, BY + 255, Pl +sem |47G 0}, +3 — &y — CID{)’ ., (3.2.130)
TE2 TE1 TE3 \T\]gl’

. , . ”
e integrando por partes el término con s,,,:
2.1 _ 2 x 2|00 / 25’2 x \/
/dT‘T’ Sémq) Sfm SZm(P SemT |0 - /d’l"Sem(’I” CI)O Sém)

— / drs%m(ZTCD,Ozs}fm + 2r2 Q) &y s) 4 <I>0 sém)
—— M—/

TE2 TE3

(3.2.131)
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donde los términos de frontera son 0 pues (o, (1) = (dPo/dr)sem(r) decae en el infinito
con una razén al menos mayor a 1/r? (recuérdese que ((x) es un “potencial”, por lo que
la descomposicién de ¢ en sus modos radiales ¢ = 0 y no radiales ¢ > 1 ortogonales e
independientes debe de satisfacer esto en el infinito para cada ¢, por lo que el decaimiento
de (pm es igual o més rapido que 1/r%, cuando r — o00.) y dado que el término de frontera
es igual a ¢}, ®fs),,r* = (. (r)M(r)s),,(r), lo cual se hace 0. Para el caso r — 0, notamos
que lim, o M(r) = 0 y que Spm, (},, son bien comportados en el origen, por lo que los
términos de frontera son 0 también cuando r — 0 Asi que juntando los términos que no
se eliminan (TE = Término que se elimina) llegamos a que Xp,, es:

dd, 1 dy\*
X = — [ drr? — st ——= [ dr | —
‘ / " dr [seml 4r G : ( dr )

donde es evidente que Xy, es una funcion real tal que X, <0 cuando ¢ > 1.

dpo dSem

dr

7,2

2 +(L+2)(f— 1)|szm|2]
(3.2.132)

Dado que para ¢ > 1, tenemos Xy, < 0, Zy,, > 0 y:

2

Xomt Zom = —— [ar (20 12| %" v oy - sl | <0, (32,139
b TS T G "\ar " Sl =T o
concluimos que:
WelA] >0, (3.2.134)

si la contribucion esférica de A se desvanece.

Ademas observemos que para un modo cero, Wy, definido en debe de cumplir
con Xy, = 0, 0 con Xy, + Zp, = 0 (donde Xy, v Zoy, estan definidos en (3.2.126) y
(3.2.127))). Si Xy, = 0 tenemos entonces necesariamente que sg, = 0, esto debido al
primer término de la expresiéon . Pero si Xy, + Zo, = 0, tenemos por (3.2.133))
que esto es posible si £/ =1y sy,, = cte. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior y de la primera ley de Antonov es:

Corolario 3.2.7. Segunda Ley de Antonov. El funcional de Antonov Wa[f] en un
sistema estelar que cumple , satisface la desigualdad:

Walf] =0 (3.2.135)

para toda f € Z no radial..
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Demostracion. Usando (3.2.105)), la primera ley de Antonov (3.2.111)) y el teorema de

Antonov-Lebovitz concluimos que:
Walfl = Walf-] =2 We[A] = 0. (3.2.136)
O

Corolario 3.2.8. El boost de Galilei es el unico modo cero del funcional de
Antonov.

Demostracion. Descompongamos la funcién f € Z de la siguiente manera:

fix,v) = fo(%, V) + feso(x, V), (3.2.137)

donde fy,—g es la parte esférica de f. Para definir precisamente la parte esférica de f, pri-
mero notemos que ésta es invariante ante rotaciones R € SO(3), es decir, fi—o (Rx, Rv) =
fe=o (x,v). Habiendo dicho lo anterior, definamos f;—o como un “promedio” sobre el grupo
SO(3), o sea:

fi=o (x,v) = /50(3) f1(Rx, Rv)du(R), (3.2.138)

donde p es una medida (especificamente, una medida de Haar [24]) invariante bajo rota-
ciones, es decir, VR, S € SO(3) tenemos que u(SoR) = pu(R), y ademds f50(3) du(R) = 1.
Cabe destacar que la definicién (3.2.138)) es invariante ante rotaciones, y si f es esférica
solamente, tenemos que f; = f/—o.

Ya que hemos definido la parte esférica de la funcion, obtenemos automaticamente

despejando (3.2.137)) una definicién para la parte no-radial:
fr=0(x,v) = fi(%, V) = fomo(x, V). (3.2.139)

A continuacién expresemos la funcién resultante de aplicar una rotacién R € SO(3)
sobre una funcién f como:

fr(x,v) = f(Rx, Rv). (3.2.140)

Para demostrar la afirmacién del teorema, obtengamos algunas identidades del pro-
ducto escalar (3.2.21]) y el operador L (3.2.19)) sometidos a rotaciones.

El producto escalar (3.2.21)) de dos funciones sometidas a una rotacién es invariante,
pues:

d3xd*v By d3w

J FE) (B fvlglix By) = ) TR fly,wlgly, w) = (f,9),

(3.2.141)

(fRy QR) =
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donde se uso el hecho de que el conjunto D, la energia y los volimenes de integracién son
invariantes ante rotaciones.

También notemos que el operador L conmuta con las rotaciones y con las componentes
de f1, es decir:

Lfr=(Lf)r
Lfe—o = (Lf)e=o (3.2.142)
Lf€>0 - (Lf)€>0-

Usando las propiedades de conmutacion del producto escalar y de L, llegamos a la
relacion:

(fi=0, f1) = ((fi=0)r, (f1)r) = (fe=0. (f1)R), VR € SO(3), (3.2.143)

e integrando ambos lados sobre el grupo SO(3) (como en la definicién de f—g, dada en
la ecuacién (3.2.138))), llegamos a la identidad:

(fe=0, f1) = (fe=0, fe=0); (3.2.144)

con la cual podemos concluir que:

(fe=0, fes0) = (fe=0, f1 — fe=0) = (fi=0, f1) — (fe=0, fr=0) = 0, (3.2.145)

lo cual quiere decir que las componentes esférica y no-esférica son ortogonales, fi—o L fi~o.

Finalmente, tenemos que fi—o L Lfs~o dado que:

(fr=0s Lfes0) = (fi=0, (Lf)es0) = 0. (3.2.146)

Por lo tanto, el funcional de Antonov de f; es;

Wa [fl] = WA[fg:()] + WA[fg>0] = 0. (3.2.147)

Como cada término de la ecuacion anterior es mayor o igual a cero, cada uno tiene que
ser idénticamente cero, para que se cumpla la igualdad. Considerando la parte esférica de
la funcién, f,—p, vemos que el término de la derecha de la ecuaciéon (3.2.97)) debe de ser

cero, cosa que pasa cuando p = 0, pero por (3.2.81)) esto implica que f,—o = 0, por lo que
la parte radial de f; es igual a cero. Considerando la parte no-esférica de la funcién, f,~
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sabemos por el teorema de Antonov-Lebovitz que A corresponde a una traslacion, la cual
en el funcional de Antonov corresponde a un boost de Galilei pues:

Ax) = / d*V{Hy, fr=0}xwv = — / d*v [{Ho, F)(E)V - V}xy + {Ho, F)(E)V®q - Vt}\]

d
:VCI>0-V/d3vF6(E)+O:V<I>O- %:Vpo-v,
0

(3.2.148)
donde la segunda integral se hace cero por ser una funciéon impar en el espacio de ve-
locidades. Lo anterior es igual a una traslacion de la densidad por el vector constante
V, como en la ecuacion (3.2.54). Por lo tanto, el boost de Galilei dado por Fyvg =
—F{(E)v -V — F{(E)V®, - Vt del funcional de Antonov corresponde a una traslacién
en el funcional de Chandrasekhar, lo cual quiere decir que un modo cero del funcional de
Chandrasekhar al ser tinico, determina tinicamente un modo cero del funcional de Antonov
para su parte no radial.

]
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3.3. Modelos estelares linealmente estables

En este capitulo establecimos un criterio de estabilidad lineal de sistemas estelares
ante perturbaciones lineales. Partimos de las ecuaciones linealizadas del sistema Vlasov-
Poisson, con las cuales llegamos al separar la DF de perturbacién f; en sus partes par
(f+) e impar (f_) con respecto al espacio de las velocidades v. Vimos que f_ satisface
una ecuacion de evolucion de segundo orden en el tiempo que da lugar de forma natural
a un funcional Wy4[f_], llamado el funcional de Antonov. Demostramos que la positivi-
dad de este funcional provee un criterio de estabilidad para sistemas estelares esféricos e
isotropicos cuya DF decrece mondtonamente en la energia.

Como discutimos en detalle, el funcional W4 no es estrictamente positivo; es decir,
posee modos ceros que dan lugar a soluciones de las ecuaciones linealizadas de Vlasov-
Poisson que crecen linealmente en el tiempo. Sin embargo, como desmostramos, estas
soluciones describen un boost de Galilei y entonces se entiende su significado fisico. Un
modo cero del funcional de Antonov (el cual es tinico y corresponde a un boost de Galilei)
es un modo cero del funcional de Chandrasekhar (el cual es tinico y corresponde a una
traslacién), y viceversa, es decir:

(Walf-] = 0) <= (We[A] = 0),

o ., (3.3.1)
Boost de Galilei <= Traslacion.

Este criterio de estabilidad es cumplido por todos los sistemas estelares isotropicos
que cumplen la condicién (3.2.1). En el capitulo 2 vimos algunos ejemplos de modelos,
que con los resultados de este capitulo, resultan ser linealmente estables:

Corolario 3.3.1. Los sistemas estelares politrépicos (cuya DF es m con indice po-
litrépico n > 3/2 son linealmente estables.

Corolario 3.3.2. Los modelos de Hernquist y de Jaffe (ver seccién son linealmente
estables.

Corolario 3.3.3. El modelo de densidad al tener una DF numérica mondtona
decreciente (lo cual se ve en la figura pues es una grdfica con respecto a & = —F)
con respecto a la energia es linealmente estable.

Ya se mostré la estabilidad lineal de modelos estelares que cumplen con la condicion
(3.2.1). En la literatura se ha hecho un tratamiento extensivo del andlisis de estabilidad
no-lineal, y se ha demostrado la estabilidad no-lineal de sistemas estelares estaticos con
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simetria esférica e isotrépicos que cumplen la condicion . Sin embargo, en ﬂgﬂ
se demuestra la existencia de modos oscilantes que da lugar a una perturbacion lineal que
oscila en el tiempo, por lo que estos modelos estelares no son necesariamente asintética-
mente estables, es decir, no necesariamente convergen a un valor de estabilidad, a pesar
de soportar cambios en las condiciones iniciales.




Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo de esta tesis analizamos sistemas estelares esféricos y estdticos, y analizamos
su estabilidad ante perturbaciones lineales. Como discutimos, estos sistemas estan descri-
tos por una funcién de distribucién (DF) y un potencial que debe de satisfacer el sistema
de Vlasov-Poisson. Nos enfocamos en el caso de sistemas estelares isotrépicos con DF no
perturbadas que solo dependen de la energia, las cuales satisfacen la ecuacion de Vlasov
automaticamente. Por lo que para este tipo de modelos nos enfocamos en obtener el po-
tencial a partir de una DF dada, y viceversa, resolviendo la ecuacién integro diferencial de
Poisson. Obtuvimos varios ejemplos de modelos de densidad, los cuales definian funciones
de distribuciéon mondétonas decrecientes en la energia, implicando que los estados de mas
baja energia son los mas poblados.

Después de esto hicimos un analisis lineal de las perturbaciones radiales y no radiales
de sistemas estelares esféricos isotropicos, obteniendo asi la version linealizada del sistema
Vlasov-Poisson, con la cual llegamos a través de dos métodos distintos a dos criterios de
estabilidad.

El primer criterio es el funcional de Antonov, el cual parte de dividir la DF linealizada
en sus partes par e impar con respecto al espacio de las velocidades v, llegando asi a una
ecuacion de evolucion de segundo orden en el tiempo. Este método permite introducir un
funcional (el funcional de Antonov) cuya positividad da un criterio de estabilidad. Con
este criterio pudimos verificar la estabilidad ante perturbaciones tanto radiales como no
radiales de sistemas estelares isotropicos con una DF no perturbada mondtona decreciente
con respecto a la energfa. Los politropos con indice politrépico n > 3/2 (los cuales se usan
para el modelaje de estrellas adiabéticas) y los modelos de Hernquist y Jaffe (los cuales
pertenecen a los modelos de densidad que se usan para aproximar galaxias elipticas)
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cumplen con esta condicion, por lo que concluimos que son linealmente estables, ante
perturbaciones tanto radiales como no radiales.

En los apéndices presentamos otro criterio de estabilidad: el criterio del operador de
Schrodinger. Este criterio parece ser menos fuerte que el del funcional de Antonov, pues
para modos radiales no se puede garantizar la positividad del operador Sy, como ya vimos
usando el método numérico del shooting, por lo que se tendria que analizar también el
segundo término de la ecuacion para hacer inferencias sobre la estabilidad de modos
radiales. Sin embargo este método es instructivo pues usa otro enfoque para analizar el
sistema partiendo de integrales sobre las trayectorias no perturbadas, y da lugar a un
funcional cuadratico para el potencial linealizado ®;, en vez de la DF linealizada f;.
Para los modelos no-radiales, se puede garantizar la estabilidad de los sistemas estelares
con DF que decae monétonamente con respecto a la energia, como se demuestra en las
referencias [14], [15], por ejemplo. Sin embargo, no hemos encontrado una demostracion
clara en la literatura sobre la estabilidad ante perturbaciones radiales usando este método.

Hay varias preguntas interesantes que dan lugar a trabajos futuros. Se puede tratar
de demostrar la estabilidad de modos radiales usando el método de integracion sobre las
trayectorias no perturbadas. Ademads, uno puede empezar a analizar la estabilidad lineal
de sistemas estelares més complejos, como sistemas estelares esféricos pero no isotrépicos.
También se puede plantear empezar a estudiar la estabilidad lineal de sistemas estelares
con consideraciones relativistas.




Apéndices

A. Trayectorias en un potencial central

En este apéndice se hara un breve repaso de la dinamica de las estrellas sometidas a
un potencial central.

Como hemos venido haciendo en toda esta tesis, sin pérdida de generalidad, suponemos
que la masa de las estrellas es m = 1. El material de este apéndice se utilizard en el
siguiente apéndice.

Recordemos que la energia F y el momento angular L = x X v son integrales de
movimiento en las trayectorias de las estrellas generadas por un potencial central ®(r),
r = |x|, por lo tanto las trayectorias satisfacen:

1 (dr\*  L?
E = 3 <d_71;) + 22 + ®(r) = constante; L =|xxv| (A.1)
—
Vi (r)
Ys
L = x x v = constante. (A.2)

Si L = 0 el movimiento esta confinado a una recta. Si L # 0, el movimiento esté confinado
al plano ortogonal a L a través del origen, y en el caso tipico que el potencial efectivo
tenga un pozo, las trayectorias acotadas estan confinadas a moverse entre dos radios (el
limite en el que estos dos radios coinciden corresponde a una trayectoria circular), el radio
minimo de la trayectoria ry,(E, L) conocido como pericentro, y el radio méximo de la
trayectoria rp.x (£, L) conocido como apocentro, los cuales pueden encontrarse teniendo
en cuenta que al ser un maximo y un minimo del cambio radial tenemos que dr/dt = 0 en
estos puntos, por lo que E = Vi (rmin) = Vi("max). Habiendo dicho lo anterior podemos
entonces definir el periodo radial 7, como el tiempo que tarda una estrella en ir del

7
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apocentro al pericentro y regresar. De (A.1)) obtenemos la expresion:

% — :I:\/Q(E o(r)) = +/2(E — V(1)) = v, (A.3)

por lo que el periodo radial es:

_ =9 / mdr (A.4)

(Y
min T

2/
i \/ZE o(r

La frecuencia angular correspondiente es €2, = T,./(2m).

Como ya mencionamos, el movimiento orbital estd confinado a un plano, por lo que
uno puede parametrizar el movimiento de una estrella en este plano por medio de las
coordenadas polares (r, 1), donde 1 es el dngulo recorrido por la estrella con respecto a
un eje arbitrario pero fijo en el plano orbital, donde el angulo v esta relacionado con el
momento angular total L, si notamos que los vectores x,v en las coordenadas polares
(r,%) son igual a los vectores polares x = rt'y v = 7f + T@Z}Q,Z, por lo que L = 7).
Habiendo dicho lo anterior, uno puede definir otro tipo de periodo, el cual es conocido
como el periodo azimutal, para esto, notemos que el cambio angular azimutal Ay en
lo que la estrella completa un periodo radial es:

L fredy L edgde (e L
A¢—2/r %dr—2/rmin o drdr 2/r = —dr, (A.5)

min min

por lo que el cambio angular es:

P dr
Ay = 2L . (A.6)
/rmm 2y 2B - o(r) - &4

Por lo tanto, el periodo azimutal T}, es:

27

To = 1Ay’

(A7)

con su frecuencia azimutal correspondiente Q,, = T;,/(27). La 6rbita es cerrada cuando el
nimero 27/|Aw| es racional, lo cual generalmente no pasa. Por el teorema de Bertrand
[7] sélo existen dos potenciales centrales en los cuales todas las dérbitas son cerradas: el
potencial kepleriano (®(r) = —<M)_y el potencial arménico radial (®(r) = 1kr?).
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Las érbitas de una estrella sometida a un potencial central, pueden ser descritas re-
solviendo el sistema de ecuaciones diferenciales:

dx _
dt

dv do
— = -V = —— = = 2 2 2
o Vo(x) % r=x| =+va?+y?+ 22,

el cual puede ser resuelto numéricamente. En el siguiente codigo en Python se resuelve el
sistema l} para el potencial isécrono (¢ = _Wﬁ)’ donde estaimos rg—escalando las
constantes para que el programa no devuelva ni valores muy pequenos, ni muy grandes.
Se estd asumiendo que el plano orbital es el plano xy, tal que L apunta en la direccion z:

v (A.8)

def ModeloEstelar(U,t,b):
x = U[0:3]
v = U[3:6]
r = np.sqrt (x[0]**2+x [1] **2+x [2] **2)
dxdt = v
dvdt -x*(1/((np.sqrt (bxb+r*r)*(np.power ((np.sqrt (b*xb+r*r)+b) ,2))))
)
return [dxdt [0],dxdt[1],dxdt[2],dvdt[0],dvdt[1],dvdt [2]]

el cual resolvemos inicializando los valores de la posicion y las velocidades, y aplicando el
método odeint:

t = np.linspace(0.0,5,10000000)
ro =1

3 x0 = np.array([r0,0.,0.])

vO = np.array([0,0.1,0.])
yO np.hstack ((x0,v0))
sol = odeint (ModeloEstelar ,y0,t,args=(b,))

En la figura [I| se muestra el resultado de la resolucién numérica del sistema (A.8|
Se dan dos ejemplos tipicos de trayectorias acotadas. En el primer caso la trayectoria es
cerrada, en el segundo no.

Para las consideraciones que vamos a hacer en el siguiente apéndice, es muy til
introducir para cada punto (r, v,) en el espacio-fase radial, el tiempo minimo ¢,(r, v, £, L),
a lo largo de la érbita (E, L) que conecta el pericentro (rmin, 0) con el punto dado (r,v,).

Més precisamente, ¢, estd definido como la integral de linea:

tp(r,v, B, L) = / @, (A.9)

(%
Tmin T
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donde v, = £4/2(E — Vi(r)), vy la integral es a lo largo de la trayectoria con energia E y
momento angular L. También podemos representar ¢, como una funcién del espacio-fase
completo, es decir, t, = t,(x, v), porque la dependencia sobre la posicién x se encuentra
en el limite de integracion y en el integrando, y la dependencia sobre v en el integrando.
Esto es 1til debido a que es mas claro ver de esta forma la manera en la que la funciéon
t,(x,v) varfa de acuerdo al cambio en el flujo hamiltoniano ¢*(x, v). Después de dejar fluir
t, por un tiempo ¢ a lo largo del flujo hamiltoniano se tiene que t,(p'(x, v)) = [t,(x, V) +1]
mdéd T,.. Ver la figura [2]

0.4 A
1.00 4
031 0.75
0.2 A 050 4
0.1+ 0.25 1
014 -0.25 |
—0.2 4 ~0.50 |
o3 -0.75
~1.00 |

0.4 1
T . T T T . T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X X

(a) Una érbita acotada tipica del potencial keple-(b) Una 6rbita en forma de roseta producida por el

. 1 . < 1
riano & = —= ncial is6crono ¢ = ———.
ano p potencial isécrono TV

Figura 1: Las érbitas acotadas producidas por potenciales centrales oscilan entre un radio
minimo 7y, (£, L) y un radio maximo ry..(F, L) con periodo de oscilacion 7.

t)=r(t+T)=Tr1)
o =rt=0)

Imin £ (0} r(t)
B &
re=r

Velocidad radial v,
o
3

Distancia radial r

Figura 2: Espacio-fase de la velocidad radial 7 = v,. y el radio r para una érbita hipotética
con el fin de ilustrar el comportamiento de ¢,,.
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B. Analisis de estabilidad mediante integracion sobre
las trayectorias no perturbadas

En este apéndice se presenta una forma alternativa para analizar la estabilidad de
modos radiales basado en el método que se presentd al inicio del capitulo 3. Este método
provee una ecuaciéon integro diferencial para la perturbacién ®, del potencial gravitacional,
en vez de fi. Este apéndice se basa en gran parte en la referencia |14].

Para simplificar la discusién que sigue nos restringimos a modos radiales de la forma:
Py (t,x) = e “o(r), r= x|, (B.1)

Consiguientemente, podemos expresar la densidad perturbaba p; de forma similar:
pi(t,x) = pi(r)e™™, (B.2)

siendo el objetivo principal, encontrar el tipo de soluciones ¢(r) (y sus frecuencias w co-
rrespondientes) que satisfacen la autoconsistencia de la ecuacién de Poisson gravitacional
(3.1.7)).

A continuacién queremos usar la ecuacion (3.1.22), y para ello necesitamos obtener
21 (s, m(p*"!(x,v)). Para esto consideraremos una trayectoria acotada (x(t), v(t)) del sis-
tema no perturbado. Para lo que sigue conviene parametrizar r(t) = |x(t)| de la siguiente
manera;

r(t) =r(r), t=71—1, (B.3)

donde 7(7) es la drbita con dato inicial 7(0) = 7y, donde ademds es claro por simetria

(ver figura |2]) que
7(r) = 7(—7). (B.4)

Nuestra trayectoria acotada (x(t),v(t)) define un valor r(¢) periddico en el tiempo
t, con un periodo T,.(E, L) = %, de tal forma que podemos representar la funcién
¢(r(t)) en términos de su serie de Fourier:

S(F(7)) = o(r(t) = Y bae™ ™" ! (B.5)
n=-00 T=tptt
donde los coeficientes de Fourier b,, estan dados por:
I :
bu(d B, L) = — | ¢(i(r))e” "7 dr. (B.6)

T, Jo
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Podemos observar que por (B.4) tenemos ¢(7(7)) = ¢(7(—7)), por lo que cambiar 7 por
—7 es equivalente a cambiar n por —n , llegando asi a una identidad muy 1til de los
coeficientes de Fourier de estas trayectorias estelares:

bn(¢7E’ L) :b—n(¢7Ea L) (B7)
Al sustituir en la ecuacion (B.1)) la descomposicién en series de Fourier (B.5)), tenemos:

_ Z bneinﬂr(tp—&-t)e—iws. (B8)

n=—oo

Sustituyendo (B.8]) en (3.1.22)), llegamos a:

dF t = . ,
fl(t7x7 V) — IO(QO t( ))+_0 Z b emQrtpe Wt—}-l(,u/ Z bnemQr(tp—l—s—t)e—zwst 7

n=—oo 0 n=—oo
(B.9)
donde recordamos la definiciéon de I en . Ademés, por la definicién de ¢, (ver
ecuacion se tiene que:

t, (o7 (x,v)) = [tp(x,v) — t] méd T,. (B.10)
Integrando el ultimo término de la ecuacion y notando que 1 — —*- = w’_"n% ,

obtenemos:

dFy ~— wb,, .
Altxv) = LT (x,v) + =2 Y ——— e )

dE e w— nfl,
1 (=" (xv) (B.11)
dFO - inQrtp ,—iwt _nQT
Z bne e T Q)

n=—0oo

donde recordamos que €2, = ,.(E, L) es una funcién de E,L y t, = t,(r,v,, £, L) una
funcion de r,v,., E, L.

Como In(p 7 (x,v)) e I1 (¢~ (x, v)) son soluciones homogéneas de la ecuacién de Vlasov
linealizada , por lo tanto, podemos restar o sumar estos términos a la ecuacion linealizada
de Vlasov y sigue siendo solucién de ésta, por lo que tenemos:

- : wdFo(E) ( —nf,
fl(t,X, V) _ Z bn(¢,E, L)emQT(E,L)tp(T,vr,E,L)efzwt ;(E ) (w _an ) . (B.12)

n=—oo
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Por lo tanto fi(t,x,v) = ﬁ(x, v)e ! donde

-~ dF E —nfl,
fi(x,v) Z bn(, E, L)em B Dinlron B ;fE ) <w—nQ ) (B.13)

n=—oo

A continuacion queremos realizar la integral para obtener la densidad de res-
puesta p;(t,x) del sistema. Para llevar a cabo esta tarea, hacemos una transformacién
de coordenadas del espacio de velocidades v al espacio (E, L,1), donde ¥, v,, vy estan
definidos como en la ecuacion ([2.2.2)). Percatémonos que vy = vy cos v y que v, = vy sin,
por lo que podemos hacer una transformacion de coordenadas de (vg,v,) a (v¢, 1) con la
ayuda del jacobiano:

0(vy, vy) _
a(”u ¢)

por lo que d*v = dv,dvgdv, = vidv,dv,dip. Ahora hagamos la transformacién de las
coordenadas (v, v;) a (E, L), para esto, volvemos a sacar el jacobiano:

cosY —usina

J= siny vy cos Y

=, dvgdv, = viduodi), (B.14)

1 . L
— | £\/2(B-0)-L2/r2 +£4/2(B-®)-L2/r2
1/r

1
N ir\/Q(E —3) - 122 (8.15)

A(vr, vy)

= o(E, L)

+ LdEdLdy

por lo que d*v = dipdv,du, = B,

Notemos que no depende de 1, por lo que ¥ puede ser integrado como un factor
de 2. Por ultimo, debemos de tener cuidado con la raiz usada en el jacobiano ,
pues se tienen dos raices (una positiva y una negativa), o en otras palabras, a cada valor
de (E, L,) le corresponen dos valores de v, uno con v, > 0y otro con v, < 0 (si v, # 0),
por lo que al integrar debemos dividir la integral en una parte con v, positiva, y otra con
v, negativa.

Como la densidad de respuesta p;(t,x) tiene la forma (B.2)), tenemos entonces que:

i) = [ i)

L LT

(B.16)

De la ecuacion (B.13) notamos que el tinico término de la funcién fl (x,v) que depende
de v, es t, = t,(r,v,, E, L), por lo que intercambiar v, por —v, en t, es equivalente a
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cambiar t, por T, —t, (ver la figura . Asi que intercambiar v, — —wv, introduce el
cambio ¢ty s i (Tr—tp) — N aro=inty — o=inty  Fgto nos indica pues, que el
segundo término en se escribe igual que el primero pero con e~™¥ % en lugar de
™t asi que tenemos:

E [einQT (E,L)ty(rv,E,L) + e—anT (E,L)ty(r,vr ,E,L)]

50 on [0 r/2(E—®o(r))
p1{X) = —/ /
2 Do (r) JO

2. (B.17)
B —nQ, \ dFy(E) LdLdE
n ) ? w — nQT dE Uy Vp= Q(E—VL(T)) 7

lo cual puede ser simplificado, cambiando n por —n en el segundo término (ya que b_,, =
by):

4 0 ra/2(E—®o(r)) .
ﬁl(x) :_727-/ / Z GmQT(E’L)tp(T’W’E’L)bn(gb, E, L)
" Jao(r) Jo

= (B.18)
202 dFy(E) LdLAE
y = Ru[0].
n202 — o2 dE U om/2(B—Vi(r)

Por autoconsistencia, ¢ y p; deben de satisfacer la ecuacién de Poisson linealizada
(3.1.7). Introduciendo el siguiente operador lineal, al cual llamaremos el operador de

Poisson: p "
1 2
= — — — B.19
Poly] 4 Gr? dr (T dr) ’ ( )
podemos expresar esta relacién como Py[¢] = —p;. Combinando esta ecuacién con (B.18)
obtenemos:
(Po + Ru)l¢] =0, (B.20)

y el problema linealizado se reduce a buscar la ecuacion lineal . De manera més
precisa, nuestro problema consiste en encontrar los valores de las frecuencias w para los
cuales el operador lineal Py +R,, tiene un kernel no trivial, de tal manera que la ecuacion
también puede ser vista como un problema generalizado de eigenvalores.

B.1. Formulacion débil del problema

Para analizar el problema de eigenvalores generalizado conviene convertir la ecua-
cién (B.20) a su forma débil. Esto quiere decir, multiplicar ambos lados de la ecuacién
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por el complejo conjugado ¥ (r)* de una funcién de prueba ¥ (r) (o sea, una funcién suave
con soporte compacto en el intervalo [0, R), es decir, solamente diferente de cero en un
intervalo [0, rs] con R > ry > 0) y por r? e integrar sobre el radio desde r = 0 hasta r = R,
donde R es el radio del sistema estelar. Entonces la forma débil del problema generalizado
de eigenvalores es:

Boli, 8] + Qul, ¢] = 0, (B.21)
donde Py y @, son formas sesquilineales pues son lineales en su segundo argumento ¢, pero
antilineales en el primero, es decir, se tiene que Pyt + aihs, @] = Polih1, ¢] + a* Po[tha, @)
para todas funciones 11,15, ¢ y todo niimero complejo a. Las ecuaciones mas explicitas
de estas formas sesquilineales se calcularan abajo.

En resumidas cuentas, el problema débil consiste en encontrar una frecuencia w y una
funcion ¢ no trivial tal que se satisface la ecuacion anterior para todas las funciones de
prueba .

Para sacar una expresién explicita de Py[t), ¢] integramos por partes, notando que el
término de frontera es cero gracias al soporte compacto de 1, llegando asi a:

A6 = o [ )i = R, (B.22)

A su vez, la expresién original para @[, @] es:

Qul, 9] = / Y(r o) (r)ridr. (B.23)
Al sustituir la expresién - en obtenemos:
V2(E=do(r))
¢ ¢ _ 477'/ / / inQ,-(E,L)tp(ﬁ'u,.,E,L)bn(qb’ E, L)
Por) n=—o0 (B.24)
y ( n*Q? ) dFy(E) Ly (r)*dLdEdr
n? Q7 — w? dE Ur orm BBV

donde lo anterior es una integral triple en el espacio de la energia, el radio, y el momento
angular total, y donde b,(¢; E, L) estd definido como en la ecuacién (B.€]). Si intercam-
biamos el orden de integracion e integramos primero sobre r, y luego sobre las integrales
del movimiento (F, L), obtenemos:

L(E)  prmax(B.L)
1/) (b = 471'/ / / Z eanT(E,L)tp(r,vr,E,L)bn(¢; E, L)

o minl L) = (B.25)
( 0?2 ) dFy(E) Li(r ) drdLdE
2

n2Q2 — dE Uy

vr=4/2(E-VL (7))
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donde el radio varfa entre los puntos de retorno pericentral r..,(F,L) y apocentral
Tmax(E, L), v el momento angular varia desde su valor minimo L = 0 hasta su valor
méximo L = L,(F), donde L.(E) = sup{L > 0| existe r > 0 tal que V;(r) < E} esta
determinado por el valor critico de L arriba del cual el valor minimo de V7, es mayor a F
(y por lo tanto, no existen trayectorias cldsicas). Por iltimo, la energia, como siempre, va
de su valor minimo ®. = ®4(0) a su valor méaximo 0.

Ahora, haciendo un cambio de variables de r a 7 = t,(r, v,, E, L), donde recordamos la
definicién (A.9)), tenemos entonceﬂ que dr = dtv,, resultando en la siguiente expresion:

o0

0 pL.(E) pTr(E,L) .
Qw[¢7¢] :27T/ / / Z eanr(E,L)Tbn(¢;E7 L)
<0 0 n=—00 (B.26)

’IIQQQ dFo(E)
r Ly(r * LdFE
X <n2Q% —w2> 5 W(r(r))*drdLdE,

donde se dividié el factor de 47 entre dos, pues se esta considerando 7 sobre el periodo
completo.

Como la funcién ¢ (7(7)) es periédica en 7, podemos usar su representacién de Fourier:

V() = Y bulys B, L)e™ ™, (B.27)

!/
n =—0o0

donde b,, estd definido como en .
Notando que
I
Tr/o T g — 5, (B.28)
llegamos a:

O hE & \ dFy(E) n*Q? L
i =1w [ [T Y nwsE e E R S,

(B.29)
Para lo que sigue conviene separar la fraccién como:
20)2 2
n=C2: w
202 — w2 L+ 202 — 2’ (B.30)

'Esta 7 no es la misma 7 que fue definida en (B.3).
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por lo que nuestra forma sesquilineal ()., asume la siguiente forma:

dFy(E) LdLdE
= bn y L,
Quly 8] = 1” /@/ P L o
L(B) °° dFy(E)  LdLdE (B.31)
+drw // VB D6 B D) T e s

n=—oo

Ahora, vamos a simplificar el primer término de (), para esto empecemos notando
que:

T, 00 T,
ot e = Y B [ e i) (B.32)
y usando el conjugado de , llegamos a la identidad de Parseval:
00 1 Ty
D b0 B L5 B L) = = | or(n) () (B.33)

n=—oo

con la cual el primer término de (),, queda como:

L.(E T dFO(E)
2#/6/ V)6 r(r) TN LardLar

V/2(E=%(r)) dFy(F) LdLdEdr
~ir / / I (1) o(r) 2
o Jaoer) Jo dE Uy

donde se regresé de nuevo a la variable de integracion original, y se volvié a cambiar el
orden de integracion.

(B.34)

vr=1/2(E-VL(r))

Por 1ltimo, obtengamos una expresién para la derivada de la densidad de fondo pg la
cual nos va a ayudar a simplificar el primer término de @),, ain mas. Para esto recordemos
la expresiéon de la densidad de fondo py de un sistema isotrépico, dada por la ecuacion
(2.2.7)), por lo que tenemos:

po(®o) = 4 /@ : Fo(E)\/2(E — ®y)dE, (B.35)

y con ayuda de la regla integral de Leibniz ([2.2.25)) llegamos a:

;lg(; = dm /0 dio (FO(E) 2(E — cI>0)> dE = —4m /: FO(E)diE < 2(E — ‘Po)) dE,

' (B.36)
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y haciendo integracion por partes y notando que los términos de frontera son cero pues
Fy(0) = 0, obtenemos:

dpo , / / V2A(B=%0) F AnLdLdE
-2 = F E)\/2(E — ®y)dE = (E :
APy 0 2 B e At oy — 2

(B.37)
donde la ultima igualdad se verifica por integracién directa. Al sustituir lo anterior en
B

(B.34]) obtenemos nuestra expesion final para Q,:
dPo
Quito1= [ vy B oty

oo B.38)
3 &) dFy(E)  LdLdE (
+ 47w / / *E,L)b,(¢; E, L) ;E )Q )

B.2. Analisis de estabilidad

En esta subseccién vamos a dar un criterio de estabilidad, usando todos los resultados
de este apéndice.

Eligiendo 1) = ¢ en la ecuacién (B.21]), obtenemos Py(¢, @) + Q. (¢, ¢) = 0, o explici-
tamente con (B.23) v (B23)

1 d¢*d¢ ) / zdpo )
A7G dr dr ridr = [¢(r )| rdr

o //L >\ |bu(¢; E, L)|? dFy(E) LdLdE (B.39)
e . S~ Q, dE  w? —n2Q?’

La expresion anterior puede ser simplificada si definimos un operador Sy, al cual se
llamara el operador de Schrodinger:

mwzam+%§, (B.40)

el cual al ser multiplicado por una funciéon de prueba 1 e integrado al igual que se hizo

en (B.22)) y (B.23]) pasamos a su representacién débil Sy[v, ¢].
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La ecuacién (B.39)) en términos de la forma débil del operador de Schrodinger es:

L.(B b ngEL 2dFy(E) LdLdE
siost-s [/ [ $ BOBRE il

o en términos del operador de Schrédinger Sp[a]:

L.(E) d b
/sbso ¢)r2dr + A // ( Fol ))|0(¢QETL)| LdLdE

E,L)2dFy(E) LdLdE
=4 2 2 gb
T /c/ EZZ\{O} dE  w? —n2Q?’

(B.42)

donde se separé el término n = 0.

Dado que la expresién a la izquierda de la ecuacion anterior es real, podemos restar el
complejo conjugado, y notando que:

1 1 —n2Q2[w2 o (w*)g]
2 2 _ 2
w U)2 — TLQQQ - ((JJ ) (CL)Z _ HQQQ)* - |CU2 o 71292’2 3 (B43)
obteniendo:
b, cb,E L)|? dFy(F) n*Q2LdLdE
=i r . (B.44
0= ™ [bo/ Z dE  |w? — n2Q2? ( )

n=—oo

. . ey . . . 2
Bajo la suposicién Fj(E) < 0 la integral es negativa y concluimos que w?—(w*)” = 0, es
decir, w? debe de ser real. Por lo tanto, los modos o tienen frecuencias reales (oscilaciones
puras), o frecuencias puramente imaginarias (un par de modos creciente y decreciente).

Luego, nos damos cuenta que la expresién a la derecha de la igualdad en la ecuacién
serfa negativa si w? fuera negativo. Por lo tanto, si pudiéramos demostrar que la
expresién de la izquierda es positiva definida, se seguiria que w? deberia ser forzosamente
positivo (si no, se llegarfa a una contradiccion), asi pues, para un modo no trivial, w deberia
de ser real. Llegamos a la conclusion que una condicién suficiente de estabilidad de
un sistema isotrépico que cumple F{(E) < 0 es:

R 0 L.(E) - ELL)|2
/ ¢*So(p)ridr + 47 / / \Fé(E)|WLdeE > 0. (B.45)
0 cJ0 r

Dado que el segundo término de la ecuacion anterior es positivo, tendriamos una condicion
suficiente de estabilidad si:

R
/ 6" So()rdr > 0, (B.46)
0
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es decir, si el operador de Schrodinger fuera definido positivo. Desafortunadamente, el
operador Sy no es necesariamente positivo definido, como se vera en el apéndice
siguiente, por lo que es necesario considerar la suma de ambos términos en la

desigualdad (B.45|).

Podemos expresar la desigualdad (B.45) de una manera mucho méas compacta usando
promedios, los cuales vamos a definir con ayuda de la ecuacién , de la cual observamos
que:

1 T.(E,L)
bo(¢, E, L) = m/g o(7(7))dT = (P)E,L (B.47)
donde los paréntesis angulares (...)p  denotan el promedio de la cantidad ... sobre la

orbita no perturbada con energia F' y momento angular L. Asi podemos reescribir ([B.45)
en la forma equivalente:

R L.(E)
d LdLdE
/¢*Po<¢>r2dr+/ Selolr?dr +4w// Ey(B)]| < ¢ > P=5=—= 20,
0 0

dq)O r
(B.48)
y sustituyendo en el segundo término de la ecuacién anterior, y cambiando el orden
de integracion tenemos:

f 0 [h®) LdLdE
| opontar—az [ [T R @) < ok > 25
0 c 7

LdLdE
—|—47r// |Fy(E)|| < ¢ > |? q =0

Si usamos el hecho de que < |¢]* > —| < ¢ > |? =< [¢— (¢)|* >, lo cual es la varianza
de ¢, donde la igualdad puede ser demostrada usando la linealidad del promedio, llegamos
a:

(B.49)

LB LdLdE
/¢*Po 2dr—47r// RE) (16— D)psl), “oE >0, (B30)

Lo anterior puede ser simplificado atin mas recordando que una posible expresién para
la densidad (ver [B.35)) :

A 0 ry/2(E—Pq(r))
r) = 72/@ ( )/ F(E)V2(E —Vi(r)LdLdE,  (B.51)
o(r) JO
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y haciendo algebra obtenemos entonces:

1 [Blde? 1 [T po(r) |dol?
. 20y — agl o, 291 r2q
/ O"Po(@)rdr = inG ar| " dr 47rG/0 po(r) | dr "
2(E—<I>0 dr
= _ 2(E — Vi(r B.52
L u =T (5
0 L«(FE) . 2 LdLdE
—or [ [TUiR@I(EE S S
Do(r) Jo Gpo | dr I Q.(E,L)

donde hemos intercambiado el orden de las integrales en el iltimo paso. Con esto, podemos
reescribir la condicién (B.50) en la siguiente forma:

o rLoB) E -V, 2 LdLdE
L[ m®| (e (19~ a0 By
oy JO T Po I

Dol (E, L)
En el caso cuando FJ(F) < 0 tendriamos estabilidad si pudiéramos mostrar que:
E-V

(I = (D) prl®), < < 27 > , (B.54)

para todas las orbitas acotadas (F, L), lo cual puede ser expresado de una manera un
poco distinta si notamos que

dr

do|?

dr

do

d¢
L) =

2E - Vi(r(r))) Loy (5.55)

donde 7 se refiere al tiempo a lo largo de la 6rbita con energia £y momento angular L,
por lo que la desigualdad de estabilidad (B.54]) puede ser expresada como:

2> : (B.56)

Para resumir, la desigualdad (B.56|) provee una condicién suficiente para la estabilidad
lineal radial de un sistema estelar esférico isotrépico con DF mondtona decreciente en la
energia. Desafortunadamente no es claro si se satisface esta condicion.

1
<|¢ EL| >EL§<47T—G,00

para todas las drbitas acotadas (F, L).

dg

dr
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C. El método del shooting

En esta apéndice se muestra que el operador de Schrodinger Sy no es necesariamente
positivo por lo que la desigualdad no es una condicion util para establecer la
estabilidad del sistema. Para esto se hara un analisis numérico del operador Sy usando
un método muy recurrente en el analisis numérico y la fisica computacional: el método de
shooting (ver, por ejemplo [26]).

C.1. Descripciéon del método

El método de shooting consiste en resolver un problema de condiciones de frontera
sobre un intervalo [a, b] el cual tiene la siguiente forma:

y'(x) = fe,y(@),y' (@), yla) =y, y(b) =y, (C.1)

donde f(z,y,y’) es una funcién suave en sus argumentos, yo,y; € R son los valores en la
frontera y y(x) es la solucién que se busca.

La idea del método de shooting consiste en transformar el problema en un
problema de condicién inicial, integrando la ecuacién diferencial a partir de una de las
fronteras, por ejemplo la frontera izquierda = a. Para esto, sea y(x; ) la solucién del
problema de valores iniciales

y'(x) = flz,y(x),y'(x),  wla) =y, ¥(a) =0, (C.2)

donde o € R es un parametro. El problema ahora consiste en ajustar el valor de a de tal
manera que se satisfaga la condicién en la frontera derecha x = b. Para tal propdsito, se
defina la funcién J como

J(a) =y(b;a) -y, (C.3)
y se busca entonces una raiz de esta funcién. Por construccién, una raiz o de esta funcién
da una solucién y(z) = y(x; ap) del problema de valor de frontera ((C.1)).

Para resolver el problema de valores iniciales se puede usar un método numeérico,
como el método de Runge-Kutta [26]. Luego, para encontrar las raices de la funcién J se
puede usar un método numérico tal como el método de biseccion o el método de Newton-
Raphson [26].

Resumiendo, el método numérico del shooting consiste en resolver un problema de
condiciones de frontera, mediante la estimacion de una familia de curvas de problemas de
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Al
Al

x=a=0 2 4 6 8 x=b=10 x=a=0 2 4 6 8 x=b=10
istancia hori tal recorrida Distancia horizontal recorrida

(a)a () (b) a=

Figura 3: Un ejemplo clasico de shooting, que muestra su versatilidad para encontrar
distintos pardametros de una ecuacién diferencial. Partiendo de las ecuaciones & + ki = 0
(donde k es un coeficiente de resistencia), y j = —g, hagamos a = 0, y(a) = 0, b = 10
y y(b) = 0, y denotemos el eje vertical de las graficas como la altura alcanzada y el
eje horizontal como el desplazamiento horizontal del proyectil. En el primer caso (3a)),
tomemos la componente vertical de la velocidad inicial en el inicio del recorrido igual a
un valor arbitrario, por ejemplo, y(0) = 7, y se hace el shooting en este caso haciendo
a = %(0), y £ = 1. En el segundo ejemplo , supongamos una velocidad ya dada
(£(0),9(0)) = (10,5), y en este caso elegimos el pardmetro « igual a k, encontrando asi
el coeficiente de resistencia necesario para cumplir con la condicién y(b) = 0.

condicién inicial, las cuales pueden ser resueltas por métodos clasicos como el de Runge-
Kutta. Después se verifica si el valor y(b) de la curva en el punto deseado = b es igual al
valor buscado y;. Para ajustar la curva que satisface esta condicién, es suficiente localizar
dos pardmetros oy, oy tales que J(ay) y J(az) tengan el signo opuesto, y luego se ajusta
el valor de « en el intervalo (ay, ap) mediante el método de biseccién, ver la figura 3| para
un ejemplo ilustrativo .

El método de shooting también puede ser usado para encontrar los eigenvalores de un
operador H de Schrodinger de la forma

Hy(z) = =" (z) + U(z)y(z), (C.4)

donde 1 (x) es una funcién definida sobre un intervalo (a,b) (donde —oco < a < b < +00)
y U(x) es un potencial suave sobre (a, b). Se asume que la funcién v satisface condiciones
bien-definidas en las fronteras x = a y © = b que son consistentes con la solucion trivial
1 = 0. El problema de eigenvalores para H consiste en encontrar los valores £ € R que
satisfacen

Hy(x) = —¢"(2) + Ula)b(e) = Eb(a),  a<z<b, (C.5)

donde la funcién ¥ (z) es distinta de cero y satisface las condiciones de frontera requeridas
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enx = ay x = b. Este problema puede ser resulto con el método de shooting, integrando la
ecuacion ((C.5)) partiendo de x = a para varios valores E y ajustar la familia de soluciones
¥ (x; E) que se obtiene de esta forma tal que ¢ (b; E) satisface la condicién requerida en
x =Db.

En los casos que vamos a analizar a continuacién, el intervalo (a,b) es el semi-eje real
(0,00) vy el potencial U(x) decae a cero con cierta potencia de 1/z. La condicién en la
frontera x = 0 consiste de una condicién de regularidad para v en el caso de que U(z)
diverge para z — 0 o de una condicién de simetria si U es regular en x = 0, mientras
que para x — oo se pide que ¥(z) — 0. Para aplicar el método del shooting, se integra
numéricamente las soluciones ¢ (x; E') de la ecuacién (C.5)) que satifacen la condicién de
frontera en x = 0 y se busca la solucién tal que (x = xs; E) = 0 para algin x; grande.
Para esto, es suficiente encontrar un intervalo [E}, Es| tal que ¢(xs; E1)(xs; Eo) < 0 (es
decir, ¢¥(zs; E1) v ¥(xs; Ey) tienen el signo opuesto) y aplicar el método de biseccién,
como mencionamos anteriormente.

Para hacer lo anterior, se utilizard un cédigo de Python, que basicamente hace un
shooting con biseccién a varios valores de E , hasta encontrar el eigenvalor que coincide
con la eigenfuncion ¢ buscada,

Primero se declaran las librerias de Python usadas:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

3 from scipy.integrate import odeint

N

V)

Luego, se declara un método llamado "modeloEstelar”, el cual recibe como argumento
un vector U tal que ¢ = U[0] y ¢’ = U[l]. En el ejemplo siguiente se usa el potencial
modificado de Poschl-Teller, introducido en la ecuacién (C.6, abajo), regresando el valor
[¢', ¢"],
def modeloEstelar (U,x,varlambda) :

return [U[1],-U[0]*((20)*np.power ((1/np.cosh(x)) ,2)+2*varlambda)]

Este método va a ser usado por el método de libreria odeint para resolver la ecuacion
diferencial, el cual a su vez usa el algoritmo LSODA del paquete de librerias de Fortran
odepack, ver ( [27]). El sistema se resolveria de la siguiente manera con el método:

r=np.linspace(0.0,50,10000)
x0=(0,1)

3 phi=odeint (modeloEstelar ,x0,r,(varlambda,))

donde xy representa las condiciones iniciales (¢(0),#'(0)), y 7 un arreglo de puntos para
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ir calculando los puntos en el dominio discreto. A continuacién se aplicara el método de
shooting con el método de biseccién, usando la ecuacién con A =4y xy=(0,1).
Por inspeccién encontramos dos graficas que tiendan hacia signos opuestos, y aplicamos
el método de biseccion al problema donde o« = E en el caso del ejemplo observamos un
cambio en el punto a = —0.8 y b = —0.2 haciendo xy = 50 >> 0, y aplicando biseccion
tendriamos:

def biseccion():
a=-0.8
b=-0.2
xmax=15.0
dx=0.05
t=np.arange (0.0, xmax ,dx)
mid=(a+b) /2.0
x0=(0,1)
aphi=odeint (modeloEstelar ,x0,t,(a,))
bphi=odeint (modeloEstelar ,x0,t,(b,))
aX=aphil[:,0]
bX=bphi [:,0]
TOL=1E-6
while (b-a)>TOL:
mid=(a+b) /2.0
midphi=odeint (modeloEstelar ,x0,t, (mid,))
midX=midphi[:,0]
if (midX[len(t)-1]*aX[len(t)-11<0.0):
b=mid
bX=midX
else:
a=mid
aX=midX
return mid

C.2. Ejemplo: el potencial de Poschl-Teller

Primero se ilustrara que este cédigo sirve para encontrar los eigenvalores de un pro-
blema conocido (el potencial de Péschl-Teller), y después se procederd a usar el cédigo
con el operador Sg.

El potencial modificado de Poschl-Teller aparece en el siguiente problema de Schrodin-
ger (ver [28]):

n* d? 2N —1
————— (1) Oﬂg

5 do2 U(z) = E¥(x), —00 < & < 00, (C.6)

2m  cosh? ax
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donde A > 1y a > 0 son constantes.

Figura 4: Potencial Modificado de Péschl-Teller, [28]).

Rescaleando x y E' y remplazando A — A + 1 obtenemos un problema de eigenvalores
de la forma ((C.5)), donde a = —00, b = +00 y donde el potencial U(z) es

U(x) = =X\ + 1) sech?(x), —00 < < 00. (C.7)

Es posible encontrar soluciones explicitas de la ecuacién con este potencial, usando
la sustitucién de variables u = tanh z y definiendo ¢(u) = ¥ (x) = ¢ (arctanh u). Sabemos
que cosh? z — sinh?z = 1. Dividiendo entre cosh? z llegamos a 1 — tanh®?z = sech®z, y
sustituyendo nuestra u tenemos: 1 —u? = sech®(arctanh u). La derivada del arcotangente

hiperbélico es <L arctanhz = x% y aplicando regla de la cadena a f(x(u)) tenemos,
j{L jﬁ jj;, por lo que f =(1—u? ) , y también por regla de la caden&zf;%é = ddx (%Z—Z) =
w du d? u? d[(1—u =
Ly gty IR ) 22— (- ) IDE ga o
d do(u)
— (1 —w? AA+1 =0 —l<u<l. C38
o[- a0+ votw + et o, u (©8)

La ecuacion anterior es la bien conocida ecuacién de Legendre asociada, por lo que las
soluciones son:

o(u) = C1 P (u) + CoQN (u), E = —u?, (C.9)
donde P} y QX son las funciones de Ferrers de primer y segundo tipo (véase [29]) y donde

C} y (5 son constantes.

Ahora, estamos buscando las soluciones particulares para las cuales ¢(u) — 0 cuando
u — +1, es decir ¥»(z) — 0 cuando * — +oo. Dado que el potencial U(x) = U(—x)
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es par, podemos asumir que las eigenfunciones son pares o impares, por lo que podemos
imponer las siguientes condiciones en u = 0:

d
d¢( ) = 0 (para el caso par), o bien ¢(0) = 0 (para el caso impar). (C.10)
u
El problema de eigenvalores consiste en encontrar un valor para £ = —u? y una funcién

no-trivial ¢ que satisface una de estas dos condiciones en u = 0 junto con la condicion
¢(u) — 0 para u — 1.

Para simplificar el problema, vamos a asumir que A = 2,3,4,... es un entero mayor
o igual a 2. Para entender el comportamiento de la funcién ¢(u), nos apoyamos en los
siguientes comportamientos asintéticos de las funciones asociadas de Ferrers [29]. Primero
veamos el comportamiento de Py () en el h’miteE| u— 17:

. SO = 1)y, (1w

Pi(u) ~ (—1) m 2 < 5 ) L op=1,2,.. ) (C.11)

. 1 2 \"?

Pi(u) ~ T (1—u) , w#1,2,3,..., (C.12)
w2

Q) ~ geostumrn (2] %%2 : .13

2

Q) ~ (—pprun_ T EE]) ( L cu

2l (p+ HI'A—p+1)

l\')ICO

_1
7 27

y también observamos que P = 0 para y = A+ 1, A+ 2,.... El comportamiento de P, Q
enu=0es [29:

PX(0) 2l (C.15)
N T e '
207 et 2sin (SO 4+ p)m) T (3A + 2p+ 3)
50) = — 2 L —1—-X\-3-X,..., (C.16
QA() F(%)\—%M—f‘l) 7”# ) ) ) ( )
y para las derivadas:
K ptl1/2
dP)\(U) 1 - 1 1 ) (017)
du |,_q  TGA=3u+3)T(=3h—in)
dQ (u) COS(%)\—l—,u )L (A + 30+ 1)
= 2=\ —4— A ... 1
du |,_o 2—p 1/2F( N\ %,U i %) ] W # A, A, (C.18)

2Aqui (a), se define como el simbolo de Pochhammer: (a), = a(a+1)(a+2)...(a+n—1) paran € N
y (a)o = 1.
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Basado en estos resultados, analizamos el comportamiento de ¢(u) en los tres casos,
M:172a7/\7M:%a%77y(u7éNy2#7éN)

En el primer caso, cuando p = 1,2, ..., PX(u) — 0 pero QY (u) diverge cuando u — 1.
Por ende, tenemos que elegir C; # 0 y Cy = 0. En este caso, dado que tanto p como A
son enteros, tenemos la siguiente relacién [29)

PA(—u) = (=1)*"P(u), (C.19)
y entonces la funcién P (u) es par o impar, dependiendo de si A — y es par o impar.

En el segundo caso, cuando p = 3,3,..., Pi(u) diverge pero Qy(u) — 0 cuando

u — 17, por lo que tenemos que elegir C; = 0 y Cy # 0. Sin embargo, es facil verificar
que no es posible satisfacer la condicién ((C.10]), debido a las férmulas (C.16) y (C.18).

En el tercer caso en el que p # 1/2,1,3/2,2,..., ambas funciones Pi(u) y Qi(u)
divergen cuando u — 17. La divergencia es del mismo orden (ﬁ)“ / 2, por lo tanto,
podemos obtener una solucién tal que ¢(u) — 0 para u — 17, eligiendo los coeficientes

Ch y O, tales que

R+ oo ) = (C.20)

de tal manera que

2
I'(1 = pu) cos(pm)I' (1)
con C # 0. Para verificar la satisfaccion de la condicion en la frontera ((C.10) usamos las

férmulas (C.15)-(C.18) y la férmula de reflexion de Euler sobre la funcion I, y llegamos
a:

o(u) = [Pf(u) - Qi) . (C21)

cot(um) = — tan <g(/\ + ,u)) para el caso ¢(0) = 0,,

T (C.22)
cot(um) = cot (5()\ + ,u)) para el caso ¢'(0) = 0,
lo cual no tiene soluciones bajo nuestro hipétesis A € N, A > 2.
En resumen, las eigenfunciones del problema son de la forma
o(u) = C1 P (u), p=1,2,... A, (C.23)
con C; # 0 y los eigenvalores correspondientes £ = —p?. En términos de la variable

original z, obtenemos las eigenfunciones

YP(z) = C1 P (tanh ) (C.24)
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del problema de Poschl-Teller.

Ahora, vamos a probar el cédigo para el caso particular A = 4 en el potencial (C.7)),
es decir vamos a considerar el potencial

U(z) = —20sech?(x), 0<zx<o0. (C.25)

Si modificamos las condiciones iniciales (¢(0), ¢'(0)) de la solucién analitica, obtenemos
constantes C distintas, las cuales describen graficas distintas, por ejemplo, si ¢p(u = 0) =

w272
0,¢'(u = 0) = 1 tenemos P}(u) = —2(7u® — 3u)(1 — u*)'/%,(P}(v)) = %, y
5(28ut—27u?+3)

notando que ClW“:O =1, por lo que C} = 1/7.5, de manera andloga para las
otras constantes.

Resultados analiticos de la ecuacién de Schrodinger para V (]C.25[)
Polinomios de Legendre Energia | (¢(0),¢'(0)) | Cq Biseccion
Pi(u) = —2(7u® = 3u)(1 —u?)'? | E= -1 (0,1) 1% —1.0000009536743
P(u) = 2(7u? — 1)(1 — u?) E=-4 (—1,0) 1% —3.9999990463256
P}(u) = —105u(1 — u?) E=-9 (0,-1) ris —9.000000953674
Pl(u) = 105(1 — u?)? E=-16 (1,0) T:s —16.000000953674

Tabla 1: Las dos primeras columnas son las soluciones analiticas de la ecuacién de
Schrodinger (C.5)) con el potencial (C.25)) y varias energias; las dos columnas de la dere-
cha nos dicen las condiciones iniciales y la constante que resuelve (C.9)); la dltima colum-

na indica el resultado para la energia que arroja el algoritmo de biseccion aplicado con
Tmax = 25, TOL = 1E — 6, Az = 0.001.

En la siguiente pagina se presentan las graficas arrojadas por el shooting.
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(@(0) = 0, p'(0) = 1), Ax = 0.001,TOL = 1E — 6, Xpax = 15 (p(0) = = 1,¥(0) =0), Ax=0.001, TOL = 1E = 6, Xpax = 15
2.0
—— E= —1.000000953. .. —— F= -3.999999. ..
15 — ¢=1(2/15)P} 15 —— ¢=1(2/15)P}
1.0 1.0
05 05
% ] %
B B
-05 -05
-1.0 -1.0
-15 -15
—2.0 1— . T : h T . T —2.0 1— . } : T T . T
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
X X

(a) Shooting para el caso (¢(0),4(0)) = (0,1).  (b) Shooting para el caso (¥(0),%'(0)) = (-1,0).

Figura 5: Método de biseccién para las condiciones iniciales (0,1) y (—1,0) con pardmetros
Ax = 0.001, TOL = 1E — 6, z,a = 15. Las graficas rojas se deben a una variacion de F
de 0.01 5 veces tanto para el lado positivo como para el negativo

(w(0)=0,p'(0)= —1),Ax=0.001, TOL = 1E = 6, Xmax = 15 (w(0)=1,y(0)=0),Ax=0.001,TOL=1E = 6, Xmax = 15
2.0
—— E= —9.00000. .. —— E= -16.00000...
1.5 4 — ¢=(1/105); 1.5 4 — ¢=1(1/105)P]
1.0 1.0
0.5 A 0.5 A
g 0.0 1 g 0.0 1
-0.5 4 -0.5 4
-1.0 4 -1.0 4
-1.5 4 -1.5 4
-2.0 T . T -2.0 +— . T . T T . T
6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
X X

(a) Shooting para el caso (1(0),¢'(0)) = (0,—1).  (b) Shooting para el caso (¥(0),4’(0)) = (1,0).

Figura 6: Método de biseccién para las condiciones iniciales (0, —1) y (1,0) con parametros
Az = 0.001, TOL = 1E — 6, . = 15. Las graficas rojas se deben a una variacion de E
de 0.01 5 veces tanto para el lado positivo como para el negativo.

En el codigo presentado se pueden distinguir cuatro parametros que afectan el error,
el refinamiento Az de la discretizacion sobre la cual se estd resolviendo la ecuacion dife-
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rencial, el valor x,,, sobre el cual se esta aplicando el shooting, y la tolerancia TOL que
se permite en el algoritmo de biseccion y la precision del algoritmo usado para resolver la
ecuacion diferencial.

Variando Tolerancia (@(0), y'(0)) = (0, 1), Xmax = 20, Ax =0.001

—1.000 +

=1.002 +

—1.004 +

—1.006

—1.008 +

10-% 10-° 107 1073 102
ToL

Figura 7: Zmax = 15, condicidn inicial C'I = (0, 1) (correspondiente a £ = —1.0), Az =
0.001, Variacién en TOL desde 1E — 2 a 1E — 6.

— 005 — 005
0.025 =301 0.025
— 0.0125 — 0.0125
—3.29 — 0.00625 —— 0.00625

3.2 4
—— 0.003125 —— 0.003125

-3.4 34l

~3.64

—3.6 4

35 -3.8

4.0 -4.0 1

T T T T T T T T T T T
18 2.0 2.2 2.4 2.6 0 2 4 6 8 10 12 14
Xmax Xmax

(a) Vista 1 (b) Vista 2

Figura 8: Se varfa Zp.c, y también Az (un Az distinto por color distinto), se usé la
condicién inicial (—1,0) (correspondiente a £ = —4) y TOL = 1E — 6.

Por 1ltimo, se presenta una tabla donde varian Az y Zpax.
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Variacion de parametros
Xmax | Az = 0.05 Az = 0.0125 Az = 0.003125
1.7 | E = —3.0000009536743164 | —3.0000009536743164 | —3.0000009536743164
1.9 | E = —3.3953256607055664 | —3.470128059387207 | —3.487380027770996
2.1 | E=—-3.702956199645996 | —3.7404870986938477 | —3.7491254806518555
2.3 | E = —3.8564043045043945 | —3.8749170303344727 | —3.8791704177856445
2.5 | E'= —3.9433393478393555 | —3.9433393478393555 | —3.9433393478393555
2.7 | E=—-3.9734697341918945 | —3.9734697341918945 | —3.9734697341918945
29 | = —3.9877119064331055 | —3.9877119064331055 | —3.9877119064331055
4 | = —-3.9998044967651367 | —3.999831199645996 | —3.9998369216918945
5 | E=—-3.999997138977051 | —3.999997138977051 | —3.999997138977051
8 | E=—-3.9999990463256836 | —3.9999990463256836 | —3.9999990463256836
15 | = —3.9999990463256836 | —3.9999990463256836 | —3.9999990463256836
20 | E = —3.9999990463256836 | —3.9999990463256836 | —3.9999990463256836

Tabla 2: Se usa la condicién inicial (—1,0) correspondiente a £ = —4, con TOL = 1E —6.
Observamos una convergencia hacia el valor analitico.

Variacion de parametros
Xmax | Az = 0.05 Az =0.0125 Ax = 0.003125
1.7 | £ = -3.000000000000007 | —3.000000000000007 | —3.000000000000007
1.9 | F = —3.395325855613926 | —3.4701284244613007 | —3.4873805690628146
2.1 | E = —3.7029554494209336 | —3.740486488679373 | —3.7491257474175015
2.3 | E = —3.8564037561736697 | —3.8749176004478656 | —3.879170413692016
2.5 | E = —3.9433387829178272 | —3.9433387829359887 | —3.9433387829785644
2.7 | E = —-3.9734701634042366 | —3.9734701634251834 | —3.9734701634750493
2.9 | E= —3.987711488143084 | —3.9877114881611035 | —3.9877114882036366
4 | E = —-3.9998039168780153 | —3.9998311049169004 | —3.9998372922257985
5 | E=-3.99999631759966 —3.9999968216044053 | —3.9999969362840275
8 | E=—-3.999999937942455 | —3.999999937962521 | —3.999999938008763
15 | E = —3.999999937964283 | —3.999999937980867 | —3.999999938023386
20 | E=—3.999999937964283 | —3.999999937980867 | —3.999999938023386
Tabla 3: Se usa la condicién inicial (—1,0) correspondiente a £ = —4, con una TOL =

1E — 14. Observamos una convergencia hacia el valor analitico.
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C.3. El operador de Schrodinger para el potencial ((2.2.64))

Ahora, veamos el operador Sy definido en la ecuacién (B.40)), aplicado al modelo con
la densidad y potencial ([2.2.64)).

Recordando las definiciones R = r/a,0 = p/po, ¥ = —Mé’#, entonces tenemos,
aplicando las reglas de la cadena correspondientes:
do 3R A0 7y —sinhTH(R) (C.26)
dr — a(l+ R2)%/?’ dr aR? ’ '
o en términos de @y y p:
R -1
dp 3R d®, T — sinh ™ (R) )
bl o e S = — ArG C.27
dr a(l+ R2)5/2p0’ dr aR? ot ( )
lo cual dividiendo da:
d 3R3
P (C.28)

d®y (14 R?)2(R — VR? + 1sinh ! R)(4rGa?)’

Sustituyendo lo anterior en las ecuaciones (B.19) y (B.40), llegamos a la siguiente
expresion para el operador de Schrodinger:

1 L d (L, do 3RS
So(¢) = ArGa? {_ﬁﬁ ( 2@) * (1+ R?)%(R — v/R2 + 1sinh ™! R)¢} - (G29)

Absorbiendo el factor 4rGa? en el eigenvalor ), llegamos a la ecuacién de Sturm-

Liouville:
1 d do 3R3
—— — (R?ZZ) £ = A\o. C.30

R2dR ( dR) (14 R?)?(R— VR?+1sinh™! R)¢ ¢ (C.30)

Ahora consideremos el término que acompana a ¢ en la ecuaciéon anterior, y llamémoslo
V(R):
3R3

V(R) = (1+R?2(R—VR?+ 1sinh™ ' R)

(C.31)

La funcién anterior tiene la siguiente expansion en serie de Taylor alrededor de R = 0:

B 72, 3357, 2958
V(R)= =9+ =R~ R+ To0

R® + O(R®), (C.32)
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y es regular en R = 0. La grafica de la funcién V es:

—— Potencial vV

Vix)
|
S

-10

Para regularizar el problema en R = 0 conviene sustituir ¢ por una nueva funciéon wu,
tal que:

¢(R) = . R(R)=Rd(R)—u(R), [R*¢R)] =Ru"(R).  (C33)

De esta manera la ecuacién (C.30)) queda como:
u" — V(R)u = \u, (C.34)

con condiciones de frontera:

w(0) =0,  /(0)=¢(0) = 1. (C.35)

Ahora, aplicando el cédigo que usamos para el potencial modificado de Poschl-Teller,
con ryax = 70,Azx = 0.001, TOL = 1FE — 10 obtenemos el eigenvalor negativo A =
—0.017251730954740196 y haciendo xpax = 15 obtenemos el eigenvalor negativo A =
—1.7986005126149394.
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a a
— A= -0.01725173... — A= -1.7986005. ..
3 3
2 2
1 1
Z Z
s s

N N I

—4 T T T T T T u T —4 T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 0 5 10 15 20

R R

(a) Shooting que arroja el eigenvalor A = —0.0172... (b) Shooting que arroja el eigenvalor A = —1.798...

Figura 9: Método de shooting para el operador S; aplicado al modelo con potencial
(2.2.64).

Por lo tanto el operador Sy no es positivo, por lo que la condiciéon Sy > 0 no se cumple
y no puede usarse para establecer la estabilidad lineal.
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