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Abstract

In the present work, we review the Hausdorff moment problem in the matrix version for the case of
an even number of moments. To solve this problem, we transform the moment problem into a problem
of finding a holomorphic function S(z) on C \ [a, b] and such that S(z) is the solution of the system
of inequalities of the V.P. Potapov-type. In the case in which the two matrices of Hankel constructed
by the moments are positive definite, the set of solutions is given in terms of the given moments.

It is worth mentioning that in this work an explicit relationship is obtained between the resolvent
matrices proposed in [CR] of 2001 and [CDFK] of 2006, respectively.
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Resumen

En el presente trabajo revisamos el problema de momentos de Hausdorff en la versión matricial
para el caso de un número par de momentos. Para resolver este problema, trasladamos el problema
de momentos a un problema de encontrar funciones que son holomorfas en C \ [a, b] y que son las
soluciones del sistema de desigualdades del tipo de V.P. Potapov. En el caso cuando las dos matrices
de Hankel construidas por los momentos son positivas definidas se describe la solución en términos de
los datos dados.

Cabe mencionar que en este trabajo se obtiene una relación expĺıcita entre las matrices resolvente
propuestas en [CR] del 2001 y [CDFK] del 2006, respectivamente.

Palabras clave: transformada de Stieltjes, sistema de desigualdades de Potapov, matriz resolvente.
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Introducción

Antecedentes

El término problema de momento aparece por primera vez en el trabajo de T. Stieltjes de 1894-1895
[S]. Stieltjes define para cada k ∈ N el momento generalizado de orden k como la integral∫ ∞

0
ukdσ(u)

donde σ es una función monótona no decreciente. Al final del Caṕıtulo 4 de [S], Stieltjes escribió:
“Daremos el nombre del problema de momento al siguiente problema: se requiere encontrar una función
no decreciente positiva en el intervalo [0,∞), dados los momentos de orden k(k = 0, 1, 2, . . . )”.

El problema de momentos en el caso matricial fue considerado por primera vez por M.G. Krein en
1949. El problema de momentos en el intervalo acotado, también llamado el problema de momentos de
Hausdorff en el caso matricial, ha sido desarrollado en varias direcciones: en el ámbito de los polinomios
ortogonales matriciales factores de Blaschke-Potapov, parámetros de Dyukarev-Stieltjes y además esta
técnica ha sido utilizada para resolver problemas del área de estabilidad y teoŕıa de control.

En el punto central del presente trabajo se tiene la consideración de un problema de momentos
matricial. Antes de iniciar con el estudio del tema anunciado demos algunas observaciones sobre el
problema de momentos y su clasificación dentro del ámbito de las matemáticas. El estudio del problema
de momentos y los problemas relativos, es un tema que es de interés desde la segunda parte del siglo XIX
y ha desarrollado una gran actividad en parte de un número importante de matemáticos y aún es un
campo activo de las matemáticas. Las causas para lo anterior son varias, uno de los puntos principales
es que el problema de momentos es un área que está muy relacionada con varias disciplinas de las
matemáticas (teoŕıa de probabilidad, teoŕıa de funciones de variable compleja, teoŕıa de aproximación,
teoŕıa de polinomios ortogonales, teoŕıa espectral de operadores en espacios de Hilbert, teoŕıa de conos
convexos en espacios de Banach, teoŕıa de aproximación de Padé, entre otros). Lo anterior se puede
constatar por un número importante de libros los cuales se centran en el problema de momentos
por ejemplo: Akhiezer [Ak], Akhiezer/Krein [AKr], Berg/Christensen/Ressel [BCR], Bisgaard/Sasvári
[BS], Dette/Studden [DS], Freud [Fr], Geronimus [G], Grenander/Szegö [GS], Karlin/Shapley [KSh],
Karlin/Studden [KSt], Koosis [Koo], Krein/Nudelman [KN], Nikishin/Sorokin [NS], Shohat/Tamarkin
[ST], Perron [P], Wall [Wa], Widder [Wi] y Wintner [Win]. Los fundamentos del estudio del problema
de momentos se originaron en la primera parte del siglo XIX. Se consideraron problemas en las fronteras
de teoŕıa de probabilidades. Los primeros estudios importantes en este sentido fueron realizados por
la escuela de San Petersburgo, representados por P.L. Chebyshev y sus colaboradores Vertretern A.N.
Korkin, E.I. Zolotarev, K.A. Possé y en particular A.A. Markov. Parte de los estudios de A.A Markov se
tradujeron al idioma francés en la tesis de Possé [Pos]. Los autores Chebyshev y Markov consideraron en
el siglo XIX intensamente, el método de las fracciones continuas. La técnica de las fracciones continuas
determinó la dirección y el desarrollo de la primera fase del estudio del problema de momentos. Los
trabajos de Chebyshev tuvieron una influencia fuerte en los trabajos de H. Hamburger [Ham] y E.
Hellinger [He] que se realizaron en lenguaje de fracciones continuas en la primera década del siglo
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2 Introducción

XX. En base a esta teoŕıa, en particular, en el trabajo fundamental de M.G. Krein y sus monograf́ıas
con sus colaboradores Krein/Nudelman se ve claramente una interrelación con la generalización con
la teoŕıa de A.A. Markov.

El problema de momentos matricial de Hamburger y sus análogos se estudiaron mediante el método
de Potapov [KP], [K]. Las generalizaciones de este método fueron propuestas en los art́ıculos [Nu],
[IS], [KKY], [DK], [D]. En la década de 1960 a 1970 ha sido resuelto por Potapov y sus colaboradores.
El presente trabajo se fundamenta en el método de la desigualdad fundamental de V.P. Potapov que
cuyo contenido forma parte del desarrollo de la J teoŕıa de Potapov llevado a cabo a finales de la
década de 1960-1970 del siglo XX. El problema de momentos en el caso matricial para un intervalo
acotado fue también fue resuelto en el 2001, en [CR], para el caso donde se da un número par e impar
de momentos. En el 2006, en [CDFK], se resuelve el problema de momentos en un intervalo acotado
para el caso de un número par de momentos.

Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es revisar el problema matricial de momentos en un intervalo acotado [a, b]
en el caso de un número par de momentos s0, s1, . . ., s2n+1. Además, es también objetivo desarrollar
en detalle los resultados del art́ıculo [CR]. Por otra parte es objetivo de esta tesis, obtener una relación
expĺıcita entre la matriz resolvente del art́ıculo [CR] y la matriz resolvente del art́ıculo [CDFK].

Planteamiento del problema

Sean s0, s1, . . ., s2n+1 matrices Hermitianas de dimensión q×q. Se requiere describir el conjunto
de todas las funciones matriciales σ(t) definidas en el intervalo [a, b], (−∞ < a < b < +∞),
que son no decrecientes y Hermitianas no negativas en [a, b], tales que∫ b

a
tjdσ(t) = sj , j = 0, ..., 2n+ 1. (1)

Cabe señalar que este problema, para a = 0, b = 1, representa el problema de momentos de
Hausdorff. Para a = 0, b→ +∞, representa el problema de momentos de Stieltjes a = 0, b→ +∞ y
para a→ −∞, b→ +∞, el problema planteado representa el problema de momentos de Hamburger.
Además, este problema fue estudiado para el caso escalar en [KN].

Metodoloǵıa

Usamos el método de Potapov que consiste en traducir el problema planteado de momentos matri-
cial en un intervalo acotado, en un sistema de dos desigualdades matriciales. Previamente el problema
de encontrar el conjunto de funciones matriciales σ se transforma en el problema de encontrar funcio-
nes holomorfas S(z) en C \ [a, b]. Posteriormente se resuelve el sistema de desigualdades matriciales
de Potapov. Para resolver estas desigualdades se define la llamada matriz resolvente

Un(z) =

(
αn(z) βn(z)
γn(z) δn(z)

)
, (2)
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cuyas entradas son bloques de dimensión q × q. Se reescribe la desigualdad de Potapov para el caso
no degenerado, que es cuando las matrices de Hankel

H1,n = (−asj+k + sj+k+1)nj,k=0 y H2,n = (bsj+k − sj+k+1)nj,k=0,

son positivas definidas. Luego resolvemos el sistema transformado y finalmente la solución se escribe
en términos de la matriz resolvente (2) y los pares negativos. Cabe mencionar que dentro del presente
trabajo reproducimos el criterio de existencia de la solución al problema planteado. Además en el
caso no degenerado el conjunto de soluciones del problema de momentos considerado es un conjunto
infinito.

Contribuciones de la tesis

La contribución de esta tesis es la obtención de una relación expĺıcita entre la matriz resolvente del
art́ıculo [CR] y la matriz resolvente del art́ıculo [CDFK]. Esta relación se escribe en términos de los
elementos que fueron definidos en esos trabajos. La importancia de esta contribución se explica por el
hecho de que una matriz resolvente está normada en z = a, mientras que la otra matriz resolvente está
normada en z = 0. Con este resultado, se puede construir una nueva familia de polinomios ortogonales
y fracciones continuas que corresponden al problema planteado.

Organización de la tesis

En el caṕıtulo 1 se plantea el problema de momentos de Hausdorff en la versión matricial para
el caso de un número par de momentos. Se reproduce el resultado de que el conjunto de todas las
soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov asociado a
la versión matricial del problema de momentos de Hausdorff, es equivalente al conjunto de todas las
funciones matriciales S(z) definidas en C \ [a, b] tales que

S(z) =

∫ b

a

1

t− z
dσ(t). (3)

donde σ está dada como en (1). En el caṕıtulo 2, reescribimos el sistema de desigualdades matriciales
fundamental del tipo de V.P. Potapov para el caso no degenerado y además, en ese mismo caso
encontramos las soluciones. También, estudiamos las propiedades sobre la matriz resolvente (2). En el
caṕıtulo 3 damos una descripción del conjunto todas las funciones S(z) que describen la solución al
problema de momentos en la versión matricial para un intervalo acotado en el caso par. Finalmente,
el caṕıtulo 4 se centra en la obtención de la relación entre la matriz resolvente de [CR] y la matriz
resolvente de [CDFK].



Caṕıtulo 1

Desigualdades matriciales de V.P.
Potapov

En este caṕıtulo planteamos el problema de momentos en términos de funciones que pertenecen
al conjunto Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]], el cual se define en la Definición 1.11. Después veremos en el Teorema

1.5 cómo se relacionan las soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental del tipo
de V.P. Potapov con el conjunto Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]]. Cabe mencionar que en las secciones 1.3 y 1.5 se

verán todos los resultados para concluir con la demostración del Teorema 1.5.

Notación 1. Usaremos C, R, N0 y N para denotar el conjunto de los números complejos, el conjunto
de los números reales, el conjunto de todos los enteros no negativos, y el conjunto de todos los enteros
positivos, respectivamente.

Notación 2. Para todos m,n ∈ N0, designamos a Nm,n el conjunto de todos los enteros k que
satisfacen m ≤ k ≤ n.

Notación 3. Sean p, q ∈ N. El śımbolo Cp×q representa el conjunto de todas las matrices con entradas
en C y de dimensión p × q. Si A ∈ Cq×q entonces denotamos a ReA y ImA la parte real de A y la
parte imaginaria de A, respectivamente.

Notación 4. Sean p, q ∈ N. Para cada A ∈ Cp×q denotamos mediante || · || el operador norma, ‖A‖E
representa la norma Euclidiana de la matriz A y ‖A‖ es la norma inducida, es decir

||A|| := sup
x∈Cq , x6=0

||Ax||E
||x||E

.

Notación 5. Sean X y Y conjuntos no vaćıos y si Z es un subconjunto no vaćıo de X, y además
f : X → Y es una función, entonces f|Z representa la función restricción de f en Z.

Definición 1.1. Sea q ∈ N y sea X ⊆ C no vaćıo. Sea F : X → Cq×q. Llamamos a la función F
como una función matricial compleja de q × q. Cuando se hace referencia a la función matricial F ,
tenemos la siguiente forma:

F (z) =

F11(z) . . . F1q(z)
...

. . .
...

Fq1(z) . . . Fqq(z)


para cada z ∈ X. Aśı, si N1,q está denotado mediante la Notación 2, para cada m,n ∈ N1,q, tenemos
la función escalar Fmn : X → C de F que se encuentra en la entrada (mn) de F (z). Claramente, la
función F se puede escribir como F (z) = ReF (z) + iImF (z) para cada z ∈ X.

Notación 6. Si Z es un subconjunto no vaćıo de C y si F es una función matricial definida en Z,
entonces para cada z ∈ Z usaremos F ∗(z) para representar la matriz transpuesta conjugada. Esta
matriz también se denotará como (F (z))∗.
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1.1. El problema de momentos y la clase Rq[a, b] 5

Incluimos las siguientes definiciones que son importantes para este trabajo.

Definición 1.2. Sea q ∈ N. Una matriz A ∈ Cq×q se dice que es Hermitiana si A = A∗, donde A∗ es
la matriz transpuesta conjugada de A.

Definición 1.3. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vaćıo. Sea F : X → Cq×q una función matricial. Decimos
que F (z) es Hermitiana en X, si para cada z ∈ X, F (z) es Hermitiana. Es decir, F (z) = F ∗(z) para
cada z ∈ X.

Definición 1.4. Sea q ∈ N. Decimos que una matriz A ∈ Cq×q es no negativa si

x∗Ax ≥ 0 para todo x ∈ Cq tal que x 6= 0.

Una matriz no negativa se abrevia como A ≥ 0. Si en la desigualdad solamente se cumple la desigualdad
estricta, es decir x∗Ax > 0, entonces decimos que A es positiva definida y abreviamos como A > 0.

Definición 1.5. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vaćıo. Sea F : X → Cq×q una función matricial. Decimos
que, F (z) es no negativa en X, si para cada z ∈ X, F (z) es no negativa y se denota como F (z) ≥ 0
en X. Similarmente, decimos que F (z) es positiva en X, si para cada z ∈ X, F (z) es positiva y se
denota como F (z) > 0 en X.

Definición 1.6. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vaćıo. Sea F : X → Cq×q una función matricial. F se llama
monótona no decreciente, si para cada t0, t1 ∈ X tales que t1 ≥ t0 se cumple que F (t1) − F (t0) ≥ 0
en X.

En el Apéndice A se ubica la definición de la función holomorfa en el caso escalar. Ahora introdu-
cimos la siguiente noción análoga para funciones matriciales.

Definición 1.7. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vaćıo. Sea F : X → Cq×q una función matricial compleja
de dimensión q × q. Sea Fmn definida como en la Definición 1.1 y sea N1,q de acuerdo a la Notación
2. Decimos que F es holomorfa en A si para cada m,n ∈ N1,q, Fmn es holomorfa en A.

Observación 1.1. Sea q ∈ N. Si A,B ∈ Cq×q y si escribimos A ≥ B (respectivamente, A > B),
entonces significa que A−B es no negativa. (respectivamente, A−B es positiva).

Finalmente, se definen dos conjuntos que hacen referencia a la parte superior e inferior respectiva-
mente, del plano complejo

Notación 7. Π+ := {ω ∈ C : Imω ∈ (0,+∞)} y Π− := {ω ∈ C : Imω ∈ (−∞, 0)}.

1.1. El problema de momentos y la clase Rq[a, b]

En está sección reescribimos la versión matricial del problema de momentos en términos de un
subconjunto de la clase de funciones denotada porRq[a, b]. También agregamos los elementos necesarios
para definir el sistema fundamental matricial de desigualdades de V.P. Potapov. Para dar comienzo a
esta sección, introducimos los conjuntos de las funciones que tienen las propiedades de nuestro interés
y las cuales deseamos describir expĺıcitamente.

Definición 1.8. Sea q ∈ N. Sean a y b números reales que satisfacen a < b. Denotamos mediante
Mq
≥[a, b] como el conjunto de todas las funciones σ : [a, b]→ Cq×q no decrecientes, y que además son

Hermitianas no negativas en [a, b].
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Definición 1.9. Sea q ∈ N. Sea f(t) una función continua en [a, b] y σ(t) = (σij(t))
q
i,j=1 una función

matricial Hermitiana en [a, b] de dimensión q × q. Definimos

∫ b

a
f(t)dσ(t) :=



∫ b

a
f(t)dσ11(t) · · ·

∫ b

a
f(t)dσ1q(t)

...
. . .

...∫ b

a
f(t)dσq1(t) · · ·

∫ b

a
f(t)dσqq(t)

 , (1.1.1)

donde σij para cada i, j = 1, . . . , q, es una función continua a trozos en [a, b] tal que la integral de

Riemann-Stieltjes
∫ b
a f(t)dσij(t) está definida en [a, b] (ver [CB, pág. 89]).

En adelante, la integral de la forma
∫ b
a f(t)dσ(t) se entiende como en (1.1.1).

Definición 1.10. Sean q ∈ N y n ∈ N0. Sean a y b números reales que satisfacen a < b. Sean
s0, s1, . . . , s2n+1 matrices Hermitianas de dimensión q×q. SeaMq

≥[a, b] definido como en la Definición

1.8 y sea N0,2n+1 de acuerdo a la Notación 2. Denotamos mediante Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] el conjunto de

todas las funciones σ ∈Mq
≥[a, b] tales que ∫ b

a
tjdσ(t) = sj . (1.1.2)

para cada entero j ∈ N0,2n+1.

Claramente, se tiene que Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] ⊆ Mq

≥[a, b]. Una secuencia (sj)
2n+1
j=0 de matrices

complejas de dimensión q × q es una secuencia de matrices Hermitianas si se satisface sj = s∗j para
cada j ∈ N0,2n+1, donde N0,2n+1 está determinado en la Notación 2. Consideremos una secuencia
(sj)

2n+1
j=0 de matrices complejas de q × q, y supongamos que sj está definido como en (1.1.2) y que

σ ∈ Mq
≥[a, b], entonces tenemos que cada sj es una matriz Hermitiana ya que σ también lo es. Aśı,

lo anterior es un caso particular de considerar una secuencia de matrices complejas de q × q que son
Hermitianas, es decir, sin conocer como está definido el término sj de la secuencia dada. Con lo escrito
hasta ahora, podemos reescribir nuestro problema de momentos en la versión matricial de la siguiente
manera:

Planteamiento del problema de momentos de Hausdorff para el caso par de mo-
mentos

Problema 1.1. Sea N0 denotado como en la Notación 1. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R y
b ∈ (a,∞). Además, sea Mq

≥[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.10. Sea (sj)

2n+1
j=0

una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q × q, se requiere describir el conjunto
Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

El conjunto Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] dado en la Definición 1.10 en realidad es para nuestro caso, el

conjunto de soluciones de la versión matricial del problema de momentos.

En el Teorema 1.2, veremos que el problema planteado se traslada al área de funciones holomorfas,
en particular, a la clase de funciones Rq[a, b].

Definición 1.11. Sea q ∈ N. Sea Π+ dado como en la Notación 7. Denotamos mediante Rq[a, b] la
clase de todas las funciones matriciales S : C\ [a, b]→ Cq×q, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. S es holomorfa en C \ [a, b].

2. Para cada ω ∈ Π+, la matriz ImS(ω) es Hermitiana no negativa.

3. Para cada t ∈ (−∞, a), la matriz S(t) es Hermitiana no negativa.
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4. Para cada t ∈ (b,+∞), la matriz −S(t) es Hermitiana no negativa.

Teniendo en consideración los conjuntos Mq
≥[a, b] y Rq[a, b], el Teorema 1.2 describe la relación

entre dichos conjuntos. Cabe mencionar que esta idea fue usada por M.G. Krein y A.A. Nudelman
(ver [KN, pág. 394]) para el caso escalar q = 1.

Teorema 1.2. Sea q ∈ N. Sea Mq
≥[a, b] definido como en la Definición 1.8 y Rq[a, b] definido como

en la Definición 1.11

(a) Para cada σ ∈Mq
≥[a, b] la función matricial S[σ] : C \ [a, b]→ Cq×q definida por

S[σ](z) :=

∫ b

a

1

t− z
dσ(t) (1.1.3)

pertenece a Rq[a, b].

(b) Para cada S ∈ Rq[a, b] existe una única σ ∈Mq
≥[a, b] tal que

S(z) :=

∫ b

a

1

t− z
dσ(t) (1.1.4)

se satisface para todo z ∈ C \ [a, b].

Demostración. Probaremos la condición suficiente. Sea σ ∈ Mq
≥[a, b]. Observemos que S[σ](z) es

holomorfa en C \ [a, b]. En efecto, sean z, z0 ∈ C \ [a, b], y U una vecindad de z0 en C \ [a, b], tenemos

ĺım
z→z0

S[σ](z)− S[σ](z0)

z − z0
= ĺım

z→z0

∫ b
a

1
t−zdσ(t)−

∫ b
a

1
t−z0dσ(t)

z − z0

= ĺım
z→z0

∫ b
a [ 1
t−z −

1
t−z0 ]dσ(t)

z − z0

= ĺım
z→z0

∫ b
a [ (z−z0)

(t−z)(t−z0) ]dσ(t)

z − z0

= ĺım
z→z0

∫ b

a

(z − z0)

(t− z)(t− z0)(z − z0)
dσ(t)

= ĺım
z→z0

∫ b

a

1

(t− z)(t− z0)
dσ(t)

=

∫ b

a

1

(t− z0)2
dσ(t).

Como se puede ver, la función matricial S[σ] es complejo diferenciable en cada una de sus entradas
para cualquier z0 ∈ U donde U es una vecindad arbitraria de C \ [a, b], entonces S[σ] es holomorfa en
C \ [a, b]. Sea ω ∈ Π+, tenemos

ImS[σ](ω) =
S[σ](ω)− (S[σ](ω))∗

2i

=
1

2i

∫ b

a

(
1

t− ω
− 1

t− ω̄

)
dσ(t)

=
1

2i

∫ b

a

2iImω

|t− ω|2
dσ(t) =

∫ b

a

Imω

|t− ω|2
dσ(t).

Claramente se sigue que ImS[σ](ω) ≥ 0 para cada ω ∈ Π+. Ahora, sea x ∈ (−∞, a), entonces

S[σ](x) =

∫ b

a

1

t− x
dσ(t),
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ya que t ∈ [a, b], se sigue que S[σ](x) ≥ 0 para cada x ∈ (−∞, a). Sea x ∈ (b,+∞), se tiene

S[σ](x) =

∫ b

a

1

t− x
dσ(t)

y como x ∈ [a, b], tenemos que S[σ](x) ≤ 0, y además −S[σ](x) ≥ 0. Por lo tanto, S[σ](z) ∈ Rq[a, b].
La condición suficiente queda demostrada.

Probaremos la condición necesaria. Sea S ∈ Rq[a, b]. Sea g ∈ Cq constante y sea s : C \ [a, b]→ C
una función escalar definida mediante s(z) = (g, S(z)g). Ya que S es holomorfa en C \ [a, b], se sigue
inmediatamente que s es holomorfa en C \ [a, b]. Claramente se cumple que

Π+ ⊂ C \ [a, b]. (1.1.5)

Entonces de (1.1.5) tenemos que s es holomorfa en Π+. Sea z ∈ Π+, de acuerdo a la Ecuación (B.1)
del Apéndice B, tenemos que

Im (g, S(z)g) = g∗ImS(z)g,

es decir,

Im s(z) = g∗ImS(z)g. (1.1.6)

Ya que por hipótesis ImS(z) ≥ 0 para cada z ∈ Π+, de (1.1.6) tenemos que Im s(z) ≥ 0 para cada
z ∈ Π+. En vista de la Definición (B.1) del Apéndice B, podemos concluir que

s ∈ R1. (1.1.7)

Sea t ∈ (−∞, a), tenemos

s(t) = (g, S(t)g) = g∗S(t)g (1.1.8)

y por hipótesis, S(t) ≥ 0 para cada t ∈ (−∞, a), entonces de (1.1.8) se sigue

s(t) ≥ 0 para cada t ∈ (−∞, a). (1.1.9)

Similarmente, sea t ∈ (b,+∞), tenemos

s(t) = (g, S(t)g) = g∗S(t)g.

o bien

−s(t) = −g∗S(t)g = g∗(−S(t))g. (1.1.10)

Por hipótesis, para cada t ∈ (b,+∞) se cumple que −S(t) ≥ 0 y de (1.1.10), obtenemos que

−s(t) ≥ 0 para cada t ∈ (b,+∞). (1.1.11)

De acuerdo a (1.1.7), tenemos por el Teorema B.3 del Apéndice B que existe una única σ no decreciente
tal que

s(z) = γ + βz +

∫ ∞
−∞

dσ(t)

t− z
. (1.1.12)

Tenemos que s(z) es holomorfa para z = x < a y z = x > b. Además de (1.1.9) y (1.1.11) tenemos
que s(z) es real para z = x < a y z = x > b, se sigue de la fórmula de inversión de Stieltjes (B.4) del
Apéndice B que la función σ(t) que aparece en (1.1.12) es constante para t < a y t > b, de manera
que de hecho σ está acotado y tenemos

s(z) = γ + βz +

∫ b

a

dσ(t)

t− z
(1.1.13)

donde β ≥ 0. Supongamos que β > 0, entonces para z = x > a suficientemente grande

s(x) = γ + βx+

∫ b

a

dσ(t)

t− x
y si x es suficientemente grande solo queda el término βx, entonces para ese x se debeŕıa tener s(x) ≥ 0,
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pero de (1.1.11) tenemos que s(x) ≤ 0, entonces β = 0. Ahora, si γ 6= 0, se tiene

s(x) = γ +

∫ b

a

dσ(t)

t− x
y s(−x) = γ +

∫ b

a

dσ(t)

t+ x
,

entonces para x > 0 suficientemente grande los valores de s(x) y s(−x) por hipótesis debeŕıan tener
signos opuestos, pero para ese x es imposible. Aśı γ = 0. De esta manera reescribimos (1.1.13) como

s(z) =

∫ b

a

dσ(t)

t− z
. (1.1.14)

Por lo tanto, queda demostrado el caso escalar. Utilizando (1.1.14), y el método de la polarización
ubicado en la sección B.1 del Apéndice B, se demuestra el caso matricial. �

Según el Teorema 1.2, el mapeo f :Mq
≥[a, b] → Rq[a, b] dado por f(σ) := S[σ] es biyectivo. Para

todo σ ∈ Mq
≥[a, b], la función matricial S[σ] : C \ [a, b]→ Cq×q definida en (1.1.3) es llamada como la

transformada de Stieltjes de σ. Rećıprocamente, si la función matricial S ∈ Rq[a, b] es dada, entonces
la única σ ∈Mq

≥[a, b] que satisface (1.1.4) para todo z ∈ C\ [a, b] se dice que es la función distribución
de Stieltjes que corresponde a S. Ahora veamos que la transformada de Stieltjes se puede escribir
como una serie.

Teorema 1.3. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Mq
≥[a, b] definido como en la Definición 1.8. Sea

σ ∈Mq
≥[a, b]. Denotamos a S[σ] como la transformada de Stieltjes de σ. Para cada j ∈ N0 denotamos

a s
(σ)
j el j−ésimo momento definido como en (1.1.2) correspondiente a σ. Además sea z ∈ C elegido

de manera que |z| > máx{|a|, |b|} se cumple. Entonces z ∈ C \ [a, b] y

S[σ](z) = −
∞∑
k=0

s
(σ)
k

zk+1
. (1.1.15)

Demostración. Sea t ∈ [a, b]. Entonces

|t| ≤ máx{|a|, |b|}.
Debido a la elección de z, se sigue que

z ∈ C \ [a, b]

y |t| < |z|, es decir, z 6= 0 y ∣∣∣∣ tz
∣∣∣∣ =
|t|
|z|

< 1.

En vista de la fórmula para la serie geométrica, se tiene lo siguiente

1

t− z
=

1

−z
(
1− t

z

) = −1

z

∞∑
k=0

(
t

z

)k
. (1.1.16)

Ahora mostramos que la convergencia de la serie (1.1.16) es uniforme para todo t ∈ [a, b]. Sea t ∈ [a, b].
Entonces ∣∣∣∣∣

(
t

z

)k∣∣∣∣∣ =
|t|k

|z|k
≤ máx{|a|, |b|}k

|z|k

=

(
máx{|a|, |b|}

|z|

)k
. (1.1.17)

Ya que

0 <
máx{|a|, |b|}

|z|
< 1
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luego se tiene, debido a la fórmula para la serie geométrica,
∞∑
k=0

(
máx{|a|, |b|}

|z|

)k
=

1

1− máx{|a|,|b|}
|z|

(1.1.18)

Debido a (1.1.17) y (1.1.18), por el criterio de Weierstrass se tiene una convergencia uniforme de la
serie de funciones entonces

ĺım
n→∞

sup
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(
t

z

)k
−
∞∑
k=0

(
t

z

)k∣∣∣∣∣ = 0.

Esto significa que se permite que la integración y la suma correspondiente a series se intercambien en
el siguiente cálculo y si se observa el resultado (1.1.16) tenemos

S[σ](z) =

∫ b

a

1

t− z
dσ(t)

=

∫ b

a

(
−1

z

) ∞∑
k=0

(
t

z

)k
dσ(t)

=

(
−1

z

)
·
∫ b

a

( ∞∑
k=0

(
t

z

)k)
dσ(t)

=

(
−1

z

) ∞∑
k=0

∫ b

a

(
t

z

)k
dσ(t)

=

(
−1

z

) ∞∑
k=0

1

zk

∫ b

a
tkdσ(t)

= −
∞∑
k=0

s
(σ)
k

zk+1
.

�

Definición 1.12. Sean q ∈ N, n ∈ N0 a ∈ R y b ∈ (a,∞). Sea Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como

en la Definición 1.10. Mediante Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] denotamos a el conjunto de todas las funciones

matriciales S[σ] : C \ [a, b] → Cq×q definidas como en (1.1.3), es decir, S[σ] :=
∫ b
a (t − z)−1dσ(t) para

cada σ ∈Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

Nótese que Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] también es el conjunto de las transformadas de Stieltjes de todas las

distribuciones σ Hermitianas no negativas que pertenecen a Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]. Con las notaciones

actuales, la versión matricial del problema de momentos de Hausdorff puede escribirse como:

Replanteamiento del problema de momentos en términos de Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ].

Problema 1.4. Sea N0 denotado como en la Notación 1. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R y
b ∈ (a,∞). Además sea Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definicion 1.12. Sea (sj)

2n+1
j=0

una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q × q, se requiere describir el conjunto
Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

La consideración de esta versión reformulada del problema de momentos tiene la ventaja de que
se pueden aplicar métodos de teoŕıa de funciones. Claramente de la parte (a) del Teorema 1.2 se tiene
que

Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] ⊆ Rq[a, b]

y esto representa un problema en la clase Rq[a, b]. Notemos que

Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] 6= ∅ si y solo si Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] 6= ∅.



1.1. El problema de momentos y la clase Rq[a, b] 11

Ahora, pasamos a introducir notaciones adicionales, adecuadas e importantes ya que se usarán en la
mayor parte de lo que sigue.

Definición 1.13. Consideremos q ∈ N. Usaremos Iq para designar la matriz identidad que pertenece
a Cq×q. La notación 0q×q representa la matriz nula que pertenece a Cq×q. Si la dimensión de una
matriz identidad o una matriz nula es obvia, omitiremos los ı́ndices. Para todo j ∈ N0 y toda k ∈ N0,
sea δjk el śımbolo de Kronecker, es decir, δjk := 1 si j = k y δjk := 0 si j 6= k. Para cada n ∈ N0, sea

Tn := (δj,k+1Iq)
n
j,k=0 =


0q×q 0q×q . . . 0q×q 0q×q
Iq 0q×q . . . 0q×q 0q×q
...

...
. . .

...
...

0q×q 0q×q . . . Iq 0q×q

 (1.1.19)

y sea RTn : C→ C(n+1)q×(n+1)q definida por

RTn(z) := (I − zTn)−1 =


Iq 0q×q . . . 0q×q
zIq Iq . . . 0q×q

...
...

. . .
...

znIq zn−1Iq . . . Iq

 . (1.1.20)

Sea v0 := Iq y, para cada n ∈ N, definimos

vn :=

[
Iq

0nq×q

]
=


Iq

0q×q
...

0q×q

 . (1.1.21)

Definición 1.14. Sea q ∈ N. Para cada n ∈ N0 y cada secuencia (sj)
2n+1
j=0 de matrices Hermitianas

de dimensión q × q, llamaremos a

H̃1,n :=


s0 s1 . . . sn
s1 s2 . . . sn+1
...

...
...

...
sn sn+1 . . . s2n

 , (1.1.22)

H̃2,n =


s1 s2 . . . sn+1

s2 s3 . . . sn+2
...

...
...

...
sn+1 sn+2 . . . s2n+1

 (1.1.23)

como la primera (respectivamente, la segunda) matriz de bloque de Hankel asociada a (sj)
2n+1
j=0 . Más

aún, para todos números reales a y b que satisfacen a < b, para cada entero no negativo n, y para cada
secuencia (sj)

2n+1
j=0 de matrices Hermitianas de dimensión q × q, llamaremos a las matrices

H1,n := −aH̃1,n + H̃2,n, (1.1.24)

respectivamente,

H2,n := bH̃1,n − H̃2,n (1.1.25)

como la primera (respectivamente, la segunda) matriz de bloque de Hankel asociada a el intervalo [a, b]
y la secuencia (sj)

2n+1
j=0 . Para cada n ∈ N0 y cada secuencia (sj)

2n+1
j=0 de matrices Hermitianas de

dimensión q × q, definimos

ũn := −


s0

s1
...
sn

 , (1.1.26)

u1,n := ũn − aTnũn, (1.1.27)
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u2,n := −ũn + bTnũn. (1.1.28)

Definición 1.15. Sea q ∈ N. Sean a y b números reales que satisfacen a < b. Sea S : C\ [a, b]→ Cq×q
una función matricial. Definimos las funciones matriciales como sigue S̃1 : C \ [a, b]→ Cq×q

S̃1(z) := (z − a)S(z), (1.1.29)

y S̃2 : C \ [a, b]→ Cq×q

S̃2(z) := (b− z)S(z). (1.1.30)

Llamamos a S̃1 y S̃2, como la primera función matricial asociada canónicamente a S y la segunda
función matricial asociada canónicamente a S, respectivamente.

Tengamos en cuenta que M.G Krein y A.A. Nudelman (ver [KN, pág. 394]) mencionan que, en el
caso q = 1, las funciones S̃1 y S̃2 puden usarse para caracterizar la clase R1[a, b]. Este resultado será
probado para el caso matricial, es decir, para la clase Rq[a, b], en el Lema 1.10.

Definición 1.16. Sean n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q×q. Sea S : C\[a, b]→ Cq×q una función matricial que es holomorfa en C\
[a, b]. Además, sean Tn, RTn(z), vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, S̃1 y S̃2 definidos como en las Definiciones
1.13, 1.14 y 1.15, respectivamente. Decimos que S es solución del sistema de desigualdades matriciales
fundamental de tipo V.P. Potapov asociado a [a, b] y (sj)

2n+1
j=0 si para cada z ∈ C \ R, las matrices

K
[S]
1,n(z) :=

(
H1,n RTn(z) [ vnS̃1(z)− u1,n ]

[S̃∗1(z)v∗n − u∗1,n]R∗Tn(z) {S̃1(z)− S̃∗1(z)}/{z − z̄}

)
(1.1.31)

y

K
[S]
2,n(z) :=

(
H2,n RTn(z) [ vnS̃2(z)− u2,n ]

[S̃∗2(z)v∗n − u∗2,n]R∗Tn(z) {S̃2(z)− S̃∗2(z)}/{z − z̄}

)
(1.1.32)

ambas son Hermitianas no negativas.

Observación 1.2. Las matrices K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) definidas como en la Definición 1.16, son de

dimensión (n+ 2)q × (n+ 2)q.

Definición 1.17. Sean n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y q ∈ N. Sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. El śımbolo Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] representará el conjunto de todas las

soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental de tipo V.P. Potapov asociado a [a, b]
y (sj)

2n+1
j=0 .

Teorema 1.5. Sean n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y q ∈ N. Sea sj definido como en (1.1.2). Sea (sj)
2n+1
j=0

una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q×q. Sean Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] y Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]

definidos como en las Definiciones 1.12 y 1.17, respectivamente. Entonces se satisface

Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] = Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]

La demostración del Teorema 1.5 queda pendiente ya que requiere de los resultados que se encuen-
tran en las secciones 1.3 y 1.5.

1.2. Principales identidades

En esta sección mostraremos y destacaremos las identidades esenciales que conectan a las matrices
de bloques introducidas en la sección 1.1, más espećıficamente, nos referimos a las Ecuaciones (1.1.19)-
(1.1.28) y que además nos servirán para simplificar cálculos posteriores.

En principio, introducimos algunas identidades triviales.
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Observación 1.3. Supongamos que q ∈ N, a ∈ R y b ∈ (a,∞). En vista de (1.1.19)-(1.1.28), para
cada n ∈ N0, z ∈ C, y cada secuencia (sj)

2n+1
j=0 , de matrices Hermitianas de dimensión q× q, entonces

claramente se satisfacen las identidades

R−1
Tn

(z) = (I − zTn), R∗Tn(z̄) = RT ∗n (z), [R∗Tn(z̄)]−1 = (I − zT ∗n)

R−1
Tn

(a) = (I − aTn), R∗Tn(a) = RT ∗n (a), [R∗Tn(a)]−1 = (I − aT ∗n),

ũn = −H̃1,nvn,

u1,n = [RTn(a)]−1ũn,

u2,n = −[RTn(b)]−1ũn,

y

RTn(a)u1,n = −RTn(b)u2,n.

Observemos que si n ∈ N0 y si (sj)
2n+1
j=0 es una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q× q

tales que H1,n ≥ 0 y H2,n ≥ 0, entonces la ecuación

H̃1,n =
1

b− a
(H1,n +H2,n) (1.2.1)

demuestra que también H̃1,n es Hermitiana no negativa. La identidad (1.2.1) se obtiene de resolver
las Ecuaciones (1.1.24) y (1.1.25) para H̃1,n. Además, de H∗1,n = H1,n y H∗2,n = H2,n se sigue que

H̃∗2,n = H̃2,n ya que

H̃2,n =
1

b− a
(bH1,n + aH2,n). (1.2.2)

Similarmete la identidad (1.2.2) se obtiene de (1.1.24) y (1.1.25).

Lema 1.6. Supongamos que a 6= 0 y q ∈ N. Sea n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 un secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además sean Tn, vn, H̃1,n, H̃2,n, H1,n y ũn definidos como en las
Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces se satisfacen las siguientes igualdades

ũnv
∗
n = H̃2,nT

∗
n +

H1,n − H̃2,n

a
(1.2.3)

y

vnũ
∗
n = TnH̃2,n +

H1,n − H̃2,n

a
. (1.2.4)

Demostración. Por un lado tenemos que se satisface:

ũnv
∗
n =

 −s0
...
−sn

 [Iq 0 . . . 0] =


−s0 0 . . . 0
−s1 0 . . . 0

...
...

...
...

−sn 0 . . . 0

 .
Por otro lado,

H2,nT
∗
n =


s1 s2 . . . sn+1

s2 s3 . . . sn+2
...

...
...

...
sn+1 sn+2 . . . s2n+1




0 Iq . . . 0 0

0 0
. . .

...
...

...
... . . . 0 Iq

0 0 . . . 0 0



=


0 s1 . . . sn
0 s2 . . . sn+1
...

...
...

...
0 sn+1 . . . s2n

 .
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Si restamos la matriz H̃1,n, tenemos

H̃2,nT
∗
n − H̃1,n =


0 s1 . . . sn
0 s2 . . . sn+1
...

...
...

...
0 sn+1 . . . s2n

−

s0 s1 . . . sn
s1 s2 . . . sn+1
...

...
...

...
sn sn+1 . . . s2n



=


−s0 0 . . . 0
−s1 0 . . . 0

...
...

...
...

−sn 0 . . . 0


que es precisamente ũnv

∗
n, entonces

ũnv
∗
n = H̃2,nT

∗
n − H̃1,n (1.2.5)

y si a 6= 0, entonces de (1.1.24) y de (1.2.5) se sigue (1.2.3). Además

vnũ
∗
n = (ũnv

∗
n)∗ = (H̃2,nT

∗
n − H̃1,n)∗.

Debido a que (sj)
2n+1
j=0 es un secuencia de matrices Hermitianas, entonces

vnũ
∗
n = TnH̃2,n − H̃1,n (1.2.6)

y si a 6= 0, entonces de (1.1.24) y de (1.2.6) se sigue (1.2.4). �

Proposición 1.7. (Identidades de tipo Ljapunov). Sean n ∈ N0, q ∈ N y (sj)
2n+1
j=0 un secuencia

de matrices Hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, vn, H1,n, H2,n u1,n y u2,n definidos
como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces para cada r ∈ {1, 2}, se satisface la siguiente igualdad

Hr,nT
∗
n − TnHr,n = ur,nv

∗
n − vnu∗r,n. (1.2.7)

Demostración. Sea r = 1. De acuerdo a (1.1.27), del lado derecho de (1.2.7) se tiene

u1,nv
∗
n − vnu∗1,n = (I − aTn)ũv∗n − vnũ∗(I − aT ∗n).

En vista de (1.2.5) y (1.2.6)

u1,nv
∗
n − vnu∗1,n = (I − aTn)(H̃2,nT

∗
n − H̃1,n)− (TnH̃2,n − H̃1,n)(I − aT ∗n).

Al distribuir y simplificar, tenemos

(I − aTn)(H̃2,nT
∗
n − H̃1,n)− (TnH̃2,n − H̃1,n)(I − aT ∗n)

= H̃2,nT
∗
n − H̃1,n − aTnH̃2,nT

∗
n + aTnH̃1,n − TnH̃2,n + H̃1,n + aTnH̃2,nT

∗
n − aH̃1,nT

∗
n

= H̃2,nT
∗
n + aTnH̃1,n − TnH̃2,n − aH̃1,nT

∗
n

= (H̃2,n − aH̃1,n)T ∗n + Tn(aH̃1,n − H̃2,n) = H1,nT
∗
n − TnH1,n.

De esta manera,

u1,nv
∗
n − vnu∗1,n = H1,nT

∗
n − TnH1,n.

Similarmente, se puede demostrar (1.2.7) para r = 2. Por lo tanto,

Hr,nT
∗
n − TnHr,n = ur,nv

∗
n − vnu∗r,n.

�
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1.3. Del problema de momentos a las desigualdades matriciales de
V.P. Potapov.

El objetivo en esta sección, es demostrar que toda función matricial que pertenece al conjunto
Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.12, es una solución del sistema de desigualdades

matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov, es decir, pertenece al conjunto Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]

según la Definición 1.17.

Definición 1.18. Sean q ∈ N, a ∈ R y b ∈ (a,∞). Dirijamos nuestra atención al conjunto definido
en la Definición 1.8 Mq

≥[a, b]. Para cada σ ∈Mq
≥[a, b] y cada j ∈ N0, definimos

s
[σ]
j :=

∫ b

a
tjdσ(t). (1.3.1)

Además, para todo σ ∈Mq
≥[a, b] y todo m ∈ N0, sea H̃

[σ]
1,m (respectivamente, H̃

[σ]
2,m) la primera (respec-

tivamente, la segunda) matriz de bloques de Hankel asociada a (s
[σ]
j )2m+1

j=0 y sea H
[σ]
1,m (respectivamente,

H
[σ]
2,m) la primera (respectivamente, la segunda) matriz de bloques de Hankel asociada a el intervalo

[a, b] y la secuencia (s
[σ]
j )2m+1

j=0 , es decir, las matrices H̃
[σ]
1,m, H̃

[σ]
2,m, H

[σ]
1,m y H

[σ]
2,m están dadas por

H̃
[σ]
1,m :=


s

[σ]
0 s

[σ]
1 . . . s

[σ]
m

s
[σ]
1 s

[σ]
2 . . . s

[σ]
m+1

...
...

...
...

s
[σ]
m s

[σ]
m+1 . . . s

[σ]
2m

 , (1.3.2)

H̃
[σ]
2,m :=


s

[σ]
1 s

[σ]
2 . . . s

[σ]
m+1

s
[σ]
2 s

[σ]
3 . . . s

[σ]
m+2

...
...

...
...

s
[σ]
m+1 s

[σ]
m+2 . . . s

[σ]
2m+1

 . (1.3.3)

H
[σ]
1,m := −aH̃ [σ]

1,m + H̃
[σ]
2,m (1.3.4)

y

H
[σ]
2,m := bH̃

[σ]
1,m − H̃

[σ]
2,m. (1.3.5)

Definición 1.19. Sea q ∈ N. Para cada m ∈ N0, sea Em la matriz polinomial de dimensión (m+1)q×q
definida por

Em(z) :=


Iq
zIq
z2Iq

...
zmIq

 . (1.3.6)

Para cada m ∈ N0 de acuerdo a la Definición 1.13 tenemos que vm y Rm están definidos. Obviamente,
Em(0) = vm para cada m ∈ N0. Además, para cada m ∈ N0 y cada z ∈ C, de las Ecuaciones (1.1.20)
y (1.1.21) se sigue inmediatamente

Em(z) = RTm(z)vm. (1.3.7)

Ahora establecemos las representaciones integrales importantes para las matrices de bloque de
Hankel introducidas en (1.3.2)-(1.3.5).

Lema 1.8. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Mq
≥[a, b] definido como en la Definición 1.8. Sea

σ ∈ Mq
≥[a, b] y m ∈ N0. Sean H̃

[σ]
1,m, H̃

[σ]
2,m, H

[σ]
1,m, H

[σ]
2,m y Em definidos como en las Definiciones 1.18
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y 1.19 Entonces para cada m ∈ N0, se cumplen las siguientes igualdades:∫ b

a
Em(t)dσ(t)E∗m(t) = H̃

[σ]
1,m,∫ b

a
tEm(t)dσ(t)E∗m(t) = H̃

[σ]
2,m,∫ b

a
Em(t)(t− a)dσ(t)E∗m(t) = H

[σ]
1,m

y ∫ b

a
Em(t)(b− t)dσ(t)E∗m(t) = H

[σ]
2,m.

En particular, para cada m ∈ N0, las matrices H̃
[σ]
1,m, H

[σ]
1,m y H

[σ]
2,m son Hermitianas no negativas, y la

matriz H̃
[σ]
2,m es Hermitiana.

Demostración. En vista de (1.3.2),

H̃
[σ]
1,m =


s

[σ]
0 s

[σ]
1 . . . s

[σ]
m

s
[σ]
1 s

[σ]
2 . . . s

[σ]
m+1

...
...

...
...

s
[σ]
m s

[σ]
m+1 . . . s

[σ]
2m

 .
De acuerdo a (1.3.1), tenemos que

H̃
[σ]
1,m =



∫ b

a
t0dσ(t)

∫ b

a
t1dσ(t) . . .

∫ b

a
tmdσ(t)∫ b

a
t1dσ(t)

∫ b

a
t2dσ(t) . . .

∫ b

a
tm+1dσ(t)

...
...

...
...∫ b

a
tmdσ(t)

∫ b

a
tm+1dσ(t) . . .

∫ b

a
t2mdσ(t)


.

Esta igualdad se puede reescribir mediante el uso de la notación de la integral de la forma

H̃
[σ]
1,m =

∫ b

a


t0dσ(t) t1dσ(t) . . . tmdσ(t)
t1dσ(t) t2dσ(t) . . . tm+1dσ(t)

...
...

...
...

tmdσ(t) tm+1dσ(t) . . . t2mdσ(t)

 .
Claramente la matriz H̃

[σ]
1,m se puede expresar como:

H̃
[σ]
1,m =

∫ b

a


Iq
tIq
...

tmIq

 dσ(t)
[
Iq tIq . . . tmIq

]
,

que es lo mismo que

H̃
[σ]
1,m =

∫ b

a
RTm(t)vmdσ(t)v∗mR

∗
Tm(t).

De (1.3.7) se sigue que

H̃
[σ]
1,m =

∫ b

a
Em(t)dσ(t)E∗m(t).

Ya que σ ∈Mq
≥[a, b], se sigue claramente que H̃

[σ]
1,m es Hermitiana no negativa. Análogamente, siguien-
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do los mismos pasos obtenemos

H̃
[σ]
2,m =

∫ b

a
Em(t)tdσ(t)E∗m(t).

Claramente H̃
[σ]
2,m es Hermitiana. De (1.3.4), tenemos

H
[σ]
1,m = −aH̃ [σ]

1,m + H̃
[σ]
2,m

= −a
∫ b

a
Em(t)dσ(t)E∗m(t) +

∫ b

a
Em(t)tdσ(t)E∗m(t)

=

∫ b

a
Em(t)(t− a)dσ(t)E∗m(t).

Entonces,

H
[σ]
1,m =

∫ b

a
Em(t)(t− a)dσ(t)E∗m(t).

y ya que a < t y σ ∈Mq
≥[a, b], se sigue que H

[σ]
1,m es Hermitiana no negativa. Similarmente, se obtiene

H
[σ]
2,m =

∫ b

a
Em(t)(b− t)dσ(t)E∗m(t)

y como t < b y σ ∈Mq
≥[a, b], se sigue que H

[σ]
2,m es Hermitiana no negativa. �

Lema 1.9. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞), Mq
≥[a, b] definido como en la Definición 1.8 y Rq[a, b]

definido como la Definición 1.11. Sea S ∈ Rq[a, b], y sea σ ∈Mq
≥[a, b] la función distribución Stieltjes

de S. Sean S̃1 y S̃2 dados como la Definición 1.15. Entonces:

(a) Para cada z ∈ C \ R,

S̃1(z)− S̃∗1(z)

z − z̄
=

∫ b

a

(
1

t− z

)
(t− a)dσ(t)

(
1

t− z̄

)
(1.3.8)

y

S̃2(z)− S̃∗2(z)

z − z̄
=

∫ b

a

(
1

t− z

)
(b− t)dσ(t)

(
1

t− z̄

)
. (1.3.9)

(b) Las funciones matriciales S̃1 y S̃2 son holomorfas en C \ [a, b] y, si Π+ está denotado como en
la Notación 7, entonces para cada ω ∈ Π+, las matrices Im S̃1(ω) y Im S̃2(ω) son Hermitianas
no negativas.

Demostración. (a). Sea z ∈ C \ R. En vista de (1.1.4) y (1.1.29) obtenemos

S̃1(z)− S̃∗1(z)

z − z̄
=

1

z − z̄

[
(z − a)

∫ b

a
(t− z)−1dσ(t)− (z̄ − a)

∫ b

a
(t− z̄)−1dσ(t)

]

=
1

z − z̄

∫ b

a

(
z − a
t− z

− z̄ − a
t− z̄

)
dσ(t).

Ya que

z − a
t− z

− z̄ − a
t− z̄

=
(t− a)(z − z̄)
(t− z)(t− z̄)

se sigue (1.3.8). Análogamente se puede probar (1.3.9).

(b) Las funciones S̃1 y S̃2 definidas en (1.1.29) y (1.1.30) respectivamente, son holomorfas en
C \ [a, b] ya que S ∈ Rq[a, b]. Claramente, los lados derechos de (1.3.8) y (1.3.9) son Hermitianos no
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negativos para cada z ∈ C \ R. Para cada r ∈ {1, 2} y cada z ∈ Π+, tenemos

S̃r(z)− S̃∗r (z)

z − z̄
=

Im S̃r(z)

Im z

o bien

Im S̃r(z) =
S̃r(z)− S̃∗r (z)

z − z̄
· Im z (1.3.10)

Por tanto, la afirmación enunciada en la parte (b) se sigue inmediatamente. �

Si S : C \ [a, b] → Cq×q está dado, entonces, como hemos mencionado en [KN, pág. 394] para el
caso q = 1, la primera función matricial S̃1 y la segunda función matricial S̃2 asociadas canónicamente
a S pueden ser usadas para caracterizar el caso de que S pertenece a la clase Rq[a, b].

Lema 1.10. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Rq[a, b] definido como la Definición 1.11. Sea S una
función matricial compleja de q × q definida en C \ [a, b] y sean S̃1 y S̃2 definidas como la Definición
1.15. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S pertenece a Rq[a, b].

(ii) Las funciones matriciales S̃1 y S̃2 ambas son holomorfas en C\[a, b] y las desigualdades Im S̃1(ω) ≥
0 y Im S̃2(ω) ≥ 0 se satisfacen para todo ω ∈ Π+ donde Π+ está denotado como en la Notación
7.

Demostración. El Lema 1.9 demuestra que el enunciado (ii) es una condición necesaria para el
enunciado (i). Ahora suponemos que el enunciado (ii) es verdadero. Tenemos por hipótesis que S̃1 y
S̃2 son holomorfas en C \ [a, b] y ya que

S(z) =
1

b− a

(
S̃1(z) + S̃2(z)

)
se satisface para toda C\ [a, b], entonces la función S es holomorfa en C\ [a, b] y satisface ImS(ω) ≥ 0
para toda ω ∈ Π+. Ahora, sea t ∈ (−∞, a). Entonces, tenemos

ImS(t) = ĺım
ε→0+

ImS(t+ iε) ≥ 0 (1.3.11)

y

(t− a)ImS(t) = Im S̃1(t) = ĺım
ε→0+

Im S̃1(t+ iε) ≥ 0. (1.3.12)

Ya que t − a < 0 se satisface, de (1.3.11) y (1.3.12) obtenemos ImS(t) = 0 para cada t ∈ (−∞, a).
Además, para cada ε ∈ (0,+∞) tenemos entonces

0 ≤ Im S̃1(t+ iε) = (t− a)ImS(t+ iε) + εReS(t+ iε) ≤ εReS(t+ iε)

y consecuentemente

S(t) = ReS(t) = ĺım
ε→0+

ReS(t+ iε) ≥ 0.

para cada t ∈ (−∞, a). Similarmente, se sigue −S(x) ≥ 0 para toda x ∈ (b,+∞) . Por lo tanto, el
enunciado (i) queda demostrado.�

Sea S : C \ [a, b] :→ Cq×q holomorfa en C \ [a, b]. Entonces el Lema 1.10 y (1.3.10) demuestran que

si los bloques [2,2] de las matrices K
[S]
1,n y K

[S]
2,n que están dados por (1.1.31) y (1.1.32), son Hermitianos

no negativos para cada z ∈ Π+, entonces la función S necesariamente pertenece a Rq[a, b]. Aśı, si las

desigualdades K
[S]
1,n(z) ≥ 0 y K

[S]
2,n(z) ≥ 0 se satisfacen para cada z ∈ Π+ entonces podemos asegurar

que S pertenece a Rq[a, b].

En la demostración del siguiente lema veremos qué ocurre en parte con los bloques [1,2] y [2,1] de

las matrices K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z). Antes de hacer esto observemos que, en vista de (1.1.19) y (1.1.20)
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para cada n ∈ N0 la función RTn : C→ C(n+1)q×(n+1)q puede ser respresentada por

RTn(z) =
n∑
j=0

zjT jn (1.3.13)

para todo z ∈ C y que las identidades

RTn(ω)RTn(z) = RTn(z)RTn(ω),

(I − ωTn)RTn(z) = RTn(z)(I − ωTn)

y

RTn(ω)−RTn(z) = RTn(z)((I − zTn)− (I − ωTn))RTn(ω)

= RTn(z)(ωTn − zTn)RTn(ω)

= (ω − z)RTn(z)TnRTn(ω) (1.3.14)

se satisfacen para toda ω y z en C.

Lema 1.11. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q×q tales que el conjuntoMq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido en la Definición 1.10

es no vaćıo. Además, sea En definido como en la Definición 1.19. Si Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] está definido

como en la Definición 1.12, sea S ∈ Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] y sea σ la función distribución Stieltjes de S.

Entonces para cada z ∈ C \ R,

K
[S]
1,n(z) =

∫ b

a

 En(t)
1

t− z̄
Iq

 (t− a)dσ(t)

(
E∗n(t)

1

t− z
Iq

)
(1.3.15)

y

K
[S]
2,n(z) =

∫ b

a

 En(t)
1

t− z̄
Iq

 (b− t)dσ(t)

(
E∗n(t)

1

t− z
Iq

)
. (1.3.16)

Demostración. De S ∈ Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] obtenemos σ ∈Mq

≥[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. En vista del Lema 1.8

y Lema 1.9 es suficiente verificar que

RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n] =

∫ b

a

(
t− a
t− z

)
En(t)dσ(t) (1.3.17)

y

RTn(z)[vnS̃2(z)− u2,n] =

∫ b

a

(
b− t
t− z

)
En(t)dσ(t) (1.3.18)

se satisfacen para todo z ∈ C \ R. Usando (1.1.27) y (1.1.29) podemos concluir que

RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n] = (z − a)RTn(z)vnS(z)−RTn(z)(I − aTn)ũn. (1.3.19)

En vista de (1.1.4), tenemos

S(z) =

∫ b

a

(
1

t− z

)
dσ(t). (1.3.20)

Del Lema 1.8, (1.1.20), (1.1.21) y (1.3.7) vemos inmediatamente que

ũn = −H̃1,nvn = −
∫ b

a
En(t)dσ(t)I∗q = −

∫ b

a
RTn(t)vndσ(t) (1.3.21)

se cumple. Debido a (1.3.19), (1.3.20) y (1.3.21) inferimos entonces que

RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n] =

∫ b

a

z − a
t− z

RTn(z)vndσ(t) +

∫ b

a
RTn(z)(I − aTn)RTn(t)vndσ(t). (1.3.22)
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Para cada número real t, de (1.3.14) obtenemos

RTn(z)(I − aTn)RTn(t) = RTn(z)RTn(t)− a

t− z
(RTn(t)−RTn(z)). (1.3.23)

Consecuentemente, (1.3.22) y (1.3.23) nos proporcionan

RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n] =

∫ b

a

(
1

t− z
[zRTn(z) + (t− z)RTn(z)RTn(t)− aRTn(t)]vn

)
dσ(t). (1.3.24)

Usando (1.1.20), para todo t arbitrario en R, obtenemos

zRTn(z) + (t− z)RTn(z)RTn(t) = zRTn(z) + tRTn(z)RTn(t)− zRTn(z)RTn(t)

= zRTn(z)R−1
Tn

(t)RTn(t) + tRTn(z)RTn(t)− zRTn(z)RTn(t)

= RTn(z)[zR−1
Tn

(t) + tI − zI]RTn(t)

= RTn(z)[z(I − tTn) + tI − zI]RTn(t)

= RTn(z)t[I − zTn]RTn(t)

= RTn(z)tR−1
Tn

(z)RTn(t)

= tRTn(t). (1.3.25)

De (1.3.24) y (1.3.25) se sigue

RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n] =

∫ b

a

(
t− a
t− z

)
RTn(t)vndσ(t). (1.3.26)

Además

[S̃∗1(z)v∗n − u∗1,n]R∗Tn(z) =
(
RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n]

)∗
=

(∫ b

a

RTn(t)

t− z
vn(t− a)dσ(t)

)∗
.

Luego, debido a que σ(t) es Hermitiana, se cumple

(∫ b

a

RTn(t)

t− z
vn(t− a)dσ(t)

)∗
=



∫ b

a

(t− a)

(t− z)
dσ(t)∫ b

a
t
(t− a)

(t− z)
dσ(t)

...∫ b

a
tn

(t− a)

(t− z)
dσ(t)



∗

=

(∫ b

a

(t− a)

(t− z̄)
dσ(t)

∫ b

a
t
(t− a)

(t− z̄)
dσ(t) · · ·

∫ b

a
tn

(t− a)

(t− z̄)
dσ(t)

)
=

∫ b

a

(t− a)

t− z̄
dσ(t)v∗nR

∗
Tn(t),

donde hemos usado el Lema A.6 del Apéndice A. Entonces

[S̃∗1(z)v∗n − u∗1,n]R∗Tn(z) =

∫ b

a

(t− a)

t− z̄
dσ(t)v∗nR

∗
Tn(t). (1.3.27)

El Lema 1.8, (1.3.8), (1.3.26), (1.3.27) y RTnvn = En implican

K
[S]
1,n(z) =


∫ b

a
En(t)(t− a)dσ(t)E∗n(t)

∫ b

a

(
t− a
t− z

)
En(t)dσ(t)∫ b

a

(t− a)

(t− z̄)
dσ(t)E∗n(t)

∫ b

a

(
1

t− z

)
(t− a)dσ(t)

(
1

t− z̄

)


=

∫ b

a

[
En(t)

(t− z̄)−1Iq

]
(t− a)dσ(t)

[
E∗n(t) (t− z)−1Iq

]
.



1.4. Condición de existencia de la solución de la versión matricial del problema de momentos 21

Análogamente, como se verificó (1.3.17), se verifica (1.3.18) y entonces se tiene

K
[S]
2,n(z) =

∫ b

a

[
En(t)

(t− z̄)−1Iq

]
(b− t)dσ(t)

[
E∗n(t) (t− z)−1Iq

]
.

Aśı, el Lema 1.11 queda demostrado. �

Proposición 1.12. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Si Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] está definido como en la Definición 1.12 y

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] está definido como en la Definición 1.17, entonces se satisface la siguiente inclusión

Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] ⊂ Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

Demostración. Sea S ∈ Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Por la Definición 1.12, S está definida de C \ [a, b] en

Cq×q y es de la forma S(z) =
∫ b
a (t− z)−1dσ(t) donde σ ∈Mq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]. Además, S ∈ Rq[a, b] y

por la Definición 1.11, se tiene que S es holomorfa en C \ [a, b]. En vista del Lema 1.11 tenemos que

K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) dadas por (1.1.31) y (1.1.32), respectivamente, se pueden escribir como en (1.3.15)

y (1.3.16), respectivamente, para cada z ∈ C \ R. Ya que t ∈ [a, b] el integrando es no negativo, se

sigue que K
[S]
1,n(z) ≥ 0 y K

[S]
2,n(z) ≥ 0 para cada z ∈ C \ R. Usando esas representaciones integrales se

puede ver que ambas matrices son Hermitianas en z ∈ C \ R. También se puede verificar que K
[S]
1,n(z)

y K
[S]
2,n(z) son Hermitianas directamente de (1.1.31) y (1.1.32). �

Aśı finalizamos esta sección teniendo en cuenta que

Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] ⊂ Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

1.4. Condición de existencia de la solución de la versión matricial
del problema de momentos

En esta sección reproducimos el criterio de existencia de la solución al problema de momentos de
Huadorff en la versión matricial.

Lema 1.13. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q×q tales que el conjuntoMq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido en la Definición 1.10

es no vaćıo. Entonces las matrices definidas en la Definición 1.14 H̃1,n, H1,n y H2,n son Hermitianas
no negativas y la matriz H̃2,n es Hermitiana. En particular, s∗j = sj para todo j ∈ N0,2n+1 donde
N0,2n+1 está determinado por la Notación 2.

Demostración. Con las hipótesis del Lema 1.13, obtenemos las matrices definidas en la Definición
1.14. Sea σ ∈ Mq

≥[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ], claramente σ ∈ Mq

≥[a, b]. Entonces se puede ver que la afirmación
del Lema 1.13 se sigue de aplicar el Lema 1.8 con las matrices introducidas en (1.1.22)-(1.1.25) �

El Teorema 1.14 es importante ya que nos habla sobre la condición necesaria y suficiente para la
existencia de la solución de la versión matricial del problema de momentos.

Teorema 1.14. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Entonces el conjunto Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido en la Definición

1.10 es no vaćıo si y solo si las matrices de bloque de Hankel introducidas en la Definición 1.14 H1,n

y H2,n, ambas son Hermitianas no negativas.

Demostración. Probaremos la condición necesaria. Supongamos que Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] 6= ∅. De

acuerdo al Lema 1.13, tenemos que en particular, las matrices de bloque de Hankel H1,n y H2,n
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ambas son Hermitianas no negativas. La demostración de la condición suficiente se puede encontrar
en [CDFK, pág. 160-161]. �

Observación 1.4. Notemos que el Lema 1.8 a parte de ser importante por proporcionarnos las re-
presentaciones integrales de las matrices de bloque de Hankel introducidas en (1.3.2)-(1.3.5), también
es importante porque es la base para obtener una condición necesaria para la existencia de la solución
de la versión matricial del problema de momentos de Hausdorff.

1.5. De las desigualdades matriciales de Potapov al problema de
momentos

En esta sección vamos a concluir que toda función matricial que satisface el sistema de desigualda-
des matriciales fundamental del tipo V.P. Potapov asociado a el intervalo acotado [a, b] y la secuencia
(sj)

2n+1
j=0 de matrices Hermitianas de dimensión q×q, también es una función que pertenece al conjunto

Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] definido en la Definición 1.12.

Al aplicar el Lema 1.13 para la demostración del Teorema 1.14 obtuvimos una condición nece-
saria para la existencia de la solución del problema de momentos en versión matricial de Hausdorff.
De manera similar al Lema 1.13, agregamos la siguiente observación que nos permite obtener una
condición necesaria para la existencia de la solución del sistema de desigualdades matriciales funda-
mental de tipo V.P. Potapov asociado a [a, b] y (sj)

2n+1
j=0 , es decir, una condición necesaria para que

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] 6= ∅.

Observación 1.5. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermi-

tianas de dimensión q × q. Además, sea Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17. Si

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] es no vaćıo, entonces para las matrices introducidas en la Definición 1.14 se cum-

ple: H1,n ≥ 0, H2,n ≥ 0, H̃1,n ≥ 0, H̃∗2,n = H̃2,n y en particular s∗j = sj para cada j ∈ N0,2n+1 donde
N0,2n+1 está denotado de acuerdo a la Notación 2.

Demostración. Sea S ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Por la Definición 1.17, para cada z ∈ C\R, se cumple que

K
[S]
1,n(z) ≥ 0 y K

[S]
2,n(z) ≥ 0. Multiplicando las desigualdades K

[S]
1,n(z) ≥ 0 y K

[S]
2,n(z) ≥ 0 por izquierda

y por derecha por las matrices

(I(n+1)q 0q×q),

(
I(n+1)q

0q×q

)
,

respectivamente, se tiene que

H1,n ≥ 0 y H2,n ≥ 0. (1.5.1)

De (1.5.1) y la identidad (1.2.1), se sigue que H̃1,n ≥ 0. Además, de la Definición 1.16 tenemos que

K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) son Hermitianas, entonces H̃2,n es Hermitiana y en particular s∗j = sj para cada

j ∈ N0,2n+1. �

Observación 1.6. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices comple-

jas de q × q. Además, sea Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17. Supongamos que

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] 6= ∅. Sea S ∈ Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]. Entonces las funciones S̃1 y S̃2 canónicamente

asociadas a S las cuales están definidas en (1.1.29) y (1.1.30) ambas son holomorfas en C\ [a, b]. Más

aún, para cada r ∈ {1, 2} y cada ω ∈ Π+, si consideramos K
[S]
r,n(ω) ≥ 0 y (1.3.10) se sigue inmedia-

tamente que Im S̃r(ω) ≥ 0. Aqúı Π+ y K
[S]
r,n están definidos mediante la Notación 7 y la Definición

1.16, respectivamente.
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Lema 1.15. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q×q. Si Rq[a, b] está definido como en la Definición 1.11 y Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]

está definido como en la Definición 1.17. Entonces se cumple la siguiente inclusión:

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] ⊆ Rq[a, b].

Demostración. Supongamos que Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] 6= ∅ y sea S ∈ Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ], entonces de la

Observación 1.6 se sigue el enunciado (ii) del Lema 1.10, que es equivalente al enunciado (i) del mismo
Lema 1.10. Por lo tanto S ∈ Rq[a, b]. �

Lema 1.16. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q×q. Además, sean Tn, RTn(z), vn, H1,n, H2,n, u1,n, y u2,n definidos como
en las Definiciones 1.13 y 1.14. Supongamos que s∗j = sj se satisface para cada j ∈ N0,2n+1 donde
N0,2n+1 está denotado como en la Notación 2. Sea S : C \ [a, b]→ Cq×q una función matricial y sean
S̃1 y S̃2 dadas por la Definición 1.15. Para cada r ∈ {1, 2}, sea Fr,n : C \ [a, b] → C(n+1)q×(n+1)q

definida por

Fr,n(ω) := Hr,nT
∗
nR
∗
Tn(ω̄) +RTn(ω)[vnS̃r(ω)− ur,n]v∗nR

∗
Tn(ω̄). (1.5.2)

Para cada r ∈ {1, 2} y para todo z ∈ C \ R, entonces

∆n(z)K [S]
r,n(z)∆∗n(z) = Q[S]

r,n(z), (1.5.3)

Γn(z)Q[S]
r,n(z)Γ∗n(z) = K [S]

r,n(z), (1.5.4)

donde K
[S]
r,n(z), Q

[S]
r,n(z), ∆n(z) y Γn(z) están dadas por (1.1.31), (1.1.32),

Q[S]
r,n(z) :=

(
Hr,n Fr,n(z)
F ∗r,n(z) {Fr,n(z)− F ∗r,n(z)}/{z − z̄}

)
, (1.5.5)

∆n(z) :=

(
I(n+1)q 0

RTn(z̄)Tn RTn(z̄)vn

)
(1.5.6)

Γn(z) :=

(
I(n+1)q 0

−v∗nRTn(z̄)Tn v∗n

)
. (1.5.7)

Demostración. Sea r ∈ {1, 2} y sea z ∈ C \ R. En principio, demostraremos (1.5.3). Sea Q̃
[S]
r,n(z) :=

∆n(z)K
[S]
r,n∆∗n(z) y dividimos a Q̃

[S]
r,n(z) en bloques de (n+ 1)q × (n+ 1)q como sigue

Q̃[S]
r,n(z) =

(
A(z) B(z)
C(z) D(z)

)
.

Claramente, tenemos que A(z) = Hr,n, B(z) = Fr,n(z) y C(z) = F ∗r,n(z). Además, de (1.1.31), (1.1.32)
y (1.5.6) vemos fácilmente que

D(z) =
(
RTn(z̄)Tn RTn(z̄)vn

)
·
(

Hr,n RTn(z) [ vnS̃r(z)− ur,n ]

[S̃∗r (z)v∗n − u∗r,n]R∗Tn(z) {S̃r(z)− S̃∗r (z)}/{z − z̄}

)(
T ∗nR

∗
Tn

(z̄)

v∗nR
∗
Tn

(z̄)

)
= RTn(z̄)TnHr,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄) +RTn(z̄)vn[S̃∗r (z)v∗n − u∗r,n]R∗Tn(z)T ∗nR

∗
Tn(z̄)

+RTn(z̄)TnRTn(z)[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR
∗
Tn(z̄)

+RTn(z̄)vn{S̃r(z)− S̃∗r (z)}/{z − z̄}v∗nR∗Tn(z̄).

Usando (1.3.14) podemos concluir

RTn(z̄)TnRTn(z)[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR
∗
Tn(z̄) =

RTn(z)−RTn(z̄)

z − z̄
[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR

∗
Tn(z̄)

=
1

z − z̄
(RTn(z)[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR

∗
Tn(z̄)

−RTn(z̄)vnS̃r(z)v
∗
nR
∗
Tn(z̄) +RTn(z̄)ur,nv

∗
nR
∗
Tn(z̄)),
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entonces

D(z) =
1

z − z̄
[(z − z̄)RTn(z̄)TnHr,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄)RTn(z)[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR

∗
Tn(z̄)

+RTn(z̄)ur,nv
∗
nR
∗
Tn(z̄)−RTn(z̄)vn[S̃∗r (z)v∗n − u∗r,n]R∗Tn(z)

−RTn(z̄)vnu
∗
r,nR

∗
Tn(z̄)]. (1.5.8)

La Proposición 1.7 nos proporciona las siguientes igualdades:

RTn(z̄)ur,nv
∗
nR
∗
Tn(z̄)−RTn(z̄)vnu

∗
r,nR

∗
Tn(z̄) = RTn(z̄)(ur,nv

∗
n − vnu∗r,n)R∗Tn(z̄)

= RTn(z̄)(Hr,nT
∗
n − TnH∗r,n)R∗Tn(z̄). (1.5.9)

Por lo tanto de (1.5.8) y (1.5.9) inferimos que

D(z) =
1

z − z̄
[RTn(z̄)(I − z̄Tn)Hr,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄)

−RTn(z̄)TnHr,n(I − zT ∗n)R∗Tn(z̄) +RTn(z)[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR
∗
Tn(z̄)

−RTn(z̄)vn[S̃∗r (z)v∗n − u∗r,n]R∗Tn(z)].

En vista de RTn(z)(I − zTn) = I y (I − z̄T ∗n)R∗Tn(z̄) = I, tenemos

D(z) =
1

z − z̄
[Hr,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄)−RTn(z̄)TnHr,n

+RTn(z)[vnS̃r(z)− ur,n]v∗nR
∗
Tn(z̄)−RTn(z̄)vn[S̃∗r (z)v∗n − u∗r,n]R∗Tn(z)]

=
Fr,n(z)− F ∗r,n(z)

z − z̄
.

Consecuentemente, (1.5.3) queda demostrado. En vista de (1.1.20) y (1.1.21), tenemos
v∗nRTn(z)vn = Iq y por lo tanto Γn(z)∆n(z) = I. Aśı de (1.5.3) se sigue finalmente (1.5.4) �

Proposición 1.17. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas

de dimensión q × q. Sea S : C \ [a, b] → Cq×q una función matricial holomorfa en C \ [a, b]. Para
r ∈ {1, 2}, sea Fr,n : C\[a, b]→ C(n+1)q×(n+1)q para cada ω ∈ C\[a, b] definida por (1.5.2). Entonces, S
es una solución de el sistema de desigualdades matriciales fundamental de tipo V.P. Potapov asociado

a [a, b] y (sj)
2n+1
j=0 si y solo si para cada z ∈ C \ R la matriz Q

[S]
r,n(z) dada por (1.5.5) es Hermitiana

no negativa.

Demostración. Sean y ∈ C2q(n+1)×2q(n+1). Consideremos r ∈ {1, 2} y las matrices K
[S]
r,n(z) definidas

mediante (1.1.31) y (1.1.32). Usando el Lema 1.16 tenemos que para cada z ∈ C \ R
y∗Q[S]

r,n(z)y = y∗∆n(z)K [S]
r,n(z)∆∗n(z)y = x∗K [S]

r,n(z)x

donde x = ∆∗n(z)y. Claramente, Q
[S]
r,n(z) ≥ 0 para cada z ∈ C \ R, si y solo si K

[S]
r,n(z) ≥ 0 para cada

z ∈ C \ R. �

Cabe mencionar que en está sección en gran parte se utilizan los resultados sobre las clases de
funciones Rq, R0,q y además se utilizan las definiciones sobre expresiones asintóticas. Para más detalle
ver el Apéndice B.

Lema 1.18. Sean H una matriz constante y S(z) una función matricial holomorfa en C \ R, tales
que satisfacen la desigualdad matricial[

H S(z)

S∗(z) {S(z)− S∗(z)}/{z − z̄}

]
≥ 0 (1.5.10)

entonces

1. Existe una función matricial Hermitiana no decreciente Σ(t) tal que satisface las siguientes
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representaciones integrales

S(z) =

∫ +∞

−∞

dΣ(t)

t− z
, HΣ =

∫ +∞

−∞
dΣ(t) ≤ H (1.5.11)

se cumplen.

2. Para dos vectores cualesquiera fijos e y g de respectivas dimensiones, se cumple la expresión
asintótica

|e∗S(iy)g| = o(1), y > 0, y → +∞. (1.5.12)

Aqúı el śımbolo o(1) que aparece en (1.5.12), está definido en la Definición A.10 del Apéndice
A.

Demostración. 1. Por hipótesis, la función matricial S(z) es holomorfa en C \ R y

C \ [a, b] ⊂ C \ R
de acuerdo a (1.1.5), S(z) también es holomorfa en Π+ donde Π+ está denotado mediante la Notación
7. De (1.5.10) tenemos

S(z)− S∗(z)
z − z̄

≥ 0,

entonces

2ImS(z)

2iIm z
≥ 0.

De donde, ImS(z) ≥ 0 para Im z > 0. Por lo que S(z) ∈ Rq.

Veamos que S(z) ∈ R0,q. En (1.5.10) suponemos que z = iy, con y > 0 y luego multiplicamos
(1.5.10) por el lado derecho y por el lado izquierdo por las matrices[

e∗ 0

0 g∗

]
,

[
e 0

0 g

]
,

donde e y g son vectores columnas de dimensión respectiva y sin pérdida de generalidad podemos
suponer que ‖e‖ ≤ 1, ‖g‖ ≤ 1. Obtenemos[

e∗He e∗S(iy)g

g∗S∗(iy)e g∗{S(iy)− S∗(iy)}/{2iy}g

]
≥ 0.

Observamos que

e∗He ≤ |e∗He| ≤ |e∗He|2 ≤ ‖e∗‖‖He‖ ≤ ‖He‖ ≤ ‖H‖
y

g∗
S(iy)− S∗(iy)

2iy
g ≤

∣∣∣∣g∗S(iy)− S∗(iy)

2iy
g

∣∣∣∣2 ≤ ‖g∗‖∥∥∥∥S(iy)− S∗(iy)

2iy
g

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥S(iy)− S∗(iy)

2iy
g

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥S(iy)− S∗(iy)

2iy

∥∥∥∥ ≤ ∣∣∣∣ 1

2iy

∣∣∣∣ (‖S(iy)‖+ ‖S∗(iy)‖)

=
‖S(iy)‖

y
.

De las estimaciones

e∗He ≤ ‖H‖, g∗
S(iy)− S∗(iy)

2iy
g ≤ ‖S(iy)‖

y
,

se sigue que [
‖H‖ e∗S(iy)g

g∗S∗(iy)e ‖S(iy)‖/y

]
≥ 0,
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de donde,

|e∗S(iy)g|2 ≤ ‖H‖ · ‖S(iy)‖/y.
Suponiendo que e = S(iy)g/‖S(iy)‖ , tenemos

|g∗S∗(iy)/||S(iy)||(S(iy)g)|2 ≤ ‖H‖ · ‖S(iy)‖/y.
Por lo tanto,

y‖S(iy)‖ ≤ ‖H‖. (1.5.13)

Las últimas desigualdades demuestran que S(z) ∈ R0,q. Consecuentemente,

S(z) =

∫ +∞

−∞

dΣ(t)

t− z
, HΣ =

∫ +∞

−∞
dΣ(t) < +∞. (1.5.14)

Queda por demostrar que HΣ ≤ H. Por el Teorema B.7 del Apéndice B, tenemos:

− ĺım
y→+∞

iyS(iy) = ĺım
y→+∞

iyS∗(iy) = ĺım
y→+∞

yImS(iy) = HΣ. (1.5.15)

Multiplicando (1.5.10) del lado izquierdo y derecho por las matrices[
I 0

0 iyI

]
,

[
I 0

0 −iyI

]
, y > 0,

y después pasamos al limite y → +∞. De (1.5.15), obtenemos la desigualdad[
H HΣ

HΣ HΣ

]
≥ 0.

Multiplicando esta desigualdad de lado izquierdo y derecho por las matrices[
I −I
0 I

]
,

[
I 0

−I I

]
,

tenemos [
H −HΣ 0

0 HΣ

]
≥ 0.

De lo último, se sigue que HΣ ≤ H.

2. De (1.5.13), tenemos

‖S(iy)‖ ≤ ‖H‖
y

pasando al ĺımite cuando y → +∞ se tiene

ĺım
y→+∞

‖S(iy)‖ = 0.

Aśı, obtenemos la expresión asintótica

‖S(iy)‖ = o(1), y > 0, y → +∞.
De acuerdo a la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

|e∗S(iy)g| ≤ |e∗S(iy)g|2 ≤ ‖e∗‖‖S(iy)g‖ ≤ ‖S(iy)g‖ ≤ ‖S(iy)‖
tomando el ĺımite cuando y → +∞ se tiene

ĺım
y→+∞

|e∗S(iy)g| = 0.

Por lo tanto,

|e∗S(iy)g| = o(1), y > 0, y → +∞.
�

Lema 1.19. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Sea Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17. Sea
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S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Además, sean Tn, RTn(z), vn, u1,n, u2,n, S̃1 y S̃2 definidos como en las

Definiciones 1.13, 1.14 y 1.15. Entonces para dos vectores fijos cualesquiera e ∈ C(n+1)q y g ∈ Cq se
satisface la expresión asintótica

|e∗RTn(iy)[vnS̃r(iy)− ur,n]g| = o(1), y > 0, y → +∞, (1.5.16)

para r ∈ {1, 2}. Aqúı el śımbolo o(1) que aparece en (1.5.16), está definido en la Definición A.10 del
Apéndice A.

Demostración. Sea r = 1. Sin pérdida de generalidad, consideramos los vectores columna fijos

e ∈ C(n+1)q y g ∈ Cq tales que ‖e‖ ≤ 1, ‖g‖ ≤ 1. Consideremos K
[S]
1,n(z) definido mediante (1.1.31).

Supongamos que z = iy, con y > 0 en la desigualdad K
[S]
1,n(z) ≥ 0 y multiplicando de lado izquierdo y

de lado derecho respectivamente por [
e∗ 0

0 g∗

]
,

[
e 0

0 g

]
,

tenemos [
e∗H1,ne e∗RTn(iy)[vnS̃1(iy)− u1,n]g

g∗[S̃∗1(iy)v∗n − u∗1,n]R∗Tn(iy)e g∗{S̃1(iy)− S̃∗1(iy)}/{2iy}g

]
≥ 0.

De aqúı, como en la demostración del Lema 1.18 obtenemos

|e∗RTn(iy)[vnS̃1(iy)− u1,n]g|2 ≤ ‖H1,n‖ · ‖S̃1(iy)‖/y.
Del Lema 1.15 se tiene que S(z) ∈ Rq[a, b] y de la Observación B.2 del Apéndice B tenemos que

ĺım
y→+∞

S̃1(iy)

y
= 0.

Ya que || · || es continua, entonces tenemos

ĺım
y→+∞

|e∗RTn(iy)[vnS̃1(iy)− u1,n]g| = 0.

Por lo tanto,

|e∗RTn(iy)[vnS̃1(iy)− u1,n]g| = o(1), y > 0, y → +∞.
Aśı la relación (1.5.16) queda demostrada bajo la condición adicional ‖e‖ ≤ 1 y ‖g‖ ≤ 1. De aqúı, de
manera obvia se sigue que (1.5.16) se cumple para algunos vectores fijos e y g. De forma análoga esta
afirmación es válida para r = 2. �

Lema 1.20. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además sean Tn, RTn, vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, definidos como en
las Definiciones 1.13 y 1.14, Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17 yMq

≥[a, b] definido

como en la Definición 1.8. Supongamos que Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] 6= ∅. Sea S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]. De

acuerdo al Lema 1.15 y Teorema 1.2 podemos suponer que σ ∈Mq
≥[a, b] es la función matricial de la

representación S(z) =
∫ b
a (t− z)−1dσ(t), entonces se cumplen las siguientes desigualdades

H
[σ]
1,n ≤ H1,n, H

[σ]
2,n ≤ H2,n. (1.5.17)

Aqúı

H
[σ]
1,n :=

∫ b

a
RTn(t)vn(t− a)dσ(t)v∗nR

∗
Tn(t), (1.5.18)

H
[σ]
2,n :=

∫ b

a
RTn(t)vn(b− t)dσ(t)v∗nR

∗
Tn(t). (1.5.19)

Demostración. Con la función matricial S(z), construimos las funciones S̃1 y S̃2 canónicamente
asociadas a S definidas en la Definición 1.15. También, construimos las funciones matriciales F1,n(z) y

F2,n(z) definidas en (1.5.2) y finalmente obtenemos las funciones matriciales Q
[S]
1,n(z) y Q

[S]
2,n(z) definidas
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en (1.5.5). Por la Proposición 1.17, se satisfacen las desigualdades Q
[S]
1,n(z) ≥ 0 y Q

[S]
2,n(z) ≥ 0 para

cada z ∈ C \ R, es decir,

Q
[S]
1,n(z) =

(
H1,n F1,n(z)
F ∗1,n(z) {F1,n(z)− F ∗1,n(z)}/{z − z̄}

)
≥ 0,

Q
[S]
2,n(z) =

(
H2,n F2,n(z)
F ∗2,n(z) {F2,n(z)− F ∗2,n(z)}/{z − z̄}

)
≥ 0,

para cada z ∈ C \ R. De acuerdo a el Lema 1.18, existen dos funciones matriciales Hermitianas no
decrecientes Σ1(t), Σ2(t) tales que

F1,n(z) =

∫ +∞

−∞

dΣ1(t)

t− z
,

∫ +∞

−∞
dΣ1(t) ≤ H1,n, (1.5.20)

F2,n(z) =

∫ +∞

−∞

dΣ2(t)

t− z
y

∫ +∞

−∞
dΣ2(t) ≤ H2,n. (1.5.21)

Sea r ∈ {1, 2}. En vista de (1.3.7), las funciones Fr,n : C \ [a, b] → C(n+1)q×(n+1)q dadas por (1.5.2)
admiten la representación

Fr,n(z) = Ψr,n(z) + En(z)S̃r(z)E
∗
n(z̄) (1.5.22)

donde En : C→ C(n+1)q×q está dada por (1.3.6) y Ψr,n : C→ C(n+1)q×(n+1)q se define como sigue

Ψr,n(z) := Hr,nT
∗
nR
∗
Tn(z̄)−RTn(z)ur,nv

∗
nR
∗
Tn(z̄). (1.5.23)

La Proposición 1.7 nos proporciona que

Ψr,n(x)−Ψ∗r,n(x)

= RTn(x)((I − xTn)Hr,nT
∗
n − ur,nv∗n − TnHr,n(I − xT ∗n) + vnu

∗
r,n)R∗Tn(x)

= RTn(x)(Hr,nT
∗
n − TnHr,n − (ur,nv

∗
n − vnu∗r,n))R∗Tn(x) = 0

Aśı,

Ψr,n(x) = Ψ∗r,n(x) (1.5.24)

Ahora, observemos que

S̃1(z) =

∫ ∞
−∞

dµ1(t)

t− z
donde dµ1(t) = (z − a)dσ(t), (1.5.25)

S̃2(z) =

∫ ∞
−∞

dµ2(t)

t− z
donde dµ2(t) = (b− z)dσ(t). (1.5.26)

Hacemos en el lado derecho de (1.5.22) ϕ1(z) = En(z) y ϕ2(z) = En(z). Tomando en cuenta (1.5.24),
(1.5.25) y (1.5.26) aplicamos la fórmula generalizada de la transformada inversa de Stieltjes Teorema
B.11 del Apéndice B, a el lado derecho de (1.5.22) y también aplicamos la fórmula de la transformada
inversa de Stieltjes Teorema B.10 del Apéndice B, a el lado izquierdo de (1.5.22) y entonces tenemos

Σ1(t1)− Σ1(t0) =

∫ t1

t0

En(x)dµ1(x)E∗n(x) =

∫ t1

t0

En(x)(x− a)dσ(x)E∗n(x),

Σ2(t3)− Σ2(t2) =

∫ t3

t2

En(x)dµ2(x)E∗n(x) =

∫ t3

t2

En(x)(b− x)dσ(x)E∗n(x).

Por la Observación A.7 del Apéndice A, existen sucesiones (αm)∞m=1 y (βm)∞m=1 tales que∫ +∞

−∞
dΣ1(t) = ĺım

m→∞
[Σ1(βm)− Σ1(αm)] = ĺım

m→∞

∫ βm

αm

En(x)(x− a)dσ(x)E∗n(x)

=

∫ ∞
−∞

En(x)(x− a)dσ(x)E∗n(x) =

∫ b

a
En(x)(x− a)dσ(x)E∗n(x) = H

[σ]
1,n

donde en la tercera igualdad hemos extendido a σ(x) en (−∞, a) y en (b,+∞) como constante. En la
cuarta igualdad se sigue de la propiedad de σ. Como σ es constante en (−∞, a) y (b,+∞), entonces
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se cumple que∫ a

−∞
En(x)(x− a)dσ(x)E∗n(x) = 0 y

∫ +∞

b
En(x)(x− a)dσ(x)E∗n(x) = 0.

Similarmente, tenemos∫ +∞

−∞
dΣ2(t) = ĺım

m→∞
[Σ2(t

(m)
2 )− Σ2(t

(m)
1 )] = ĺım

m→∞

∫ t
(m)
2

t
(m)
1

En(x)(b− x)dσ(x)E∗n(x)

=

∫ ∞
−∞

En(x)(b− x)dσ(x)E∗n(x) =

∫ b

a
En(x)(b− x)dσ(x)E∗n(x) = H

[σ]
2,n.

En vista de (1.5.20) y (1.5.21) se tiene que

H
[σ]
1,n =

∫ +∞

−∞
dΣ1(t) ≤ H1,n, H

[σ]
2,n =

∫ +∞

−∞
dΣ2(t) ≤ H2,n.

�

Definición 1.20. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Mq
≥[a, b] definido en la Definición 1.8. Para cada

σ ∈Mq
≥[a, b] y cada m ∈ N0, sean

ũm := −


s

[σ]
0

s
[σ]
1
...

s
[σ]
m

 , (1.5.27)

u
[σ]
1,m := ũ[σ]

m − aTmũ[σ]
m , (1.5.28)

u
[σ]
2,m := −ũ[σ]

m + bTmũ
[σ]
m . (1.5.29)

donde s
[σ]
j , j ∈ N0, están dados en (1.3.1) y además, Tm y ũm están dados por (1.1.19) y (1.1.26),

respectivamente.

Lema 1.21. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además sean Tn, RTn, vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, definidos como
en las Definiciones 1.13 y 1.14, Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17 y Mq

≥[a, b]

definido como en la Definición 1.8. Supongamos que Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] 6= ∅. Sea la función matricial

S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Sean S̃1 y S̃2 definidas como en la Definición 1.15, σ(t), H

[σ]
1,n, H

[σ]
2,n son los

mismos como en el Lema 1.20. Entonces la función matricial S(z) satisface el sistema de desigualdades
matriciales [

H
[σ]
1,n RTn(z) [ vnS̃1(z)− u[σ]

1,n ]

[S̃∗1(z)v∗n − u
∗[σ]
1,n ]R∗Tn(z) {S̃1(z)− S̃∗1(z)}/{z − z̄}

]
≥ 0, (1.5.30)

[
H

[σ]
2,n RTn(z) [ vnS̃2(z)− u[σ]

2,n ]

[S̃∗2(z)v∗n − u
∗[σ]
2,n ]R∗Tn(z) {S̃2(z)− S̃∗2(z)}/{z − z̄}

]
≥ 0 . (1.5.31)

para cada z ∈ C \ R. Aqúı,

u
[σ]
1,n := (I − aTn)

∫ b

a
RTn(t)vndσ(t), u

[σ]
2,n := −(I − bTn)

∫ b

a
RTn(t)vndσ(t). (1.5.32)

Demostración. Dadas las representaciones integrales para H
[σ]
1,n, H

[σ]
2,n en el Lema 1.20 y para u

[σ]
1,n,

u
[σ]
2,n en (1.5.32), se puede formar una representación integral para el lado izquierdo de las desigualdades

(1.5.30) y (1.5.31) similares a K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) como se hizo en la demostración del Lema 1.11. Ya

que S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] se sigue que (1.5.30) y (1.5.31) se satisfacen para cada z ∈ C \ R. �
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Lema 1.22. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además sean Tn, RTn, vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, definidos como
en las Definiciones 1.13 y 1.14, Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17 y Mq

≥[a, b]

definido como en la Definición 1.8. Supongamos que Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] 6= ∅. Sea la función matricial

S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] con las funciones canónicamente asociadas S̃1 y S̃2 definidas en la Definición

1.15. Además, sean H
[σ]
1,n, u

[σ]
1,n, H

[σ]
2,n, u

[σ]
2,n son los mismos como en el Lema 1.20 y 1.21 respectivamente.

Entonces las funciones matriciales

S
[σ]
1 (z) := H

[σ]
1,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄) +RTn(z)[vnS̃1(z)− u[σ]

1,n]v∗nR
∗
Tn(z̄), (1.5.33)

S
[σ]
2 (z) := H

[σ]
2,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄) +RTn(z)[vnS̃2(z)− u[σ]

2,n]v∗nR
∗
Tn(z̄), (1.5.34)

satisfacen las desigualdades matriciales[
H

[σ]
1,n S

[σ]
1 (z)

S
[σ]∗

1 (z) {S[σ]
1 (z)− S[σ]∗

1 (z)}/{z − z̄}

]
≥ 0, (1.5.35)

[
H

[σ]
2,n S

[σ]
2 (z)

S
[σ]∗

2 (z) {S[σ]
2 (z)− S[σ]∗

2 (z)}/{z − z̄}

]
≥ 0. (1.5.36)

Demostración. Usando las representaciones integrales dadas, (1.5.33) y (1.5.34) tienen la misma

forma que (1.5.2), entonces podemos construir matrices similares a Q
[σ]
1,n(z) y Q

[σ]
2,n(z) dadas por (1.5.5).

Ya que S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ], de la Proposición 1.17 se sigue que (1.5.33) y (1.5.34) se cumplen. �

Lema 1.23. Sea n ∈ N0. Sean Tn, RTn definidos como en la Definición 1.13. Si para algún vector fijo
g y algún vector e tal que ‖e‖ ≤ 1, la relación asintótica

|e∗RTn(iy)g| = o(1), y > 0, y → +∞, (1.5.37)

se satisface, entonces g = 0. Esta afirmación sigue siendo válida si requerimos que la relación asintótica
(1.5.37) se cumpla para y → −∞. Aqúı el śımbolo o(1) en (1.5.37), está definido en la Definición A.10
del Apéndice A.

Demostración. De acuerdo a (1.3.13), tenemos

RTn(z) = I + zTn + ...+ znTnn

para cada z ∈ C. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que en (1.5.37) ‖g‖ ≤ 1. Sea e = g.
Obtenemos

|e∗RTn(z)g| = |g∗g + zg∗Tng + ...+ zng∗Tnn g|
para cada z ∈ C. En particular, evaluamos en z = iy y se tiene

|e∗RTn(iy)g| = |g∗g + (iy)g∗Tng + ...+ (iy)ng∗Tnn g|
para cada y ∈ R. Entonces por hipótesis

|g∗g + (iy)g∗Tng + ...+ (iy)ng∗Tnn g| = o(1), y → +∞,
es decir,

ĺım
y→+∞

|g∗g + (iy)g∗Tng + ...+ (iy)ng∗Tnn g| = 0

eso implica que g∗g = 0. Por lo tanto, g = 0. De forma similar, se estudia el caso cuando y → −∞. �

Lema 1.24. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además sean Tn, RTn, vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, definidos como
en las Definiciones 1.13 y 1.14, Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17 y Mq

≥[a, b]

definido como en la Definición 1.8. Sea S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] solución del sistema de desigualdades

matriciales fundamental. Sean S̃1 y S̃2 definidas como en la Definición 1.15, σ ∈Mq
≥[a, b] la función
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matricial de la representación S(z) =
∫ b
a (t− z)−1dσ(t) y u

[σ]
1,n, u

[σ]
2,n, definidas por la fórmula (1.5.32).

Entonces se cumplen las siguientes ecuaciones:

u1,n = u
[σ]
1,n, u2,n = u

[σ]
2,n. (1.5.38)

Demostración. En vista de la Definición 1.16, tenemos que la siguiente desigualdad se satisface(
H1,n RTn(z) [ vnS̃1(z)− u1,n ]

R∗Tn(z) [ S̃∗1(z)v∗n − u∗1,n ] {S̃1(z)− S̃∗1(z)}/{z − z̄}

)
≥ 0,

para cada z ∈ C \ R. Por el Lema 1.21 la función matricial S(z) satisface la desigualdad(
H

[σ]
1,n RTn(z) [ vnS̃1(z)− u[σ]

1,n ]

R∗Tn(z) [ S̃∗1(z)v∗n − (u
[σ]
1,n)∗ ] {S̃1(z)− S̃∗1(z)}/{z − z̄}

)
≥ 0,

para cada z ∈ C \ R. De esas desigualdades y por el Lema 1.19, se sigue que para algunos vectores
fijos e ∈ C(n+1)q, g ∈ Cq (y > 0, y → +∞),

|e∗RTn(iy) [ vnS̃1(iy)− u1,n ]g| = o(1),

|e∗RTn(iy) [ vnS̃1(iy)− u[σ]
1,n ]g| = o(1).

Por lo tanto,

|e∗RTn(iy) [u1,n − u[σ]
1,n ]g| = o(1), y > 0, y → +∞.

Para el caso general, en la relación asintótica uno puede suponer que g es un vector abritrario fijo y

e es un vector arbitrario fijo tal que ‖e‖ ≤ 1. Por el Lema 1.23 [u1,n − u[σ]
1,n ]g = 0, ∀g ∈ Cq. Por lo

tanto, u1,n = u
[σ]
1,n. En forma análoga vemos que u2,n = u

[σ]
2,n. �

Lema 1.25. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además sean Tn, RTn, vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, definidos como
en las Definiciones 1.13 y 1.14, Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17 y Mq

≥[a, b]

definido como en la Definición 1.8. Sea S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Sean S̃1 y S̃2 definidas como en la

Definición 1.15, σ(t), u
[σ]
1,n y u

[σ]
2,n, H

[σ]
1,n, H

[σ]
2,n, los mismos como en el Lema 1.20 y Lema 1.21. entonces

las siguientes igualdades se satisfacen:

Tn(H1,n −H [σ]
1,n) = 0, Tn(H2,n −H [σ]

2,n) = 0. (1.5.39)

Demostración. Dado S(z), de acuerdo a (1.1.29) construimos dos funciones

F1(z) = H1,nT
∗
nR
∗
Tn(z̄) +RTn(z)[vnS̃1(z)− u1,n]v∗nR

∗
Tn(z̄),

F
[σ]
1 (z) = H

[σ]
1,nT

∗
nR
∗
Tn(z̄) +RTn(z)[vnS̃1(z)− u[σ]

1,n]v∗nR
∗
Tn(z̄).

Por el Lema 1.24, u1,n = u
[σ]
1,n, entonces

F1(z)− F [σ]
1 (z) = (H1,n −H [σ]

1,n)T ∗nR
∗
Tn(z̄). (1.5.40)

Por un lado, observemos que F1(z) es de la forma (1.5.2), luego, por el Lema 1.16 y por la Proposición
1.17, tenemos [

H1,n F1(z)

F ∗1 (z) {F1(z)− F ∗1 (z)}/{z − z̄}

]
≥ 0.

Por otro lado, el Lema 1.21 nos dice que[
H

[σ]
1,n F

[σ]
1 (z)

F
[σ]∗

1 (z) {F [σ]
1 (z)− F [σ]∗

1 (z)}/{z − z̄}

]
≥ 0.

De esas desigualdades y usando el Lema 1.18 junto con (1.5.12) para algunos vectores fijos e y g
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obtenemos las estimaciones

|e∗F1(iy)g| = o(1), |e∗F [σ]
1 (iy)g| = o(1), y > 0, y → +∞.

De aqúı,

|e∗{F1(iy)− F [σ]
1 (iy)}g| = o(1), y > 0, y → +∞.

Tomando en cuenta (1.5.40) tenemos

|e∗(H1,n −H [σ]
1,n)T ∗nR

∗
Tn(−iy)g| = o(1), y > 0, y → +∞.

O, que es lo mismo

|g∗R∗Tn(−iy)Tn(H1,n −H [σ]
1,n)e| = o(1), y > 0, y → +∞.

En general, en la relación asintótica podemos suponer que los vectores arbitrarios fijos e y g son

vectores arbitrarios tales que ‖g‖ ≤ 1. Entonces por el Lema 1.23, Tn(H1,n − H [σ]
1,n)e = 0, ‖e‖ ≤ 1.

Por lo tanto, tenemos Tn(H1,n−H [σ]
1,n) = 0. La primera desigualdad de (1.5.39) queda demostrada. La

segunda desigualdad puede ser demostrada en forma similar. �

Proposición 1.26. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, RTn, vn, H1,n, H2,n, u1,n, u2,n, definidos como
en las Definiciones 1.13 y 1.14, Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido como en la Definición 1.17 y Mq

≥[a, b]

definido como en la Definición 1.8. Sea S(z) ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Sean H

[σ]
1,n, H

[σ]
2,n, los mismos como

en el Lema 1.20, y σ ∈Mq
≥[a, b] la única que satisface S(z) =

∫ b
a (t−z)−1dσ(t) para todo z ∈ C\ [a, b].

Entonces

sj =

∫ b

a
tjdσ(t),

para cada j ∈ N0,2n+1 donde N0,2n+1 se denota mediante la Notación 2.

Demostración. De (1.5.18), (1.5.19) y (1.5.39) se sigue que

−asj + sj+1 = −a
∫ b

a
tjdσ(t) +

∫ b

a
tj+1dσ(t), (1.5.41)

bsj − sj+1 = b

∫ b

a
tjdσ(t)−

∫ b

a
tj+1dσ(t)

para cada j ∈ N0,2n−1. Sumando estas igualdades tenemos

sj =

∫ b

a
tjdσ(t), (1.5.42)

para cada j ∈ N0,2n−1. Sustituyendo j = 2n− 1 en (1.5.41). Entonces

−a
∫ b

a
t2n−1dσ(t) + s2n = −a

∫ b

a
t2n−1dσ(t) +

∫ b

a
t2ndσ(t),

por lo que,

s2n =

∫ b

a
t2ndσ(t). (1.5.43)

De (1.5.17) tenemos

−as2n + s2n+1 −
(
−a
∫ b

a
t2ndσ(t) +

∫ b

a
t2n+1dσ(t)

)
≥ 0,

bs2n − s2n+1 −
(
b

∫ b

a
t2ndσ(t)−

∫ b

a
t2n+1dσ(t)

)
≥ 0.
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Por lo tanto, de (1.5.43) se sigue

s2n+1 ≥
∫ b

a
t2n+1dσ(t), s2n+1 ≤

∫ b

a
t2n+1dσ(t).

Aśı,

s2n+1 =

∫ b

a
t2n+1dσ(t), (1.5.44)

De (1.5.42), (1.5.43) y (1.5.44) se sigue la validez de la Proposición 1.26. �

Ahora presentamos y demostramos el Teorema principal de esta sección.

Teorema 1.27. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Si Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] está definido como en la Definición 1.12 y

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] está definido como en la Definición 1.17. Entonces se satisface la siguiente inclusión:

Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] ⊂ Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

Demostración. Sea S ∈ Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. En vista del Lema 1.15, S ∈ Rq[a, b] y por la parte (b)

del Teorema 1.2, existe una única σ ∈Mq
≥[a, b] tal que

S(z) =

∫ b

a

1

t− z
dσ(t)

para cada z ∈ C \ [a, b] y, además por la Proposición 1.26, σ es tal que

sj =

∫ b

a
tjdσ(t),

se satisface para cada j ∈ N0,2n+1 . Aqúı N0,2n+1 se denota mediante la Notación 2. Entonces σ ∈
Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]. Por lo tanto, S ∈ Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ]. �

De esta manera, se tiene el primer resultado importante de este trabajo. Usando la Proposición 1.12
y el Teorema 1.27 claramente queda demostrado el Teorema 1.5. Entonces, de aqúı en adelante sabemos
que Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] y Pq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] coinciden. Aśı, las funciones matriciales S[σ] : C \ [a, b] →

Cq×q definidas como en (1.1.3), para cada σ ∈ Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ], son las soluciones del sistema

de desigualdades matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov asociado a la versión matricial
del problema de momento de Hausdorff. Rećıprocamente, las funciones S(z) que son holomorfas en

C \ [a, b] y que satisfacen las desigualdades K
[S]
1,n(z) ≥ 0 y K

[S]
2,n(z) ≥ 0, donde K

[S]
1,n y K

[S]
2,n están dadas

en (1.1.31) y (1.1.32), respectivamente, son funciones que tienen la forma como en (1.1.3), para cada
σ ∈Mq

≥[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ].

1.6. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Sea q = 2. Consideremos la función matricial definida en [0, 1] y dada por

σ(t) =

(
t2

2 + t 2t2 − 2t
2t2 − 2t 3t3 − 11

2 t
2 + 4t

)
.

Verificar que σ ∈M2
≥[0, 1], donde σ ∈M2

≥[0, 1] se define mediante la Definición 1.8.

Solución. Es obvio que

σ(t) es Hermitiana para todo t ∈ [0, 1] (1.6.1)
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y también es faćil ver que

σ(0) = 0. (1.6.2)

Sea t ∈ (0, 1], tenemos

detσ(t) =

(
t2

2
+ t

)(
3t3 − 11

2
t2 + 4t

)
−
(
2t2 − 2t

)2
= t2

(
t

2
+ 1

)(
3t2 − 11

2
t+ 4

)
− t2(2t− 2)2

= t2
((

t

2
+ 1

)(
3t2 − 11

2
t+ 4

)
− (2t− 2)2

)

= t2
((

3

2
t3 − 11

4
t2 + 2t+ 3t2 − 11

2
t+ 4

)
− (4t2 − 8t+ 4)

)
= t2

(
3

2
t3 − 15

4
t2 +

9

2
t

)
=

3

2
t3
(
t2 − 5

2
t+ 9

)
.

El discriminante de
(
t2 − 5

2 t+ 9
)

es
(

5
2

)2−4(1)(9) < 0 por lo que
(
t2 − 5

2 t+ 9
)
> 0 para todo t ∈ (0, 1].

Ya que 3
2 t

3 > 0 para todo t ∈ (0, 1] se sigue que det σ(t) > 0 para todo t ∈ (0, 1]. Además, t2

2 + t > 0
para cada t ∈ (0, 1]. Usando el criterio de Sylvester, Teorema A.13 del Apéndice A, tenemos que

σ(t) > 0 para todo t ∈ (0, 1]. (1.6.3)

De (1.6.2) y (1.6.3) concluimos que

σ(t) ≥ 0 para todo t ∈ [0, 1]. (1.6.4)

Claramente

σ(t1)− σ(t0) = 0 para todo t0, t1 ∈ [0, 1] tales que t0 = t1. (1.6.5)

Sean t0, t1 ∈ [0, 1] tales que t0 < t1. Entonces tenemos

det (σ(t1)− σ(t0)) = det

(
(
t21
2 + t1)− (

t20
2 + t0) (2t21 − 2t1)− (2t20 − 2t0)

(2t21 − 2t1)− (2t20 − 2t0) (3t31 − 11
2 t

2
1 + 4t1)− (3t30 − 11

2 t
2
0 + 4t0)

)

= (t1 − t0) det

(
1
2(t1 + t0) + 1 2(t1 + t0)− 2
2(t1 + t0)− 2 3(t21 + t1t0 + t20)− 11

2 (t1 + t0) + 4

)
= (t1 − t0)[

1

2
(t1 + t0 + 2)(3(t21 + t1t0 + t20)− 11

2
(t1 + t0) + 4)

− 4(t1 + t0 − 1)2] (1.6.6)

Sea h : [0, 1]× [0, 1]→ R definida mediante

h(t0, t1) :=
1

2
(t1 + t0 + 2)(3(t21 + t1t0 + t20)− 11

2
(t1 + t0) + 4)− 4(t1 + t0 − 1)2. (1.6.7)

Calculamos el gradiente de la función h:

∇h =
3

2
(3 + 2t21 − 5t0 + 3t20 − 7t1 + 4t0t1, 3 + 3t21 − 7t0 + 2t20 − 5t1 + 4t0t1).

Igualando ∇h a cero tenemos el sistema de ecuaciones:

3 + 2t21 − 5t0 + 3t20 − 7t1 + 4t0t1 = 0

3 + 3t21 − 7t0 + 2t20 − 5t1 + 4t0t1 = 0.

Resolviendo para t0 y t1, encontramos dos puntos cŕıticos de h que se encuentran en [0, 1]× [0, 1] los
cuales son: (1, 1) y (1

3 ,
1
3).

Ya que [0, 1]× [0, 1] es cerrado y acotado, buscamos los puntos cŕıticos en la frontera del dominio
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de [0, 1]× [0, 1]. Primeramente en t0 = 0, 0 ≤ t1 ≤ 1

h(0, t1) =
1

2
(t1 + 2)(3t21 −

11

2
t1 + 4)− 4(t1 − 1)2

=
3

2
t31 −

15

4
t21 +

9

2
t1

h′(0, t1) =
9

2
t21 −

15

2
t1 +

9

2
.

Igualando a cero h′(0, t1) tenemos que no hay soluciones reales para t1. Aśı, solo tenemos los puntos
cŕıticos: (0, 0), (0, 1). Similarmente para t1 = 0, 0 ≤ t0 ≤ 1, tenemos

h(t0, 0) =
1

2
(t0 + 2)(3t20 −

11

2
t0 + 4)− 4(t0 − 1)2

=
3

2
t30 −

15

4
t20 +

9

2
t0

y

h′(t0, 0) =
9

2
t20 −

15

2
t0 +

9

2

los puntos cŕıticos son: (0, 0), (1, 0). En t0 = 1, 0 ≤ t1 ≤ 1, tenemos

h(1, t1) =
1

2
(t1 + 3)(3(t21 + t1 + 1)− 11

2
(t1 + 1) + 4)− 4t21

=
3

2
t31 −

3

4
t21 − 3t1 +

9

4

h′(1, t1) =
9

2
t21 −

3

2
t1 − 3.

Igualando a cero h′(1, t1) y resolviendo para t1 encontramos que t1 = −2
3 y t1 = 1. Por lo que los

puntos cŕıticos para este caso son: (1, 0), (1, 1). Similarmente, para t1 = 1, 0 ≤ t0 ≤ 1, tenemos

h(t0, 1) =
1

2
(t0 + 3)(3(1 + t0 + t20)− 11

2
(1 + t0) + 4)− 4t20

=
3

2
t30 −

3

4
t20 − 3t0 +

9

4
y

h′(t0, 1) =
9

2
t20 −

3

2
t0 − 3

los puntos cŕıticos son: (0, 1), (1, 1). Juntando los puntos cŕıticos que se encontraron mediante el uso
del gradiente de h con los puntos cŕıticos en la frontera de [0, 1]×[0, 1] podemos hacer lo siguiente. Para
encontrar el máximo y el mı́nimo absoluto, simplemente evaluamos h(t0, t1) en cada punto cŕıtico.

Puntos cŕıticos Los valores de h en
(t0, t1) de h el punto cŕıtico (t0, t1)

(0, 0) 0
(1/3, 1/3) 4/3

(0, 1) 9/4
(1, 0) 9/4
(1, 1) 0

El valor mayor en la segunda columna de la tabla anterior nos dice en donde tenemos el máximo y
según la tabla anterior, hay dos máximos en (0, 1) y (1, 0). El valor más pequeño de la segunda columna
de la tabla anterior nos dice en donde tenemos el mı́nimo y de acuerdo a la tabla anterior tenemos
dos los cuales son en (0, 0) y (1, 1). A diferencia de los problemas de valor extremo sin restricción, no
hay necesidad de hacer una segunda prueba de derivadas. Esto se debe a que no nos preocupa si un
punto en particular es un mı́nimo local, un máximo. Lo que nos interesa es ver si un punto tiene el
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valor máximo o mı́nimo absoluto en nuestra región cerrada y acotada.

Ya que, (1, 1) es un mı́nimo de h en [0, 1] × [0, 1], es decir, se cumple que h(1, 1) ≤ h(t0, t1) para
todo (t0, t1) ∈ [0, 1]×[0, 1] y además, h(1, 1) = 0, entonces h(t0, t1) ≥ 0 para todo (t0, t1) ∈ [0, 1]×[0, 1].
En vista de (1.6.6) y (1.6.7), tenemos que

det (σ(t1)− σ(t0)) = (t1 − t0)h(t0, t1).

Ya que t0 < t1 y h(t0, t1) solo es cero cuando (t0, t1) = (0, 0) y (t0, t1) = (1, 1), entonces se sigue que

det (σ(t1)− σ(t0)) > 0.

La función t2

2 + t es creciente, entonces para t1 > t0 se cumple que (
t21
2 + t1) − (

t20
2 + t0) > 0. Usando

el criterio de Sylvester, Teorema A.13 del Apéndice A, tenemos que

σ(t1)− σ(t0) > 0 para todo t0, t1 ∈ [0, 1] tales que t1 > t0. (1.6.8)

De (1.6.5) y (1.6.8), tenemos que

σ(t1)− σ(t0) ≥ 0 para todo t0, t1 ∈ [0, 1] tales que t1 ≥ t0. (1.6.9)

En vista de (1.6.1), (1.6.4) y (1.6.9) concluimos que la función

σ(t) =

(
t2

2 + t 2t2 − 2t
2t2 − 2t 3t3 − 11

2 t
2 + 4t

)
(1.6.10)

en pertenece al conjunto M2
≥[0, 1] el cual se define mediante la Definición 1.8.

Ejemplo 1.2. Sea n = 2 y el intervalo [0, 1]. Obtener los cinco primeros momentos de la función σ(t)
ubicada en (1.6.10).

Solución. Utilizando (1.1.2), tenemos:

s0 =

(
3
2 0
0 3

2

)
s1 =

(
5
6

1
3

1
3

7
12

)
s2 =

(
7
12

1
3

1
3

23
60

)
s3 =

(
9
20

3
10

3
10

3
10

)
s4 =

(
11
30

4
15

4
15

53
210

)
s5 =

(
13
42

5
21

5
21

37
168

)
.



Caṕıtulo 2

El problema de momento en el caso no
degenerado

Como hemos mencionado en el Problema 1.1 del caṕıtulo anterior, estamos interesados en describir
el conjuntoMq

≥[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ], pero según la versión matricial reformulada del problema de momentos,

es decir, el Problema 1.4, basta con describir el conjunto Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] dado en la Definición 1.12

y por ahora también podemos referirnos a dicho conjunto como el conjunto de soluciones de la versión
matricial del problema de momento de Hausdorff. Además, recordemos que

Mq
≥[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] 6= ∅ si y solo si Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] 6= ∅. (2.1.1)

En este caṕıtulo nos ocuparemos en reescribir el sistema de desigualdades matriciales fundamental
del tipo de V.P. Potapov asociado a la versión matricial del problema de momentos de Hausdorff en
un número par de momentos, para el caso no degenerado. También, introducimos la matriz resolvente.
Cabe mencionar que en este caṕıtulo continuaremos usando la notación introducida en las secciones
anteriores.

Observación 2.1. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞). Sea Mq
≥[a, b] el conjunto definido mediante

la Definición 1.8. Para toda σ ∈ Mq
≥[a, b] y todo entero no negativo j, sea s

[σ]
j dado por (1.3.1).

Del Lema 1.8 sabemos que, para cada σ ∈ Mq
≥[a, b] y para todo entero no negativo m, las matrices

H
[σ]
1,m y H

[σ]
2,m dadas por (1.3.4) y (1.3.5) son Hermitianas no negativas. Por lo tanto, en vista de

(2.1.1), los Teoremas 1.5 y 1.14 del caṕıtulo 1, si (sj)
2n+1
j=0 es una secuencia de matrices Hermitianas

de dimensión q × q tales que el conjunto Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] dado en la Definición 1.12, es no vaćıo.

Es decir, el conjunto de soluciones de la versión matricial reformulada del problema de momento de
Hausdorff es no vaćıo. Entonces la primera matriz de bloques de Hankel H1,n y la segunda matriz de
bloques de Hankel H2,n asociadas con el intervalo [a, b] y la secuencia (sj)

2n+1
j=0 dadas por (1.1.24) y

(1.1.25) son Hermitianas no negativas.

En la Sección 2.1, daremos una parametrización del conjunto Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] bajo la suposi-

ción de que las matrices de bloque de Hankel H1,n y H2,n son Hermitianas positivas. A este caso le
llamaremos caso no degenerado, es decir,

H1,n > 0, H2,n > 0. (2.1.2)

De (1.2.1) y (2.1.2) se sigue H̃1,n > 0. Supongamos además que det H̃2,n 6= 0. En consecuencia las
matrices Hr,n y H̃r,n son invertibles. Lo anterior nos permite hacer la siguiente observación.

Observación 2.2. (H̃−1
r,n)∗ = H̃−1∗

r,n = (H̃∗r,n)−1 = H̃−1
r,n , debido a que las matrices H̃r,n son simétricas

y sus entradas son matrices Hermitianas. Similarmente, por (2.1.2) tenemos que (H−1
r,n)∗ = H−1

r,n .

37
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Considerando el caso no degenerado, introduzcamos notación adicional para esta sección.

Definición 2.1. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞), n ∈ N0 y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, RTn, vn, H̃1,n, H̃2,n, H1,n, H2,n, ũn definidos
como en las Definiciones 1.13 y 1.14, entonces definimos

M1,n := −aũ∗nH̃−1
2,nũn, M2,n : = bũ∗nH̃

−1
2,nũn, (2.1.3)

N1,n := −bv∗nH−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn, N2,n := av∗nH

−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn. (2.1.4)

Estas matrices satisfacen las siguientes propiedades.

Lema 2.1. Sean Mr,n y Nr,n definidos como en (2.1.3) y (2.1.4). Entonces se satsifacen las siguientes
igualdades:

Mr,n = M∗r,n y Nr,n = N∗r,n, para r = 1, 2. (2.1.5)

Demostración. La primera igualdad se verifica fácilmente calculando la transpuesta conjugada para
amabas ecuaciones en (2.1.3) y haciendo uso de la Observación 2.2. Para la segunda igualdad, sea
r = 1. Análogamente, calculando la transpuesta conjugada de la primera ecuación de (2.1.4), hacemos
uso de la Observación 2.2 y obtenemos

N∗1,n = −bv∗nH−1
2,nH̃2,nH

−1
1,nvn.

Ahora bien, si usamos (1.2.2), tenemos

N∗1,n = −bv∗nH−1
2,n

(
bH1,n + aH2,n

b− a

)
H−1

1,nvn,

es decir,

N∗1,n = −bv∗n

(
bH−1

2,n + aH−1
1,n

b− a

)
vn.

Similarmente, usamos (1.2.2) para N1,n

N1,n = −bv∗nH−1
1,n

(
bH1,n + aH2,n

b− a

)
H−1

2,nvn,

que es equivalente a

N1,n = −bv∗n

(
bH−1

2,n + aH−1
1,n

b− a

)
vn,

comparando, claramente N∗1,n = N1,n y de manera análoga se puede probar para r = 2. �

2.1. El sistema de desigualdades matriciales de V.P. Potapov en el
caso no degenerado

Para nuestras consideraciones introducimos la siguiente matriz

Jq =

(
0 −iIq
iIq 0

)
(2.2.1)

donde q ∈ N. Esta matriz posee propiedades importantes y en particular, nos permitirá más adelante,
expresar la desigualdad (2.2.11), del Teorema 2.4, el cual es el resultado más importante de esta
sección. Cabe mencionar que esta matriz es conocida como una de las matrices de Pauli [Gr, pág. 174].

La siguiente observación se demuestra directamente.
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Observación 2.3. Sea q ∈ N y Jq dado por (2.2.1). Para todo entero n > 0, se satisfacen las siguientes
igualdades: J∗q = Jq, J

2n
q = I2q y J2n+1

q = Jq

Proposición 2.2. Sean q ∈ N, n ∈ N0 y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas de dimen-

sión q × q. Además, sean Jq dado por (2.2.1), Tn, vn, H1,n, H2,n, u1,n y u2,n definidos como en las
Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces se cumple la siguiente igualdad

[vn ur,n]Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
= i(Hr,nT

∗
n − TnHr,n) para r = 1, 2. (2.2.2)

Demostración. Tenemos

[vn ur,n]Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
= i[ur,n − vn]

[
v∗n
u∗r,n

]
= i(ur,nv

∗
n − vnu∗r,n).

Entonces

[vn ur,n]Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
= i(ur,nv

∗
n − vnu∗r,n). (2.2.3)

Usando la identidad (1.2.7), tenemos

[vn ur,n]Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
= i(Hr,nT

∗
n − TnHr,n). (2.2.4)

Por lo tanto, se sigue (2.2.2) �

Teorema 2.3. Sean q ∈ N, n ∈ N0 y (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión

q × q. Además, sean Jq dado por (2.2.1), Tn, RTn vn, H1,n, H2,n, u1,n u2,n, M1,n, M2,n N1,n y N2,n

definidos como en las Definiciones 1.13, 1.14 y 2.1. Sea r ∈ {1, 2}. Supongamos que las matrices de
bloques de Hankel Hr,n son Hermitianas positivas. Definimos Ur,n : C→ C2q×2q mediante

Ur,n(z) :=

{
I2q − iz

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)H−1

r,n [vn ur,n]Jq

}[
I 0

Mr,n I

] [
I Nr,n

0 I

]
. (2.2.5)

Entonces

Jq − Ur,n(z)JqU
∗
r,n(z) = i(z − z̄)

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)H−1

r,nR
∗
T ∗n

(z)[vn ur,n]. (2.2.6)

Demostración. Obtenemos la transpuesta conjugada de Ur,n(z)

U∗r,n(z) =

[
I 0

Nr,n I

] [
I Mr,n

0 I

]{
I2q + iz̄Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
H−1
r,nR

∗
T ∗n

(z)[vn ur,n]

}
donde hemos usado las propiedades del operador adjunto conjugado, la Observación 2.2 y el Lema 2.1
Al hacer el producto Ur,n(z)JqU

∗
r,n(z), se tiene que realizar la siguiente multiplicación de matrices:[

I 0

Mr,n I

] [
I Nr,n

0 I

]
Jq

[
I 0

N∗r,n I

] [
I M∗r,n
0 I

]
. (2.2.7)

En principio, realizamos los siguientes productos de matrices[
I 0

Mr,n I

] [
I Nr,n

0 I

]
=

[
I Nr,n

Mr,n Mr, nNr,n + I

]
(2.2.8)

[
I 0

Nr,n I

] [
I Mr,n

0 I

]
=

[
I Mr,n

Nr,n Nr,nMr,n + I

]
(2.2.9)

y posteriormente tenemos que multiplicar (2.2.8) por Jq y por (2.2.9)[
I Nr,n

Mr,n Mr,nNr,n + I

]
Jq

[
I Mr,n

Nr,n Nr,nMr,n + I

]
=

(
a11 a12

a21 a22

)
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donde a11 = −iNr,n + iNr,n, a12 = −iNr,nMr,n − iI + iNr,nMr,n, a21 = −iMr,nNr,n + iMr,nNr,n + iI
y a22 = −iMr,nNr,nMr,n − iMr,n + iMr,nNr,nMr,n + iMr,n. Claramente, todo el producto de matrices
(2.2.7) se reduce a Jq[

I Nr,n

Mr,n Mr,nNr,n + I

]
Jq

[
I Mr,n

Nr,n Nr,nMr,n + I

]
=

(
0 −iI
iI 0

)
= Jq.

Entonces

Jq − Ur,n(z)JqU
∗
r,n(z)

= Jq −
{
I2q − iz

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)H−1

r,n [vn ur,n]Jq

}
Jq

·
{
I2q + iz̄Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
H−1
r,nR

∗
T ∗n

(z)[vn ur,n]

}
= −iz̄

[
v∗n
u∗r,n

]
H−1
r,nR

∗
T ∗n

(z)[vn ur,n] + iz

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)H−1

r,n [vn ur,n]

+ iz

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)H−1

r,n [vn ur,n]Jqiz̄

[
v∗n
u∗r,n

]
H−1
r,nR

∗
T ∗n

(z)[vn ur,n]

=

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)

(
izH−1

r,n(I − z̄Tn)− iz̄(I − zT ∗n)H−1
r,n − zz̄H−1

r,n [vn ur,n]Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
H−1
r,n

)
·R∗T ∗n (z)[vn ur,n]

=

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)

(
izH−1

r,n(I − z̄Tn)− iz̄(I − zT ∗n)H−1
r,n − izz̄H−1

r,n{Hr,nT
∗
n − TnHr,n}H−1

r,n

)
·R∗T ∗n (z)[vn ur,n]

= i

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)

(
zH−1

r,n − zz̄H−1
r,nTn − z̄H−1

r,n + zz̄T ∗nH
−1
r,n − zz̄T ∗nH−1

r,n + zz̄H−1
r,nTn

)
·R∗T ∗n (z)[vn ur,n]

= i

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)

(
zH−1

r,n − z̄H−1
r,n

)
R∗T ∗n (z)[vn ur,n]

= i(z − z̄)
[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z)H−1

r,nR
∗
T ∗n

(z)[vn ur,n].

En la segunda igualdad hemos multiplicado y usamos las propiedades de Jq mencionadas en la Observa-
ción 2.3. En la tercera igualdad usamos las identidades (RT ∗(z))

−1 = (I−zT ∗) y (R∗T ∗(z))
−1 = (I−z̄T ).

En la cuarta igualdad usamos la Proposición 2.2 y partir de ah́ı solo se va simplificando. Por lo tanto,
claramente se sigue (2.2.6). �

Observación 2.4. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞). Supongamos que (sj)
2n+1
j=0 es una secuencia de

matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que H1,n y H2,n dadas por (1.1.24) y (1.1.25) son
Hermitianas positivas. Sea S : C → Cq×q una función matricial. Además, sean Tn, RTn(z), vn, u1,n,
u2,n, S̃1 y S̃2 definidos como en las Definiciones 1.13, 1.14, 1.15. En vista de la Observación A.8

del Apéndice A, se puede ver fácilmente que las matrices K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) definidas por (1.1.31) y

(1.1.32) son Hermitianas no negativas para todo z ∈ C \ R si y solo si para cada r ∈ {1, 2} y cada
z ∈ C \ R la matriz

C̃ [S]
r,n(z) :=

S̃r(z)− S̃∗r (z)

z − z̄
−
(
vnS̃r(z)− ur,n

)∗
R∗Tn(z)H−1

r,nRTn(z)
(
vnS̃r,n(z)− ur,n

)
(2.2.10)

es Hermitiana no negativa.

Ahora estamos listos para reescribir el sistema de desigualdades matriciales fundamental del tipo
de V.P. Potapov asociado a la versión matricial del problema de momento de Hausdorff para el caso
no degenerado. Esto será de gran ayuda más adelante para la demostración del Teorema 3.5.

Teorema 2.4. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞). Sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas
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de dimensión q × q tales que las matrices H1,n y H2,n dadas por (1.1.24) y (1.1.25) son Hermitianas
positivas. Sea S : C \ [a, b] → Cq×q una función matricial. Además, sean Tn, RTn(z), vn, u1,n, u2,n,
S̃1 y S̃2 definidos como en las Definiciones 1.13, 1.14, 1.15, Jq dado por (2.2.1), U1,n, U2,n dados
por (2.2.5) y sea Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] el conjunto definido en la Definición 1.12. Entonces S pertenece

a Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] si y solo si S es holomorfa en C \ [a, b] y la desigualdad matricial[

Iq S̃∗r (z)
] U−1∗

r,n (z)JqU
−1
r,n (z)

i(z̄ − z)

[
Iq

S̃r(z)

]
≥ 0, (2.2.11)

se satisface para cada r ∈ {1, 2} y cada z ∈ C \ R.

Demostración. Por el Teorema 1.5, tenemos que S pertenece a Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] si y solo si

S pertenece a Pq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] dado en la Definición 1.17, entonces S es holomorfa en C \ [a, b] y

además, K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) son Hermitianas no negativas.

De la Observación 2.4 tenemos que K
[S]
1,n(z) y K

[S]
2,n(z) son Hermitianas no negativas para todo

z ∈ C \ R si y solo si para cada r ∈ {1, 2} y cada z ∈ C \ R, se satisface:

S̃r(z)− S̃∗r (z)

z − z̄
−
(
S̃∗r (z)v∗n − u∗r,n

)
R∗Tn(z)H−1

r,nRTn(z)
(
vnS̃r,n(z)− ur,n

)
≥ 0. (2.2.12)

Vemos que la desigualdad (2.2.12) es equivalente a[
Iq S̃

∗
r (z)

]
Jq

[
Iq

S̃r(z)

]
i(z̄ − z)

− (−i)
[
Iq S̃∗r (z)

]
Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
R∗Tn(z)H−1

r,n

·RTn(z)
[
vn ur,n

]
Jq

[
Iq

S̃r(z)

]
i ≥ 0. (2.2.13)

Y la desigualdad (2.2.13) es equivalente a

[
Iq S̃∗r (z)

] Jq − i(z̄ − z)Jq
[
v∗n
u∗r,n

]
R∗Tn(z)H−1

r,nRTn(z)
[
vn ur,n

]
Jq

i(z̄ − z)

[
I

S̃r(z)

]
≥ 0. (2.2.14)

Sean V (z) := Jq − Ur,n(z)JqU
∗
r,n(z̄) y V1(z) := 0. V (z) es una función entera ya que es un polinomio

matricial y obviamente V1(z) también lo es. Existe la secuencia zn = 1/n en C que claramente converge
a 0. De (2.2.6), V (x) = Jq − Ur,n(x)JqU

∗
r,n(x̄) = 0 para todo x ∈ R. Entonces V (zn) = 0 y V1(zn) = 0

para todo n = 1, 2, 3, . . . . Por el Teorema A.9 del Apéndice A tenemos,

Jq − Ur,n(z)JqU
∗
r,n(z̄) = 0 (2.2.15)

para todo z ∈ C. En consecuencia,

U−1
r,n (z) = JqU

∗
r,n(z̄)Jq. (2.2.16)

Reemplazamos z̄ por z en (2.2.6) para tener

Jq − Ur,n(z̄)JqU
∗
r,n(z̄) = i(z̄ − z)

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z̄)H−1

r,nR
∗
T ∗n

(z̄)
[
vn ur,n

]
. (2.2.17)

Al multiplicar por izquierda y derecha la matriz Jq en ambos lados de la igualdad (2.2.17),

JqJqJq − JqUr,n(z̄)JqU
∗
r,n(z̄)Jq = i(z̄ − z)Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
RT ∗n (z̄)H−1

r,nR
∗
T ∗n

(z̄)
[
vn ur,n

]
Jq.

Observando que R∗T ∗n (z̄) = RTn(z), RT ∗n (z̄) = R∗Tn(z) y usando la Observación 2.3 obtenemos,

Jq − JqUr,n(z̄)JqJqJqU
∗
r,n(z̄)Jq = i(z̄ − z)Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
R∗Tn(z)H−1

r,nRTn(z)
[
vn ur,n

]
Jq.
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Usando (2.2.16), tenemos

Jq − U−1∗
r,n (z)JqU

−1
r,n (z) = i(z̄ − z)Jq

[
v∗n
u∗r,n

]
R∗Tn(z)H−1

r,nRTn(z)
[
vn ur,n

]
Jq. (2.2.18)

Por lo tanto, la desigualdad (2.2.14) es equivalente a[
Iq S̃∗r (z)

] U−1∗
r,n (z)JqU

−1
r,n (z)

i(z̄ − z)

[
Iq

S̃r(z)

]
≥ 0. (2.2.19)

�

2.2. La Matriz Resolvente

En esta sección definimos la matriz resolvente y veremos las propiedades que serán utilizadas en
el siguiente caṕıtulo.

Teorema 2.5. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞). Además, sean Tn, RTn(z), vn, ũn u1,n, u2,n, definidos
como en las Definiciones 1.13, 1.14, U1,n, U2,n dados por (2.2.5). Sea (sj)

2n+1
j=0 una secuencia de

matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que las matrices H1,n y H2,n dadas por (1.1.24) y
(1.1.25) son Hermitianas positivas. Sea Un : C→ C2q×2q definida para todo z ∈ C por

Un(z) :=

[
αn(z) βn(z)

γn(z) δn(z)

]
, (2.3.1)

donde

αn(z) := Iq + zv∗nRT ∗n (z)

(
bH1,n + aH2,n

b− a

)−1

· ũn, (2.3.2)

γn(z) := ũ∗nRT ∗n (z)

(
bH1,n + aH2,n

b− a

)−1

· ũn, (2.3.3)

βn(z) := (z − b)(z − a)v∗nRT ∗n (z)
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
vn, (2.3.4)

δn(z) := Iq + ũ∗nRT ∗n (z)
(z − b)R−1

T ∗n
(a)aH−1

1,n + (z − a)R−1
T ∗n

(b)bH−1
2,n

b− a
vn. (2.3.5)

Entonces

(a) Para cada z ∈ C \ {a}, la identidad

Un(z) =

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
U1,n(z)

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
, (2.3.6)

se satisface donde U1,n está dado por (2.2.5) con r = 1.

(b) Para cada z ∈ C \ {b}, la identidad

Un(z) =

(
Iq 0
0 (b− z)−1Iq

)
U2,n(z)

(
Iq 0
0 (b− z)Iq

)
. (2.3.7)

se satisface donde U2,n está dado por (2.2.5) con r = 2.

(c) Para todo z ∈ C, la matriz Un(z) es invertible.
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Demostración. (a) Sea a 6= 0. Para r = 1 reescribimos la matriz de (2.2.5) como sigue

U1,n(z) =

(
Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nu1,n −zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nvn

zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n Iq − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

)
·
(

Iq 0
M1,n Iq

)(
Iq N1,n

0 Iq

)
.

Considerando la parte derecha de esta igualdad, si multiplicamos la primera matriz con la segunda,
obtenemos

U1,n(z) =

(
b11 −zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvn
b21 Iq − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

)(
Iq N1,n

0 Iq

)
(2.3.8)

donde

b11 = Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n − zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvnM1,n,

b21 = zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n +M1,n − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvnM1,n.

Veamos que b11 es precisamente αn(z).

b11 = Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n − zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvnM1,n

= Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n + zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvnaũ
∗
nH̃
−1
2,nũn

= Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,n(Iq − aTn)ũn + zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,na(TnH̃2,n − H̃1,n)H̃−1
2,nũn

= Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,n(Iq − aTn)ũn + zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,naTnũn

− zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,n(H̃2,n −H1,n)H̃−1

2,nũn

= Iq + zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,n(Iq − aTn)ũn + zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,naTnũn − zv
∗
nRT ∗n (z)H−1

1,nũn

+ zv∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũn

= Iq + zv∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũn = Iq + zv∗nRT ∗n (z)

(
bH1,n + aH2,n

b− a

)−1

ũn.

En la segunda igualdad hemos sustituido M1,n definido en (2.1.3). La tercera igualdad se justifica
usando las identidades u1,n = (Iq − aTn)ũn y (1.2.6). La cuarta igualdad se sigue de distribuir las
matrices del tercer término y sustituir la ecuación

H̃1,n =
(H̃2,n −H1,n)

a
(2.3.9)

la cual se deduce fácilmente de (1.1.24). Distruibuimos las matrices del cuarto término y tenemos la
quinta igualdad. Finalmente, las últimas dos igualdades se siguen de simplificar y usar la identidad
(1.2.2). De acuerdo a (2.3.2), se cumple que

b11 = αn(z). (2.3.10)

Ahora veamos que b21 es igual (z−a)γn(z). Los pasos son similares a los utilizados para demostrar
la igualdad (2.3.10), solo que ahora consideramos las identidades u∗1,n = ũ∗n(Iq − aT ∗n) y R−1

T ∗n
(z) =

(Iq − zT ∗n), entonces tenemos:

b21 = zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n +M1,n − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvnM1,n

= zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n − aũ∗nH̃−1

2,nũn + zau∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nvnũ

∗
nH̃
−1
2,nũn

= zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n − aũ∗nH̃−1

2,nũn

+ zau∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,n(TnH̃2,n +

H1,n − H̃2,n

a
)H̃−1

2,nũn
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= zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nu1,n − aũ∗nH̃−1

2,nũn + zau∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nTnũn

+ zu∗1,nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũn − zu

∗
1,nRT ∗n (z)H−1

1,nũn

= zu∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,n(Iq − aTn + aTn − Iq)ũn

+ ũ∗n{−a(Iq − zT ∗n) + z(Iq − aT ∗n)}RT ∗n (z)H̃−1
2,nũn

= (z − a)ũ∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũn = (z − a)ũ∗nRT ∗n (z)

(
bH1,n + aH2,n

b− a

)−1

ũn.

En vista de (2.3.3), se satisface la igualdad

b21 = (z − a)γn(z). (2.3.11)

De acuerdo a (2.3.10) y (2.3.11) podemos reescribir (2.3.8) de la siguiente la forma

U1,n(z) =

(
αn(z) −zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvn
(z − a)γn(z) Iq − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

)(
Iq N1,n

0 Iq

)
,

es decir,

U1,n(z) =

(
αn(z) b12

(z − a)γn(z) b22

)
, (2.3.12)

donde

b12 = N1,n + zv∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũnN1,n − zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvn,

b22 = (z − a)ũ∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũnN1,n + Iq − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvn.

Afirmamos que b12 es igual a (z − a)−1βn(z) y que además, b22 es igual a δn(z). Para b12, tenemos

b12 = N1,n + zv∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũnN1,n − zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

= N1,n − bzv∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũnv

∗
nH
−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn − zv

∗
nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

= N1,n − bzv∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,n(H̃2,nT

∗
n +

H1,n − H̃2,n

a
)H−1

1,nH̃2,nH
−1
2,nvn

− zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nvn

= −bv∗nH−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nv − bzv

∗
nRT ∗n (z)(T ∗n −

Iq
a

)H−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn

− b

a
zv∗nRT ∗n (z)H−1

2,nvn − zv
∗
nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

= −bv∗nRT ∗n (z)
{
Iq − zT ∗n + zT ∗n −

z

a
Iq

}
H−1

1,nH̃2,nH
−1
2,nvn

+ zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,n(− b

a
H1,n −H2,n)H−1

2,nvn

= −bv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn

+ zv∗nRT ∗n (z)H−1
1,n{

b

a
H̃2,n −

b

a
H1,n −H2,n}H−1

2,nvn

= −bv∗nRT ∗n (z)H−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn + zv∗nRT ∗n (z)H−1

1,nH̃2,nH
−1
2,nvn

= (z − b)v∗nRT ∗n (z)H−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn.

= (z − b)v∗nRT ∗n (z)
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
vn.

En la segunda igualdad solo hemos sustituido en el segundo término la matriz N1,n definida en (2.1.4).
La terecera igualdad se justifica usando las identidades (1.2.5) y (2.3.9). Para obtener la cuarta igual-
dad, sustituimos en el primer término la matriz N1,n y reescribimos el segundo término. La quinta
igualdad se sigue de factorizar adecuadamente y usar la identidad R−1

T ∗n
(z) = (Iq−zT ∗n). La sexta igual-

dad se obtiene de simplificar y reescribir los dos términos. Para justificar las últimas tres igualdades
hacemos lo siguiente: usamos (1.1.25) y la identidad b

aH1,n = −bH̃1,n + b
aH̃2,n la cual se obtiene de

multiplicar por 1
a la Ecuación (1.1.24), posteriormente, se simplifica y se reescriben los dos términos
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restantes. Por último, reemplazamos H̃2,n usando (1.2.2). En vista de (2.3.4), tenemos que se satisface

b12 = (z − a)−1βn(z). (2.3.13)

Finalmente, nos enfocamos en b22. Tenemos,

b22 = (z − a)ũ∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũnN1,n + Iq − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

= −b(z − a)ũ∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,nũnv

∗
nH
−1
1,nH̃2,nK

−1
2,nvn + Iq − zu∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nvn

= −b(z − a)ũ∗nRT ∗n (z)H̃−1
2,n(H̃2,nT

∗
n −

H̃2,n

a
+
H1,n

a
)H−1

1,nH̃2,nH
−1
2,nvn

+ Iq − zũ∗n(Iq − aT ∗n)RT ∗n (z)H−1
1,nvn

= −b(z − a)ũ∗nRT ∗n (z)(T ∗n −
Iq
a

)H−1
1,nH̃2,nH

−1
2,nvn − b(z − a)ũ∗nRT ∗n (z)

H−1
2,n

a
vn

+ Iq − zũ∗n(Iq − aT ∗n)RT ∗n (z)H−1
1,nvn

= −b(z − a)ũ∗nRT ∗n (z)(T ∗n −
Iq
a

)
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
vn − b(z − a)ũ∗nRT ∗n (z)

H−1
2,n

a
vn

+ Iq − zũ∗n(Iq − aT ∗n)RT ∗n (z)H−1
1,nvn

= ũ∗nRT ∗n (z){
−b(z − a)(T ∗n −

Iq
a )a

b− a
− z(Iq − aT ∗n)}H−1

1,nvn

+ ũ∗nRT ∗n (z){
−b(z − a)(T ∗n −

Iq
a )b

b− a
− b(z − a)

a
Iq}H−1

2,nvn + Iq

= Iq + ũ∗nRT ∗n (z)
(bz − ab)(Iq − T ∗na)− (bz − az)(Iq − T ∗na)

b− a
H−1

1,nvn

+ ũ∗nRT ∗n (z)
(b2z − ab2)(Iq − T ∗na)− (bz − ab)(b− a)Iq

a(b− a)
H−1

2,nvn

= Iq + ũ∗nRT ∗n (z)
(z − b)R−1

T ∗n
(a)aH−1

1,n + (z − a)R−1
T ∗n

(b)bH−1
2,n

b− a
vn,

En la segunda igualdad hemos sustituido N1,n dada por (2.1.4). Utilizamos las identidades u∗1,n =
ũ∗n(Iq−aT ∗n), (1.2.5) y (2.3.9) para obtener la tercera igualdad. La cuarta igualdad se sigue de distribuir
las matrices del primer término. La quinta igualdad se justifica usando la identidad (1.2.2). Para
obtener la sexta igualdad, se factoriza adecuadamente. Las dos últimas igualdades se siguen de realizar
las operaciones de escalares y usar las identidades R−1

T ∗n
(a) = (Iq−aT ∗n), R−1

T ∗n
(b) = (Iq−bT ∗n). De acuerdo

a (2.3.5), se cumple que

b22 = δn(z). (2.3.14)

Considerando (2.3.13) y (2.3.14) podemos escribir (2.3.12) como

U1,n(z) =

(
αn(z) (z − a)−1βn(z)

(z − a)γn(z) δn(z)

)
. (2.3.15)

Multiplicando en ambos lados de (2.3.15) por derecha y por izquierda por las matrices(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
,

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
,

respectivamente, se tiene(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
U1,n(z)

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
=

[
αn(z) βn(z)

γn(z) δn(z)

]
.

De (2.3.1) claramente se sigue (2.3.6). (b) De manera análoga se puede probar (2.3.7). (c) De (2.2.16)
tenemos que Ur,n es invertible para todo z ∈ C y para r ∈ {1, 2}, pues

U−1
r,n (z) = JqU

∗
r,n(z̄)Jq.

En vista de (2.3.6) y de (2.3.7), la parte (c) queda demostrada. �
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Definición 2.2. La matriz (2.3.1) es llamada la matriz resolvente que corresponde a el Problema 1.1
en el caso no degenerado.

Nótese que la matriz resolvente es un polinomio matricial de 2q× 2q de grado no mayor que n+ 2.



Caṕıtulo 3

Descripción del conjunto de soluciones
del problema de momentos

En vista del problema planteado en la sección 1.1, es decir, el Problema 1.4, estamos interesados en
describir el conjunto Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] de soluciones de la versión matricial del problema de momento

de Hausdorff dado en la Definición 1.12. Cabe mencionar que continuaremos trabajando con la misma
notación de los caṕıtulos anteriores y en particular la misma notación para la matriz Jq y la matriz
resolvente Un del caṕıtulo 2.

En la sección 3.1, vamos a introducir la definición de pares no negativos. Después veremos que el
conjunto de pares satisface una relación de equivalencia. Posteriormente en la sección 3.2 demostramos
que el conjunto de todas las clases de equivalencia y el conjuntoRq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] forman una biyección

dada por una función S(z) que es precisamente la descripción deseada.

3.1. Columna par de funciones no negativas

Definición 3.1. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vaćıo. Sea F : X → Cq×q una función matricial compleja
de q× q. Sea Fmn definida como en la Definición 1.1 y sea N1,q de acuerdo a la Notación 2. Decimos
que F es meromorfa en X si para cada m,n ∈ N1,q, Fmn es meromorfa en X.

Definición 3.2. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Jq definido por (2.2.1). Sean p y q funciones

matriciales de q×q que son meromorfas en C\ [a, b]. Entonces decimos que el par columna

(
p
q

)
es no

negativo con respecto a Jq y [a, b] si existe un subconjunto discreto D de C \ [a, b] tal que las siguientes
cuatro condiciones se satisfacen:

(i) Las funciones p y q son holomorfas en C \ ([a, b] ∪ D).

(ii) Para todo z ∈ C \ ([a, b] ∪ D),

rank

(
p(z)
q(z)

)
= q.

(iii) Para todo z ∈ C \ (R ∪ D),

1

2Im z

(
p(z)

(z − a)q(z)

)∗
(Jq)

(
p(z)

(z − a)q(z)

)
≥ 0.

47
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(iv) Para todo z ∈ C \ (R ∪ D),

1

2Im z

(
p(z)

(b− z)q(z)

)∗
(Jq)

(
p(z)

(b− z)q(z)

)
≥ 0.

Definición 3.3. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N y Jq definido como en (2.2.1). Denotamos mediante

P[Jq, [a, b]] el conjunto de todos las columnas de pares

(
p
q

)
no negativos correspondientes a Jq y [a, b].

Definición 3.4. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.2.1). y P[Jq, [a, b]] definido

en la Definición 3.3. Sean

(
p1

q1

)
,

(
p2

q2

)
∈ P[Jq, [a, b]]. Se dice que

(
p1

q1

)
y

(
p2

q2

)
son equivalentes si

existe una función matricial Q meromorfa en C \ [a, b] con detQ 6= 0 tal que(
p2

q2

)
=

(
p1

q1

)
Q. (3.1.1)

Denotemos la relación (3.1.1) mediante (
p2

q2

)
∼P

(
p1

q1

)
.

Ahora mostramos que la relación de la Definición 3.4 es una relación de equivalencia en P[Jq, [a, b]].

Observación 3.1. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.2.1) y P[Jq, [a, b]] definido
en la Definición 3.3. La relación ∼P de la Definición 3.4 es una relación de equivalencia en P[Jq, [a, b]].

Demostración. Sea

(
p
q

)
∈ P[Jq, [a, b]]. SeaQ igual a la matriz identidad Iq. EntoncesQ es meromorfa

en C \ [a, b] y para z ∈ C \ [a, b], tenemos

detQ(z) = det Iq = 1 6= 0.

De donde (
p
q

)
=

(
p
q

)
Q.

Aśı (
p
q

)
∼P

(
p
q

)
.

Es decir, la relación ∼P es reflexiva.

Sean

(
p1

q1

)
,

(
p2

q2

)
∈ P[Jq, [a, b]] tales que(

p2

q2

)
∼P

(
p1

q1

)
. (3.1.2)

Entonces existe una matriz meromorfa Q en C \ [a, b] con detQ 6= 0 tal que(
p2

q2

)
=

(
p1

q1

)
Q.

La matriz Q−1 es meromorfa en C \ [a, b], y además detQ−1 6= 0. De donde(
p1

q1

)
=

(
p2

q2

)
Q−1.

Es decir (
p1

q1

)
∼P

(
p2

q2

)
. (3.1.3)
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Aśı, de (3.1.2) y (3.1.3) tenemos que la relación ∼P es simétrica.

Sean

(
p1

q1

)
,

(
p2

q2

)
,

(
p3

q3

)
∈ P[Jq, [a, b]] tales que(

p1

q1

)
∼P

(
p2

q2

)
y

(
p2

q2

)
∼P

(
p3

q3

)
.

Existen dos matrices Q1, Q2 meromorfas en C \ [a, b] con detQ1 6= 0, detQ2 6= 0 para las cuales(
p2

q2

)
=

(
p1

q1

)
Q1 y

(
p3

q3

)
=

(
p2

q2

)
Q2.

La matriz producto Q1Q2 es meromorfa en C \ [a, b] con detQ1Q2 6= 0 y(
p3

q3

)
=

(
p2

q2

)
Q2 =

((
p1

q1

)
Q1

)
Q2 =

(
p1

q1

)
Q1Q2.

De donde (
p1

q1

)
∼P

(
p3

q3

)
.

Aśı la relación ∼P es una relación transitiva. Consecuentemente ∼P es una relación de equivalencia.

Definición 3.5. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.1.1) y P[Jq, [a, b]] definido en
la Definición 3.3. El conjunto de todas las clases de equivalencia en P[Jq, [a, b]] bajo la relación ∼P ,
se denota como 〈(

p
q

)〉
∼P
.

Definición 3.6. Si f es una función matricial meromorfa en X ⊆ C no vaćıo, entonces sea Hf el
conjunto de todos los puntos donde f es holomorfa en X.

Los siguientes dos lemas se pueden demostrar de forma similar como la implicación “(ii)⇒(i)” en
la demostración del Lema 1.10. Es por eso que omitimos los detalles de las demostraciones.

Lema 3.1. Sean q ∈ N, a ∈ R, Π+ denotado de acuerdo a la Notación 7 y Hf definido en la Definición
3.6. Sea ϕ una función matricial de q×q que es meromorfa en C\ [a,+∞) y que satisface Imϕ(z) ≥ 0
para todo z ∈ Π+∩Hϕ. Supongamos que la función ϕ1 : Hϕ → Cq×q definida por ϕ1(ω) := (ω−a)ϕ(ω)
satisface Imϕ1(z) ≥ 0 para todo z ∈ Π+ ∩Hϕ. Entonces, para cada x ∈ (−∞, a)∩Hϕ, la matriz ϕ(x)
es Hermitiana no negativa.

Lema 3.2. Sean q ∈ N, b ∈ R, Π+ denotado de acuerdo a la Notación 7 y Hf definido en la Definición
3.6. Sea ϕ una función matricial de q×q que es meromorfa en C\ (−∞, b] y que satisface Imϕ(z) ≥ 0
para todo z ∈ Π+∩Hϕ. Supongamos que la función ϕ2 : Hϕ → Cq×q definida por ϕ2(ω) := (b−ω)ϕ(ω)
satisface Imϕ2(z) ≥ 0 para todo z ∈ Π+∩Hϕ. Entonces, para cada x ∈ (b,+∞)∩Hϕ, la matriz −ϕ(x)
es Hermitiana no negativa.

Proposición 3.3. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.2.1) y Rq[a, b] definido en la
Definición 1.11. Sean p y q funciones matriciales que son meromorfas en C \ [a, b]. Supongamos que(

p
q

)
es un par columna no negativo con respecto a Jq y [a, b] y que la función det p no es idénticamente

cero en C \ [a, b]. Entonces S := qp−1 pertenece a Rq[a, b].

Demostración. Observemos que

(
Iq
S

)
pertenece a P[Jq, [a, b]] definido en la Definición 3.3. Entonces

existe un subconjunto discreto D de C \ [a, b] tal que S es holomorfa en C \ ([a, b] ∪ D) y que

1

2Im z

(
I

(z − a)S(z)

)∗
(Jq)

(
I

(z − a)S(z)

)
≥ 0 (3.1.4)
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y

1

2Im z

(
I

(b− z)S(z)

)∗
(Jq)

(
I

(b− z)S(z)

)
≥ 0 (3.1.5)

se satisfacen para todo z ∈ C \ (R ∪ D). Sean ϕ1 : HS → Cq×q y ϕ2 : HS → Cq×q dadas por
ϕ1(z) := (z − a)S(z) y ϕ2(z) := (b − z)S(z) para todo z ∈ HS donde HS está definido como en la
Definición 3.6. Recordemos que Π+ está denotado como en la Notación 7. Para cada z ∈ Π+ \ D, de
(3.1.4) y (3.1.5) obtenemos

1

Im z
Imϕ1(z) =

1

2Im z

(
I

(z − a)S(z)

)∗
(Jq)

(
I

(z − a)S(z)

)
≥ 0

y

1

Im z
Imϕ2(z) =

1

2Im z

(
I

(b− z)S(z)

)∗
(Jq)

(
I

(b− z)S(z)

)
≥ 0.

Aśı tenemos,

Imϕ1(z) ≥ 0 y Imϕ2(z) ≥ 0 (3.1.6)

para todo z ∈ Π+ \ D. Entonces, en vista de S = 1
b−a(ϕ1 + ϕ2), se sigue

ImS(z) ≥ 0 (3.1.7)

para todo z ∈ Π+ \ D. Aplicando el Lema 3.1 y Lema 3.2, de (3.1.6) podemos concluir que

S(x) es Hermitiana no negativa para todo x ∈ (−∞, a) \ D (3.1.8)

y

−S(x) es Hermitiana no negativa para todo x ∈ (b,+∞) \ D. (3.1.9)

Ya que S es meromorfa en Π+ y en vista de (3.1.7), por el Lema A.1 Apéndice A tenemos que S es
holomorfa en Π+. En otras palabras

S|Π+
∈ Rq. (3.1.10)

Sea x0 ∈ (−∞, a)\D. Entonces existe un número real η tal que (x0−η, x0 +η) ⊆ (−∞, a)\D. En vista
de (3.1.8) y el Teorema A.3 del Apéndice A, vemos que entonces S es holomorfa en Π− y satisface
S(z) = S∗(z̄) para todo z ∈ Π−. Queda por mostrar que S es holomorfa en cada punto que pertenece a
R\[a, b]. Sea x0 ∈ R\[a, b]. Entonces existe un número real positivo η tal que (x0−η, x0+η) ⊆ R\[a, b],
(x0 − η, x0) ∩ D = ∅ y (x0, x0 + η) ∩ D = ∅. En vista de (3.1.10), sea (α,β,ν) la parametrización de
Nevanlinna de S|Π+

. Usando la Proposición B.5 del Apéndice B, obtenemos

S(z) = α+ βz +

∫ x0−η

−∞

1 + tz

t− z
dν(t) +

1 + x0z

x0 − z
(ν(x0)− ν(x0 − 0)) +

∫ ∞
x0+η

1 + tz

t− z
dν(t)

para todo z ∈ Π+ ∪E ∪Π− donde E := (x0− η, x0)∪ (x0, x0 + η). La función matricial ψ : Π+ ∪ (x0−
η, x0 + η) ∪Π− → Cq×q definida por

ψ(z) := α+ βz +

∫ x0−η

−∞

1 + tz

t− z
dν(t) +

∫ ∞
x0+η

1 + tz

t− z
dν(t)

es holomorfa en Π+ ∪ (x0 − η, x0 + η) ∪Π−. Entonces

S(z) = ψ(z) +
1 + x0z

x0 − z
(ν(x0)− ν(x0 − 0)) (3.1.11)

para todo z ∈ Π+ ∪ E ∪Π−. Sea u ∈ Cq. De (3.1.11) vemos que

u∗S(z)u = u∗ψ(z)u+
1 + x0z

x0 − z
u∗(ν(x0)− ν(x0 − 0))u (3.1.12)

se cumple para cada x ∈ E. Si u∗(ν(x0)− ν(x0 − 0))u > 0, entonces esto debeŕıa implicar

ĺım
x→x+0

0

u∗S(x)u = −∞
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y

ĺım
x→x−0

0

u∗(−S(x))u = −∞

en contradicción a (3.1.8) y (3.1.9), respectivamente. Entonces, para u ∈ Cq, tenemos u∗(ν(x0) −
ν(x0− 0))u = 0 y consecuentemente (ν(x0)− ν(x0− 0)) = 0. Aśı S(z) = ψ(z) se satisface para todo z
arbitrario en Π+ ∪ E ∪ Π−. Ya que x0 fue elegido arbitrariamente de R \ [a, b] vemos que S tampoco
tiene polos en R\ [a, b]. Aśı S es holomorfa en C\ [a, b] y además (3.1.7) se satisface para todo z ∈ Π+,
(3.1.8) para x ∈ (−∞, a), y (3.1.9) para (b,+∞). Por lo tanto, S pertenece a Rq[a, b] �

3.2. Descripción del conjunto Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]

En esta sección daremos la parametrización de los elementos del conjunto Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ], es

decir, el conjunto de soluciones de la versión matricial del problema de momento de Hausdorff dado
en la Definición 1.12, teniendo como parámetro un par columna no negativo y además en términos de
los bloques de la matriz resolvente Un definida en (2.3.1).

Para que esto tenga sentido, debemos restringir la matriz resolvente y sus bloques ya que por la
Definición 1.12, los elementos de Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] son funciones matriciales que están definidas en

C \ [a, b]. Entonces definimos

Ũn := Un |C\[a,b] , (3.2.1)

y consecuentemente definimos,

α̃n := αn |C\[a,b] , β̃n := βn |C\[a,b] , γ̃n := γn |C\[a,b] , δ̃n := δn |C\[a,b] . (3.2.2)

Lema 3.4. Sean q ∈ N, n ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞), Jq definido en (2.2.1), P[Jq, [a, b]] dado como en la
Definición 3.3 α̃n, β̃n, γ̃n y δ̃n dados por (3.2.2). Sea (sj)

2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas

de dimensión q× q tal que las matrices H1,n y H2,n definidas por (1.1.24) y (1.1.25) son Hermitianas

positivas. Sea

(
p
q

)
∈ P[Jq, [a, b]] definimos p1 := α̃np + β̃nq y q1 := γ̃np + δ̃nq. Entonces det p1

y det q1 son funciones complejas que son meromorfas en C \ [a, b] y que no son idénticamente cero.

Además, el par columna

(
p1

q1

)
pertenece a P[Jq, [a, b]].

Demostración. De acuerdo a las Definiciones 3.2 y 3.3, p y q son funciones matriciales complejas de
q× q para las cuales existe un subconjunto discreto D de C \ [a, b] tal que las condiciones (i), (ii), (iii)

y (iv) en la Definición 3.2 se satisfacen. En principio, vamos a mostrar que

(
p1

q1

)
también pertenece

a P[Jq, [a, b]]. En vista del Teorema 2.5 y la condición (i), p1 y q1 son meromorfas en C \ [a, b] y
holomorfas en C \ ([a, b] ∪ D). Del Teorema 2.5 parte (c), tenemos que la matriz resolvente Un es
invertible. De acuerdo a la Proposición A.11 del Apéndice A y por la condición (ii), entonces

rank

(
p1(z)
q1(z)

)
= rank

[
Ũn(z)

(
p(z)
q(z)

)]
= rank

(
p(z)
q(z)

)
= q (3.2.3)

para cada z ∈ C \ [a, b] ∪ D. Es fácil ver que de la Ecuación (2.2.6) del Teorema 2.3 se tiene

Ur,n(z)JqU
∗
r,n(z)− Jq

i(z̄ − z)
≥ 0. (3.2.4)

para cada z ∈ C\R. De (3.2.4) se tiene que la función U∗r,n es Jq-expansiva para cada z ∈ C\R, por el
Teorema A.17 del Apéndice A, Ur,n también es Jq-expansiva para cada z ∈ C \R. Por lo que también
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se satisface

U∗r,n(z)JqUr,n(z)− Jq
i(z̄ − z)

≥ 0,

luego

U∗r,n(z)JqUr,n(z)

i(z̄ − z)
≥ Jq
i(z̄ − z)

. (3.2.5)

Para cada z ∈ C \ R. Usando el Teorema 2.5 podemos ver que(
p1(z)

(z − a)q1(z)

)
=

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
Un(z)

(
p(z)
q(z)

)
= U1,n(z)

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)(
p(z)
q(z)

)
= U1,n(z)

(
p(z)

(z − a)q(z)

)
(3.2.6)

y (
p1(z)

(b− z)q1(z

)
= U2,n(z)

(
p(z)

(b− z)q(z)

)
(3.2.7)

se satisfacen para todo z ∈ C \ (R ∪ D). De (3.2.5), (3.2.6) y la condición (iii) se sigue

1

2Im z

(
p1(z)

(z − a)q1(z)

)∗
(Jq)

(
p1(z)

(z − a)q1(z)

)
≥ 0

para todo z ∈ C \ (R ∪ D). Similarmente, usando (3.2.5), (3.2.7) y la condición (iv) tenemos

1

2Im z

(
p1(z)

(b− z)q1(z)

)∗
(Jq)

(
p1(z)

(b− z)q1(z)

)
≥ 0

para todo z ∈ C \ (R∪D). Por lo tanto

(
p1

q1

)
pertenece a P[Jq, [a, b]]. Ahora, sea z ∈ C \ (R∪D). De

(2.2.16) sabemos que detU1,n no es cero en C. Por lo tanto, en vista de (3.2.6) tenemos(
p(z)

(z − a)q(z)

)
= [U1,n(z)]−1

(
p1(z)

(z − a)q1(z)

)
. (3.2.8)

De la condición (iii) y (3.2.8) podemos concluir que

1

2Im z

(
p1(z)

(z − a)q1(z)

)∗
[U1,n(z)]−∗Jq[U1,n(z)]−1

(
p1(z)

(z − a)q1(z)

)
≥ 0.

Para cada g ∈ N [p1(z)] := {h ∈ Cq : p1(z)h = 0}, esto implica que

1

2Im z

(
0

(z − a)q1(z)g

)∗
[U1,n(z)]−∗Jq[U1,n(z)]−1

(
0

(z − a)q1(z)g

)
≥ 0.

Ya que

1

2Im z

(
0

(z − a)q1(z)g

)∗
Jq

(
0

(z − a)q1(z)g

)
= 0,

se cumple para todo g ∈ Cq, vemos entonces que(
0

(z − a)q1(z)g

)∗
Jq − [U1,n(z)]−∗Jq[U1,n(z)]−1

i(z̄ − z)

(
0

(z − a)q1(z)g

)
≤ 0 (3.2.9)

es verdadero para cada g ∈ N [p1(z)]. Por otro lado, (2.2.18) nos proporciona

Jq − [U1,n(z)]−∗Jq[U1,n(z)]−1

i(z̄ − z)
= Jq(u1,n vn)∗[RTn(z)]∗H−1

1,nRTn(z)(u1,n vn)Jq. (3.2.10)

Ya que la matriz H1,n es Hermitiana positiva, el lado derecho de (3.2.10) es Hermitiano no negativo.
Aśı, en vista de (3.2.9), para cada g ∈ N [p1(z)], tenemos(

0
(z − a)q1(z)g

)∗
Jq(u1,n vn)∗[RTn(z)]∗H−1

1,nRTn(z)(u1,n vn)Jq

(
0

(z − a)q1(z)g

)
= 0
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y, en vista de detRTn(z) 6= 0, entonces

0 = (u1,n vn)Jq

(
0

(z − a)q1(z)g

)
= −iu1,nq1(z)g.

De acuerdo a (1.1.26), esto implica que s0q1(z)g = 0 para todo g ∈ N [p1(z)]. Ya que H1,n es Hermi-
tiana positiva, la matriz s0 es no singular. Entonces(

p1(z)
q1(z)

)
g = 0

para todo g ∈ N [p1(z)]. Aśı, (3.2.3) demuestra que N [p1(z)] = {0}. Por lo tanto, la matriz p1(z) es
no singular. Análogamente, uno puede verificar que la matriz q1(z) es no singular. �

Ahora podemos demostrar el resultado principal de esta sección y de este caṕıtulo.

Teorema 3.5. Sean q ∈ N, n ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞), Jq definido en (2.2.1), P[Jq, [a, b]] dado como
en la Definición 3.3 α̃n, β̃n, γ̃n y δ̃n dados por (3.2.2) y Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ] definido en la Definición

1.12. Sea (sj)
2n+1
j=0 un secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que las matrices

H1,n y H2,n dadas por (1.1.24) y (1.1.25), son Hermitianas positivas. Entonces

(a) Para cada

(
p
q

)
∈ P[Jq, [a, b]], la función matricial

S := {γ̃n(z)p(z) + δ̃n(z)q(z)}{α̃n(z)p(z) + β̃n(z)q(z)}−1 (3.2.11)

pertenece a Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ].

(b) Para cada S ∈ Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ], existe un par columna

(
p
q

)
∈ P[Jq, [a, b]] de funciones matri-

ciales p y q que son meromorfas en C \ [a, b] tal que S admite la representación

S = {γ̃n(z)p(z) + δ̃n(z)q(z)}{α̃n(z)p(z) + β̃n(z)q(z)}−1.

(c) Si

(
p1

q1

)
y

(
p2

q2

)
pertenecen a P[Jq, [a, b]], entonces

{γ̃n(z)p1(z) + δ̃n(z)q1(z)}{α̃n(z)p1(z) + β̃n(z)q1(z)}−1

= {γ̃n(z)p2(z) + δ̃n(z)q2(z)}{α̃n(z)p2(z) + β̃n(z)q2(z)}−1 (3.2.12)

si y solo si 〈(
p1

q1

)〉
∼P

=

〈(
p2

q2

)〉
∼P
. (3.2.13)

donde 〈〉∼P está definido mediante la Definición 3.5.

Demostración. (a) Sea

(
p
q

)
∈ P[Jq, [a, b]]. En virtud de Lema 3.4, tenemos entonces que

(
p1

q1

)
definidos por p1 = α̃np + β̃nq y q1 := γ̃np + δ̃nq, también pertenecen a P[Jq, [a, b]] y, además la
función det p1 no es idénticamente cero en C \ [a, b]. De la Proposición 3.3 se sigue que S := q1p

−1
1

pertenece a Rq[a, b] definido por la Definición 1.11. Se puede ver fácilmente que el par columna

(
p̃
q̃

)
dado por p̃ := pp−1

1 y q̃ := qp−1
1 , también pertenece a P[Jq, [a, b]]. Obviamente, se satisfacen las

siguientes igualdades: (
Iq
S

)
=

(
p1

q1

)
p−1

1 = Ũn

(
p
q

)
p−1

1 = Ũn

(
p̃
q̃

)
.

Nuevamente, recordamos que del Teorema 2.5 parte (c), tenemos que la matriz resolvente Un es
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invertible. Se sigue que (
p̃
q̃

)
= Ũ−1

n

(
Iq
S

)
. (3.2.14)

Del Teorema 2.5 obtenemos que

(
p̃
q̃

)
es holomorfa en C \ [a, b]. Ya que

(
p̃
q̃

)
pertenece a P[Jq, [a, b]],

tenemos entonces

1

2Im z

(
p̃(z)

(z − a)q̃(z)

)∗
(Jq)

(
p̃(z)

(z − a)q̃(z)

)
≥ 0 (3.2.15)

y

1

2Im z

(
p̃(z)

(b− z)q̃(z)

)∗
(Jq)

(
p̃(z)

(b− z)q̃(z)

)
≥ 0 (3.2.16)

para cada z ∈ C \ R. De (3.2.14), (1.1.29), (1.1.30) y el Teorema 2.5 tenemos(
p̃(z)

(z − a)q̃(z)

)
= [U1,n(z)]−1

(
Iq

S̃1(z)

)
(3.2.17)

y (
p̃(z)

(b− z)q̃(z)

)
= [U2,n(z)]−1

(
Iq

S̃2(z)

)
(3.2.18)

para cada z ∈ C \ [a, b]. Aśı de (3.2.15), (3.2.16), (3.2.17), y (3.2.18) vemos que la desigualdad (2.2.11)
se cumple para cada r ∈ {1, 2} y cada z ∈ C \ R. Aplicando el Teorema 2.4 se sigue que S pertenece
a Rq[[a, b]; (sj)

2n+1
j=0 ].

(b) Ahora consideramos una función matricial arbitraria S que pertenece a Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]. Sean

p̃ :=
(
Iq, 0

)
Ũ−1
n

(
Iq
S

)
y q̃ :=

(
0, Iq

)
Ũ−1
n

(
Iq
S

)
. (3.2.19)

Del Teorema 2.5 vemos que la función matricial U−1
n es holomorfa en C\ [a, b]. Entonces p̃ y q̃ también

son holomorfas en C \ [a, b] y obtenemos

rank

(
p̃(z)
q̃(z)

)
= rank

(
Iq
S(z)

)
= q (3.2.20)

para cada z ∈ C\[a, b]. Usando el Teorema 2.5 es fácil comprobar que las identidades (3.2.17) y (3.2.18)
se satisfacen para todo z ∈ C \ [a, b]. Ya que del Teorema 2.4 sabemos que la desigualdad (2.2.11) se
cumple para cada r ∈ {1, 2} y cada z ∈ C\R se sigue entonces que las desigualdades (3.2.15) y (3.2.16)

se satisfacen para todo z ∈ C \ R. Aśı, en vista de (3.2.20), vemos que

(
p̃
q̃

)
pertenece a P[Jq, [a, b]].

De (3.2.19) obtenemos (
Iq
S

)
= Ũn

(
p̃
q̃

)
=

(
α̃np̃ + β̃nq̃

γ̃np̃ + δ̃nq̃

)
.

Por lo tanto,

S = S · I−1
q = (γ̃np̃ + δ̃nq̃)(α̃np̃ + β̃nq̃)−1

= ((γ̃np + δ̃nq)p−1
1 )((α̃np + β̃nq)p−1

1 )−1

= (γ̃np + δ̃nq)(α̃np + β̃nq)−1.

(c) Sean

(
p1

q1

)
y

(
p2

q2

)
que pertenecen a P[Jq, [a, b]]. Obviamente se satisface(

α̃npr + β̃nqr
γ̃npr + δ̃nqr

)
= Ũn

(
pr
qr

)
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para cada r ∈ {1, 2}. En vista del Teorema 2.5 parte (c) y el Lema 3.4 lo anterior implica que(
pr
qr

)
= Ũ−1

n

(
α̃npr + β̃nqr
γ̃npr + δ̃nqr

)
= Ũ−1

n

(
I

(γ̃npr + δ̃nqr)(α̃npr + β̃nqr)
−1

)
(α̃npr + β̃nqr) (3.2.21)

para cada r ∈ {1, 2}. Ahora suponemos que (3.2.12) se cumple. Entonces de (3.2.21) tenemos,(
p2

q2

)
= Ũ−1

n

(
I

(γ̃np1 + δ̃nq1)(α̃np1 + β̃nq1)−1

)
(α̃np2 + β̃nq2)

=

(
p1

q1

)
(α̃np1 + β̃nq1)−1(α̃np2 + β̃nq2) =

(
p1F
q1F

)
donde F := (α̃np1 + β̃nq1)−1(α̃np2 + β̃nq2) es una función matricial que es meromorfa en C \ [a, b].
Además, del Lema 3.4 sabemos que detF no es idénticamente cero. Por lo tanto, (3.2.13) se cumple.
En cambio, ahora suponemos que (3.2.13) se satisface. Entonces existe una función matricial F que es
meromorfa en C\ [a, b] tal que detF no es idénticamente cero y que p2 = p1F y q2 = q1F se cumplen.
Entonces se sigue inmediatamente (3.2.12). �

Definición 3.7. La función S descrita en (3.2.11) es la solución asociada a la versión matricial del
problema de momentos de Hausdorff para el caso par de momentos dados.

El Teorema 3.5 da una clara descripción de los elementos del conjunto Rq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ] dado en

la Definición 1.12. De esta manera, para resolver el Problema 1.4 utilizamos el Teorema 3.5. Conse-
cuentemente, el Problema 1.1 queda solucionado.

3.3. Ejemplos

Ejemplo 3.1. Dada la secuencia de matrices:

s0 =

(
3
2 0
0 3

2

)
s1 =

(
5
6

1
3

1
3

7
12

)
s2 =

(
7
12

1
3

1
3

23
60

)

s3 =

(
9
20

3
10

3
10

3
10

)
s4 =

(
11
30

4
15

4
15

53
210

)
s5 =

(
13
42

5
21

5
21

37
168

)
.

Hallar al menos una función σ tal que σ ∈M2
≥[[0, 1]; (sj)

5
j=0].

Solución. Para un mejor entendimiento del lector, el procedimiento de la solución lo escribimos en
pasos:

Paso 1. Claramente la secuencia (sj)
5
j=0 es una secuencia de matrices Hermitianas de 2×2. Verificamos

que la secuencia dada satisface las condiciones necesarias y suficientes de existencia de solución.

De acuerdo a (1.1.22) y (1.1.23) construimos las matrices de bloque de Hankel asociadas a la
secuencia (sj)

5
j=0

H̃1,2 =



3
2 0 5

6
1
3

7
12

1
3

0 3
2

1
3

7
12

1
3

23
60

5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

 , H̃2,2 =



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

5
21

3
10

3
10

4
15

53
210

5
21

37
168


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y también, de acuerdo a (1.1.24) y (1.1.25), construimos las matrices de bloque de Hankel asociadas
a la secuencia (sj)

5
j=0 y al intervalo acotado [0, 1]

H1,2 = −0H̃1,2 + H̃2,2 =



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

5
21

3
10

3
10

4
15

53
210

5
21

37
168



H2,2 = 1H̃1,2 − H̃2,2 =



2
3 −1

3
1
4 0 2

15
1
30

−1
3

11
12 0 1

5
1
30

1
12

1
4 0 2

15
1
30

1
12

1
30

0 1
5

1
30

1
12

1
30

1
21

2
15

1
30

1
12

1
30

2
35

1
35

1
30

1
12

1
30

1
21

1
35

9
280


Verificamos que sean positivas definidas. Para H1,2 se tiene

det

(
5
6

1
3

1
3

7
12

)
=

3

8
> 0, det

 5
6

1
3

7
12

1
3

7
12

1
3

7
12

1
3

9
20

 =
7

960
> 0,

det


5
6

1
3

7
12

1
3

1
3

7
12

1
3

23
60

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

23
60

3
10

3
10

 =
1

6400
> 0, det


5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

 =
3

22400000
> 0,

det



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

5
21

3
10

3
10

4
15

53
210

5
21

37
168

 =
1

6272000000
> 0.

Para H2,2 tenemos

det

(
2
3 −1

3
−1

3
11
12

)
=

1

2
> 0, det

 2
3 −1

3
1
4

−1
3

11
12 0

1
4 0 2

15

 =
3

320
> 0,

det


2
3 −1

3
1
4 0

−1
3

11
12 0 1

5
1
4 0 2

15
1
30

0 1
5

1
30

1
12

 =
9

32000
> 0, det


2
3 −1

3
1
4 0 2

15
−1

3
11
12 0 1

5
1
30

1
4 0 2

15
1
30

1
12

0 1
5

1
30

1
12

1
30

2
15

1
30

1
12

1
30

2
35

 =
1

4200000
> 0,

det



2
3 −1

3
1
4 0 2

15
1
30

−1
3

11
12 0 1

5
1
30

1
12

1
4 0 2

15
1
30

1
12

1
30

0 1
5

1
30

1
12

1
30

1
21

2
15

1
30

1
12

1
30

2
35

1
35

1
30

1
12

1
30

1
21

1
35

9
280

 =
1

2744000000
> 0

Usando el criterio de Sylvester, Teorema A.13 del Apéndice A, tenemos que H1,n y H2,n son positivas
definidas. Por lo que, tenemos una secuencia (sj)

5
j=0 de matrices Hermitianas de 2× 2 tales que H1,2

y H2,2 son Hermitianas positivas. Si revisamos el Teorema 1.14, entonces aseguramos que el conjunto
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M2
≥[[0, 1]; (sj)

5
j=0] definido mediante la Definición 1.10 es no vaćıo.

Paso 2. Construimos la matriz resolvente Ũ2 dada en (3.2.1). Para eso, primero construimos los
elementos RT ∗2 , v2 y ũ2 de acuerdo a (1.1.20), (1.1.21) y (1.1.26), respectivamente,

RT ∗2 (z) =



1 0 z 0 z2 0
0 1 0 z 0 z2

0 0 1 0 z 0
0 0 0 1 0 z
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 v2 =



1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0

 ũ2 =



−3
2 0

0 −3
2

−5
6 −1

3
−1

3 − 7
12

− 7
12 −1

3
−1

3 −23
60


Entonces, los bloques de Ũ2 son los siguientes:

α̃2(z) = I2 + zv∗2RT ∗2 (z)H̃−1
2,2 · ũ2,

=

(
−25z3 + 215z2

7 − 75z
7 + 1 2z

(
14z2 − 14z + 3

)
10
7 z
(
14z2 − 14z + 3

)
−42z3 + 49z2 − 15z + 1

)
(3.3.1)

γ̃2(z) = ũ∗2RT ∗2 (z)H̃−1
2,2 · ũ2,

=

(
5
84

(
630z2 − 536z + 85

)
−42z2 + 98z

3 −
13
3

1
3

(
−90z2 + 80z − 13

)
63z2 − 175z

3 + 601
60

)
(3.3.2)

β̃2(z) = (z − 1)(z − 0)v∗2RT ∗2 (z)
0H−1

1,2 + 1H−1
2,2

1− 0
v2

=

(
5
12(z − 1)z

(
469z2 − 488z + 117

)
5
6(z − 1)z

(
91z2 − 104z + 27

)
5
6(z − 1)z

(
28z2 − 77z + 27

)
5
3(z − 1)z

(
28z2 − 35z + 9

) )
(3.3.3)

δ̃2(z) = I2 + ũ∗2RT ∗2 (z)
(z − 1)R−1

T ∗2
(0)0H−1

1,2 + (z − 0)R−1
T ∗2

(1)1H−1
2,2

1− 0
v2

=

(
1
16

(
−4690z3 + 6840z2 − 2215z + 16

)
−5

8z
(
182z2 − 264z + 85

)
−7

8z
(
40z2 − 60z + 23

)
−70z3 + 105z2 − 151z

4 + 1

)
(3.3.4)

Paso 3. Escribimos la fórmula general de los elementos que pertenecen a el conjuntoRq[[a, b]; (sj)
2n+1
j=0 ]

definido como en la Definición 1.12,

S(z) = {γ̃n(z)p(z) + δ̃n(z)q(z)}{α̃n(z)p(z) + β̃n(z)q(z)}−1. (3.3.5)

donde

(
p
q

)
pertenece al conjunto P[Jq, [a, b]], definido como en la Definición 3.3 y Jq definido como

en (2.2.1).

Paso 4. Ahora, consideramos dos casos:

(a) Sean p = I2 y q = 02×2. Se verifica fácilmente que el par

(
I2

02×2

)
pertenece al conjunto

P[J2, [0, 1]]. Si aplicamos la fórmula (3.3.5) para n = 2 y con el par

(
I2

02×2

)
obtenemos,

S(z) = γ̃2(z){α̃2(z)}−1 (3.3.6)

Por otro lado, tenemos que

S(z) =

∫ 1

0

1

t− z
dµ(t)

donde µ ∈M2
≥[[0, 1]; (sj)

5
j=0]. Ahora, estamos interesados en describir la función µ(t). De (3.3.1),
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(3.3.2) y (3.3.6) tenemos que

S(z) =

(
S11(z) S12(z)
S21(z) S22(z)

)
(3.3.7)

donde

S11(z) = −
5
(
12348z5 − 28294z4 + 23828z3 − 9027z2 + 1499z − 85

)
12 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7)

S12(z) =
−6860z4 + 12670z3 − 8064z2 + 2047z − 182

6 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7)

S12(z) =
−6860z4 + 12670z3 − 8064z2 + 2047z − 182

6 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7)

S22(z) =
−308700z5 + 758800z4 − 701015z3 + 300015z2 − 58655z + 4207

60 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7)

Notemos que S12 = S21. Sea P (z) el polinomio definido mediante

P (z) := 3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7

El polinomio P (z) tiene las siguientes ráıces:

z1 = 0.0714 z2 = 0.2182 z3 = 0.3398 z4 = 0.6045 z5 = 0.6931 z6 = 0.9197

donde hemos utilizado 4 d́ıgitos después del punto decimal. Utilizando fracciones parciales tene-
mos que

S11(z) =
0.1756

z1 − z
+

0.0955

z2 − z
+

0.2966

z3 − z
+

0.3664

z4 − z
+

0.1882

z5 − z
+

0.3773

z6 − z

S12(z) = −0.3179

z1 − z
+

0.0677

z2 − z
− 0.3261

z3 − z
+

0.2743

z4 − z
− 0.0372

z5 − z
+

0.3392

z6 − z

S12(z) = −0.3179

z1 − z
+

0.0677

z2 − z
− 0.3261

z3 − z
+

0.2743

z4 − z
− 0.0372

z5 − z
+

0.3392

z6 − z

S22(z) =
0.5754

z1 − z
+

0.0480

z2 − z
+

0.3586

z3 − z
+

0.2054

z4 − z
+

0.0073

z5 − z
+

0.3050

z6 − z
Reescribiendo (3.3.7), tenemos que

S(z) =
A1

z1 − z
+

A2

z2 − z
+

A3

z3 − z
+

A4

z4 − z
+

A5

z5 − z
+

A6

z6 − z
donde

A1 =

(
0.1756 −0.3179
−0.3179 0.5754

)
A2 =

(
0.0955 0.0677
0.0677 0.0480

)
A3 =

(
0.2966 −0.3261
−0.3261 0.3586

)
A4 =

(
0.3664 0.2743
0.2743 0.2054

)
A5 =

(
0.1882 −0.0372
−0.0372 0.0073

)
A6 =

(
0.3773 0.3392
0.3392 0.3050

)
.

En vista de la Definición A.4 del Apéndice A, podemos concluir que

S(z) =
A1

z1 − z
+

A2

z2 − z
+

A3

z3 − z
+

A4

z4 − z
+

A5

z5 − z
+

A6

z6 − z
=

∫ 1

0

1

t− z
dµ(t)

donde

µ(t) =



02×2 0 ≤ t < 0.0714

A1 0.0714 ≤ t < 0.2182

A1 +A2 0.2182 ≤ t < 0.3398

A1 +A2 +A3 0.3398 ≤ t < 0.6045

A1 +A2 +A3 +A4 0.6045 ≤ t < 0.6931∑5
j=0Aj 0.6931 ≤ t < 0.9197∑6
j=0Aj 0.9197 ≤ t < 1

(3.3.8)

(b) Sean p = 02×2 y q = I2. Similarmente como en el caso anterior (a). Se verifica fácilmente que
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el par

(
02×2

I2

)
pertenece al conjunto P[J2, [0, 1]]. Si aplicamos la fórmula (3.3.5) con n = 2 y el

par

(
02×2

I2

)
, obtenemos

S(z) = δ̃2(z){β̃2(z)}−1 (3.3.9)

Por otro lado,

S(z) =

∫ 1

0

1

t− z
dν(t)

donde ν ∈M2
≥[[0, 1]; (sj)

5
j=0]. Estamos interesados en describir la función ν(t). De (3.3.3), (3.3.4)

y (3.3.9) tenemos que

S(z) =

(
S11(z) S12(z)
S21(z) S22(z)

)
(3.3.10)

donde

S11(z) =
−26460z5 + 62160z4 − 51380z3 + 17792z2 − 2255z + 36

60(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9)

S12(z) =
−2940z4 + 5600z3 − 3416z2 + 734z − 27

30(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9)

S12(z) =
−2940z4 + 5600z3 − 3416z2 + 734z − 27

30(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9)

S22(z) =
−26460z5 + 66570z4 − 60662z3 + 24155z2 − 3818z + 117

60(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9)

Notemos que S12 = S21. Sea Q(z) el polinomio definido mediante

Q(z) := (z − 1)z
(
294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9

)
El polinomio Q(z) tiene las siguientes ráıces:

z1 = 0 z2 = 0.1846 z3 = 0.3867 z4 = 0.5406 z5 = 0.7926 z6 = 1

donde hemos utilizado 4 d́ıgitos después del punto decimal. Utilizando fracciones parciales tene-
mos que

S11(z) =
0.0666

z1 − z
+

0.2637

z2 − z
+

0.2769

z3 − z
+

0.2241

z4 − z
+

0.5411

z5 − z
+

0.1273

z6 − z

S12(z) = −0.1000

z1 − z
− 0.4115

z2 − z
+

0.1552

z3 − z
− 0.1694

z4 − z
+

0.4090

z5 − z
+

0.1166

z6 − z

S12(z) = −0.1000

z1 − z
− 0.4115

z2 − z
+

0.1552

z3 − z
− 0.1694

z4 − z
+

0.4090

z5 − z
+

0.1166

z6 − z

S22(z) =
0.2166

z1 − z
+

0.6422

z2 − z
+

0.0870

z3 − z
+

0.1280

z4 − z
+

0.3092

z5 − z
+

0.1166

z6 − z
Reescribiendo (3.3.10), tenemos que

S(z) =
B1

z1 − z
+

B2

z2 − z
+

B3

z3 − z
+

B4

z4 − z
+

B5

z5 − z
+

B6

z6 − z
donde

B1 =

(
0.0666 −0.1000
−0.1000 0.2166

)
B2 =

(
0.2637 −0.4115
−0.4115 0.6422

)
B3 =

(
0.2769 0.1552
0.1552 0.0870

)
B4 =

(
0.2241 −0.1694
−0.1694 0.1280

)
B5 =

(
0.5411 0.4090
0.4090 0.3092

)
B6 =

(
0.1273 0.1166
0.1166 0.1166

)
.

De acuerdo a la Definición A.4 del Apéndice A.4, tenemos que

S(z) =
B1

z1 − z
+

B2

z2 − z
+

B3

z3 − z
+

B4

z4 − z
+

B5

z5 − z
+

B6

z6 − z
=

∫ 1

0

1

t− z
dν(t)
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donde

ν(t) =



02×2 t = 0

B1 0 < t < 0.1846

B1 +B2 0.1846 ≤ t < 0.3867

B1 +B2 +B3 0.3867 ≤ t < 0.5406

B1 +B2 +B3 +B4 0.5406 ≤ t < 0.7926∑5
j=0Bj 0.7926 ≤ t < 1

(3.3.11)

Respuesta al ejemplo: las funciones en (3.3.8) y (3.3.11) que pertenecen a M2
≥[[0, 1]; (sj)

5
j=0].

Observación 3.2. [CRi, pág. 21] Las soluciones asociadas dadas en (3.3.6) y (3.3.9) se llaman
soluciones extremales.

Observación 3.3. También se puede verificar que la función σ dada por (1.6.10), es solución para
este problema.

En vista de la Observación 3.3, vemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. El problema de momentos de Hausdorff para los momentos

s0 =

(
3
2 0
0 3

2

)
s1 =

(
5
6

1
3

1
3

7
12

)
s2 =

(
7
12

1
3

1
3

23
60

)
s3 =

(
9
20

3
10

3
10

3
10

)
s4 =

(
11
30

4
15

4
15

53
210

)
s5 =

(
13
42

5
21

5
21

37
168

)
,

tiene la siguiente solución asociada S(z):

S(z) = ln(1− z)
(

1 + z 4z − 2
4z − 2 z(9z − 11) + 4

)
+ ln(−z)

(
−z − 1 −4z + 2
−4z + 2 z(11− 9z)− 4

)
+

(
1 4
4 9z − 13

2

)
(3.3.12)

Aqúı, ln (z) es el logaritmo principal, es decir, está definido en C \ (−∞, 0). Nótese que S(z) está bien
definida ya que z ∈ C \ [0, 1]. La función (3.3.12) se obtiene de la igualdad (ver (3.2.11))

S(z) = {γ̃2(z)p(z) + δ̃2(z)q(z)}{α̃2(z)p(z) + β̃2(z)q(z)}−1

donde α̃2(z), γ̃2(z), β̃2(z) y δ̃2(z), están dados por (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) y (3.3.4), respectivamente

y el par

(
p
q

)
dado por p(z) = I2. Aqúı q(z) es:

q(z) =
1

λ

(
q11 q12

q21 q22

)
donde

q11 = −(P1(z) + ln(1− z)P2(z) + ln(−z)P3(z))(P̃1(z) + ln(1− z)P̃2(z) + ln(−z)P̃3(z)),

q12 = (Q1(z) + ln(1− z)Q2(z) + ln(−z)Q3(z))(Q̃1(z) + ln(1− z)Q̃2(z) + ln(−z)Q̃3(z)),

q21 = (W1(z) + ln(1− z)W2(z) + ln(−z)W3(z))(W̃1(z) + ln(1− z)W̃2(z) + ln(−z)W̃3(z)),

q22 = (R1(z) + ln(1− z)R2(z) + ln(−z)R3(z))(R̃1(z) + ln(1− z)R̃2(z) + ln(−z)R̃3(z))

λ = D2(z) ln2(1− z) +D5(z) ln(1− z) +D6(z) ln(−z) ln(1− z) +D4(z) ln2(−z)
+D1(z) +D3(z) ln(−z).
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Además,

P̃1(z) = 12
(
1680z5 − 3780z4 + 3050z3 − 1120z2 + 181z − 4

)
P̃2(z) = 720z

(
28z5 − 77z4 + 80z3 − 40z2 + 10z − 1

)
P̃3(z) = −720z

(
28z5 − 77z4 + 80z3 − 40z2 + 10z − 1

)
Q̃1(z) = 30z

(
420z3 − 750z2 + 380z − 47

)
Q̃2(z) = 360z

(
35z4 − 80z3 + 60z2 − 16z + 1

)
Q̃3(z) = −40z

(
133z4 − 512z3 + 668z2 − 352z + 63

)
W̃1(z) = 6z

(
1680z4 − 1260z3 − 1690z2 + 1520z − 229

)
W̃2(z) = 360z

(
28z5 − 35z4 − 20z3 + 40z2 − 14z + 1

)
W̃3(z) = −360z

(
28z5 − 35z4 − 20z3 + 40z2 − 14z + 1

)
R̃1(z) = 3

(
−4620z4 + 7290z3 − 2740z2 + 5z + 16

)
R̃2(z) = −180z

(
77z4 − 160z3 + 100z2 − 16z − 1

)
R̃3(z) = −20z

(
245z4 + 464z3 − 1604z2 + 1120z − 225

)
P1(z) =

1

84

(
4620z3 − 7290z2 + 3220z − 341

)
P2(z) =

1

7

(
385z4 − 800z3 + 540z2 − 128z + 7

)
P3(z) =

1

7

(
−735z4 + 880z3 − 260z2 − 8z + 7

)
Q1(z) =

5

3

(
−84z3 + 126z2 − 52z + 5

)
Q2(z) = −2

(
70z4 − 140z3 + 90z2 − 20z + 1

)
Q3(z) = 2

(
98z4 − 140z3 + 68z2 − 14z + 1

)
W1(z) =

5

21
(9z − 7)

(
84z3 − 126z2 + 52z − 5

)
W2(z) =

2

7
(9z − 7)

(
70z4 − 140z3 + 90z2 − 20z + 1

)
W3(z) = −2

7
(9z − 7)

(
70z4 − 140z3 + 90z2 − 20z + 1

)
R1(z) = −378z4 + 826z3 − 1257z2

2
+

1133z

6
− 991

60
R2(z) = −378z5 + 1015z4 − 1010z3 + 450z2 − 83z + 4

R3(z) = 378z5 − 1015z4 + 1010z3 − 450z2 + 83z − 4

D1(z) = 3(16− 719z − 11940z2 + 318550z3 − 2126360z4 + 6611460z5 − 11128800z6

+ 10470600z7 − 5191200z8 + 1058400z9)

D2(z) = 10800(z − 1)4z3
(
294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9

)
D3(z) = 20z(564480z8 − 2486400z7 + 4576320z6 − 4565600z5 + 2672096z4 − 921888z3

+ 175891z2 − 15088z + 189)

D4(z) = −1200(z − 1)2z2
(
2646z7 − 924z6 − 11263z5 + 19526z4 − 14332z3 + 5394z2 − 1007z + 72

)
D5(z) = 180(z − 1)z(35280z8 − 155400z7 + 277200z6 − 255320z5 + 127736z4 − 33058z3

+ 3622z2 − 53z − 5)

D6(z) = 9600(1− 2z)2(z − 1)z2
(
294z5 − 854z4 + 931z3 − 471z2 + 109z − 9

)
.

Utilizando la transformada inversa de Stieltjes ubicada en el Teorema B.10 del Apéndice B, se puede
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obtener la función σ(t):

σ(t) =

(
t2

2 + t 2t2 − 2t
2t2 − 2t 3t3 − 11

2 t
2 + 4t

)
.



Caṕıtulo 4

Relación entre dos matrices resolventes

En este caṕıtulo nos centraremos en escribir la matriz resolvente Un definida en (2.3.1) en términos
de la matriz Vn definida en [CDFK, pág. 152]. Cabe mencionar que la notación usada en [CDFK], es
similar a la notación que hemos utilizado hasta ahora y seguiremos usando en este trabajo.

En la sección 4.1 agregamos la información necesaria de [CDFK]. En la sección 4.2 incluimos
algunas identidades adicionales y finalmente en la sección 4.3 obtenemos la relación entre las matrices
Un y Vn.

4.1. Notación adicional

En vista de [CDFK, pág. 152], definimos

Definición 4.1. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞). Además, sean Tn, RTn, vn, u1,n, u2,n,
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Sea (sj)

2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas

de dimensión q×q tales que las matrices H1,n y H2,n definidas por (1.1.24) y (1.1.25) son Hermitianas
positivas. Sea Vn : C→ C2q×2q definida para todo z ∈ C por

Vn(z) :=

(
V11;n V12;n

V21;n V22;n

)
(4.1.1)

donde

V11;n := Iq − (z − a)u∗2,n[RTn(z̄)]∗H−1
2,nRTn(a)vn, (4.1.2)

V12;n := u∗1,n[RTn(z̄)]∗H−1
1,nRTn(a)u1,n, (4.1.3)

V21;n := −(b− z)(z − a)v∗n[RTn(z̄)]∗H−1
2,nRTn(a)vn, (4.1.4)

V22;n := Iq + (z − a)v∗n[RTn(z̄)]∗H−1
1,nRTn(a)u1,n. (4.1.5)

A la matriz Vn definida en (4.1.1), la llamaremos la matriz resolvente adicional.

De acuerdo a [CDFK, pág. 149] tenemos

Definición 4.2. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞), Jq definida en (2.2.1). Además, sean Tn,
RTn, vn, u1,n, definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Sea (sj)

2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q× q tales que la matriz H1,n definida por (1.1.24) es Hermitiana positiva.
Sea Ṽ1,n : C→ C2q×2q definida para todo z ∈ C por

Ṽ1,n(z) := I2q + i(z − a)(u1,n vn)∗[RTn(z̄)]∗H−1
1,nRTn(a)(u1,n vn)Jq (4.1.6)

63
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Observación 4.1. De [CDFK, pág. 149] tenemos que Ṽ1,n es invertible ya que

[Ṽ1,n(z)]−1 = I2q − i(z − a)(u1,n vn)∗[RTn(a)]∗H−1
1,nRTn(z)(u1,n vn)Jq. (4.1.7)

Observación 4.2. Sean q ∈ N, n ∈ N0, Jq definido en (2.2.1) y Ṽ1,n definida como en la Definición
4.2, entonces

[Ṽ1,n(z)]−1 = JqṼ
∗

1,n(z̄)Jq. (4.1.8)

Demostración. En vista de la Ecuación (4.1.7) tenemos

[Ṽ1,n(z)]−1 = JqJq − i(z − a)JqJq(u1,n vn)∗[RTn(a)]∗H−1
1,nRTn(z)(u1,n vn)Jq

= Jq[I2q − i(z − a)Jq(u1,n vn)∗[RTn(a)]∗H−1
1,nRTn(z)(u1,n vn)]Jq. (4.1.9)

Por otro lado, de (4.1.6), tenemos

Ṽ1,n(z̄) = I2q + i(z̄ − a)(u1,n vn)∗[RTn(z)]∗H−1
1,nRTn(a)(u1,n vn)Jq

y

Ṽ ∗1,n(z̄) = I2q − i(z − a)Jq(u1,n vn)∗[RTn(a)]∗H−1
1,nRTn(z)(u1,n vn). (4.1.10)

Combinando (4.1.9) y (4.1.10), claramente se sigue (4.1.8).

También del art́ıculo [CDFK, pág 151] podemos introducir

Definición 4.3. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a,∞). Además sean Tn, RTn, vn, definidos como
en la Definición 1.13, sea Ṽ1,n definido como en la Definición 4.2 y sea (sj)

2n+1
j=0 una secuencia de

matrices Hermitianas de dimensión q× q tales que la matriz H2,n definida por (1.1.25) es Hermitiana
positiva. Sea V1,n : C→ C2q×2q definida para todo z ∈ C por

V1,n(z) := Ṽ1,n(z)A1,n (4.1.11)

donde

A1,n :=

(
Iq 0

M̃1,n Iq

)
y

M̃1,n := (a− b)v∗n[RTn(a)]∗H−1
2,nRTn(a)vn.

Observación 4.3. A1,n es invertible ya que

A−1
1,n =

(
Iq 0

−M̃1,n Iq

)
y, además claramente se cumple la igualdad

A−1
1,n = JqA

∗
1,nJq. (4.1.12)

Observación 4.4. Sean q ∈ N, n ∈ N0, Jq dada por (2.2.1) y V1,n dada por la Definición 4.3.
Entonces

V −1
1,n (z) = JqV

∗
1,n(z̄)Jq. (4.1.13)

Demostración. De acuerdo a (4.1.8) y (4.1.12),

V −1
1,n (z) = A−1

1,nṼ
−1

1,n (z)

= (JqA
∗
1,nJq)(JqṼ

∗
1,n(z̄)Jq)

= JqA
∗
1,nṼ

∗
1,n(z̄)Jq. (4.1.14)

Por otro lado, de (4.1.11) tenemos que

V ∗1,n(z̄) = A∗1,nṼ
∗

1,n(z̄). (4.1.15)

Combinando (4.1.14) y (4.1.15) se sigue claramente (4.1.13).
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Similarmente al Teorema 2.5 se demuestra en [CDFK, pág. 153-155] que

Vn(z) =

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
V1,n(z)

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
. (4.1.16)

4.2. Identidades adicionales.

En esta sección mostraremos las identidades que serán de vital importancia en la Sección 4.3.

Observación 4.5. Sean q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices Hermitianas de

dimensión q × q. Además, sean Tn, RTn, vn, H̃1,n, H̃2,n, definidos como en las Definiciones 1.13 y
1.14. Entonces las siguientes identidades se satisfacen:

abTnH̃2,nT
∗
n − abTnH̃2,nT

∗
n + zH̃1,n − zH̃1,n = 0 (4.2.1)

(b− a)I = bR−1
T ∗n

(a)− aR−1
T ∗n

(b) (4.2.2)

para cada z ∈ C y para cada a ∈ R, b ∈ (a,∞).

Lema 4.1. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, RTn, vn, H̃1,n, H̃2,n, H1,n, H2,n, ũn u1,n, u2,n,
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces para cada z ∈ C, las siguientes identidades
se satisfacen:

R−1
Tn

(z)H̃2,nR
−1
T ∗n

(a) + zvnu
∗
1,n −H1,nR

−1
T ∗n

(z)− (z − a)ũnv
∗
n = 0, (4.2.3)

(z − a)vnu
∗
2,n − (z − a)u2,nv

∗
n − (I − aTn)H2,n(I − zT ∗n) + (I − zTn)H2,n(I − aT ∗n) = 0, (4.2.4)

(z − a)vnu
∗
2,n + (z − b)u1,nv

∗
n − (I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− (I − zTn)H1,n(I − bT ∗n) = 0. (4.2.5)

Demostración. Demostramos la identidad (4.2.3). Esta identidad se sigue al usar las identidades
principales (1.2.5), (1.2.6), dejar H1,n en términos de H̃1,n y H̃2,n, tenemos:

R−1
Tn

(z)H̃2,nR
−1
T ∗n

(a) + zvnu
∗
1,n −H1,nR

−1
T ∗n

(z)− (z − a)ũnv
∗
n

= (I − zTn)H̃2,n(I − aT ∗n) + zvnũ
∗
n(I − aT ∗n)− (−aH̃1,n + H̃2,n)(I − zT ∗n)

− (z − a)ũnv
∗
n

= (I − zTn)H̃2,n(I − aT ∗n) + z(TnH̃2,n − H̃1,n)(I − aT ∗n)

− (−aH̃1,n + H̃2,n)(I − zT ∗n)− (z − a)(H̃2,nT
∗
n − H̃1,n)

= (I − zTn)(H̃2,n − aH̃2,nT
∗
n) + zTnH̃2,n − zH̃1,n − azTnH̃2,nT

∗
n + azH̃1,nT

∗
n

+ aH̃1,n − H̃2,n − azH̃1,nT
∗
n + zH̃2,nT

∗
n − zH̃2,nT

∗
n + zH̃1,n + aH̃2,nT

∗
n − aH̃1,n

= H̃2,n − aH̃2,nT
∗
n − zTnH̃2,n + azTnH̃2,nT

∗
n + zTnH̃2,n − zH̃1,n − azTnH̃2,nT

∗
n

+ azH̃1,nT
∗
n + aH̃1,n − H̃2,n − azH̃1,nT

∗
n + zH̃2,nT

∗
n − zH̃2,nT

∗
n + zH̃1,n

+ aH̃2,nT
∗
n − aH̃1,n

= 0.

Ahora demostramos la identidad (4.2.4). Por un lado, tenemos la igualdad

(z − a)vnu
∗
2,n − (z − a)u2,nv

∗
n = −(z − a)[u2,nv

∗
n − vnu∗2,n].

En vista de (1.2.7), se satisface la igualdad

(z − a)vnu
∗
2,n − (z − a)u2,nv

∗
n = −(z − a)[H2,nT

∗
n − TnH2,n]. (4.2.6)
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Por otro lado, realizando operaciones algebraicas, tenemos

− (I − aTn)H2,n(I − zT ∗n) + (I − zTn)H2,n(I − aT ∗n)

= −(I − aTn)(H2,n − zH2,nT
∗
n) + (I − zTn)(H2,n − aH2,nT

∗
n)

= −(H2,n − zH2,nT
∗
n − aTnH2,n + azTnH2,nT

∗
n)

+ (H2,n − aH2,nT
∗
n − zTnH2,n + azTnH2,nT

∗
n)

= zH2,nT
∗
n + aTnH2,n − aH2,nT

∗
n − zTnH2,n

= (z − a)[H2,nT
∗
n − TnH2,n],

es decir,

−(I − aTn)H2,n(I − zT ∗n) + (I − zTn)H2,n(I − aT ∗n) = (z − a)[H2,nT
∗
n − TnH2,n]. (4.2.7)

Sumando (4.2.6) con (4.2.7) se sigue la segunda identidad (4.2.4) del Lema 4.1.

Finalmente, demostramos (4.2.5). Combinemos el tercer y cuarto término del lado izquierdo, es
decir,

− (I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− (I − zTn)H1,n(I − bT ∗n)

= −(I − aTn)(bH̃1,n − H̃2,n)(I − zT ∗n)− (I − zTn)(−aH̃1,n + H̃2,n)(I − bT ∗n)

= −(I − aTn)(bH̃1,n − bzH̃1,nT
∗
n − H̃2,n + zH̃2,nT

∗
n)

− (I − zTn)(−aH̃1,n + abH̃1,nT
∗
n + H̃2,n − bH̃2,nT

∗
n)

= −bH̃1,n + bzH̃1,nT
∗
n + H̃2,n − zH̃2,nT

∗
n + abTnH̃1,n − abzTnH̃1,nT

∗
n − aTnH̃2,n

+ azTnH̃2,nT
∗
n + aH̃1,n − abH̃1,nT

∗
n − H̃2,n + bH̃2,nT

∗
n − azTnH̃1,n + abzTnH̃1,nT

∗
n

+ zTnH̃2,n − bzTnH̃2,nT
∗
n

= −bH̃1,n + bzH̃1,nT
∗
n − zH̃2,nT

∗
n + abTnH̃1,n − aTnH̃2,n + azTnH̃2,nT

∗
n

+ aH̃1,n − abH̃1,nT
∗
n + bH̃2,nT

∗
n − azTnH̃1,n + zTnH̃2,n − bzTnH̃2,nT

∗
n

= −bH̃1,n + bzH̃1,nT
∗
n − zH̃2,nT

∗
n + abTnH̃1,n − aTnH̃2,n + azTnH̃2,nT

∗
n

+ aH̃1,n − abH̃1,nT
∗
n + bH̃2,nT

∗
n − azTnH̃1,n + zTnH̃2,n − bzTnH̃2,nT

∗
n

+ abTnH̃2,nT
∗
n − abTnH̃2,nT

∗
n + zH̃1,n − zH̃1,n

= −a(TnH̃2,n − H̃1,n)− bz(TnH̃2,n − H̃1,n)T ∗n + z(TnH̃2,n − H̃1,n)

+ ab(TnH̃2,n − H̃1,n)T ∗n + b(H̃2,nT
∗
n − H̃1,n)− abTn(H̃2,nT

∗
n − H̃1,n)

+ azTn(H̃2,nT
∗
n − H̃1,n)− z(H̃2,nT

∗
n − H̃1,n)

= −a(vnũ
∗
n)− bz(vnũ∗n)T ∗n + z(vnũ

∗
n) + ab(vnũ

∗
n)T ∗n

+ b(ũnv
∗
n)− abTn(ũnv

∗
n) + azTn(ũnv

∗
n)− z(ũnv∗n)

= a(vnũ
∗
n)(−I + bT ∗n)− z(vnũ∗n)(−I + bT ∗n)

+ b(I − aTn)(ũnv
∗
n)− z(I − aTn)(ũnv

∗
n)

= (a− z)(vnũ∗n)(−I + bT ∗n) + (b− z)(I − aTn)(ũnv
∗
n)

= −(z − a)(vnũ
∗
n)(−I + bT ∗n)− (z − b)(I − aTn)(ũnv

∗
n)

= −(z − a)vnu
∗
2,n − (z − b)u1,nv

∗
n.

En la primera igualdad dejamos H1,n y H2,n en términos de H̃1,n y H̃2,n. Después de la primera
igualdad, en las siguientes tres igualdades multiplicamos y simplificamos. En la quinta igualdad, usamos
(4.2.1). En la sexta igualdad factorizamos adecuadamente. Las últimas cinco igualdades se siguen de
usar las identidades (1.2.5) y (1.2.6) y simplificar.

Entonces hemos llegado a que

−(I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− (I − zTn)H1,n(I − bT ∗n) = −(z − a)vnu
∗
2,n − (z − b)u1,nv

∗
n

y claramente se sigue la tercera identidad (4.2.5) del Lema 4.1. �
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Observación 4.6. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, vn, H1,n, H2,n, ũn u1,n, u2,n, definidos como en
las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces

−(z − a)u2,nv
∗
n − (z − b)vnu∗1,n + (I − zTn)H2,n(I − aT ∗n) + (I − bTn)H1,n(I − zT ∗n) = 0. (4.2.8)

Demostración. Del Lema 4.1 parte (4.2.5) tenemos

(z − a)vnu
∗
2,n + (z − b)u1,nv

∗
n − (I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− (I − zTn)H1,n(I − bT ∗n) = 0

para todo z ∈ C, entonces

(z̄ − a)vnu
∗
2,n + (z̄ − b)u1,nv

∗
n − (I − aTn)H2,n(I − z̄T ∗n)− (I − z̄Tn)H1,n(I − bT ∗n) = 0.

Aplicando el operador adjunto conjugado en ambos lados en la ecuación anterior

(z − a)u2,nv
∗
n + (z − b)vnu∗1,n − (I − zTn)H2,n(I − aT ∗n)− (I − bTn)H1,n(I − zT ∗n) = 0

multiplicando por −1 se obtiene (4.2.8).

Lema 4.2. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)
2n+1
j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, RTn, vn, H̃1,n, H̃2,n, H1,n, H2,n, ũn u1,n, u2,n,
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces para todo z ∈ C, las siguientes identidades
se cumplen:

z(I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− z(z − a)vnu
∗
2,n + (b− z)(z − a)ũnv

∗
n

= (I − zTn)((az + bz − ab)H̃2,nT
∗
n − zH̃2,n + abH̃1,n(I − zT ∗n)), (4.2.9)

(z − a)(z − b)H1,nT
∗
n − (z − a)(z − b)TnH1,n

+ (z − b)R−1
Tn

(a)H1,nR
−1
T ∗n

(z)− (z − a)R−1
Tn

(z)H1,nR
−1
T ∗n

(b)

= −(b− a)((I − zTn)H1,n(I − zT ∗n)). (4.2.10)

Demostración. Para demostrar (4.2.9) vamos a usar las identidades (1.2.5) y (1.2.6). Partiendo del
lado izquierdo tenemos que

z(I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− z(z − a)vnu
∗
2,n + (b− z)(z − a)ũnv

∗
n

= z(I − aTn)(H2,n − zH2,nT
∗
n) + (az − z2)(TnH̃2,n − H̃1,n)(−I + bT ∗n)

+ (bz − ab− z2 + az)(H̃2,nT
∗
n − H̃1,n)

= z(H2,n − zH2,nT
∗
n − aTnH2,n + azTnH2,nT

∗
n)

+ (az − z2)(−TnH̃2,n + H̃1,n + bTnH̃2,nT
∗
n − bH̃1,nT

∗
n) + bzH̃2,nT

∗
n − bzH̃1,n

− abH̃2,nT
∗
n + abH̃1,n − z2H̃2,nT

∗
n + z2H̃1,n + azH̃2,nT

∗
n − azH̃1,n

= zH2,n − z2H2,nT
∗
n − azTnH2,n + az2TnH2,nT

∗
n − azTnH̃2,n + azH̃1,n

+ abzTnH̃2,nT
∗
n − abzH̃1,nT

∗
n + z2TnH̃2,n − z2H̃1,n − z2bTnH̃2,nT

∗
n + bz2H̃1,nT

∗
n

+ bzH̃2,nT
∗
n − bzH̃1,n − abH̃2,nT

∗
n + abH̃1,n − z2H̃2,nT

∗
n + z2H̃1,n + azH̃2,nT

∗
n − azH̃1,n

= zH2,n − z2H2,nT
∗
n − azTnH2,n + az2TnH2,nT

∗
n − azTnH̃2,n

− ab(I − zTn)H̃2,nT
∗
n − abzH̃1,nT

∗
n + z2TnH̃2,n + bz2H̃1,nT

∗
n

+ bz(I − zTn)H̃2,nT
∗
n − bzH̃1,n + abH̃1,n − z2H̃2,nT

∗
n + azH̃2,nT

∗
n

= zbH̃1,n − zH̃2,n − bz2H̃1,nT
∗
n + z2H̃2,nT

∗
n − azbTnH̃1,n + azTnH̃2,n

+ abz2TnH̃1,nT
∗
n − az2TnH̃2,nT

∗
n − azTnH̃2,n − ab(I − zTn)H̃2,nT

∗
n

− abzH̃1,nT
∗
n + z2TnH̃2,n + bz2H̃1,nT

∗
n + bz(I − zTn)H̃2,nT

∗
n − bzH̃1,n + abH̃1,n

− z2H̃2,nT
∗
n + azH̃2,nT

∗
n

= ab(I − zTn)H̃1,n − abz(I − zTn)H̃1,nT
∗
n − ab(I − zTn)H̃2,nT

∗
n

+ bz(I − zTn)H̃2,nT
∗
n − z(I − zTn)H̃2,n + az(I − zTn)H̃2,nT

∗
n
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= (I − zTn)(abH̃1,n − abzH̃1,nT
∗
n − abH̃2,nT

∗
n + bzH̃2,nT

∗
n − zH̃2,n + azH̃2,nT

∗
n)

= (I − zTn)((az + bz − ab)H̃2,nT
∗
n − zH̃2,n + abH̃1,n(I − zT ∗n)).

En la primera igualdad hemos usado (1.2.5) y (1.2.6). En la segunda igualdad y hasta la cuarta
igualdad, se hicieron operaciones algebraicas. En la quinta igualdad dejamos H2,n en términos de H̃1,n

y H̃2,n para seguidamente factorizar y obtener la identidad (4.2.9) del Lema 4.2.

Para demostrar la identidad (4.2.10) del Lema 4.2 solamente se desarrollan los productos que hay
del lado izquierdo y luego se simplifica hasta llegar a la parte derecha y aśı obtener la identidad (4.2.10)
del Lema 4.2, es decir,

(z − a)(z − b)H1,nT
∗
n − (z − a)(z − b)TnH1,n + (z − b)R−1

Tn
(a)H1,nR

−1
T ∗n

(z)

− (z − a)R−1
Tn

(z)H1,nR
−1
T ∗n

(b)

= z2H1,nT
∗
n − bzH1,nT

∗
n − azH1,nT

∗
n + abH1,nT

∗
n − z2TnH1,n + bzTnH1,n

+ azTnH1,n − abTnH1,n + (z − b)(I − aTn)H1,n(I − zT ∗n)

− (z − a)(I − zTn)H1,n(I − bT ∗n)

= z2H1,nT
∗
n − bzH1,nT

∗
n − azH1,nT

∗
n + abH1,nT

∗
n − z2TnH1,n + bzTnH1,n

+ azTnH1,n − abTnH1,n + (z − b)(I − aTn)(H1,n − zH1,nT
∗
n)

− (z − a)(I − zTn)(H1,n − bH1,nT
∗
n)

= z2H1,nT
∗
n − bzH1,nT

∗
n − azH1,nT

∗
n + abH1,nT

∗
n − z2TnH1,n + bzTnH1,n

+ azTnH1,n − abTnH1,n + (z − b)(H1,n − zH1,nT
∗
n − aTnH1,n + azTnH1,nT

∗
n)

− (z − a)(H1,n − bH1,nT
∗
n − zTnH1,n + bzTnH1,nT

∗
n)

= z2H1,nT
∗
n − bzH1,nT

∗
n − azH1,nT

∗
n + abH1,nT

∗
n − z2TnH1,n + bzTnH1,n

+ azTnH1,n − abTnH1,n + zH1,n − z2H1,nT
∗
n − azTnH1,n + az2TnH1,nT

∗
n − bH1,n

+ bzH1,nT
∗
n + abTnH1,n − azbTnH1,nT

∗
n − zH1,n + bzH1,nT

∗
n + z2TnH1,n

− bz2TnH1,nT
∗
n + aH1,n − abH1,nT

∗
n − azTnH1,n + abzTnH1,nT

∗
n

= −azH1,nT
∗
n + bzTnH1,n + az2TnH1,nT

∗
n − bH1,n + bzH1,nT

∗
n

− bz2TnH1,nT
∗
n + aH1,n − azTnH1,n

= (b− a)zTnH1,n + (b− a)zH1,nT
∗
n − (b− a)z2TnH1,nT

∗
n − (b− a)H1,n

= (b− a)(zTnH1,n + zH1,nT
∗
n − z2TnH1,nT

∗
n −H1,n)

= (b− a)(−(I − zTn)H1,n + z(I − zTn)H1,nT
∗
n)

= (b− a)(−(I − zTn)H1,n(I − zT ∗n))

= −(b− a)(I − zTn)H1,n(I − zT ∗n).

En la primera igualdad usamos (1.1.20). En la segunda igualdad y hasta la cuarta igualdad, se desa-
rrollaron las multiplicaciones de matrices. La quinta igualdad y hasta la décima igualdad, se siguen
de operaciones algebraicas. Aśı, hemos obtenido la identidad (4.2.10) del Lema 4.2 �

Lema 4.3. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0. Además, sean Tn, RTn, vn, H̃1,n, H̃2,n, ũn
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Además, supongamos que (sj)

2n+1
j=0 es una secuencia

de matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que las matrices H1,n y H2,n dadas por (1.1.24) y
(1.1.25) son Hermitianas positivas. Entonces la siguiente identidad se satisface

R−1
T ∗n

(z) +
(z − b)
(b− a)

R−1
T ∗n

(a) +
(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)bH−1
2,nvnũ

∗
n = −(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)H̃2,n. (4.2.11)

para cada z ∈ C.
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Demostración. Partiendo del lado izquierdo de (4.2.11) se tiene

R−1
T ∗n

(z) +
(z − b)
(b− a)

R−1
T ∗n

(a) +
(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)bH−1
2,nvnũ

∗
n

= (I − zT ∗n) +
(z − b)
(b− a)

(I − aT ∗n) +
(z − a)

(b− a)
(I − bT ∗n)bH−1

2,nvnũ
∗
n

=
1

b− a
[(b− a)(I − zT ∗n) + (z − b)(I − aT ∗n) + (z − a)(I − bT ∗n)bH−1

2,nvnũ
∗
n]

=
1

b− a
[(z − a)I − b(z − a)T ∗n + (z − a)(I − bT ∗n)bH−1

2,nvnũ
∗
n]

=
(z − a)

(b− a)
[I − bT ∗n + (I − bT ∗n)bH−1

2,nvnũ
∗
n]

=
(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)H−1
2,n[H2,n + bvnũ

∗
n]

=
(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)H−1
2,n[H2,n + b(TnH̃2,n − H̃1,n)]

=
(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)H−1
2,n[bH̃1,n − H̃2,n + b(TnH̃2,n − H̃1,n)]

=
(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)H−1
2,n[−I + bTn]H̃2,n

= −(z − a)

(b− a)
R−1
T ∗n

(b)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)H̃2,n.

La primera igualdad se sigue de (1.1.20). En la segunda igualdad y hasta la quinta igualdad, se
hicieron operacion algebraicas. En la sexta igualdad usamos la identidad principal (1.2.6). En la
séptima igualdad usamos (1.1.25). En la penúltima iguladad hemos simplificado y en la última usamos
(1.1.20). Claramente se sigue la Ecuación (4.2.11) del Lema 4.3. �

4.3. Relación expĺıcita entre las matrices resolventes.

En esta sección demostraremos que se satisface la siguiente igualdad

Un(z) = AVn(z)B (4.3.1)

para cada z ∈ C, donde A y B son matrices que no dependen de z.

Observación 4.7. Al comparar los bloques de la matriz Vn dados por (4.1.2)-(4.1.5) con los bloques
de la matriz Un (2.3.2)-(2.3.5) vemos que hay cierta similitud entre V11;n y δn, V12;n y γn, V21;n y βn
y V22;n con αn. Es conveniente introducir otra matriz de Pauli [Gr, pág. 174]

Jq =

(
0 Iq
Iq 0

)
. (4.3.2)

Notemos que al hacer el producto de matrices JqUn(z)Jq se intercambian los bloques de la matriz
resolvente Un de la siguiente manera

JqUn(z)Jq =

(
δn(z) γn(z)
βn(z) αn(z)

)
. (4.3.3)

Entonces podemos afirmar tentativamente que las matrices Vn y JqUn(z)Jq son iguales salvo por un
factor el cual es una matriz constante.

Ahora formaremos y demostraremos el Teorema más importante de este caṕıtulo.

Teorema 4.4. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0. Además sean Tn, RTn, vn, ũn, u1,n, u2,n,
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14, Jq definido en (2.2.1). Supongamos que (sj)

2n+1
j=0 es
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una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que las matrices H̃1,n, H̃2,n, H1,n,
H2,n definidas como en (1.1.22)-(1.1.25) son Hermitianas positivas. Sea Jq definida en (4.3.2). Sea
Un la matriz resolvente definida en (2.3.1), sea Vn la matriz resolvente adicional definida en (4.1.1) ,
entonces se satisface la siguiente igualdad

Vn(z) = JqUn(z)Jq

(
Iq + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0q×q

0q×q Iq − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)
. (4.3.4)

Demostración. De (2.3.6) tenemos que

U1,n(z) =

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
Un(z)

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
.

y evaluando en z̄ se tiene

U1,n(z̄) =

(
Iq 0
0 (z̄ − a)Iq

)
Un(z̄)

(
Iq 0
0 (z̄ − a)−1Iq

)
. (4.3.5)

Calculamos la inversa de U1,n(z),

U−1
1,n(z) =

((
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
Un(z)

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

))−1

=

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
U−1
n (z)

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
. (4.3.6)

Por otro lado, de acuerdo a (2.2.16) tenemos

U−1
1,n(z) = JqU

∗
1,n(z̄)Jq

= Jq

((
Iq 0
0 (z̄ − a)Iq

)
Un(z̄)

(
Iq 0
0 (z̄ − a)−1Iq

))∗
Jq

= Jq

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
U∗n(z̄)

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
Jq

= Jq

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
JqJqU

∗
n(z̄)JqJq

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
Jq

=

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
JqU

∗
n(z̄)Jq

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
. (4.3.7)

Donde en la segunda igualdad sustituimos U1,n(z̄) de la Ecuación (4.3.5). En la tercera igualdad calcu-
lamos la transpuesta conjugada que aparece en la segunda igualdad. En la cuarta igualdad hacemos uso
de la propiedad de Jq, es decir, JqJq = I2q. En la quinta igualdad simplificamos. Entonces igualando
(4.3.6) con (4.3.7)(

Iq 0
0 (z − a)Iq

)
U−1
n (z)

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
=

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
JqU

∗
n(z̄)Jq

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
se tiene que

U−1
n (z) =

(
(z − a)−1Iq 0

0 (z − a)−1Iq

)
JqU

∗
n(z̄)Jq

(
(z − a)Iq 0

0 (z − a)Iq

)
y simplificando, tenemos

U−1
n (z) = JqU

∗
n(z̄)Jq. (4.3.8)

Usando (4.3.8), tenemos

JqU
−1
n (z)Jq = JqJqU

∗
n(z̄)JqJq

= JqJq

(
α∗n(z̄) γ∗n(z̄)
β∗n(z̄) δ∗n(z̄)

)
JqJq

=

(
α∗n(z̄) −γ∗n(z̄)
−β∗n(z̄) δ∗n(z̄)

)
.
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Multiplicando (JqUn(z)Jq)
−1 por Vn(z), tenemos

(JqUn(z)Jq)
−1Vn(z) =

(
W11;n W12;n

W21;n W22;n

)
. (4.3.9)

donde

W11;n := α∗n(z̄)V11;n(z)− γ∗n(z̄)V21;n(z) (4.3.10)

W12;n := α∗n(z̄)V12;n(z)− γ∗n(z̄)V22;n(z) (4.3.11)

W21;n := −β∗n(z̄)V11;n(z) + δ∗n(z̄)V21;n(z) (4.3.12)

W22;n := −β∗n(z̄)V12;n(z) + δ∗n(z̄)V22;n(z) (4.3.13)

Del lado derecho de (4.3.10) tenemos,

α∗n(z̄)V11;n(z)− γ∗n(z̄)V21;n(z)

= (Iq + zũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)vn)(Iq − (z − a)u∗2,nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn)

− (ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)ũn)(−(b− z)(z − a)v∗nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn)

= Iq − (z − a)u∗2,nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + zũ∗nH̃

−1
2,nRTn(z)vn

− z(z − a)ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)vnu

∗
2,nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ (b− z)(z − a)ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)ũnv

∗
nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

= Iq − (z − a)u∗2,nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn

+ ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)[z(I − aTn)H2,n(I − zT ∗n)− z(z − a)vnu

∗
2,n + (b− z)(z − a)ũnv

∗
n]

·RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn

= Iq − zũ∗n(−I + bT ∗n)RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + aũ∗n(−I + bT ∗n)RT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)[(I − zTn)((az + bz − ab)H̃2,nT

∗
n − zH̃2,n + abH̃1,n(I − zT ∗n))]

·RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn

= Iq − zũ∗n(−I + bT ∗n)RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + aũ∗n(−I + bT ∗n)RT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ ũ∗nH̃
−1
2,n[(az + bz − ab)H̃2,nT

∗
n − zH̃2,n + abH̃1,n(I − zT ∗n)]

·RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn

= Iq − zũ∗n(−I + bT ∗n)RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + aũ∗n(−I + bT ∗n)RT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ (az + bz − ab)ũ∗nT ∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn − zũ∗nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ abũ∗nH̃
−1
2,nH̃1,nH

−1
2,nRTn(a)vn

= Iq + zũ∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn − bzũ∗nT ∗nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

− aũ∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + abũ∗nT

∗
nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ azũ∗nT
∗
nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn + bzũ∗nT
∗
nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

− abũ∗nT ∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn − zũ∗nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ abũ∗nH̃
−1
2,nH̃1,nH

−1
2,nRTn(a)vn

= Iq − aũ∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + azũ∗nT

∗
nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ abũ∗nH̃
−1
2,nH̃1,nH

−1
2,nRTn(a)vn

= Iq − aũ∗n(I − zT ∗n)RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn + abũ∗nH̃

−1
2,nH̃1,nH

−1
2,nRTn(a)vn

= Iq − aũ∗nH−1
2,nRTn(a)vn + abũ∗nH̃

−1
2,nH̃1,nH

−1
2,nRTn(a)vn

= Iq + aũ∗n[−I + bH̃−1
2,nH̃1,n]H−1

2,nRTn(a)vn

= Iq + aũ∗nH̃
−1
2,n[−H̃2,n + bH̃1,n]H−1

2,nRTn(a)vn = Iq + aũ∗nH̃
−1
2,n[H2,n]H−1

2,nRTn(a)vn

= Iq + aũ∗nH̃
−1
2,nRTn(a)vn.
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En la primera igualdad, usamos las definiciones de αn, γn, V11;n y V21;n definidas respectivamente por
(2.3.2), (2.3.3), (4.1.2) y (4.1.4), usamos la identidad principal (1.2.2) y además usamos α∗n(z̄) y γ∗n(z̄).
Después de multiplicar lo que queda, se sigue la segunda igualdad. La tercera igualdad se sigue de
factorizar algunos términos. Al utilizar (4.2.9) del Lema 4.2, se obtiene la cuarta igualdad. En la quinta
igualdad y hasta la última igualdad, se usaron (1.1.20), (1.1.25) y operaciones algebraicas. Entonces

α∗n(z̄)V11;n(z)− γ∗n(z̄)V21;n(z) = Iq + aũ∗nH̃
−1
2,nRTn(a)vn

o bien,

W11;n = Iq + aũ∗nH̃
−1
2,nRTn(a)vn. (4.3.14)

Del lado derecho de (4.3.11) tenemos,

α∗n(z̄)V12;n(z)− γ∗n(z̄)V22;n(z)

= (Iq + zũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)vn)(u∗1,nRT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n)

− (ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)ũn)(Iq + (z − a)v∗nRT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n)

= u∗1,nRT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n + zũ∗nH̃

−1
2,nRTn(z)vnu

∗
1,nRT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

− ũ∗nH̃−1
2,nRTn(z)ũn − (z − a)ũ∗nH̃

−1
2,nRTn(z)ũnv

∗
nRT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

= ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)[R−1

Tn
(z)H̃2,nR

−1
T ∗n

(a) + zvnu
∗
1,n −H1,nR

−1
T ∗n

(z)− (z − a)ũnv
∗
n]

·RT ∗n (z)H−1
1,nũn

En la primera igualdad usamos las definiciones αn, γn, V21;n y V22;n definidas respectivamente por de
(2.3.2), (2.3.3), (4.1.3) y (4.1.5), seguidamente usamos la identidad principal (1.2.2) y además hemos
calculado α∗n(z̄) y γ∗n(z̄). Después de multiplicar lo que queda, se sigue la segunda igualdad. La tercera
igualdad se sigue de factorizar algunos términos. Entonces

α∗n(z̄)V12;n(z)− γ∗n(z̄)V22;n(z)

= ũ∗nH̃
−1
2,nRTn(z)[R−1

Tn
(z)H̃2,nR

−1
T ∗n

(a) + zvnu
∗
1,n −H1,nR

−1
T ∗n

(z)− (z − a)ũnv
∗
n]

·RT ∗n (z)H−1
1,nũn.

De acuerdo a (4.2.3) del Lema 4.1, se sigue que

α∗n(z̄)V12;n(z)− γ∗n(z̄)V22;n(z) = 0

o bien,

W12;n = 0. (4.3.15)

Del lado derecho de (4.3.12) tenemos,

− β∗n(z̄)V11;n(z) + δ∗n(z̄)V21;n(z)

= −(z − b)(z − a)v∗n
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
RTn(z)vn

· (Iq − (z − a)u∗2,nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn)

+ (Iq + v∗n
a(z − b)H−1

1,nR
−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)

b− a
RTn(z)ũn)

· ((z − b)(z − a)v∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn)

= −(z − b)(z − a)v∗n
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
RTn(z)vn

+ (z − b)(z − a)2v∗n
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
RTn(z)vnu

∗
2,nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

+ (z − b)(z − a)v∗nRT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn
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+ (z − b)(z − a)v∗n
a(z − b)H−1

1,nR
−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)

b− a
·RTn(z)ũnv

∗
nRT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

= (z − b)(z − a)

(b− a)
v∗n[−(aH−1

1,n + bH−1
2,n)RTn(z)R−1

Tn
(a)H2,nR

−1
T ∗n

(z)

+ (z − a)(aH−1
1,n + bH−1

2,n)RTn(z)vnu
∗
2,n + (b− a)I

+ (a(z − b)H−1
1,nR

−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b))RTn(z)ũnv
∗
n]RT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

= (z − b)(z − a)

(b− a)
v∗n{aH−1

1,n[−RTn(z)R−1
Tn

(a)H2,nR
−1
T ∗n

(z) + (z − a)RTn(z)vnu
∗
2,n

+ (z − b)R−1
Tn

(a)RTn(z)ũnv
∗
n] + bH−1

2,n[−RTn(z)R−1
Tn

(a)H2,nR
−1
T ∗n

(z)

+ (z − a)RTn(z)vnu
∗
2,n + (z − a)R−1

Tn
(b)RTn(z)ũnv

∗
n] + (b− a)I}RT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

= (z − b)(z − a)

(b− a)
v∗n{aH−1

1,nRTn(z)[−R−1
Tn

(a)H2,nR
−1
T ∗n

(z) + (z − a)vnu
∗
2,n

+ (z − b)R−1
Tn

(a)ũnv
∗
n] + bH−1

2,nRTn(z)[−R−1
Tn

(a)H2,nR
−1
T ∗n

(z) + (z − a)vnu
∗
2,n

+ (z − a)R−1
Tn

(b)ũnv
∗
n] + (b− a)I}RT ∗n (z)H−1

2,nRTn(a)vn

= (z − b)(z − a)

(b− a)
v∗n{aH−1

1,nRTn(z)[−R−1
Tn

(a)H2,nR
−1
T ∗n

(z) + (z − a)vnu
∗
2,n

+ (z − b)R−1
Tn

(a)ũnv
∗
n −R−1

Tn
(z)H1,nR

−1
T ∗n

(b)] + bH−1
2,nRTn(z)[−R−1

Tn
(a)H2,nR

−1
T ∗n

(z)

+ (z − a)vnu
∗
2,n + (z − a)R−1

Tn
(b)ũnv

∗
n +R−1

Tn
(z)H2,nR

−1
T ∗n

(a)]}RT ∗n (z)H−1
2,nRTn(a)vn

= 0.

En la primera igualdad usamos las definiciones de βn, δn, V11;n y V21;n definidas respectivamente por
(2.3.4), (2.3.5), (4.1.2) y (4.1.4), y además hemos reescrito β∗n(z̄) y δ∗n(z̄). Después de multiplicar lo
que queda, se sigue la segunda igualdad. La tercera igualdad se sigue de factorizar algunos términos.
Después la tercera igualdad, las siguientes dos igualdades se siguen de factorizar. La sexta igualdad
se sigue de usar la identidad (4.2.2). Finalmente, en la última igualdad usamos (4.2.4) del Lema 4.1.
Entonces

−β∗n(z̄)V11;n(z) + δ∗n(z̄)V21;n(z) = 0,

es decir,

W21;n = 0. (4.3.16)

Del lado derecho de (4.3.13) tenemos,

− β∗n(z̄)V12;n(z) + δ∗n(z̄)V22;n(z)

= −(z − b)(z − a)v∗n
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
RTn(z)vnu

∗
1,nRT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

+ (Iq + v∗n
a(z − b)H−1

1,nR
−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)

b− a
RTn(z)ũn)

· (Iq + (z − a)v∗nRT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n)

= −(z − b)(z − a)v∗n
aH−1

1,n + bH−1
2,n

b− a
RTn(z)vnu

∗
1,nRT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

+ Iq + (z − a)v∗nRT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n

+ v∗n
a(z − b)H−1

1,nR
−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)

b− a
RTn(z)ũn

+ (z − a)v∗n
a(z − b)H−1

1,nR
−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b)

b− a
RTn(z)ũn

· v∗nRT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n
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= Iq +
(z − a)

(b− a)
v∗n[−(z − b)(aH−1

1,n + bH−1
2,n)RTn(z)vnu

∗
1,n + (b− a)I

+ (a
(z − b)
(z − a)

H−1
1,nR

−1
Tn

(a) + bH−1
2,nR

−1
Tn

(b))RTn(z)H1,nR
−1
T ∗n

(z)

+ (a(z − b)H−1
1,nR

−1
Tn

(a) + b(z − a)H−1
2,nR

−1
Tn

(b))RTn(z)ũnv
∗
n]RT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

= Iq +
(z − a)

(b− a)
v∗n{aH−1

1,n[−(z − b)RTn(z)vnu
∗
1,n

+
(z − b)
(z − a)

R−1
Tn

(a)RTn(z)H1,nR
−1
T ∗n

(z) + (z − b)R−1
Tn

(a)RTn(z)ũnv
∗
n]

+ bH−1
2,n[−(z − b)RTn(z)vnu

∗
1,n +R−1

Tn
(b)RTn(z)H1,nR

−1
T ∗n

(z)

+ (z − a)R−1
Tn

(b)RTn(z)ũnv
∗
n] + (b− a)I}RT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

= Iq +
(z − a)

(b− a)
v∗n{a(z − b)H−1

1,nRTn(z)[−vnu∗1,n

+
1

(z − a)
R−1
Tn

(a)H1,nR
−1
T ∗n

(z) +R−1
Tn

(a)ũnv
∗
n]

+ bH−1
2,nRTn(z)[−(z − b)vnu∗1,n +R−1

Tn
(b)H1,nR

−1
T ∗n

(z) + (z − a)R−1
Tn

(b)ũnv
∗
n]

+ (b− a)I}RT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n

= Iq +
(z − a)

(b− a)
v∗n{a(z − b)H−1

1,nRTn(z)[H1,nT
∗
n − TnH1,n

+
1

(z − a)
R−1
Tn

(a)H1,nR
−1
T ∗n

(z)− 1

(z − b)
R−1
Tn

(z)H1,nR
−1
T ∗n

(b)]

+ bH−1
2,nRTn(z)[−(z − b)vnu∗1,n +R−1

Tn
(b)H1,nR

−1
T ∗n

(z)− (z − a)u2,nv
∗
n

+R−1
Tn

(z)H2,nR
−1
T ∗n

(a)]}RT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n

= Iq +
(z − a)

(b− a)
v∗n{a(z − b)H−1

1,nRTn(z)[H1,nT
∗
n − TnH1,n

+
1

(z − a)
R−1
Tn

(a)H1,nR
−1
T ∗n

(z)− 1

(z − b)
R−1
Tn

(z)H1,nR
−1
T ∗n

(b)]}RT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n

= Iq +
a

(b− a)
v∗nH

−1
1,nRTn(z)[(z − a)(z − b)H1,nT

∗
n − (z − a)(z − b)TnH1,n

+ (z − b)R−1
Tn

(a)H1,nR
−1
T ∗n

(z)− (z − a)R−1
Tn

(z)H1,nR
−1
T ∗n

(b)]RT ∗n (z)H−1
1,nRTn(a)u1,n

= Iq +
a

(b− a)
v∗nH

−1
1,nRTn(z)[−(b− a)(I − zTn)H1,n(I − zT ∗n)]RT ∗n (z)H−1

1,nRTn(a)u1,n

= Iq − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

En la primera igualdad usamos las definiciones de βn, δn, V12;n y V22;n definidas respectivamente por
(2.3.4), (2.3.5), (4.1.3) y (4.1.5), y además usamos β∗n(z̄) y δ∗n(z̄). Después de multiplicar lo que queda,
se sigue la segunda igualdad. La tercera igualdad se sigue de factorizar. Después de la tercera igualdad,
en las siguientes dos igualdades se obtienen de seguir factorizando. En la sexta igualdad usamos (1.2.7)
y la identidad (4.2.2). La séptima igualdad se sigue de usar (4.2.5) del Lema 4.1. La octava igualdad se
obtiene al simplificar. Finalmente, la novena igualdad se sigue de usar (4.2.10) del Lema 4.2. Entonces

−β∗n(z̄)V12;n(z) + δ∗n(z̄)V22;n(z) = Iq − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n,

es decir,

W22;n = Iq − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n. (4.3.17)

En vista de (4.3.14)-(4.3.17), podemos reescribir (4.3.9) como sigue

(JqUn(z)Jq)
−1Vn(z) =

(
I + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)
. (4.3.18)
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Por lo tanto,

Vn(z) = JqUn(z)Jq

(
I + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)
.

�

Ahora, vamos a calcular la inversa de la cuarta matriz que aparece en la parte derecha de la última
igualdad.

Corolario 4.5. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0. Además, sean Tn, RTn, vn, ũn, u1,n, u2,n,
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14, Jq definido en (2.2.1). Supongamos que (sj)

2n+1
j=0 es

una secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que las matrices H̃1,n, H̃2,n, H1,n,
H2,n definidas como en (1.1.22)-(1.1.25) son Hermitianas positivas. Entonces se satisface la siguiente
igualdad (

I + aũ∗nH̃
−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)−1

=

(
Iq − au∗1,nRT ∗n (a)H−1

1,nvn 0

0 Iq + av∗nRT ∗n (a)H̃−1
2,nũn

)
.

Demostración. De (4.1.16) tenemos que

V1,n(z) =

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
Vn(z)

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
,

donde Vn y V1,n están definidas en (4.1.1) y (4.1.11), respectivamente. Evaluando en z̄,

V1,n(z̄) =

(
(z̄ − a)Iq 0

0 Iq

)
Vn(z̄)

(
(z̄ − a)−1Iq 0

0 Iq

)
. (4.3.19)

Calculamos la inversa de V1,n

V −1
1,n (z) =

((
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
Vn(z)

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

))−1

=

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
V −1
n (z)

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
. (4.3.20)

Por otro lado, de acuerdo a (4.1.13) tenemos

V −1
1,n (z) = JqV

∗
1,n(z̄)Jq

= Jq

((
(z̄ − a)Iq 0

0 Iq

)
Vn(z̄)

(
(z̄ − a)−1Iq 0

0 Iq

))∗
Jq

= Jq

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
V ∗n (z̄)

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
Jq

= Jq

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
JqJqV

∗
n (z̄)JqJq

(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
Jq

=

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
JqV

∗
n (z̄)Jq

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
. (4.3.21)

Donde en la segunda igualdad sustituimos V1,n(z̄) de la Ecuación (4.3.19). En la tercera igualdad
calculamos la transpuesta conjugada que aparece en la segunda igualdad. En la cuarta igualdad ha-
cemos uso de la propiedad de Jq, es decir, JqJq = I2q. En la quinta igualdad simplificamos. Entonces
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igualando (4.3.20) y (4.3.21), tenemos(
(z − a)Iq 0

0 Iq

)
V −1
n (z)

(
(z − a)−1Iq 0

0 Iq

)
=

(
Iq 0
0 (z − a)−1Iq

)
JqV

∗
n (z̄)Jq

(
Iq 0
0 (z − a)Iq

)
.

De donde

V −1
n (z) =

(
(z − a)−1Iq 0

0 (z − a)−1Iq

)
JqV

∗
n (z̄)Jq

(
(z − a)Iq 0

0 (z − a)Iq

)
y simplificando, tenemos

V −1
n (z) = JqV

∗
n (z̄)Jq (4.3.22)

De las definiciones de Un y Jq en (2.3.1) y (4.3.2) respectivamente, y de (4.3.18) obtenemos que(
I + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)−1

= V −1
n (z)(JqUn(z)Jq) (4.3.23)

= JqV
∗
n (z̄)JqJqUn(z)Jq

= Jq

(
V11;n(z̄) V12;n(z̄)
V21;n(z̄) V22;n(z̄)

)∗
Jq

(
δn(z) γn(z)
βn(z) αn(z)

)
= Jq

(
V ∗11;n(z̄) V ∗21;n(z̄)

V ∗12;n(z̄) V ∗22;n(z̄)

)
Jq

(
δn(z) γn(z)
βn(z) αn(z)

)
=

(
V ∗22;n(z̄) −V ∗12;n(z̄)

−V ∗21;n(z̄) V ∗11;n(z̄)

)(
δn(z) γn(z)
βn(z) αn(z)

)
=

(
W̃11;n W̃21;n

W̃21;n W̃22;n

)
. (4.3.24)

Donde en la segunda igualdad utilizamos (4.3.22). En la tercera igualdad sustituimos los bloques de Un
y Vn. En la cuarta igualdad aplicamos la transpuesta conjugada que aparece en la igualdad anterior.
Las últimas dos igualdades se obtienen de multiplicar. Además,

W̃11;n := V ∗22;n(z̄)δn(z)− V ∗12;n(z̄)βn(z) (4.3.25)

W̃12;n := V ∗22;n(z̄)γn(z)− V ∗12;n(z̄)αn(z) (4.3.26)

W̃21;n := −V ∗21;n(z̄)δn(z) + V ∗11;n(z̄)βn(z) (4.3.27)

W̃22;n := −V ∗21;n(z̄)γn(z) + V ∗11;n(z̄)αn(z) (4.3.28)

Observemos que en (4.3.25) tenemos

W̃11;n = (δ∗n(z̄)V22;n(z)− β∗n(z̄)V12;n(z))∗ = (W22;n)∗ = (Iq − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n)∗

Donde hemos usado (4.3.13) y (4.3.17). Entonces

W̃11;n = Iq − au∗1,nR∗Tn(a)H−1
1,nvn. (4.3.29)

En (4.3.26) tenemos que

W̃12;n = (−(−γ∗n(z̄)V22;n(z) + α∗n(z̄)V12;n(z)))∗ = (−W12;n)∗ = 0.

Donde hemos usado (4.3.11) y (4.3.15). Entonces

W̃12;n = 0. (4.3.30)

Ahora analizamos (4.3.27),

W̃21;n = (−(δ∗n(z̄)V21;n(z)− β∗n(z̄)V11;n(z)))∗ = (−W21;n)∗ = 0.

Donde hemos usado (4.3.12) y (4.3.16). Entonces

W̃21;n = 0. (4.3.31)
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Finalmente, para (4.3.28) tenemos,

W̃21;n = (−γ∗n(z̄)V21;n(z) + α∗n(z̄)V11;n(z))∗ = (W11;n)∗ = (Iq + aũ∗nH̃
−1
2,nRTn(a)vn)∗.

Donde hemos usado (4.3.10) y (4.3.14). Entonces

W̃22;n = Iq + av∗nR
∗
Tn(a)H̃−1

2,nũn. (4.3.32)

Usando (4.3.29)-(4.3.32), reescribimos (4.3.23) y nos queda(
I + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)−1

=

(
Iq − au∗1,nRT ∗n (a)H−1

1,nvn 0

0 Iq + av∗nRT ∗n (a)H̃−1
2,nũn

)
y aśı queda demostrado el Corolario 4.5. �

Ahora expresamos la matriz resolvente Un a través de la matriz resolvente Vn.

Corolario 4.6. Sean a ∈ R, b ∈ (a,∞), q ∈ N, n ∈ N0. Además, sean Tn, RTn, vn, ũn, u1,n, u2,n,
definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14, Jq definido en (4.3.2). Supongamos que (sj)

2n+1
j=0 es una

secuencia de matrices Hermitianas de dimensión q × q tales que las matrices H̃1,n, H̃2,n, H1,n, H2,n

definidas como en (1.1.22)-(1.1.25) son Hermitianas positivas. Sea Un la matriz resolvente definida
en (2.3.1), sea Vn definida en (4.1.1) la matriz resolvente adicional. Entonces

Un(z) = JqVn(z)

(
Iq − au∗1,nRT ∗n (a)H−1

1,nvn 0

0 Iq + av∗nRT ∗n (a)H̃−1
2,nũn

)
Jq. (4.3.33)

Demostración. De acuerdo al Teorema 4.4, la Ecuación (4.3.4) nos dice que

Vn(z) = JqUn(z)Jq

(
I + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)
la ecuación anterior es equivalente a

Un(z) = JqVn(z)

(
I + aũ∗nH̃

−1
2,nRTn(a)vn 0

0 I − av∗nH−1
1,nRTn(a)u1,n

)−1

Jq

y en vista de Corolario 4.5

Un(z) = JqVn(z)

(
Iq − au∗1,nRT ∗n (a)H−1

1,nvn 0

0 Iq + av∗nRT ∗n (a)H̃−1
2,nũn

)
Jq.

�

Aśı, de (4.3.33) podemos concluir que

Un(z) = AVn(z)B (4.3.34)

donde

A =

(
0 I
I 0

)
B =

(
0 Iq − au∗1,nRT ∗n (a)H−1

1,nvn
Iq + av∗nRT ∗n (a)H̃−1

2,nũn 0

)
.
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Definición A.1. [F, pág. 12] Si f : R → R es una función no decreciente, entonces f tiene ĺımites
por la derecha y por la izquierda en cada punto:

f(a+) = ĺım
x→a+

f(x) = ı́nf
x>a

f(x), f(a−) = ĺım
x→a−

f(x) = sup
x<a

f(x).

Además, los valores de los ĺımites f(∞) = supa∈R f(x) y f(−∞) = ı́nfa∈R f(x) existen (posiblemente
igual a ±∞). f es llamada continua por la derecha si f(a) = f(a+) para todo a ∈ R y continua por
la izquierda si f(a) = f(a−) para todo a ∈ R. Otra notación usual para f(a+) y f(a−) es f(a + 0) y
f(a− 0), respectivamente.

Definición A.2. [MH, pág. 73] Sea f : A→ C donde A ⊂ C es un conjunto abierto. La función f se
dice que es diferenciable (en el sentido complejo) en z0 ∈ A si

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe. Este ĺımite es denotado por f ′(z0), o a veces por (df/dz)(z0). Aśı, f ′(z0) es un número complejo.
La función f se dice que es holomorfa en A si f es complejo diferenciable para cada z0 ∈ A. La frase
“holomorfa en z0” significa que f es holomorfa en una vecindad de z0.

Definición A.3. [N, pág. 25] Decimos que una función f escalar, es meromorfa en un dominio Ω si
es holomorfa en Ω excepto para posibles polos.

Lema A.1. [Dym, pág. 790] Sean q ∈ N y Π+ denotado como en la Notación 7. Sea S una función
matricial de q × q meromorfa en Π+ tal que

S(z)− S∗(z)
2i

≥ 0

para todo z ∈ HS, donde HS está definido como en la Definición 3.6. Entonces S es holomorfa en
todo Π+.

Proposición A.2. [H]. Si f es una función holomorfa en una región U entonces

g(z) = f(z̄)

es holomorfa en U∗.

Teorema A.3. (Principio de simetŕıa)[H]. Sea U una región simétrica sobre el eje real y sea

U+ = {z ∈ U |Im z > 0}
la parte media de U sobre el plano superior C. Si f(z) es una función holomorfa en U+ tal que

ĺım
Im (z)→0+

Im f(z) = 0

como z se aproxima al eje real por arriba entonces f(z) se extiende a una función holomorfa f = fe

en U que satisface
f(z̄) = f(z) para todo z ∈ U.

Definición A.4. Sea f(t) una función continua en [0,∞) y sean t1, t2, . . . tn números tales que

0 < t1 < . . . < tn <∞.

78
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Asumimos que σ(t) es una función no decreciente constante a trozos con puntos de discontinuidad en
tk, k = 1, . . . , n. Entonces la integral de Stieltjes de f respecto de σ tiene la forma:∫ ∞

0
f(t)dσ(t) =

n∑
k=1

f(tk)(σ(tk + 0)− σ(tk − 0)).

Generalmente, se entiende que σ es una función continua por la derecha.

Teorema A.4. [R, pág. 137-139] Sean f1, f2 funciones que son integrables con respecto a σ, en el
sentido de Riemann-Stieltjes en [a, b], entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) Para toda constante c, cf1 + f2 también es integrable en [a, b] y, además, se cumple la siguiente
igualdad: ∫ b

a
(cf1 + f2)dσ = c

∫ b

a
f1dσ +

∫ b

a
f2dσ.

(ii) Si f1(x) ≤ f2(x) en [a, b], ∫ b

a
f1dσ ≤

∫ b

a
f2dσ.

(iii) Si f es una función integrable en [a, b] y a < c < b, entonces f es integrable en [a, c] y en [c, b] y∫ b

a
fdσ =

∫ c

a
fdσ +

∫ b

c
fdσ

.

(iv) Sea c una constante. Si f es una función integrable con respecto de cσ1 e integrable con respecto
de σ2, entonces f es integrable con respecto de cσ1 + σ2 y∫ b

a
fd(cσ1 + σ2) =

∫ b

a
cfdσ1 +

∫ b

a
fdσ2.

Observación A.1. [Mah, pág. 51,54]. Sea X ⊆ R, X no vaćıo. Sea G : X → Cq×q una función
matricial de q × q. La derivada de la función matricial G(t) es la matriz de las derivadas en cada
entrada

dG(t)

dt
=


dG11(t)

dt
· · · dG1q(t)

dt
...

. . .
...

dGq1(t)

dt
· · · dGqq(t)

dt

 .

Observación A.2. [Mah, pág. 51,54]. Sea G una función matricial definida como en la Observación
A.1. La integral de la función matricial G(t) es la matriz de las integrales en cada entrada

∫ b

a
G(t)dt =



∫ b

a
G11(z)dt · · ·

∫ b

a
G1q(z)dt

...
. . .

...∫ b

a
Gq1(z)dt · · ·

∫ b

a
Gqq(z)dt

 .

Observación A.3. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Mq
≥[a, b] definido como en la Definición 1.8. En
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el caso cuando existe la derivada σ′(t) en [a, b] entonces la igualdad (1.1.1) se escribe como∫ b

a
f(z, t)dσ(t) =

∫ b

a
f(z, t)σ′(t)dt

=



∫ b

a
f(z, t)σ′11(t)dt · · ·

∫ b

a
f(z, t)σ′1q(t)dt

...
. . .

...∫ b

a
f(z, t)σ′q1(t)dt · · ·

∫ b

a
σ′qq(t)dt

 .

Observación A.4. [KN, pág. 58]. Sea P (t) una función escalar tal que P (t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b]
y sea σ ∈M1

≥[a, b]. Entonces ∫ b

a
P (t)dσ(t) ≥ 0

En vista de la Observación A.4, de forma similar para σ ∈Mq
≥[a, b] tenemos

Observación A.5. Sea P (t) una función escalar tal que P (t) ≥ 0 para todo t ∈ [a, b] y sea
σ ∈Mq

≥[a, b] donde Mq
≥[a, b] está definido como en la Definición 1.8. Entonces∫ b

a
P (t)dσ(t) ≥ 0

Lema A.5. Sea g : [a, b]→ C no decreciente. Sea f : C× [a, b]→ C una función escalar continua en
su dominio de definición, entonces se cumple la siguiente igualdad(∫ b

a
f(z, t)dg(t)

)∗
=

∫ b

a
f∗(z, t)dg∗(t) (A.2)

Demostración. Tengamos en cuenta que

dg(t) = d(Reg(t) + iIm g(t)) =

(
dReg(t)

dt
+ i

dIm g(t)

dt

)
dt = dReg(t) + idIm g(t), (A.3)

entonces ∫ b

a
f(z, t)dg(t) =

∫ b

a
(Ref(z, t) + iIm f(z, t))dg(t)

=

∫ b

a
(Ref(z, t) + iIm f(z, t))(dRe g(t) + idIm g(t))

=

∫ b

a
Re f(z, t)dRe g(t)−

∫ b

a
Im f(z, t)dIm g(t)

+ i

∫ b

a
Im f(z, t)dRe g(t) + i

∫ b

a
Re f(z, t)dIm g(t).

Donde en la segunda igualdad hemos usado (A.3). Entonces∫ b

a
f(z, t)dg(t) =

∫ b

a
Re f(z, t)dRe g(t)−

∫ b

a
Im f(z, t)dIm g(t)

+i

∫ b

a
Im f(z, t)dRe g(t) + i

∫ b

a
Re f(z, t)dIm g(t). (A.4)
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Del lado izquierdo de (A.2) tenemos,(∫ b

a
f(z, t)dg(t)

)∗
=

∫ b

a
Re f(z, t)dRe g(t)−

∫ b

a
Im f(z, t)dIm g(t)

− i
∫ b

a
Im f(z, t)dRe g(t)− i

∫ b

a
Re f(z, t)dIm g(t).

=

∫ b

a
(Re f(z, t)− iIm f(z, t))dRe g(t)−

∫ b

a
(Im f(z, t) + iRe f(z, t))dIm g(t)

=

∫ b

a
f∗(z, t)dRe g(t)− i

∫ b

a
(−iIm f(z, t) + Re f(z, t))dIm g(t)

=

∫ b

a
f∗(z, t)dRe g(t)− i

∫ b

a
f∗(z, t)dIm g(t) =

∫ b

a
f∗(z, t)(dRe g(t)− idIm g(t))

=

∫ b

a
f∗(z, t)dg∗(t)

donde en la primera igualdad usamos (A.4). �

Lema A.6. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a,∞) y Mq
≥[a, b] definido como en la Definición 1.8 . Sean

σ ∈Mq
≥[a, b] y f : C× [a, b]→ C una función escalar continua en su dominio de definición, entonces

se satisface la siguiente igualdad(∫ b

a
f(z, t)dσ(t)

)∗
=

∫ b

a
f∗(z, t)dσ(t) (A.5)

Demostración. Iniciando por el lado derecho de (A.5), tenemos

(∫ b

a
f(z, t)dσ(t)

)∗
=



∫ b

a
f(z, t)dσ11(t) · · ·

∫ b

a
f(z, t)dσ1q(t)

...
...

...∫ b

a
f(z, t)dσq1(t) · · ·

∫ b

a
f(z, t)dσqq(t)


∗

=



(∫ b

a
f(z, t)dσ11(t)

)∗
· · ·

(∫ b

a
f(z, t)dσq1(t)

)∗
...

...
...(∫ b

a
f(z, t)dσ1q(t)

)∗
· · ·

(∫ b

a
f(z, t)dσqq(t)

)∗


=



∫ b

a
f∗(z, t)dσ∗11(t) · · ·

∫ b

a
f∗(z, t)dσ∗q1(t)

...
...

...∫ b

a
f∗(z, t)dσ∗1q(t) · · ·

∫ b

a
f∗(z, t)dσ∗qq(t)



=



∫ b

a
f∗(z, t)dσ11(t) · · ·

∫ b

a
f∗(z, t)dσ1q(t)

...
...

...∫ b

a
f∗(z, t)dσq1(t) · · ·

∫ b

a
f∗(z, t)dσqq(t)

 =

∫ b

a
f∗(z, t)dσ(t)

donde en la tercera igualdad hemos usado el Lema A.5 y que σ(t) es Hermitiana. �

Teorema A.7. (Criterio de Weierstrass) [R, pág. 158-159]. Supongamos que {fn} es una sucesión
de funciones definidas en E, y supongamos

|fn(x)| ≤Mn (x ∈ E, n = 1, 2, 3, . . . )

En estas condiciones, Σfn converge uniformemente en E si ΣMn converge.
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Teorema A.8. Supongamos
ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) (x ∈ E).

Hagamos
Mn = sup

x∈E
|fn(x)− f(x)|.

Entonces, f → f uniformemente en E si y solo si Mn → 0 cuando n→∞.

Teorema A.9. (Teorema de Identidad) [MH, pág. 365-366]. Sean f y g funciones holomorfas en
una región A. Supongamos que existe una secuencia z1, z2, z3, . . . de puntos distintos en A que converge
a z0 ∈ A tal que f(zn) = g(zn) para todo n = 1, 2, 3, . . . . Entonces f(z) = g(z) para todo z ∈ A. La
conclusión es válida en particular si f = g en alguna vecindad de algún punto de A.

Observación A.6. [F, pág. 33,39] Supongamos que µ es una medida de Borel finita en R, y sea
F (x) = µ((−∞, x]). F es llamada la función distribución de µ. F es creciente y continua por la
derecha. Y se cumplen las igualdades

µ((a, b]) = F (b)− F (a)

µ({x}) = F (x)− F (x−) = F (x)− ĺım
x→x−0

F (x).

Teorema A.10. [F, pág 101] Sea F : R → R una función distribución no decreciente. Entonces el
conjunto de puntos en los cuales F es discontinua es contable.

Si consideramos los puntos de continuidad de dos distribuciones como sucesiones, el Teorema A.10
nos permite hacer la siguiente observación.

Observación A.7. De acuerdo al Teorema A.10 existen sucesiones {A(m)
1 }∞m y {A(m)

2 }∞m tales que

1. A
(m+1)
1 < A

(m)
1 < 0 < A

(m)
2 < A

(m+1)
2

2. ĺımm→∞A
m
1 = −∞, ĺımm→∞A

m
2 = +∞

3. Para cada m ∈ N, Σ̃r({Am1 }) = Σ̃r({Am2 }) = 0(n+1)q×(n+1)q

4. Para cada m ∈ N, σr({Am1 }) = σr({Am2 }) = 0q×q

donde Σ̃r y σr son funciones no decrecientes.

Proposición A.11. [Mar] Sean p, q ∈ N, A una matriz de q × p y B una matriz cuadrada de q × q.
Si B es de rango máximo, entonces

rank (BA) = rank (A).

Proposición A.12. Sean q ∈ N y A una matriz de q × q con entradas en C. Sea

N [A] = {x ∈ Cq : Ax = 0}
el núcleo de A. Entonces N [A] = {0} si y solo si detA 6= 0.

Para toda A ∈ Cp×q, usaremos A+ para denotar la pseudoinversa de Moore-Penrose de A.

Observación A.8. Sean p, q ∈ N, A una matriz con entradas en C de p × p, B una matriz con
entradas en C de p× q, D una matriz con entradas en C de q × q y

E :=

(
A B
C D

)
Albert [Al] demostró que la matriz de bloques E es Hermitiana no negativa si y solo si las siguientes
cuatro condiciones se satisfacen:
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1. A ≥ 0.

2. AA+B = B.

3. C = B∗.

4. D − CA+B ≥ 0.

(Para una versión ligeramente diferente pero relacionada de una caracterización de matrices de blo-
ques Hermitianas no negativas, nos referimos a un art́ıculo de Efimov y Potapov [EP]). Es más, se
comprueba fácilmente que si E es Hermitiana no negativa, entonces la desigualdad ||B||2 ≤ ||A|| · ||D||
se cumple.

Recordemos que el i, j minor del elemento aij de la matriz A de q× q es denotado como M i,j , es el
determinante de la matriz de (q − 1)× (q − 1) obtenida de quitar la i-ésima fila y la j-ésima columna
de A. El i, j cofactor del elemento aij de A, es denotado por Ci,j , está definido mediante (−1)i+jM i,j .
Denotamos por A(k) la k-ésima submatriz principal de k× k, es decir, la submatriz cuadrada de k× k
que se obtiene de las primeras k filas y de las primeras k columnas de A, k = 1, . . . , q. El minor
principal de orden k de A está definido como det(A(k)), y es denotado como ∆k, k = 1, . . . , q.

Teorema A.13. (Criterio de Sylvester) [Gi, pág. 55]. Sean q ∈ N y A una matriz con entradas
en R simétrica de q × q. Entonces

(a) A es positiva definda si y solo si

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆k > 0, . . . , ∆q > 0.

(b) A es no definida positiva si y solo si

∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . , (−1)q∆q > 0.

Definición A.5. Sea q ∈ N. El producto interno (o producto interior) sobre Cq es una función
(·, ·) : Cq × Cq :→ C tal que para cualesquiera v, u, w en Cq y cualquier escalar c en C se tiene:

1. (v + u,w) = (v, w) + (u,w).

2. (cv, u) = c(v, u).

3. (u, v) = (v, u).

4. (v, v) > 0 si v es no nulo.

Observación A.9. Sea A una matriz. Si (·, ·) es un producto interno en Cq entonces para x, y ∈ Cq
definimos (x, y) = x∗Ay. Además, si A es Hermitiana entonces x∗Ay es un producto interno.

Proposición A.14. [BB, pág. 192] Si en un espacio normado (V, || · ||) se satisface la ley del parale-
logramo, entonces existe un producto interno en V tal que ||x||2 = (x, x) para todo x ∈ V . Si V es un
espacio vectorial sobre R, entonces el producto interno está definido por la identidad de polarización

(x, y) =
1

4
(||x+ y||2 − ||x− y||2) ∀x, y ∈ V

Si V es un espacio vectorial sobre C, el producto interno está dado por la identidad de polarización

(x, y) =
1

4
(||x+ y||2 − ||x− y||2 + i||x+ iy||2 − i||x− iy||2) ∀x, y ∈ V (A.6)

La Ecuación (A.6) también se escribe como

(x, y) =
1

4
((x+ y, x+ y)− (x− y, x− y) + i(x+ iy, x+ iy)− i(x− iy, x− iy)) ∀x, y ∈ V
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Observación A.10. Sea V un espacio vectorial sobre C con producto interno y sea T : V → V una
transformación lineal. Consideremos la matriz A asociada a T . Entonces

(x,Ay) =
1

4
((x+ y,A(x+ y))− (x− y,A(x− y)) + i(x+ iy, A(x+ iy))− i(x− iy, A(x− iy)))

para todo x, y ∈ V .

Definición A.6. [V]. Un funcional φ(x, y) se llama una forma bilineal Hermitiana si para cualesquiera
x, y, z ∈ Cq y cualquier número α ∈ C se satisfacen:

φ(x+ z, y) = φ(x, y) + φ(z, y), φ(αx, y) = αφ(x, y),

φ(x, y + z) = φ(x, y) + φ(x, z), φ(x, αy) = ᾱφ(x, y).

Definición A.7. [V]. Una forma bilineal Hermitiana φ se llama Hermitiana simétrica si para cua-
lesquiera x, y ∈ Cq se cumple:

φ(x, y) = φ(y, x).

Lema A.15. [V]. De formas bilineales Hermitianas simétricas se generan formas Hermitianas cua-
draticas.

La demostración del Lema A.15 se puede encontrar en [V, pág. 286]. En [V, pág. 289] tenemos que
existe la matriz A tal que

φ(x, y) = (x,Ay) (A.7)

La matriz A de la Ecuación (A.7) es llamada como la matriz asociada a la forma bilineal y está
únicamente definida.

Definición A.8. [B] Sean f , g funciones que son reales o complejas definidas en un conjunto X. La
expresión f(x) = O(g(x)), para x ∈ X significa que existe A > 0 tal que |f(x)| ≤ A|g(x)| para todo
x ∈ X.

Definición A.9. [B] La expresión f(x) = O(g(x)), x→ +∞ significa que existen C > 0 y N > 0 tal
que |f(x)| ≤ C|g(x)| para x > N .

Definición A.10. [B] La expresión f(x) = o(g(x)), x→ +∞ significa que ∀ε > 0, ∃N(ε) > 0 tal que
|f(x)| ≤ ε · |g(x)| para x > N(ε).

Equivalentemente, la expresión f(x) = o(g(x)), x→ +∞ significa que

ĺım
x→+∞

f(x)

g(x)
= 0

Lema A.16. Sea P (x) es un polinomio con coeficientes en un campo F entonces

ĺım
x→+∞

P (x) = 0

si y solo si P (x) = 0.

Demostración. Supongamos que P (x)→ 0 cuando x→∞. Sea P (x) = anx
n+an−1x

n−1+· · ·+a0

con ai ∈ F para i ∈ N0,n. Para x 6= 0 podemos definir

Q(x) =
P (x)

xn
= an + an−1x

−1 + · · ·+ a0x
−n.

Cuando x→∞, x−1, x−2, . . . , x−n esos términos se tienden a cero, entonces Q(x)→ an. Si P (x)→ 0,
también tenemos que Q(x)→ 0. Por lo tanto an = 0. Ahora tenemos P (x) = an−1x

n−1 + · · ·+ a0, si
repetimos el mismo procedimiento concluimos que an−1 = 0. Haciendo lo mismo n− 1 veces restantes
se concluye que P (x) = 0. El regreso es obvio. �

Definición A.11. [DFK] Sean q ∈ N y A una matriz compleja de q×q. Decimos que A es Jq-expansiva
si A∗JqA− Jq ≥ 0.
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Teorema A.17. Sea q ∈ N. Si A es una matriz compleja de q× q entonces A es J-expansiva si y solo
si A∗ es J-expansiva.

La demostración del Teorema A.17 se puede encontrar en [DFK, Teorema 1.3.3]. En otras palabras
el Teorema A.17 dice que

A∗JqA− Jq ≥ 0 si y solo si (A∗)∗JqA
∗ − Jq ≥ 0.
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Las clases de funciones Rq y R0,q

Definición B.1. [KN]. Sea X ⊆ C y Π+ como en la Notación 7. Una función escalar F : X → C es
de la clase R1 si

1. F (z) es holomorfa en Π+.

2. ImF (z) ≥ 0 para cada z ∈ Π+.

Definición B.2. [CDFK]. Sea Π+ denotado como en la Notación 7. Sea Rq el conjunto de todas las
funciones matriciales F : Π+ → Cq×q que son holomorfas en Π+ y que satisfacen ImF (ω) ≥ 0 para
cada ω ∈ Π+. Y decimos que una función matricial f es de la clase Rq si f pertenece a Rq.

Lema B.1. Sea S(z) una función matricial, tal que S ∈ Rq y sea f ∈ Cq constante, entonces
(f, S(z)f) es una función escalar que pertenece a R1.

Demostración. Ya que S ∈ Rq, entonces (f, S(z)f) es holomorfa en Π+. Además

Im (f, S(z)f) =
(f, S(z)f)− (f, S(z)f)∗

2i

=
1

2i
[f∗S(z)f − (f∗S(z)f)∗]

=
1

2i
[f∗S(z)f − f∗S∗(z)f ]

= f∗
S(z)− S∗(z)

2i
f

= f∗ImS(z)f.

Entonces
Im (f, S(z)f) = f∗ImS(z)f (B.1)

Ya que por hipótesis para cada z ∈ Π+ tenemos que ImS(z) ≥ 0, de (B.1) se sigue que Im (f, S(z)f) ≥
0 para cada z ∈ Π+. Por lo tanto, (f, S(z)f) ∈ R1. �

Definición B.3. [KN]. Una función f(z) es de la clase Cq (clase de Carathéodory) si

1. f(z) es holomorfa en |z| < 1

2. Re f(z) ≥ 0 para |z| < 1.

Teorema B.2. (F. Riesz y Herglotz)[KN]. Una función f(z) es de la clase Cq si y solo si admite
una representación

f(z) = iIm f(0) +

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dτ(θ) (B.2)

donde τ(θ) es una función no decreciente.

86
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Demostración. La condición suficiente se puede probar directamente. La prueba de la condición
necesaria es simple cuando la función armónica u(z) = Re f(z) es continua en el disco cerrado |z| ≤ 1.

En ese caso, usando el kernel de Poisson (z = reiϕ),

1− r2

1− 2r cos(θ − ϕ) + r2
= Re

(
eiθ + z

eiθ − z

)
,

vemos que

u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
Re

(
eiθ + z

eiθ − z

)
u(eiθ),

de donde obtenemos (B.2) con τ(θ) = (l/2π)
∫ θ

0 u(eiθ)dθ. En el caso general uno introduce funciones
fr(z) = f(rz) (0 < r < 1) que, como se acaba de demostrar, admiten representaciones de tipo (B.2).
La demostración se completa haciendo r → 1, r → 0 y utilizando el teorema de Helly [ST].

Teorema B.3. (R. Nevanlinna)[KN]. Una función F (z) es de clase R1 si y solo si admite una
representación

F (z) = α+ βz +

∫ ∞
−∞

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dσ(t) (B.3)

donde α es un número real, β ≥ 0 y σ(t) es una función no decreciente tal que la integral
∫∞
−∞(1 +

t2)−1dσ(t) es convergente.

La prueba se basa en la relación entre las clases Cq y Rq: F (z) ∈ Rq si y solo si f(ζ) ∈ Cq, donde
ζ = (z− i)/(z+ i) y f(ζ) = −iF (z). La representación (B.3) se deriva de (B.2) mediante la sustitución
z → (z − i)/(z + i), — cot(θ/2)→ t, usando la identidad

1 + tz

t− z
=

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
(1 + t2).

Mencionamos sin demostrar que la representación (B.3) es única si la función σ(t) está normalizada
de alguna manera, digamos,

σ(0) = 0, σ(t) =
1

2
[σ(t+ 0) + σ(t− 0)]

Aśı normalizado, σ(t) se determina en términos de F (z) por la fórmula de inversión de Stieltjes:

σ(t2)− σ(t1) =
1

π
ĺım
ε→0+

∫ t2

t1

ImF (x+ iε)dx (B.4)

Se comprueba fácilmente que
β = ĺım

y→+∞
ImF (iy)/y.

También se puede demostrar que β es la suma de los saltos de la función τ en los puntos 0 y 2π;
la función σ(t) en (B.3) está relacionada con τ(θ) en (B.2) por (1 + t2)−1dσ(t) = dτ(θ), donde
t = − cot(θ/2) y, adecuadamente normalizado, se da por la fórmula de inversión de Stieltjes:

τ(θ2)− τ(θ1) =
1

π
ĺım
ρ→1

∫ θ2

θ1

Re f(ρeiϕ)dϕ (0 < θ1 < θ2 < 2π).

Teorema B.4. (R. Nevanlinna Versión Matricial)[CDFK]. Sea Π+ denotado como en la Notación
7. (a) Para toda función matricial F que pertenece a la clase Rq, existe una única matriz α compleja
de q× q Hermitiana, existe una única matriz β compleja de q× q Hermitiana no negativa y existe una
única ν ∈Mq

≥[a, b] tal que

F (z) = α+ βz +

∫ ∞
−∞

1 + tz

t− z
dν(t) (B.5)

se satisface para cada z ∈ Π+.
(b) Toda función matricial F : Π+ → Cq×q para la cual existe una matriz α compleja de q × q, existe
una matriz β compleja de q× q Hermitiana no negativa y ν ∈Mq

≥[a, b] tal que (B.5) se satisface para
cada z ∈ Π+ pertenece a la clase Rq.
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Esta versión matricial del conocido teorema de Nevanlinna se puede demostrar usando la versión
clásica del teorema de Nevanlinna en el caso q = 1 y usando el hecho de que para cada F ∈ Rq y cada
u, v ∈ Cq, la función f := u∗Fv pertenece a R1. Para cada F ∈ Rq llamamos a (α, β, ν) definidos
como en (B.5) La parametrización de Nevanlinna de F .

Proposición B.5. [CDFK]. Sean Π+ y Π− denotados como en la Notación 7. Sea M = (c, d) una
unión finita de intervalos abiertos de R y sea ϕ : Π+ ∪M ∪ Π− → Cq×q una función matricial que
satisface las siguientes condiciones

(i) ϕ es holomorfa en Π+ ∪M ∪Π−.

(ii) ϕ|Π+
∈ Rq.

(iii) Para todo x ∈M , la matriz ϕ(x) es Hermitiana.

Denotamos como (α, β, ν) la parametrización de ϕ|Π+
. Entonces

ϕ(z) = α+ βz +

∫ c

−∞

1 + tz

t− z
dν(t) +

∫ ∞
d

1 + tz

t− z
dν(t)

para todo z ∈ Π+ ∪M ∪Π−.

Lema B.6. Si para cualquier función F (z) ∈ Rq, tenemos que β = 0, entonces se cumplen las
siguientes igualdades

ĺım
η→+∞

ηImF (iη) = sup
η>0

ηImF (iη) =

∫ ∞
−∞

dσ(t),

partes de las cuales pueden ser infinitas.

Demostración. Del Teorema B.4 tenemos que

F (z) = α+ βz +

∫ ∞
−∞

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dσ(t)

donde, como antes, la función σ(t) es no decreciente, tal que∫ ∞
−∞

1

1 + t2
dσ(t) <∞.

Ya que nos interesa el caso β = 0,

F (z) = α+

∫ ∞
−∞

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dσ(t)

tomando la parte imaginaria,

ImF (z) =
F − F̄

2i
=

1

2i

∫ ∞
−∞

(
1

t− z
− 1

t− z̄

)
dσ(t)

considerando z = iη y multiplicando por η

ηImF (iη) =
1

2i

∫ ∞
−∞

(
1

t− iη
− 1

t+ iη

)
ηdσ(t)

=
1

2i

∫ ∞
−∞

(
2iη

t2 + η2

)
ηdσ(t) =

∫ ∞
−∞

(
η2

t2 + η2

)
dσ(t)

tomando el ĺımite η → +∞

ĺım
η→+∞

ηImF (iη) = ĺım
η→+∞

∫ ∞
−∞

(
η2

t2 + η2

)
dσ(t)

=

∫ ∞
−∞

(
ĺım

η→+∞

η2

t2 + η2

)
dσ(t) =

∫ ∞
−∞

dσ(t).

�
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Teorema B.7. [CR]. Sea la función matricial S(z) ∈ R0,q entonces∫ ∞
−∞

dσ(t) = − ĺım
y→+∞

iyS(iy) = ĺım
y→+∞

iyS∗(iy) = ĺım
y→+∞

yImS(iy). (B.6)

En [KN], [At] se demuestra la versión escalar del Teorema B.7. Para la versión matricial del Teorema
B.7 se puede considerar el Lema B.6 y [Br].

Definición B.4. Denotamos a R0,1 como la clase de funciones escalares F (z) ∈ R1, tales que

y‖F (iy)‖ = O(1), y > 0.

Aqúı el śımbolo O(1) está definido como en la Definición A.8.

Definición B.5. [CDFK]. Denotamos a R0,q como la clase de funciones matriciales F (z) ∈ Rq, tales
que

y‖F (iy)‖ = O(1), y > 0.

Aqúı el śımbolo O(1) está definido como en la Definición A.8.

Nótese que toda función matricial F que pertenece a R0,q satisface claramente

ĺım
y→+∞

F (iy) = 0 (B.7)

y admite una particular representación integral como veremos en el Teorema B.9.

Lema B.8. Sea S(z) una función matricial, S ∈ R0,q y f ∈ Cq constante, entonces (f, S(z)f) es una
función escalar que pertenece a R0,1.

Demostración. Sea ϕ(z) = (f, S(z)f). Ya que R0,q ⊂ Rq, se tiene que S ∈ Rq. Por el Lema B.1,
tenemos que ϕ pertenece a R1. Luego

|yϕ(iy)| = |(f, yS(iy)f)| = |y(f, S(iy)f)| ≤ y||f ||2||S(iy)|| = O(1).

Por lo tanto,

ϕ(z) ∈ R0,1

�

B.1 Método de polarización

En la demostración de el siguiente Teorema utilizaremos el método de polarización. Hacemos énfasis
ya que mediante este método se puede extender la demostración del caso escalar al caso matricial.

Teorema B.9. [CR]. La función matricial S(z) ∈ R0,q si y solo si S(z) admite la representación
integral

S(z) =

∫ ∞
−∞

(t− z)−1dσ(t),

∫ ∞
−∞

dσ(t) = K, ‖K‖ < +∞, σ(t)↗ . (B.8)

Demostración. (⇒) Sea S ∈ R0,q. De acuerdo al Lema B.8, ∀h ∈ Cq la función ϕ(z) = (h, S(z)h) ∈
R0,q

ϕ(z) =

∫ ∞
−∞

dσ(t)

t− z
=

∫ ∞
−∞

d(hΣ(t)h)

t− z

S(z) =

∫ ∞
−∞

dΣ(t)

t− z
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Σ(t) es de variación acotada.

(h, S(z)h) =

∫ ∞
−∞

d(hΣ(t)h)

t− z
, haciendo (hΣ(t)h) = σ(t, h)

(h, S(z)h) =

∫ ∞
−∞

dσ(t, h)

t− z
, (B.9)

y ∫ ∞
−∞

dσ(t, h) < +∞

porque σ(t) es de variación acotada. De acuerdo a la Observación A.10, tenemos

4(g, S(z)f) = ((f + g), S(z)(f + g))− ((f − g), S(z)(f − g))

+ i((f + ig), S(z)(f + ig))− i((f − ig), S(z)(f − ig))

usando (B.9),

4(g, S(z)f) =

∫ ∞
−∞

dσ(t, f + g)

t− z
−
∫ ∞
−∞

dσ(t, f − g)

t− z

+ i

∫ ∞
−∞

dσ(t, f + ig)

t− z
− i
∫ ∞
−∞

dσ(t, f − ig)

t− z
y si hacemos

σ(t, f, g) =
1

4
[σ(t, f + g)− σ(t, f − g) + iσ(t, f + ig)− iσ(t, f − ig)]

entonces

(g, S(z)f) =

∫ ∞
−∞

dσ(t, f, g)

t− z
(B.10)

Ahora mostramos que para todo t fijo, σ(t, f, g) es Hermitiana. Para f y g arbitrarios tenemos

(g, S(z)f) =

∫ ∞
−∞

dσ(t, f, g)

t− z
.

Consideremos

(g, S(z)f) = (S∗(z)g, f) = (f, S∗(z)g).

Por el principio de simetŕıa

(f, S∗(z)g) = (f, S(z̄)g)

=

∫ ∞
−∞

dσ(t, g, f)

t− z̄

=

∫ ∞
−∞

dσ(t, g, f)

t− z

Aśı, σ(t, f, g) = σ(t, g, f) y entonces para cada t fijo, σ(t, f, g) es Hermitiana. Ahora demostraremos
que para f , g fijos, σ(t, f, g) es un funcional lineal respecto de f . Sea f = α1f1 + α2f2, tenemos

(g, S(z)f) = (g, S(α1f1 + α2f2)) =

∫ ∞
−∞

dσ(t, α1f1 + α2f2, g)

t− z
(B.11)

Por otro lado

(g, S(z)f) = (g, S(α1f1 + α2f2))

= α1(g, Sf1) + α2(Sf2)

= α1

∫ ∞
−∞

dσ(t, f1, g)

t− z
+ α2

∫ ∞
−∞

dσ(t, f2, g)

t− z
usando (iv) del Teorema A.4

(g, S(z)f) =

∫ ∞
−∞

d(α1σ(t, f1, g) + α2σ(t, f2, g))

t− z
(B.12)
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de (B.11) y de (B.12)

σ(t, α1f1 + α2f2, g) = α1σ(t, f1, g) + α2σ(t, f2, g)

y aśı, σ es una transformación lineal respecto del segundo argumento. Ahora demostramos que respecto
de g es antilineal

σ(t, f, β1g1 + β2g2) = σ(t, β1g1 + β2g2, f)

σ(t, β1g1, f) + σ(t, β2g2, f) = β̄1σ(t, f, g1) + β̄2σ(t, f, g2).

Hemos demostrado que σ(t, f, g) es una función Hermitiana para cada t fijo y es un funcional bilineal.
En vista de (A.7), para cada t fijo

σ(t, f, g) = (g,Σ(t)f), (B.13)

donde Σ(t) es una matriz Hermitiana, es decir,

(g,Σ(t)f) = (Σ(t)g, f).

Entonces de (B.10) y (B.13), tenemos

(g, S(z)f) = (g,

∫ ∞
−∞

dΣ(t)

t− z
f). (B.14)

Ya que (B.14) se satisface para todo f , g, se sigue que

S(z) =

∫ ∞
−∞

dΣ(t)

t− z
donde Σ(t) es Hermitiana. Sabemos que σ(t, h) es monótona no decreciente para todo h ademas
sabemos que

σ(t, h) = (h,Σ(t)h)

es monótona no decreciente, entonces Σ(t) es monótona no decreciente y resta demostrar que∫ ∞
−∞

dΣ(t) <∞

notemos que ∫ ∞
−∞

dσ(t, h) <∞

implica que

(h,

∫ ∞
−∞

dΣ(t)h) <∞

para todo h ∈ Cq. Además, de ∫ ∞
−∞

dσ(t) = s0

para f = e1 y g = e1, tenemos

(g,

∫ ∞
−∞

dΣ(t)f) = s0 =

∫ ∞
−∞

dσ(t) <∞.

�

Observación B.1. Sea S ∈ Rq[a, b]. Usando la parte (a) del Teorema 1.2 se puede verificar que
F := S|Π+

pertenece a R0,q. En particular, de (B.7) se sigue inmediatamente

ĺım
y→∞

S(iy) = 0.

Observación B.2. Sea S ∈ Rq[a, b]. De la Observación B.1 se puede ver fácilmente que

ĺım
y→+∞

S̃1(iy)

y
= 0 y ĺım

y→+∞

S̃2(iy)

y
= 0

Fórmula de la transformada inversa de Stieltjes de funciones matriciales de la clase R0,q
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Teorema B.10. Sea la función matricial S(z) ∈ R0,q, es decir, S(z) =
∫∞
−∞

dσ(t)
t−z . Supongamos que

σ(x+ 0) + σ(x− 0)

2
= σ(x)

σ(0) = 0. Entonces

σ(b)− σ(a) = ĺım
ε→0+

1

π

∫ b

a
ImS(x+ iε)dx (B.15)

Demostración. Multiplicando el lado derecho de (B.15) por (g, ∗f)

(g,
1

π
ĺım
ε→0+

∫ b

a
ImS(x+ iε)dxf) = (g,Ψf).

Similarmente como en la demostración del Teorema B.9

(g,Ψf) =
1

4
((f + g),Ψ(f + g))− ((f − g),Ψ(f − g))

+ i((f + ig),Ψ(f + ig))− i((f − ig),Ψ(f − ig)).

Observemos que

((f + g),Ψ(f + g)) = (h,Ψh)

= h∗
(

1

π
ĺım
ε→0+

∫ b

a
ImS(x+ iε)dx

)
h

=
1

π
ĺım
ε→0+

∫ b

a
h∗ImS(x+ iε)hdx

=
1

π
ĺım
ε→0+

∫ b

a
Imω(h, x+ iε)hdx

= σ̂(h, b)− σ̂(h, a)

donde hemos usado la transformada inversa de Stieltjes en forma escalar (B.4) y además destacamos
que la notación es adecuada ya que

h∗(ReS + iImS)h = h∗ReSh+ ih∗ImSh

y si

ω(h) = Reω(h) + iImω(h)

entonces

h∗(ReS + iImS)h = ω(h)

En esta igualdad, vamos a pasar a el ĺımite ε→ 0+ entonces tenemos

(g,
1

π
ĺım
ε→0+

∫ b

a
ImS(x+ iε)dxf) =

1

4
[σ̂(b, f + g)− σ̂(a, f + g)− σ̂(b, f − g) + σ̂(a, f − g)

+ iσ̂(b, f + ig)− iσ̂(a, f + ig)− iσ̂(b, f − ig) + iσ̂(a, f − ig)]

=
1

4
[((f + g),Σ(b)(f + g))− ((f + g),Σ(a)(f + g))

− ((f − g),Σ(b)(f − g)) + ((f − g),Σ(a)(f − g))

+ i((f + ig),Σ(b)(f + ig))− i((f + ig),Σ(a)(f + ig))

− i((f − ig),Σ(b)(f − ig)) + i((f − ig),Σ(a)(f − ig))]

= (g,Σ(b)f)− (g,Σ(a)f) = (g(Σ(b)− Σ(a))f)

donde hemos usado (A.7). Ya que por ser f y g arbitrarios de Cq entonces (B.15) se satisface. �

Transformada inversa generalizada de Stieltjes

Teorema B.11. Sea S(z) ∈ R0,q, es decir, S(z) =
∫∞
−∞

dσ(t)
t−z y sean ϕ(z), ψ(z) funciones matriciales

holomorfas en C tal que ψ∗(x) = ψ(x), x ∈ R. Supongamos que las dimensiones de ϕ y ψ son tales
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que se define la función matricial

F (z) = ψ(z) + ϕ(z)S(z)ϕ∗(z) (B.16)

Sean t0, t1 puntos de continuidad de σ(t) Entonces

ĺım
ε→0+

1

π

∫ t1

t0

ImF (x+ iε)dx =

∫ t1

t0

ϕ(x)dσ(x)ϕ∗(x) (B.17)

Demostración. Consideremos el caso escalar. Sean A, B puntos de continuidad de σ(t) −∞ <
A < B <∞ entonces

F (z) = ψ(z) + ϕ

∫ ∞
−∞

dσ(t)

t− z
ϕ∗(z)

= ψ(z) + ϕ(z)

(∫ A

−∞
+

∫ ∞
B

)
dσ(t)

t− z
ϕ∗(z) + ϕ(z)

∫ B

A

dσ(t)

t− z
ϕ∗(z)

= χ(z) + ϕ(z)

∫ B

A

dσ(t)

t− z
ϕ∗(z)

donde

χ(z) = ψ(z) + ϕ(z)

(∫ A

−∞
+

∫ ∞
B

)
dσ(t)

t− z
ϕ∗(z)

entonces

F (z) = χ(z) +

∫ B

A

ϕ(z)dσ(t)ϕ∗(z)− ϕ(t)dσ(t)ϕ∗(t)

t− z

+

∫ B

A

ϕ(t)dσ(t)ϕ∗(t)

t− z

= θ(z) +

∫ B

A

ϕ(t)dσ(t)ϕ∗(t)

t− z
donde

θ(z) = χ(z) +

∫ B

A

ϕ(z)dσ(t)ϕ∗(z)− ϕ(t)dσ(t)ϕ∗(t)

t− z
entonces

F (z) = θ(z) +

∫ B

A

dρ(t)

t− z
donde

ρ(t) =

∫ t−0

A
|ϕ(s)|2dσ(s)

θ(z) es continua en una vecindad de A, B además con A < a < b < B, en [a, b] θ(z) es real. Entonces
θ(z) es uniformemente continua en un rectángulo cerrado ubicado en C+ con base en a, b entonces

ĺım
ε→0+

1

π

∫ b

a
ImF (x+ iε)dx = ĺım

ε→0+

1

π

∫ b

a
θ(x+ iε)dx+

1

π

∫ b

a
ImQ(x+ iε)dx

donde Q(z) =
∫ B
A

dρ(t)
t−z luego

ρ(b)− ρ(a) =

∫ b

a
ϕ(t)dσ(t)ϕ∗(t)

para funciones escalares. Utilizando el método de la polarización se demuestra el caso matricial. �
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