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Abstract

In the present work, we review the Hausdorff moment problem in the matrix version for the case of
an even number of moments. To solve this problem, we transform the moment problem into a problem
of finding a holomorphic function S(z) on C\ [a,b] and such that S(z) is the solution of the system
of inequalities of the V.P. Potapov-type. In the case in which the two matrices of Hankel constructed
by the moments are positive definite, the set of solutions is given in terms of the given moments.

It is worth mentioning that in this work an explicit relationship is obtained between the resolvent
matrices proposed in [CR] of 2001 and [CDFK] of 2006, respectively.
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Resumen

En el presente trabajo revisamos el problema de momentos de Hausdorff en la versién matricial
para el caso de un nimero par de momentos. Para resolver este problema, trasladamos el problema
de momentos a un problema de encontrar funciones que son holomorfas en C \ [a,b] y que son las
soluciones del sistema de desigualdades del tipo de V.P. Potapov. En el caso cuando las dos matrices
de Hankel construidas por los momentos son positivas definidas se describe la solucién en términos de
los datos dados.

Cabe mencionar que en este trabajo se obtiene una relacién explicita entre las matrices resolvente
propuestas en |[CR] del 2001 y [CDFK] del 2006, respectivamente.

Palabras clave: transformada de Stieltjes, sistema de desigualdades de Potapov, matriz resolvente.
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Introduccion

Antecedentes

El término problema de momento aparece por primera vez en el trabajo de T. Stieltjes de 1894-1895
[S]. Stieltjes define para cada k € N el momento generalizado de orden k como la integral

/Doo uFdo(u)

donde o es una funcién monétona no decreciente. Al final del Capitulo 4 de [S], Stieltjes escribio:
“Daremos el nombre del problema de momento al siguiente problema: se requiere encontrar una funcién
no decreciente positiva en el intervalo [0, 00), dados los momentos de orden k(k =0, 1, 2, ...)".

El problema de momentos en el caso matricial fue considerado por primera vez por M.G. Krein en
1949. El problema de momentos en el intervalo acotado, también llamado el problema de momentos de
Hausdorff en el caso matricial, ha sido desarrollado en varias direcciones: en el &mbito de los polinomios
ortogonales matriciales factores de Blaschke-Potapov, parametros de Dyukarev-Stieltjes y ademas esta
técnica ha sido utilizada para resolver problemas del area de estabilidad y teoria de control.

En el punto central del presente trabajo se tiene la consideracién de un problema de momentos
matricial. Antes de iniciar con el estudio del tema anunciado demos algunas observaciones sobre el
problema de momentos y su clasificacién dentro del Ambito de las matematicas. El estudio del problema
de momentos y los problemas relativos, es un tema que es de interés desde la segunda parte del siglo XIX
v ha desarrollado una gran actividad en parte de un nimero importante de matematicos y aun es un
campo activo de las matematicas. Las causas para lo anterior son varias, uno de los puntos principales
es que el problema de momentos es un area que estda muy relacionada con varias disciplinas de las
matemadticas (teorfa de probabilidad, teoria de funciones de variable compleja, teoria de aproximacion,
teoria de polinomios ortogonales, teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert, teoria de conos
convexos en espacios de Banach, teoria de aproximacién de Padé, entre otros). Lo anterior se puede
constatar por un numero importante de libros los cuales se centran en el problema de momentos
por ejemplo: Akhiezer [Ak], Akhiezer/Krein [AKi], Berg/Christensen/Ressel [BCR], Bisgaard/Sasvari
[BS], Dette/Studden [DS], Freud [Ex], Geronimus [G], Grenander/Szego [GS], Karlin/Shapley [KSh],
Karlin/Studden [KSt], Koosis [Koo|, Krein/Nudelman [KN], Nikishin/Sorokin [NS], Shohat/Tamarkin
[ST], Perron [P], Wall [Wa], Widder [Wi] y Wintner [Win]. Los fundamentos del estudio del problema
de momentos se originaron en la primera parte del siglo XIX. Se consideraron problemas en las fronteras
de teoria de probabilidades. Los primeros estudios importantes en este sentido fueron realizados por
la escuela de San Petersburgo, representados por P.L. Chebyshev y sus colaboradores Vertretern A.N.
Korkin, E.I. Zolotarev, K.A. Possé y en particular A.A. Markov. Parte de los estudios de A.A Markov se
tradujeron al idioma francés en la tesis de Possé [Pos|. Los autores Chebyshev y Markov consideraron en
el siglo XIX intensamente, el método de las fracciones continuas. La técnica de las fracciones continuas
determiné la direccion y el desarrollo de la primera fase del estudio del problema de momentos. Los
trabajos de Chebyshev tuvieron una influencia fuerte en los trabajos de H. Hamburger [Ham| y E.
Hellinger [He] que se realizaron en lenguaje de fracciones continuas en la primera década del siglo
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2 Introduccion

XX. En base a esta teoria, en particular, en el trabajo fundamental de M.G. Krein y sus monografias
con sus colaboradores Krein/Nudelman se ve claramente una interrelacién con la generalizacién con
la teoria de A.A. Markov.

El problema de momentos matricial de Hamburger y sus andlogos se estudiaron mediante el método
de Potapov [KP], [K]. Las generalizaciones de este método fueron propuestas en los articulos [Nu],
[IS], [KKY], [DK], [D]. En la década de 1960 a 1970 ha sido resuelto por Potapov y sus colaboradores.
El presente trabajo se fundamenta en el método de la desigualdad fundamental de V.P. Potapov que
cuyo contenido forma parte del desarrollo de la J teoria de Potapov llevado a cabo a finales de la
década de 1960-1970 del siglo XX. El problema de momentos en el caso matricial para un intervalo
acotado fue también fue resuelto en el 2001, en [CR], para el caso donde se da un nimero par e impar
de momentos. En el 2006, en [CDFK], se resuelve el problema de momentos en un intervalo acotado
para el caso de un niimero par de momentos.

Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es revisar el problema matricial de momentos en un intervalo acotado [a, ]
en el caso de un nimero par de momentos Sg, Si, - .., S2n+1. Ademés, es también objetivo desarrollar
en detalle los resultados del articulo [CR]. Por otra parte es objetivo de esta tesis, obtener una relacién
explicita entre la matriz resolvente del articulo [CR] y la matriz resolvente del articulo [CDFK].

Planteamiento del problema

Sean sq, $1, - . ., Son+1 Matrices Hermitianas de dimensién ¢ x g. Se requiere describir el conjunto
de todas las funciones matriciales o(t) definidas en el intervalo [a,b], (—00 < a < b < 400),
que son no decrecientes y Hermitianas no negativas en [a, b], tales que

b
/ t'do(t) = sj, j=0,..,2n+ 1. (1)

Cabe senialar que este problema, para a = 0, b = 1, representa el problema de momentos de
Hausdorff. Para a = 0, b — +00, representa el problema de momentos de Stieltjes a =0, b — +o0 y
para a — —oo0, b — +00, el problema planteado representa el problema de momentos de Hamburger.
Ademas, este problema fue estudiado para el caso escalar en [KN].

Metodologia

Usamos el método de Potapov que consiste en traducir el problema planteado de momentos matri-
cial en un intervalo acotado, en un sistema de dos desigualdades matriciales. Previamente el problema
de encontrar el conjunto de funciones matriciales o se transforma en el problema de encontrar funcio-
nes holomorfas S(z) en C\ [a,b]. Posteriormente se resuelve el sistema de desigualdades matriciales
de Potapov. Para resolver estas desigualdades se define la llamada matriz resolvente

o= (38 2.



Introduccion 3

cuyas entradas son bloques de dimensién g x q. Se reescribe la desigualdad de Potapov para el caso
no degenerado, que es cuando las matrices de Hankel

n n
Hyp = (—asjik + Sj+k+1)j,k:0 y Hapn= (bsjik — Sj+k+1)j,k=07

son positivas definidas. Luego resolvemos el sistema transformado y finalmente la solucién se escribe
en términos de la matriz resolvente y los pares negativos. Cabe mencionar que dentro del presente
trabajo reproducimos el criterio de existencia de la solucién al problema planteado. Ademas en el
caso no degenerado el conjunto de soluciones del problema de momentos considerado es un conjunto
infinito.

Contribuciones de la tesis

La contribucién de esta tesis es la obtencién de una relacion explicita entre la matriz resolvente del
articulo [CR] y la matriz resolvente del articulo [CDFK]. Esta relacién se escribe en términos de los
elementos que fueron definidos en esos trabajos. La importancia de esta contribucion se explica por el
hecho de que una matriz resolvente estd normada en z = a, mientras que la otra matriz resolvente esta
normada en z = 0. Con este resultado, se puede construir una nueva familia de polinomios ortogonales
y fracciones continuas que corresponden al problema planteado.

Organizacién de la tesis

En el capitulo 1 se plantea el problema de momentos de Hausdorfl en la versién matricial para
el caso de un numero par de momentos. Se reproduce el resultado de que el conjunto de todas las
soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov asociado a
la version matricial del problema de momentos de Hausdorff, es equivalente al conjunto de todas las
funciones matriciales S(z) definidas en C \ [a, b] tales que

b1
S(2) = / o). (3)
donde o esta dada como en . En el capitulo 2, reescribimos el sistema de desigualdades matriciales
fundamental del tipo de V.P. Potapov para el caso no degenerado y ademas, en ese mismo caso
encontramos las soluciones. También, estudiamos las propiedades sobre la matriz resolvente . En el
capitulo 3 damos una descripcién del conjunto todas las funciones S(z) que describen la solucién al
problema de momentos en la versiéon matricial para un intervalo acotado en el caso par. Finalmente,

el capitulo 4 se centra en la obtencién de la relacién entre la matriz resolvente de [CR] y la matriz
resolvente de [CDFK].



Capitulo 1

Desigualdades matriciales de V.P.
Potapov

En este capitulo planteamos el problema de momentos en términos de funciones que pertenecen
al conjunto R,|[a, b]; (sj)?i'gl]], el cual se define en la Definicién Después veremos en el Teorema
[L.5] cémo se relacionan las soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental del tipo
de V.P. Potapov con el conjunto R,|[a, b]; (sj)?i'glﬂ Cabe mencionar que en las secciones 1.3 y 1.5 se
veran todos los resultados para concluir con la demostracién del Teorema [1.5)

Notacion 1. Usaremos C, R, Ny y N para denotar el conjunto de los numeros complejos, el conjunto
de los numeros reales, el conjunto de todos los enteros no negativos, y el conjunto de todos los enteros

positivos, respectivamente.

Notacién 2. Para todos m,n € Ng, designamos a N, ,, el conjunto de todos los enteros k que
satisfacen m < k < n.

Notacién 3. Sean p,q € N. El simbolo CP*? representa el conjunto de todas las matrices con entradas
en C y de dimension p x q. Si A € CT*9 entonces denotamos a Re A y Im A la parte real de A y la
parte imaginaria de A, respectivamente.

Notacién 4. Sean p,q € N. Para cada A € CP*9 denotamos mediante || - || el operador norma, ||All g
representa la norma Euclidiana de la matriz A y || Al es la norma inducida, es decir

|Az||e
14]] == sup .
zeCY, x#£0 x|

Notacién 5. Sean X y Y conjuntos no vacios y si Z es un subconjunto no vacio de X, y ademds
J: X =Y es una funcidn, entonces f|, representa la funcion restriccion de f en Z.

Definicién 1.1. Sea ¢ € N y sea X C C no vacio. Sea F : X — C91. Llamamos a la funcion F
como una funcién matricial compleja de ¢ X q. Cuando se hace referencia a la funcion matricial F,
tenemos la siguiente forma:

FH(Z) e qu(z)
o= o
Fo(z) ... Fy(z)

para cada z € X. Asi, si Ny 4 estd denotado mediante la Notacio’n@, para cada m,n € Ny 4, tenemos

la funcion escalar Fp, : X — C de F que se encuentra en la entrada (mn) de F(z). Claramente, la
funcién F' se puede escribir como F(z) = Re F(z) 4+ iJm F(2) para cada z € X.

Notacién 6. Si Z es un subconjunto no vacio de C y si F' es una funcion matricial definida en Z,
entonces para cada z € Z usaremos F*(z) para representar la matriz transpuesta conjugada. Esta
matriz también se denotard como (F(z))*.



1.1. El problema de momentos y la clase Rg[a, b] 5

Incluimos las siguientes definiciones que son importantes para este trabajo.

Definicién 1.2. Sea ¢ € N. Una matriz A € C7*9 se dice que es Hermitiana si A = A*, donde A* es
la matriz transpuesta conjugada de A.

Definicién 1.3. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F : X — C?*7 yna funcion matricial. Decimos
que F(z) es Hermitiana en X, si para cada z € X, F(z) es Hermitiana. Es decir, F(z) = F*(z) para
cada z € X.

Definicién 1.4. Sea g € N. Decimos que una matriz A € C?*9 es no negativa si
x2*Ax >0 para todo x € C? tal que x # 0.

Una matriz no negativa se abrevia como A > 0. Si en la desigualdad solamente se cumple la desigualdad
estricta, es decir x*Ax > 0, entonces decimos que A es positiva definida y abreviamos como A > 0.

Definicién 1.5. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F : X — C?*7 yna funcion matricial. Decimos
que, F(z) es no negativa en X, si para cada z € X, F(z) es no negativa y se denota como F(z) > 0
en X. Similarmente, decimos que F(z) es positiva en X, si para cada z € X, F(z) es positiva y se
denota como F(z) >0 en X.

Definicién 1.6. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F : X — C9*? una funcion matricial. F' se llama

mondtona no decreciente, si para cada ty, t1 € X tales que t1 > to se cumple que F(t1) — F(to) > 0
en X.

En el Apéndice A se ubica la definicién de la funcién holomorfa en el caso escalar. Ahora introdu-
cimos la siguiente nocién analoga para funciones matriciales.

Definicién 1.7. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F : X — C?*? una funcién matricial compleja
de dimension q X q. Sea Fy,y, definida como en la Deﬁnicz’én y sea N1 4 de acuerdo a la Notacion
@. Decimos que F' es holomorfa en A si para cada m,n € Ny 4, Finy, es holomorfa en A.

Observacion 1.1. Sea q € N. Si A, B € C9*9 y si escribimos A > B (respectivamente, A > B),
entonces significa que A — B es no negativa. (respectivamente, A — B es positiva,).

Finalmente, se definen dos conjuntos que hacen referencia a la parte superior e inferior respectiva-
mente, del plano complejo

Notacién 7. I, :={w e C:Imw € (0,400)} yII_ :={w e C:Tmw € (—00,0)}.

1.1. El problema de momentos y la clase R,|a,b]

En esta seccion reescribimos la versiéon matricial del problema de momentos en términos de un
subconjunto de la clase de funciones denotada por R[a, b]. También agregamos los elementos necesarios
para definir el sistema fundamental matricial de desigualdades de V.P. Potapov. Para dar comienzo a
esta seccion, introducimos los conjuntos de las funciones que tienen las propiedades de nuestro interés
y las cuales deseamos describir explicitamente.

Definicion 1.8. Sea ¢ € N. Sean a y b nimeros reales que satisfacen a < b. Denotamos mediante
ML a,b] como el conjunto de todas las funciones o : [a,b] — CI*9 no decrecientes, y que ademds son
Hermitianas no negativas en [a,b].
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Definicién 1.9. Sea g € N. Sea f(t) una funcion continua en [a,b] y o(t) = (05 (t))gj:1 una funcion
matricial Hermitiana en [a,b] de dimension q X q. Definimos

/f (t)do1 (t /f Ydoi4(t)

b
/ f(t)do(t) == : (1.1.1)

['tar [ t0dont

donde 0;; para cada i,j =1, ... ,q, es una funcion continua a trozos en [a,b] tal que la integral de
Riemann-Stieltjes ff f(t)doij(t) estd definida en [a,b] (ver [CB, pdg. 89]).

En adelante, la integral de la forma f f(t)do(t) se entiende como en .

Definiciéon 1.10. Sean ¢ € N y n € Ny. Sean a y b numeros reales que satisfacen a < b. Sean
50, S1, - - -, Sont1 matrices Hermitianas de dimension ¢xq. Sea Mq>[a, b] definido como en la Definicion
y sea Noan+1 de acuerdo a la Notacion |9 Denotamos mediante M [[a, b]; (s )2T61] el conjunto de
todas las funciones o € M%[a,b] tales que

/bt]da( H=s,. (1.1.2)

para cada entero j € Noopi1.

Claramente, se tiene que /\/lqz[[a, bl; (sj)?”orl] C Mg[a, b]. Una secuencia (sj)fngl de matrices
complejas de dimensién g x ¢ es una secuencia de matrices Hermitianas si se satisface s; = s* para
cada j € Npopt1, donde Npoj,41 estd determinado en la Notacién [2] I Consideremos una secuenma
(5])2"'51 de matrices complejas de ¢ x ¢, y supongamos que s; estd definido como en vy que
o€ Mq [a, ], entonces tenemos que cada s; es una matriz Hermitiana ya que o tamblen lo es. Asi,
lo anterior es un caso particular de considerar una secuencia de matrices complejas de ¢ X ¢ que son
Hermitianas, es decir, sin conocer como estd definido el término s; de la secuencia dada. Con lo escrito
hasta ahora, podemos reescribir nuestro problema de momentos en la versién matricial de la siguiente
manera;:

Planteamiento del problema de momentos de Hausdorff para el caso par de mo-
mentos

Problema 1.1. Sea Ny denotado como en la Notacion [1 Sean ¢ € N, n € No, a € R y
b € (a,00). Ademds, sea M%|[a,b]; (s])gn'gl] definido como en la Definicion . Sea (sj)in'gl
una secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q, se requiere describir el comjunto

M [[a,bl; (s)25 ).

El conjunto MY [[a,b]; (sj)?"gl] dado en la Definicién en realidad es para nuestro caso, el
conjunto de soluciones de la versién matricial del problema de momentos.

En el Teorema veremos que el problema planteado se traslada al area de funciones holomorfas,
en particular, a la clase de funciones R,[a, b].

Definiciéon 1.11. Sea ¢ € N. Sea II; dado como en la Notacion @ Denotamos mediante Rqla,b] la
clase de todas las funciones matriciales S : C\ [a,b] — C?*9, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. S es holomorfa en C\ [a,b].
2. Para cada w € Iy, la matriz Jm S(w) es Hermitiana no negativa.

3. Para cada t € (—00,a), la matriz S(t) es Hermitiana no negativa.
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4. Para cada t € (b, +00), la matriz —S(t) es Hermitiana no negativa.

Teniendo en consideracién los conjuntos MY [a,b] y R,la,b], el Teorema describe la relacién
entre dichos conjuntos. Cabe mencionar que esta idea fue usada por M.G. Krein y A.A. Nudelman
(ver [KNL pag. 394]) para el caso escalar ¢ = 1.

Teorema 1.2. Sea ¢ € N. Sea M%]a,b] definido como en la Definicién y Ryla,b] definido como
en la Definicion [1.11 a

(a) Para cada o € M%[a,b] la funcién matricial Slel . €\ [a, b] — CI*9 definida por

Sl (2) = /b L o) (1.1.3)

t—=z

pertenece a Rqla, b].

(b) Para cada S € Ryla,b] existe una nica o € ML [a,b] tal que

b
S(2) ::/ L o) (1.1.4)

t—=z

se satisface para todo z € C )\ [a, b].

Demostraciéon. Probaremos la condicién suficiente. Sea o € M‘é[a,b]. Observemos que S7)(z) es
holomorfa en C\ [a, b]. En efecto, sean z,29 € C\ [a,b], y U una vecindad de zg en C\ [a, b], tenemos

Sl(z) - 8@ (=) _ 2 do(t) — [ Lodo(t)

lim =
220 Z—2p z—20 2 =20
b
Sl eggldo(t)
= lim
Z—r20 zZ — 20
b (z—20)
a [ﬁ]da(t)
_ h’m f (t )(t O)
Z—20 zZ— 20
b _
= lim (2 = 20) do(t)

z=z20 J, (t—2)(t — 20)(z — 20)
b

(

[ P

z—=20 J, (t — Z)(t — Z())
(

|
:/a =) ————do(t).

Como se puede ver, la funcién matricial S es complejo diferenciable en cada una de sus entradas
para cualquier zg € U donde U es una vecindad arbitraria de C \ [a, b], entonces S [} es holomorfa en
C\ [a,b]. Sea w € II, tenemos

do(t)

Slw) — (5w))”

Jm Sll(w) = 5
1
1 [/ 1 1
21 t—w t—
1 (% 20mw b mw
= — | 200 = | ——=_do(t).
2, Jt—wp? a(t) TP o(t)

Claramente se sigue que Jm S [] (w) > 0 para cada w € II;. Ahora, sea x € (—o0, a), entonces

b
SPw) = [ dott),

— X
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ya que t € [a, b], se sigue que SI(z) > 0 para cada = € (—o0,a). Sea x € (b, +o0), se tiene

1) () = /b L o)

t—=x

y como z € [a,b], tenemos que SI%(z) < 0, y ademds —Sl(z) > 0. Por lo tanto, S\)(z) € R[a,b].
La condicion suficiente queda demostrada.

Probaremos la condicién necesaria. Sea S € Rg[a,b]. Sea g € C constante y sea s : C\ [a,b] = C
una funcién escalar definida mediante s(z) = (g, 5(2)g). Ya que S es holomorfa en C\ [a, b], se sigue
inmediatamente que s es holomorfa en C \ [a, b]. Claramente se cumple que

I, C C\ [a,b]. (1.1.5)

Entonces de ([1.1.5) tenemos que s es holomorfa en I1;. Sea z € I, de acuerdo a la Ecuacién (B.1)
del Apéndice B, tenemos que

Jm (g, S5(2)g) = g"Im S(z)g,
es decir,
Jms(z) = ¢"ImS(z)g. (1.1.6)

Ya que por hipdtesis Jm S(z) > 0 para cada z € II;, de (1.1.6) tenemos que Jm s(z) > 0 para cada
z € I1;. En vista de la Definicién (B.1) del Apéndice B, podemos concluir que

s € Ri1. (1.1.7)
Sea t € (—o0,a), tenemos
s(t) = (9, 5(t)g) = g"S(t)g (1.1.8)
y por hipétesis, S(t) > 0 para cada t € (—o0, a), entonces de se sigue
s(t) >0 paracada t€ (—o0,a). (1.1.9)

Similarmente, sea t € (b, +00), tenemos

s(t) = (9,5(t)g) = g"S(t)g.

o bien
—s(t) = —g"S(t)g = g"(=5(¢))g. (1.1.10)
Por hipdtesis, para cada t € (b, +00) se cumple que —S(t) > 0 y de ([1.1.10]), obtenemos que
—s(t) >0 paracada t € (b,+00). (1.1.11)

De acuerdo a ([1.1.7]), tenemos por el Teorema B.3 del Apéndice B que existe una inica o no decreciente
tal que

 do(t)

o t—2z

s(z)—’H—ﬁz—i—/

(1.1.12)

Tenemos que s(z) es holomorfa para z =z < ay z = x > b. Ademds de (1.1.9) y (1.1.11)) tenemos
que s(z) es real para z =x < ay z = x > b, se sigue de la férmula de inversién de Stieltjes (B.4) del
Apéndice B que la funcién o(t) que aparece en es constante para t < a y t > b, de manera
que de hecho o estd acotado y tenemos

b
s(2) :7+Bz+/ do(t) (1.1.13)

t—=z

donde 8 > 0. Supongamos que (3 > 0, entonces para z = x > a suficientemente grande

b
s(z) = v+ Bz + / do(t)

a — X

y si x es suficientemente grande solo queda el término Sz, entonces para ese x se deberia tener s(x) > 0,
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pero de ([1.1.11) tenemos que s(z) < 0, entonces 8 = 0. Ahora, si v # 0, se tiene
b b

do(t do(t

sw=r+ [ Dy semy = [ (2
a a

t—x t+x’
entonces para x > 0 suficientemente grande los valores de s(x) y s(—x) por hipétesis deberian tener
signos opuestos, pero para ese x es imposible. Asi v = 0. De esta manera reescribimos (|1.1.13]) como

b g
s(z):/ do(t) (1.1.14)

t—z
Por lo tanto, queda demostrado el caso escalar. Utilizando (|1.1.14)), y el método de la polarizacion
ubicado en la seccién B.1 del Apéndice B, se demuestra el caso matricial. ll

Segtin el Teorema el mapeo f : M%[a,b] — Ryla,b] dado por f(o) := Sl es biyectivo. Para
todo o € M%]a,b], la funcién matricial S : C\ [a,b] — C?*9 definida en es llamada como la
transformada de Stieltjes de o. Reciprocamente, si la funcién matricial S € Rya, b] es dada, entonces
la tinica o € MY [a, b] que satisface para todo z € C\ [a, b] se dice que es la funcién distribucién
de Stieltjes que corresponde a S. Ahora veamos que la transformada de Stieltjes se puede escribir
como una serie.

Teorema 1.3. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y ./\/lqz[a, b] definido como en la Definicion . Sea
s M%[a, b]. Denotamos a Slol como la transformada de Stieltjes de 0. Para cada j € No denotamos

(o)

a s;’ el j—ésimo momento definido como en (1.1.9) correspondiente a o. Ademds sea z € C elegido
de manera que |z| > max{|al,|b|} se cumple. Entonces z € C\ [a,b] y

[eS) (o)
S
Sl(z) == z’f“' (1.1.15)
k=0

Demostracién. Sea t € [a, b]. Entonces
|| < méx{[al, [b]}.

Debido a la eleccion de z, se sigue que

z€ C\ [a,b]
y |t] < |z, es decir, z # 0 y

t

4

2| 4

En vista de la férmula para la serie geométrica, se tiene lo siguiente

tiz - (11_ 0 :_ii(ﬁ)k (1.1.16)

z k=0

Ahora mostramos que la convergencia de la serie ((1.1.16]) es uniforme para todo ¢ € [a, b]. Sea t € [a, b].
Entonces

k .
O] i maxal. oy
z 2
_ (méx{\a|, 0]} ‘ (1.1.17)
E . 1.

Ya que

E
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luego se tiene, debido a la formula para la serie geométrica,

o~ ((méx{lal, [b]} )" _ L
2 ( E = [ mael[alE]} (1.1.18)

k=0 2|

Debido a (1.1.17) y (1.1.18]), por el criterio de Weierstrass se tiene una convergencia uniforme de la

serie de funciones entonces
n k [ee] k
t t
2 (z) p3 <z>
k=0 k=0

Esto significa que se permite que la integracion y la suma correspondiente a series se intercambien en
el siguiente célculo y si se observa el resultado ((1.1.16)) tenemos

lim sup
=00 te(a,b]

do(t)
k=0
1\ =1 b,
k=0
B () S’(:)
- Z Skt
k=0

|

Definicién 1.12. Sean ¢ € N, n € Ny a € R y b € (a,00). Sea M%[[a,b]; (sj)gfal] definido como
en la Definicion . Mediante Rg[[a, b]; (sj)iigl] denotamos a el conjunto de todas las funciones
matriciales S : C\ [a,b] — C9*9 definidas como en (M}, es decir, S7) .= ff(t —2)"Ydo(t) para
cada o € M%[[a, b]; (sj)?igl].

Nétese que Ry |[a, b]; (s;)375!] también es el conjunto de las transformadas de Stieltjes de todas las

j
distribuciones o Hermitianas no negativas que pertenecen a M |[a, b]; (sj)iigl]. Con las notaciones

actuales, la versién matricial del problema de momentos de Hausdorff puede escribirse como:

2n+1]

Replanteamiento del problema de momentos en términos de R|[a,b]; (s;) 0

Problema 1.4. Sea Ny denotado como en la Notacion [1 Sean ¢ € N, n € No, a € R y
b € (a,00). Ademds sea Rg[[a,b]; (sj)?i'gl] definido como en la Definicion . Sea (sj)?i'gl
una secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q, se requiere describir el comjunto

Rylla, b; (s;)328].

La consideracion de esta version reformulada del problema de momentos tiene la ventaja de que
se pueden aplicar métodos de teoria de funciones. Claramente de la parte (a) del Teorema se tiene
que

Rq[[aa b]v (8])32—51] C Ry [av b]
y esto representa un problema en la clase R,[a, b]. Notemos que

MLa,b; ()25 1 £ 0 siysolosi Rylla,b]; (s;)3m4"] # 0.
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Ahora, pasamos a introducir notaciones adicionales, adecuadas e importantes ya que se usardn en la
mayor parte de lo que sigue.

Definicién 1.13. Consideremos q € N. Usaremos I, para designar la matriz identidad que pertenece
a C?%9. La notacion Ogxq representa la matriz nula que pertenece a C1*9. Si la dimension de una
matriz identidad o una matriz nula es obvia, omitiremos los indices. Para todo j € Ng y toda k € Ny,
sea 0ji, el simbolo de Kronecker, es decir, 6j, =1 si j =k y 0, := 0 si j # k. Para cada n € Ny, sea

Ogxq Ogxq -+ Ogxg Ogxq
Iy Ogxg - Ogxg Ogxq
Toi= G l)pmo = | 0 e (1.1.19)
Ogxg Ogxg -+ 1y Ogxg
y sea Ry, : C — CDex(n+1)a definida por
Iq Oqu . .. Oqu
z1, 1, ... 0
Rp,(2)=(I-2T,)" =| " 0 (1.1.20)
2, 2,
Sea vy := I, y, para cada n € N, definimos
I
0
U = { Iy } = . (1.1.21)
Ongxq :
Ogxq
2n+1

Definicién 1.14. Sea ¢ € N. Para cada n € Ny y cada secuencia (s;);;" de matrices Hermitianas
de dimension q X q, llamaremos a

S0 S1 N Sn
A= | 0T (1.1.22)
S'n Sn+1 - . 52-n
S1 S92 PN Sn+1
Hyp = S:Q S:?’ . S”fz (1.1.23)
Sn+1 Spn+2 ... S2n41

como la primera (respectivamente, la seqgunda) matriz de blogue de Hankel asociada a (sj)?i'gl. Mads
aun, para todos nimeros reales a y b que satisfacen a < b, para cada entero no negativo n, y para cada

secuencia (sj)?zgl de matrices Hermitianas de dimension q X q, llamaremos a las matrices

Hy, = —aHy, + Hap, (1.1.24)

respectivamente,
Hy,, = bHy,, — Hay, (1.1.25)
como la primera (respectivamente, la sequnda) matriz de bloque de Hankel asociada a el intervalo [a, b]

y la secuencia (sj)iggl. Para cada n € Ny y cada secuencia (sj)?igl de matrices Hermitianas de

dimension q X q, definimos

iy = — , (1.1.26)

ULy 1= Uy — alyly, (1.1.27)
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Uy 1= —Up + 0T Uy, (1.1.28)

Definicién 1.15. Sea q € N. Sean a y b niimeros reales que satisfacen a < b. Sea S : C\ [a,b] — CT*1
una funcion matricial. Definimos las funciones matriciales como sigue Sy : C\ [a,b] — C7*?

Si(z) := (z —a)S(z), (1.1.29)
Sy : C\ [a,b] — C1*4
Sy(z) = (b—2)S(2). (1.1.30)

Llamamos a S1 y Sa, como la primera funcion matricial asociada cancnicamente a S y la sequnda
funcion matricial asociada canonicamente a S, respectivamente.

Tengamos en cuenta que M.G Krein y A.A. Nudelman (ver [KN, pdg. 394]) mencionan que, en el
caso ¢ = 1, las funciones S; y So puden usarse para caracterizar la clase R4 [a, b]. Este resultado sera
probado para el caso matricial, es decir, para la clase Rg[a, ], en el Lema m

Definicién 1.16. Sean n € Ny, a € R, b € (a,00), ¢ € N y (33)2”'51 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension gxq. Sea S : C\[a,b] — C?*9 una funcién matricial que es holomorfa en C\

la,b]. Ademds, sean T, R, (2), vn, Hipn, Han, Uin, U2n, Sy y Sy definidos como en las Definiciones

[1.15,|1.14) y|1.15], respectivamente. Decimos que S es solucion del sistema de desigualdades matriciales

fundamental de tipo V.P. Potapov asociado a [a,b] y (sj)iz)rl st para cada z € C\ R, las matrices
Hyp R, (2) [Ungl (2) —u1n] )

[S] % n
Kinle) = ([S*()*—u;,nm;n(z) (51(2) — 512} /(= - 7)

(1.1.31)

K (2) = Han Rr, (2) [vnSa(e )_“2”]> (1.1.32)

<[52() n = ub R, (2) {S2(2) — g()}/{z—z}

ambas son Hermitianas no negativas.

Observaciéon 1.2. Las matrices K[ ]( )y K[ ](z) definidas como en la Definicion |1.16, son de
dimension (n + 2)q X (n+ 2)q.

Definicién 1.17. Sean n € Ny, a € R, b € (a,00) y q € N. Sea (s])fnérl una secuencia de matrices
Hermitianas de dimension q x q. El simbolo Py|[a, b]; (sj)fngl] representard el conjunto de todas las

soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental de tipo V.P. Potapov asociado a [a,b]

Y (Sj)inJorl

Teorema 1.5. Seann € Ny, a € R, b € (a,00) y ¢ € N. Sea s; definido como en . Sea (sj)?”'gl

una secuencia de matrices Hermitianas de dimension gxq. Sean Rg[[a, b]; (s; )?"31] y Pylla, bl; (s )2"31]
definidos como en las Definiciones[1.19 y[1.17, respectivamente. Entonces se satisface

Rylla, s (s7)725") = Pylla, b]; (57325 ]

La demostracién del Teorema [I.5] queda pendiente ya que requiere de los resultados que se encuen-
tran en las secciones 1.3 y 1.5.

1.2. Principales identidades

En esta seccién mostraremos y destacaremos las identidades esenciales que conectan a las matrices
de bloques introducidas en la seccién 1.1, mas especificamente, nos referimos a las Ecuaciones ([1.1.19))-
(1.1.28) y que ademaés nos servirdn para simplificar calculos posteriores.

En principio, introducimos algunas identidades triviales.
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Observacidén 1.3. Supongamos que ¢ € N, a € R y b € (a,00). En vista de (1.1.19)-(1.1.28), para
cadan € Ny, z € C, y cada secuencia (sj)?ggl, de matrices Hermitianas de dimension q X q, entonces
claramente se satisfacen las identidades

Rple) = (I - #Ty), Bi,(3) = Rre(2), [Rp, ()7 = (1 - #T)

R;nl(a) = (I —aTy,), Rp (a)=Rr:(a), [R} (a)]”'=(I—al}),
Up = _ﬁl,nvna
w1 = [Rr, ()] i,

Uz = —[Rr, ()] tn,

RTn (a)ulvn = _RTn (b)UQ’n.

Observemos que sin € Ng y st (sj)gigl es una secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q

tales que Hy, >0 y Hyjp > 0, entonces la ecuacion

~ 1

Hip=3— CL(Hl,n + Hsp) (1.2.1)
demuestra que también Hy,, es Hermitiana no negativa. La identidad se obtiene de resolver
las Ecuaciones 4].1.24[) Y 1.1.251) para Hy . Ademds, de Hi, = Hin y H3,, = Hayn se sigue que
I:IS,n = 1:12,71 ya que

~ 1
Hyp = m(le,n +aHyy). (1.2.2)

Similarmete la identidad se obtiene de (1.1.24) y (1.1.25).

Lema 1.6. Supongamos que a # 0 y ¢ € N. Sea n € Ny y sea (sj)iigl un secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q X q. Ademdas sean Ty, vy, ﬁl,n, Hs,, Hi, y Uy definidos como en las
Definiciones[1.15 y[1.14) Entonces se satisfacen las siguientes igualdades

Hl,n - H2,n

vy = HonTi + (1.2.3)

- Hy, -0
onity, = ToHpp + =" (1.2.4)

Demostracién. Por un lado tenemos que se satisface:

_s —S0 0O ... 0
0 —51 0 ... 0
unvn = [Iq 0 0] = . : . :
o —$p 0 ... 0
Por otro lado,
[ sy 9 Sntl 0 I 0 0
N S9 S3 e Sn+2 0 0
H2,TLT'rL = . .
Do 0 I
| Sn+1 Sn4+2 ... S2p+1 0 O 0 0
0 s Sn
_ 0 59 oo Sp4l
| 0 Spp1 oo S2p
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Si restamos la matriz Hy ,, tenemos

[0 s1 ... s, s9 S1 ... Sp
~ ~ 0 S92 cee Sp41 S1 S92 cee Sp+l
*
HZ,nTn - Hl,n = . . . . -
| 0 spp1 ... Sop Sn Sptl ... Sop
i —S80 0 0
—S1 0 0
| —Sn O 0

que es precisamente u,v;,, entonces
Ui = Hon T — Hy
y si a # 0, entonces de y de se sigue . Ademass
Ol = (Unvl)* = (Ho Ty — Hi )™

Debido a que (sj)?fgl es un secuencia de matrices Hermitianas, entonces
~ % ry r
Unply, = TnHZn - Hl,n

y si a # 0, entonces de ([1.1.24]) y de (1.2.6]) se sigue (1.2.4). B

2n+1

(1.2.5)

(1.2.6)

Proposicién 1.7. (Identidades de tipo Ljapunov). Sean n € Ny, g € N y (Sj)j:() un secuencia
de matrices Hermitianas de dimension q X q. Ademds, sean Ty, vy, H1pn, Hop urp y uz,y, definidos
como en las Deﬁniciones y|1.14 Entonces para cada r € {1,2}, se satisface la siguiente igualdad

*k * *
H,.,T, —T,H,, = unv, — UpUy. -

Demostracién. Sea r = 1. De acuerdo a , del lado derecho de se tiene
UL Uy, — vnuin = (I —aT,)uv;, — vya* (I — aTy).
En vista de y
U1 vy, — vy, = (I — aTn)(lEIg,nT;lk - ﬁl,n) - (Tn}:’zn - ﬁl,n)(l —aT)y).
Al distribuir y simplificar, tenemos
(I — aTy)(Hen Ty — Hip) — (TnHay — Hip)(I — aT})
= Hy, T} — Hy o — aTy Ho T + aTy, Hypy — Ty Hop + Hypy + aTy Ho T — aHy T
= Hy, T + T, Hy y, — TpHo, — aHy T
= (Hop — aH1 )Ty + Ty(al, — Hap) = Hi o T — Ty Hi .

De esta manera,
*— 1, =H,TF —T,H
UL,nUp — Unly p Inip ntdln-
Similarmente, se puede demostrar ((1.2.7)) para r = 2. Por lo tanto,
* * *
H,.,T, —T,H,, = urnv, — Uny .

(1.2.7)



1.3. Del problema de momentos a las desigualdades matriciales de V.P. Potapov. 15

1.3. Del problema de momentos a las desigualdades matriciales de
V.P. Potapov.

El objetivo en esta seccién, es demostrar que toda funcién matricial que pertenece al conjunto
Rylla, bl; (sj)?fgl] definido como en la Definicién m es una solucién del sistema de desigualdades
matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov, es decir, pertenece al conjunto Py|[a, b]; (S]’)iz—gl]
segun la Definicién [1.17

Definicién 1.18. Sean ¢ € N, a € R y b € (a,00). Dirijamos nuestra atencion al conjunto definido
en la Deﬁnicio’n Ma,b]. Para cada o € M%[a,b] y cada j € No, definimos

b
[o] ._ j
Sj = /a tdo(t). (1.3.1)
Ademds, para todo o € qu[% b y todo m € Ny, sea szl[ail (respectivamente, I:IQ[UAL) la primera (respec-
g."])fﬂ)“ Y sea Hﬁ]n (respectivamente,

ng,]n) la primera (respectivamente, la sequnda) matriz de bloques de Hankel asociada a el intervalo

tivamente, la sequnda) matriz de bloques de Hankel asociada a (s

[a,b] y la secuencia (sgg])?ZJl, es decir, las matrices I:[E',]n, I:IQ[‘;]H, Hl[ajn Y HQ[UT]H estdn dadas por
N
H), = 5[1.0} 5[2.01 . SLZ.LI : (1.3.2)
ba b
g e
i, = | Y e | o
3[;:;]+1 5%—%2 5[2(:7]1+1
HY) = —aH) + AY) (1.3.4)
Y
HY) =AY — A (1.3.5)

Definicién 1.19. Sea g € N. Para cada m € Ny, sea E,, la matriz polinomial de dimension (m+1)gxq
definida por

_ I -
2zl

Ep(z) = | %14 |. (1.3.6)

zMI,
Para cadam € Ny de acuerdo a la Definicion[1.13 tenemos que vy, y Ry, estdn definidos. Obviamente,
En(0) = vy, para cada m € Ny. Ademds, para cada m € Ny y cada z € C, de las Ecuaciones (1.1.2(

y (1.1.21]) se sigue inmediatamente
En(z) = Rr,, (2)vm. (1.3.7)

Ahora establecemos las representaciones integrales importantes para las matrices de bloque de
Hankel introducidas en (1.3.2)-(1.3.5]).
Lema 1.8. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y ./\/l;[a,b] definido como en la Definicion . Sea
o € M[a,b] y m € Ng. Sean ffﬂ]n, all gl

2,m’ 1,m>

HQ[[;]ﬂ y B, definidos como en las Definiciones|1.18
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y[1:19 Entonces para cada m € Ny, se cumplen las siguientes igualdades:

/E t)do(t) EL () = H{,

/E (b—t)do(t)EL (t) = HY) .

En particular, para cada m € Ny, las matrices Hl[ "r]nﬂ Hﬂn Y Hégjn son Hermitianas no negativas, y la
matriz H[ o5 Hermitiana.
Demostracién. En vista de ([1.3.2)),
SEO'] 8[1(7]
(o] [o] [G]
~ 51 82 e +1
HO =7 "
o] o]
Sm m+1 e S2m
De acuerdo a (|1.3.1]), tenemos que
- b b
/ tYdo(t) / thdo(t t"do(t
a a g

b b
Al _ /tlda(t) /tZda() /tm“da()
1m — a a a

_ /a bt””:da(t) /a bt’”*:lda(t) /a bt2";da(t) |

Esta igualdad se puede reescribir mediante el uso de la notacién de la integral de la forma

tdo(t)  tldo(t) ... t™do(t)
ol _ /b tldo(t)  t2do(t) ... t™ldo(t)
Lm ™ : : : :

tmdo(t) t™tldo(t) ... t*"do(t)

Claramente la matriz H [ ] se puede expresar como:
1y
o bl ot
Ar :/ o) [ 1, t, ...t ],
tml,
que es lo mismo que
b
il = / Ry, (t)omdo ()0 R, (£).
De ((1.3.7)) se sigue que
b
{7, = [ En(0doE;(0),

Ya que o € M [a, b], se sigue claramente que H 1[07]71 es Hermitiana no negativa. Andlogamente, siguien-
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do los mismos pasos obtenemos

ayl, /E t)tdo (t) B ().

[o }

Claramente H

es Hermitiana. De ([1.3.4]), tenemos

H, — —aftl?, + A1)
:—a/E t)do(t)Er, (t /E t)tdo(t)E},(t)
/ En(8)(t — a)do (t) B (1),

Entonces,
b
HY) = / En(t)(t — a)do(t)EL (1)

yyaquea<tyo € /\/lqz[a, b], se sigue que Hj [U] es Hermitiana no negativa. Similarmente, se obtiene

Hp), — /E )(b— o (1) B ()

ycomot<byo€ qu[a, b], se sigue que H[ 7l o5 Hermitiana no negativa. Wl

Lema 1.9. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,0), M‘é[a, b] definido como en la Definicion y Rqla,b]
definido como la Definicion . Sea S € Ryla,bl, y sea o € /\/lqz[a, b] la funcion distribucion Stieltjes
de S. Sean Sy y Sy dados como la Definicidn . Entonces:

(a) Para cada z € C\ R,

(b) Las funciones matriciales S y Sy son holomorfas en C\ [a, bl y, si Il; estd denotado como en
la Notacién@ entonces para cada w € I, las matrices Jm S1(w) y Im Sy(w) son Hermitianas
no negativas.

Demostracién. (a). Sea z € C\ R. En vista de (1.1.4) y (1.1.29) obtenemos

S$i=) = 8i:) _ 1 [(z—a) /ab(t—z)_lda(t)—(z—a) /ab(t—Z) ot >]

zZ—Z z—Z
1 ["(z—a z-
- <z oz ‘f)da(t).
Z2—Z Jg \t—2 t—2

z-a _ zZ—a _ (t—a)(z—2)
t—z t—z (t—2)(t—2)

se sigue (1.3.8). Anédlogamente se puede probar ((1.3.9)).

Ya que

(b) Las funciones S, y S definidas en (1.1.29) y (1.1.30) respectivamente, son holomorfas en
C\ [a,b] ya que S € Ry|a,b]. Claramente, los lados derechos de (|1.3.8)) y (1.3.9) son Hermitianos no
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negativos para cada z € C\ R. Para cada r € {1,2} y cada z € I1;, tenemos

S.(z) — 5%(2) ~ Jm S,(2)
z—Z - Jmz

o bien
Sr(z) = S;(2)

zZ—Zz

Jm S, (z) = SJmz (1.3.10)

Por tanto, la afirmacién enunciada en la parte (b) se sigue inmediatamente. ll

Si S :C\ [a,b — C7%7 esta dado, entonces, como hemos mencionado en [KN| pdg. 394] para el
caso ¢ = 1, la primera funcién matricial Sy y la segunda funcién matricial Sy asociadas canénicamente
as pueden ser usadas para caracterizar el caso de que S pertenece a la clase Rg|a, b].

Lema 1.10. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y Ryla,b] definido como la Deﬁmczonn Sea S una
funcion matricial compleja de q X q definida en (C\ [a,b] y sean Sy y Sy definidas como la Definicion
[1.13. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S pertenece a Rgla,b].

(ii) Las funciones matriciales S1 y Sy ambas son holomorfas en C\[a, b] y las desigualdades Jm Sy (w) >
0 y Jm Sy(w) > 0 se satisfacen para todo w € 11, donde Il estd denotado como en la Notacion

7

Demostracién. El Lema demuestra que el enunciado (ii) es una condicién necesaria para el
enunciado (i). Ahora suponemos que el enunciado (ii) es verdadero. Tenemos por hipdtesis que S7 y
S son holomorfas en C \ [a,b] y ya que

S() =+ ! ~(31() + 52(2)

se satisface para toda C\ [a, b], entonces la funcién S es holomorfa en C\ [a, b] y satisface Jm S(w) > 0
para toda w € II;. Ahora, sea t € (—oo, a). Entonces, tenemos

JmS(t) = lim JmS(t+ie) >0 (1.3.11)
e—0t
y
(t —a)Jm S(t) = Jm Sy (t) = lim Jm Si(t +ig) > 0. (1.3.12)
E—r

Ya que t — a < 0 se satisface, de ((1.3.11]) y (1.3.12)) obtenemos Jm S(¢) = 0 para cada t € (—o0,a).
Ademas, para cada ¢ € (0,400) tenemos entonces

0 <ImSy(t+ie) = (t —a)ImS(t + ic) + eRe S(t + ic) < eRe S(t + ic)

y consecuentemente
S(t) =ReS(t) = lim Re S(t +ie) > 0.
e—0t
para cada t € (—o0,a). Similarmente, se sigue —S(z) > 0 para toda x € (b, +00) . Por lo tanto, el
enunciado (i) queda demostrado.ll

Sea S : C\ [a, b] :— C9*9 holomorfa en C\ [a, b]. Entonces el Lema [1.10]y (|1.3.10) demuestran que

si los bloques [2,2] de las matrices K[ } Y KQ[ } que estan dados por ((1.1.31)) y (1.1.32), son Hermitianos

no negativos para cada z € 11, entonces la funcién S necesariamente pertenece a Rgla,b]. Asi, si las

desigualdades K {ST]L(Z) >0y KQ[ST}L(Z) > 0 se satisfacen para cada z € II; entonces podemos asegurar
que S pertenece a R,[a, b].

En la demostracién del siguiente lema veremos qué ocurre en parte con los bloques [1,2] y [2,1] de

las matrices Kﬁl(z) y Kgs;]l(z) Antes de hacer esto observemos que, en vista de (1.1.19) y (1.1.20
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para cada n € Ny la funcién Ry, : C — C+Dax(+1)a pyede ser respresentada por

n

Rr,(2) =Y #T] (1.3.13)

7=0
para todo z € C y que las identidades

Rr, (w)Rr,(2) = Rr, (2)Rr, (w),
(I —wTy)Ry, (2) = Ry, (2)(I —wTy)

Ry, (w) — Ry, (2) = Ry, (2)((I — 2T3,) — (I — wTy,)) Ry, (w)
= Ry, (2)(WT, — 2T3,)R1, (W)
= (w—z)Ry, (2)TnR1, (w) (1.3.14)

se satisfacen para toda w y z en C.

Lema 1.11. Sean ¢ € N, n € Ny, a € R, b € (a,00) y sea (sj)jzn'gl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q tales que el conjunto qu[[a, bl; (sj)ifgl] definido en la Definicion
es no vacio. Ademds, sea E, definido como en la Definicién . Si Ryl[a, b]; (sj)ingl] estd definido

como en la Deﬁm’cién sea S € Ry[la,bl; (SJ)?"#] y sea o la funcion distribucion Stieltjes de S.

Entonces para cada z € C\ R,
5 b [ En(t) 1
Ki,(2) = / LI (t —a)do(t) <E;§(t) t—qu> (1.3.15)
a t— 7 q
)
] b [ En(t) 1
K () = / i) | 6=niow (E;;(t) — qu) (1.3.16)
@ \t—z

Demostracién. De S € R,[[a, b]; (s])ingl] obtenemos o € M%[[a, b]; (51)5”31] En vista del Lema
y Lema es suficiente verificar que

) by
Ry, ()01 (2) — 0] = / <§ - Z> By (#)do(t) (1.3.17)
y
b _
Re, (2)[omSa(2) — upn] = / (i’_ z> By (t)do(t) (1.3.18)

se satisfacen para todo z € C \ R. Usando (1.1.27)) y (1.1.29) podemos concluir que
Ry, (2)[v,51(2) — Ulyn) = (2 — a)Ry, (2)vp,S(2) — Ry, (2)(I — aT3,) . (1.3.19)

En vista de ((1.1.4)), tenemos
b1
S(z) :/ < >da(t). (1.3.20)
o \t—2

Del Lema [1.8] (1.1.20)), (1.1.21)) y (1.3.7) vemos inmediatamente que

iy = —Hyon = — / ' Bu(t)do(t)1: — / Ry, (Dondo() (1.3.21)

se cumple. Debido a (|1.3.19)), (1.3.20) y (1.3.21] inferimos entonces que

b —a
Re, (2)[onS1(2) = wn.n] = / "= Ry, (2)ondo (1) / R (2)(I — aTy) Ry, (Homdo(8).  (1.3.22)
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Para cada ntmero real ¢, de (1.3.14]) obtenemos

Consecuentemente, ((1.3.22)) y (|1.3.23)) nos proporcionan

b
Ry, (2)[0nS1(2) — u1 0] = / <t i Z[ZRTn(Z) + (t — 2) Ry, (2) Ry, (t) — aRT, (t)]vn> do(t). (1.3.24)

Usando , para todo t arbitrario en R, obtenemos
2Ry, (2) + (t — 2) Ry, (2) Ry, (t) = 2Ry, (2) + tRy, (2)Rr, (t) — 2R1, (2) Ry, ()

= zR7, (2)R} ( )Ry, (t) + tRp, (2)Rp, (t) — 2Ry, (2) Ry, (1)
= Rr,(2)[2R7, (t) + tI — 21| Ry, (t)
= Ry, (2)[z(1 —tT ) +tI — zI|Ry, (t)
= Rr, (2)t[I — 2T0] R, (t)
= Rr, (2)tRz, (2)Rr, (1)

=tRp, (1). (1.3.25)

; . - (B, (t) = Br, (2)). (1.3.23)

z

z

De (1.3.24) y (|1.3.25) se sigue

) b ity
R, (2)[0n81(2) — wr ] = / (t >RTn(t)vnda(t). (1.3.26)

o \t—2

Adems4s

185 (2)s — i )R, (2) = (R (2)[0n$1(2) — wa))

_ </b i‘Tj(?vn(t - a)da(t)>*.

Luego, debido a que o(t) es Hermitiana, se cumple

*

:(ggigda(t) /abtg:gda(t) /{ft"EiiZ%da(t))
_ / =)t tyor R, (1),

t—Z
donde hemos usado el Lema A.6 del Apéndice A. Entonces

b(t—a
(ST (2)v — uf )R, (2) = / L_)do(t)v;‘LR*Tn(t). (1.3.27)

t—2
El Lema [1.8] (1.3.8), (1.3.26), (1.3.27) y Rz, v, = E, implican

. /abEn(t )(t — a)do (£ B2 (1) /ab (i:j)En(t)da(t)
[ Bwwen [ () e-owo (L)

:/b[( _Eng) ](t_a)do*(t) B0 (- 2)T,].

151

1,n
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Anédlogamente, como se verificé (|1.3.17)), se verifica ([1.3.18]) y entonces se tiene

b
KPSl (2) :/a [ t ;E’;gli)llq } (b—t)do(t) [EL(t) (t —2)"'1,] .

Asi, el Lema queda demostrado. B

Proposicién 1.12. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)?igl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Si Ry][a, b]; (sj)gi'gl] estd definido como en la Definicion Yy
Pylla, b]; (s;)351 estd definido como en la Deﬁnicz'o’n entonces se satisface la siguiente inclusion

7=0
RQ[[aa b]; (3])52—51] - PQHCL7 b]; (S])?i—(i)_l}

Demostracién. Sea S € R,[[a,b]; (sj)gz)rl]. Por la Definicién S estd definida de C \ [a,b] en

C7*% y es de la forma S(z) = fab(t — 2)"do(t) donde o € M,][a, b]; (sj)?’:‘gl]. Ademss, S € Ryla,b] y
por la Definicién se tiene que S es holomorfa en C \ [a,b]. En vista del Lema tenemos que
K{S)l(z) y KQ[SJZ(,Z) dadas por (1.1.31) y (1.1.32]), respectivamente, se pueden escribir como en ([1.3.15
y , respectivamente, para cada z € C\ R. Ya que t € [a,b] el integrando es no negativo, se

sigue que K {S)L (z) >0y Kgsql(z) > 0 para cada z € C\ R. Usando esas representaciones integrales se
puede ver que ambas matrices son Hermitianas en z € C \ R. También se puede verificar que K {SA (2)

y ng]@(z) son Hermitianas directamente de (|1.1.31) y (1.1.32)). B

Asi finalizamos esta seccién teniendo en cuenta que

Rylla,b]; (5;)725"] € Pylla, b]; (s7)328]-

1.4. Condicion de existencia de la solucion de la version matricial
del problema de momentos

En esta seccién reproducimos el criterio de existencia de la solucién al problema de momentos de
Huadorff en la versiéon matricial.

2n+1

Lema 1.13. Sean ¢ € N, n € Ny, a € R, b € (a,00) y sea (Sj)j:() una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension qx q tales que el conjunto M2 [[a, b]; (sj)?i'gl] definido en la Definicion|1.10
es no vacio. Entonces las matrices definidas en la Definicion fILn, Hy, y Ha, son Hermitianas

no negativas y la matriz ﬁgm es Hermitiana. En particular, s; = s; para todo j € Noopy1 donde
No,2n+1 estd determinado por la Notacion .

Demostracion. Con las hipétesis del Lema obtenemos las matrices definidas en la Definicion
1.14* Sea o € M%[[a,b]; (sj)iiérl], claramente o € MY [a,b]. Entonces se puede ver que la afirmacién

del Lema se sigue de aplicar el Lema con las matrices introducidas en (1.1.22)-(1.1.25) B

El Teorema es importante ya que nos habla sobre la condicién necesaria y suficiente para la
existencia de la solucion de la versién matricial del problema de momentos.

Teorema 1.14. Sean a € R, b € (a,), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)giarl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Entonces el conjunto M [[a, b]; (sj)?i'gl] definido en la Definicion
es no vacio si y solo si las matrices de bloque de Hankel introducidas en la Definicion Hy

y Hs p,, ambas son Hermitianas no negativas.

Demostracién. Probaremos la condicién necesaria. Supongamos que M%[[a,b]; (sj)?zgl] # (). De

acuerdo al Lema [[.T3] tenemos que en particular, las matrices de bloque de Hankel Hy, y Ha,
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ambas son Hermitianas no negativas. La demostracion de la condicién suficiente se puede encontrar
en [CDFK| pag. 160-161]. &

Observacién 1.4. Notemos que el Lema a parte de ser importante por proporcionarnos las re-
presentaciones integrales de las matrices de blogue de Hankel introducidas en —, también
es importante porque es la base para obtener una condicion necesaria para la existencia de la solucion
de la version matricial del problema de momentos de Hausdorff.

1.5. De las desigualdades matriciales de Potapov al problema de
momentos

En esta seccién vamos a concluir que toda funcién matricial que satisface el sistema de desigualda-
des matriciales fundamental del tipo V.P. Potapov asociado a el intervalo acotado [a, b] y la secuencia
(sj)gforl de matrices Hermitianas de dimension ¢ X g, también es una funciéon que pertenece al conjunto

Rylla, bl; (sj)?fgl] definido en la Definicién m

Al aplicar el Lema para la demostracién del Teorema obtuvimos una condicién nece-
saria para la existencia de la solucién del problema de momentos en versiéon matricial de Hausdorff.
De manera similar al Lema [1.13] agregamos la siguiente observaciéon que nos permite obtener una
condicién necesaria para la existencia de la solucién del sistema de desigualdades matriciales funda-
mental de tipo V.P. Potapov asociado a [a,b] y (sj)Q”'H, es decir, una condicién necesaria para que

j=0
Pylla.bl: (s)25"] # 0.

Observacién 1.5. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y (sj)ilfgl
tianas de dimension q x q. Ademds, sea Pglla,b); (sj)iggl] definido como en la Definicion E Si

Pylla, b); (sj)ii'gl] es no vacio, entonces para las matrices introducidas en la Definicion se cum-

una secuencia de matrices Hermi-

ple: Hyp >0, Hyp >0, I:ILn >0, ﬁé‘n = ﬁgjn y en particular sj» = sj para cada j € Noop41 donde
No,2n+1 estd denotado de acuerdo a la Notacion @

Demostracién. Sea S € P,[[a, b]; (sj)?%rl]. Por la Definicién para cada z € C\R, se cumple que

Kfr]b(z) >0y K%ﬂ(z) > 0. Multiplicando las desigualdades Kl"gn(z) >0y Kl

5(2) > 0 por izquierda
y por derecha por las matrices

I,
(I(n-‘rl)q Oqu), < ( +1)q> g

Oqu

respectivamente, se tiene que

Hl,n 2 0 y Hg’n 2 0. (151)

De 1) y la identidad 1 , se sigue que H 1, = 0. Ademas, de la Definicién m tenemos que

Kﬁ]l(z) y Késjl(z) son Hermitianas, entonces Ijlgm es Hermitiana y en particular s7 = s; para cada

J €Noz2ny1. B

Observaciéon 1.6. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y (sj)?i'gl una secuencia de matrices comple-

jas de q x q. Ademds, sea Pyl[a,b]; (sj)?lgl] definido como en la Deﬁm'ciénm. Supongamos que
Pqylla, bl; (sj)?igl] # 0. Sea S € Pylla, b];(sj)?igl]. Entonces las funciones Sy y Sy candnicamente
asociadas a S las cuales estan definidas en (1.1.29) y (1.1.30) ambas son holomorfas en C\ [a,b]. Mds

atn, para cada v € {1,2} y cada w € I, si consideramos K,[,?;]L(w) >0y (1.5.10) se sigue inmedia-
tamente que Jm S'T(w) > 0. Aqui 11 y K,[as;l estan definidos mediante la Notacion |7 y la Definicion

[1:16, respectivamente.
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Lema 1.15. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)?igl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension gxq. Si Rqa, b] estd definido como en la Deﬁm’cio’n y Pylla, bl; (sj)?igl]
estd definido como en la Definicion[I.17. Entonces se cumple la siguiente inclusidon:

Pq[[a’ bl; (Sj)ii—(ij_l] C Ry [a, b].

Demostracién. Supongamos que Py|[a, b]; (sj)iigl] # 0y sea S € Pylla,b]; (sj)?igl], entonces de la
Observacién [1.6| se sigue el enunciado (ii) del Lema que es equivalente al enunciado (i) del mismo
Lema [1.10] Por lo tanto S € Ry[a,b]. B

Lema 1.16. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)?zgl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension g x q. Ademds, sean T, Rr, (%), vn, Hin, Hapn, U1 pn, y U2,y definidos como
en las Definiciones y. Supongamos que s5 = s; se satisface para cada j € Nogpi1 donde
No,2n+1 estd denotado como en la Notacion @ Sea S : C\ [a,b] — CT*1 una funcion matricial y sean
S1 y So dadas por la Definicidn . Para cada v € {1,2}, sea F,, : C\ [a,b] — Cr+hax(n+l)q
definida por

Fon(w) == H, Ti Ry, (©) + R, (w) [0S0 (w) — upn]vi B, (@). (1.5.2)

Para cada r € {1,2} y para todo z € C\ R, entonces
An(2) K (2)00(2) = Q=) (15.3)
T (2)Q(2)Th(2) = KEL(2), (1.5.4)

donde Kq[ns,l(z), QL‘S;]@(Z), Ay (2) y Tn(z) estan dadas por (f].1.31|), (f].].S’d),

r,n an(z)
Fro(2) AFn(2) — Fr(2)}/{z — 2} ) ) (1.5.5)

(
An(z) = < RZ"E)MTH - (()2)vn ) (1.5.6)
(

Lnt1)q 0 > . (1.5.7)

Demostracién. Sea r € {1,2} y sea z € C \ R. En principio, demostraremos 1) Sea Q[TSA(,Z) =
An(z)K,[ﬂﬂA;kL(z) y dividimos a Q,[nsr]b(z) en bloques de (n+ 1)g x (n + 1)g como sigue
i1y - (Az) B(z)
o= (o) 5):
Claramente, tenemos que A(z) = Hy.p, B(2) = F;n(2) y C(2) = F},,(2). Ademds, de (1.1.31)), (1.1.32)
y (1.5.6) vemos facilmente que

, < i Hyp R, () [035:(2) = ] > (TﬁR@(z))
[Sy (), —up )R, () {5:(2) = Si(2)}/{z — 2}) \vp Ry, (2)
= R, ()T Hy Ty R, (2) + Re, (2)0a S (2) 0, — g, R, (2)T5 Ry, (2)
+ R, (2) 1R, (2) [Ungr(z) = Urp]vy, R, (2)
+ R, (2)on{S,(2) = S7(2)}/{z - Z}o; Ry, (2).
Usando podemos concluir

Rr, (Z)TnRTn (Z) [Ungr(z) — UT7H]U;R§“7L (2) _ R, (Z) - ?Tn (2)

z—Z

_ Ry, (2)[vnSr(2) — wpn)vl Ry, (Z)

[Ungr(z) - ur,n]U:,R;“n (2)

— R, (2)vn Sy (Z)U;R;n (2) + R, (g)ur,nU;Ri (2)),
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entonces
D(z) = - i Sz = 2) Ry, ()T Hrin T, R, () R, (2) [00 Sy (2) = wrnlon R, (2)
+ Re, (2)urnvn R, (2) = R, (2)0a[S (2)0), — uy )R, (2)
— Rr, (2)vpuy, Ry, (2)]. (1.5.8)

La Proposicién [1.7| nos proporciona las siguientes igualdades:
R, (Z)ur nvy, RTn( Z) — R, (2 )UnurnRTn< zZ) = Rr, (2)(ur vy, Un“:,n)Rh(g)
= Rr, (2)(H:nT, — T H, )Ry, (2). (1.5.9)
Por lo tanto de (|1.5.§] y 1.5.9) inferimos que
D(z) = ;[RTn(Z)(I —Z1,)H, T, Ry, (%)
— Ry, (2)TyHy (I = 2T7)RY, (2) + R, (2) (0050 (2) = up ] R, (2)
— R, (2)va[S) (2)vy, — uy | R, (2)].
En vista de Rr, (2)(I — 2T,) =1y (I — Z1;) Ry, (Z) = I, tenemos
1
D(z) = ——=[H, 4T, R}, (2) — Ry, (2) T Hy

+ R, (2)[0n S0 (2) = wrn]vy R, (2) = R, (2)0n[ S5 (2)0, — uy ] R, (2)]
. Frn(z) — F;:n(z)

z—Zz

Consecuentemente, ([1.5.3) queda demostrado. En vista de (|1 1.20)) y (L.1.21)), tenemos
v Ry, (2)vy, = I, y por lo tanto I'y,(2)Ay(2) = I. Asi de se sigue finalmente (1.5.4) W

Proposicién 1.17. Sean g€ N, a € R, b € (a,0) y (s])%fgl una secuencia de matrices Hermitianas

de dimensién q x q. Sea S : C\ [a,b] — C?? una funcion matricial holomorfa en C\ [a,b]. Para
r € {1,2}, sea Fy,, : C\[a,b] — CHDxX(+1a parg cadaw € C\ [a,b] definida por . FEntonces, S
es una solucion de el sistema de desigualdades matriciales fundamental de tipo V.P. Potapov asociado
ala,b] y (s )QTH si y solo si para cada z € C\ R la matriz Q ( ) dada por (1.5.5) es Hermitiana
no negativa.

Demostracién. Sean y € C2¢(»+1)x2a(n+1)  Consideremos r € {1,2} y las matrices KT[S;]L(Z) definidas
mediante (1.1.31)) y (1.1.32)). Usando el Lema tenemos que para cada z € C\ R

VIR = ¥ A KN ()AL (2)y = " K5l (2)z

donde x = A} (z)y. Claramente, Qq[nsq]l(z) > 0 para cada z € C\ R, si y solo si KT[«S;]L(Z) > 0 para cada
2€C\R N

Cabe mencionar que en estd seccién en gran parte se utilizan los resultados sobre las clases de
funciones R, Ro,q y ademas se utilizan las definiciones sobre expresiones asintéticas. Para mas detalle
ver el Apéndice B.

Lema 1.18. Sean H una matriz constante y S(z) una funcidn matricial holomorfa en C\ R, tales
que satisfacen la desigualdad matricial
H ‘ S(z)
S*(2) [{8(2) = 5*(2)} /{2 — 2}

(1.5.10)

entonces

1. Eziste una funcion matricial Hermitiana no decreciente X(t) tal que satisface las siguientes
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representaciones integrales

S(z) = /m dz(t), H* = /m dx(t) < H (1.5.11)

se cumplen.

2. Para dos vectores cualesquiera fijos e y g de respectivas dimensiones, se cumple la expresion

asintotica

le"S(iy)gl = o(1), y > 0, y — +oc. (1.5.12)
Aqui el simbolo o(1) que aparece en , estd definido en la Definicion A.10 del Apéndice
A.

Demostracién. 1. Por hipétesis, la funcién matricial S(z) es holomorfa en C\ R y
C\a,b) CcC\R
de acuerdo a ([1.1.5)), S(z) también es holomorfa en II; donde I estd denotado mediante la Notacién

De ((1.5.10) tenemos
S(z) = 5%(2)

zZ—Z

>0

— I

entonces
2Jt'nS(z) >0
2(Jmz
De donde, Jm S(z) > 0 para Jmz > 0. Por lo que S(z2) € R,.

Veamos que S(z) € Rg4. En (1.5.10) suponemos que z = iy, con y > 0 y luego multiplicamos
(1.5.10) por el lado derecho y por el lado izquierdo por las matrices

e 0 e|0
O g* ) 0 g I
donde e y g son vectores columnas de dimensién respectiva y sin pérdida de generalidad podemos
suponer que |le]| <1, ||g|| < 1. Obtenemos
[ e*He ‘ e*S(iy)g ] 0
g*S*(iy)e | g*{S(iy) — S*(iy)}/{2iy}g '

Observamos que

¢"He < |e"He| < |e"Hel* < |le*||| Hel| < ||He|l < || H]|

y
L S(iy) — 8*(i . S(iy) — S*(iy) |? 1 SGy) — S*(i
g (9)2. (y)gég (iy) . (y)g SHQHH (iy) . (iy) H
1y 21y 2y
S(iy) — S*(iy) S(iy) — S*(iy) 1 , ls
< || ————= < (|22 7 VI <<
| =S| < | SEIZS | < | st + 15l
_Isawl
Y
De las estimaciones
21y Y
se sigue que
17| eSting T .

g*S*(iy)e [ [1SGy)ll/y
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de donde,
le*S(iy)gl* < ||H| - 1S (iy)ll/y.
Suponiendo que e = S(iy)g/||S(iy)| , tenemos

lg™S™ (i) /1S (i) (S (iy)g)|* < [1H| - IS (iy)l /-

Por lo tanto,

yll Syl < [[H]|- (1.5.13)
Las ultimas desigualdades demuestran que S(z) € Ro,4. Consecuentemente,
oo dx(t oo
S(z) =/ ( ), H> :/ d¥(t) < +oo. (1.5.14)
o t— 2 oo

Queda por demostrar que H> < H. Por el Teorema B.7 del Apéndice B, tenemos:
T . . _ , . %/ - _ , ~ . _ b
yll}l_’l_loo iyS(iy) yggloo iyS™(iy) yll}l_il_loo yIJm S(iy) = H-. (1.5.15)

Multiplicando (|1.5.10)) del lado izquierdo y derecho por las matrices

I10 ] Il 0 -0

0yl | 0 —iyl | @ Y70
y después pasamos al limite y — +o00. De (|1.5.15)), obtenemos la desigualdad
r b

H | H > 0.

| H* | H -

Multiplicando esta desigualdad de lado izquierdo y derecho por las matrices
1| -1 I |0
o I |’ 1|1 |’

H—-H*| 0
0 |H”

tenemos

] >0
De lo tltimo, se sigue que H* < H.

2. De (|1.5.13)), tenemos
0
st < 70

pasando al limite cuando y — 400 se tiene

lim | S(iy)|| = 0.

Yy—r—+00
Asi, obtenemos la expresién asintética
1S(iy)ll = o(1), y >0, y = +o0.
De acuerdo a la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

le*S(iy)g| < |e*S(iy)gl* < e[S (iy)all < [1S(iy)gll < 1S (iy)l)
tomando el limite cuando y — +o0 se tiene

lim |e*S(iy)g| = 0.

Yy—r—+00

Por lo tanto,

le*S(iy)g| = o(1), y >0, y— +oo.

[ |
Lema 1.19. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)?igl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Sea Pgy[[a, bl; (Sj)?i—gl] definido como en la Definicion . Sea
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S(z) € Pylla, b];(sj)?igl]. Ademds, sean Ty, Rr,(2), Un, Uin, Ugn, S1 y So definidos como en las
Definiciones|1.13, |1.14 y|1.15. Entonces para dos vectores fijos cualesquiera e € CtD1 ¢ g € CY se
satisface la expresion asintdtica

| B, (i) [on Sy (iy) — urnlgl = o(1), y >0, y — +oo, (1.5.16)

para v € {1,2}. Aqui el simbolo o(1) que aparece en , estd definido en la Definicion A.10 del
Apéndice A.

Demostracién. Sea r = 1. Sin pérdida de generalidad, consideramos los vectores columna fijos
e € CPtDa y g ¢ C9 tales que |le]| < 1, ||g|]| < 1. Consideremos Kl (z) definido mediante (1.1.31)).

1,n
Supongamos que z = iy, con y > 0 en la desigualdad K 5]1(2) > 0 y multiplicando de lado izquierdo y

de lado derecho respectivamente por
e 0 e|0
0 g* ) O )

i e*Hy pe e* R, (iy) [vaS1 (iy) — Ul,n]g}
g [S1(y)vy, — ui )Ry, (iy)e g™ {S1(iy) — ST (iy)}/{2iy}g

De aqui, como en la demostracién del Lema obtenemos
" Re,, (i) [0n 51 (iy) — u1,n]gl® < [|H1nll - [1S1G9)l/y-

Del Lema se tiene que S(z) € Ryla,b] y de la Observacion B.2 del Apéndice B tenemos que
m 51 _ g,
Yy—r—+00 Yy

tenemos

Ya que || - || es continua, entonces tenemos

lim |e* Ry, (iy) [vngl (iy) —uinlgl = 0.

Yy—r+o0

Por lo tanto,
|e* R, (i) [va 51 (iy) — w1n]g] = o(1), y > 0, y = +o0.

Asi la relacién (|1.5.16) queda demostrada bajo la condicién adicional |le|| < 1y ||g|| < 1. De aqui, de
manera obvia se sigue que (|1.5.16]) se cumple para algunos vectores fijos e y g. De forma anéloga esta
afirmacion es valida para r = 2. B

Lema 1.20. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)?i'gl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Ademds sean Ty, R, , vn, H1pn, Hopn, U1, U2y, definidos como en
las Deﬁniciones y|1.14}, Pylla, b]; (sj)igrl] definido como en la Definicidn Yy Mg [a, b] definido
como en la Definicion |1.8 Supongamos que Pqylla, bl; (sj)?igl] # (. Sea S(z) € Pyl[a, b]; (sj)?igl]. De
acuerdo al Lema Y Teorema podemos suponer que o € ./\/lqz[a, b] es la funcion matricial de la

representacion S(z) = fab(t —2)7tdo(t), entonces se cumplen las siguientes desigualdades

HY) < Hyp, HY) < Hyp (1.5.17)
Aqui
b
H = [ B (et - o0 By, 1) (15.15)
b
HY) = [ R, (Oualb ~ 0o (0 B, (0 (1.5.19)

Demostracién. Con la funcién matricial S(z), construimos las funciones S; y Sy candnicamente
asociadas a S definidas en la Definicién [1.15] También, construimos las funciones matriciales F1 ,(z) y

F5 ;,(2) definidas en (|1.5.2)) y finalmente obtenemos las funciones matriciales Q[lsjl(z) y Q[;jl(z) definidas
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en (|1.5.5). Por la Proposicién |1.17] se satisfacen las desigualdades Q[lsjl(z) >0y Q[Qsjl(z) > 0 para
cada z € C\ R, es decir,

[S] ) = Hl,n Fl,'rl( )

W= Fly (- - ) 2O
[S] Hgn Fy n( )

= (Al (B -2 ) 2O

para cada z € C\ R. De acuerdo a el Lema existen dos funciones matriciales Hermitianas no
decrecientes 1 (t), Xa(t) tales que

OOy (t too

Fin(z) = / t _1(2) , / S (t) < Hin, (1.5.20)
T d¥o(t +oo

Fg,n(z) = / ; _2(2) y / dzb(t) < Hgm. (1521)

Sea r € {1,2}. En vista de (1.3.7), las funciones Fj,, : C\ [a,b] — CFDex(+1)d dadas por (1.5.2)

admiten la representacién

Frn(2) = U, (2) + En(2)5.(2)Ex(Z) (1.5.22)
donde E,, : C — C("t14%4 est4 dada por (1.3.6) y ¥,.,, : C — CHDax (414 g6 define como sigue
U, n(2) == Hy /T, RT, (2) — Ry, (2)ur vy BT, (2). (1.5.23)

La Proposicién [I.7 nos proporciona que
W) — V7, (2)
= Ry, (x)((I = 2Tn)Hy o Ty — trinvy, — TnHp (I — 2T) + vpuy, ) Ry, ()
= Ry, (2)(Hy o Ty — T Hyp — (Ur vy, — vnu;n))R}n(:c) =0

Asi,
U, (z) = V7, () (1.5.24)
Ahora, observemos que
- 0o t
Si(z) = / ‘i“l(z) donde dpu;(t) = (z — a)do(t), (1.5.25)
~ o
So(z) = / dt“i(? donde  dpa(t) = (b— 2)do(t). (1.5.26)

Hacemos en el lado derecho de (1.5.22) ¢;(2) = En(2) v p2(z) = Ep(z). Tomando en cuenta ([1.5.24]),

(1.5.25) y (1.5.26]) aplicamos la férmula generalizada de la transformada inversa de Stieltjes Teorema

B.11 del Apéndice B, a el lado derecho de (1.5.22)) y también aplicamos la féormula de la transformada

inversa de Stieltjes Teorema B.10 del Apéndice B, a el lado izquierdo de ([1.5.22)) y entonces tenemos
t1

S1(t1) — Sh(to) = / By (@) dpn (2) B () = / Eo()(z — a)do () Ef (),

Sa(ts) — Salts) = t?’En@)dm(x)E:(x): tBEnw)(b—x)da(x)E:(x).

Por la Observacién A.7 del Apéndice A, existen sucesiones (ap)oo_; ¥ (Bm)oo—; tales que

oo B
/ d¥i(t) = lim [21(6m) — X1(am)] = lim E,(z)(z — a)do(x)E} (x)

oo m—0o m—00

_ /°° Eu(o)(s — a)do(s / Eo(2)(x — a)do(2) E} () = HY)

donde en la tercera igualdad hemos extendido a o(x) en (—o0,a) y en (b, +00) como constante. En la
cuarta igualdad se sigue de la propiedad de o. Como ¢ es constante en (—oo,a) y (b, +00), entonces
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se cumple que

a —+o00
/ o)z — a)do(2)E(z) =0y /b Bu(2)(@ — a)do (z) F5(x)

Similarmente, tenemos
m—0o0

[
. - /
_ / En(z)(b— 2)do(2)EX(z) = / Ey(2)(b — 2)do (2)Ej(x) = HY).

En vista de ((1.5.20) y (1.5.21)) se tiene que
Hlol _ / h
1,n —
—0oQ

Definicién 1.20. Sean g €N, a € R, b € (a,00) y M[a,b] definido en la Definicion . Para cada
o € MLa,b] y cada m € Ny, sean

=0.

dSs(t) = lim [So(ty") — Zo(t{™)] = En(2)(b — 2)do(2)E}(x)

“+o00
dS1(t) < Hyn,  HY) = / d¥o(t) < Hayp.

—0o0

Uy = — ] , (1.5.27)
o
Wl = glel — Tl (1.5.28)
1m * m mUm 0.
uy = —ale) T, alg). (1.5.29)
donde s[ d , j € Np, estdn dados en (1.3.1) y ademds, Ty, y U estin dados por (1.1.19) y (1.1.26]),
respectwamente.

Lema 1.21. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (33)2"'51 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q X q Ademas sean Ty, Rr,, vn, Hip, Hgn, Ulp, U2, deﬁmdos como

en las Deﬁmczones - i (85 jQ”JO’l] definido como en la Definicidén Yy ./\/lq_[a b]
definido como en la Deﬁmcwn

Supongamos que Pylla, b]; (s])?"gl] # 0. Sea la funcién matricial
S(z) € Pylla,b]; (sj)anOrl Sean Sy y Sy definidas como en la Definicion|1.15, o(t), Y
mismos como en el Lema- 1.20. Entonces la funcion matricial S(z) satisface e

ngi son los

1,n°
sistema de desigualdades

matriciales
_ 1Y, R, () [0a51() —uin) | (1.5.30)
552y —u’{[ZHR*Tn(z)\{&(z)—Sf(z)}/{z—z}_ -
_ _ Hy, | fir, (2) [vn Sa(2) — us) ) | > 0 (1.5.31)
| [S5(2)v; —upn IR, (2) | {Sa(2) = S5(2)}{z— 2} |~
para cada z € C\ R. Aqud,
Wl = (I - aTy) /bRTn(t)vnda(t), u§) = —(1 - bTy,) bRTn(t)vnda(t). (1.5.32)

Demostraciéon. Dadas las representaciones integrales para H

[o]

1n

HQ[UJL en el Lema

1.20

[0]

Y para uj ,,

[o]

Ug ,, €N

1.5.32),

se puede formar una representacién integral para el lado izquierdo de las desigualdades

1.5.30

y

1.5.31

que S(z) € Pyl[a, bl; (sj)gn'gl] se sigue que (]1.5.30[) y

similares a K { ]( )y K |5 ]( ) como se hizo en la demostracién del Lema

1.11

(]1.5.31[) se satisfacen para cada z € C\ R. B

Ya
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Lema 1.22. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea ( ])2”31 una secuencia de matrices
Hermitianas de dimension q x q. Ademds sean T,,, Rr,, vn, Hip, Hg’n, Ul p, U2m, deﬁnidos como
en las Definiciones Yy 73 .lla, b]; (5])2"“] definido como en la Definicion y M%Ja,b|
definido como en la Deﬁmczon 8 Supongamos que Pgylla, b]; (S])Qn—H] # 0. Sea la funczon matricial

S(z) € Pylla, bl; (8])?131] con las funcwnes candnicamente asociadas S1 y S definidas en la Definicién

1.15. Ademds, sean H{UA, u[l ]n, HQ[UJI, u[;ll son los mismos como en el Lema|1.20) y|1.21| respectivamente.

Entonces las funciones matriciales

S7(z) = H{ TR, (2) + R, (2)[0aS1(2) — ui L Jvi R, (2), (1.5.33)
Sy (z) = Hy\ TI RS, (2) + R, (2)[0aSa(2) — w5, 0l R, (2), (1.5.34)
satisfacen las desigualdades matriciales
[o] [o] |
5]1" - S }U]*(z) —| >, (1.5.35)
| ST (2) [{817°(2) =517 (2)}/{z — 2} |
[ (0] [o]
H
o 5 S[a]( ) > 0. (1.5.36)
| Sy (2) [ {837(2) =557 (2)}/{z — 2} |

Demostracién. Usando las representaciones integrales dadas, (1.5.33)) y (1.5.34) tienen la misma

forma que (|1.5.2)), entonces podemos construir matrices similares a Q[lgq]l(z) y Q[;}l(z) dadas por ([1.5.5)).
Ya que S(z) € Pyl[a,b]; (s )2"+1] de la Proposmlonse sigue que q1.5.33|> y (]1.5.34[) se cumplen. W

Lema 1.23. Sean € Ny. Sean T,,, Ry, definidos como en la Definicion[I.13. Si para algin vector fijo
g y algin vector e tal que ||e|| < 1, la relacion asintdtica

le* R, (iy)g| = o(1), y >0, y— +oo, (1.5.37)

se satisface, entonces g = 0. Esta afirmacion sigue siendo vdlida si requerimos que la relacion asintética

se cumpla para y — —oo. Aqui el simbolo o(1) en , estd definido en la Definicion A.10
del Apéndice A.

Demostracién. De acuerdo a (|1.3.13]), tenemos
Ry (2) =14 2T, + ..+ 2"T)

para cada z € C. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que en (1.5.37) ||g|]] < 1. Sea e = g.
Obtenemos

" Ry, (2)g| = 1979 + 29" Tng + ... + 2"g" T} g
para cada z € C. En particular, evaluamos en z = iy y se tiene
" R, (iy)g| = 1979 + (iy)g™Tng + ... + (iy)" 9" T,/ g
para cada y € R. Entonces por hipdtesis
19°9 + ()9 Tng + ... + (iy)"g"T;'g| = o(1), y — Fo0,
es decir,

lim |g*g+ (iy)9"Tng + ... + (iy)"g" T, g| = 0

y—r+00

eso implica que g*g = 0. Por lo tanto, g = 0. De forma similar, se estudia el caso cuando y — —oco. B

Lema 1.24. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)m%g1 una secuencia de matrices
Hermitianas de dimension q X q. Ademas sean Ty, Rr,, vy, Hip, Hgn, Ulm, U2,p, definidos como

en las Deﬁmczones - 1 [a, bl; sj 2"“] definido como en la Deﬁmczon - y M%[a, b
on|1

definido como en la Definicid Sea S(z) € Pylla, bl; (sj)gn'gl] solucién del sistema de desigualdades
matriciales fundamental. Sean Sy y Sa deﬁmdas como en la Definicion o€ qu[a, b] la funcion
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matricial de la representacion S(z) = ff(t —2)"Ydo(t) y u[lall, u[2 ll, definidas por la formula (1.5.32).
Entonces se cumplen las siguientes ecuaciones:

urp = Ui, gy = ull (1.5.38)

Demostracién. En vista de la Definicién tenemos que la siguiente desigualdad se satisface

( Hip R, (2) [Uggl(z) - Ul,n]) > 0
Ry, (2) [ST (v —ui, ] {S1(2) = Si(2)}/{z—2}) —
para cada z € C\ R. Por el Lema la funcién matricial S(z) satisface la desigualdad
( HY, Rr, () [va$1(2) - o] ) .-
Ry, (2)[81(2)v; — (u’))*] {S1(2) = S}z —21) —
para cada z € C\ R. De esas desigualdades y por el Lema se sigue que para algunos vectores
fijos e € C*t4 g € CI (y > 0, y — +00),

le* R, (iy) [vn S (iy) — w10 ]g] = 0(1),
le* R, (iy) [vaS1 (iy) — ul’) Jg| = o(1).
Por lo tanto,

le* R, (iy) [w1,n — w7} ]9l = o(1), y > 0, y = +oo,

Para el caso general, en la relacién asintética uno puede suponer que g es un vector abritrario fijo y

e es un vector arbitrario fijo tal que ||e]| < 1. Por el Lema [1.23| [y, — ul? lg =0, Vg € C4. Por lo

1,n
[o] ‘ [o]
1, En forma andloga vemos que ug;, = uy,,. W

tanto, u1, = u

Lema 1.25. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (s j)Qngl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension g x q. Ademds sean T, Rr,, vn, Hiy, Hg’n, Ul p, U2n, deﬁm'dos como

en las Definiciones Yy Pylla, bl; (sj)fngl] definido como en la Definicion y M%[a,b]
definido como en la Definicion|1.8 Sea S(z) € Pyl[a,b]; (s )Q"H] Sean Sy y Sa deﬁmdas como en la
[o] [o

Definicion|1.15, o(t), uy n YU H[g] HY) los mismos como en el Lemal1.20 y Lema|1.21]. entonces

1,n 2,n’
las siguientes z'gualdades se satzsfacen
To(Hiy — H) =0, T,(Ha, — HY)) = 0. (1.5.39)

Demostracién. Dado S(z), de acuerdo a ([1.1.29) construimos dos funciones
Fi(2) = Hyn Ty R, (2) + R, (2)[0n51(2) — uralvn R, (2),

Fi7(z) = HOUTI R, (2) + Re, (2)[0051(2) — o 0i RS, (2).

1 nen
Por el Lema (1.24} w1, = u[lall, entonces
Fi(2) = F\(2) = (Hy — HO)DT R, (2). (1.5.40)

Por un lado, observemos que Fi(z) es de la forma (1.5.2)), luego, por el Lema y por la Proposicién

[[.I7] tenemos

Hyp ‘ Fi(z)
[ () | {2 = F ()} — 7} } =0

Por otro lado, el Lema nos dice que
Y| FP(2) ] N
B () [{F7:) - B ()} /4= - 2}
De esas desigualdades y usando el Lema m junto con ([1.5.12) para algunos vectores fijos e y ¢
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obtenemos las estimaciones

" Fi(iy)gl = o(1), " F{ (i)g| = 0(1), y > 0, y = +o0.
De aqui,

[ {Fi(iy) — i)Yol = (1), y > 0, y = +oo.

Tomando en cuenta (|1.5.40)) tenemos

€ (H — HU) T R, (—iy)gl = 0(1), y > 0, y = +oo.
O, que es lo mismo

9" R, (i) Tu(Hy — HD) el = 0(1), y > 0, y = +o0.
En general, en la relacién asintética podemos suponer que los vectores arbitrarios fijos e y g son
Je =0, [lef| < 1.

Por lo tanto, tenemos T}, (H1,, — H {07]1) = 0. La primera desigualdad de (|1.5.39)) queda demostrada. La
segunda desigualdad puede ser demostrada en forma similar. B

vectores arbitrarios tales que ||g|| < 1. Entonces por el Lema (1.23| T,,(H; ,, — HY

1n

Proposicién 1.26. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (s])]?”'g1 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q X q. Ademas sean Ty, Rr,, vn, Hipn, Hopn, U1 n, U2, definidos como

en las Deﬁmczones - 1.14, Pylla, bl; ( )Q”H] definido como en la Definicion (1. Zﬂ y M%[a,b]
won |1.

. Sea S(z) € Pylla,b]; (s])ingl] Sean HR]W HQ[J], los mismos como

en el Lema' yoe Mq [a, b] la tunica que satzsface S(z) = f (t—2)"Ydo(t) para todo z € C\ [a, b].

Entonces
b
5 = / Hdo(t),
a

para cada j € Ng 2,41 donde No 2,41 se denota mediante la Notacion @

definido como en la Definici

Demostracién. De (1.5.18]), (1.5.19) y (1.5.39) se sigue que

b b
—as; + 1 = —a [ da(t) + [ o), (1.5.41)

b b
bsj — Sj41 :b/ tdo(t) —/ I do (t)

para cada j € Ng2,—1. Sumando estas igualdades tenemos

b
5 = / Hdo(t), (1.5.42)
a
para cada j € Ny 2,_1. Sustituyendo j = 2n — 1 en ((1.5.41f). Entonces

b b b
—a/ 2" Vo (t) + s9y = —a/ t2"_1da(t)—|—/ t*do(t),

por lo que,

b
Sop = / t*do(t). (1.5.43)
De (1.5.17) tenemos

b b
—ason + Sont1 — <a/ t*do(t) +/ t2”+1da(t)> >0,
a a

b b
bSQn — Soan+1 — <b/ thdU(t) — / t2n+1d0(t)> Z 0.
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Por lo tanto, de (|1.5.43) se sigue

b b
Sonyl > / 2" o (t), songp1 < / " ldo(t).
a a

Asi,

b
Son+1 :/ t2n+1d0(t), (1.5.44)
a

De ([1.5.42)), (1.5.43)) y (|1.5.44) se sigue la validez de la Proposicién |

Ahora presentamos y demostramos el Teorema principal de esta seccién.

Teorema 1.27. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)giarl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Si Rg|[a,b]; (s )22751] estd definido como en la Definicion
Pylla, b]; (s )22'51] estd definido como en la Deﬁmczon . Entonces se satisface la siguiente mcluswn

Pylla, bl; (5;)725") © Rlla, b]; (s7)328]-

Demostracién. Sea S € Pyl[a, b]; (s )2"“} En vista del Lema S € Ryla,b] y por la parte (b)
del Teorema existe una unica o € M(i[a b tal que

b
S(z):/ L o)

t—=z

para cada z € C\ [a,b] y, ademds por la Proposicién o es tal que

b
sj:/ tdo(t),

se satisface para cada j € No2ny1 - Aqui Nogny1 se denota mediante la Notacién [2} Entonces o €
ML]a,b]; (54 )2”“] Por lo tanto, S € R,[[a, b]; (s )Q"Jorl] m

De esta manera, se tiene el primer resultado importante de este trabajo. Usando la Proposicién[1.12
y el Teorema[I.27]claramente queda demostrado el Teorema[I.5 Entonces, de aqui en adelante sabemos

que Rq[[a, bl; (s])sifgl] y Pylla, bl; (53)3231] coinciden. Asi, las funciones matriciales S\ : C\ [a,b] —

C7*% definidas como en , para cada o € M[[a,D]; (sj)?zgl], son las soluciones del sistema
de desigualdades matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov asociado a la versiéon matricial
del problema de momento de Hausdorff. Reciprocamente, las funciones S(z) que son holomorfas en
C\ [a, b] y que satisfacen las desigualdades K. {ST]L(Z) >0y K%S;]l(z) > 0, donde K ﬁ]l y K%ST]L estan dadas
en ([1.1.31) y (1.1.32)), respectivamente, son funciones que tienen la forma como en ([1.1.3)), para cada

o € MZL[[a,b]; (s;)2257).

1.6. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Sea q = 2. Consideremos la funcion matricial definida en [0,1] y dada por

o(t) = 2ot 212 — 2
o — 2 35— St 44t)

Verificar que o € M2[0,1], donde o € M%[0,1] se define mediante la Definicidn .

Solucién. Es obvio que

o(t) es Hermitiana para todo t € [0,1] (1.6.1)
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y también es faéil ver que

o(0) = 0. (1.6.2)
Sea t € (0, 1], tenemos

11
det o(t < ) <3t3 5 —t*+ 4t> — (22 = 2t)°
2

= <2 +1) (3752 - 121t+4) —t3(2t — 2)?
— 2 <(;+1> <3t2—121t+4> —(2t—2)2>

34 11 11
— 2 <<2t3_4t2+2t+3t2—2t+4) —(4t2—8t+4)>

3 15, 9 3 )
_ 42 3 e — 243 2 _ Y
=1 <2t 4t +2t) 2t (t 275—!—9).

El discriminante de (¢* — 3¢ + 9) es (3 ) —4(1)(9) < 0 por lo que (¢* — 3t +9) > 0 para todo t € (0, 1].
Ya que %t?’ > 0 para todo t € (0, 1] se sigue que det o(t) > 0 para todo ¢ € (0, 1]. Ademas, % +t>0
para cada t € (0, 1]. Usando el criterio de Sylvester, Teorema A.13 del Apéndice A, tenemos que

o(t) >0 paratodo te€ (0,1]. (1.6.3)
De (1.6.2) y (1.6.3)) concluimos que
o(t) >0 paratodo te[0,1]. (1.6.4)
Claramente
o(t1) —o(tog) =0 para todo to,t; €[0,1] tales que to=t;. (1.6.5)
Sean tg,t; € [0,1] tales que tp < t;. Entonces tenemos
i 2 2
det (o(t1) — or(to)) — det _(F +11) = (3 +10) (217 —2t,) — (2t — 2to)
(o(t1) = o(to)) <(2t% Con) — (22— 2to) (363 — 142 4 oagy) — (363 — 1142 + 4to)
1
St +to)+1 2(t1+tg)—2
— (t — to)det (211
(t —to) de (2(151 +to) =2 3(8 +tito +13) — H(t1 + o) +4

1 11
= (= to)[5 (1 + 10 + 2)(3(t2 + tito + 1) — - (t1 +t0) +4)
—4(t; +to —1)? (1.6.6)
Sea h : [0,1] x [0,1] — R definida mediante
1
5 (

1 1
h(to,t1) := 5(151 +to +2)(3(t2 + ttg + t2) — —(t1 +to) +4) — 4(t; +to — 1)2 (1.6.7)

Calculamos el gradiente de la funcion h:
Vh = (3 + 2t — Btg + 3t5 — Tty + dtot1, 3+ 3t — Tt + 2t5 — 5ty + dtoty).
Igualando Vh a cero tenemos el sistema de ecuaciones:
3+ 213 — 5t + 3tF — Tty + dtgt; =0
3+ 3t — Tt + 2% — 5t1 + 4dtot; = 0.
Resolviendo para tg %f t1, encontramos dos puntos criticos de h que se encuentran en [0, 1] x [0, 1] los
3

cuales son: (1,1) y ( ,%)

Ya que [0, 1] x [0,1] es cerrado y acotado, buscamos los puntos criticos en la frontera del dominio
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de [0,1] x [0,1]. Primeramente en tg = 0,0 <t; <1

1 11
h(0,t1) = §(t1 +2)(3t] — Sh+ 4) —4(t; — 1)

3, 15, 9
=3 - P2 ot
ol T it gh
9 15 9
R0, t) = =t2 — =t + —.
(0,t1) o'l 21+2

Igualando a cero h/(0,t1) tenemos que no hay soluciones reales para t;. Asi, solo tenemos los puntos
criticos: (0,0), (0,1). Similarmente para t; =0, 0 < tg < 1, tenemos

1 11
me»=§@m+m@%—_5m+4y—qm—1ﬁ

—ét —Et2+gt
T Q0T T o0
y
9 15 9
R (tg,0) = =t2 — —to + =
(t,0) = 5to = Hto + 5

los puntos criticos son: (0,0), (1,0). En tp =1, 0 < ¢; <1, tenemos

1 11
MLQ):§@y+$66%+n+1)—§{n+1}+®—4ﬁ

35 3, 9

pli— g =3h+7

9, 3
Hu¢g=§ﬁ—§h—&

Igualando a cero h'(1,t1) y resolviendo para ¢; encontramos que t; = —% y t1 = 1. Por lo que los
puntos criticos para este caso son: (1,0), (1,1). Similarmente, para t; = 1, 0 < ¢ty < 1, tenemos

1 11
h@ml):§@0+3ﬂM1+tm+%) (1+to) + 4) — 4t

2
35 3, 9
pfo = gl = 3ot
y
9 3
R (to,1) = =t2 — ~tg — 3

los puntos criticos son: (0, 1), (1,1). Juntando los puntos criticos que se encontraron mediante el uso
del gradiente de h con los puntos criticos en la frontera de [0, 1] x [0, 1] podemos hacer lo siguiente. Para
encontrar el maximo y el minimo absoluto, simplemente evaluamos h(ty,t1) en cada punto critico.

Puntos criticos Los valores de h en
(to,t1) de h | el punto critico (tg,t1)

(0,0) 0
(1/3,1/3) 4/3
(0,1) 9/4
(1,0) 9/4
(1,1) 0

El valor mayor en la segunda columna de la tabla anterior nos dice en donde tenemos el maximo y
segun la tabla anterior, hay dos maximos en (0, 1) y (1,0). El valor més pequeno de la segunda columna
de la tabla anterior nos dice en donde tenemos el minimo y de acuerdo a la tabla anterior tenemos
dos los cuales son en (0,0) y (1,1). A diferencia de los problemas de valor extremo sin restriccién, no
hay necesidad de hacer una segunda prueba de derivadas. Esto se debe a que no nos preocupa si un
punto en particular es un minimo local, un maximo. Lo que nos interesa es ver si un punto tiene el
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valor méximo o minimo absoluto en nuestra regién cerrada y acotada.

Ya que, (1,1) es un minimo de h en [0,1] x [0, 1], es decir, se cumple que h(1,1) < h(tg,t1) para
todo (to,t1) € [0,1] x[0,1] y ademas, h(1,1) = 0, entonces h(tp, t1) > 0 para todo (to,t1) € [0, 1] x [0, 1].
En vista de (1.6.6) y (1.6.7)), tenemos que
det (O’(tl) — O'(to)) == (tl — to)h(to, tl).
Ya que tg < t1 y h(tg,t1) solo es cero cuando (tg,t1) = (0,0) y (¢g,t1) = (1, 1), entonces se sigue que
det (U(tl) — U(to)) > 0.

2 2
La funcién % + ¢ es creciente, entonces para t; > tg se cumple que (% + 1) — (%0 +tp) > 0. Usando
el criterio de Sylvester, Teorema A.13 del Apéndice A, tenemos que

o(t1) —o(tg) >0 para todo tg,t; €[0,1] tales que ¢ > tp. (1.6.8)
De (1.6.5) y (1.6.8), tenemos que
o(t1) —o(to) >0 paratodo to,t; €[0,1] tales que ¢ > tp. (1.6.9)
En vista de (1.6.1)), (1.6.4) y (1.6.9) concluimos que la funcién
t2 2
5+t 2t* — 2t
t) = 2 1.6.10
o(t) (2752 —2t 33— U424 4t> (1.6:10)

en pertenece al conjunto MQE[O, 1] el cual se define mediante la Definicién

Ejemplo 1.2. Sean = 2 y el intervalo [0, 1]. Obtener los cinco primeros momentos de la funcion o(t)

ubicada en (1.6.10).

Solucién. Utilizando (1.1.2)), tenemos:

3 9 501 11
— 2 — — 12

2 3 12 3 60

9 3 1 4 13 5

10 10 15 210 21 168



Capitulo 2

El problema de momento en el caso no
degenerado

Como hemos mencionado en el Problemal[I.I|del capitulo anterior, estamos interesados en describir
el conjunto M2 [[a, b]; (sj)?i'gl], pero segun la versién matricial reformulada del problema de momentos,

es decir, el Problema basta con describir el conjunto R,[[a, b]; (sj)ﬁigl] dado en la Definicién
y por ahora también podemos referirnos a dicho conjunto como el conjunto de soluciones de la version

matricial del problema de momento de Hausdorff. Ademads, recordemos que

M [[a,b]; (sj)?igl] #0 siysolosi Rgyla,b]; (sj)ii‘gl] # 0. (2.1.1)

En este capitulo nos ocuparemos en reescribir el sistema de desigualdades matriciales fundamental
del tipo de V.P. Potapov asociado a la versién matricial del problema de momentos de Hausdorff en
un numero par de momentos, para el caso no degenerado. También, introducimos la matriz resolvente.
Cabe mencionar que en este capitulo continuaremos usando la notacién introducida en las secciones
anteriores.

Observacién 2.1. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00). Sea M%[a,b] el conjunto definido mediante

la Definicion . Para toda o € M%a,b] y todo entero no negativo j, sea sg-al dado por (1.3.1]).
Del Lema sabemos que, para cada o € M%[a,b] y para todo entero mno negativo m, las matrices

Hl[a,,]n Y H;m dadas por (1.3.4]) y (1.53.5) son Hermitianas no negativas. Por lo tanto, en vista de

, los Teoremas ylﬂl del capitulo 1, si (sj)?zarl es una secuencia de matrices Hermitianas
de dimension q x q tales que el conjunto Rg|[a, b]; (Sj)?igl] dado en la Definicion es no vacio.
Es decir, el conjunto de soluciones de la version matricial reformulada del problema de momento de
Hausdorff es no vacio. Entonces la primera matriz de bloques de Hankel Hy , y la sequnda matriz de

bloques de Hankel Hs,, asociadas con el intervalo [a,b] y la secuencia (sj)?i'gl dadas por (1.1.24) y
son Hermitianas no negativas.

En la Seccién 2.1, daremos una parametrizacién del conjunto R,[[a, b]; (sj)?grl] bajo la suposi-

cién de que las matrices de bloque de Hankel Hy , y Hs, son Hermitianas positivas. A este caso le
llamaremos caso no degenerado, es decir,

Hl,n > 0, Hz,n > 0. (2.1.2)
De 1} y 1 se sigue fIl,n > 0. Supongamos ademds que det Iflg,n # 0. En consecuencia las

matrices H, , y H,, son invertibles. Lo anterior nos permite hacer la siguiente observacién.

Observacién 2.2. (H, })* = H, " = (H?,)"' = H,;, debido a que las matrices H,,, son simétricas

y sus entradas son matrices Hermitianas. Similarmente, por tenemos que (H,:ﬁ)* = H[ﬁ

37
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Considerando el caso no degenerado, introduzcamos notacién adicional para esta seccion.

2n+1

Definicién 2.1. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00), n € No y (s;);2 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Ademds, sean T),, Rr,, vn, Hin, Hapn, Hiyn, Hap, U, definidos
como en las Definiciones[1.13 y[1.14, entonces definimos
A ~x r7—1 ~ k1~
My, = —aty, Hy i, Ma,y, + = bu, Hy i, (2.1.3)

N1y = —bvj Hy ) Hy n Hy hon, Ny := avyHy ) Ho n Hy oy (2.1.4)

Estas matrices satisfacen las siguientes propiedades.
Lema 2.1. Sean M,,, y N;,, definidos como en Yy . Entonces se satsifacen las siguientes
iqualdades:

Mr,n :M;:n ) N’r,n =N;

,n

para r =1,2. (2.1.5)

Demostracion. La primera igualdad se verifica facilmente calculando la transpuesta conjugada para
amabas ecuaciones en y haciendo uso de la Observacién Para la segunda igualdad, sea
r = 1. Analogamente, calculando la transpuesta conjugada de la primera ecuacién de , hacemos
uso de la Observacién y obtenemos

* * r7—1 17 -1
NLn = —bvnHQ,anmHann.
Ahora bien, si usamos ((1.2.2)), tenemos

bH H
r—— (“,; -~ 2’")

es decir,
. . bHQ_,%L + aHl_ﬁ
Nl,'n, = *b”l)n W Un.
Similarmente, usamos ([1.2.2) para Ny p
le,n + aH27n

Nl,n = —bU:;Hi% <b—a> HQjTll’U"“

que es equivalente a

" b—a

bHy ' + aH!
Nl,n = —bvy, ( 20 L Un,

comparando, claramente Ny, = Ny, y de manera analoga se puede probar para r = 2. B

2.1. El sistema de desigualdades matriciales de V.P. Potapov en el
caso no degenerado

Para nuestras consideraciones introducimos la siguiente matriz

(0 il
Jq_<”q 0) (2.2.1)

donde ¢ € N. Esta matriz posee propiedades importantes y en particular, nos permitird mas adelante,
expresar la desigualdad (2.2.11)), del Teorema el cual es el resultado méas importante de esta
seccién. Cabe mencionar que esta matriz es conocida como una de las matrices de Pauli [Grl, pag. 174].

La siguiente observacién se demuestra directamente.
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Observacién 2.3. Sea q € N y J, dado por . Para todo enteron > 0, se satisfacen las siguientes

igualdades: Jy = Jg, Jg” =1y Jg”“ =J,

Proposicion 2.2. Sean ¢ € N, n € Ny y (sj)iigl una secuencia de matrices Hermitianas de dimen-

sion q x q. Ademds, sean J; dado por , Thn, Vn, Hin, Hop, uin y u2y definidos como en las
Definiciones[1.15 y[1.1]) Entonces se cumple la siguiente igualdad

[On Urn]Jg [ o } = i(Hyn Ty — TyHyp) para r=1,2. (2.2.2)

rn

Demostracion. Tenemos

vy, . vy, ,
[Un, uT,n]Jq [ u*n :| = z[ur,n — vy |: u*n ] = z(unnv;: — Unu:,n)'
rn n
Entonces
vy, .
[Un, Upnldy [ u*” ] = i(Urn vy — Vnly,,). (2.2.3)
r,n
Usando la identidad ((1.2.7]), tenemos
vy ,
[Un, Upn)dg [ u*” ] = i(H, T, —ThHyp). (2.2.4)
TN
Por lo tanto, se sigue (2.2.2) W
Teorema 2.3. Sean ¢ € N, n € Ny y (sj)?;“gl una secuencia de matrices Hermitianas de dimension

q x q. Ademds, sean J, dado por (2.2.1), T,,, Rr, vn, Hipn, Hop, u1n Uz pn, Mipn, Moy Nim y Nop
definidos como en las Definiciones 1.13: y. Sea r € {1,2}. Supongamos que las matrices de

bloques de Hankel H, , son Hermitianas positivas. Definimos Uy, : C — C29%24 mediante

o _ U;kz -1 I ‘ 0 I ‘ Nr,n
Urn(z) == {ng 1z [ ut, } RT;{(Z)HT’H [Un u,ﬂ,n]Jq} [ M ‘ 7 ] [ 0 ‘ 7 ) (2.2.5)
Entonces
Iy U052 = iz = 2) | | R o) R (9wl (226)

Demostracién. Obtenemos la transpuesta conjugada de U,. ,(2)

. I o[ 1|M,., N LA
Ui = |t ] [ ] { v iz | | i o

r,n

donde hemos usado las propiedades del operador adjunto conjugado, la Observacion y el Lema [2.1
Al hacer el producto U, (2)J,Uy,,(2), se tiene que realizar la siguiente multiplicacién de matrices:

I [0][1]Nem I [0 [1I]M,
[MMIHO I |7 Ny, [T][o] T | (22.7)
En principio, realizamos los siguientes productos de matrices
I O] [ I New ] [ I | Nyn (2.2.8)
My [T ][0] T My | Mr,nNy, + 1 -
IO [ M ] _ [ I | My (2.2.9)
Nr,n ‘ I 0 ‘ I Nr,n ‘ Nr,nMr,n +1 o
y posteriormente tenemos que multiplicar (2.2.8)) por J; y por (2.2.9)
[ I | N ] 7 [ I | M, }
Mr,n ‘ MT,nNr,n +1 7 Nr,n ‘ Nr,nMr,n +1

(a1 a2
a1 a22
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donde a1 = *Z'Nr,n + iNr,na a2 = *iNr,nMr,n —al + iNr,nMr,na a1 = *iMr,nNr,n =+ iMT,nNr,n +al
y a2 = —iMy Ny My, — iMy oy + iMyy Ny n My, + iM,. .. Claramente, todo el producto de matrices

([2.2.7)) se reduce a J;

I | N s M _ (0 =i _
Mr,n ‘ MT,nNr,n+I ! Nr,n ‘ Nr,nMr,n+I B ol 0 oo

Entonces

Jg — Ur,n(Z)JqU:,n(Z)
=J,— {ng — iz [ Qi” ] Rr» (Z)H,T,}b[vn ur,n]Jq} Jq
v

" ] HOARS (2)[0n u]}

*

v 1ok ) v _
=iz | | H R G w2 | | Ry VAo

rn rn
: U:L -1 - = ’U’;; —1 px
‘iz | | Bre(2)Hy g on urnlJgiz | 0| Hyy Rps (2) [vn U]
uT’,?’L uT,TL "
| " | Rp(2) (izH_l(I — 2T,) —iz(I — 2T H-Y — 22H Mo, wpnJ [ Un ] H—1>
| ur Tk rn n n/)rn rnlPn Hrnldg | rn
Tn ™n

) R}; (2)[vn Urpn]

= | | Rp:(2) (izHy (I = 2Ty) —iz(I — 2T H,y — i22H, y {Hyn Tyt — ToHyn Y Hy )

T

ook ] L,
=i| | Bry(2) (2H,, — ZH, ) Ry (2)[vn U]
L “'rmn
. _ [ p* 1
=i(z — 2) o | Ry (2)Hy oy R (2) [vn ).
,n

En la segunda igualdad hemos multiplicado y usamos las propiedades de J; mencionadas en la Observa-
cién En la tercera igualdad usamos las identidades (Ry+ (2)) ™! = (I—2T%) y (R (2)) "t = (I-2T).
En la cuarta igualdad usamos la Proposicién y partir de ahi solo se va simplificando. Por lo tanto,

claramente se sigue (2.2.6)). W
2n+1

Observacion 2.4. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00). Supongamos que (Sj)j:(] es una secuencia de
matrices Hermitianas de dimension q X q tales que Hy, y Ho, dadas por (1.1.24) y (1.1.25) son
Hermitianas positivas. Sea S : C — C7*9 una funcidn matricial. Ademds, sean T, Rr, (%), Un, U1n,
U2 n, Sy y Sy definidos como en las Definiciones |1.Zﬂ, |1.14|, 1.15|. En vista de la Observacion A.8
del Apéndice A, se puede ver fdcilmente que las matrices K{Sn(z) Yy Késy]l(z) definidas por (1.1.31]) y
son Hermitianas no negativas para todo z € C\ R si y solo si para cada r € {1,2} y cada
z € C\ R la matriz

§02) = §:(2)

2=z

Cl8l(z) == — (vnSi(2) - un) Ry, (VH AR, (2) (0nSn(2) = urn ) (2:210)

es Hermitiana no negativa.

Ahora estamos listos para reescribir el sistema de desigualdades matriciales fundamental del tipo
de V.P. Potapov asociado a la versiéon matricial del problema de momento de Hausdorff para el caso
no degenerado. Esto sera de gran ayuda mas adelante para la demostracién del Teorema

Teorema 2.4. Sean g € N, a € R, b € (a,00). Sea (Sj)?z—gl una secuencia de matrices Hermitianas
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de dimension q x q tales que las matrices Hy,, y Hap dadas por (1.1.24) y (1.1.25) son Hermitianas
positivas. Sea S : C\ [a,b] — C9*7 una funcidn matricial. Ademds, sean Ty, Ry, (%), Vn, Ui n, U2n,

5'1 Y 5’2 definidos como en las Definiciones |1.131, |1.14|, |1.15I, Jq dado po, Uin, Uayp dados

por W y sea Rqlla, b; (sj)?i'gl] el conjunto definido en la Definicién . Entonces S pertenece

a Ryl[a, b]; (sj)izgl] si y solo si S es holomorfa en C\ [a,b] y la desigualdad matricial

suy 1 Urn (2)JgUsn(2) T 1,
(I, Si(2)] i(Z — 2) |:Sr<z):| =0

(2.2.11)

se satisface para cada r € {1,2} y cada z € C\ R.

Demostracién. Por el Teorema tenemos que S pertenece a Ryl[a, b]; (sj)gforl] si y solo si

S pertenece a Pgylla, bl; (sj)ifgl] dado en la Definicién m entonces S es holomorfa en C \ [a,b] y

ademads, K ﬁl(z) y K£ST]L (z) son Hermitianas no negativas.
De la Observacion tenemos que Kl[si(z) y K%Si(z) son Hermitianas no negativas para todo

z € C\ R siy solo si para cada r € {1,2} y cada z € C \ R, se satisface:
S, (z) — S* - ~
(Zi_;(z) — (Sr()vs = i) R, (VH B, (2) (vnSpn(2) = ) 2 0. (2.2.12)

Vemos que la desigualdad (2.2.12)) es equivalente a

14 81(2)] 7, [Sf(qzﬂ

T Gl S| | R
Ry, (2) [n upn] Jq[~fgz)]i20. (2.2.13)

Y la desigualdad (2.2.13)) es equivalente a
. v N _

Iy iz = )y | | Ry R () [on )
1, S - . > 0. 2.2.14
la 53] =2 5.0) 2 21
Sean V(z) 1= Jy — Upn(2)J4U;,(2) v Vi(2) := 0. V(2) es una funcién entera ya que es un polinomio
matricial y obviamente V(z) también lo es. Existe la secuencia z, = 1/n en C que claramente converge
a 0. De (2.2.6), V(z) = Jy — Upn(x) U, (T) = 0 para todo x € R. Entonces V(z,) =0y Vi(2,) =0

para todon =1,2,3,... . Por el Teorema A.9 del Apéndice A tenemos,
Jg = Uprn(2)JgU;,,(2) = 0 (2.2.15)
para todo z € C. En consecuencia,
Upn (2) = JgU; (2) Jg- (2.2.16)
Reemplazamos Z por z en para tener
Jg = Urn(2)JqUS(2) = i(2 — 2) [u””n] Ry (2)Hy y Ry (2) [vn tpn) - (2.2.17)

Al multiplicar por izquierda y derecha la matriz J, en ambos lados de la igualdad (2.2.17]),

JquJq - Jqu,n(g)JqU:,n(g)Jq = i(g - Z)Jq [Ji" ] RT;{(E)HE%R*T; (5) [”n Ur,n] Jq-

rn

Observando que Rj. (%) = Rr,(2), Rr;(2) = R, (2) y usando la Observacion [2.3) obtenemos,

Jq = JqUrin(2) JgJg JqUin (2)Jg = (2 — 2)J, [u"i" } Ry, (2)Hy LRy, (2) [Un ttrin] Jq-

rn
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Usando (2.2.16)), tenemos

Jg = U (2)JUrn(2) = i(2 — 2)J, [UZ" ] Rj, (2)Hy g Rr, (2) [vn ] Jg. (2.2.18)

r,n

Por lo tanto, la desigualdad (2.2.14]) es equivalente a

AR

(I, Si(z)] (2.2.19)

2.2. La Matriz Resolvente

En esta seccién definimos la matriz resolvente y veremos las propiedades que serdn utilizadas en
el siguiente capitulo.

Teorema 2.5. Sean g € N, a € R, b € (a,00). Ademds, sean T,,, Rr, (2), Un, Un U1 n, U2y, definidos
como en las Definiciones Uin, Usy dados por . Sea (sj)ii‘(;l una secuencia de
matrices Hermitianas de dimension q X q tales que las matrices Hy, y Hs, dadas por Yy
son Hermitianas positivas. Sea U, : C — C29%24 definida para todo z € C por

2) — an(2) ‘ Bn(2)
Un(z) := [ () ‘ 50 (2) ] , (2.3.1)

donde
bHy .+ aHap\ "
an(2) := Iq + zvy, Ry (2) <1’b1—22’> - Uy, (2.3.2)
i bHyy +aHay,\ ™'
Yn(2) = Uy Ry (2) <1b—a2> " Un, (2.3.3)
aHy, +bH;
Bn(2) == (2 = b)(z — a)v, R+ (= ’b — —Up, (2.3.4)
z—bR.Ha aHleL—{— z—a)R7H(b bei

Ou(2) 1= I, + @0 Rye (= (=~ D) (@) 1’b_i iz, (D)PH,, Un. (2.3.5)

Entonces

(a) Para cada z € C\ {a}, la identidad

(1 0 I, 0
ner=(5 0 Yo (50 s
se satisface donde Uy, estd dado por conr=1.

(b) Para cada z € C\ {b}, la identidad

e 0 I, 0
Un(z) = ( 0 (b—2)"1I, > Uz n(2) < 0 (b-2)I, > . (2.3.7)
se satisface donde Us,, estd dado por conr =2.

(¢) Para todo z € C, la matriz U, (z) es invertible.
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Demostracién. (a) Sea a # 0. Para r = 1 reescribimos la matriz de (2.2.5) como sigue

Upn(z) = I, + zv, R (z)Hfﬁul,n —zvp, R (Z)Hl_}bvn
Ln zui , Ry (z)HfﬁuLn Iy — zuj , Rrs (Z)Hirllvn

1 O I, Nip
My, 1, o I, )

Considerando la parte derecha de esta igualdad, si multiplicamos la primera matriz con la segunda,

obtenemos
_(bu —zupRr;(2)H o, Iy Nin
Ul’n(z) - (b21 Iq — ZUT’TLRT; (Z)Hf,,iﬂn 0 Iq (2'3'8)

donde
b1 = Iy + 20} Rys (2)Hy ur — 20 Rye (2) Hy jyon My,

* —1 * —1
bo1 = zuj , Rrx (Z)Hl,nulyn + My — 2u7 , R (z)Hananyn.

Veamos que by; es precisamente o, (2).
* —1 * —1
b1y = Iy + zv, Ry» (Z)Hl,nulm — zvnRT;(z)HannMLn
* -1 * —1 ~% r7—1 ~
= Iy + zv, Ry (2) Hy jurpn + 2o, Ry (2) Hy yvnati, Hy Lty

= I, + 20} Rys (2)Hy ) (1g — aT,,) i, + 20}, Ry (2)Hy a(Ty, Ha py — Hy ) Hy i

n
= Iy + 20} Rys (2) Hy (I — aT )i + 20} Ry (2) Hy paTniin,
— ZU;RT: (Z)Hi,i(ﬁg’n — Hl,n)f{iian
= Iy + zv; Rys (2) Hy (I — aTy) i + 2v), Ry (2) Hy Tyt — 205 Ry (2) Hy i,
+ zv, Rr» (z)ﬁirllﬁn
le,n + aHQ,n ! ~
——a Up.-
En la segunda igualdad hemos sustituido M, definido en (2.1.3)). La tercera igualdad se justifica
usando las identidades w1, = (I; — aTy,)ay, y (1.2.6). La cuarta igualdad se sigue de distribuir las

matrices del tercer término y sustituir la ecuacion

- Hy, — H
iy = H2n = Hin) (2.3.9)
a
la cual se deduce facilmente de ([1.1.24]). Distruibuimos las matrices del cuarto término y tenemos la

quinta igualdad. Finalmente, las dltimas dos igualdades se siguen de simplificar y usar la identidad

(1.2.2). De acuerdo a (2.3.2), se cumple que
b11 = Oén(Z). (2310)

= Iy + zv, Ryx (z)f[i}ﬂn = Iy + zv, Rr: (2) <

Ahora veamos que bo; es igual (z —a)v,(2). Los pasos son similares a los utilizados para demostrar
la igualdad (2.3.10), solo que ahora consideramos las identidades uj, = (I, — aT};) vy R:lz) =

(I, — 2T};), entonces tenemos:
bo1 = zuj ,, Ry (z)Hl_}Iuln + M, — zu’{mRT; (Z)Hl_}lvann
= zuj , Rrs (z)Hf%uln — aﬂ,ﬁf[{}lﬂn + zauy , Ry (z)Hf%vnﬂ;flgflan
= zuj , Rrs (z)Hf,lLuln — aﬂ;ﬁiéﬂn
Hl,n - Ij]Z,n

+ zau”{’nRT; (Z)H;’%(Tnﬁgyn + .

)ngﬁﬂn
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= zuj , Rr» (z)Hf}LuLn - a&flﬁ;’%ﬂn + zaui ,, R (z)Hf’%Tnﬂn
+ zuj , R (z)Hi}Lﬁn — zuj ,, R (Z)Hiiﬂn
= zuinRT;(z)Hié([q —aTy, + aTy, — 1)y,

+ap{—a(ly — 2T};) + 2(Iy — aT}) } Rrs (z)ﬁg_%&n

- bH Hyp\ 7!
= (2 — a)iiy Rs (2) Hy ity = (2 — @)t Res (2) <1’;+““> o
: —a
En vista de (2.3.3)), se satisface la igualdad
bo1 = (z — a)yn(2). (2.3.11)
De acuerdo a (2.3.10) y (2.3.11)) podemos reescribir (2.3.8) de la siguiente la forma

Upn(z) = <( an(z) —ZUZRT;(Z)Hi}Lvn ) <Iq N17n>’

Z = a)’yn(z) Iq - ZUT,nRT:{ (Z)Hi,rlL,Un 0 Iq
es decir,
_ an(2) b12
Ui n(2) = <(z — a)ym() 622> , (2.3.12)
donde

bi2 = N1y + zv, Rrx (z)f[i,llﬂn]\fl,n — zvp, R (z)Hl_évn,
baa = (z — a)i, Rrx (z)ﬁ[{}lﬂnNLn + I, — zu’{mRT; (z)Hl_,llvn
Afirmamos que bz es igual a (z —a) 71 8,(2) y que ademds, boy es igual a d,(z). Para bya, tenemos
bi2 = N1 + zv,, Rrs (z)ﬁi}lﬂnl\ﬁm — zvp, Rrs (z)Hl_Tllvn
= N1y — bzv, Ry» (z)ﬁz_}ﬂnv;f[i}bﬁgn}[{ivn — 2y, Ry (z)Hl_ﬁvn
Hy, — Hap

= N1y — bz, Rys (Z)E[{,}b(ﬁgnTﬁ + -

)H; ) Ho nHy vp
— 2v;, R+ (z)Hiivn
* rr—1 717 — * * I —1 77 —
= _bUnHl,iHQ»nHZrlLU — bzvy, Ry (2)(T5; — Eq)Hl,rleZnHz,ivn

- EZU* Rr:x (z)Hg,ivn — zuy Rys (Z)HfrlL”n

A ~
— —bvp Ry () {1, — 2T + 2T — qu} Hi o Hy Loy

n n
x 1, b _
+ zvnRT*(z)HL;(—aHM — Hypn)Hj hvn
= —bv;, Rr: (z)Hi}LflgynH;ﬁvn
. 1. b~ b _
+ ZUnRTn*(Z)Hl,le{aHZn — - Hypn}Hy pvp

aH; ) + bH,,
— .
b—a

En la segunda igualdad solo hemos sustituido en el segundo término la matriz Ny ,, definida en (2.1.4]).
La terecera igualdad se justifica usando las identidades (|1.2.5)) y (2.3.9). Para obtener la cuarta igual-
dad, sustituimos en el primer término la matriz Ny, y reescribimos el segundo término. La quinta
igualdad se sigue de factorizar adecuadamente y usar la identidad Ry} (z) = (I, —2T}). La sexta igual-
dad se obtiene de simplificar y reescribir los dos términos. Para justificar las dltimas tres igualdades

hacemos lo siguiente: usamos (|1.1.25) y la identidad gHLn = —bﬁlyn + gﬁgm la cual se obtiene de
multiplicar por é la Ecuacion (|1.1.24]), posteriormente, se simplifica y se reescriben los dos términos

= (2 = b)v, R+ (2)
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restantes. Por dltimo, reemplazamos fIg,n usando 1) En vista de 1} tenemos que se satisface
bio = (z—a) 1 Bu(2). (2.3.13)
Finalmente, nos enfocamos en bgy. Tenemos,

bao = (2 — a)ty Rrx (z)f[irllﬂn]\fl,n + 1, — zuinRT;(z)Hiévn

= —b(z — a)u, Rrx (z)f[{éﬂnv:Hfiﬁganévn + Iy — zui , R (z)Hl_évn

H2,n Hl,n
a

= —b(z — a)u, Rrx (z)ﬁié(ﬁgjnTz — + )Hiﬁﬁg,nH{ﬁvn

a
1, — 2t (I, — aTy) Res (2) Hy g

- I 175 1 ~ H2_711
= —b(z — a)ty, Ry« (2) (T, — l)anH27nH5nUn —b(z — a)ty, Ry« (2) ——vp
a ; ; a
+ 1y — 2ty (I, — aT;)RT;(z)HiiLvn

I, aHy)+bHy} Hy}
= —b(z — a)ii}, Ry ()(T;; — )= ———"" v, — b(z — a)ii}, Ry ()

+ I, — 2 (Iy — aT;) Ry (2) Hy by
~b(z — a)(T; — )a

Un
—a

= g (o E ISy,
- —b(z—a T;—I—qb bz —a _
+ Uy R (2){ ( b)—( . 2) — ( - )Iq}Hnglvn + 1,

(bz —ab)(I; — Tyra) — (bz — az)(I; — Ty a)

= Iy + Uy, R7x (2) P L Hf}Lvn
. b’z — ab®)(I, — T)a) — (bz — ab)(b—a)l, .
+ unRT;{ (Z) 1 aT(Lb — (I) qH2,71LUn
z—b)Rla aH_Tll—i- z—a)R;1 be_le
iy C RO ¢ RO

En la segunda igualdad hemos sustituido N, dada por . Utilizamos las identidades uj,, =
ay,(Ig—aTy), y para obtener la tercera igualdad. La cuarta igualdad se sigue de distribuir
las matrices del primer término. La quinta igualdad se justifica usando la identidad . Para
obtener la sexta igualdad, se factoriza adecuadamente. Las dos tltimas igualdades se siguen de realizar
las operaciones de escalares y usar las identidades Ri% (a) = (Ig—aTy), Ri% (b) = (I4—bT;). De acuerdo

a (2.3.5)), se cumple que
bao = 0n(2). (2.3.14)
Considerando (2.3.13)) y (2.3.14)) podemos escribir (2.3.12)) como
an(2) (z— a)_lﬁn(2)>
Uin(z) = " . 2.3.15
e (i (23.19
Multiplicando en ambos lados de (2.3.15)) por derecha y por izquierda por las matrices

1, 0 1, 0
0 (z—a) 1, )7\ 0 (z—a)l, )’
respectivamente, se tiene

I, 0 I, 0 [ an(z) | Ba(2)
< 0 (z—a) 'l >U17n(z) < 0 (2—a)l, ) B [ Yn(2) ‘ on(2) |-
De ([2.3.1)) claramente se sigue (2.3.6)). (b) De manera andloga se puede probar ([2.3.7)). (¢) De (12.2.16))
tenemos que U, es invertible para todo z € C y para r € {1, 2}, pues
Upn (2) = JqU;k (2) Jg-

rn

En vista de (2.3.6)) y de (2.3.7)), la parte (¢) queda demostrada. B
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Definicion 2.2. La matriz es llamada la matriz resolvente que corresponde a el Pmblema
en el caso no degenerado.

Nétese que la matriz resolvente es un polinomio matricial de 2¢q x 2q de grado no mayor que n + 2.



Capitulo 3

Descripcion del conjunto de soluciones
del problema de momentos

En vista del problema planteado en la seccién 1.1, es decir, el Problema|l.4] estamos interesados en
describir el conjunto R,|[a, b; (sj)?i'gl] de soluciones de la versién matricial del problema de momento
de Hausdorff dado en la Definicién Cabe mencionar que continuaremos trabajando con la misma
notacién de los capitulos anteriores y en particular la misma notacién para la matriz J, y la matriz

resolvente U, del capitulo 2.

En la seccién 3.1, vamos a introducir la definiciéon de pares no negativos. Después veremos que el

conjunto de pares satisface una relacién de equivalencia. Posteriormente en la seccién 3.2 demostramos

que el conjunto de todas las clases de equivalencia y el conjunto R|[a, b]; (5].)3231] forman una biyeccién

dada por una funcién S(z) que es precisamente la descripcién deseada.

3.1. Columna par de funciones no negativas

Definicién 3.1. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F : X — C9*? una funcién matricial compleja
de g X q. Sea Fpy, definida como en la Deﬁm’cio’n y sea N1 4 de acuerdo a la Notacion @ Decimos
que F' es meromorfa en X si para cada m,n € Ny 4, F,, es meromorfa en X.

Definicién 3.2. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y Jy definido por . Sean p y q funciones

matriciales de g X q que son meromorfas en C\ [a,b]. Entonces decimos que el par columna I(; es no

negativo con respecto a Jy y [a,b] si existe un subconjunto discreto D de C\ [a,b] tal que las siguientes
cuatro condiciones se satisfacen:

(i) Las funciones p y q son holomorfas en C\ ([a,b] UD).

(ii) Para todo z € C\ ([a,b]UD),

(i1i) Para todo z € C\ (RUD),

2311“Z ((z Ffﬁl(z)) * (a) ((z _pf;?il(z)) 2 0.
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(iv) Para todo z € C\ (RUD),

2311112 ((b _piffl@)* () <<b _pi;:()](@) >0,

Definicién 3.3. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N y J, definido como en . Denotamos mediante

P[Jqg, [a,b]] el conjunto de todos las columnas de pares g no negativos correspondientes a Jq y [a,b).

Definicién 3.4. Sean a € R, b € (a,), ¢ € N, J; definido como en .y P[Jg, [a,b]] definido

en la Definicidn . Sean <p1>7 <p2> € PlJy, [a, b]]. Se dice que <p1> Yy <p2> son equivalentes si
q1 qz2 q1 qz2

existe una funcion matricial QQ meromorfa en C\ [a,b] con det Q # 0 tal que

<2§> = <gi> Q. (3.1.1)

Denotemos la relacion mediante
<P2> ~p <P1>
q2 q1
Ahora mostramos que la relacién de la Definicién es una relacién de equivalencia en P[Jy, [a, b]].

Observacién 3.1. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, J; definido como en y PlJg, a, b]] definido
en la Definicion . La relacion ~p de la Deﬁnicién es una relacion de equivalencia en P[Jy, [a, b]].

Demostracién. Sea (2) € P[Jy, [a, b]]. Sea @ igual a la matriz identidad I,. Entonces @) es meromorfa

en C\ [a,b] y para z € C\ [a, b], tenemos
det Q(z) =det I, =1#0.

()= (%)
(&)~ (%):

Sean <p1>7 <p2> € PlJy, [a, b]] tales que

a1 qz2
<zz> ~p (fﬁ) . (3.1.2)

Entonces existe una matriz meromorfa @ en C\ [a,b] con det @ # 0 tal que
P2\ _ (P1
(Q2> (q1> @
La matriz Q! es meromorfa en C \ [a,b], y ademés det Q! # 0. De donde

(2)- ()
<21> ~p (g;) . (3.1.3)

De donde

Asi

Es decir, la relacién ~p es reflexiva.

Es decir
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Asi, de (3.1.2) y (3.1.3) tenemos que la relacién ~p es simétrica.

Sean <p1>7 <p2>’ <p3> € PlJy, [a, b]] tales que
a1 q2 a3
<P1> ~p (p2> <P2> ~p (p3>
q1 qz q2 as/
Existen dos matrices @1, Q2 meromorfas en C \ [a, b] con det Q)1 # 0, det Q2 # 0 para las cuales
P2\ _ (P1 p3)\ _ (P2
<Q2> B <Q1> @y <Q3> <q2> @2

La matriz producto Q1Q2 es meromorfa en C \ [a,b] con det @Q1Q2 # 0y

()= ()= () o) o= (3) e
(@)~ ()

Asi la relacién ~p es una relacién transitiva. Consecuentemente ~p es una relacién de equivalencia.

Definicién 3.5. Sean a € R, b € (a,00), g € N, J; definido como en y PlJy, [a,b]] definido en
la Definicidn . El conjunto de todas las clases de equivalencia en P[Jy, [a,b]] bajo la relacion ~p,

l ~p

Definicion 3.6. Si f es una funcién matricial meromorfa en X C C no vacio, entonces sea Hy el
congunto de todos los puntos donde f es holomorfa en X.

De donde

Los siguientes dos lemas se pueden demostrar de forma similar como la implicacién “(ii)=-(i)” en
la demostracién del Lema Es por eso que omitimos los detalles de las demostraciones.

Lema 3.1. Sean q € N, a € R, Il denotado de acuerdo a la Notaciéng yHy definido en la Definicion
. Sea ¢ una funcion matricial de g x q que es meromorfa en C\ [a, +00) y que satisface Imp(z) > 0
para todo z € 11 NH,. Supongamos que la funcion ¢; : Hy, — C¥*? definida por ¢1(w) = (w—a)p(w)
satisface Jm 1(z) > 0 para todo z € Il NH,. Entonces, para cada x € (—o0,a) NHy,, la matriz p(x)
es Hermitiana no negativa.

Lema 3.2. Sean g € N, b € R, I} denotado de acuerdo a la Notacién@ yHy definido en la Definicion
. Sea ¢ una funcion matricial de g X q que es meromorfa en C\ (—o0,b] y que satisface Imp(z) >0
para todo z € 11, NH,. Supongamos que la funcion o : H, — C4*7 definida por @2(w) = (b—w)p(w)
satisface Impa(2) > 0 para todo z € 11 NH,. Entonces, para cada x € (b, +00)NH,,, la matriz —p(x)
es Hermitiana no negativa.

Proposicién 3.3. Seana € R, b € (a,00), ¢ € N, J, definido como en y Rqla, b] definido en la
Definicion|1.11. Sean p y q funciones matriciales que son meromorfas en C\ [a,b]. Supongamos que

<g> es un par columna no negativo con respecto a Jy y a, b] y que la funcién det p no es idénticamente

cero en C\ [a,b]. Entonces S := qp~! pertenece a Rya,b].

Demostracién. Observemos que (Iq> pertenece a P[Jy, [a, b]] definido en la Definicién [3.3] Entonces

S
existe un subconjunto discreto D de C \ [a, b] tal que S es holomorfa en C\ ([a,b] UD) y que

2311112 ((z —~ i)S(z)> * (q) <(Z - i)g(z)> 20 (3.1.4)
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Wlnz <(b _ ZI)S(Z)>* (Ja) <(b N ZI)S(Z)> >0 (3.1.5)

se satisfacen para todo z € C\ (RUD). Sean ¢; : Hg — C?*? y 9 : Hg — C?*? dadas por
v1(2) = (z —a)S(2) y p2(z) :== (b — 2)S(2) para todo z € Hg donde Hg estd definido como en la
Definicion Recordemos que II; estd denotado como en la Notacién |7l Para cada z € I, \ D, de
y obtenemos

sz ) = g ((z - i>5<z)>* () <(z - i>s<z>> 20

jnllzjm #2l) = Wlnz <(b - ZI)S(z)>* (Ja) ((b - zI)S(z)> > 0.

Asi tenemos,

Jmpi(z) >0 y Tmpa(z) >0 (3.1.6)
para todo z € II} \ D. Entonces, en vista de S = ﬁ(cpl + ¢2), se sigue
JmS(z) >0 (3.1.7)
para todo z € I} \ D. Aplicando el Lema y Lema de podemos concluir que
S(x) es Hermitiana no negativa para todo x € (—o0,a) \ D (3.1.8)
y
—S(z) es Hermitiana no negativa para todo x € (b,+o0) \ D. (3.1.9)

Ya que S es meromorfa en II; y en vista de (3.1.7)), por el Lema A.1 Apéndice A tenemos que S es
holomorfa en II;. En otras palabras
S| . € Ry. (3.1.10)

11

Sea xg € (—o0,a)\D. Entonces existe un nimero real n tal que (zo—mn, zo+n) C (—00,a)\D. En vista
de (3.1.8)) y el Teorema A.3 del Apéndice A, vemos que entonces S es holomorfa en II_ y satisface
S(z) = S*(2z) para todo z € II_. Queda por mostrar que S es holomorfa en cada punto que pertenece a
R\ [a, b]. Sea ¢ € R\ [a, b]. Entonces existe un nimero real positivo 7 tal que (xo—n, zo+n) C R\a, b],
(o —n,20) N D =0y (z9,2z0 +n) ND = 0. En vista de (3.1.10)), sea (a,B,v) la parametrizacién de
Nevanlinna de S|H+. Usando la Proposicién B.5 del Apéndice B, obtenemos

| 1
S(z) = a+,8z—|—/ U2 ) 4 L0

oo t—z To— 2

© 1+tz

(v(a0) — w0 — 0)) + / du(t)

To+n t—=z

para todo z € [T UEUII_ donde E := (z¢ — 1, z0) U (x0, zo +1). La funcién matricial ¢ : I} U (¢ —
n,xg +n) ULl — C?7*? definida por

W(z) = a—i—Bz—i—/xO_n 1t+tzdz/(t) +/OO L

—oo -z o4y t—%

es holomorfa en 11 U (xg — n,zo + 1) UII_. Entonces

1+ 2oz
S(2) = (2) + =~ (v(w0) = vl = 0)) (3.1.11)
para todo z € Il U EUII_. Sea u € CY9. De (3.1.11)) vemos que
u*S(z)u = uP(2)u + 1x+ xnzzu*(u(xo) —v(zo—0))u (3.1.12)
0—

se cumple para cada x € E. Si u*(v(z¢) — v(zg — 0))u > 0, entonces esto deberfa implicar

lim w*S(x)u = —o0
z—ag?
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lim u*(=S(z))u = —o0
x—)xao
en contradiccién a y (3.1.9), respectivamente. Entonces, para u € C9, tenemos u*(v(zg) —
v(zg —0))u = 0 y consecuentemente (v(xo) — v(xg—0)) = 0. Asi S(z) = 9(z) se satisface para todo z
arbitrario en II; U EUII_. Ya que z fue elegido arbitrariamente de R \ [a, b] vemos que S tampoco
tiene polos en R\ [a, b]. Asi S es holomorfa en C\ [a, b] y ademés se satisface para todo z € Il ,

(3.1.8) para z € (—o0,a), y (3.1.9) para (b, 4+00). Por lo tanto, S pertenece a R,[a,b] B

2n+1]

3.2. Descripcién del conjunto R,[[a, b]; (s;);%;

En esta seccién daremos la parametrizacién de los elementos del conjunto R,[[a, b]; (sj)?igl], es

decir, el conjunto de soluciones de la versién matricial del problema de momento de Hausdorff dado
en la Definicién teniendo como pardmetro un par columna no negativo y ademaés en términos de
los bloques de la matriz resolvente U, definida en (2.3.1).

Para que esto tenga sentido, debemos restringir la matriz resolvente y sus bloques ya que por la
Definicién los elementos de Rg[[a, b]; (sj)?i'gl] son funciones matriciales que estan definidas en
C\ [a, b]. Entonces definimos

Un = Un |ey sy (3.2.1)

y consecuentemente definimos,

n 1= oy Br = Balegass Tn = Mlevas O 7= O ooy (3:2.2)

Lema 3.4. Seang € N, n €N, a € R, b € (a,00), J; definido en , PlJy, [a,b]] dado como en la
Deﬁm’cidn Qny Bns Yn Y On dados por (3.2.4). Sea (sj)?zarl una secuencia de matrices Hermitianas
de dimension q x q tal que las matrices Hy n, y Hap definidas por (1.1.24) y (1.1.25]) son Hermitianas

positivas. Sea (2) € PlJy, [a,b]] definimos p1 := &np + Bad ¥y 41 = nP + 0nq. Entonces detpq

y det q1 son funciones complejas que son meromorfas en C\ [a,b] y que no son idénticamente cero.

P1

Ademdas, el par columna q
1

pertenece a P|Jy, [a,b]].

Demostracién. De acuerdo a las Definiciones 3.2y [3.3] p vy q son funciones matriciales complejas de
g X g para las cuales existe un subconjunto discreto D de C\ [a, b] tal que las condiciones (i), (ii), (iii)

21) también pertenece
1

a P[Jg, [a,b]]. En vista del Teorema y la condicién (i), p1 y qi son meromorfas en C\ [a,b] y
holomorfas en C \ ([a,b] U D). Del Teorema parte (c), tenemos que la matriz resolvente U, es
invertible. De acuerdo a la Proposicién A.11 del Apéndice A y por la condicién (ii), entonces

p1(2)> {~ <p(2))] <p(2)>

rank =rank |Uy(z = rank = 3.2.3
(00 “ate) az)) =1 (323
para cada z € C\ [a,b] UD. Es fécil ver que de la Ecuacién (2.2.6) del Teorema [2.3| se tiene

Urn(2)JgUs,(2) — Jg

i(z—z)
para cada z € C\R. De ({3.2.4) se tiene que la funcién Uy, es Jy-expansiva para cada z € C\R, por el
Teorema A.17 del Apéndice A, U,,, también es J -expansiva para cada z € C\ R. Por lo que también

y (iv) en la Definicién [3.2] se satisfacen. En principio, vamos a mostrar que

> 0. (3.2.4)
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se satisface

G2 =0
luego
U‘"EZJ_{?;"(Z) > (3.2.5)
Para cada z € C\ R. Usando el Teorema podemos ver que
(- Pae) = (6 Lan) e (50)
= Upn(2) <Ig - Oa) Iq) <28> = Upn(2) ( - pé’;L(ZD (3.2.6)
y
<<b P <z> = Vzn(?) <<b —pgzl(z)) (3:2.7)

se satisfacen para todo z € C\ (RUD). De (3.2.5)), (3.2.6) y la condicién (iii) se sigue

1 pi(z) ) < p1(2) >
J, >0
2Jm z ((z —a)qi(2) (Ja) (z—a)ai(2)) —
para todo z € C\ (RU D). Similarmente, usando (3.2.5)), (3.2.7)) y la condicién (iv) tenemos

= (0 D) 0 (0 ) 0

para todo z € C\ (RUD). Por lo tanto <21> pertenece a P[Jy, [a,b]]. Ahora, sea z € C\ (RUD). De
1
(2.2.16) sabemos que det Uy 5, no es cero en C. Por lo tanto, en vista de (3.2.6) tenemos

(c Pobey) = (200 ) .

De la condicién (iii) y (3.2.8)) podemos concluir que
1 p1(2) —x -1 p1(2)
Uin JglU1 n > 0.
2Jm z ((z —a)qi(z) [ (2] gl (2) (z —a)ai(?)
Para cada g € N[p1(2)] := {h € C?: p1(2)h = 0}, esto implica que

! 0 ' —* -1 0
20m 2 ((z — a)(h(z)g) [Uin(2)] " Jq[U1n(2)] ((z _ a)ql(z)g) > 0.

s ((z - ag)q1<z>g>* Yo ((z - a;)ql(Z)g) =0

se cumple para todo g € CY, vemos entonces que
* _ —% -1
(z —a)ai(2)g i(z — 2) (z —a)ai(z)g

es verdadero para cada g € N[p1(z)]. Por otro lado, ([2.2.18) nos proporciona

Jq = [Urn(2)] " Jg[Urn(2)] 7!

i(Z—2)

Ya que la matriz H;, es Hermitiana positiva, el lado derecho de (3.2.10)) es Hermitiano no negativo.
Asi, en vista de (3.2.9)), para cada g € N[p1(z)], tenemos

0 : . R 0 _
(6o (o1 ot o) B (O B, )y (e ) =0

Ya que

= Jy(u1,n vn)*[Rr, (z)]*Hl_ﬁRTn (2)(u1,nvn)Jy. (3.2.10)
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y, en vista de det R, (z) # 0, entonces
0

0= (ul’n ’Un)Jq <(Z . (I)Ch (z)g) = —iul,nql (z)g.

De acuerdo a (1.1.26)), esto implica que soqi(z)g = 0 para todo g € N[p1(z)]. Ya que H; ,, es Hermi-
tiana positiva, la matriz sg es no singular. Entonces

p1(2)>
=0
<Q1(Z) g
para todo g € N[p1(z)]. Asi, (3.2.3) demuestra que N[pi(z)] = {0}. Por lo tanto, la matriz p1(z) es
no singular. Andlogamente, uno puede verificar que la matriz qi(z) es no singular. l

Ahora podemos demostrar el resultado principal de esta seccién y de este capitulo.

Teorema 3.5. Seange N, ne N, a e R, be ( , Jg definido en , P[Jg, [a,b]] dado como
en la Deﬁmcwn G, B, An y 0n dados por y Rylla, b]; (sj)jio | definido en la Definicion
. Sea (sj)?.’:l'g un secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q tales que las matrices
Hi, y Hap dadas por (1.1.24) y (1.1.25), son Hermitianas positivas. Entonces

(a) Para cada <z> € PlJy, [a,b]], la funcion matricial

S = {3n(2)P(2) + 0n(2)a(2) Han(2)P(2) + Fu(2)a(2)} (3.2.11)

pertenece a Rq[[a,bl; (s )2"31].

(b) Para cada S € Ry[[a,bl; (s )2"31], existe un par columna <g> € PlJy, [a,b]] de funciones matri-

ciales p y q que son meromorfas en C\ [a,b] tal que S admite la representacion

S = {Fn(2)p(2) + bu(2)a(2) Han(2)P(2) + Bu(2)a(2)} .

(c) Si < ) Yy (p2> pertenecen a P[Jg, [a,b]], entonces
q1 q2

{An(2)P1(2) + dn(2)a1(2) Han(2)p1(2) + Bu(2)an(2)}
= {Fn(2)p2(2) + dn(2)d2(2) Han (2)P2(2) + Bu(2)a2(2)} (3.2.12)

(@), =@, .

estd definido mediante la Definicion .

sty solo st

donde ()

~p

qi1
definidos por p1 = @np + BnQ ¥ A1 = YnpP + 0nq, también pertenecen a PlJq, [a,b]] y, ademas la
funcién det p; no es idénticamente cero en C \ [a, b]. De la Proposicién se sigue que S := qlpf1
pertenece a Rg[a, b] definido por la Definicién [1.11] Se puede ver ficilmente que el par columna (g)

Demostracién. (a) Sea (Z) € PlJy, [a,b]]. En virtud de Lema tenemos entonces que <p1)

dado por p = ppl_1 y q:= qpl_l, también pertenece a P[Jg, [a,b]]. Obviamente, se satisfacen las

siguientes igualdades:
&)= ()r = (Ger - 5)
L_7, -0,(?).
<S> <q1 P1 q) P q

Nuevamente, recordamos que del Teorema ﬂ 2.5 parte (c), tenemos que la matriz resolvente U, es
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(2) =01 (IS%) . (3.2.14)

) pertenece a P[Jg, [a,b]],

invertible. Se sigue que

Del Teorema [2.5{ obtenemos que <g> es holomorfa en C \ [a,b]. Ya que <

tenemos entonces

L T

1 p(2) " p(2)
2Im 2 <(z - @q@)) (g) <(Z - a)q(z)> >0 (3.2.15)
y
_1 p(z) ' p(z)
2Jm 2 <(b —~ z)c](z)) (q) <(b — Z)q(z)> =0 (3.2.16)
para cada z € C\ R. De (3.2.14]), (1.1.29), (1.1.30]) y el Teorema tenemos
p(2) _ (1
<(z — a)(l(z)> = [Uin(2)]7! <§1(2)> (3.2.17)
y
p(2) _ I
((b _ Z)q(z)> = [Uan(2)] 7 <52€z)> (3.2.18)

para cada z € C\ [a,b]. Asi de (3.2.15)), (3.2.16)), (3.2.17)), y (3.2.18) vemos que la desigualdad (2.2.11))

se cumple para cada r € {1,2} y cada z € C\ R. Aplicando el Teorema se sigue que S pertenece
Rylla, bl; (s7) 725

a Rqlla, bl; (s5);207 ]

2n+1
Jj=0

p:= (I, 0)U,;" <{§’> y a:=(0, I,)U," <{g> (3.2.19)

Del Teorema 2.5 vemos que la funcién matricial U,, ! es holomorfa en C\ [a, b]. Entonces p y ¢ también
son holomorfas en C\ [a,b] y obtenemos

rank (28) — rank (;&) =g (3.2.20)

para cada z € C\[a, b]. Usando el Teorema[2.5es facil comprobar que las identidades (3.2.17) y (3.2.18)
se satisfacen para todo z € C\ [a,b]. Ya que del Teorema sabemos que la desigualdad (2.2.11)) se
cumple para cada r € {1,2} y cada z € C\R se sigue entonces que las desigualdades (3.2.15]) y (3.2.16)

(b) Ahora consideramos una funcién matricial arbitraria S que pertenece a R,[[a, b]; (s;)5"]. Sean

se satisfacen para todo z € C\ R. Asi, en vista de (3.2.20]), vemos que (g) pertenece a P[Jy, [a, ]].
De (3.2.19) obtenemos
(3)-0(0)- Cpid)
S "\a P + 0nQ

S =58 I;"= (%D + 0n@) (@D + Bn@) "
= ((:an + an)pfl)((dnp + Bnq)pfl)_l
= (3P + 0,9)(Gnp + Bna) .

Por lo tanto,

(c) Sean <p1> y (p2> que pertenecen a P[Jg, [a,b]]. Obviamente se satisface

q1 q2
(dnpr + Bnqr> _ U (pr>
~ = - n
nPr + Ondyr qr
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para cada r € {1,2}. En vista del Teorema parte (c) y el Lema lo anterior implica que
(pr> ! (dnpr + ?n‘%)
qr " :anr + 5nqr

- I . ~
N U;1 <(:anr + anr)(&npr + Bnqr)l> (ain * /Bnqr) (3'2‘21)

para cada r € {1,2}. Ahora suponemos que (3.2.12)) se cumple. Entonces de (3.2.21]) tenemos,

P2\ _ -1 ) I ~ ~ )
<q2> - Un <(:an1 + 5nQ1)(O~énp1 + /Bn(h)l) (anpz + /Bnqz)
- (ED (@np1 + Bnar) ! (@np2 + Frae) = <21§>

donde F' := (a,p1 + Bnql)_l(dan + Ban) es una funcién matricial que es meromorfa en C\ [a, b].
Ademsds, del Lema sabemos que det F' no es idénticamente cero. Por lo tanto, (3.2.13]) se cumple.
En cambio, ahora suponemos que (|3.2.13)) se satisface. Entonces existe una funcién matricial F' que es

meromorfa en C\ [a, b] tal que det F' no es idénticamente cero y que pa = p1F y q2 = q1 F' se cumplen.
Entonces se sigue inmediatamente ((3.2.12)). B

Definicién 3.7. La funcion S descrita en (3.2.11) es la solucion asociada a la versidn matricial del
problema de momentos de Hausdorff para el caso par de momentos dados.

El Teorema (3.5 da una clara descripcién de los elementos del conjunto Ry[[a, b]; (sj)?igl] dado en
la, Definicién De esta manera, para resolver el Problema [I.4] utilizamos el Teorema Conse-
cuentemente, el Problema queda solucionado.

3.3. Ejemplos

Ejemplo 3.1. Dada la secuencia de matrices:

so=| 2 3 si=| ¢ 3%
0 2 3 12
3 1 4

s=(2y) (2 E) e
10 15 210

Hallar al menos una funcién o tal que o € MQZ[[O, 1]; (85);=0l-

N———
V2]
[\
|
7N
w5~
‘w\m S [b3oi—
N————

Slee

Rl
_
o
%o
N———

Solucién. Para un mejor entendimiento del lector, el procedimiento de la solucién lo escribimos en
pasos:

Paso 1. Claramente la secuencia (s;)2_,, es una secuencia de matrices Hermitianas de 2 x 2. Verificamos
7/5=0
que la secuencia dada satisface las condiciones necesarias y suficientes de existencia de solucién.

De acuerdo a ((1.1.22) y ([1.1.23)) construimos las matrices de bloque de Hankel asociadas a la
secuencia (s;)3

7=0
3 9 5 1 1 1 5 1 7 1 9 3
IR IR
IR I A O 2 R I A O A
ER R §w g
3 60 10 10 15 210 10 10 15 210 21 168
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y también, de acuerdo a (1.1.24) y (1.1.25)), construimos las matrices de bloque de Hankel asociadas
a la secuencia (sj)?zo y al intervalo acotado [0, 1]

5 1 7 1 9 3
O S T ¢
i ~ 27§ 9§ ¥
Hip=—0a+Ma=| 2 4 % ¥ % B
§ %y ¥ 32
20 10 30 1 4 1
R B ¥ 3
10 10 15 210 21 168
2 _1 1 ¢ 2 1
4 1
BT T (. S T A
L IR S A
Hyp=1Hip—Hop=| o 1+ %P ¥ ¢ %
12 21
DR R G A
1 12
B (R R G G
30 12 30 21 35 280
Verificamos que sean positivas definidas. Para Hj o se tiene
s 5 1 7
2 2 3 (]? 3 12 7
a1 3 )=2>0 Y A T I
12 )
3 12 8 FAE T 960
12 3 20
5 1 07 1 5 1 7 1 9
3 12 3 20
¢ 3 1 3 O S S
1 7 1 33 1 3012 3 @ 19 3
det 202 3 0 [=——>0 det| = 1T 9 3 1L | _ ~ 0
< 1 9 3 ) 12 3 20 10 30 ’
23 W1 6400 T 4 22400000
123 3 3 g 60 1? 10 13
3 60 10 10 9 8 11 4 13
20 10 30 15 42
5 1 7 1 9 3
12 3 20 10
A S G T |
12 1 1
ERE I .
12 3 20 10 30 1 _
ol ron B 3| = oo
8 60 1? 10 13 210
9 3 11 4 13 75
20 10 30 1 42 21
PR B ¥ O3
10 10 15 210 21 168
Para Hs o tenemos
) . 2 1 1
Ed —= 1 3 3 4 3
_ 1 11 _
det<_31 113>—2>0, det -3 12 0 —%>0’
3 12 1 0 2
4 15
2 11 : 11 0 2
4 1
i =5 1 0 T T G S O §
_% % 0 % 9 R PR Y 1
det =— > det| ¥ o 2 L 1L |—_ - 5
i 0 £ = 32000 ~ S PP R 4200000 ~
1 1 1 T 30 12 30
0 5 % © 2 1 2
15 30 12 30 35
2 _1 1 o 2 1
4 1
T T (O S T G
3 12 ? 30 112
1 o =2 L L1 L 1
det 1 15 30 12 30 — >0
0 &t & &5 5 = 2744000000
2 1 P ¥ 7
1 12
B (R G G G
30 12 30 21 35 280

Usando el criterio de Sylvester, Teorema A.13 del Apéndice A, tenemos que Hy,, y Ha, son positivas
definidas. Por lo que, tenemos una secuencia (Sj)?:() de matrices Hermitianas de 2 x 2 tales que Hj o
y Haz 2 son Hermitianas positivas. Si revisamos el Teorema entonces aseguramos que el conjunto
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MQE [0, 1J; (sj)?zo] definido mediante la Definicién es no vacio.

Paso 2. Construimos la matriz resolvente Us dada en 1) Para eso, primero construimos los
elementos Rry, va y Ug de acuerdo a (1.1.20)), (1.1.21)) y (1.1.26), respectivamente,

1 02z0 220 10 -3 0
0102z 0 22 0 1 —%
0010 2z 0 00 _ -2 -3
Br&)=1o9 001 0 - 2710 0 Il I S
0000 1 0 00 -5 -3
0000 0 1 00 -z -2

Entonces, los bloques de Us son los siguientes:

dg(z) =1y + ZU;RTZ* (Z)I:Iigl - U,

(2523 202 T g 95 (1427 — 142 4 3) 3.31)
O\ Pe(142% - 142 +3)  —422% +492° — 152 + 1 o
Y2(z) = @RT; (Z)JEIQ_21 - Ug,
> 2 2, 982 _ 13
_ [ 5 (6302 — 5362 +85) —422% 4 %2 —
( (9022 + 80z — 13) 6322 — 122 4 601 (3.3.2)
5 0H{, + 1H;,
Ba(2) = (z = 1)(z — O)U;RTJ(Z)%OMUQ
~( 5(z2—1)2 (46927 — 488z + 117)  2(2 — 1)z (9122 — 1042 + 27) (333)
- 2(z— 1)z (282% — 77z + 27) 2(z—1)2 (2822 — 352+ 9) 2
< (z— DR7H0)0H L + (z — 0)R7L(1)1H; L
09(2) = Io + 3Ry (2) L 1721 — 73 22,
[ 15 (—46902° + 684027 — 22152 +16)  —52 (18227 — 2642 + 85) (3.3.4)
—§7 (402 — 60z +23) ~7023 410522 — 158 4 ] 3.

Paso 3. Escribimos la férmula general de los elementos que pertenecen a el conjunto R,[[a, b; (sj)?igl]

definido como en la Definicién [1.12

S(2) = {An(2)P(2) + dn(2)a(2) Han(2)P(2) + fu(2)a(2)} . (3.3.5)
donde (g) pertenece al conjunto P[Jy, [a, b]], definido como en la Definicién y Jy definido como

Paso 4. Ahora, consideramos dos casos:

. L . I .
(a) Sean p = Is y q = 02x2. Se verifica ficilmente que el par <O 2 ) pertenece al conjunto
2x2

P[J2,[0,1]]. Si aplicamos la férmula (3.3.5) para n =2 y con el par (012 ) obtenemos,
2x2

S(2) = Fa(2){az(2)} (3.3.6)

Por otro lado, tenemos que

1
5 = [ =sdutt)

t—=z

donde p € M%[[O, 1]; (Sj)?:o]- Ahora, estamos interesados en describir la funcién p(t). De (3.3.1)),
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(3-3.2) y (3.3.6) tenemos que

511(2’) 512(2’) >
S(z) = 3.3.7
@=( g8 e (37)
donde

5 (1234825 — 282942* + 2382823 — 902722 + 1499z — 85)

Su(z) = — 12 (343026 — 97652° + 1071024 — 568923 + 150322 — 1802 + 7)
S1a(2) = —68602% + 1267023 — 806422 + 2047z — 182

6 (343026 — 976525 + 1071024 — 568923 + 150322 — 180z + 7)
S1a(2) = —68602% + 1267023 — 806422 + 2047z — 182

6 (343026 — 976525 + 1071024 — 568923 + 150322 — 180z + 7)
Son(2) = —3087002° 4+ 7588002 — 70101523 + 30001522 — 586552 + 4207

60 (343025 — 976525 + 107102% — 568923 4+ 150322 — 180z + 7)
Notemos que Si2 = S21. Sea P(z) el polinomio definido mediante
P(z) := 343025 — 976525 + 107102* — 568923 + 150322 — 1802z + 7
El polinomio P(z) tiene las siguientes raices:
21 =0.0714 29 =0.2182 23 =0.3398 24 =0.6045 25 =0.6931 26 = 0.9197

donde hemos utilizado 4 digitos después del punto decimal. Utilizando fracciones parciales tene-
mos que

0.1756  0.0955 0.2966 0.3664 0.1882  0.3773
- - + - +

S =
11(2) 21 — % zZ9 — % zZ3 — % Z4 — 2 z5 — % 26 — %
0.3179 ~ 0.0677 0.3261 0.2743 0.0372  0.3392
S12(z) = — + - + - +
zZ1 — Z zZ9 — Z zZ3 — Z Z4 — Z zZ5 — Z 26 — %
0.3179 ~ 0.0677 0.3261 0.2743 0.0372  0.3392
S12(z) = — + - + - +
zZ1 — = Z9 —Z zZ3 — Z Z4 — 2 5 — X% Z6 — %
0.5754 ~ 0.0480 0.3586  0.2054 0.0073  0.3050
522(2’) = + + + + +

1 — % zZ9 — 2 zZ3 — % Z4 — 2 z5 — % 26 — %

Reescribiendo (3.3.7)), tenemos que

A A A A A A
S(z) = L S 4 5 6

21 — % zZ9 — Z Z3 — X% Z4 — 2 5 — X% 26 — %

donde
A 01756 —0.3179 ~{ 0.0955 0.0677 [ 02966 —0.3261
7=\ —0.3179  0.5754 27\ 0.0677 0.0480 37\ —0.3261  0.3586

[ 0.3664 0.2743 A4 ( 01882 —0.0372\ | _ (03773 0.3392
47\ 0.2743 0.2054 >~ \ —0.0372 0.0073 6=\ 0.3392 0.3050 /-

En vista de la Definicién A.4 del Apéndice A, podemos concluir que

S(z) = A A A A A A :/1 : du(t)
21—2 Zo9—2Z 23—Z2 Z4—Z zx—Z2Z 2—Z% o t—=z
donde

O2x2 0<t<0.0714

Ay 0.0714 < t < 0.2182
A+ Ay 0.2182 < t < 0.3398

p(t) = Ap + Ay + As 0.3398 < t < 0.6045 (3.3.8)

Aj 4 Ay + Az + Ay 0.6045 < t < 0.6931
S04 0.6931 < t < 0.9197
S04 0.9197 <t <1

(b) Sean p = 0242 y q = I5. Similarmente como en el caso anterior (a). Se verifica facilmente que
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el par <03.X2> pertenece al conjunto P[Jz, [0, 1]]. Si aplicamos la férmula (3.3.5) con n = 2 y el
2

par (02X2> , obtenemos
I

S(2) = a(2){Ba(2)} (3.3.9)

Por otro lado,

1
S(z) = /0 L )

t—=z
donde v € M2[[0,1]; (sj)?-:o]. Estamos interesados en describir la funcién v(t). De ,
y tenemos que
S11(z) Si2(z
S(z) = < Smgzi 5228 > (3.3.10)
donde
S11(2) = —264602° + 621602* — 5138023 + 1779222 — 22552 + 36
60(z — 1)z (2942% — 56023 + 37122 — 100z + 9)
S1a(2) = —29402z* 4 56002 — 341622 + 734z — 27
30(z — 1)z (2942 — 56023 + 37122 — 100z 4 9)
S1a(2) = —29402* 4 56002 — 341622 + 7342 — 27
30(z — 1)z (29424 — 56023 + 37122 — 100z + 9)
Sua(2) = —264602° + 665702% — 6066223 4 2415522 — 3818z + 117

60(z — 1)z (2942% — 56023 + 37122 — 100z + 9)
Notemos que S12 = So21. Sea Q(z) el polinomio definido mediante
Q(z) := (2 — 1)z (2942* — 560z* + 3712% — 100z + 9)
El polinomio Q(z) tiene las siguientes raices:
21 =0 z9 = 0.1846 z3 = 0.3867 24 = 0.5406 z5 = 0.7926 26 =1

donde hemos utilizado 4 digitos después del punto decimal. Utilizando fracciones parciales tene-

mos que
0.0666 ~ 0.2637  0.2769 0.2241  0.5411 0.1273
S11(2) = + + + + +
21—z Z9 —Z zZ3 — Z Z4 — Z Z5 — X% Z6 — %
0.1000 0.4115 0.1552 0.1694 0.4090 0.1166
512(2) = — — + - + +
21 — % 29 —Z Z3 — Z Z4 — 2 5 — X% 26 — %
0.1000 0.4115 0.1552 0.1694 0.4090 0.1166
S12(2) = — — + - + +
21— 2 29 — 2z 23—z 24— 2 25 — 2 26 — 2
0.2166 0.6422 0.0870 0.1280 0.3092 0.1166
Saa(z) = + + + + +

21—z Z9 —Z zZ3 — Z Z4 — Z Z5 — X% Z6 — %
Reescribiendo (3.3.10]), tenemos que
B B B B B B
S)=—" 4 2y 2 Tt B
21—z zZ9 — Z zZ3 — Z Z4 — Z 5 — Z Z6 — %

donde

B _ ( 00666 —0.1000\ L, _ ([ 02637 —04115) , _ (02769 0.1552
=\ —0.1000 0.2166 27\ —0.4115 0.6422 37\ 0.1552 0.0870

B, — 0.2241 —0.1694 B — 0.5411 0.4090 B — 0.1273 0.1166
* 7\ —0.1694 0.1280 > 7\ 0.4090 0.3092 67\ 01166 0.1166 )

De acuerdo a la Definicién A.4 del Apéndice A.4, tenemos que

By By Bs By Bs Bs /1 1
0

P dv(t)

S(z) =

+ + + + +
zZ1 — Z 9 —Z zZ3 — Z Z4 — Z zZ5 — Z Z6 — %
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donde
O2x2 t=0
B 0<t<0.1846
o(t) = By + By 0.1846 < ¢ < 0.3867 (33.11)
Bi + By + B 0.3867 < ¢ < 0.5406
Bi+ By + By + By 0.5406 < t < 0.7926
|30 B 0.7926 <t < 1

Respuesta al ejemplo: las funciones en (3.3.8) y (3.3.11) que pertenecen a M2 [[0,1]; (sj)?zo].

Observaciéon 3.2. [CRi, pédg. 21] Las soluciones asociadas dadas en (3.3.0) y (3.3.9) se llaman
soluciones extremales.

Observacién 3.3. También se puede verificar que la funcion o dada por (1.6.10), es solucidn para
este problema.

En vista de la Observacién [3.3] vemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. El problema de momentos de Hausdorff para los momentos

3 | 501 71
=(8g) (i) (1)
2 3 12 3 60
9 3 14 13 5
w=(7 7 ) a=(7 1) s=(% H ),
0 10 15 210 21 168

tiene la siguiente solucion asociada S(z):

B 142 4z —2 —z—1 —4z 42 1 4
5(z) = In(1 =) <4z —2 292 —11)+ 4) +1n(=2) <—4z +2 2(11-92) — 4) + <4 9z — 1;)
(3.3.12)

Aqui, In (z) es el logaritmo principal, es decir, estd definido en C\ (—00,0). Ndtese que S(z) estd bien
definida ya que z € C\ [0,1]. La funcion se obtiene de la igualdad (ver (3.2.11))

S(2) = {2(2)p(2) + b2(2)a(2) Haz(2)p(2) + Fa(2)a(2)}
donde éz(2), 32(2), B2(2) y 02(2), estdn dados por (3.3.1), (3.5.9), (5.3.9) y (3.3.4), respectivamente
y el par g) dado por p(z) = Iy. Aqui q(z) es

_ 1 q11 Q12>
alz) = A <Q21 q22
donde

qi1 = —(P1(2) + In(1 — 2) Pa(2) + In(—2) P3(2)

di2 = (Q1(2) + In(1 — 2)@2(2) + In(-2)Q3(2))

qo1 = (Wi(z) + In(1 — 2)Wa(z) + In(—2)W3(z)

Q22 = (R1(2) + In(1 — 2)Ra(2) 4+ In(—2) R3(2)) (R

A = Do(2)In?(1 — 2) + D5(2) In(1 — 2) + Dg(2)
+ Di(2) + D3(2) In(=2).
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Ademds,

Py(z) = 12 (16802° — 37802" + 30502° — 112022 + 181z — 4)
Py(z) = 720z (282° — 772* + 802° — 402% + 102 — 1)
P3(z) = —7202 (282" — 772" +802° — 402% + 10z — 1)
Q1(2) = 30z (4202° — 7502% + 3802 — 47)
Q2(2) = 360z (352" — 802 + 602% — 162 + 1)
Q3(z) = —40z (1332* — 51223 + 66827 — 352z + 63)
Wi(z) = 62 (1680z* — 1260z® — 1690z% + 1520z — 229)
Wa(z) = 3602 (282° — 352" — 202° + 402% — 142 + 1)
Ws(2) = =360z (282° — 352* — 202 + 402% — 142 + 1)
Ri(z) = 3 (—4620z" + 72902° — 27402* + 52 + 16)
Ry(z) = —180z (77z* — 1602% + 10022 — 162 — 1)
R3(z) = —20z (2452* + 4642% — 160422 + 1120z — 225)
Pi(2) = o (46202 — 72902° + 3220z — 341)

1

== (3852" — 8002° 4 5402° — 1282 + 7)

1

== (- 7352 + 8802° — 2602% — 8z + 7)
Q1(z) = g (—842% + 1262 — 52z + 5)
Q2(2) = —2 (702* — 1402* + 902% — 20z + 1)
Q3(2) = 2 (982" — 1402° + 682% — 14z + 1)

5
Wi(2) = 57 (92 = 7) (842° — 1262 + 522 — 5)

2
Wa(z) = ?(92 —7) (702" — 1402° + 9022 — 20z + 1)

2
Ws(z) = == (92 = 7) (702* — 1402% + 902% — 20z + 1)

125722 1133z 991
— 2 — =
Ry 37824 + 82623 5+ G 60

(2) =

Ro(z) = —3782° + 10152% — 101023 + 4502% — 832 4 4

R3(z) = 3782° — 101527 + 101023 — 45022 + 832 —

D1(z) = 3(16 — 7192 — 1194022 + 31855023 — 212636024 + 66114602° — 111288002°
+ 1047060027 — 51912002° + 10584002°)

Ds(z) = 10800(z — 1)*23 (2942* — 5602 + 3712 — 100z + 9)

D3(z) = 202(5644802% — 248640027 + 457632025 — 45656002 4 267209621 — 9218882°
+ 17589122 — 15088z + 189)

Dy(z) = —1200(z — 1)%2? (264627 — 92425 — 1126325 + 195262* — 143322° + 539427 — 10072 + 72)

Ds(z) = 180(z — 1)2(352802% — 15540027 + 2772002° — 25532025 + 12773621 — 330582°
+ 362222 — 53z — 5)

Dg(z) = 9600(1 — 22)(z — 1)2” (2942° — 8542" + 9312% — 4712% + 1092 — 9) .

z

z

Utilizando la transformada inversa de Stieltjes ubicada en el Teorema B.10 del Apéndice B, se puede
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obtener la funcion o(t):

t? 2
21t 212 — 2t
t) = 2 .
o(®) <2t2—2t 3t3—121t2+4t>



Capitulo 4

Relacion entre dos matrices resolventes

En este capitulo nos centraremos en escribir la matriz resolvente U, definida en en términos
de la matriz V,, definida en [CDFK| pédg. 152]. Cabe mencionar que la notacién usada en [CDFK], es
similar a la notacién que hemos utilizado hasta ahora y seguiremos usando en este trabajo.

En la seccién 4.1 agregamos la informacién necesaria de [CDFK]. En la seccién 4.2 incluimos
algunas identidades adicionales y finalmente en la seccién 4.3 obtenemos la relacién entre las matrices

Uny Va.

4.1. Notacién adicional

En vista de [CDFK| pag. 152], definimos

Definicién 4.1. Sean ¢ € N, n € Ny, a € R, b € (a,00). Ademds, sean Ty, Rr,, Upn, Ul n, U2n,
definidos como en las Deﬁmczones- - Sea ( 5] Z"H una secuencia de matrices Hermitianas
de dimension q x q tales que las matrices Hy , y Ha deﬁmdas por (1.1.24)) y (1.1.25) son Hermitianas
positivas. Sea V;, : C — C29%24 definida para todo z € C por

L ‘/il;n ViZ;n
Vi(z) := <V21;n V22;n> (4.1.1)

donde
Vit = Iy — (2 — a)ub ,[Re,, (2)]"Hy, R, (a)0n,
Vizin := ui o [Rr, (2)]" Hy R, (@),
Varyp i= —(b—2)(2 — a)vn[RTn(Z)]*Hz_ﬁRTn(a)vn,
Vaoip := Iy + (2 — a)v,[Rr, (2)]*Hi}zRTn (a)uq p.

A la matriz V,, definida en , la llamaremos la matriz resolvente adicional.

De acuerdo a [CDFK| pag. 149] tenemos

Definicién 4.2. Sean ¢ € N, n € Ny, a € R, b € (a,0), J, definida en . Ademds, sean T,
Rz, , vp, uip, definidos como en las Deﬁm’cz’ones y. Sea (sj)zggl una secuencia de matrices
Hermitianas de dimension g X q tales que la matriz Hy ,, definida por es Hermitiana positiva.
Sea Vln : C — C?9%24 definida para todo z € C por

‘~/1m(z) = Iy +i(z —a)(uin vn)*[RTR(Z)]*H;’;RTn(a)(uLn Un)Jy (4.1.6)

63
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Observacion 4.1. De [CDFK, pdg. 149] tenemos que TN/Ln es invertible ya que
[Vl,n(z)]_l = Ipg —i(z — a)(urn vn)'[Rr, (a)]*Hl—,}zRTn (z)(u1n vn)Jy (4.1.7)

Observacién 4.2. Sean ¢ € N, n € Ny, J, definido en (m Y f/lm definida como en la Definicion
[4-3, entonces
Vin(2)] ™ = TV (2) g (4.1.8)
Demostracién. En vista de la Ecuacion tenemos
Vin(2)] ™ = JgJg —i(z = a)JgJg(urn vn)*[Rr, ()] Hy R, (2) (urn 0n)Jg

= Jyllog — i(z — a)Jg(urn vn)*[Rr, (a)]*HirllRTn (2)(u1n vp)]dy (4.1.9)

Por otro lado, de , tenemos
Vin(2) = Iog +i(z = a)(urn vp)*[Re, (2)] Hy R, (@) (w10 vp)Jg

Va(2) = g — i — ) Jy(unn 00)* (R @) Hy AR (2) (10 o). (4.1.10)
Combinando ({{.1.9) y (4-1.10), claramente se sigue ({.1.8).

También del articulo [CDFK| pag 151] podemos introducir

Definicién 4.3. Sean ¢ € N, n € Ny, a € R, b € (a,00). Ademds sean T,,, Rr,, vy, definidos como
en la Definicion sea ‘71,71 definido como en la Definicion Yy sea (Sj)?i—gl una secuencia de
matrices Hermitianas de dimension q X q tales que la matriz Ho y, definida por es Hermitiana
positiva. Sea Vi, : C — C29%24 definida para todo z € C por

Vin(2) = Vin(2) AL, (4.1.11)

P 0
Al’n o (Ml,n Iq>

Mlm = (a —b)v;|Rr, (a)]*Hi%RTn(a)vn.

donde

Observacién 4.3. Ay, es invertible ya que

I 0
-1 _ lq
= (1)

y, ademds claramente se cumple la igualdad

ATy = JgAT g (4.1.12)
Observaciéon 4.4. Sean ¢ € N, n € Ny, J; dada por y Vin dada por la Definicion .
Entonces

Vi (2) = JgVin(2)Jg. (4.1.13)
Demostracién. De acuerdo a (4.1.8) y (4.1.13),
Vljnl(z) = Aiif/l}}(z)
= (JqAT,an)(Jqf/f:n(z)Jq)
= Jo AT Vin(2) g (4.1.14)

Por otro lado, de (4.1.11]) tenemos que
Combinando (4.1.14) y (4.1.15) se sigue claramente .
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Similarmente al Teorema se demuestra en |[CDFK. pdg. 153-155] que
_((z=a)l; O (z—a)7'1, 0
Va(z) = ( 0 I, Vin(z) 0 1) (4.1.16)

4.2. Identidades adicionales.

En esta seccién mostraremos las identidades que seran de vital importancia en la Seccién 4.3.

Observacion 4.5. Sean ¢ € N, n € Ny y sea (sj)?;l'gl una secuencia de matrices Hermitianas de

dimension q x q. Ademds, sean T, Rr,, vy, f[Ln, ﬁgm, definidos como en las Definiciones Yy
[1.1]] Entonces las siguientes identidades se satisfacen:

abT, Ho T — abTyp Ho T + 2Hy y — 2Hy = 0 (4.2.1)
(b—a)I = bR} (a) — aRy}H(b) (4.2.2)
para cada z € C y para cada a € R, b € (a,00).

2n+1

Lema 4.1. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (5j>j=0 una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Ademds, sean T,,, R, , vn, Hin, Hop, Hin, Hop, Up Uin, U2n,
definidos como en las Definiciones y[I.1]} Entonces para cada z € C, las siguientes identidades
se satisfacen:

R;nl(z)ﬂ'g,nRi% (a) + zvpui , — HlnRi%(z) — (2 — a)uyv), =0, (4.2.3)
(z = a)vpuy , — (2 — a)ug vy, — (I — aTy)Ho (I — 2T,) + (I — 2T0)Ha (I — aTy) =0, (4.2.4)
(2 — a)vaus , + (2 — b)ur vy, — (I — aTy)Hon(I — 2T5) — (I — 2T5,)Hy (I — bT);) = 0. (4.2.5)

Demostracion. Demostramos la identidad . Esta identidad se sigue al usar las identidades
principales , , dejar Hi , en términos de H 1ny ﬁgm, tenemos:
R;:(z)ﬁg,nRi% (a) + zvpui , — Hl,nRi%(Z) — (2 — a)upvy,
= (I — 2Tp)Hon(I — aTy) + 20, (I — aT)}) — (—aHyp, + Hap)(I — 2T7)
— (2 — a)uyv),
= (I — 2T,)Hon(I — aT}) + (T, Hop — Hin)(I — aT}})
— (—aﬁlm + ﬁgm)(I —2T;) — (2 — a)(ﬁng;: — ﬁl,n)
=(I- ZTn)(_FI27n — aI:IZnT;'{) + ZTn_FI27n — z.FNILn — azTanQ,nT; + azf[ljnT;
+ aﬁl,n - ﬁgm — azﬁl,nT; + zﬁQ,nT; - zﬁQ,nT; + Zﬁl,n + afIQ,nT:{ - aﬁ[l,n
= I~{27n — aﬁgvnTs — ZTHFIQJZ + azTnﬁng;{ + ZTnﬁQJL — Zﬁl,n — azTnﬁgynT;
+ azﬁlynT; + aﬁlyn — flgm — aszlynT; + zlfIQmT; - zlfIQ,nT; + zﬁlyn
+ aﬁIg,nT;; — aI:ILn
= 0.
Ahora demostramos la identidad . Por un lado, tenemos la igualdad
(z — a)vnu;n — (2 — a)ug puy, = —(2 — a)[ug nuv;, — vnuzn]
En vista de ((1.2.7)), se satisface la igualdad
(z — a)vnu;n — (2 —a)ugpvy, = —(2 — a)[HanT,, — Tr,Hap). (4.2.6)
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Por otro lado, realizando operaciones algebraicas, tenemos
— (I —aTy)Hepn(I —2T1;) + (I — 2T,)Ha o (I — aT};)
=—(I —aT,)(Hop — 2Ho, T,) + (I — 213,)(Ha p — aHo , T5)
= —(Hoyp — zHo )T, — aTpHa p, + a2T, Ha , T,)
+ (Hep — aHy T, — 2T, Ha , + 02T, Ho , T),)
=zHy T, + aT,Hay — aHs T, — 21, Ho
= (2 —a)[HynT;; — T, Hap),
es decir,
—(I —aTy)Hypn(I — 2T7) + (I — 2T3)Ha (I — aT) = (2 — a)[Ho T,y — T Ha . (4.2.7)
Sumando (4.2.6|) con (4.2.7) se sigue la segunda identidad del Lema

Finalmente, demostramos (4.2.5). Combinemos el tercer y cuarto término del lado izquierdo, es
decir,

— (I —aTly)Hepn(I —21;) — (I — 2T,)H1 (L — bT;,)

= —(I — aT},)(bHy  — Hop)(I — 2T) — (I — 2T,)(—aHy 4+ Hap)(I — 0T)

= —(I — aTy,)(bHy y, — bz Hy T — Hopy + 2Hy , T1F)
— (I = 2T;,)(—aHy , + abHy , T + Ho, — bHo , T)F)

= —bIjILn + bz[jflynT;: + f[gm — zI:IgvnT;f + aanI:ILn — asznﬁLnT; — CLTnf{Q’n
+ a2l Hon T + aHy  — abHy Ty — Ho o + bHo T — azTy Hy y, + abz T Hy , T
+ 2Ty Hapy — b2Ty Ho T

= —bHy, + bzHy ;T — 2Ho T + abT, Hy , — aTy Ho + a2T Ha T
+ aﬁlm — abI:ILnT;: + bﬁg’nT; - azTnﬁl,n + ZTnﬁgyn - bZTnﬁzynT:

= —bHyp + bzHy T — 2Ho T + abTy Hy y — aT, Ho oy + azT, Ho T
+aHy , — abHy T + bHo T — azTy Hy py + 2T Ho py — 02T, Ho T
+ abTy Hy T — abTy Ho T + 2Hy , — 2Hy

= —a(TyHap — Hipn) — 02(TyHap — Hy )T+ 2(TyHay — Hy )
+ ab(T, Hoy, — Hy )T + b(Ho T — Hy ) — abTy(Ho T — Hy )
+ azTy (Hon T — Hy ) — 2(Hon T — Hy )

= —a(vnty,) — bz(vpay,) Ty + 2(vnay,) + ab(v, )Ty
+ b(tnvy) — abTy (unv)) + azTy (unvy) — 2(Unvy)

= a(vpt,,)(—1 + bT)) — z(vpay, ) (—1 + bT))
+b(I — aTy)(unvy) — 2(I — aTy)(Uyvy,)

= (a—2)(vaty)) (=1 +0T) + (b — 2)(I — aTy)(tyvy,)

= —(z—a) (v (=TI +bT)) — (2 — b)(I — aTy)(t,vy)

=—(z2— a)vnu;n — (2 = b)uy puy,.

En la primera igualdad dejamos Hi, y Ha, en términos de H 1ny H 2.n- Después de la primera

igualdad, en las siguientes tres igualdades multiplicamos y simplificamos. En la quinta igualdad, usamos
(4.2.1)). En la sexta igualdad factorizamos adecuadamente. Las dltimas cinco igualdades se siguen de

usar las identidades ((1.2.5)) y (|1.2.6]) y simplificar.
Entonces hemos llegado a que
—(I —aTy)Hypn(I — 2T}) — (I — 2T,)Hy (I — 0T}) = —(2 — a)vnu;n — (z = b)uy puy,
y claramente se sigue la tercera identidad (4.2.5) del Lema [ |
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Observacidén 4.6. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (sj)giarl una secuencia de matrices

Hermitianas de dimension q x q. Ademads, sean Ty, vy, Hipn, Hop, Uy U1 p, U2y, definidos como en
las Definiciones y[I.14 Entonces
—(2 = a)ug vy, — (2 = bJvpuy ,, + (I — 2T0)Hon (I — aTyy) + (I — bT)Hi (I — 2T,,) = 0. (4.2.8)

Demostracion. Del Lema parte tenemos

(z— a)vnu;n + (z = b)ur vy, — (I —aTy)Hopn(I — 2T;) — (I — 21,)H1 (I — bT;,) =0
para todo z € C, entonces

(Z = a)vpus,, + (2 — b)ur vy, — (I — aTy)Hon(I — 2T5,) — (I — 2T Hy (I — 0T) =0
Aplicando el operador adjunto conjugado en ambos lados en la ecuacion anterior

(z — a)ug vy, + (2 = b)vguy ,, — (I — 2Tn)Ho (I — aTy) — (I — bT)Hy (I — 2T,) =0
multiplicando por —1 se obtiene .

Lema 4.2. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny y sea (SJ)JQnJrl

Hermitianas de dimension q x q. Ademds, sean T, Rz, , vy, H, ) HQn, Hiy, Hop, tUp uip, U2n,
definidos como en las Definiciones[1.13 y[1.14 Entonces para todo z € C, las siguientes identidades
se cumplen:

una secuencia de matrices

2(I —aTy)Hy (I — 2T)) — 2(2 — a)vpuy, + (b — 2)(2 — a)unvy,
= (I — 2Ty)((az + bz — ab)Hy , T — 2Hy ,, 4 abHy (I — 2T7)), (4.2.9)
(z—a)(z—b)H1 .1, — (2 —a)(z — b)T,Hiny
+ (2 = bRy, (@) Hin Ry (2) — (2 — a) Ry, (2) Hin Ry (b)
—(b—a)((I — zTn)HLn(I —2T7)). (4.2.10)

Demostracién. Para demostrar (4.2.9) vamos a usar las identidades ((1.2.5)) y (1.2.6)). Partiendo del
lado izquierdo tenemos que

z(I —aTy)Hayn (I — 2T)) — 2(2 — a)vpuy , + (b — 2)(2 — a)uyvy,
= 2(I — aT},)(Hoy — zHonT) + (az — 22) (T Hoy — Hy ) (—1 4 bT)
+ (bz — ab — 2° + az)(Han T — Hip)
= 2(Hayyp — 2Ho , T,y — a1 Hoy + 2T, Hy 1))
+ (az — 2°)(— TH2n+H1n+bT Hzn lenT*)+sz2n szln
— abHa T + abHy , — 22 Ho T + 2°Hy yy + azHa T — azHy
=zHoy — 2 ’H, 2Ty —azT,Hey + az 2T, Hy Ty — azTnﬁgyn + azlfILn
+ abz Ty Ho T — abzHy T + 22Ty Ho p — 22 Hy y — 2207 Ho  Tik + b22 Hy T
+ bzI:IQ,nT;‘ — bzﬁLn — abﬁIg,nT;Z + abﬁl’n — ZQEIQ’HT; + zQﬁLn + azI:IQ,nT; — azI:ILn
= 2Hyp — 2°Hy, T — 02Ty Hopy + a2 T Ho T — azT, Ha
—ab(I — 2T,))Hy T — abzHy T + 22T, Ho , + b22 Hy T}
+ bz(I — 2T, )Hgn szln—l—alen—z HgnT —i—azHgn
= zbﬁlm - Z.H27n — bz Hl,nTn + z2H27nT;Z — aZanHI,n + azTanm
+ ab2?* Ty Hy T — a2’ Ty Ho T — 02Ty Hap — ab(I — 2Ty,) Ho T
— abzHy ,Tj; + 2°Ty Ho y + b2? Hy T + b2 (1 — 2T,)Ho Tyt — bzHy y, + abHy,
- 221{]2’”11; + aszgynT;{
= ab(I — 2T,)Hy ,, — abz(I — 2T Hy n T — ab(I — 2T,,) Ho T
+bz(I — 2T Ho T — 2(I — 2T)Ho oy + az(I — 2T;,) Ho T
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= (I — 2Ty)(abHy , — abzHy , T — abHy T + bz Ho T — 2Hay, + azHa T
= —z2T,)((az + bz — ab)Hgm * — 2Hy 4 abHy (1 — zT;))
En la primera igualdad hemos usado v - En la segunda igualdad y hasta la cuarta

igualdad, se hicieron operaciones algebralcas En la quinta igualdad dejamos Hs ,, en términos de H; n
y Hy n Ppara seguidamente factorizar y obtener la identidad - del Lema

Para demostrar la identidad (4.2.10)) del Lema solamente se desarrollan los productos que hay
del lado izquierdo y luego se simplifica hasta llegar a la parte derecha y asi obtener la identidad (4.2.10)
del Lema es decir,

(z—a)(z=b)H1,T; — (2 —a)(z = 0)T,Hin+ (2 — b) R}, ( VH1, nRT*( z)
— (2= a)Ry(z )H1 )

=22 Hy1 ., T — beH1 T — azHy T + abHy T — 2°T Hy py + 2T, Ha
+azT,Hyp — abTHyp + (2 — b)(I — aTn)Hy (I — 2T;,)
—(z—a)(I — 2T,)H1 (I — b))

= 22Hy,, T} — bzHy ., T — azHy . T + abHy , T} — 2Ty Hypy + 02T Hy
+azl,Hy gy — abTyHy o + (2 — b)(I — aT)(H1p — 2H1 0 T5)
—(z—a)(I —2T,)(H1n — bH1 ,T},)

=22 Hy1, T — beHy n T — azHy )T + abHy T — 2°T Hy y, + 2T, Ha
+azT,Hyp — abT Hyp + (2 — b)(Hyp — 2H1 0T, — ol Hyp + a2T, Hy , 1)
— (2 —a)(Hip — bH1 T, — 2T, H1 pp + b2T5, H1 5, T),)

= 22H, T — bzHy T} — azHy )T + abHy , T — 2*T, Hy ,, + b2T, Hy
+ azTyHyy — abTyHy o + 2Hy y — 22 Hy W T — a2, Hyp + a2’T Hy T — bHy
+bzHy oy ik + abT, Hy 5, — azbTy Hy nTik — 2Hy pp + bz Hy Tk + zZTnHLn
— b2* T Hy T + aHyyy — abHy T — a2Ty Hy p + ab2Ty Hy T

= —azHy T} + b2T, Hy py + a2*T, Hy T — bHy oy, + b2 Hy T
— b2 H1 n Tk + aHy y — azT, Hy

= (b—a)2TnHyp + (b—a)zHy , T — (b —a)2*T, Hy T — (b —a)Hy

=(b—a)(zTyHyp+ 2Hy oy T — 2°TyHy o T — Hy )

=(b—a)(—I —2Tn)Hip+ 2(I — 21)H1 ,T),)

= (b—a)(=(I = 2Tn)Hin(I = 2T},))

=—(b—a)(I — 2T,)Hn(I — 21}).

En la primera igualdad usamos . En la segunda igualdad y hasta la cuarta igualdad, se desa-

rrollaron las multiplicaciones de matrices. La quinta igualdad y hasta la décima igualdad, se siguen
de operaciones algebraicas. Asi, hemos obtenido la identidad (4.2.10f) del Lema |

Lema 4.3. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N, n € Ny. Ademds, sean T,,, Rr,, vn, H, s Hgn, Uy,
definidos como en las Definiciones|1.15 y- Ademds, supongamos que (sj)JQ"'gl €s una Secuencia
de matrices Hermitianas de dimension q X q tales que las matrices Hy ,, y Ha, dadas por
son Hermitianas positivas. Entonces la siguiente identidad se satisface

Ri%(z) n EZ - 2; Ry}a) + E; - a;

para cada z € C.

Rz} (b)bHy }vn i, = — Ez — a; Ry} (0)Hy R () Hape  (4.2.11)
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Demostracion. Partiendo del lado izquierdo de (4.2.11]) se tiene

Ri%(z) + Eg : 2; Ri%(a) + EZ : Z;

Ry (b)bHy vy,

z—b

—~
~

_ * * (Z B a) * — ~ %

= (I — 2T + = (I —aT?) + b a (I — 0Ty )bH; pvn iy,

=7 i ~[(b—a)(I = 2T3) + (= = O)(I — aT;) + (= = a)(I — BT )bHy jvniy]
= (=~ ) — bz — )T} + (= — a) (1 — T )b Lo

—
I3
[
S
~—

= I —bTF + (I — bTHbH; v, a0
[ n n 2n n

(b—a)

_ =) oy .

- (b—a) R ;}(b)HQ,}L[HQ,n + bu, )

= E; - Zi Ry (b)Hy [ Hop + b(To Hay — Hy )]
(2 —a)

- Ry2(b)Hy p[bH1 p — Hyp + 0(T Ho p — Hi )

(b—a) 'n
_(z=a) - _ 2
= —a) R ;(b)HQjL[—I + 0T, Ho s,

—~
N

—a) o1 —1 =17\ 7]
b—a) RT;: (b)Hy, Ry (b)Hayp.
La primera igualdad se sigue de (|1.1.20). En la segunda igualdad y hasta la quinta igualdad, se
hicieron operacion algebraicas. En la sexta igualdad usamos la identidad principal (1.2.6). En la
séptima igualdad usamos ((1.1.25)). En la peniltima iguladad hemos simplificado y en la dltima usamos

(1.1.20)). Claramente se sigue la Ecuacion (4.2.11f) del Lema |
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En esta seccién demostraremos que se satisface la siguiente igualdad
Un(z) = AV, (2)B (4.3.1)
para cada z € C, donde A y B son matrices que no dependen de z.

Observacién 4.7. Al comparar los bloques de la matriz V,, dados por - con los bloques

de la matriz U, — vemos que hay cierta similitud entre Vity y 0n, Vizi Y Yo, Voin Y Bn
y Vagun con ay,. Es conveniente introducir otra matriz de Pauli [Grl, pdg. 174]

- (0 I,
Jq—<1.q 0>. (4.3.2)

Notemos que al hacer el producto de matrices J,Un(2)Jq se intercambian los bloques de la matriz
resolvente U, de la siguiente manera

~ ~ _ (On(z) m(2)

Entonces podemos afirmar tentativamente que las matrices Vi, y 3qUn(z)3q son iguales salvo por un
factor el cual es una matriz constante.

Ahora formaremos y demostraremos el Teorema maés importante de este capitulo.

Teorema 4.4. Sean a € R, b € (a,), ¢ € N, n € Ng. Ademds sean T,,, Rr,, U, Un, Uln, U2n,

definidos como en las Definiciones Y Jq definido en (m) Supongamos que (Sj)?z—gl es
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una secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q tales que las matrices Hyy, Hop, Hip,

Hy,, definidas como en (1.1.23)-(1.1.25) son Hermitianas positivas. Sea Jq definida en . Sea

Uy la matriz resolvente definida en (2.5.1)), sea V, la matriz resolvente adicional definida en ,
entonces se satisface la siguiente igualdad

I, + aﬁ;I:IQ_’éRTn (a)v, Ogxgq )

4 (4.3.4)

Va(2) = 34Un(2)34 < Ogxgq I, — GU:LHLnRTn(a)ULn

Demostracién. De ([2.3.6) tenemos que

I, 0
Uin(z) = ( 0 (z—a)l,

y evaluando en Z se tiene

)
Uin(z) = ( qu . _Oa) L >Un(2) L 0 ) . (4.3.5)
)

Calculamos la inversa de Uy ,,(2),

0@ = (6 ¢,

- ({)q ’ _Oa)1q> U1 (z) <qu (o - 2)1Iq> . (4.3.6)

Por otro lado, de acuerdo a (2.2.16) tenemos

Upa(2) = JqUi(2)J

= <<{§] € —Oa)Iq> Un(®) <% (- 2)—11q> ) K
= J, GSY o 2)1 Iq) U () (gz . _0a)1q> Ty
=a <€)q (2 — 2)—11q> ToIaUn(2) T Ty (f)q (= —Oa)Iq> Ja

_ <(z—%)‘llq 2) U (), ((z —Oa)fq g) . (4.3.7)

Donde en la segunda igualdad sustituimos Uy ,,(Z) de la Ecuacién (4.3.5)). En la tercera igualdad calcu-
lamos la transpuesta conjugada que aparece en la segunda igualdad. En la cuarta igualdad hacemos uso
de la propiedad de J, es decir, J,J; = I2;. En la quinta igualdad simplificamos. Entonces igualando
(4.3.6) con (4.3.7)

(6 )@ (8 o) = (570" 1) avien (C0 1)

se tiene que

Uy (z) = <(Z - %)11‘1 O)_l Iq) JJUs(2) g <(z _OG)I" - _Oa) Iq)
y simplificando, tenemos
U, (2) = J,UL(2) ], (4.3.8)
Usando , tenemos
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Multiplicando (J,Un(2)J,) "t por Vi, (2), tenemos
N _ Wit Wi,
Un Wu(2) = " " 4.3.9
Qa0 Vae) = (it () (4:89)
donde
Wit := an(2)Vitm(2) — 7 (2) Vo (2) (4.3.10)
Wi = ap,(2)Vizin(2) — 1 (2) Vazin(2) (4.3.11)
Warn = =Bh(2)Vitn(2) 4 6,(2)Vaiin(2) (4.3.12)
Wazin 1= =B, (2)Vizin(2) + 05,(2) Vagin(2) (4.3.13)

Del lado derecho de (4.3.10) tenemos,

0y, (2)Virn(2) — 7,(2) Vain(2)

= (I, + zﬂ;ﬁQthRTn (2)vn) (g — (2 — a)ugnRTn* (z)HQ_ﬁRTn(a)vn)
— (fiy, Hy ), R, (2) ) (— (b — 2) (2 = a)v), R (2) Hy Ry, (@) o)

=1, — (2 — a)uy , Rr: (z)H;’%RTn (a)vn, + z&Zﬁi}LRTn (z)vp,
—z(z — a)ﬂ;ﬁiéRTn (2)vnus , R (z)H{ﬁRTn (a)vp,
+(b—2)(z— a)ﬂ:;I:IiTlLRTn (2)tnvy, R (Z)HE,%RTH (a)vp,

=1, — (2 — a)uy , Rty (z)Hi}LRTn (a)vy,
+ ﬁ;ﬁiéRTn(z)[z(I —aTy,)Hop(I — 2T,) — 2(2 — a)vpus, + (b — 2)(2 — a)unvy]
- R (z)H;’,lLRTn (a)vy,

= 1, — 2}, (—1 + bT}) Rz (2) Hy ) Ry, (a)vn + aiiy, (—1 + 0T ) Ry: (2)Hy R, (a)vn
+ @y Hy ) R, (2)[(I = 2T,)((az + bz — ab)Ha T — 2Ha yy + abHy (I — 2T3;)))]
- R (z)H{éRTn (a)vy,

= Iy — 2ty (=1 + bT,;) Rr> (z)Hi%RTn(a)vn + aty, (—1 + VT,) Ry» (z)HQ_JlLRTn (a)vy,
+ i, Hy M(az + bz — ab)Hy n Ty — 2Ha p + abHy (I — 2T})]
- R (z)HQ_,IZRTn (a)vy,

= I, — 2y (=1 + bT}}) Ry (2)Hy R, (a)vn + aity,(—I + bT;;) Ryx (2)Hy ) Ry, (a)vy
+ (az + bz — ab), T, Rr: (z)Hz_JlLRTn (a)vy, — 2ty Rrs (z)Hi,llRTn(a)vn
+ abﬁ;‘LI:IQjI:ILnHQﬁRTn (a)v,
= I, + 2} Rz (2)Hy ) R, (a)vn, — bz, Ty Rex (2)Hy ) Ry, (a)vy
— ati, Ry (2)Hy ) R, (a)vy + abi, T Rys (2)Hy Ry, (a)vp
+ az@ Ty Ry: (2)Hy ) R, (a)von + bz T Ry (2) Hy ) R, (@),
— abiiy, Ty Ryx (2)Hy Ry, (a)vn — 205 Ry (2) Hy R, (a)vp
+ abiiy Hy ) Hy o Hy ) Ry, (a)on
= I, — aty, Rrx (z)HZ,ILRTn(a)vn + azty, T, Rr> (z)HQ_}LRTn (a)vy,
+ abﬁ,"ﬁbﬂz;ﬁl,nH;’%Rn (a)vy,
= I, — aw},(I — 2T;;) Ry: (2)Hy Ry, (a)vy + abii Hy ) Hy o Hy ) Ry, (a)vp
=1, a&ZHQ_ﬁRTn (a)v, + abﬂ;ﬁiéﬁlynHQ_ﬁRTn (a)vp,
=1, + aty,[—1 + bﬁiéﬁ[l,n]HiiRTn (a)vy,
= I, + i}, Hy [~ Hop + bHy o Hy ) Ry, (a)vn, = I + aiiy, Hy ) [Hyn) Hy ) R, (a)vn
=1, + aﬂ:;f]iiRTn (a)v,.
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En la primera igualdad, usamos las definiciones de ay,, v, Vit;n y V1. definidas respectivamente por
(2.3.2), (2.3.3), (4.1.2)) y (4.1.4), usamos la identidad principal y ademds usamos o (Z) y v (2).
Después de multiplicar lo que queda, se sigue la segunda igualdad. La tercera igualdad se sigue de
factorizar algunos términos. Al utilizar del Lema se obtiene la cuarta igualdad. En la quinta
igualdad y hasta la tltima igualdad, se usaron (1.1.20), (1.1.25)) y operaciones algebraicas. Entonces

0 (2)Vitn(2) = 1(2)Varin(2) = Iy + atip Hy R, (a)vn

o bien,

Wit = Iy + aiiy, Hy ) Ry, (a) v (4.3.14)

Del lado derecho de (4.3.11]) tenemos,

oy, (2)Vizin(2) = 75, (2) Vazin(2)

= (Iq + 2@, Hy ) Re, (2)vn) (u} , Ry (2) Hy ) R, (a)uy )
— (ﬁ;ﬁiﬁRTn(z)ﬂn)(Iq + (2 — a)v, Rr: (z)Hl_,}lRTn(a)ul,n)

= uj , Rrs (z)HfﬁRTn (@)urpn + zﬁZﬁi}LRTn (2)vnui , R (z)Hi,llRTn (@)urp
- ﬂ;I:IQT}LRTn(z)an —(z— a)ﬂ;ﬁiéRTn (2)tnvy, Rr: (z)Hl_rllRTn (a)ui n

= ﬁ:I:I{TllRTn(z)[R;:(z)szgnRi% (a) + zvpui , — HlnRi%(z) — (2 — a)uyvy)
- Ry (2) Hy it

En la primera igualdad usamos las definiciones av,, v, V21:n ¥ Va2, definidas respectivamente por de
(2.3.2), (2.3.3), (4.1.3) y (4.1.5)), seguidamente usamos la identidad principal y ademés hemos
calculado o (2) vy 7 (2). Después de multiplicar lo que queda, se sigue la segunda igualdad. La tercera
igualdad se sigue de factorizar algunos términos. Entonces

ay, (2)Vi2in (2) = 7,(2)Vazin(2)
= ﬁ:ﬁ[{iRTn(z)[R;j(z)ﬁQHRi% (a) + zvnu’{vn — HlnRi,:l(z) — (2 — a)uyvy)
“ Rs (Z)Hirlﬂn
De acuerdo a del Lema se sigue que
ay, (2)Vizin(2) = 75 (2)Vazin(2) = 0

o bien,
Wi = 0. (4.3.15)

Del lado derecho de (4.3.12)) tenemos,

= Bn(Z)V11in(2) 4 6, (2)Varin(2)
aHy, +bH;,
 b—a
(I — (2 — a)uy , Ry (Z)Hz_,rleTn (a)vy)
La(z = b)Hy Ry} (a) + b(2 — a) Hy , Ry, (b)
+ g +vn T b—a T
“((z =b)(z — a)v,Rrx (z)HﬁRTn(a)vn)
LaH[ ) +bH; )
" b—a
aH; ) +bH,,
e
+ (2 = b)(2 — a)v, Ry» (z)HiiRTn(a)vn

=—(z2—=0)(z —a)v} Rr, (2)vn

R, (2)in)

= —(z=b)(z —a)v 7, (2)vn

+ (2 = b)(z — a)*v R, (2)vnus , R (Z)Hz_,rleTn (a)vy,
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La(z—b)Hy R (a) + b(z — a)Hy Ry (b)
" b—a
- Rr,, (2)Unvy, Rr> (z)H{iRTn (a)vp,

+ (z=b)(z —a)v

— (-0 Zi Vil (HT) + bH) B, (2) Ry (a) o B ()

+ (z —a)(aH —|— bH,,, )RTn( 2)vpuy , + (b —a)l
+ (a(z — b)H R 1(a) +b(z — a)Hy Ry, (b)) R, ()@ | Ry (2) Hy ) R, (@)

—(-pls 0, Vi [~ R, () Rp () Han Ry (2) + (2 — @) B, (2)oati,

b—a)™
+ (2 = DR @) e, (2)v}] + bH; A~ Rr, (:)R5 (@) Ho R (2)
+ (2 — a)Rr, (2)vpus , + (2 — a) Ry, (b)RTn (2)tnvy] + (b —a)I}Rys (z)Hi}LRTn (a)vy,
= (= 0 S R () Ry @ Han R G) + (2 = v,

Ry (a)invy] +bHy R, (2)[ =Ry (a)Hon Re: (2) + (2 — a)vpus
+ (z — a) RN (D) invl] + (b — a)I}RT;{(z)H;’%RTn (a)vn

EZ — Z) vi{aH; Ry, (2)[~ Ry} (a) Hon Ryl (2) + (2 — a)unu,,
+ (2 = bRy (@)invy, — Ry, (2)Hun Ry (b)] + 0H, o, Re, (2)[— Ry, (a) Ho Ry (2)
+ (2 — a)anE,n + (2 — a)R:Fnl (b)tnvy, + RTn (2 )H2,nRT;; (a)]}RT;{ (Z)HQ_,rlzRTn (a)vn
= 0.

En la primera igualdad usamos las definiciones de 3, o, Vi1.n ¥y Va21.n definidas respectivamente por

(2.3.4), (2.3.5), (4.1.2) y (4.1.4), y ademés hemos reescrito 5 (Z) y 6;:(Z). Después de multiplicar lo

que queda, se sigue la segunda igualdad. La tercera igualdad se sigue de factorizar algunos términos.
Después la tercera igualdad, las siguientes dos igualdades se siguen de factorizar. La sexta igualdad
se sigue de usar la identidad (4.2.2). Finalmente, en la ltima igualdad usamos (4.2.4) del Lema

Entonces
=B (2)Vi1n(2) + 6,(2)Varn(2) = 0,
es decir,
W21;n =0.
Del lado derecho de (4.3.13)) tenemos,
- 52(2)m2n(z) + 5;(5)‘/22;71(2)
aHy ) +bH; )
" R (2)vntd R (2) Hy R, (@) un
,a(z—b)Hy Ry (a) + b(z — a)Hy Ry (D)
b—a
- (I4 + (2 — a)vy Ry (2) Hy )\ R, (a)uy )
aH{} +bHS ! .
—(z=b)(z — G)UZWRTTL (2)onui , Rrs (2)Hy , R, (a)ur,p,
+ 1+ (2 — a)v;kLRT;: (z)HiiRTn(a)uLn
a(z — b)H; Ry (a) + b(z — a)Hy Ry (D) ]
9 n ) n RTn (Z)Un
b—a
a(z — b)H \ Ry (a) + b(z — a)Hy Ry, (b)
b—a

7, (2)lin)

*
+ v,

+ (z — a)v;, Ry, (2)ay,

-0} Ry (2)Hy ) R, (a)uy

(4.3.16)
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=1,+ (z—a) il (2 = b)(aHy} + bHy ) R, (2)vnuf ,, + (b—a)]

Hy Ry !(a) + bHy Ry (0) e, (2) Huo R} (2)

+ (a(z = b)Hy p Ry (a) + b(z — a)Hy Ry (b)) Ry, (2)fin v} Rye (2) Hy ) R, (a)ua

—Iq+gz ; {aH] (2 = b)Rr, (2)vnul,,

- ((z — Z; Ry (a)Rr, (2)Hin Ry, (2) + (2 = b) Ry, (a) R, (2) @ vy]

+bHy [~(z = b)Rr, (2)vnui , + R, (b) B, (2)H1,n Ry (2)

+(z—a)R;, (b)RTn( )invy] 4 (b — a)l} Rrx (z)Hi;RTn(a)ul,n

— I+ Ez - Z; vi{a(z — B)H{ \Re, (2)[~vaui,

+(zfa)R (@) Hyn R (2) + Ry (a)iinvs)

BHZ Ry, ()= — bontc + Ry} () HiuREL(2) + (= — )Ry (B)ibne)
+ (b—a)I}Ry: (z)HiﬁRTn(a)uLn

=1+ Ez - Z; vi{a(z — b)Hy R, (2)[Hy Ty — TuHig

1 B 1
I = )RT (a )Hl,nRT;;l(Z) - (z —b)

+bH, , LRr (2)[—(2 — b)vau} nT Ri}(b)HlnR;:(z) — (2 — a)ug nu;,
+ Ry, (2) Hon Ry (a)]} Ry (2) Hi R, (a)u

Ry (2)Hy o Ryl (D))

=it~ OH R ()T - T,

1 1
(z—a)RTn( a)Hy nRy! (2) — D)

HiiRTn(z)[(z —a)(z—b0)H1,T, — (2 —a)(z —b)T,Hipn

=1, +

_l’_

Ry} (2)Hyn Ry (0)]} R (2) Hi, R, (@)un

+ (2 — b)R—l(a)HlnR;}(z) (z — )Ry (2) Hin Ry (V)| Rrz (2) Hy R, (a)us
=Ty G AR, () (b~ a)( — 2T Hy (1 — 2T} R (2) R, (a)u
=1, - av;HinRTn (a)uin
En la primera igualdad usamos las definiciones de 3, 0, Vi2.n y V22., definidas respectivamente por
(2.3.4), (2.3.5), (4.1.3) y (4.1.5)), y ademds usamos 3 (2) y 6;:(z). Después de multiplicar lo que queda,
se sigue la segunda igualdad. La tercera igualdad se sigue de factorizar. Después de la tercera igualdad,
en las siguientes dos igualdades se obtienen de seguir factorizando. En la sexta igualdad usamos ((1.2.7))

y la identidad (4.2.2). La séptima igualdad se sigue de usar (4.2.5) del Lema[d.1] La octava igualdad se
obtiene al simplificar. Finalmente, la novena igualdad se sigue de usar (4.2.10)) del Lema Entonces

=B (2)Vizin(2) + 0,,(2) Vagin(2) = Ig — av;Hl_,’rlLRTn(a)ulz"“

es decir,
Wazin = Iy — avy Hy , R, (a)u . (4.3.17)
En vista de (4.3.14)-(4.3.17)), podemos reescribir (4.3.9) como sigue

I + aw}Hy ) Ry, (a)vy 0 ) (4.3.18)

~ ~ \—1 _
(FgUn(2)3q) ™ Va(z) = ( 0 I —avyHy, Ry, (a)uin
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Por lo tanto,

N I+ a@Hy 'Ry, (a)vy, 0
Va(2) = JqUn(2)3q ( 20 I —avyHi )Ry, (a)ury |

Ahora, vamos a calcular la inversa de la cuarta matriz que aparece en la parte derecha de la 1iltima
igualdad.

Corolario 4.5. Sean a € R, b € (a,0), q € N, n € Np. Ademds sean Ty, R, , Un, Up, Uiy, U2n,
definidos como en las Definiciones y|1.14, Jq definido en . Supongamos que (sj)?igl es

una secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q tales que las matrices Hl,n, Hz,n, Hip,
Hy ,, definidas como en (1.1.22)-(1.1.25) son Hermitianas positivas. Entonces se satisface la siguiente

igualdad
-1
I+ aw} H2 'Ry (a)vy, 0
0 I—aviH{ 1RTn( U1 n

_ <Iq — auy , Rrs (a)Hinvn 0 >

0 I, + av}, R+ (a)ﬁiéﬂn

Demostracion. De (4.1.16) tenemos que
_((z—a)l; O (z—a)"'1, 0
Vi) = (E 00 D) (6797 D),

donde V;, y Vi, estan definidas en (4.1.1) y (4.1.11)), respectivamente. Evaluando en Zz,

Vin(z) = <(2 _0“)1‘1 [0> V(%) <(2 - ‘é)_llq IO> : (4.3.19)

q q

Calculamos la inversa de V1,

Vi(2) = <<(Z _Oa)lq qu> Vi(2) <(Z - COL)_IIq Ii))_l
(e (T ) (43.20)

Por otro lado, de acuerdo a (4.1.13) tenemos

Vfr}(z) = J Vi (2)Jq

—a(T e (T )
:Jq<(z—a q)V; <z—a)Iq (1 J,
(z—a “( (zl>a)I 0
= (5 gm0 )
J

_ ({;1 . _2)_1Iq> V2, <167 " _OQ)I) . (4.3.21)

Donde en la segunda igualdad sustituimos Vi, (Z) de la Ecuacién (4.3.19). En la tercera igualdad
calculamos la transpuesta conjugada que aparece en la segunda igualdad. En la cuarta igualdad ha-
cemos uso de la propiedad de Jy, es decir, J,J; = I54. En la quinta igualdad simplificamos. Entonces
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igualando (4.3.20)) y (4.3.21)), tenemos
(z—a)ly O 1 (z—a)™'1, 0
( o )" @ 0 I,

N <I(;1 (z— 2)‘%) TV (2 g (I(;] (2 —Oa)ff) '

v = (CT0 T ) e (O )

y simplificando, tenemos

De donde

Vil (z) = TV (2) g (4.3.22)
De las definiciones de Uy, y J4 en (2.3.1)) y (4.3.2)) respectivamente, y de (4.3.18)) obtenemos que
5 1
I+ aity, Hy B, (a)vn 0 o
< 0 I aviH Ry, (ayur,, ) 0 (B Qaln(2)30) (4.3.23)

= JQVJ(E)JquUn(Z):Jq

—y (S VY, () )

- (i) Vi) » (0 20)

- ([ T (50 w3)
(o ) (4320

Donde en la segunda igualdad utilizamos (4.3.22)). En la tercera igualdad sustituimos los bloques de U,
y Vi,. En la cuarta igualdad aplicamos la transpuesta conjugada que aparece en la igualdad anterior.
Las dltimas dos igualdades se obtienen de multiplicar. Ademsds,

Wit = V5 (2)0n(2) — Vi (2)Bn(2) (4.3.25)
Wiz = Vipn (270 (2) = Vign(2)an(2) (4.3.26)
Watn = =Va1,0(2)6n(2) + Vi1 (2)Ba(2) (4.3.27)
W22;n = V51,2 m(2) + Vin(Z)an(2) (4.3.28)
Observemos que en (4.3.25)) tenemos
Wit = (0,(2)Vazin(2) = B (2)Vizin(2))* = (Wazin)™ = (Ig — avy Hy R, (a)ui,n)*
Donde hemos usado (4.3.13)) y (4.3.17). Entonces
Wit =1, — auy , R, (a)Hi%vn. (4.3.29)
En tenemos que
Wiz = (=(=75(2)Vazin(2) + 05 (2)Vizin(2))) " = (= Wizin)* = 0.
Donde hemos usado (4.3.11)) y (4.3.15). Entonces
Wiz = 0. (4.3.30)

Ahora analizamos ,
Warn = (—(6,(2)Varin(2) = B1(2)Virn(2))" = (= Wai)* = 0.
Donde hemos usado (4.3.12)) y (4.3.16). Entonces
Woi. = 0. (4.3.31)
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Finalmente, para (4.3.28)) tenemos,
Waii = (=7 (2)Vain(2) + a5, ()i (2))* = (Wiie)* = (I + @y, Hy R, (a)vn)".
Donde hemos usado (4.3.10)) y (4.3.14). Entonces

Wazn = Iy + avl, Ry, (a)Hy M. (4.3.32)
Usando (4.3.29)-(4.3.32)), reescribimos (4.3.23]) y nos queda
~ —1
I + a},Hy ) R, (a)vy 0
0 I - av;’;HiiRTn (@)uin
([ 1q—aui, Rry (a)HiTllvn 0
B 0 I, + av}Rys (a)Hy iy,

y as{ queda demostrado el Corolario [ |

Ahora expresamos la matriz resolvente U, a través de la matriz resolvente V,,.

Corolario 4.6. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ng. Ademds, sean T),, Rr,, Upn, Un, Uln, U2n,
definidos como en las Deﬁmcionesll._wl yﬂ Jq definido en . Supongamos que (sj)?ggl es una
secuencia de matrices Hermitianas de dimension q X q tales que las matrices ﬁl,n, gQ,n, Hy,, Hay
definidas como en (1.1.22)-(1.1.25) son Hermitianas positivas. Sea U, la matriz resolvente definida

en , sea Vy, definida en (4.1.1]) la matriz resolvente adicional. Entonces

I, — au} , Rys(a)Hy tvy, 0
— ’ n ’ ~ 3 . 4 .
A ( 0 Iy + v R () . i, ) (1333
Demostracién. De acuerdo al Teorema la Ecuaciéon (4.3.4) nos dice que
e - (I+a Hy Ry, (a)vy, 0
Vnl2) = 3aUn(=)3q ( 0 I —aviHy R, (a)u1p
la ecuacion anterior es equivalente a
. -1
B I+ aﬁ,’inQ_}lRTn (a)vn 0 N
Un(2) = 3¢Vn() ( 0 I —avyH Ry, (a)ur, )
y en vista de Corolario
. I, — aui , Rrs (a)Hl_,llvn 0 N
Un(2) = Jq¥ale) ( 0 I, + avy Rez (a) Hy yiin )
|
Asi, de (4.3.33]) podemos concluir que
Un(z) = AV, (2)B (4.3.34)

donde

0 I 0 I, — auf , Rrs(a)H; toy,
A - B - * r—1 ~ ’ " ’ .
I 0 Iy + avy, Ry (a)Hy iy, 0
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Definicién A.1. [El pag. 12] Si f : R — R es una funcién no decreciente, entonces f tiene limites
por la derecha y por la izquierda en cada punto:

flat) = M f(x) = fof f(2), f(a)= lim f(x) = sup f(z).

Tr—a— r<a

Ademds, los valores de los limites f(00) = sup,cr f(z) y f(—o00) = inf,cr f(z) ezisten (posiblemente
igual a +£00). f es llamada continua por la derecha si f(a) = f(a™) para todo a € R y continua por
la izquierda si f(a) = f(a™) para todo a € R. Otra notacion usual para f(a™) y f(a™) es f(a+0) y
f(a —0), respectivamente.

Definicién A.2. [MH, pég. 73] Sea f : A — C donde A C C es un conjunto abierto. La funcidn f se
dice que es diferenciable (en el sentido complejo) en zy € A si

S~ f()

2—20 zZ— 2
existe. Este limite es denotado por f'(zy), o a veces por (df /dz)(zy). Ast, f'(z0) es un nimero complejo.
La funcion f se dice que es holomorfa en A si f es complejo diferenciable para cada zg € A. La frase
“holomorfa en zy” significa que f es holomorfa en una vecindad de zg.

Definicién A.3. [Nl pdg. 25] Decimos que una funcion f escalar, es meromorfa en un dominio € si
es holomorfa en € excepto para posibles polos.

Lema A.l. [Dym| pag. 790] Sean ¢ € N y II denotado como en la Notacion [l Sea S una funcidn
matricial de g X ¢ meromorfa en Il tal que
S5(z) = 5%(2)
21
para todo z € Hg, donde Hg estd definido como en la Definicion [3.6 Entonces S es holomorfa en
todo 11 .

>0

Proposicién A.2. [H]. Si f es una funcion holomorfa en una region U entonces
9(2) = f(2)
es holomorfa en U*.
Teorema A.3. (Principio de simetria)[H]. Sea U una region simétrica sobre el eje real y sea
Ut ={z€U|Jmz >0}
la parte media de U sobre el plano superior C. Si f(z) es una funcién holomorfa en U™ tal que

i J =0
am (o 7™ 2

como z se aprozima al eje real por arriba entonces f(z) se extiende a una funcion holomorfa f = f¢
en U que satisface

f(2) = f(z) para todo z € U.
Definicién A.4. Sea f(t) una funcion continua en [0,00) y sean t1, to, ... t, nimeros tales que

O<t;i <...<t, <oo.

78
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Asumimos que o(t) es una funcion no decreciente constante a trozos con puntos de discontinuidad en
tr, k=1,...,n. Entonces la integral de Stieltjes de f respecto de o tiene la forma:

| rwdstr Zywk (t4 +0) — oty - 0)).

Generalmente, se entiende que ¢ es una funcién continua por la derecha.

Teorema A.4. [Rl pag. 137-139] Sean f1, fo funciones que son integrables con respecto a o, en el
sentido de Riemann-Stieltjes en [a,b], entonces se cumplen los siguientes enunciados:

(i) Para toda constante c, cfi + fo también es integrable en [a,b] y, ademds, se cumple la siguiente

iqualdad:
b b b
[t par=c [ pdo+ [ po

(ii) Si f1(x) < falx) en [a,b],
b b
/ﬁwg/bw

(iii) Si f es una funcion integrable en [a,b] y a < ¢ < b, entonces f es integrable en [a,c| y en [c,b] y

/fda—/fda+/ fdo

(iv) Sea ¢ una constante. Si f es una funcion integrable con respecto de coy e integrable con respecto
de oo, entonces f es integrable con respecto de coi + oo y

/ab fd(coy + 03) = /ab cfdoy + /ab fdos.

Observaciéon A.1l. [Mah| pig. 51,54]. Sea X C R, X no wvacio. Sea G : X — C%*Y una funcion
matricial de q X q. La derivada de la funcion matricial G(t) es la matriz de las derivadas en cada
entrada

dGu(t)  dGy(t)

o | dt

dt : h :
dGu(t) - dGgy(t)
dt dt

Observacién A.2. [Mahl pdg. 51,54]. Sea G una funcion matricial definida como en la Observacion
A.1. La integral de la funcion matricial G(t) es la matriz de las integrales en cada entrada

. /G11 /Gqu(z)dt
/GG(t)dt: :
/a qul(z)dt / Gt

Observacién A.3. Sean g €N, a € R, b € (a,00) y M%[a,b] definido como en la Definicion . En
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el caso cuando existe la derivada o' (t) en [a,b] entonces la igualdad (‘) se escribe como

/abf(z,t)da(t):/ f(z,)o

b
/ﬂmwmwt~-/fmwmwﬁ

Observaciéon A.4. [KN| pédg. 58]. Sea P(t) una funcion escalar tal que P(t) > 0 para todo t € [a, b]

y sea o € ML [a,b]. Entonces
b
/ P(t)do(t) > 0

En vista de la Observacién A.4, de forma similar para o € M%[a, b] tenemos

Observacién A.5. Sea P(t) una funcion escalar tal que P(t) > 0 para todo t € [a,b] y sea
o€ Mg[a, b] donde qu[a, b] estd definido como en la Definicion . Entonces

/ " p)do(t) >

Lema A.5. Sea g : [a,b] — C no decreciente. Sea f : C x [a,b] — C una funcion escalar continua en
su dominio de definicion, entonces se cumple la siguiente igualdad

</fztdg ) /f (z,t)dg*(t (A.2)

Demostraciéon. Tengamos en cuenta que

dg(t) = d(MReg(t) + Imyg(t)) = (di)‘{;?(t) + idﬁnzﬁg(t)) dt = dReg(t) + idImg(t), (A.3)

entonces

b b
[ rtenig®) = [t +iam g0y
b
_ / (Ref(21) + iTm F(=, 1)) (dRe g(t) + idTm (1))

b b
_ / Re f(z, )dRe g(t) — / Im f(z, t)dIm g (1)

b b
+ z/ Jm f(z,t)dReg(t) +i [ Re f(z,t)dImg(t).

Donde en la segunda igualdad hemos usado (A.3). Entonces

b
/ f(z,t)dg(t) / Re f(z,t)dRe g(t) — / Jm f(z,t)dImg(t)

i / " e dRe g(t) + i [ e £z t)dTm g(b). (A.4)
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Del lado izquierdo de (A.2) tenemos,
(/ £z t)dg(t ) / Re (=, 1)d%Re g(t) — /abjmf(z,t)djmg(t)
—i/amef(z #)dRe g(1) / Re f(z,1)dIm g(t).
-/ (e Fo01) — 9m F (2, 1))dRe (1) — / (o (2,1) + iR £z ) dIm (1)
-/ " (e e (1) — i / (i (2 1) + 9% Sz, ) dIm (1)

b b b
= / £z, t)dRe g(t) — i / £z, t)dImg(t) = / £ (2, 8)(dRe g(t) — idTm g(t))

b
- / £ (2 )dg™ (1)

donde en la primera igualdad usamos (A.4). ®

Lema A.6. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y M%L]a,b] definido como en la Deﬁmcio’n . Sean
o€ MLla,bly f:Cx [a,b] = C una funcion escalar continua en su dominio de definicidn, entonces
se satisface la siguiente igualdad

(/fztda > /f (z,t)do(t (A.5)

Demostracién. Iniciando por el lado derecho de (A.5), tenemos

. /thdO’n /fztdalq
(/ bf(z,wda(t)) -

/fztdaql /fztdcrqq
(/ f(z,t)dan(t)> </ f(z,t)daql(t)>*
b : * : : *

o -
/ (o t)dog () - / £ (2, £)dorgq(t)

donde en la tercera igualdad hemos usado el Lema A.5 y que o(t) es Hermitiana. B

Teorema A.7. (Criterio de Weierstrass) [R], pag. 158-159]. Supongamos que { f,} es una sucesion
de funciones definidas en E, y supongamos

|fo(z)| <M, (x€E, n=1,23,...)

En estas condiciones, X f, converge uniformemente en E si XM, converge.
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Teorema A.8. Supongamos

lim f,(z) = f(z) (z€E).

n— o0
Hagamos

M, = sup |fn(z) — f()].
zek

Entonces, f — f uniformemente en E si y solo si M, — 0 cuando n — co.

Teorema A.9. (Teorema de Identidad) [MH, pag. 365-366]. Sean f y g funciones holomorfas en
una region A. Supongamos que existe una secuencia 21, 22, 23, . . . de puntos distintos en A que converge
azo € A tal que f(z,) = g(2zn) para todo n = 1,2,3,.... Entonces f(z) = g(z) para todo z € A. La
conclusion es vdlida en particular si f = g en alguna vecindad de algin punto de A.

Observaciéon A.6. [E| pag. 33,39] Supongamos que p es una medida de Borel finita en R, y sea
F(z) = p((—o0,z]). F es llamada la funcién distribucion de p. F es creciente y continua por la
derecha. Y se cumplen las iqualdades

u((a,b)) = F(b) - Fla)
u({a}) = F(x) = F(z™) = F(z) — lim F(x).

.’L‘—)CEO

Teorema A.10. [E], pdg 101] Sea F : R — R una funcién distribucion no decreciente. Entonces el
conjunto de puntos en los cuales F' es discontinua es contable.

Si consideramos los puntos de continuidad de dos distribuciones como sucesiones, el Teorema A.10
nos permite hacer la siguiente observacién.

Observacion A.7. De acuerdo al Teorema A.10 existen sucesiones {Agm)}frf Yy {Agm)}fno tales que

1oAY <A <o < Al < Al

2. limy, o0 AT = —00,  limy, 500 A = +00

3. Para cadam €N, X.({A7}) =%, ({A7}) = 0(n+1)gx (n+1)q
4. Para cadam €N, o,({AT'}) = 0,({AF'}) = Ogxq

donde X, y o, son funciones no decrecientes.

Proposicién A.11. [Mar] Sean p,q € N, A una matriz de ¢ X p y B una matriz cuadrada de q X q.
St B es de rango mdzimo, entonces

rank (BA) = rank (A).
Proposicién A.12. Sean ¢ € N y A una matriz de q¢ X q con entradas en C. Sea
N[A] ={z € C?: Az = 0}
el nicleo de A. Entonces N[A] = {0} si y solo si det A # 0.

Para toda A € CP*9, usaremos A" para denotar la pseudoinversa de Moore-Penrose de A.

Observacién A.8. Sean p,q € N, A una matriz con entradas en C de p X p, B una matriz con
entradas en C de p X q, D una matriz con entradas en C de ¢ X q y

o= (4D

Albert [Al] demostré que la matriz de bloques E es Hermitiana no negativa si y solo si las siguientes
cuatro condiciones se satisfacen:
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1. A>0.

2. AA*B = B.

3. C = B*.

4. D—CA*B>0.

(Para una version ligeramente diferente pero relacionada de una caracterizacion de matrices de blo-
ques Hermitianas no negativas, nos referimos a un articulo de Efimov y Potapov [EP]). Es mds, se
comprueba facilmente que si E es Hermitiana no negativa, entonces la desigualdad ||B||> < ||Al|-|| D]
se cumple.

Recordemos que el 4, j minor del elemento a;; de la matriz A de g x ¢ es denotado como M “ ) es el
determinante de la matriz de (¢ — 1) x (¢ — 1) obtenida de quitar la i-ésima fila y la j-ésima columna
de A. El 4, j cofactor del elemento a;; de A, es denotado por C', esté definido mediante (—1)"+7 M,
Denotamos por A, la k-ésima submatriz principal de k X k, es decir, la submatriz cuadrada de k x k
que se obtiene de las primeras k filas y de las primeras k columnas de A, k = 1,...,q. El minor
principal de orden k de A estd definido como det(A), y es denotado como Ay, k=1,...,q.

Teorema A.13. (Criterio de Sylvester) [Gi pdg. 55]. Sean ¢ € N y A una matriz con entradas
en R simétrica de q X q. Entonces

(a) A es positiva definda si y solo si

Ay >0, Ay>0, ..., Ay>0, ..., A;>0.
(b) A es no definida positiva si y solo si

A1 <0, Ay >0, A3<O0, ..., (—1)qu>0.

Definicién A.5. Sea ¢ € N. El producto interno (o producto interior) sobre C? es una funcion
(+,7) : C1 x C?:— C tal que para cualesquiera v, u, w en C? y cualquier escalar ¢ en C se tiene:

1. (W+u,w) = (v,w) + (u,w).

2. (ev,u) = c(v,u).

3. (u,v) = (v,u).

4. (v,v) >0 siv es no nulo.

Observacion A.9. Sea A una matriz. Si (-,-) es un producto interno en C? entonces para x,y € C?
definimos (z,y) = x*Ay. Ademds, si A es Hermitiana entonces x* Ay es un producto interno.

Proposicién A.14. [BB| pag. 192] Si en un espacio normado (V.|| -||) se satisface la ley del parale-
logramo, entonces existe un producto interno en 'V tal que ||z||? = (x,z) para todo x € V. Si V es un
espacio vectorial sobre R, entonces el producto interno estd definido por la identidad de polarizacion

1
(z,y) = ([« +yllP = llz —yl*) Va,yeV
Si V' es un espacio vectom’al sobre C, el producto interno estda dado por la identidad de polarizacion

(z,y) = (H$+yH2 lle = yl? +ille + iyl —illz — iy[]*) Ya,yeV (A.6)

La Ecuacién (A.6) también se escribe como

1 . . . . . .
—((r+y,x4+y) — (z—y,z—y)+i(z+iy,x + iy) —i(zx —iy,x —iy)) Ve,y eV

(J;?y) - 4
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Observacion A.10. Sea V un espacio vectorial sobre C con producto interno y sea T :' V — V una
transformacion lineal. Consideremos la matriz A asociada a T. Entonces

(z,Ay) = %((w +y, Az +y)) — (z —y, Al — y)) +i(z + iy, A(z +iy)) —i(z — iy, A(x — iy)))

para todo x,y € V.

Definicién A.6. [V]. Un funcional ¢(x,y) se llama una forma bilineal Hermitiana si para cualesquiera
x,y,z € C1 y cualquier nimero o € C se satisfacen:

QZ)(J" + Zvy) = ¢(x7y) + ¢(Z’y)7 ¢(ax7y) = O[gf)(l‘,y),
QZS(Z',y + Z) = ¢($,y) + (;5(56,2:), qﬁ(a:,ay) = 6‘¢(£7y)'

Definicién A.7. [V]. Una forma bilineal Hermitiana ¢ se llama Hermitiana simétrica si para cua-
lesquiera x,y € C? se cumple:

¢($7 y) = ¢(yv .T)

Lema A.15. [V]. De formas bilineales Hermitianas simétricas se generan formas Hermitianas cua-
draticas.

La demostracién del Lema A.15 se puede encontrar en [V|, pdg. 286]. En [V, pag. 289] tenemos que
existe la matriz A tal que

P(z,y) = (z, Ay) (A.7)

La matriz A de la Ecuacién (A.7) es llamada como la matriz asociada a la forma bilineal y esta
unicamente definida.

Definicién A.8. [B] Sean f, g funciones que son reales o complejas definidas en un conjunto X. La
expresion f(x) = O(g(z)), para x € X significa que existe A > 0 tal que |f(x)| < Alg(x)| para todo
reX.

Definicién A.9. [B] La expresion f(x) = O(g(x)), v — +oo significa que existen C >0 y N > 0 tal
que |f(z)| < Clg(x)| para x > N.

Definicién A.10. [B] La ezpresion f(x) = o(g(x)), z — +oo significa que Ve > 0, AN (g) > 0 tal que
[f(@)| <e-lg(x)| para x> Ne).

Equivalentemente, la expresién f(x) = o(g(x)), * — 400 significa que

lim f(z) =

T—+00 g(a;‘)
Lema A.16. Sea P(x) es un polinomio con coeficientes en un campo F entonces

lim P(z)=0

T—+00

si y solo si P(x) = 0.

Demostracién. Supongamos que P(z) — 0 cuando z — 0o. Sea P(z) = apz"+a,_ 12" 1 +--+ag
con a; € F para i € Ny,. Para  # 0 podemos definir

Q(.’E) = = an + an_lel + e+ (Iol‘in.
X

Cuando x — oo, 1, 272, ..., 27" esos términos se tienden a cero, entonces Q(x) — ay,. Si P(x) — 0,

también tenemos que @Q(z) — 0. Por lo tanto a,, = 0. Ahora tenemos P(z) = a,_ 12" ' + --- + ag, si
repetimos el mismo procedimiento concluimos que a,,—1 = 0. Haciendo lo mismo n — 1 veces restantes
se concluye que P(x) = 0. El regreso es obvio. B

Definicién A.11. [DFK] Sean q € N y A una matriz compleja de gx q. Decimos que A es J,-expansiva
si A*JgA —Jy > 0.
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Teorema A.17. Sea q € N. Si A es una matriz compleja de q X q entonces A es J-expansiva si y solo
si A* es J-expansiva.

La demostracién del Teorema A.17 se puede encontrar en [DFK]|, Teorema 1.3.3]. En otras palabras
el Teorema A.17 dice que

A*J;A — Jy > 0siysolosi (A%)"J,A" — J; > 0.
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Las clases de funciones R, y Ry,

Definicién B.1. [KN]. Sea X C C y I como en la Notacién [} Una funcion escalar F : X — C es
de la clase Rq si

1. F(z) es holomorfa en I14.

2. Im F(z) > 0 para cada z € 11;.

Definicién B.2. [CDFK]. Sea I1; denotado como en la Notacion E)] Sea Ry el conjunto de todas las
funciones matriciales F : T4 — C9*? que son holomorfas en 11y y que satisfacen Jm F(w) > 0 para
cada w € I1. Y decimos que una funcion matricial f es de la clase Ry si f pertenece a Ry.

Lema B.1. Sea S(z) una funcion matricial, tal que S € Ry y sea f € C9 constante, entonces
(f,S(2)f) es una funcidn escalar que pertenece a R.

Demostracién. Ya que S € R, entonces (f, S(z)f) es holomorfa en II;. Ademads
s (,50)) = LS~ 51
= P SG) ~ (7S]

= IS - £S5 ()

5 f
1
= f*ImS(z)f.
Entonces
Jm (f,S(2)f) = fImS(2)f (B.1)

Ya que por hipétesis para cada z € I1; tenemos que Jm .S(z) > 0, de (B.1) se sigue que Im (f, S(z)f) >
0 para cada z € II;.. Por lo tanto, (f,S(z)f) € R;. &

Definicién B.3. [KN|. Una funcion f(z) es de la clase Cy (clase de Carathéodory) si

1. f(z) es holomorfa en |z| < 1
2. Re f(z) >0 para |z| < 1.

Teorema B.2. (F. Riesz y Herglotz)[KN]. Una funcién f(z) es de la clase Cy si y solo si admite
una representacion ‘
27 619 1z

f(z):iﬁmf(0)+/ =

o €

dr () (B.2)

—Z

donde 7(0) es una funcion no decreciente.

86
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Demostracion. La condicién suficiente se puede probar directamente. La prueba de la condicién
necesaria es simple cuando la funcién arménica u(z) = PRe f(z) es continua en el disco cerrado |z| < 1.

En ese caso, usando el kernel de Poisson (z = re'?),

1—7? e? 4+ 2
=Re | — ,
1 —2rcos(0 — ¢) + 12 e — 2z

u(z) = 271_/0 Re (ew — Z) u(e),

de donde obtenemos (B.2) con 7(6) = (1/27) foe u(e®)df. En el caso general uno introduce funciones
fr(z) = f(rz) (0 <r < 1) que, como se acaba de demostrar, admiten representaciones de tipo (B.2).
La demostracién se completa haciendo » — 1, r — 0 y utilizando el teorema de Helly [ST].

Vemos que

Teorema B.3. (R. Nevanlinna)[KN]. Una funcion F(z) es de clase Ry si y solo si admite una
representacion
F@):a+ﬁmg/w(1—t>dﬂo (B.3)
o \E—2z 1+ 1¢2
donde « es un nimero real, B > 0 y o(t) es una funcion no decreciente tal que la integral ffooo(l +
t2)~Ydo(t) es convergente.

La prueba se basa en la relacién entre las clases C; y Ryt F'(2) € Ry siy solo si f(¢) € Cy, donde
(= (2—1)/(z+1i)y f({) = —iF(z). La representacion (B.3) se deriva de (B.2) mediante la sustitucion
z2—(z—1)/(z+1i), — cot(f/2) — t, usando la identidad
1+tz 1 t 9

= — 14t7).
<t—z 1+t2>( +t)

Mencionamos sin demostrar que la representacién (B.3) es tnica si la funcién o(t) estd normalizada
de alguna manera, digamos,

t—=z

o(0) = 0, o(t) = 2[o(t +0) + o(t — 0)]

2
Asi normalizado, o(t) se determina en términos de F'(z) por la férmula de inversién de Stieltjes:
1 2
o(te) —o(t1) = — lim Jm F(z + ie)dx (B.4)
T e—0t t1

Se comprueba facilmente que
—_— l, F ) .
g y im Jm F(iy)/y

También se puede demostrar que § es la suma de los saltos de la funcién 7 en los puntos 0 y 2;
la funcién o(t) en (B.3) estd relacionada con 7() en (B.2) por (1 + t?)~'do(t) = dr(0), donde

t = —cot(0/2) y, adecuadamente normalizado, se da por la férmula de inversién de Stieltjes:
1 b2 ;
7(02) — 7(01) = = lim Re f(pe'?)dp (0 <0 <0y < 2m).
m ,0—>1 01

Teorema B.4. (R. Nevanlinna Versién Matricial) [CDFK]. Sea I, denotado como en la Notacion
@. (a) Para toda funcion matricial F' que pertenece a la clase Ry, existe una unica matriz o compleja
de q x q Hermitiana, existe una unica matriz B compleja de g X g Hermitiana no negativa y existe una
dnica v € M[a,b] tal que

14tz
t—z

F(z)=a+pz+ / dv(t) (B.5)

—0o0
se satisface para cada z € 1.
(b) Toda funcion matricial F : 114 — C?? para la cual existe una matriz o compleja de q X q, existe
una matriz § compleja de q X ¢ Hermitiana no negativa y v € M;[a, b] tal que (B.5) se satisface para
cada z € 11 pertenece a la clase Ry.
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Esta version matricial del conocido teorema de Nevanlinna se puede demostrar usando la version
clasica del teorema de Nevanlinna en el caso ¢ = 1 y usando el hecho de que para cada F' € R, y cada
u,v € C9, la funcién f := w*Fv pertenece a Ry. Para cada F' € R, llamamos a (o, 3,v) definidos
como en (B.5) La parametrizacién de Nevanlinna de F'.

Proposicién B.5. [CDFK]. Sean 111 y II_ denotados como en la Notacion @ Sea M = (c,d) una
unidon finita de intervalos abiertos de R y sea ¢ : II, UM UTI_ — C?*9 una funcion matricial que
satisface las siguientes condiciones

(i) ¢ es holomorfa en 11 UM UII_.

(ii) QO‘H+ c Rq.

(i1i) Para todo x € M, la matriz o(x) es Hermitiana.

Denotamos como (a, 5,v) la parametrizacion de Pl - Entonces

gp(z):a+6z+/c t”zdy(tw/j 1t+t2d1/(t)

o t—2

para todo z € I UM UTI_.

Lema B.6. Si para cualquier funcion F(z) € Ry, tenemos que = 0, entonces se cumplen las
siguientes igualdades

o0
lim nJm F(in) = supnIm F(in) = / do(t),
n—-+oo >0 oo

partes de las cuales pueden ser infinitas.

Demostracion. Del Teorema B.4 tenemos que

F(z)—a+6z+/oo (75_12—1;2) do(t)

—00

donde, como antes, la funcién o(t) es no decreciente, tal que
/ I
——do(t) < oo.
o 1412
Ya que nos interesa el caso 8 = 0,

F(z)—oz—i—/_z <tiz—1jt2>da(t)

tomando la parte imaginaria,

F—-F 1 [™ 1 1
3 F = = — —_
IME() = =5 =5 /_ (t Lt z) do(t)

o0

considerando z = in y multiplicando por n

smF(ig =~ [ (2 LY o)
mF(in) = = - o
g M=o L \e—in tran)"

S Y pdo(t) = T dot

2i J_ o <t2+n2>n o) /_oo (t2+n2> o)
[e'e) 772

ngrfoo nJIm F(in) = nll}rfoo . (W) do(t)

[e%e] 2 [e%e]
B ) U _
_ /_OO (ngr&o . 772) do(t) /_OO do(t).

tomando el limite n — 400
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Teorema B.7. [CR]. Sea la funcidn matricial S(z) € Ro4 entonces

/ do(t) =— lim yS(iy) = ygrfoo iyS*(iy) = yginoo yImS (iy). (B.6)

— 0 Yy—+00

En [KNJ, [At] se demuestra la versién escalar del Teorema B.7. Para la versién matricial del Teorema
B.7 se puede considerar el Lema B.6 y [Bi].
Definicién B.4. Denotamos a Ro1 como la clase de funciones escalares F'(z) € Ry, tales que
yllFGy)| = O(1), y > 0.
Aqui el simbolo O(1) estd definido como en la Definicion A.8.
Definicién B.5. [CDFK]. Denotamos a Ro,q como la clase de funciones matriciales F(z) € Ry, tales

que

ylF(y)| =0(1), y>o0.
Aqui el simbolo O(1) estd definido como en la Definicion A.8.

Noétese que toda funcién matricial F' que pertenece a R 4 satisface claramente

lim F(iy) =0 (B.7)

y—r+00

y admite una particular representacion integral como veremos en el Teorema B.9.

Lema B.8. Sea S(z) una funcion matricial, S € Roq y f € C? constante, entonces (f, S(z)f) es una
funcion escalar que pertenece a Ro 1.

Demostracién. Sea o(z) = (f,5(2)f). Ya que Ro 4 C Ry, se tiene que S € Ry. Por el Lema B.1,
tenemos que ¢ pertenece a Ri. Luego

lye(iy)l = |(f,yS@iy) Nl = ly(f, SGy) I < yllF1PI1S (@)l = O(1).
Por lo tanto,
p(z) € Roa

B.1 Método de polarizacion

En la demostracién de el siguiente Teorema utilizaremos el método de polarizacion. Hacemos énfasis
ya que mediante este método se puede extender la demostracién del caso escalar al caso matricial.

Teorema B.9. [CR]. La funcion matricial S(z) € Roq si y solo si S(z) admite la representacion
integral

S&%:/m@—zY%MUL‘/mddﬂ:JC|KH<+&ydﬂ/T (B.8)

Demostracién. (=) Sea S € R ,. De acuerdo al Lema B.8, Vh € CY la funcién ¢(z) = (h, S(z)h) €

Rog
gD(z):/ da(t):/ d(hE(t)h)

o t—2 oo bt— 2z

S@:/w@@

O
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Y(t) es de variacién acotada.

(h, S(2)h) = /

—00

(h50) = [

—00

~ d(htii(tz)h)’ haciendo  (hX(t)h) = o(t, h)
 do(t, h)

t—=z

: (B.9)

/ do(t,h) < +o0

porque o(t) es de variacién acotada. De acuerdo a la Observacién A.10, tenemos

4(9,5(2)f) = ((f +9), SG)(f +9) = ((f = 9), S(2)(f — 9))
+i((f +19), S(2)(f +ig)) —i((f —i9), S(2)(f — ig))
usando (B.9),

T B

—00 —0o0

H./ da(t,fﬂg)_i/ do(t, f —ig)
oo t—=z Lo t—=z

y si hacemos

o(t,f.9) = 1lo(t. [ +9) ~ (b, f —g) +io(t, ] +ig) — io(t, f — ig)

entonces
> do(t, f,9)

t—z

(9,5()f) = / (B.10)

—0o0

Ahora mostramos que para todo t fijo, o(t, f, g) es Hermitiana. Para f y g arbitrarios tenemos

w.sen= [ oLl

o b2
Consideremos

(9,5(2)f) = (5%(2)g, f) = (f, 5*(2)9)-

Por el principio de simetria

(f,5*(2)g) = (f,S(2)g)
_ /°° do(t,g, 1)

oo t—Z

_ /°° do(t,g, f)

t—=z

—00

Asi, o(t, f,g) = o(t,g, f) vy entonces para cada t fijo, o(¢, f,g) es Hermitiana. Ahora demostraremos
que para f, g fijos, o(t, f,g) es un funcional lineal respecto de f. Sea f = a1 f1 + aafa, tenemos

o dO'(t,O(lfl + a2f27g)

(0:5(:)1) = (9.5 e i + aafe)) = [ it (B.11)
Por otro lado
(9,5(2)f) = (9, S(a1f1 + a2 f2))
= ai(g,Sf1) + a2(Sf2)
_ > da(tvflvg) * dO'(t, f27g)
_al/—oot_z —|—oz2/_oot_z
usando (iv) del Teorema A.4
(g’ S(Z)f) — /_Oo d(Ole'(t, flagt)j_ZQQO-(tv f27g)) (312)
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de (B.11) y de (B.12)
U(tvalfl + CKQfQ,g) - 0610'(75, fhg) + Cmd(t,fg,g)

y asi, o es una transformacion lineal respecto del segundo argumento. Ahora demostramos que respecto
de g es antilineal

o(t, f,B191 + Bag2) = o(t, Big1 + B292, f)
U(ta /81917 f) =+ U(ta ﬁ?g% f) = Blo-(tv fa gl) + 520(t7 f7 92)

Hemos demostrado que o(t, f, g) es una funcién Hermitiana para cada ¢ fijo y es un funcional bilineal.
En vista de (A.7), para cada t fijo

a(t, f,9) = (9, 5()f); (B.13)
donde X(t) es una matriz Hermitiana, es decir,

(9:2(1)f) = (B(t)g, f)-
Entonces de (B.10) y (B.13), tenemos

(6.5()f) = (9. /

—0o0

< dn(t)

f)- (B.14)

t—=z
Ya que (B.14) se satisface para todo f, g, se sigue que

S() /00 (1)

o b2

donde X(t) es Hermitiana. Sabemos que o(t,h) es mondtona no decreciente para todo h ademas
sabemos que

o(t,h) = (h, S(H)h)
es monétona no decreciente, entonces Y (¢) es mondtona no decreciente y resta demostrar que

/OO d5(t) < o

—00

notemos que

/OO do(t,h) < o0

—0o0

implica que

(R, /OO dS(t)h) < oo

—0o0

[ee]
/ do(t) = so
—o0
para f =e; y g = e1, tenemos

(9, /_C: d¥(t)f) = s0 = /_C: do(t) < oo.

para todo h € C?. Ademas, de

Observacién B.1. Sea S € Ryla,b]. Usando la parte (a) del Teorema se puede verificar que
F = S|H+ pertenece a Ro q. En particular, de (B.7) se sigue inmediatamente

lim S(iy) = 0.
y—>00

Observacién B.2. Sea S € Ryla,b]. De la Observacion B.1 se puede ver fdacilmente que

lim 1Y) =0 y lim M =0
Y—r+00 Yy Yy—+00 Yy

Férmula de la transformada inversa de Stieltjes de funciones matriciales de la clase R 4
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Teorema B.10. Sea la funcidn matricial S(z) € Roq, es decir, S(z) = 7 dta(t) Supongamos que
o(x+0)+o(x—0) ~ o(a)
2
o(0) = 0. Entonces
1 b
o(b) —o(a) = lim / JmS(x + ie)dx (B.15)
e—=0t T J,

Demostracién. Multiplicando el lado derecho de (B.15) por (g, *f)

(9, 1 lim meS(w—i—is)dxf) =(g,Vf).

T e—0t

Similarmente como en la demostracion del Teorema B.9
(9.90) = ((f +9). %(f +9) — ((F ~ 0), W(f —9))
+i((f +ig9), O (f +1ig)) — i((f —i9), ¥(f — ig)).

Observemos que

((f +9).¥(f +9)) = (h, ¥h)
b
=h" <1 lim / JmS(x —|—i5)dm> h
T e—01 Jq
1 b
=— lim h*Jm S(z + ic)hdx

T e—0t Jq
b

1
=— lim Jmw(h,z + ic)hdx
T e—01 Jgq

= &(h,b) — 6(h, a)

donde hemos usado la transformada inversa de Stieltjes en forma escalar (B.4) y ademds destacamos
que la notacién es adecuada ya que

h*(Re S + iIm S)h = h*Re Sh + ih*Im Sh
y si
w(h) =Rew(h) + iImw(h)

entonces
h*(Re S + iImS)h = w(h)
En esta igualdad, vamos a pasar a el limite ¢ — 0% entonces tenemos
1 b . L . . .
(9, — lim ij(x +ie)dzf) = 1[6(b.f +9) —5(a, f+9g) — (b f—g) +6(a. f~9)

T e—0t
”(b f+ig) —ié(a, f +ig) —i6(b, f —ig) +i6(a, f — ig)]
[((f+g) SO)(f+9) — (f+9),E@)(f+9g))
((f 9),20)(f —9) + ((f —9),2(a)(f — 9))
+i((f +1ig), B(b)(f +ig)) —i((f +ig), X(a)
—i((f —1i9), 2(b)(f —1ig)) +i((f —ig), X(a)
= (9, 2(0)f) — (9, 2(a) f) = (9(X(b) — X(a))f)
1

donde hemos usado (A.7). Ya que por ser f y g arbitrarios de C? entonces (B.15) se satisface. Bl

a

(f+ zg))
(f —ig))]

Transformada inversa generalizada de Stieltjes

Teorema B.11. Sea S(z) € Roq, es decir, S(z) = [ do(t) y sean ¢(z), ¥(z) funciones matriciales

oo t—z

holomorfas en C tal que ¥*(z) = ¢(z), x € R. Supongamos que las dimensiones de ¢ y 1 son tales
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que se define la funcién matricial

F(z) = ¢(2) + 9(2)5(2)¢"(2) (B.16)
Sean to, t1 puntos de continuidad de o(t) Entonces
1 t1 t1
lim / Jm F(x + ie)dx :/ o(x)do(x)p*(x) (B.17)
e—0t+ T to to

Demostracién. Consideremos el caso escalar. Sean A, B puntos de continuidad de o(t) —oo <
A < B < oo entonces

F(z) = 9(z) + / ©,

A t— 2
= x(2) + (z)/A t_zwz)
donde
x(z) =9 </ /)t—z* z)
entonces
B o(2)do *(z) — o *
F(2) :X(Z)JF/A ¢(z)do(t)p (t)_ f(t)d (t)e"(t)
B o(t)da(t)p*(t)
- /A EEETEE
B o *
ze(z)+/A W
donde
B * _ o *
9(2)=x(z)+/A p(2)do(t)p (zt)_;p(t)d ()" (t)
entonces 5 ao(t
F(z):9(2)+/A ol
donde

0(z) es continua en una vecindad de A, B ademds con A < a < b < B, en [a,b] 0(z) es real. Entonces
6(z) es uniformemente continua en un rectdngulo cerrado ubicado en C* con base en a, b entonces

I I
lim / Jm F(z +ie)dr = lim / O(x 4 ie)dx + — / ImQ(x + ie)dz

e—0t T e—0t T

donde Q(z) = ff dp(t ) luego

b
p(b) — pla) = / (1o (1) (1)

para funciones escalares. Utilizando el método de la polarizacién se demuestra el caso matricial. l
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