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Resumen

En pocas palabras se puede decir que esta tesis esta enfocada en pre-
sentar, pasa a paso, un camino inteligible y claro hacia la demostracién del
teorema de Rosenthal utilizando la teoria de Ramsey; primero pasando por
resultados que necesitaremos del analisis funcional y la topologia de espacios
métricos, para seguir con los conceptos de la teoria descriptiva y culminar con
el desarrollo de la teoria de Ramsey. En la exposicion de dicha teoria mos-
traremos lo que es un conjunto de Ramsey y uno hereditariamente Ramsey.
Adema&s demostraremos el teorema de Ramsey finito, desarrollaremos una
breve introduccién a la teoria de juegos y culminaremos con la demostracion
del teorema de Ramsey infinito, uno de los teorema estrella de la tesis. Poste-
riormente presentaremos una seccién dedicada a las topologias débiles, esto
con la finalidad de que dicho tema asiente la demostracién del teorema de
Rosenthal que nosotros expondremos usando los resultados de la teoria de
Ramsey.

Palabras clave: Combinatoria infinita, espacios de Banach, topologias débiles, analisis
funcional, espacios polacos.
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Abstract

In a nutshell, we can say this thesis focus in presenting, step by step, an
understandable way to a proof of Rosenthal’s theorem using Ramsey theory;
first we show basic results of functional analysis and metric spaces topology,
and then move to concepts of descriptive theory so we can culminate with the
development of Ramsey theory. In the exposition of this theory we will show
what is a Ramsey set and a hereditary Ramsey set. We will prove the finite
Ramsey theorem, develop a brief introduction to game theory and finish with
the proof of Ramsey’s infinite theorem, one of the star theorems of the thesis.
Later we will present a section dedicated to weak topologies, in order to form
a base for the proof of Rosenthal’s theorem that we will present using the
results of Ramsey’s theory.

IX



ABSTRACT



Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar un camino, lo mas desarrollado y
autocontenido posible, en el que podamos transitar sin problemas hacia la
teoria de Ramsey y, una vez presentada la base de la teoria, poder llegar a
presentar una aplicacion de dicha teoria en espacios de Banach.

En el Capitulo 1 veremos teoremas y conceptos clave sobre topologia de es-
pacios métricos, topologia general y analisis funcional, los cuales nos serviran
para erigir toda la tesis. Principalmente aqui nos enfocamos en desarrollar
brevemente temas de licenciatura bien conocidos como topologia producto,
topologia discreta, espacios de Banach, espacio dual, conjuntos G, encaje de
Cantor, etc.

Para el Capitulo 2 pasamos a desarrollar, basicamente una aproximacion
o presentacion de la teoria descriptiva, no se puede considerar tal cual una
introduccién a esta ya que desarrollamos tinicamente lo que nos sera til de la
materia; desde espacios polacos y alguna de sus propiedades, hasta conjuntos
de Borel y su relacién con los conjuntos analiticos.

En el Capitulo 3 ya nos adentramos por fin en la teoria de Ramsey. Este
esta dividido en tres secciones; la primera se enfoca en los resultados base de
la teoria de Ramsey para sucesiones de tamano finito, desarrollando réapida-
mente lo que es el lenguaje usual de la teoria (el lenguaje de grafos), y cémo
nosotros partimos de ahi para darle un enfoque conjuntista a dicho lenguaje
para proceder a demostrar el teorema de Ramsey finito; luego pasaremos a
lo que se debe considerar una presentacién breve de la teoria de juegos, es-
to partiendo de un juego en particular para desarrollar los conceptos de la
teoria; concluimos asi el capitulo con la seccién mas importante de la tesis,
esto ya que aqui es donde todas las secciones anteriores se usan para poder
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XII INTRODUCCION

demostrar el teorema de Ramsey infinito.

Por ltimo tenemos el Capitulo 4, tiene dos secciones. La primera seccion
es un desarrollo de las topologias débil y débil*, en donde presentaremos desde
propiedades bien coincidas de estas topologias, hasta una demostracién del
teorema de Banach-Alaogli. Esta seccién es la base conceptual en la que
descansa la segunda parte del capitulo. Dicha segunda parte es la segunda
seccidn, la cual esta enfocada en presentar una demostracién del teorema
de Rosenthal usando las nociones anteriormente presentadas en la teoria de
Ramsey, la cual se torna mas simple una vez conociendo lo presentado en el
Capitulo 3.

El teorema de Rosenthal nacié bajo el estudio de los espacios de Ba-
nach, en particular surge en la bisqueda por descomponer dichos espacios
en "piezas basicas”; es decir, que el espacio de Banach en cuestién tuviera
un subespacio isomorfo a espacios cuyas propiedades son bien conocidas, por
ejemplo ¢y o el espacio ¢;. La hipdtesis de que cualquier espacio de Banach
pudiera descomponerse en estas piezas basicas fue demostrado falso por el
matematico Timothy Gowers, el ganador de la medalla Fields de 1998 por
conectar el andlisis funcional y la combinatoria infinita. Como mencionamos
antes, la demostracion que presentaremos del teorema de Rosenthal se apoya
justamente en los conceptos que aporta la combinatoria infinita (en particu-
lar la teoria de Ramsey), dicha demostracién fue presentada originalmente
por W. T. Gowers en su estudio de los espacios de Banach (y el andlisis
funcional en general) con las herramientas de la combinatoria.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo, como su nombre lo dice, se presentan teoremas
y definiciones necesarios para poder adentrarse en los temas que se expo-
nen mas adelante. Empezaremos con nociones basicas de topologia; qué es la
topologia discreta, un recordatorio de la topologia producto y lo que signi-
fica que un espacio sea Hausdorff. Pero principalmente nos interesa, en este
capitulo, hablar de la topologia de espacios métricos, donde los conceptos
como (5, completamente metrizable, punto aislado y punto de acumulacion,
son los protagonistas de la primera seccién del capitulo, el cual culmina con
dos teoremas que seran muy importantes en otras secciones de la tesis; el pri-
mero nos dice que todo subespacio completamente metrizable de un espacio
completamente metrizable es un conjunto G5 en el espacio, el segundo es el
famoso teorema de encaje de Cantor, el cual nos serd muy 1util principalmente
en el siguiente capitulo.

Posteriormente se presentara una seccién dedicada principalmente a de-
finir y recordar nociones bésicas del andlisis funcional; como se definen los
espacios de Banach, el espacio dual continuo y desarrollaremos algunos re-
sultados que seran clave para poder adentrarnos en las dos secciones del
cuarto capitulo. En esta misma seccién tocaremos también a el concepto de
compacidad, donde describiremos dos formas de ver dicho concepto; como el
teorema de Bolzano-Weierstrass lo define, es decir la compacidad secuencial;
y la definicion moderna que requiere de la nocién de cubierta abierta y sub-
cubierta.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1. Topologia de Espacios Métricos

Convengamos en que un espacio métrico es la pareja (X, d), donde X es un
conjunto y d es una métrica sobre X. Dado un € > 0 y x € X denotaremos
como B(x) a la bola abierta de radio e. Cabe destacar que se obviaran
muchos resultados y conceptos como métrica, vecindad, conjuntos abiertos y
cerrados, el interior y clausura de un conjunto, etc. Para ver dicho material
omitido recomendamos que vaya a [1]. Si A C X denotaremos como A a la
cerradura de A. Sabemos que (X, d) se dice un espacio métrico separable si

contiene un conjunto denso numerable, donde A C X es un conjunto denso
siA=X.

Recordemos que un espacio topolégico es el par ordenado (X, 7), donde X
es un conjunto y 7 es una coleccién de subconjuntos de X tal que 0, X € 7y
tal que 7 es cerrada bajo intersecciones finitas y uniones arbitrarias. Por ulti-
mo, recordemos también que (X, 7) se dice metrizable si existe una métrica
d que induzca la topologia. Igual que antes, se obviaran conceptos como to-
pologia de subespacio, funcién continua, homeomorfismo, y sélo se definiran
los conceptos vitales para el desarrollo del trabajo.

Definicién 1.1. La topologia discreta, 74, de un conjunto X es la topologia
dada por la potencia de X.

Asi todo subconjunto de X es un basico abierto en la topologia discreta.
Cualquier conjunto con la topologia discreta es metrizable si definimos

1 si z#vy,
d(z,y) = { .
0 siz=y,
la cual llamaremos la métrica discreta en X.

Ahora sea {X,}ic; una familia de conjuntos e I una familia de indices.
El producto cartesiano de los conjuntos X; lo escribimos cémo [[,.; X;, el
cual es el conjunto de todas las funciones de I en la unién de los X; cuya
evaluacion en ¢ es un elemento de X; para cada i € I.
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Definicién 1.2. Definimos a la topologia producto, 7,, sobre un producto
[L;c; Xi, como la topologia que tiene por base a la colecciéon de todos los
conjuntos que son de la forma [],., U;, donde U; C X; es abierto para cada
iel,yU;=X,;paratodoi € I\ F, donde F C I es un conjunto finito.

Recordemos que, a su vez, esta topologia producto también es metrizable
si cada X; es metrizable y ademés I es numerable.

Definicién 1.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico, decimos que X es un espa-
cio de Hausdorff si para cualesquiera x,y € X distintos, existen vecindades
U, y Uy, de x e y respectivamente, tales que U, N U, = 0.

Ejemplo 1.4. Los siguientes espacios son de Hausdorff.

1) Todo espacio métrico es de Hausdorff. Esto es trivial ya que, tomando
x,y € X distintos en un espacio métrico, sabemos que d(z,y) > 0, sea
dicha distancia igual a €. Entonces tome U, = Be(z) y U, = B¢ (y), asf
U, N0, = 0.

11) El par (R, 7), donde 7 es la topologia usual, es claramente de Hausdorff
por que es metrizable.

1) El par (X, 74), donde 74 es la topologia discreta, es de Hausdorff ya que,
al igual que antes, es metrizable.

Proposicion 1.5. Sean f : X — Y una funcion continua y'Y un espacio de
Hausdorff, entonces el conjunto G = {(z, f(x)) : x € X}, al que llamamos
grafica de f, es un conjunto cerrado en X XY .

Demostracion. Veamos que (X xY)\ G es abierto. Sean (z,y) € (X xY)\G.
Entonces y # f(x) y como Y es de Hausdorff, existen entornos Uy, Vy de
y vy f(z) respectivamente tales que Uy N Vy = (. Note que, gracias a la
continuidad de f, existe un entornos Vy, tal que f[Vx| C Vi, ya que Uy es
entorno de y, asi Vy x Uy C X X Y es un entorno abierto de (x,y) tal que
(Vx xUy)NG =10. Asi (X xY) \ G es abierto y por lo tanto G es cerrado
en X xY. |

A parir de aqui esta seccién se enfocard tnicamente en conceptos de la
topologia de espacios métricos.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES
Definicién 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico y sea {z, }neny C X.

» Decimos que {z,} converge a y si para todo € > 0, existe ny € N tal
que para todo n > ng pasa que d(x,,y) < €.

» Decimos que {z,} es una sucesion de Cauchy, si para todo € > 0, existe
un ng € N tal que para todo ng < n, m pasa que d(z,, x,) < €.

Definicién 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico, se dice que X es un espacio
métrico completo si toda sucesion de Cauchy en X es convergente.

Decimos que un espacio topoldgico, (X, 7), se dice completamente metri-
zable si para X existe una métrica dx tal que (X, dx) es un espacio métrico
completo, donde dx induce la topologia 7.

Definicién 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico, A C X.

s Se dice que z € X es punto de acumulacion o punto limite de A si,
para todo entorno V' de x, se cumple que (V' \ {z}) N A # (.

= Decimos que x € A es punto aislado de A si, existe un entorno V' de x,
tal que VN A = {z}.

Ejemplo 1.9. A continuaciéon daremos ejemplos de puntos aislados y de
puntos acumulacion.
1) En el conjunto {—1} U [0,1] C R, el —1 es punto aislado.

11) En R, la sucesion {%}neN cada elemento es un punto aislado y 0 es
punto de acumulacion de dicha sucesion.

1) [—1,1] es el conjunto de todos los puntos de acumulacién de (—1,1).

1v) N={0,1,2,...} C R es un conjunto discreto donde cada elemento es
un punto aislado.

Lema 1.10. Sea X un espacio completamente metrizable y'Y un subespacio
cerrado de X, entonces Y es completamente metrizable.
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Demostracion. Sea dx la métrica que induce la topologia 7 de X, veamos en-
tonces que Y es completo con dx. Tomemos una sucesion de Cauchy {y, }new
en Y, la cudl seguird siendo de Cauchy en X. Entonces, como (X, dx) es un
espacio completo, pasa que {y, }ne., converge a algin x € X. Pero eso quiere
decir que x es punto limite de Y, por lo tanto x € Y, ya que Y es subespacio
cerrado. Asi Y es completo con la métrica dx. |

Ejemplo 1.11. Los siguientes espacios métricos son completos.

1) Los nimeros reales, R, son un espacio métrico completo.

11) Todo intervalo cerrado de R es completo. En general, todo conjunto
cerrado y acotado en R™, para n € N finito, es completo.

111) Todo espacio métrico discreto es completo.

Lema 1.12. Sea (X, d) un espacio métrico separable no numerable, entonces
eriste Y C X cerrado tal que no tiene puntos aislados.

Demostracion. Sea A un subconjunto denso numerable de X. Definamos el
conjunto D = {z € X : B1(a) es vecindad numerable de x y a € A}. Obser-
vemos que D = UneN{B;TEa) ta € AN z € Bi(a) AN Bi(a) es numerable}.
AsiY = X\ D es un Conjnunto cerrado no numerable puegto que D es abierto
y numerable. Por demostrar que Y no tiene puntos aislados.

Sea y € Y tal que y € V,, con V,, una vecindad de y. Seaa € Ayn €N
tal que y € Bi(a) C V,. Como y ¢ D entonces B1(a) es no numerable.

Entonces (V, \ {y}) Y 2 (B1(a)\ {y}) NY = (Bi(a) \ {y}) \ D # 0. Asf

n n

existe y' € V,, tal que ¢’ # y. [ |

Lema 1.13. Si un espacio métrico (X, d) no tiene puntos asilados, entonces
contiene una sucesion {x, }nen tal que para cadan € N tenemos que x,, € U,
abierto y que, a su vez, U, NU,, = 0 para cada n,m.

Demostracion. Tomemos x € X, por induccién construiremos {x, },en tal

que converja a x y sus respectivos entornos abiertos U,. Primero tomemos

un xy € X \ {z}. Suponga construido {zy, ..., x,} y sus respectivos entornos
] — — d(z7xl) )

abiertos U; = Br (;) para r; = =5 donde i < n. Sea 41 € B, (2) \ {z}

d(z,zn+1)

y tomemos 7,1 = 5

, asi definamos que U, ;1 = BTnQ—Q—l (Zp41). Una vez
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terminada la construccion, note que {z,}n,en en efecto converge a z y que

ademés d(z, x,41) < w para toda n.

Procediendo por contradiccién probaremos que U, N U,, = () para cual-
quier n,m € N distintos. Sin perdida de generalidad suponga que n < m 'y
sea y € U, NU,,. Por desigualdad del tridngulo y por definicién de U,, y Uy,
tendremos que d(z, z,) < d(z, 2p) +d(2p, y)+d(y, ,) < d(2, L)+ + 5 <
Trn—1+ B 42 <1y + 2 4 B = 27, Asi se obtuvo que d(z, z,) = 27, < 27,
una contradiccién. [ ]

Definicién 1.14. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos entonces
que A es un subconjunto Gs de X si es interseccién numerable de conjuntos
abiertos. A su vez, decimos que A es un subconjunto F, de X si es union
numerable de conjuntos cerrados.

Ejemplo 1.15. A continuacién daremos algunos ejemplos de conjuntos Gy
y conjuntos Fy.

1) El complemento de un G5 es un F,, y viceversa.

11) Cualquier conjunto abierto es trivialmente un conjunto Gs. De igual
manera cualquier conjunto cerrado es F,.

111) Los racionales, Q@ C R, son un conjunto F,, asi por el primer inciso
tendremos que los irracionales, I C R, son un conjunto Gs.

Teorema 1.16. Sea (X,d) un espacio métrico y' Y C X un subespacio ce-
rrado, entonces Y es un subconjunto Gs de X.

Demostracion. Definamos B, := (J,cy B%n(x) para cada n € w. Sabemos
que para cada n, B, es abierto y que ademas Y C B,,. Entonces tendremos

que Y C (), Bn, por demostrar la otra contencion.

Tomemos un z € (¢, Bn y € > 0. Fijemos n € w tal que 1/2" < e. Como
2z € B, podemos encontraruny € Yy z € B%n(y) tales que 0 < 2% < €. Pero
como d(y,z) < 5 < €, entonces y € B.(z) NY. Por definicién tendremos que
z es punto limite de Y y como Y es subespacio cerrado de X y € es arbitrario,
entonces z € Y, esto prueba que (), ., B, C Y. Por lo tanto Y = [, .., Bn;
asi Y es un subconjunto G5 de X. |
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Definicién 1.17. Sea (X, d) un espacio métrico y C' C X, entonces definimos
el diametro de C' como sigue

diam(C) = sup{d(z,y) : z,y € C},
donde sup (A) = +00 si A C R no es acotado.

Proposicion 1.18. Si un subespacio Y de un espacio completamente metri-
zable X es completamente metrizable, entonces es Gs en X.

Demostracion. Sabemos que, como Y es cerrado en X, entonces es Gs en X.
Demostremos entonces que Y es Gs en Y, asi por “transitividad” serda Gs en
X. Definamos

U, ={r €Y :3V C X abierto con z € V,diam* (V NY) < ZL”}
Veamos que U, es abierto en Y. Para cada = € U, fijemos una vecindad
de x que cumpla con las condiciones de U, y llamémosla V,. Es claro que
U, C Uern V., veamos que la contencién contraria sucede. Tomemos un
2 € V,, entonces Vj, es vecindad de z y es tal que diam” (V, NY) < 1/27, asf
z € U,. Por lo tanto Uern V., = U,; de este modo U,, es unién de abiertos,
es decir es un abierto en Y para cada n € N.

Por demostrar que Y = (),cyUn. Sean y € Y y n € N arbitrarios. Te-
nemos que y € B%//?" (y), pero todo abierto en Y se puede expresar como
la intersecciéon de un abierto en X con Y, es decir B}?Qn (y) =V NY don-
de V C X es abierto. Asi y € V abierto en X, entonces tendremos que
diam” (V NY) = diam(Bf/zn(y)) < 1/2", es decir y € U,; pero como n se

eligié arbitrario, entonces y € (),,cy Un. Esto prueba que Y C (), Un-

Ahora tomemos x € ﬂneN U,,. Dado n € N entonces x € U,,. Asi tendre-
mos que existe V,, C X tal que z € V, y diam” (V, NY) < 1/2". Tomemos
W, = (i<, Va, note que W, es en si una vecindad abierta de = y como
x €Y, entonces W,, NY # (). Asf si tomamos un y, € W, NY arbitrario
para cada n € N. Es claro que para cada N € N si n,m > N tendre-
mos que Yn,Ym € Wy, por lo tanto {y,}.en €s una sucesién de Cauchy
en Y. Como Y es completamente metrizable entonces tendremos que {y,}
converge a algin y € Y. Supongamos que y # x. Entonces existe € > 0
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tal que BX(z), BX(y) son vecindades con cerraduras ajenas de x e y res-
pectivamente. Como BX(y) N'Y es vecindad de y en Y existe N/ € N
tal que y, € Bgfg(y) NY para cada n > N’. Note a su vez que, como
{diam" (V,, N Y)} — 0, entonces existe N € N tal que diam” (V,,NY) < ¢/2
para cada n > N” luego V,, NY C BX(y)NY paran > N = max{N’, N"}.
Asiz €V,, =V, NY C BX(y)NY = BX(y), una contradiccién. Por lo cual
x =y, lo que a su vez quiere decir que Y O (), oy Un-

Concluimos entonces que Y se puede escribir como una interseccién nu-
merable de abiertos de Y, es decir, es un G en Y. |

Nota. El teorema anterior es en realidad una doble implicacion, pero nosotros
necesitaremos unicamente de la implicacién ya demostrada, si desea ver la
demostraciéon completa vaya a [2].

Teorema 1.19. (Encaje de Cantor). Si (X, d) es un espacio métrico comple-
to y {C,} una sucesion decreciente de cerrados de X tales que diam(C,,) — 0.

Entonces si x,, € Cy, para cadan € N, entonces {x,} converge al inico punto
en C = (,en On-

Demostracion. Como {diam(C,)} — 0 entonces para todo € > 0, existe
no € N tal que para todo n > ng tenemos que diam(C,) < e. Veamos que
la sucesion {z,} es de Cauchy; en efecto, tomemos n,m > ng y tales que
m > n, entonces para x, y &, tendremos que d(x,,x,,) < diam(C,) < e,
esto ya que la sucesién {C),} es decreciente. Como X es completo, tendremos
que {z,} converge a algin x € X.

Por demostrar que x € C' y ademdas que x es unico. Si fijamos m € n,
entonces Tpyn — . Asi © € {Zyqn},ey C COm. Por lo tanto € C. Ahora
suponga que existe 2’ € C, entonces para cada n € N sucede que d(z,z’) >
diam(C,) < € para cada ¢ > 0 y n suficientemente grande. Por lo tanto
d(xz,z") =0, es decir z = ' [ |

1.2. Compacidad y Analisis Funcional

Lo primero que exponemos en esta seccién es el concepto de compacidad.
Presentaremos las propiedades basicas de la compacidad de espacios métricos,
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definiremos lo que es la compacidad débil y la propiedad de Lindelof. Dichos
conceptos seran retomados en el ultimo capitulo de la tesis, esto ya que la
compacidad es parte del contexto en el que surge el teorema de Rosenthal.

Nos enfocaremos ademas en desarrollar, al menos de una forma muy béasi-
ca, conceptos del analisis funcional que se requeriran para poder cimentar
adecuadamente la primera seccion del ya mencionado ultimo capitulo, la
cual trata sobre la topologias débiles. Al igual que en la seccién anterior ob-
viaremos conceptos elementales como norma, espacio vectorial, dependencia
lineal, etc.

Definicién 1.20. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que una cubierta
abierta de un subconjunto Y C X, es una familia de conjuntos abiertos A
de X, tales que Y C |J A.

Asi, decimos que X es un espacio compacto si dada una cubierta abierta
de X cualquiera, existe un subcubierta finita del mismo.

Ejemplo 1.21. Mostraremos a continuacion, algunos ejemplos comunes de
espacios métricos compactos, ademas uno de ellos nos servira para mencionar
un teorema importante.

1) Cualquier intervalo cerrado en R es compacto, esto por el Teorema de
Heine-Borel, el cual nos dice que un espacio métrico es compacto si y
sélo si es completo y totalmente acotado (Para subconjuntos del espacio
euclideo, basta con que este sea cerrado y acotado).

11) R no es compacto ya que le falta ser acotado.

111) Cualquier sucesién convergente con su punto limite es un conjunto com-
pacto.

Cabe mencionar la nocién de espacio de Lindelof; la definicién es la si-
guiente; un espacio topologico se le denomina Lindelof, si satisface la propie-
dad de que cada cubierta abierta contiene un subcubierta numerable.

Esa definicién es de hecho una generalizacion del concepto de compacidad
ya que, gracias a la definicién, cualquier espacio compacto es de Lindelof.
Sabemos adema&s que un espacio métrico es Lindelof si y sélo si es separable
y esto si solo si ademdas posee una base numerable.
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Proposicion 1.22. Sea X es un espacio métrico compacto. Entonces toda
sucesion de puntos de X tiene una subsucesion convergente con limite en X.

Demostracion. Sea {x, },en una sucesién de X. Sabemos que para todo € > 0
tendremos que |J,. ¢ Be(x) D X, pero por compacidad podemos tomar una
subcubierta finita la cual llamaremos C..

Por induccién sobre m construyamos los conjuntos infinitos 7, y los na-
turales n,, como sigue;

= Paso 1. Tomemos r; = 1, entonces por principio de casillas debe existir
By € C,, tal que contiene infinitos elementos de {z,}. Asi definamos
L ={k>1:x, € B, } yng =minl. Note que x,, es un elemento de
la sucesion {z,}.

» Paso m. Suponga construidos los conjuntos decrecientes infinitos {Z; }7*,
y los naturales crecientes {n;}",, donde zy, € B; € C,, para todo k € I,
1

donde r; = .

= Paso m+1. Sear,,.1 = m#ﬂ, Yy By € C,,.,, tal que contiene infinitos
elementos de {x,}. Asi definamos I,,11 = {k > ny : 2p € B, } ¥
N1 = min [, 4.

Asi obtenemos la subsucesién {z,,,Z,,,...} de elementos de {z,}. Veamos
que dicha sucesién es convergente. Note que {B,},en s una sucesion de
cerrados tal que diam(B,,) — 0. Entonces, por el Teorema [1.19} {z,, } — =

el tinico punto de (7). Bi- [ |

Observacion 1.23. Note que, por la proposicién anterior, si X es un espa-
cio compacto y tenemos {z,} C X una sucesién divergente, entonces {z,}
contiene al menos dos subsucesiones convergentes a puntos limites diferentes.

Posteriormente quedara esclarecida la cuestién que estamos por plantear,
pero cabe destacar que existen tres tipos de compacidad, las cuales son equi-
valentes en un espacio con la topologia débil.

Decimos que un conjunto C' es compacto de acuerdo a; la compacidad mo-
derna o de Heinen-Borel, la cual nos dice que todo cubrimiento abierto de
C' admite un subcubrimiento abierto finito; la compacidad secuencial o de
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Bolzano-Weierstrass, la cual nos dice que toda sucesion en C' tiene una sub-
sucesion convergente cuyo limite estd en C'; y por ultimo la compacidad de
punto limite, la cual nos dice que todo subconjunto infinito de C' tiene un
punto limite en C.

Existe un teorema llamado el teorema de Eberlein-Smulian, el cual nos
dice que los tres tipos de compacidad son equivalentes un un espacio de
Banach con la topologia débil y a pesar de que esta equivalencia es cierta
en general para un espacio métrico, la topologia débil no es metrizable en
espacios vectoriales infinito-dimensionales, y por lo tanto se necesitara del
teorema de Eberlein-Smulian.

Dicho teorema lo enunciaremos de la siguiente manera y se entendera
completamente hasta el Capitulo 4;

Teorema 1.24. (Eberlein-Smulian) Si X es un espacio de Banach y A C X,
entonces LSASE:

a) Toda sucesion de elementos de A tiene una subsucesion débil convergente
(w-convergente) en X .

b) Toda sucesion de elementos de A tiene un punto limite débil (w-punto
limite) en X.

¢) La cerradura débil de A (A" ) es débilmente compacta (w-compacta,).

Citaremos otro teorema que serd vital en la primera seccion del ultimo
capitulo, el cual tiene que ver con compacidad.

Teorema 1.25. (Tychonoff) Sea {C;}icr una coleccion cualquiera de espa-
cios topologicos compactos, entonces HZ.GI C; es compacto con respecto T,.

A partir de aqui nos centraremos brevemente en los conceptos bésicos
del analisis funcional, conceptos que seran ttiles en el dltimo capitulo. Re-
cordemos que un espacio de Banach es un espacio normado (X, ||-]|) tal que
es completo con respecto a la métrica inducida por la norma ||-||. Por con-
vencién denotamos By = {x € X : ||z|| < 1} a la bola unitaria de X y
Sx ={z € X :||z|| = 1} a la esfera unitaria de X.

De igual forma recordemos que, dado un espacio vectorial V' de dimension
n y un subconjunto ordenado B = {vy, va, ..., v,} de vectores de este espacio,
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decimos que B es una base de V si se cumple que V = span(B) = (B) y
ademas los vectores que forman a B son linealmente independientes entre si.

Ejemplo 1.26. A continuacién daremos ejemplo de algunos de los espacios
de Banach que seran de importancia mas adelante. Dado un espacio normado
(X, ]|-||) consideramos los siguientes espacios.

1) loo = {{zn}nen : |2]lc0 = suppen{lonl} < 400}
) 6= {{zntnen : 2l = 2, enlnl < o0}
m) Para 1< p <00, f = {{zn}nen : [|2lly = (X, cnlzal?)? < +00}
V) ¢ = {{zn}nen : {Tn}nen es convergente}, es subespacio cerrado de (.
V) ¢o = {{Zn}nen : im0 ¢, = 0}, el cual es subespacio cerrado de c.

Definicién 1.27. Sea X un espacio vectorial, decimos que dos normas sobre
X son normas equivalentes, cuando inducen la misma topologia sobre X.

Sean |[|]|1, ||||]2 dos normas sobre X. Recordemos que las normas ||-||; y
||-||2 son equivalentes si y sélo si existen reales mq, my > 0 tales que my||x||2 <
|z]|l1 < msl|z||2 para todo z € X.

Ejemplo 1.28. En R” todas las normas son equivalentes.

En efecto; tomemos la norma euclidiana ||-|| = (Z?:1|xi|2)% y una nor-
ma arbitraria ||-||,. Sea z € R™ y {e;};en la base candnica de R, asi ten-
dremos que x = Y ' | w;e;, entonces ||z|l, = Do |lzieilla < Do lzillleilla-
Sabemos de la desigualdad de Cauchy Schwarz en R, que (3 ;_; axby)? <

n 2 n 2 . .
(> r—1a;) (D> p_, bi) para cuales quiera ax y b, nimeros reales, entonces ten-

dremos que 37 il lleilla < (S04 1)+ (0, lexll) pero, como S0 e
es una constante positiva, entonces tenemos que ||z||, < ¢||z||s donde ¢ € R*.

Para la otra desigualdad note que |||, : (R", |||ls) = R es una funcién
continua, usando el conjunto compacto S = {x € R" : ||z||s = 1} y el teorema
del maximo-minimo, [-||, debe tener un minimo en S. Asi existe m > 0 tal
que m < || llo, ast (|2l = millla, es decir 2]z < lza.
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Observaciéon 1.29. Sean (X, ||-|[1) v (Y, ||-||2) dos espacios normados, tome-
mos (p)nen C X, (Yn)nen C Y,z € X yy € Y tales que z,, = x, yp = Y
cuando n — oo. Si, para ¢ € R, tenemos ||z,]|1 < ¢||yn|l2 para cada n € N,
entonces ||z][; < ||y||2-

En efecto; tenemos que ||z]|1 < [|zn|l1 + |2 — znll1 < ¢llynlla + ||z — 20l <
c(|lyn —yll2+ lyll2) + |x — 24 ||1. Asf cuando n — oo tendremos ||z||; < c||y]|2.

Teorema 1.30. El espacio (X, ||-||) es de Banach si y sdlo si Bx es completo
con la métrica inducida.

Demostracion. Ida. Como By es un subconjunto cerrado con respecto a la
norma |||, entonces es subespacio completo de X con la métrica inducida.

Regreso. Sea {,}neny un sucesién de Cauchy en X. Sabemos que toda
sucesion de Cauchy es acotada, es decir ||x,|| < M paraun M € R. Entonces
tendremos que % < 1, asi {$#} C Bx. Entonces, como Bx es completo,
tendremos que {$#} — y tal que y € Bx ya que las sucesién sigue siendo
de Cauchy. Asi {z,,} — My, es decir, la sucesién de Cauchy converge, por lo
tanto X es de Banach. ]

Definicién 1.31. Al espacio de todas los operadores lineales acotados (fun-
cionales lineales) 7' : X — Y, lo denominamos como £(X,Y). Si Y = K,
el campo base, entonces denominamos a dicho espacio como el espacio dual
(algebraico) de X, al cual escribimos como X'.

Al tratar con los funcionales lineales continuos ¢ : X — K, sabemos que
estos forman un espacio vectorial normado X* al cual llamaremos el espacio
dual continuo o dual topologico de X.

Recuerde que la norma de un funcional lineal continuo en X estd definido
por ||| = sup{|¢(x)] : ||z|| < 1}, donde x € X. En el caso de espacios de di-
mensién finita el dual topoldgico coincide con el dual algebraico y el concepto
de dual topoldgico es trivial. A partir de aqui cuando mencionemos al espacio
dual nos estamos refiriendo de hecho al espacio dual continuo/topolégico.

Ejemplo 1.32. A continuacién daremos ejemplos (sin demostracién) de la
relacién existente entre un un espacio de Banach y su espacio dual. Esto ya
que la norma que definimos anteriormente para el espacio dual nos dice que
X* no solamente es un espacio normado, es de hecho, un espacio de Banach.
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1) El espacio dual de ¢ es igual a 1, es decir ¢* = {;.
1) (co)* = 4.
1) (01)* =l

1v) Todo espacio de dimensién finita es isomorfo a su dual.

Para ver més ejemplos como estos y entender a mayor profundidad la
relacién que tienen estos espacios con su dual topoldgico, vaya a [3].

Definicién 1.33. Sea (X, ||-||) un espacio normado. A una sucesion (e;);eny C
X le llamamos base de Schauder si para cada x € X existe una tnica sucesion
(a;)ien C R tal que

k
lim ||Z ae; — x| =0.
k—ro0 P

Decimos que {z,} C X es una sucesion bdsica si es una base de Schauder
para la cerradura del espacio lineal generado por dicha sucesion, es decir

SE R

Observacion 1.34. Note que si (X, |[|-||]) admite una base de Schauder en-
tonces X es separable. En efecto, sea = {¢;}22, una base de Schauder de
X, entonces para K el campo donde se define el espacio, y D C K un denso
en el campo, tendremos que D = {¥"  \e; : A\; € D,;n € w} es un conjunto
denso numerable en X.

Ademds nétese que la base {e; : i € w} es una base de Schauder de ¢,
que consiste en vectores unitarios.

Un resultado importante del analisis funcional, el cual se necesitara en
un par de ocasiones mas adelante, es el Teorema de Hahn-Banach, el cual
surgi6 de los intentos de resolver sistemas infinitos de ecuaciones lineales. El
teorema se enuncia de la siguiente forma;

Teorema 1.35. (Hahn-Banach) Sean (X, |]]) un espacio normado, V' un
subespacio cerrado de X y f:V — R un funcional acotado. Entonces existe
una extension F : X — R de f tal que |F|| = || f]|-
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Cabe destacar que este teorema de hecho resulta ser equivalente al axioma
de eleccion. Nosotros nos saltaremos la demostracion ya que de lo contrario
esta seccion se extenderia bastante mas; si desea ver la demostracién vaya a
[8, pag 13].
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Capitulo 2

Teoria Descriptiva

En este capitulo daremos una muy breve introduccién a los temas ba-
se de la teoria descriptiva, la cual tiene como conceptos fundamentales a los
espacios polacos, las o-algebra, los conjuntos de Borel y los conjuntos Analiti-
cos; la division de este capitulo se basa justamente en estos conceptos antes
mencionados.

La primera seccion tiene como objetivo definir a los espacios polacos,
mostrar algunas de sus propiedades principales y concluir con un teorema
que nos dice que todo espacio polaco no numerable contienen una copia Gy
del espacio de Baire. Posteriormente se abren las dos siguientes secciones; una
dedicada a definir a los conjuntos de Borel y mostrar cémo estos provienen de
la proyeccion de un conjunto cerrado contenido en el producto de un polaco
y el espacio de Baire; luego la tercera y tltima seccion del capitulo dedicada
a los conjuntos analiticos, en la que hablaremos tinicamente de su definicién
y jerarquia, y su relaciéon con los conjuntos de Borel y espacios polacos.

2.1. Espacios polacos

Esta seccién empieza con la definiciéon de espacio polaco, inmediatamente
después demostraremos sus dos propiedades mas relevantes, al menos para
nosotros; la primera es que siempre existe una funcién del espacio de Baire a
un polaco la cual sera continua y sobreyectiva, la segunda sera que el producto

17
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de polacos es un espacio polaco con respecto a la topologia producto.

Terminaremos la seccién con un teorema muy importante, el cual dice que
todo espacio polaco no numerable contienen una copia G del espacio de Baire

Definicién 2.1. Llamamos espacio polaco al espacio topoldgico (X, 1) tal
que es separable y completamente metrizable.

Ejemplo 2.2. Ahora daremos ejemplos conocidos de espacios polacos.

1) Los reales R son un espacio polaco.

)

11) El espacio de Baire, N, es un espacio polaco.

111) El conjunto de Cantor, 2¥ también es un espacio polaco.
)

1v) R" para cada n € N, es un espacio polaco.

Notacién. A partir de aqui al espacio de Baire NV, lo denotaremos como N/
Consideraremos a este espacio con la métrica definida de la siguiente manera,
sea d(a,b) = 1/2", donde n = min{m € w : a(m) # b(m)} y esto para a # b.

A continuaciéon enunciaremos y demostraremos una proposicién que nos
sera 1til a la hora de demostrar los deméds teoremas de la seccidén, especial-
mente nos servird para demostrar la existencia de una funcién sobreyectiva
y continua del espacio de Baire a cualquier espacio polaco.

Proposicion 2.3. Sean X un espacio polaco, U C X un conjunto abierto
y e > 0, entonces existe {Up,}nen de subconjuntos abiertos de X, tales que

diam(U,) < € para cadan € N y U =JU, = JU,.

Demostracion. Sea D un conjunto denso numerable contenido en X, entonces
todo abierto contenido en X intersecta a D. Definamos

B:{B}l(d):%<

6 —_—
3 de Dy Bi(d) C U},

sabemos que dicho conjunto es numerable, ya que D es numerable y N lo es
también; entonces enumeremos a B como {U, },en v note que diam(U,,) < €
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para cada m € N. A su vez, observe que si € U,,, entonces z € U,, C U,

por lo tanto x € U, es decir | J,, .y Un C U.

Por demostrar que U C |J,,cn Un. Sea x € U, entonces existe n > 0 tal que
L<ey B (x) C U. Tenemos que, como D es denso, existe d € D N Bﬁ(a:),
asi x € B%(d) y a su vez B%(d) C U, es decir x € U, para algin m € N.
Por lo tanto = € |J U,,.

Note que U = JU, c JU, C U, ast U = U, = JU,. [ |

Resulta interesante que el enunciado de esta proposicion se pudo escribir
de la siguiente manera; Todo espacio polaco es un espacio de Lindelof.

Teorema 2.4. Sea X un espacio polaco. Entonces existe una funcion sobre-
yectiva continua f: N — X.

Demostracion. Sea X como en la hipétesis. Para cada s € w= = [, ¢, w"

construiremos un cerrado C; C X. Realizaremos la construccién de forma
recursiva sobre n, el dominio de s:

= Paso 0: Sea Cj = X,
» Paso n: Supongamos definido C; C X cerrado para s € w' e i < n.

= Paso n+1: Sea s € w". Como Cs C X y X es polaco por la Proposicién
2.3 existe una cubierta numerable C de C; por conjuntos abiertos de
didmetro menor que 1/2"*!. Sea {Cj,,}me, una enumeracién de C.
Para cada m € w sea Cs~,, = Cs, C Cs.

Construiremos una funcién f : N/ — X como sigue. Para a € N definimos el
conjunto cerrado

Co= () Cr..

new

Notemos que como X es completo, entonces C, # () y como diam(C,) <
diam(Cy;,) < 1/2" para cada n > 0, asi, por el Teorema C,, consta de
un dnico punto. Sea f(a) dicho punto en C,. Probaremos entonces que f que
es continua y sobreyectiva.
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Para ver que f es sobreyectiva suponga que x € X y construyamos por
recursion s, € w" tal que z € Oy, para todan € w. Sea so =0, asi © € Cy =
X. Suponga que z € C, para alguna s, € w". Veamos para n + 1. Como
Cs,, = Ujes C—; existe j € w tal que x € Cy—; y definamos s, 11 = s, j, y asf
se cumple para s,1. Como {s,},ec, es una familia compatible de funciones
podemos definir a = (J,~ s,. Observe que a € N, asi € Cy = (), Cs
por lo tanto f(a) = x.

n’

Ahora para verificar la continuidad tomemos ¢ = 1/2" para n > 0. Sea
d=1/2"y a,b € N tales que d(a,b) < 0 = 1/2". Se sigue que s = a [,41=
b [n1€ W' Asi f(a), f(b) € Cy y como diam(Cy) < 1/2"*Y concluimos
que dx(f(a), f(b)) < diam(C,) < 1/20F) < 1/2" = ¢ [ |

Teorema 2.5. Si {X, }hen es una sucesion de espacios polacos, entonces
X = I1,en Xn es un espacio polaco.

Demostracion. Suponga que d,,, es una métrica completa en X,, tal que d,, <
1 para cada m € N. Definamos entonces la métrica d en X como sigue

d([E,y) — Z dm(a:(m),y(m))’

2m+1

m=1

veamos que d es completa en X. Suponga que {z, } es una sucesién de Cauchy
en X, entonces {x,(m)} es sucesién de Cauchy en X,, para cada m € N. Sea
y(m) = lim; o0 x;(m), asi y es limite de {x,}, es decir converge.

Ahora veamos que X es separable. Para cada n € N, sea D,, un conjunto
denso numerable de X,, y sea x,, un punto fijo de D,,. Para m € N definamos

gm - Dl X X Dm X {(In)n>m} - X,
entonces tendremos que &, es numerable, asi
E=1]Jén
meN

es un conjunto numerable en [, .y Xn.

Por demostrar que £ es denso en [], . X,. Sea z = (2,) € X y € > 0.
Tomemos m € N tal que 1/2™ < e. Definimos y = (y,,) € € como y,, = z, pa-
ran <my y, = x, paran > m. Entonces d(y,z) = >, .., dm(Yn, 7n)/2" <
/2" < e. [ |
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Ejemplo 2.6. Gracias al teorema anterior tendremos que;

1) R =[], R es un espacio polaco.

11) De igual forma N =] _ N serd espacio polaco.

Lema 2.7. 5@ X es un espacio polaco no numerable, entonces contiene una

copia Gs de N.

Demostracion. Primero recordemos que, gracias al Lema todo espacio
no numerable y separable X contiene un Y C X cerrado tal que no tiene
puntos aislados; todo espacio completamente metrizable sin puntos asilados
es no numerable, as{ Y no es numerable y, por el Lema [I.13] si un conjunto
X no tiene puntos aislados, entonces existe {x, },e, C X tal que x, C U, y
donde U, N U,, = ) para todo n,m € w distintos.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que X no tiene puntos aislados.
Para cada s € w<¥ = |J,,,, w" construiremos una familia de abiertos U, =
{Us}sewn- Realizaremos la construccion de forma recursiva sobre n el dominio
de s:

= Paso 0: Sea Uy = X, entonces tomamos Uy = {Uy} = {X}.

= Paso n: Supongamos definida la familia de abiertos U; = {Us }4e.,i para
1 <n.

= Paso n+1: Sea s € w™. Como U; C X y X no tiene puntos aisla-
dos, entonces U, no tiene puntos aislados, asi por el Lema [1.13] existe
{Usn}mew C U, tal que Us,, N U,y = () para cada k,m € w distin-
tos. Podemos suponer que cada Us,, C Us y m tiene diametro me-
nor que 1/ 2m+l Tomemos Us—,, = Usm. Note que hemos construido
Upi1 = {Us 1 s € " m € w}.

Construyamos una funcién f : NV — X como sigue. Para a € N definimos el
conjunto cerrado
Co = () Ua,-

new
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Notemos que como X es completo entonces C, # () y como diam(U,;,) < 1/27
para cada n > 0, asi por el Teorema [1.19| existe un tnico punto en C,, al
cual llamaremos f(a). Por ver que f es un homeomorfismo sobre su imagen,
es decir un encaje.

Para ver que f es inyectiva suponga que a,b € N tales que a # b. en-
tonces existe m € w tal que a(m) # b(m), sea n el minimo natural con esta
propiedad. Entonces s = a [,= b [,. Por la construccién en el paso n-ésimo
los conjuntos Uy, = Us~an) ¥ Ublyy = Us—p(n) son ajenos. Sabemos que

f(a) € Uy, v f(b) € Upy,.,s, lo cual implica que f(a) # f(b).

Ahora para verificar la continuidad tomemos € = 1/2". Sea 6 = 1/2" y
a,b € N tales que d(a,b) < § = 1/2". Se sigue que s = a [,= b [,€ w". Asi
f(a),f(b) € U, y como diam(U,) < 1/2" concluimos que dx(f(a), f(b)) <
diam(Uy) < 1/2" = e.

Ahora para verificar la continuidad de f~! en un punto x € f(N), to-
memos a = f~Hz) y e = 1/2". Como = = f(a) € Uqy,,, C U,y,,, existe
d > 0 tal que Bs(x) C U,y,,,. Probaremos, para y € f(N) con y = f(b),
que si d(y,x) < ¢ entonces d(a,b) < e. Procediendo por contradiccién, su-
pongamos que d(a,b) = 1/2F > 1/2". Se sigue que s = a = b [R€ W".
Como s~ a(k) # s“b(k:). Por la construccién en el paso k + 1-ésimo los con-
juntos Uap, ., = Us—ak) ¥ Uppyyy = Us—pr) son ajenos. Como k < n entonces
xr,y € Bs(zr) C U alnss C Uayyy,- Por otra parte y = f(b) € Up,,,, una
contradiccién. Por lo tanto d(a,b) <

Para terminar recordemos del Teorema [1.16| que todo subespacio com-
pletamente metrizable es un G5 en el espacio, asf la copia de N contenida en
X es un conjunto Gj. |

Para los propésitos de este trabajo necesitaremos unicamente lo ya pre-
sentado hasta ahora de espacios polacos, a partir de aqui hay un cambio de
seccion en el que nos adentraremos en los conjuntos de Borel. Si desea ver
una base mds amplia o una presentacién alternativa del tema, vaya a [5].
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2.2. Conjuntos de Borel

Como mencionamos anteriormente empezaremos esta seccion definiendo
lo que es una o-algebra, ya que es la base conceptual de la seccién, inmedia-
tamente después mostraremos la jerarquia que forman los conjuntos de Borel
y su definicién. Después de mostrar algunos ejemplos béasicos de conjuntos
de Borel, demostraremos el resultado principal de la seccién, el cual nos dice
que todo conjunto de Borel en un polaco proviene de la proyeccion de un
conjunto cerrado en el producto cruz entre dicho espacio polaco y el espacio
de Baire.

Definicién 2.8. Llamamos o-dlgebra, representado por X, a una familia de
subconjuntos de un conjunto X tal que cumple con lo siguiente:

= )ed,
» Si £ €3, entonces X \ £ € &,

= Si tenemos {F, }nen tal que E,, € ¥, para cada n, entonces ()
.

E, €

neN
Ejemplo 2.9. Veamos algunos ejemplos clasicos de o-algebras.
1) La pareja {0, X} forma una o-dlgebra sobre X, a la cual llamamos o-

algebra trivial.

11) La potencia de un conjunto, P(X), forma una o-algebra sobre el con-
junto X, a la cual llamamos o-algebra discreta.

1) Sea A C X, el conjunto F = {0}, X, A, X \ A} forma una o-édlgebra sobre
X.

1v) Sea N el conjunto de todos los subconjuntos de X que son a lo més
numerable, entonces F ={Y C X : Y e NV (X \Y) € N} forma una
o-algebra sobre X.
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Definicién 2.10. Sea X espacio polaco. A C X es conjunto de Borel si
pertenece a la o-dlgebra més pequenia contenida en P(X) tal que contiene a
todo conjunto cerrado.

Demos una descripcién mas desarrollada de un conjunto de Borel. Sea
a < wy, definamos las familias 3 y 1% de subconjuntos de X, tal que:

3¢ := la familia de todos los conjuntos abiertos,

I1Y := la familia de todos los conjuntos cerrados,

%) := la familia de todos los conjuntos A = [J;”, Ay, donde A, € II}
para algin § < a,

IT9, := la familia de todos los conjuntos A = ()" A,, donde A, € X
para algin £ < a.

Por definicién tenemos que XY C H% y 1Y C E% para a < [ < wj.
Como un abierto es la unién numerable de conjuntos cerrados y como todo
cerrado es intersecciéon numerable de conjuntos abiertos entonces X9 C 3 y
19 C 119, asf es facil verificar por induccién que, para a < 3, se da ¥, C X
y II), C II}. Ademds para cada o < w; tendremos que IIY, = X \ 37, lo cual
también es facil verificar por induccion.

Entonces tenemos el siguiente diagrama, donde las flechas indican con-
tencién,

9 >Zg><...><>20 >E%><
119 > 119 > 119 > 115 ;

En consecuencia tendremos que

U == m.

a<wi a<wi
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Observaciéon 2.11. Es sencillo ver que dicha unién es o-algebra y ademaés es
la o-4lgebra mas pequena que contiene a todos los conjuntos cerrados, por lo
tanto es la o-algebra de Borel. Entonces todo conjunto de Borel esta en algin
%0 donde @ < w;. Adoptaremos la notacién B(X) = {B C X : B es Borel}.

Ejemplo 2.12. Presentaremos a continuacion varios ejemplos de conjuntos
de Borel en un espacio polaco X.

1. Todo conjunto cerrado pertenece a la coleccién I1Y y todo conjunto
abierto pertenece a 3?.

1. Los conjuntos G son de la forma IIS.
111. Los conjuntos F, son de la forma 9.

Iv. Si X es un espacio polaco numerable, es claro que todo A € X es un
conjunto de Borel, de hecho son conjuntos F.

Teorema 2.13. Todo conjunto B de Borel en X, es la proyeccion de un
conjunto cerrado C C X x N, donde X es un espacio polaco.

Demostracion. Sea mx : X x N'— X la proyeccién cartesiana en X, y sea
B ={B C X : existe un cerrado C' C X x N tal que 7x(C) = B}.

Por demostrar que B(X) C B, asi basta demostrar que B contiene a todo
0 TI° C B para todo a < wy. Para ello primero mostraremos que es cerrado
bajo uniones e intersecciones numerables.

s Uniones Numerables:

Sea {A,}new una sucesién de conjuntos en B. Sabemos que N =
D,.c, Nn, donde N,, = N para cada n. Definamos por eleccién los
siguientes conjuntos cerrados; como A, € B, tendremos que por de-
finicién existe un cerrado C,, C X x N, tal que mx(C,) = A,, esto
para cada n € w. Llamemos C' =, o, Cn y A = U, c., An, entonces es
claro que |J,,c, 7x(Crn) = U, e, An, entonces mx(C') = A. Por lo tanto
A e B.
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s Intersecciones Numerables:

Sea {A,}new una sucesién de conjuntos en B. Sabemos que N =
[I,c No = N¥, donde N,, = N para cada n. Por hipétesis A, € By
asf existe C,, C X x N, tal que mx(C,) = A,. Sea

C={(z,a): (x € X)(Vn € w)((z,a,) € Cp,)} C X x N“.

Nétese que si A = (), An, entonces mx(C) = A. En efecto z € A sii
xr € A, para cada n € w sii © € mx(C),) para cada n € w sii para cada
n € w existe a, € N, tal que (z,a,) € C, sii existe a € N* tal que
(x,a) € Csiiz € mx(C).

Probaremos que C' es cerrado en X x N¥ o de manera equivalente
que U = (X x N¥) \ C es abierto. Sea (x,a) € U. Entonces existe
n € w tal que (x,a,) ¢ C,. Asi existe U x V,, vecindad abierta de
(x,a,) tal que (U x V) N C,, = (). Consideremos la vecindad abierta
B = Ux([],ne0 Vim), donde V;,, = N, paran # m, de (z,a) en X x N¥.
Afirmamos que B C U. Sea (y,b,) € B. Entonces (y,b,) € U xV,, y asi
(y,b,) & Cy, lo que implica que (y,b) ¢ C, es decir (y,b) € U. Por lo
tanto (z,a) € B C U, asi como (x,a) fue un punto arbitrario, entonces
U es abierto. Por lo tanto A =) ., An € B.

necw
Contiene a todos los X? y I1Y:

Recordemos que esta demostracion es para todo a < wy. Por induccién
transfinita sobre a:

e Paso @ = 1. Sea A C X es un conjunto cerrado. Definamos
C = Ax N un cerrado en X x N, y ademds A = 7x(C), en-
tonces A € B, esto prueba que I19 C B. Recordemos ademds que
todo conjunto abierto es uniéon numerable de cerrados, y ya de-

mostramos que B es cerrado bajo uniones numerables, entonces
¥ C B.

e Paso a. Supongamos que la contencion es valida para [/ < a.
Sea A € X2, entonces A = J,, ., An donde para cada n € w se
tiene que A, € H% C B para alguna < «, esto por hipdtesis de
induccién y definicién de X2 entonces es claro que |J, .., A, € B,

es decir X2 C B.

Sea A € II2, entonces A = ., An donde para cada n € w se

tiene que A, € E% C B para alguna < «, esto por hipdtesis de

new
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induccién y definicién de 119, entonces es claro que (), ., An € B,

es decir ITY C B.

new

Si esta demostracion parece extensa es porque hemos esquivado el con-
cepto de conjuntos universales, si desea ver una prueba mucho mas directa
que hace uso justamente de los conjuntos universales, entonces vaya a [4], el
cual es el texto base para este capitulo en general.

Lema 2.14. Sea [ : X — Y wuna funcién continua, entonces f~1[X0(Y)] C
YOUX) y fAHI(Y)] € IO(X); en particular f~[B(Y)] C B(X).

Demostracion. Sea f : X — Y como en la hipdtesis. Procederemos por
induccion transfinita.

» Paso a = 1. Sea A € X{(Y), entonces f[A] € XI(X) ya que f es
continua, es decir f~1[V] es un abierto de X para cualquiera que sea el
abierto V' de Y. Sabemos ademés que f~1[A] = f~![X \ B] si y s6lo si
Bell}(Y)yaque INY) =Y \Z%UY). Asi fHX\B]=X\/f"![B] €
¥9(X) ya que los conjuntos de Borel son cerrados bajo complementos,
por lo tanto f~'[B] € TIY(X).

= Paso «. Suponga que la contencion es valida para § < a. Sea A €
$0(Y), entonces A = |, An, donde para cada n € w se tiene que
A, € TIR(Y) para 8 < a. Asi f7'[A,] € TI3(X) por hipétesis de induc-
cién, entonces |J, e, f7An] = U e, An] € B0(X) por definicién
de X2 (X). Por lo tanto f~1[A] € ¥2(X). Igual que antes tenemos que
f7HA]l = 7YX\ B],donde B € IIY(Y). Asi f}[X\B] =X\ f"![B] €
Y2 (X) ya que los conjuntos de Borel son cerrados bajo complementos,
por lo tanto f~'[B] € T2 (X). -

2.3. Conjuntos Analiticos

Esta seccién es andloga a la anterior, ya que se divide en dos partes; la de-
finicién y jerarquia de los conjuntos Analiticos y el teorema de la seccion. Este
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teorema presenta una serie de equivalencias con respecto a ser un conjunto
Analitico, relacionandolo asi con los conjuntos de Borel y los espacios polacos.

Definicién 2.15. Sea A C X, donde X es espacio polaco, entonces A es
un conjunto analitico si existe una funcién continua f : NV — X tal que
f(N) = A. Al complemento de un conjunto analitico le llamamos co-analiti-
co. A continuacion mostraremos la jerarquia que se forma con los conjuntos
analiticos.

Para cada n > 1, definamos las colecciones 3}, T v A} de subconjuntos

de X espacio polaco, como sigue:

» 31 := la familia de todos los conjuntos analiticos,
» I} := la familia de todos los conjuntos co-analiticos,

» 3}, := la familia de proyecciones sobre X de todos los conjuntos II},

en X x N,
» [T} := el complemento de todos los conjuntos %}
« Al =3I NTIL.
A los conjuntos pertenecientes a una de las familias X! o II} les llamamos

conjuntos proyectivos.

Observacion 2.16. Si X es un espacio polaco, entonces todo A C X cerrado,
es analitico.

En efecto, ya que un cerrado en un espacio completamente metrizable es
a su vez completamente metrizable; de igual forma es separable. Por lo tanto
todo cerrado A en un polaco es un polaco también, y por por Teorema [2.4
la imagen continua de N, asi es analitico.

Teorema 2.17. Sea X un espacio polaco, para A C X, entonces LSASE:

a) A es analitico,
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b) Existe un conjunto de Borel B C X x X tal que A = wx(B),

c) Ezxiste Y un espacio polaco y existe un conjunto de Borel B C X XY, tal
que A = mx(B),

d) Eziste un conjunto de Borel B C X X N tal que A = 7x(B),

e) Para todo espacio polaco no numerable Y, existe C C X XY un conjunto

Gy tal que A =mx(C).

Demostracion. » a) = b). Por definicién de analitico, existe f : N — X
continua tal que f(N) = A. Suponga que X es numerable, entonces
A C X es un analitico numerable. Asi, tomando B = A X X es union
numerable de cerrados, es decir un conjunto de Borel en X x X, tal que
A = mx(B). Ahora suponga que X es no numerable, por Teorema
tenemos que contiene una copia G5 de N, asi X x N es G5 en X x X.
Tomando B = {(f(a),a) : a € N} tendremos que, como X x N
es Hausdorff gracias a la topologia discreta, entonces es un conjunto
cerrado en X x N gracias a la Proposicién[1.5], entonces B es Gs en X x
N y por extensién también lo serd en X x X. Concluimos mencionando
que B, al ser G, es un conjunto de Borel y ademés m1(B) = A.

= b) = ¢). Basta tomar Y = X.

= ¢) = d). Sabemos que existe f : N/ — Y continua y sobreyectiva. Sea
D = (idx x f)7'[B] € X x N es un conjunto de Borel gracias al Lema
2.14] Veamos que 7'y (D) = A. Nétese que idx o my = mx o (idx X f)
asi Ty (D) = wx(([idx x f](D)) = mx(B) = A esto gracias al inciso c)
y a que la funcién idx x f es sobreyectiva.

» d) = ¢). Por el Teorema [2.7] el espacio Y contiene una copia G4 de
N x N, sea Z = X x N, por hipétesis existe un Borel B C Z tal que
mx(B) = A. Entonces, por el Teorema , existe C C Z x N tal que
77(C) = B; recordemos que todo cerrado en un espacio metrizable es
un Gs. Note que C C Z XN = (X xN)XxN =X x (NxN)=XxY,
y ademas que mx(C) = mx(mz(C)) = nx(B) = A. Como C es G5 en
ZxNyZxN=Xx(NxN)enGsen X xY, entonces C es Gs
en X xXY.
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» ¢) = a). Tomemos el polaco (X x N) x N, sea C C X x N como
en la hipotesis. Sabemos que como C' es G5 por el Teorema [2.13] existe
B C (X x N) x N cerrado tal que A = 7x(C) = 7x(mxxy(B)). Se
sigue que B es analitico y por lo tanto existe f : N/ — B una funcién
continua. Por lo tanto A = 7x(B) = 7x(f(N)). Como f y mx son
funciones continuas y sobreyectivas, entonces A es analitico.



Capitulo 3

Teoria de Ramsey

Este capitulo esta dividido en tres secciones; El teorema de Ramsey para
sucesiones finitas, teorfa de juegos y el teorema de Ramsey para sucesiones
infinitas.

La primera secciéon empieza con la motivacion de los conceptos y con la
demostracion del teorema que le da su nombre, posteriormente avanzaremos
con algunas implicaciones y corolarios de este. En la segunda secciéon nos de-
dicamos a mostrar conceptos basicos de la teoria de juegos, sin embargo dicha
seccion no debe considerarse una introduccion a esta ya que su propésito es
definir un juego en especifico y a partir de este construir las nociones basicas
de la ya mencionada teoria de juegos; desde estrategia ganadora, hasta jue-
gos determinados. Por ultimo, en la tercera secciéon daremos algunos lemas
y proposiciones que haran uso tanto del juego presentado en la segunda sec-
cién, como de los conceptos presentados en los dos capitulos anteriores, y con
esto poder demostrar concretamente el teorema de Ramsey para sucesiones
infinitas y definir los conjuntos que llamaremos Ramsey y hereditariamente
Ramsey.

31
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3.1. Teorema de Ramsey para sucesiones fi-
nitas

El lenguaje usual con el que se describe la teoria de Ramsey es el de los
grafos, donde un grafo G = (V, A) esta formado por un conjunto de vértices
V' y un conjunto de aristas A extraidas de la coleccién de los subconjuntos
de V' que tienen dos elementos, lo que llamaremos més adelante como los
2-subconjuntos de V. Nosotros prescindiremos casi por completo del ya men-
cionado lenguaje de grafos; sin embargo, consideramos importante mostrar
cémo es que Ramsey enuncio su teorema originalmente y definir exactamente
que son los nimeros de Ramsey a través de dicha notaciéon de grafos.

Definicién 3.1. Dado r € N, definimos r-coloracion de un conjunto A a
una particién (A4;)i_; de A en r subconjuntos. Decimos que B C A es mono-
cromatico si para algiun 1 < r, B C A,.

Para la teoria de Ramsey lo que nos interesara serd “colorear” aristas
en una familia especial de grafos llamados los grafos completos K. Dichos
grafos tienen n vértices y todas las (g’) posibles aristas. Podemos dibujar
el grafo K,, como el poligono de n vértices con todos sus lados y todas sus
diagonales.

Uno de los problemas de los que se encargé Ramsey fue el de, dados dos
enteros p y ¢, encontrar el minimo entero r = R(p, q) para el que cualquier 2-
coloracion de las aristas del grafo K, contenga un subgrafo K, cuyas aristas
estén todas de un color, o bien el subgrafo K, con todas sus aristas del
otro color de la particién. Dicho entero R(p,q) = R(q,p) es un ntimero de
Ramsey. En general se puede plantear el mismo problema para un numero
mayor de colores, ¢ > 2, y encontrar dicho numero de Ramsey dados los
nimeros enteros py, . .., P;.

La manera en la que Ramsey enuncio su teorema fue la siguiente; dados
los enteros py,...,p:, existe un entero N tal que si un conjunto V tiene
al menos ese numero de elementos y hacemos una t-coloracion de los 2-
subconjuntos A de ese conjunto, entonces existe un ¢ y un subconjunto V;
de V de tamanio p; tal que todos sus 2-subconjuntos A; tienen color i, es
decir G;(V;, A;) es un subgrafo de G = (A, V') monocromético. Llamaremos
R(p1,...,pt) = R(p1,...,p:;2) al minimo entero N tal que cumpla con lo
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anteriormente enunciado. El teorema de Ramsey para sucesiones finitas que
demostraremos es la versiéon general, es decir para subconjuntos de tamano
r, lo que implica encontrar el numero de Ramsey R(p1,...,ps;7).

Es natural querer calcular, o encontrar cotas, para dichos ntimeros de
Ramsey. En ambos casos son pocos los resultados obtenidos, de entrada los
nimeros R(p,q) no triviales son aquellos para los que p,q > 3, ya que es
facil ver que R(1,q) =1y R(2,q) = q, para ¢ > 2. Algunos de los resultados
obtenidos para enteros dados p, ¢ son los siguientes.

7131 4 5 6 7 8 9 10 11
3 6] 9 14 18 23 28-29 36 40-43 | 46-51
4 18| 25 35-41 | 49-61 | 53-84 | 69-115 | 80-149 | 96-191
5 43-49 | 58-87 | 80-143 | 95-216 | 114-316 | 118-442
6 102-165

A partir de aqui usaremos la notaciéon usado comunmente en teoria de
conjuntos, donde « es un ordinal. Por el momento sélo usaremos a =n € N o
«a = w, el ordinal que denota al infinito numerable. Sin embargo més adelante
en el capitulo usaremos o = wy, como el ordinal no numerable mas pequeno,
y a = ¢, el ordinal del continuo. Denotaremos [X]* como el conjunto de todos
los subconjuntos de X de cardinalidad «, de igual forma denotamos [X]|<¢
y [X]=% como el conjunto de todos los subconjuntos de X de cardinalidad
menor o a lo mas «, respectivamente.

Teorema 3.2. (Ramsey Finito) Sea k € N y A C [N)*, entonces existe
M C [NJ” tal que [M]* C A o [M]J*NA=0.

Demostracion. Procedamos por induccion:

= Paso k = 1. Si A C [N]', entonces existe M C [N]* tal que o [M]' ¢ A
o [M]' N A = 0. Reescribimos [N]' = AU ([N]'\ A), por el principio de
casillas tenemos que o | J A es infinito o | J([N]' \ .A) lo es. Si el primero
es infinito, entonces definamos M = (J A, asi es claro que [M]" C A;
de lo contrario hagamos M = |J([N]' \ A), asi [M]" c ([N]' \ A), por
lo tanto [M]' N A = 0.
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» Paso £+ 1. Supongamos que es valido para k, entonces para M; € [N]¥
y n; € M; sea A C [N]*™"; defina

Ani,Mi = {{ml,mg, e ,mk} € [Mz]k : {ni,ml,mg,. .. ,mk} € A}

By, v, = {{ml,mg,...,mk} € [M)* : {ni,my,mg, ..., my} ¢ A}.

Por recursion sobre ¢ construiremos dichos naturales n; y los conjun-
tos M;: Sea i = 1; M; = Ny n; = 1. Observe que [M; \ {n}]* =
Ay, v UBn, iy, pero por hipétesis de induccién existe My € [Mq\{n1}]*
tal que [Ma]® C Ay, ar, 0 [Ma]® C By, ar,- Ahorasea i = 2; M, € [Ny
ny = min M. Note que [My \ {na}|* = Ay a1, U Buyar, y de nuevo por
hipétesis de induccién existe Mz € [My \ {na}]* tal que [Ms]* C Anyar,
o [Ms)* C By, - Supongamos construido M; € [N]“; entonces to-
memos n; = min M;. Igual que antes, [M; \ {n;}]* = Ap, 2, U B,
y asi por hipétesis de induccién existe M1 € [M; \ {n;}|* tal que
[Mi-i—l]k C Am‘,Mi 0 [Mi-i-l]k - Bni,Mz"

Concluyamos la construcciéon tomando M = {nZ MR C Ani,Mi} si
este conjunto es infinito, asi [M]*™" ¢ A. En efecto, si F' e [M]++!

sea F' = {n;,mqy,...,my}, con n; € M el minimo elemento de F.
Entonces {m1,...,my} € [M;]® C A, m y en consecuencia F =
{ni,my,...,mp} € A. En caso de no ser infinito entonces haga M =

{ n; : [M;]* C By, Mi} es infinito, de manera similar que antes se puede
verificar que [M]*"" c (INJ*"\ A) y por lo tanto [M]*"' N A =0, ya
que podemos definir [N**!' = AU ([N]*"'\ A). -

A continuacién enunciaremos dos corolarios del teorema de Ramsey para
sucesiones finitas; uno de ellos tiene una demostracién sencilla, pero posee
una implicaciéon bastante importante; el segundo corolario es bastante mas
elaborado tanto enunciando como en demostracion, y ademas esta relaciona-
do con los nimeros de Ramsey del tipo R(p;2).

Corolario 3.3. Para cualquier r € N y cualquier r-coloracion de [N]k con
k € N, existe M C [N]“ tal que [M]* es monocromdtico.

Demostracion. Procederemos por induccion sobre 7.
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= Paso 2: Es el Teorema de Ramsey finito.

= Paso r: Supongamos que el resultado es cierto para una r-coloracién
de [N]¥ de la forma ([N]¥)7_,.

» Paso r + 1: Sea ([N]¥)/*] una r + 1-coloracién de [N]*. Definamos una

r-coloracién en [N]J* como sigue; sea A; = [N]¥ parai < ry A, = [NJfuU
[N]J¥,,. Por hipétesis de induccidn, existe M € [N]“ tal que [M]* C A,
para alguna i < 7. Note que si i < 7y M’ = M entonces [M']* C A; =
[NJF. Sii = r entonces [M]F C A, = [NJ*U[NJ%,,, lo cual gracias al Paso
2, implica que existe M’ € [M]* tal que [M']* C [N]F o [M']* C [N]F,,.

Por lo tanto existe M’ € [N]* tal que [M']* C A; -

Corolario 3.4. Dados k,m € N, existe n > m tal que lo siguiente se cumple.
Suponga que A C [{1,2,3,...,n}]*, entonces existe M C [{1,2,3,...,n}]™
tal que o [M]* C A o [M]FNn A=0.

Demostracion. Procediendo por contradiccion: Suponga que existen k,m €
N tal que para toda n > m, existe un A, C [{1,2,3,...,n}]* tal que para
todo M € [{1,2,3,...,n}|™ pasa que [M]* ¢ A,y [M]*n A, #0.

Empezaremos una recursion sobre j, para construir un subconjunto L €
[N]“ para el cual, aplicando el Teorema de Ramsey finito, obtendremos una
contradiccion:

= Paso 1: Sean Ly = N y ny = min L.

= Paso j + 1: Supongamos construidos conjuntos infinitos Ly O --+ D
L;_; y un conjunto N; = {n4,...,n;} satisfaciendo que n;, = min L, 4
para cada i < j y tal que ny < --- < n;. Considérese la familia {4, N
[N;]¥ : n € L;_1}. Notemos que, como esta familia es finita, por el
principio de casillas existe L; € [L;j—; \ N;]*, tal que si n,m € L,
entonces

A, N[N, = A, 0 [NG)E

Por dltimo, tomemos njy1 = min L; y Njp1 = N; U{n,1}.

Una vez terminada la construccion consideremos los conjuntos
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N={n;:jeN} y A= Ujen(An, 0 0 [NG]).

Afirmacién. Si j € N se tiene AN [N;]F = A, ., N[N,
Esto sucede porque A es una union creciente de coloraciones compatibles.

En efecto, tomando ¢ < j, se tiene n;1,nj41 € N;, de donde

Ap o N[N = A, NN C AL NN

Ti41 Tj+1

Ademads para j < i se tiene n;41,n41 € N, de donde

Ay VNG = Ay DINGJE = (Anyy DN O[N]

Tj+1 Mi+1

Ambas observaciones implican la afirmacion.

Continuando con la prueba, por el Teorema de Ramsey finito, existe
N’ C [N]“ tal que o [N']* € Ao [N]* N A = (. Observe que, como N’ C
{n1,na,...}, podemos escribir a N’ como una subsucesién creciente de N, es
decir, N' = {nj,,n,,,...}. Asi, tomando M = {nj,,n,,,...,n;. } € [N']"™, no-
temos que [M]* € Ao [M]*NA = (. Para j = j,, tenemos que [M]* C [N;]*,
y asi por la afirmacion se tiene

[M]k CAN [N]]k - Anj+1 N [N]]k - Anj+l’

M N A, = (M"O[N]) N A, =M AN N;)F = 0.

Por lo tanto, M es testigo de que A, , cumple la condicién del corolario y
dado que por elecciéon no debe cumplir con el corolario, se tiene una contra-
diccién. Asi, el teorema queda probado. |

Tj+1 Tj+1

Param € N, sea R(m; k) el minimo natural n tal que la conclusién del co-
rolario anterior se mantiene, es decir tal que para todo A C [{1,2,3,...,n}]*
existe M C [{1,2,3,...,n}]™ tal que o [M]* C Ao [M]F N A=0.

3.2. Juegos Infinitos

Esta seccion, como ya mencionamos, tiene el propdsito de mostrar concep-
tos base de la teoria de juegos a partir de un juego en especifico. Empezaremos
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con la definicién del juego ya mencionado para posteriormente definir lo que
significa una estrategia ganadora en dicho juego y concluir la secciéon con la
demostracion de que dicho juego esta determinado bajo ciertas condiciones.

Esta seccion parece estar fuera de nuestros propédsitos de desarrollar la
teoria de Ramsey, sin embargo en la siguiente seccion se hard uso de un juego
equivalente al que definimos aqui, el cual mantendra las mismas propiedades,
y nos servira especificamente para demostrar uno de los teoremas principales
del texto; el teorema de Ramsey infinito.

Definicién 3.5. Sea X un espacio discreto no vacioy A C X*; consideramos
el juego G(A, X) llevado a cabo por el Jugador 1 y el Jugador 2, a los cuales
nos referiremos como P; y P, respectivamente, como sigue; en el movimiento
1 el jugador P; escoge 1 € X, en el movimiento 2 el jugador P, escoge
y1 € X, en el movimiento 3 P; escoge zo € X y asi sucesivamente.

M 2 3 4 5 6
P 1 € X xo € X r3 € X
Py y1€X yQGX y3€X

Entonces el Py gana si la sucesién resultante x = (1,41, %2,...) € A, de
lo contrario P, gana.

Definicién 3.6. Llamamos estrategia ganadora de Py para G(A,X), de-
notada por Wi(A, X), si existe una sucesién de funciones {f,}nc. donde
fn: X? — X tal que si z = (T4, Y1, .-+, Tn, Yn, - - ) €s la sucesion de eleccio-
nes del juego, donde

Tp+1 = fn(mhyla cee 7$n7yn)7

entonces r € A. De manera andloga, llamamos estrategia ganadora de P
para G(A, X), denotada por Ws(A, X), si existe una sucesién de funciones
{gn}tn>1 donde g, : X?" ™ — X tal que si z = (T1,Y1,- -+, Yns Tnt1,---) €8 la
sucesion de elecciones del juego, donde

Yn+1 = gn(xla Y1y -5 Yn, In—l—l)a

entonces = ¢ A.
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Notacion. Cuando el espacio discreto X en el que se esta jugando es igual a
N, entonces denominamos al juego G(A,N) como G(A). Lo mismo para las
estrategias ganadoras de P; y P,, es decir, las denotaremos como Wi (A) y

Wa(A).

Proposicién 3.7. W (A, X) y Wa(A, X) no pueden existir al mismo tiempo.

Demostracion. Procediendo por contradiccion suponga que existen las fun-
ciones f, : X** — X y g, : X*" — X que satisfacen W;(A, X) y
Ws(A, X) respectivamente. Entonces, por recursién, construyamos la suce-
sién = = (1, Y1, .-, Tny Yn, - - -) COMO sigue:

» Paso 1. Tome z1 = fo(0) y y1 = go(z1).

» Paso n + 1. Procedamos tomando

Tn41 :fn(xlaylv"'axnvyn) y Yn+1 :gn(x17y17"'ayn7$n+1)‘

Asi, por construccién, la sucesion = = (z1, Y1, .-, Tn, Yn,---) € Ay a su vez
= (1, Y1, TnyYn,-..) ¢ A, una contradiccion. [ |
Notacion. Para A C X¥ y s = (21, 29,...,x,) € X% escribimos

A(s) ={z€ X¥: 57z € A}.

Observacion 3.8. Sea A C X%, donde X tiene la topologia discreta, y
donde X“ tiene la topologia producto, entonces note que;

= A es abierto si es unién de bésicos, es decir que existe R C X<¥ =
n
Unen X™ tal que

A:U{SAX“:SERyseX”}.

= A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulacién; es decir,
dado z = (z,) € X“ entonces x € A siempre que para cada m € N se
cumple que

A(l‘l,xg, c. ,.Z'm) 7é (Z)
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Proposicién 3.9. (Gale-Stewart) Si A C X es un conjunto cerrado o
abierto, entonces el juego G(A, X) estd determinado, es decir uno de los
Jjugadores tiene estrategia ganadora.

Demostracion. Note que el juego G(A, X) esté determinado quiere decir que
Wi (A, X) implica =W5(A, X) o al revés.

» A cerrado.

Sin perdida de generalidad suponga que =W (A, X). Por induccién
construyamos las funciones f, : X?* — X tales que si s € X", 5 =
(T1, Y15y Ty Yn) ¥ Tiv1 = fi(x1, 41, ..., @, ;) parai < n—1, entonces
-Ws(A(s), X) se mantiene.

e Paso 0. Note que fy existe s6lo por asumir =W5(A, X), ya que
negar una estrategia ganadora para P, implica que existe un z; €
X tal que para todo y € X se cumple que =“Ws(A(x1,y), X) v en
particular A(zy,y) # (0. Asf defina fo : X° — X como fo(0) = z;.

e Paso n. Supongamos que es valido para n — 1; es decir, estamos
suponiendo que se han definido f; : X% — X para i < n tales que
st s = (T1,y1,. .-, Tig1,Yiv1), donde xjp1 = fi(z1,91,...,25,9;)
para j < i, entonces =Ws(A(s), X), y en particular A(s) # 0.

Sea s = (T1,Y1, - -, Tn, Yn)- Sise ha jugado de tal forma que z;1 =
filxi, 1, 2, y;) para i < n — 1. Por hip6tesis =Ws(A(s), X).
Entonces existe x,,1 € X tal que para todo y € X se tiene que
~Wo(A(s™ (2ns1,y), X) y en particular A(s™(x,11,y)) # 0. Defi-
na entonces f,,($) = Tp41. Si $ no es como antes definase f,(s) € X
de forma arbitraria.

So6lo queda demostrar que {f,} genera Wi(A, X). En efecto, sea x =
(1, Y15+ Tn, Yn, - - ), donde se ha jugado de tal forma que z,,1 =
(1,91, -, Tn, yn) para n € N. Notemos que la construccién garan-
tiza que A(x1,y1,...,Tn,yn) # O para toda n € N; asi, como A es
cerrado, tendremos que x = (1,91, ., Tn, Yn,--.) € A. Por lo tanto

Wi(A, X) se da.

= A abierto. Sea B = X“ \ A el cual es cerrado. Sin perdida de ge-
neralidad suponga que —W;(A, X). Por induccién construyamos las
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funciones g, : X*"*! — X tales que para todo s € X?"*! donde
s = (1,41, ., Tn) CON Yiy1 = Gi(T1, Y1, .., Tiy1) para i < n — 2, en-
tonces ~W;(A(s), X) se mantiene.

e Paso 0. Note que, como antes, gq existe sélo por asumir = Wi (A4, X),
ya que negar una estrategia ganadora para P; implica que para
todo x; € X existe y; € X tal que =Wi(A(xy,y1), X) y en particu-
lar B(x1,y1) # (0. Entonces defina gy : X' — X como go(z1) = 4
para cada r; € X.

e Paso n. Suponga que es valido para n — 1; es decirse, supone-
mos que se han definido ¢; : X%*™! — X para i < n — 1 tales

que si s = (T1,Y1,. -, Tip1, Yir1), donde yj1 = g;(@1, Y1, - - -, Tjp1)
para j < i, entonces =W;(A(s), X) se mantiene, y en particular

B(s) # 0.

Sea s = (r1,Y1,---,%n,Yn), donde se ha jugado s x,.; de tal
forma que y;41 = gi(x1,91,...,2i41) para i < n — 1. Por hipdte-
sis =Wi(A(s), X) lo cual implica que para toda x € X existe
un y € X tal que Wi (A(s™(z,y)), X). En particular para x,,
existe Y11 € X tal que =W (A(s™ (Tpi1,Ynt1)), X); se sigue que
B(s™(Zni1,Yns1)) # 0. Defina entonces ¢,(s"Zpi1) = Yni1- Si s
no es como antes definase g,(s"x,11) € X de forma arbitraria.

Queda demostrar que {g, } genera W5(A, X). En efecto, considérese x =
(1,91, Tn, Yn, - - .), donde se ha jugado de tal manera que y,11 =
9n(T1, Y1, -+ Yn, Tny1) para n € N. De la construccién tenemos que
B(x1,y1,- - Tn,yn) # O para toda n € N; asi, como B es cerrado,
tendremos que © = (z1,Y1, ..., Tn,Yn,...) € B, es decir z ¢ A. Por lo
tanto Ws(A, X) se da. -

3.3. Teorema de Ramsey para sucesiones in-
finitas

Esta seccion es la mas importante del capitulo y una de las principales
del texto en si, ya que es aqui donde usaremos, ya sea de manera directa
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o indirecta, todos los conceptos y teoremas antes enunciados para poder
demostrar uno de los resultados mas importantes de la teoria de Ramsey, el
antes nombrado teorema de Ramsey infinito. Antes de pasar a dicho teorema
requeriremos de un un par de lemas y la definicién de un juego infinito, el cual
demostraremos que es equivalente al juego de la secciéon anterior y por ende
posee todas sus propiedades. Inmediatamente después de la demostracion
definiremos lo que es un conjunto de Ramsey y un conjunto hereditariamente
Ramsey, demostrando que dichos conjuntos forman una o-dlgebra en [N]“.

A partir de ahora identificaremos a cada conjunto en [N]* con su fun-
ci6én caracteristica 2, es decir supondremos que [N]* es un subespacio del
producto topolégico 2¢.

Notacion. Si A C [N] y si F' € [N]<%, entonces definimos
A(F)={N € [N :méxF <min NAFUN € A}.
Obsérvese que [N]¥(F) es un abierto bésico en [N]“.

Observacién 3.10. Sea A € [N]“, entonces tendremos que

= A es abierto si es unién de bésicos, es decir que existe F C [N]<¥ =
UnenN]™ tal que

A= J{FUM: M € [N]*(F)}.

= A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulacién, es decir
dado A = {ny,ng,...} € [N]¥ entonces A € A si y sélo si para cada
m € N se cumple que

A(ny,ng, ... ny) # 0.

Lema 3.11. Sea A C [N]¥ y N € [N])¥, suponga que para toda M € [N]“ pasa
que AN [M]? # 0. Entonces VN' € [N]*, 3L € [N|*VIe LY M € [L]
AL 0 (M) £ 0.

Demostracion. Por contradiccion suponga que existe N’ € [N]¥ que no cum-
ple con el enunciado, es decir que existe N € [N]“ tal que para todo L € [N']¥



42 CAPITULO 3. TEORIA DE RAMSEY

existe [ € L y una M € [L]“ tales que A({l}) N [M]¥ = . Sin perdida de
generalidad, se puede suponer que [ < min M.

Haciendo recursién sobre j construyamos los nimeros naturales [; y con-
juntos L; como sigue.

» Paso 1. Sea Ly = N’, entonces por hipétesis de contradiccion tenemos
que para L existen Iy € Loy Ly € [Lo]“ tales que A({l1}) N[L1]* =0,
donde l; < min L;.

= Paso j + 1. Supongamos que es valido para j; es decir, suponga cons-
truido los conjuntos {l;}i<; y {Li}i<; tales que para cada i < j se
cumple que Ly € L, Livq € [Li)*, A({liy1}) N [Liy1]® = 0 y tal que
liy1 <min L;y;. Y ademéas que L; D L;y1 v l; < l;11 para cada ¢ < j.

Ahora, por hipétesis de contradiccién, tendremos que para L, existen
lj+1 € Lj y un Lj+1 € [Lj}w tales que A({ZJ+1}) N [LjJrl]w = (Z) y donde
lj+1 < min Lj+1‘

Una vez terminada la construccién tomemos M = {l,1ls, ...}, el cual perte-
nece a [N']“ y por lo tanto pertenece a [N]“. Por hipdtesis se cumple que
AN [M]¥ # 0, entonces tomemos A € AN[M]“ y sea [, = min A. Entonces
A C{l}U{l}or C{IFUULLs} ok C {lf ULk asi A € A({lx}) N [Li]” =0
por construccién, una contradiccion.

Proposicién 3.12. Suponga que A C [N]* es cerrado, si existe N € [N]“ tal
que para toda M € [N]“ se sigue que AN[M]“ # 0, entonces existe N' € [N]”
tal que [N']¥ C A.

Demostracion. Por demostrar que existe [N']* C A para N’ € [N]¥. Proce-
diendo por induccién sobre j, construyamos los naturales n; y los conjuntos
N; € [N]¥ como sigue.

» Paso 1. Sea Ny = N, entonces por hipdtesis tenemos AN[M]“ # () para
toda M € [Ng]”. A su vez, por Lema anterior, podemos tomar N; €
[No]“ v en particular para n; = min Ny sucede que A({n,})N[M]* # 0,
para todo M € [N;]“. Nétese que por hipdtesis A(()) N [M]¥ # (), para
todo M € [N,]“.



3.3. TEOREMA DE RAMSEY PARA SUCESIONES INFINITAS 43

= Paso j + 1. Supongamos que la propiedad es valida para j; es decir,
suponga construidos los conjuntos {n;}i<; y {N;}i<; tales que n;q €
Nii1,n; < mnipg1y N; D N;yq para cada i < j. Ademas supondremos que
se satisface que, para cada F' C {ny,...,n;}, sucede que A(F)N[M]* #
() para cada M € [N;]¥; entonces note que, para el Paso 1, se satisface
esta condicion.

Ordenemos todos los subconjuntos de {n1, ..., n;} de la siguiente forma
{F\,F,... Fy}; asi, para cada 1 < 27, recordemos que

A(F;) ={N € [N :max F; <min N A F;UN € A}.

Aplicaremos el Lema anterior de forma recursiva a las familias A(F;),
para cada i < 27, y algin L; € [N,]“ como sigue.

e Paso 1. Sea Ly = N; \ {n;}, entonces por Lema existe L, € [Lo]*
tal que para todo [ € Ly y todo M € [L;]“ pasa que A(Fy)({l})N
[M]* = (A(Fy U{I}) N [M]* # 0.

e Paso i < 27. Supongamos construidos Lo D L; D --- D L; tales
que para cada k < i, todo | € Ly y todo M € [Li]* pasa que
A(Fp)({1}) N [M]* = (A(F, U{l})) N [M]~ # 0.

e Paso i+1. Para i tenemos L;, existe L; 1 € [L;]* tal que para todo
l € Liy1 ytodo M € [L;;1]¥ sucede que (A(F;,U{l}))N[M]* £ 0.

Una vez terminada la construccién, de aplicar el Lema sucesivamente
obtendremos los conjuntos Lo D Ly D --+ D Ly tales que (A(F; U
{I})) N [M]* # 0, para cada i < 27 y para cada M € [Ly;]“.

Sean Nji1 = Loj ¥y mjp1 = min Ly;. Notemos que, para cada F' C
{ni1,...,n;,nj41}, sucede que A(F)N[M]¥ # 0 para cada M € [N;41]*,
terminando asi la la construccion.

Definamos N’ = {ny,na, ...} el cual pertenece a [IN]¥. Entonces para cada
subconjunto finito F' C N’ tendremos que, por construccién, A(F) # () vy,
como A es cerrado, se sigue de la Observacion [3.8] que M € A para cada
M e [N']“, asi [N']Y C A.

|
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Definicién 3.13. Definamos el siguiente juego G(A). Sea A C [N]* conjunto
cerrado, tenemos el juego infinito G(A) entre P, y P5. En el primer movi-
miento P; escoge N; € [N]¥, en el segundo movimiento P, escoge ny € Ny, en
el tercer movimiento P; escoge Ny € [N]¥, en el cuarto movimiento P, escoge
ny € Ny, y asi sucesivamente.

M 1 2 3 4 5
P Ny € [N]w Ny € [N}w N3 S [N]w
Py ni € N ng € No

Entonces P, gana si la sucesién @ = {ny,na,...} pertenece a A, de lo
contrario gana Ps.

Si N € [N]¥ y le exigimos a P, tomar inicamente subconjuntos de N, a
este juego lo denotaremos como G(A, N), entonces llamamos a G(A, N) el
juego G(A) restringido por N. A su vez, escribimos W; (A, N) si P, tiene una
estrategia ganadora para la restriccién de A a N y de igual forma escribimos
W(A, N) si P, la tiene. Note que si N = N, entonces W (A, N) = W(A).

A su vez note que, por como se defini6 a al ganador, tendremos que este
juego se puede traducir de la siguiente forma al juego de la Definicién [3.5
Sea x; = N; y y; = n;; redefinamos el espacio donde se tomé a A como
X = [N]* @ N la suma topoldgica ajena, donde N y [N]* son subespacios
cerrados en X. Entonces A es cerrado en [N|* y por lo tanto cerrado en X*.

Por lo anterior y por la Proposicién sabemos que el juego de la Defini-
cién estd determinado y asi, a su vez, tendremos que el juego G(A) estd
determinado, es decir =W; (A, N) implica W5(A, N) para cada N € [N]“.

Teorema 3.14. (Ramsey infinito) Suponga que A C [N]¥ es un conjunto
cerrado, entonces existe N € [N]¥ tal que [N]* C A, o pasa que [N]*NA = (.

Demostracion. Para proceder con la prueba vamos a interpretar el enuncia-
do del teorema con el juego G(A) definido anteriormente. Consideremos los
siguientes dos casos.

» Caso 1. Procedamos suponiendo que existe N € [N]“ tal que para toda
M € [N]“ tendremos que W7 (A, M) se mantiene. Note que esto implica
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que AN [M]¥ # () para cada M € [N]¥; ya que x = {ny,ns,...}, la
sucesién de tiradas, estd en A por la estrategia ganadora de P; y a
su vez x € [M]¥ por la eleccién de las tiradas de P;. Asi aplique la
Proposicién la cual nos da un N’ € [N]* tal que [N']¥ C A, en
particular N’ € [N]“.

= Caso 2. Ahora supongamos lo contrario; suponga que para cada N €
[N]“ existe M € [N]“ tal que =W;(A, M) se mantiene. Como el juego
G(A, M) esta determinado tenemos que =W (A, M) implica W(A, M),
asi la estrategia ganadora de P, restringida a M implica que ([N]¥\
A) N [M]¥ # 0. Por lo tanto tenemos que VN € [N]* existe M € [N]*
tal que ([N]“\ A) N [M]¥ # 0. Note que esto es equivalente a negar
la existencia de un N € [N]“ tal que [N]* C A. Gracias a la ley del
contrarreciproco podemos aplicar la Proposicién |3.12| a ésta implica-
cién, asi se obtiene la negacién de la existencia de un N € [N]“ tal
que para todo M € [N]¥ sucede que [M]¥ N A # (), es decir, que para
todo N € [N]¥ existe M € [N]¥ tal que [M]* N A = (), en particular
M e [NJ“.

Asi queda demostrado el teorema, ya que logramos mostrar que existe dicho

N € [NJ“ tal que [N]* C Ao [N]*NA=0. -

Nota. Posteriormente, en éste capitulo, extenderemos la demostracion ini-
camente para A conjunto de Borel, pero de hecho el teorema es valido

para A conjunto Analitico, esto con respecto a la topologia producto en
[N]“ € {0, 1}~.

Definicién 3.15. Sea A C [N]¥, entonces decimos que A es un conjunto de
Ramsey si existe M € [N]“ tal que

M*NA=0 v [M]*CA

Y decimos que A es hereditariamente Ramsey, si para todo N € [N]“ y
para todo F' € [N]<¥, existe M € [N]“ tal que

M NAF)=0 Vv  [M]*cC A(F).
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Llamemos Ry, al conjunto de todos los subconjuntos de [N]* que son Ramsey
hereditarios.

Lema 3.16. El conjunto Ry, es cerrado bajo intersecciones finitas.

Demostracion. Basta probar el enunciado para dos elementos. Sean A, B €
Ry,. Tomando N € [N]* y F' € [N|<“, tendremos por definicién que existe
M € [N]“ tal que [M]*NA(F) =0 o [M]® C A(F) y de igual forma para B;
asi apliquemos la condicion hereditaria de Ramsey de B en M en vez de en N,
asf podemos afirmar entonces que existe M’ € [M]“ tal que [M']*NB(F) =0
o [M']Y C B(F).

Si M’ es tal que [M']Y C A(F) y [M']* C B(F), entonces es claro que
[M']* C (B(F)NA(F)); en los otros tres casos posibles tendremos que [M']“N
(B(F)NA(F))=0. Ast ANB € Ry, [

Observacion 3.17. Si A es cerrado, y tenemos N € [N|¥, F' € [N]<“, en-
tonces se sigue que A(F) N [N]¥ también es cerrado en [N]<“. Asi por la
Proposicién tendremos que A es hereditariamente Ramsey.

Teorema 3.18. FEl conjunto Ry, forma una o-dlgebra.

Demostracion. Por demostrar que dicho conjunto es cerrado bajo intersec-
ciones numerables y complementos.

= Cerrado bajo complementos.

Sea A € Ry, entonces tenemos para todo N € [N]¥ y para todo F' €
[N]<¥, existe M € [N]“ tal que [M]* N A(F) = 0 o [M]* C A(F).
Sin pérdida de generalidad suponga que max F' < min M, entonces lo
anterior implica que [M]* C ([N]*\ A)(F') o [M]* N ([N]*\ A)(F) = 0.
Por lo tanto ([N]*\ A) € Ry,

= Cerrado bajo intersecciones numerables.

Procederemos directamente con las intersecciones infinitas numerables
ya que para intersecciones finitas se probd en el Lema [3.16] Suponga
que tenemos {A,}nen tal que A, € Ry, para cada n € N y tales que
Vn,n' € N tenemos A, # A,. Sean N € [N]¥ y F € [N]<¥, por
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demostrar que existe M € [N]¥ tal que [M]“ C [),cyAn(F) 0 que
[M]? O Nyen An(F) = 0.

Suponga que la sucesion { A, }ren es decreciente; en el caso de que no lo
fuera simplemente reemplace los A; que no lo cumplen por [ i< A;, lo
cual se puede por Lema Y, sin pérdida de generalidad, supongamos
que F' = (), de lo contrario reemplace A; por A;(F'), esto para simplificar
notacién; por lo tanto debemos mostrar que existe M € [N]¥ tal que

[M]* C Npew An 0 que [M]* N[, e An = 0.

Entonces por induccion sobre j construyamos los conjuntos L, y los
naturales k, como sigue.

e Paso 1. Sea N = Ly, como A; es hereditariamente Ramsey, po-
demos tomar k1 € Loy Ly € [Lo]* tal que A;({ki})N[L1]* =0 o
[L1]* C Ai({F1}).

e Paso j + 1. Suponga que es valido para j; es decir, suponga
construidos los conjuntos {k;}i<; v {Li}i<; tales que ki1 € Ly,
ki < ki1 y Ly D Liiq para cada ¢ < j. Y ademads suponga que
para cada F' C {ky, ko, ..., k;} se satisface que A;(F) N [L;]Y =0
o [L;]¥ C A;(F).

Sea k;jy1 = min Lj;, observe que, en efecto, kj;1 € Lj;. Ordene-
mos todos los subconjuntos de {ki,...,k;, kj11} de la siguiente
forma {Fy, Fy ..., Fy+1}. Usaremos que A;; es hereditariamente
Ramsey, para construir L,y € [L;]* por recursién.

Sea My = L;, existe My € [My]” tal que A, (Fy) N [M]Y =
0 o [Mi]* C Aj;1(F1). Asi sucesivamente para cada k < 27!
tendremos que, para My, existe M1 € [Mg]* tal que Aj1(Fk) N
[M]Y = 0 o [Mg]* C Aj41(Fy). Es decir que obtendremos los
conjuntos My D My D -+ D Myi+1 = Ljiy tales que A;q1(F;) N
[Lit1]® =00 [Lj41]° C Ajq(F;) para cada i < 2711 terminando
asi la induccion.

Definamos entonces K = {kq,ko,...}. Asi, como {A,} es decreciente
entonces, para cada F' € [K|<“ y para m € N tal que k,, = max F,
tnicamente una de las siguientes opciones sucede; Vn > m ([L,|* C
A, (F)), para L, € [L,_1]¥, o existe np > m tal que A,,.(F)N[L,,]* =
(), asi para toda n > ng pasa que A, (F)N[L,]* = 0, para L,, € [L,_1]*.
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Sea L = {ky,, ki, ...} una subsucesién de K tal que, para todo n € N,
tenemos que

lnv1 > 14max{ng :Vn > np, F C {ky, ..., k, }ANA(F)N[L,)* =0, }.
Y definamos F = {F € [L]<¥ :VYn > m, [L,]* C A, (F)}, asi sea

B= U {FUM : M € [N]* Amin M > max F'}.
Fe[L]<w\F

Note que B es una unién de abiertos en [N], por lo tanto es abierto
en [N]“, asi por Teorema tenemos que es un Ramsey, es decir
que existe M € [L]¥ tal que [M]* C B o [M]* N B = (). Para ambos
casos, dado un M’ € [M]¥, supondremos que M’ estd numerado de
la siguiente forma M’ = {k;,, ki,,...}, donde {i;},;en es una sucesién
creciente y donde i; € {ly,ls,...} para cada j € N; note que esto
Unicamente para expresar M’ como una subsucesién L.

e Para [M]¥ C B. Supongamos que M’ € [M]¥ C B de forma
arbitraria, entonces existe un F' € [L]<¥ \ F tal que FF'U M" es
uno de los uniendos de B; asi FF = 0 o F = {k;,,...,k;, } para
algin m € N. Asi, como F ¢ F, entonces existe un ng > i, tal
que Vn > ng, A,(F)N[L,]* = 0. Por construccion i1 = l,11 >
1+ np, de este modo 4,1 — 1 > np para algin n € N, asi

[Lierl_l}w N Aim+1—1(F) - @

Por eleccion M" = M'\ F € [L;,,,-1]*, y de este modo se tiene
que M’ ¢ A;, . _1 esto por definicién de A;,,,_1(F), y asi M’ ¢
(Mnen An- Por lo tanto, como M’ es un elemento arbitrario de [M]“,
entonces
(M) [() An = 0.
neN

e Para [M]* N B = (. Tomemos M’ € [M]“, asi M' ¢ B. Sean €
N de forma arbitraria, debemos probar que M’ € A,. Entonces
tomemos j € N minimal tal que i; > n, asi ' = {k;,,... ki, _,} ¥y
note que puede suceder que F = ().
Como M' ¢ B entonces para cada F’ segmento inicial de M’
tenemos que F’' € F, en particular F' € F. Lo cual implica que
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M'\F € [L,]* C A,(F), ast M" € A,,. Como n € N es arbitraria,
entonces M’ € [,cy An- Como M’ es un elemento arbitrario de
[M]¥ tendremos que

(M]* C () An.

neN
= Cerrado bajo uniones numerables y contiene al vacio.

Usando leyes de De Morgan tendremos las dos propiedades menciona-
das. Entonces Tenemos que para A, € R;, y para cada n € N,

U Aa = N\ (N A,

neN neN

es hereditariamente Ramsey debido a los casos anteriores.

Por tltimo, observe que gracias a la Observacion tendremos que
() € Ry, ya que es cerrado.

Notacion. Notese que gracias al teorema anterior y la observacién previa,
tendremos que Rj, es una o-édlgebra sobre [N]¥ que contiene a los cerrados y
por lo tanto B(|N]¥) C Ry,.
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Capitulo 4

Una aplicacion de la Teoria de
Ramsey

Este capitulo se divide en dos partes, empezando por una seccion dedi-
cada a dar un repaso de las topologias débiles, la cual se necesitara para la
seccion siguiente; dicha seccion le da nombre a este capitulo, una aplicacion
de la teoria de Ramsey, especificamente es la demostracién del teorema de
Rosenthal usando los teoremas vistos en el capitulo anterior.

La primera seccién dejaremos a un lado topologia débil acotada. Se de-
finird con calma las mencionadas topologias débiles y el como se ven sus
abiertos basicos. El teorema estrella de la seccion es el teorema de Banach-
Alaoglu , el cual nos dice que la bola unitaria del espacio dual de un espacio
arbitrario X, es compacta de acuerdo a la topologia débil*, para ello relacio-
naremos los basicos de la topologia producto con los basicos de la topologia
débil*. Posteriormente nos dedicaremos a demostrar teoremas y lemas senci-
llos que seran mencionados en la segunda seccién del capitulo.

En la segunda seccion daremos contexto de dénde surge el teorema de
Rosenthal y cimentaremos el teorema sobre la topologia débil*. Como men-
cionamos anteriormente el teorema lo demostraremos usando variaros lemas
que llevan dentro los conceptos de la teoria de Ramsey y hacen uso de los
teoremas del capitulo 3, posteriormente entraremos de lleno al teorema de
Rosenthal el cual, gracias a los lemas y el concepto de booleano Independien-
te, la demostracion se torna sencilla.

o1
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4.1. Recordado la Topologia Débil y Débil*

Recordemos que, dada dos topologias 71, 75 sobre un conjunto X, decimos
que 7 es mas fina que 7 si 5 C 71; también se puede decir que T es mas
gruesa o mas débil que 7. Para indicar que dos topologias son equivalentes
escribimos 71 = 7y. Tenemos también que 7 C 7y es equivalente a que la
funcién idy : (X, 1) — (X, 72) sea continua. Asi podemos decir que dos
topologias son equivalentes si las funciones idx, tdy son ambas continuas, o
ambas abiertas. Recordemos también que un conjunto X es convexo si para
cada par de puntos de X, el segmento que los une esta totalmente incluido
en X.

De igual forma recordemos que con X** nos referimos al dual del espa-
cio dual de X, es decir (X*)*; al cual manejaremos con la norma ||F| =
F(f)|, donde F' € X**. Tomemos X un espacio normado, entonces

SUP fe g
para cada © € X definimos el funcional 7, € X** dado por m.(f) = f(x).
Tenemos que la proyeccién candnica 7 : X — X** la cual se define como
7(x) = m, para x € X, es una isometria lineal. Tendremos ademds que, para

veX, [Im(@)ll = supsep,. |f(@)] < supgep. [ f[lx] < ll].

A continuacién mostraremos que tanto la topologia débil como la débil*,
en sus respectivos espacios, forman espacios de Hausdorff; también daremos
una breve muestra de la relacion que existe con la topologia producto y es-
to sera usado para el Teorema de Banach-Alaogli. Demostraremos también
el teorema de Goldstein y una proposicion que nos dice que un espacio de
Banach es reflexivo si y sélo si la bola unitaria del espacio es compacta con
respecto a la topologia débil*.

Definicién 4.1. Sea X un espacio normado. Entonces definimos la topologia
débil en X, (X, 7,), como la topologia generada por una base que consiste
de conjuntos de la forma

O={zxeX:|filr—xy)| <€ 1=1,2,...,n},

para xg € X, f; € X*, para cada 7, y € > 0. Otra manera de definir a 7, es
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como la topologia menos fina (o més débil) de X tal que hace continuas a
todas las funciones f € X*.

A su vez definimos la topologia débil* en X*, (X*, T,+), como la topologia
generada por una base que consiste de conjuntos de la forma

O*:{fGX*Z|<f—f0>ZIZ'i’<€, i:1,2,...,n},

para fo € X*, x; € X, para cada i, y € > 0. Igual que antes, otra manera de
definir a 7,« es como la topologia mas débil sobre X* tal que hace continuas
a todas las funciones (m,).cx, donde 7, : X* — R.

Observacion 4.2. Note que los bésicos de la topologia débil* se pueden
expresar, en base a la proyeccion canonica, de la siguiente forma; sea fy € X*,
x; € X,dondei=1,2,...,n,y e >0, entonces

0" = ngn{f € X |(f — fo)zi| <€}
= Mi<n{f € X7 2 e, (f = fo)| <€}
= i< {f € X7 2 e, (f) = 7o, (fo)| < €}
= ﬂign [ (72, (fo)
:nign :vl[ (fo(xi))].

A continuacién daremos un breve recordatorio de como se ven los bésicos
de la topologia producto, esto con el propodsito de que nos sea ttil mas adelan-
te. Recordemos la funcién p; : [],.; Xi — X, definida por p;(z) = z(j) = =,
(donde z; € X, es la j-ésima coordenada de x, para cada j € I), a la cual
llamamos la proyeccién cartesiana de [],.; X; en Xj.

Sabemos también que la topologia producto sobre [[,., X; es la que tiene
por base a la familia de conjuntos que son de la forma U = [[,_,U; x
HieI\F X;, donde F' es un conjunto finito de elementos de [ v U; C X;
abierto para cada ¢ € F. Si usamos la proyeccion cartesiana entonces se
puede representar a los basicos de la topologia como sigue; U = ;. p; ' [Ui),
asi resulta que la topologia producto tiene como subbase a {p; ) - i €
I, U; C X; abierto}. De manera similar tendremos que los basicos locales, es
decir los basicos para algin un = € [[,.; X; en particular, se ven de la forma

iel
Uy = ;e pi '[Vi], donde V; es un bésico abierto de ;.
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Asi obtuvimos a los basicos tanto de la topologia producto como de la
topologia débil* representados con sus respectivas proyecciones. Esto serd
clave para poder demostrar el Teorema de Banach-Alaoglu.

Proposicién 4.3. Tanto (X, 7,), como (X*, T+ ), son espacios de Hausdorff.

Demostracion. Para (X*, 7,+). Note que, dados f,g € X* diferentes, existe
un punto x donde difieren, asi necesariamente existe un escalar a € K tal
que, sin pérdida de generalidad, f(x) > a > g(z). Asi tome los w*-abiertos
A={he X*:h(z)>a} =r(a,0)]y B=1{heX*:h(z) <a}=
7 [(—o0, a)], los cuales contienen a f y g respectivamente, y estdn definidos
de tal forma que AN B = 0.

Para (X, 7,). Sean z,y € X diferentes, asi como ||z — y|| > 0 entonces
existe € > 0 tal que y ¢ B.(z), asi como B,(x) y {y} cumplen con las hipdtesis
del Teorema de Hahn-Banach en su primera forma geométrica; vea [8, pag
16]. Entonces existe un hiperplano cerrado que los separa en sentido amplio,
es decir, existe f € X* y un « € R tales que para todo u € B.(x) sucede que
f(u) < a < f(y). Entonces se siegue que existe § € R tal que f(z) < 8 <
f(y), asi tomemos los conjuntos A = f~![(—o0,8)] v B = f~1(B,0)], los
cuales no intersectan y son w-abiertos ya que son preimagen de un conjunto
abierto de R. |

Observacion 4.4. Sean (X, ||-||) un espacio normado, z € X'y {2, }neny C X,
decimos que {x,} converge débilmente, o w-converge, a x (denotado por
T, — ), si para toda f € X* sucede que f(z,) — f(z).

Sean f € X* y {f,} € X*, decimos que f, = f, es decir f, converge
*débilmente, o w*-converge a f, si para todo x € X sucede que f,(z) — f(x).

Teorema 4.5. (Banach-Alaogli) Bx~, la bola unitaria cerrada del espacio
dual de X, es compacta con respecto a Ty»«.

Demostracion. Sea K = [—1,1]PX, que gracias al Teorema de Tychonoff,
es un conjunto compacto. Sea €2 : Bx+ — K la funcién definida para cada
f € Bx+por Q(f) = (f(x))zeny; note que §2 es una biyeccién sobre su imagen
y recuerde que para cada f € Bx- tendremos que || f|| = sup,cp, {|f(z)[}.
Observe que €2 : Bx« — [Bx+| es la funcién de restriccién, donde Q[Bx+| =
Bx« [p,C K es el conjunto de todas las restricciones de f € Bx« en Byx.
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Por demostrar que €2 es un homeomorfismo. Note que estamos consi-
derando a By« con la topologia débil*, mientras que a Q[Bx:], al ser un
subconjunto de K, lo estamos considerando con la topologia producto. Basta
ver que los basicos de ambos conjuntos, con su respectivas topologias, son
iguales médulo 2.

Observe que los bésicos de Bx~, gracias a la Observacién [4.2] son de la
siguiente forma; O* N Bx« = ;- 7z, [Be(fo(;))] N Bx-, donde fy € Bx-,
r; € X,parai=1,2,...,n, y € > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que r; € Byx. Ademas, si aplicamos la funcién €2 al basico, tendremos
que Q[O* N By+] = (O* N Bx+) Ipy-

Veremos entonces que las imagenes del los basicos de Bx+ son exacta-
mente los abiertos bésicos de Q[By-+], para ello antes observemos que dada
x € By se cumple que, por definicién, que m, = p, o €2, entonces tendremos
que ;1 = Q7 op ! asi es claro que Qo m, ! = p ! ya que Q es biyectiva.
Tendremos asi que

Q[0" N Bx.] = Q[0*] N Q[Bx-]
= Mizn QU [Be(folw)]] N Q[Bx]
= Nicn Pz, [Be(Qfo) (2:))] N Q[Bx-]
= Nicn Pa; [Be(fo Iy ) ()] N Q[Bx-]
= Mi<n Pz, [Be(fo(x:))] N QBx-]

— U NQ[By-]

donde U = (-, pz' [Be(fo(x;))]. Por la Observacién sabemos que los
abierto basicos de la topologfa producto en K son de la forma (), p; ! [Ui]
donde U; C [~1,1] abierto, asi note que U es un abierto bésico de K y por
lo tanto U N Q[Bx~| es un abierto béasico de Q[Bx+]. Como U N Q[Bx«| =
Q[O* N Bx+| entonces QU N Q[Bx-]] = O* N Bx-. Ademés los abiertos de
la forma U = (;,, P3,'[Be(fo(z;))] son una base de Q[Bx-], por lo tanto § es
un homeomorfismo.

Ahora veamos que Q[Bx+] es un cerrado en K. Sean F' € K punto de
acumulacién de Q[Bx«] y f: X — R una funcién definida por

fy = {IRVEGED e 2 € X\ ),
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Por demostrar que F' € [By-].

Primero veamos por contradiccion que F' es “lineal” en Bx. Sean x,y €
X y a € R, podemos suponer que z,y,ax,ax +y € Bx son tales que
F(ax +vy) # aF(z) + F(y). Entonces existen vecindades ajenas U y V en
[—1,1] tales que contienen a F(ax + y) y aF(z) + F(y), respectivamente.
Sabemos que la funcién ¢ : [-1,1]> — [~1,1] dada por ¢(a,b) = aa + b,
donde « € R, es una funcién continua, es decir que existe V, x V,, C [—1, 1]?
abierto tal que (F'(z), F(y)) € Vo x V, vy ¢(V, x V) C V. Llamemos z; = z,
To =Yy r3 =ar+y, de igual forma sean Uy = V,, Uy =V, y Us = U.
Asf tendremos que F € () 05 (U;). Y, como F e Q[Bx-] por eleccién,
tendremos que existe g € By~ tal que Q(g) € ﬂz 1 Pz, L(U;). Ast como g(x;) =
72, (9) = pa, 0 Q(g) € U;, entonces g(ax +y) € U, pero ¢(g(z),9(y)) =
ag(z)+g(y) = glaxr+y) € V ya que g es lineal; lo cual es una contradiccién
yvaque UNV = 0.

Ahora note que para x € By \ {0}, tendremos que f(x) = ||:L‘||F(”I”)
H:UHH—;HF(:E) = F(x), esto ya que F es “lineal” en Bx. Por lo tanto, tendremos

ueF:f[BX

Veamos que f es lineal. Sean = € X y o € R, entonces tenemos f(azx) =
HO‘73|’F(||M||) |04|H$HF(|Q|HI”) = O‘HI’|F<HI||) af(x). Ahora, dados z,y €
X tomemos a € R\ {0} tales que ax,ay,a(x + y) € Bx, tendremos que
a(f(z+y)) = flax+ay) = Flax+ay) = Flox)+F(oay) = f(ax)+ flay) =
af(z)+af(y) = a(f(z) + f(y)), asi es ficil ver que f(z +y) = f(z) + f(y).

Por tltimo tenemos que, como ||f|| = sup,cp, {|F(z)[} < 1, entonces
f € Bx-y F=f]|p.€Q[Bx+]. Por lo tanto Q[Bx~| en efecto es cerrado en
K con respecto a la topologia 7,+. Como €2 es homeomorfismo, concluimos
entonces que By« es w*-compacto. |

Definicién 4.6. Decimos que X es un espacio reflexivo si X** = X.

Observacion 4.7. Note que si X es un espacio de Banach reflexivo, entonces
Tw Y Tw+ coinciden en X*.

Teorema 4.8. (Goldstein) Sea X un espacio de Banach, entonces B_Xw*, en
X es wgual a Bx.

Demostracion. Sabemos que Bx C Bx« y ademas By« es w*-compacto
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por el Teorema de Banach Alaogld, asi la w*-cerradura de By en X™** estéd
contenida en Bxs«.

Por contradiccion suponga que By ) =# Bxs«, entonces existe xg € By
tal que =9 ¢ Bx v asi (vea el Teorema 3.18 de [3]) existe f € X* tal

que xo(f) > sup{y(f) : y € B_Xw*}; podemos suponer que sup{y(f) : y €
Bx  } =1, de lo contrario reemplace a f por un miltiplo adecuado. Como
Bx C By y en particular || f]| < 1, ademés de que ||z|| < 1, lo cual es una

contradiccién ya que xo(f) > 1. Asi Bx = Bye. |

Teorema 4.9. X es un espacio de Banach reflexivo si y solo si Bx es com-
pacta con respecto a w*-convergencia.

Demostracion. Ida. Sea X = X**, entonces By = Bx«. Asi By« es w*-
compacta, es decir compacta con respecto a la w*-convergencia, en X** por
el Teorema de Banach Alaogld, asi Bx es w*-compacta en X.

Regreso. Si Bx es w*-compacta, entonces es w*-cerrado en X**; asi, por
) ) )

el Teorema de Goldstein, tendremos que Bx« = By = Bx y por lo tanto
X = X, [ |

Proposicion 4.10. X es un espacio de Banach reflexivo si y solo si X*
también lo es.

Demostracidn. Ida. Sea X reflexivo. Tendremos que, por Observacion [£.7] 7,
y Tw+ coinciden en X*. Por lo tanto, por el Teorema de Banach Alaogli, By«
es w*-compacta en X* y asi, por Teorema [4.9], X* es reflexivo.

Regreso. Sea X* reflexivo, tomando como demostrada la ida, tendremos
que X** es reflexivo. Asi By« es w-compacta, como By es subconjunto
cerrado de By« entonces, por el Teorema de Mazur (el cual nos dice que
todo conjunto convexo cerrado en un espacio de Banach es w-cerrado; para
ver la demostracién de dicho teorema vaya a [3, pag 70].), tendremos que
Bx es ademas w-cerrado en By« y como X* es reflexivo, entonces By« es
w-compacto en X** y por lo tanto By es w-compacto en X**. Como 7, es
igual 7, en X**, entonces tendremos a su vez que By es w*-compacto en
X**. Lo cual implica, de nuevo por Teorema 4.9 X es reflexivo. |
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4.2. Teorema de Rosenthal

Un teorema muy importante de la teoria de espacios de Banach es el
Teorema de Rosenthal, el cual se puede probar usando teoria de Ramsey.

La busqueda de subesapcios de Banach de dimensiéon infinita de un es-
pacio X de Banach determinado, es el contexto en el que surge el teorema
de Rosenthal. Una de las hipdtesis que se tenia antes era que todo espacio
de Banach X contiene un subsespacio Y que es reflexivo o un subespacio
isomorfo a el espacio de Banach ¢y o al espacio ¢, pero esta hipdtesis se
demostré falsa gracias al matematico W.T. Gowers.

Sabemos del Teorema que si un espacio de Banach X no es reflexivo,
entonces Bx no es w-compacta, asi por el Teorema de Eberlein-Smulian existe
(z,) C Sx tal que no tiene subsucesiones w-convergentes. Esto implica dos
cosas; la primera es que (z,) no tiene subsucesiones w-Cauchy, lo que a su
vez quiere decir que para todo (y,) C (x,) existe z* € X* tal que (z*(yn))n
es divergente; la segunda posible implicacién nos dice que (z,) tiene una
subsucesiéon w-Cauchy (y,) pero no existe y € X tal que z*(y,) — z*(v)
sucede, para todo z* € X*. El mateméatico H. Rosenthal demostré que si la
primera implicacion se da, entonces sucede que ¢; sera un subespacio lineal
cerrado del espacio de Banach X.

Antes de pasar directamente con el teorema de Rosenthal en concreto,
presentaremos tres lemas y un par de definiciones que hardn sencillo el tra-
bajo de demostrar dicho teorema. Estos lemas son los que de hecho llevan la
teoria de Ramsey necesaria para poder demostrar, por esta via, el Teorema
de Rosenthal.

Definicién 4.11. Una sucesién de pares de conjuntos (A,, B,) se llama
booleano independiente si para cualquier I, Iy C N, subconjuntos disjuntos

y finitos, sucede que
() Any () Ba #0.
nely nels

Definicién 4.12. Sea (,,(X) el espacio que consiste en todas las funciones
f: X — R acotadas con la norma del supremo |||

Note que (oo (N) = lo.
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Lema 4.13. Sean S un conjunto, f, : S — [-1,1],r € (=1,1),0<d < 1—r,
A, = 7 +6,1]] y B, = f'[[-1,7)]. Suponga que (A,, B,) es booleano
independiente, entonces la sucesion (f,) C ls(S) es equivalente a la base de
Schauder unitaria de 0.

Demostracion. Sea (a;)72, C Ry (€)%, la base de Schauder unitaria de
/1. Por demostrar que ambas normas son equivalentes, es decir que existen
my,my € R tales que mal|(a:)2lh < (13272, aifillee < mal|(ai)2y 1. Note

que, por Observacién dado k € N, basta encontrar m||(a;)%_ |1 <
k
13251 aifillee < mall(as)iy 1.

Una de las desigualdades es inmediata, esto debido a que | f,,(s)| < 1 para
cualquier s € S,

k k k
1Y aifilloe <Y lail =Y laillesl = [1(a)is Ih-
i=1 i=1 i=1

Queda ver que [|3°F  a;filloo > mal|(a:)%,||1, por lo que basta encontrar
my € R tal que |25 a;fi(s)] = my S5 |ai).

Definamos I} = {i : a; > 0}, I = {i : a; < 0} y tomemos s; € (;;, 4 N
Micr, Bi ¥ 52 € Nier, Ai N ;er, Bi- Note que, por eleccion de s; y sy, se
deduce que |fi(s1) — fi(s2)| > 0, asf |a;|[ fi(s1) — fi(s2)| > da;| y por lo tanto
a;(fi(s1) = fi(s2)) > 0las].

De lo anterior se sigue que ¢ a;(fi(s1) — fi(s2)) > 6 325 |a| y, por
ultimo, tenemos que

k k (5 k
méx{|» " a;fi(s1)], 1) aifi(s2)[} > 3 > ladl.
=1 i=1 =1

Tomando s igual a s; 0 s, tenemos la otra desigualdad. Asf (f,(s)) es equi-
valente a (e;)°,, la base de Schauder unitaria de ;. [
Corolario 4.14. Sean S un conjunto, f, : S — [—1,1], A, = f,'[1] y
B, = fY-1], suponga que (A,, B,) es booleano independiente. Entonces
128 a:fillo = XX |as| para todo k y (a;)%, C R, o lo que es lo mismo, la
sucesion (fn) C l(S) es equivalente a la base de Schauder unitaria de (.
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Definicién 4.15. Una sucesién de pares de conjuntos disjuntos (A,, B,,) de
un conjunto S, se dice que no tiene subsucesiones convergentes si para todo
M € [N]¥ existe s € S tal que pertenece a una cantidad infinita de conjuntos
A, y a una cantidad infinita de conjuntos B, con n € M.

Note entonces que (A,, B,) tiene una subsucesion convergente si exis-
te M € [N}, tal que cualquier s € S pertenece a una cantidad finita de
conjuntos A,, o conjuntos B,, con n € M.

Lema 4.16. Sea S un conjunto, A, N B, = 0 donde A,, B, C S para cada
n € N y suponga que (A,, B,) no tiene subsucesiones convergentes. Entonces
existe una subsucesion de (A,, By,) que es booleano independiente.

Demostracion. Dado L € [N]“, supondremos que L = ([;)°,. Para todo
k € N, definamos

k k
-Ak = {L € [N]w : ﬂAlm‘fl N m BlQi 7£ @}7
i=1 =1

note que para cada k € N, el conjunto A es cerrado en [N]* ya que to-
mando L = (1;)%2, € [N]* N A, y por la Observacién basta notar que,
para cada n € N tendremos que Ag(ly,...,l,) # 0. En particular tenemos
Ai(ly, ... lok) # 0, lo que implica que existe un L' = (ly,...,lox) "2 € Ag
para algin z € Ag(ly, ..., ly), entonces iy Ay, , N, By, # 0. Como los
primeros 2k elementos de L y L’ son iguales, entonces L € Ay.

Asi definamos

A=) A

keN

el cual también es un conjunto cerrado en [N]¥. Por lo tanto podemos aplicar
el Teorema[3.14] es decir que existe L € [N]“ tal que [L]* C Ao [L]*NA = 0.
Note que, como (4,, B,) no tiene subsucesiones convergentes, entonces para
todo L € [N]* existe s € Sy L' = ([})2, € [L]” tal que s € (2, Ay N

Nizy By, Se sigue que L' € [L]* N A. Asi, como la segunda condicién de
Ramsey nunca se da, entonces sélo puede ocurrir que [L]* C A.

Por ultimo, tomemos la subsucesion M = (ly, ly, lg, . . .) de este L = (1;)52,
tal que [L]¥ C A, note que esto implica que M € A. Veamos que (A, By, )nenr
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en efecto es booleano independiente. Tomemos cualesquiera I, I, C M dis-
juntos y finitos. Note que es posible encontrar un conjunto finito de naturales
F C L tal que en M U F los elementos de [; se encuentran en posiciéon impar
y los elementos de Iy en la posicién par. Asi, como M U F = (ry,ry,...) €
[L]* C A, entonces [,c;, An N [per, Bn D Ny Ary, NN, By, # 0, para

Teorema 4.17. (Rosenthal). Sean X un espacio de Banach y (Ty)neny C X
una sucesion normalizada que no tiene subsucesiones débiles convergentes.
Entonces existe (y,) C (x,) que es equivalente a la base unitaria de Schauder

de El.

Demostracion. Sea (x,) C By una sucesién tal que no tiene subsucesiones
débiles convergentes. Sea S = Byx- y considere a cada x, como una funcién
de £ (S). Entonces, para r € (—1,1), § > 0y n € N, defina A, (r,d) = {s €
S:xp(s)>r+dty Bu(r,0) ={s €S :z,(s) <r}.

Probaremos que existe M € [N]“, r € (—1,1) y 6 > 0 los cuales satisfacen
que (A, (r,6), Bn(r,0))menm no tiene subsucesiones convergentes. Procedien-
do por contradiccién, supongamos que para todo M € [N]“, r € (—1,1) y
d > 0 sucede que (A, (r,0), Bp(r,9))men tiene subsucesiones convergentes.
Sea (14,0;)2, un conjunto denso en (—1,1) x (0, 1]. Por recursién construya-
mos los conjuntos M} como sigue:

» Paso 1. Sea M; € [N]¥ tal que (A, (r1,01), Bm(r1,01))men, €S una
sucesién convergente; lo que, segin la Definicién significa que
todo s € S pertenece al menos a una cantidad finita de conjuntos A,,
o conjuntos B,, con m € M;.

= Paso k + 1. Suponga construidos los conjuntos (M;)¥_; tal que, para
cada M;, la sucesion (A,, (74, 6;), By (7i,0;))men, €8 una sucesiéon con-
vergente. Asi, por hipdtesis, existe un conjunto infinito My, € [My]¥
tal que (A (Tk+1, Ok+1)s Bn(Tht15 Ok41) )mens,,, €8 una sucesion conver-

gente.
Supongamos que My = (mg1,Mgyo,...) para cada k € N. Asi definamos
M = (mq,ma,...), donde my = myy para cada k € N; es decir M es

la interseccién diagonal de los Mj. Notemos que (m;)isr C My y como
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(A (rk, 6k), B (7%, Ok ) )Jmens, €S una sucesion convergente, entonces la suce-
sion (A (rk, Ox), BTk, 0k ) )menm converge para cada k € N ya que esencial-
mente es una subsucesion de la anterior.

Entonces afirmamos que (x,,(s))nen converge en el intervalo [—1, 1] para
cada s € S; es decir, (x,)nenm converge débilmente en el intervalo [—1, 1], lo
cual contradice la hipotesis.

De nuevo por contradiccién, supongamos que (2, (s))nepr NO converge en
el intervalo [—1, 1] para algin s € S. Como (z,(s))nenr estd contenido en un
subespacio compacto, entonces por Observacion existen M', M" € [M]¥
y U1 e [=1,1] con I! < 1", tales que (2,,(8))nerr = Uy (20(8))nepr — 1.
Como (14,0;):2, es un conjunto denso en (—1,1) x (0,1}, entonces existe
(r;,d;) en particular tal que I’ < r; < r; +6; < I”. Asi, como se observé
anteriormente, (A, (7i,0;), Bm(ri,;))menm tiene subsucesiones convergentes,
entonces existe un conjunto finito F' tal que para cadan € M\ F, sucede que
zn(8) & Ap(ri, 0;) 0 2,(8) & By (14, 9;), esto quiere decir que z,,(s) < r;+9; o
T, (s) > r;. Supongamos que se da el primer caso, entonces (2,,(5))nerr C
(—o0, i + 0;], asi

" € (2,())nemmnr C (—00,7; + 4.

Por lo tanto I” < r; + 9;, una contradiccién. De igual forma para el segundo
caso podemos obtener facilmente que

l/ € (In(s))neM’\F C [Ti7 OO),

lo que significa que [’ > r;, un contradiccion también. Por lo tanto la afirma-
cién es cierta, es decir (z,($))nen converge en el intervalo [—1, 1] para cada
seS.

La afirmacién anterior nos lleva a una contradiccion pues por eleccion
(z,,) no admite subsucesiones débiles convergentes y asi, la suposicién ini-
cial es falsa; entonces existen M € [NJ“, r € (—1,1) y 0 > 0 tales que
(A (r,6), Bpn(r,0))menm no tiene subsucesiones convergentes. Entonces, por
Lema existe una subsucesion de (A,,(r,9), By(r, 0))men tal que es boo-
leano independiente. Esto quiere decir que tenemos una subsucesién (y,,) C
(x,,) tal que, para A, = A,(r,0) = {s € S:yn(s) >r+d} y B, = B,(r,0) =
{s € S :yu(s) < r}, (A,, Bn) es booleano independiente. Por tltimo, apli-
cando el Lema , tendremos a su vez que (y,) C Bx, una subsucesion de
funciones de £, (5), es equivalente a la base unitaria de Schauder de ¢;. W
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Este es el ultimo teorema de la tesis y, en particular, la tnica aplicacion
que nosotros dimos de la teoria de Ramsey, si le es de interés el tema vea [7] el
cual es el texto principal con el que esta tesis se erige (un texto secundario,
pero no menos importante en el desarrollo de este ltimo capitulo, sobre
aplicaciones de la teorfa de Ramsey a espacios de Banach, es [6]).

Note como es que la teoria de Ramsey puede llegar a tocar temas que
parecerian estar poco o nada relacionados con ella y ser de bastante utilidad,
yva sea facilitando ciertas demostraciones o ampliando conceptos que antes
eran imposibles. Los autores de los textos mencionados en el parrafo anterior
se dedican justamente a ampliar conceptos del analisis funcional con las he-
rramientas proporcionadas por la combinatoria infinita y, en particular, de la
teoria de Ramsey. Esta es una rama de las matematicas que, hasta la fecha
en la que esta tesis fue escrita, sigue teniendo un amplio desarrollo e impacto
en el conocimiento en general.
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