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RESUMEN

La QCD es una teoria de gauge no abeliana y su grupo de simetria asociado es el grupo de
matrices 3x3 unitarias con determinante uno, SU (3) para abreviar. Esta teoria asume las
interacciones fuertes como el intercambio de 8 tipos de bosones, no masivos, eléctricamente neutros
llamados gluones quienes son los portadores de la carga de color y son analogos a los fotones en la
electrodinamica
cuantica (QED); con la diferencia que los gluones interactdan entre si, lo que no pasa con los fotones
ya que estos no estan provistos de una carga eléctrica. Por supuesto, esto implica consecuencias
importantes en la teoria. Una de los principales propésitos de este trabajo es el de dar una prediccién
aproximada a la generacion de la masa constituyente de los quarks (por causa de interacciones
fuertes) que tienen al ((constituir)) a los hadrones.

Este trabajo es una primera exploracion a analizar que parte de la generacién dinamica de masas
de los quarks se puede describir simplemente con las ecuaciones del grupo de renormalizacién
para las masas deslizantes sin tomar en cuenta el llamado ((condensado quiral)).

Palabras clave: Diagrama, propagador, libertad asinténica, renormalizacion,
grupo de renormalizacidn, generacion de masa.

ABSTRACT:

QCD is a non-abelian gauge theory and its associated symmetry group is the group of unitary 3x3
matrices with determinant one, SU(3) for short. This theory assumes strong interactions as the
exchange of 8 types of non-massive, electrically neutral bosons called gluons which are the color
charge carriers and are analogous to photons in electrodynamics.

guantum (QED); with the difference that the gluons interact with each other, which does not
happen with the photons since they are not provided with an electric charge. Of course, this
implies important consequences in theory. One of the main purposes of this work is to give a
prediction

approximate to the generation of the constituent mass of the quarks (because of strong
interactions) that have ((constituting)) the hadrons.

This work is a first exploration to analyze that part of the dynamic generation of quark masses can
be described simply with the renormalization group equations for sliding masses without taking
into account the so-called ((chiral condensate)).
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1. Introduccion

1.1. Cromodinamica cuantica

En 1965, Moo-Young Han, Yoichiro Nambu y Oscar W. Greenberg propusie-

ron la existencia de un nimero cuantico adicional para los quarks con el fin de
solucionar el problema del barién AT*. A principios de los afios sesenta Gell-
Mann y Zweig predijeron que este barién estaba conformado por tres quarks
tipo «up» con espines paralelos, lo que contradecia el principio de exclusién de
Pauli.
Este ntimero adicional fue llamado posteriormente color y permite resolver el
problema del barién ATT; ya que ahora los quarks se encuentran en estados
diferentes, distinguibles por su carga de color. El desarrollo de estas ideas mar-
co el inicio de lo que ahora se conoce como cromodindmica cudntica, QCD por
sus siglas en inglés y es una de las cuatro fuerzas fundamentales que plantea el
modelo estandar.

La QCD es una teoria de gauge no abeliana y su grupo de simetria asocia-
do es el grupo de matrices 3x3 unitarias con determinante uno, SU(3) para
abreviar. Esta teoria asume las interacciones fuertes como el intercambio de 8
tipos de bosones, no masivos, eléctricamente neutros llamados gluones quienes
son los portadores de la carga de color y son analogos a los fotones en la electro-
dindmica cudntica (QED); con la diferencia que los gludnes interactian entre
si, lo que no pasa con los fotones ya que estos no estan provistos de una carga
eléctrica. Por supuesto, esto implica consecuencias importantes en la teoria.
Una de los principales propédsitos de este trabajo es el de dar una prediccion
aproximada a la generacién de la masa constituyente de los quarks (por causa
de interacciones fuertes) que tienen al «constituir» a los hadrones.

1.1.1. Libertad asintética

En 2004 se galardoné a tres cientificos norteamericanos con el premio nobel
de fisica, quienes descubrieron de manera analitica y usando teoria de perturba-
ciones que la interaccién fuerte disminuye cuando la distancia entre los quarks
tiende a cero; dicho de otro modo, cuando los quarks se encuentran muy cerca
unos de otros estos tienden a comportarse cada vez mas como particulas libres,
como si entre ellos hubiese ausencia de potencial, a este fenémeno se le conoce
como libertad asintdtica. Este es un fendmeno bastante peculiar, ya que es algo
que contrasta con otras fuerzas en la naturaleza, como la interaccion eléctrica é
la fuerza gravitacional, la cual, tiende a aumentar conforme la distancia entre
los cuerpos disminuye.

Los quarks, sin embargo, nunca se han observado como particulas libres, sino
que se encuentran siempre formando estados ligados (nucleones, piones, etc.).
Al aumentar la separacién entre dos particulas con carga de color opuesta la
intensidad de la interaccién fuerte aumenta a tal grado que la energia llega a



ser suficiente para formar un estado quark-antiquark.

Por otro lado, trabajos hechos en mallas (lattice) y Como consecuencia de la
existencia de dicho término de masa es que en las ecuaciones del grupo de
renormalizacién de Callan-Symanzik[4], en particular, la de la constante de aco-
plamiento fuerte se integra al profundo infrarrojo, lo cual, resulta imposible con
un propagador gludnico si término de masa.

Este trabajo es una primera exploracion a analizar que parte de la generacion
dindamica de masas de los quarks se puede describir simplemente con las ecuacio-
nes del grupo de renormalizacion para las masas deslizantes sin tomar en cuenta
el llamado «condensado quiral».

Palabras clave: Diagrama ropagador, libertad asintdtica, renormalizacion
) ) ) )
grupo de renormalizacién, generacién de masa.



2. Transformaciones de norma no abelianas

Consideremos una particula de Dirac en un campo cromo-electromagnético
externo, dicha ecuacién tiene la forma:

(iv"0, —m —gv*A,)¥(z) =0 (1)

Sabemos que bajo una transformacién de norma dicha ecuacién debe de man-
tener su forma, es decir, si hacemos el cambio

U(z) — V'(2) = U(2)¥() (2)
Az) — Al(z) (3)

con U(x) elemento del grupo SU(3)!, la ecuacién debe satisfacer
("0, —m — gy" AU (2)¥ () = Uz)(iv" 0y —m — gy"A,) ¥ (x) . (4)

Partiendo del lado izquierdo de (4) podemos conocer la relacién entre A’(z) en
funcién de U(z) y A(x) desarrollando ¢ igualando con la parte derecha

" 0u (U (2)¥(2)) — [m + gy" AU (2)¥(z) =
" (U (2)0, % (x) + 0,U(2)¥(x)) — [m + gy" AU () ¥(x) =
U(@)[iv" 0 — m]¥(x) + [i9"0,U (x) — gy AU ()] ¥ (2)
! .
=U(@)[iy" 0y —m]¥(z) — g7"U(z)Ap¥(z)
asi, notamos que el primer miembro de la parte izquierda se cancela con el
primero de la parte derecha, con lo cual dado que la ecuaciéon anterior es valida

para todo campo espinorial y para toda matriz v* tenemos la relaciéon buscada
para A'(z) ;

A (2) = U(2)Au(2)U" (z) + g(auU(x))U*(x) : (5)

Cabe destacar que en el anterior cdlculo se ha usado que las matrices U(x) son
unitarias? y que el mismo argumento vale para elementos de SU(N).

LGrupo de matrices unitarias 3x3, con entradas complejas y de determinante uno.
2esto es: UT(x)U(x) = 1, con lo cual U~ = UT.



2.1. Algunas propiedades de la libertad de norma

A continuacién vamos a probar algunas de las propiedades mas relevantes de
la ecuacién (5) también llamada libertad de norma. En concreto, demostraremos
que A, (x) puede elegirse hermitiana y con traza nula, ya que estas propiedades
se conservan ante la transformacién de norma (5).

Primero observe que

[U(2)Au (@)U (2)]" = U(@)[U(2) Au(2)]" = U@)Al(2)U(2)

entonces U(z) A, (z)UT(z) es hermitiano si y solo si 4, (z) es hermitiano.
El siguiente paso es probar que tienen traza nula, esto es facil si tenemos en
cuenta que la traza es ciclica®, entonces

To{U(2) Ay (@)U (2)} = Te{ A, (2)U (@)U (2)} = Te{Au(x)} =0 ,

lo cual se cumple si y solo si A, (z) tiene traza nula.
Ahora vamos a demostrar que el segundo miembro de la parte derecha de (5)
cumple con tener traza nula ser Hermitiana. Témese primero que U(z)UT(z) = 1
y aplique la parcial por ambos lados de la ecuacién, es decir, tenemos que:
U(2)0,(U" (x)) + 8,,(U(2))U" (z) = 0
— —U@3,U' () = QU (@)

con lo cual vemos que
[0, (U(a))U" (2)]" = i(~U(2)9,U" (2)) = i(8,U())U" (z) (6)

por lo tanto i(9,U(z))UT(z) es hermitiano. Vamos a probar que este término
tiene traza nula; usaremos la propiedad del determinante de U(z) en este caso
y vamos a escribirlo como elemento de matriz omitiendo el argumento «z», asi,
la expresion para el determinante de U(z) queda:

€ijk detU = eqrsUiqurUks (7)

, donde €51, es el tensor de Levi-Civita,* U;; denota las componentes de la
matriz U(z), entonces queremos probar que

Tr [(G#U(x))UT(:E)] = (8/LUas)Us;1 =0 ) (8)

donde hemos supuesto suma sobre indices repetidos con (a, s) = 1,2, 3.
El siguiente paso es expresar el elemento de matriz U ! en términos del deter-
minante usando (2.1) y teniendo en cuenta que det U(z) = 1.

3Tr(AB) = Tr(BA)
43-tensor totalmente antisimétrico en tres dimensiénes



Multiplicando €;;; por la izquierda (2.1)

€iji€ijk = €ij1€qrsUiqUjr Ugs
201k = €iji€qrsUigUjrUgs

2U ik = €ijieqrsUigUjrdsa
20U, = €ijieqraUiqUijr

1
—1
- Ula = ieijleqranqur )

donde en lo anterior de la primera a la segunda linea se ha usado que €;;€;5 =

205, y de la segunda linea a la tercera se multiplico por Utﬁcl y Utﬁcl Uks = 0gs-
De esta forma podemos sustituir el resultado anterior en (8):

Tr[(@HU(I))UT(I)]=(8MUCLS)U;11Z%Gijsﬁqraﬁu(Uas)Ui Upr 5w (9)

veamos ahora la tltima igualdad de (9), notamos lo siguiente:

6ijseq’r‘a(8;1,1]115)Uviq[]jr 5<—>—q> €ijq€sra (aMan)UisUjr

1
€ijq€sra(8uan)UisUjr u} Eajqesri(auUiq)UasUjr )
se puede hacer lo mismo intercambiando a <— j y s «— r; es decir, podemos
intercambiar indices mudos de tal manera que podamos reconocer la tultima
igualdad de (9) como la derivada de un triple producto. Entonces podemos
escribir que:

1 1 1
ieijaeqrs(a,uUas)Uiqur = §€ija€qrsap(UasUiqur)§ =
1 1
geijaau(equasUiqur) = Eeijaaﬂ(@ja det U) =0 5

pues como U(z) es unitaria, det(U(x)) = 1; entonces, €;;, det(U) = constante.
Entonces A, de la ec. (5) es hermitiana y tiene traza nula® si A4, tiene esas
mismas propiedades. Por lo tanto es combinacién lineal de los generadores
Au(z) = Af(z)T%(z). El argumento anterior se presenté para dimensién =
3; en general, para el caso de N dimensiones basta considerar la expresion del
tensor de Levi-Civita como:

€ivigin AU = €50y Uiy Uiy - Uinin

para demostrar que AL(m) tiene traza nula en N dimensiones.

5Estas son propiedades de los generadores. No de los elementos de SU(N).



2.2. El grupo SU(N)

Vamos a hablar ahora del grupo de matrices unitarias NV x N con entradas
complejas y de determinante uno 6 como se conoce comtunmente, SU(N).

SU(N) es lo que se conoce como un grupo de Lie 6 grupo continuo, por continuo
entendemos que los parametros que identificanun elemento del grupo toman va-
lores continuos. Por ejemplo, el angulo de rotacién en un circulo puede tomar

diferentes valores como: 0,1°, 0,11°, 0,11991°.... . En contraste con las reflexio-
nes, por ejemplo, donde no hay una transformaciéon continua dada por algin
parametro.

Una observaciéon importante de la teoria de Lie es que pueden haber elementos
del grupo que sean «parecidas» a la identidad; cosa que no pasa con los grupos
discretos, como por ejemplo, las reflexiones, donde, en ausencia de transfor-
maciones continuas no hay elemento del grupo parecido a la identidad. Con-
sideremos las simetrias del cuadrado®. Si hacemos una rotacién de 0,0000001°
alrededor del origen, practicamente no hemos rotado el cuadrado, pues este se
verd igual que como estaba al principio, entonces esta rotacién es similar a la
identidad (=rotacién por 0°); pero no entra en el conjunto de simetrias del
cuadrado. En contraste, una rotacién de 0,0000001° si resulta ser una simetria
del circulo. El grupo de simetria del circulo es continuo por el parametro que
escogemos (el dngulo de rotacién). matemédticamente, sea I la identidad y sea g
un elemento «parecido» a la identidad que escribimos como

gle)=1T—1ieX

donde siempre entendemos que € es muy, muy pequeno y X un objeto al que
llamaremos generador. Una transformacién infinitesimal como la anterior al apli-
carse a un objeto apenas cambia algo; sin embargo, si repetimos una transforma-
cién infinitesimal muchas veces podemos obtener una transformacion finita. En
una rotacién, por ejemplo, muchas rotaciones pequenas producen una rotaciéon
completa, esto se escribe de la siguiente manera:

(I —ieX)(I —ieX)...= (I —ieX)F |

donde k es la cantidad de «mini» rotaciones. Sea € el angulo completo de rotacion
de nuestro objeto; vamos a dividir este angulo en N partes iguales tales que
e = /N << 1, entonces, para tener una rotacién completa nos vemos motivados
a considerar el limite cuando N — oo de las pequenas rotaciones, es decir

0 ,
h(O) = lim (I-i-X)NV =e ¥
(6) = Jlim (I ~imX)
En cierto sentido el objeto X genera la transformacién finita h, esta es la razon
de llamarlo generador, la ecuacién anterior se llama mapeo exponencial el cual
es de especial interés para SU(N).

6Son aquellas que dejan el cuadrado invariante, es decir, rotaciones al rededor del origen
por 90°,180°,270°,5 0°.
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Dado el grupo de Lie, uno puede definir su dlgebra de Lie su(N) formado
por aquellos elementos X tales que e”**X € G con a € R, formalmente los
elementos X forman un espacio vectorial real. Para el caso especial de SU(N)
definimos los generadores como T', entonces todo elemento U € SU(N) puede
escribirse como U = e T donde o = a1T' + aoT? + - -+ 4+ a,, T™ y los ele-
mentos 7% a = 1,2,...,m son la base del espacio vectorial real. Ahora queda la
pregunta: jHasta donde llega m?, es decir, ;Cudl el la dimensién de su(N)?.
Antes de contestar esta pregunta debemos conocer las propiedades de los gene-
radores, estas propiedades las vamos a deducir a partir del mapeo exponencial
y de las propiedades del grupo SU(N).

1.- la condicién de que det U = 1 implica que
det U = det (e_iO‘T) = eteTr(T) L g
= Tr(T)=0 ,

TrA con A una matriz. es decir, las

donde se ha usado la férmula det (eA) =e
matrices T tienen traza nula.

2.- que las matrices U sean unitarias, es decir; UUT = 1, implica

UUt = emioT (gm0t = eiaT jiaTt _ ia(=T+T") 1 ¢

—=T=T"
donde se us6 que (e?)’ = e?', con A una matriz. Esto es, las matrices T son
Hermitianas.
En concreto tenemos que los generadores son matrices Hermitianas de traza
nula. Ahora podemos conocer la dimensién del dlgebra de Lie.
La dimension es igual al nimero de parametros libres independientes que se
necesitan para parametrizar los elementos del grupo de Lie correspondiente.
Una de las formas de contar estos pardmetros es como sigue: Las entradas de la
diagonal son reales (por ser matrices Hermitianas) éstas son N, més, la cantidad
de elementos en un bloque triangular multiplicado por 2 (pues éstas son entradas
complejas). Por tltimo, la condicién de la traza nos quita un grado de libertad,;
por lo tanto, la dimensién de su(N) es:

N(N -

dim(su(N)) = N + 2 b _ 1=N?-1 . (10)

2.3. Calculo del factor (7°7T%)4p

Un importante resultado es el de demostrar que

NZ -1
TT*) ap =
( )AB 5N

0AB (11)
es decir; la matriz N x N obtenida al multiplicar un generador del grupo consigo

mismo y sumando sobre todos los generadores es proporcional a la matriz iden-
tidad. Antes de demostrar este resultado vamos a definir algunas propiedades de

11



los elementos T El grupo SU(N) en general es no-abeliano, esto quiere decir
que los T* no conmutan; ademéas pedimos que la base sea ortonormal. Entonces
definimos.

1
tr(TT?) := §5ab (ortonormalidad) (12)
[T%, T :=ifu.T¢ (grupo no— abeliano), (13)

Donde fu5c son constantes reales llamadas constantes de estructura de grupo y
es evidente que fupe = — foac. Bl primer paso para demostrar (11) serd probar
que fqpe €s totalmente antisimétrico; es decir, vamos a probar que fope = — fach-
Considere tr([T%, T*]T¢) y aplique la definicién (12), luego

1 .
tT‘([Ta, Tb]Tp) = tT(ifadedTC) = Z-fabdtr(TdTC) = ifabd§6dc = %fabc

= %fabc =tr([T%,T°T°) (14)

de esta forma logramos escribir fu;. en términos de la traza. Entonces considere

2 Jabe % faen = tr([T*, TT) + tr([7%, TIT*

)
tr(TT°T — T°T°T°) + tr(T*T°T® — T°T*T")

tr(TT°T) — tr(T*TTC) + tr(TTT®) — tr(T°TT®)
tr(T*TT¢) — tr(T°T*T¢) + tr(T°T*T¢) — tr(T*T°T¢) = 0,

donde se ha usado que la traza de una matriz es ciclica’, con lo cual se concluye
que fape = — fach- El siguiente paso es demostrar que [T%7,T?] = 0

[TaTa, Tb] — TaTaTb _ TbTaTa + TaTbTa _ TaTbTa —
TT, T + [T, T T = i fapeT T + i fop TT* =
ifabcTaTC - ifcbaTCTa =0 ,
para toda T? elemento de la base de su(N); esto es, el operador T%T conmuta

con todos los generadores. Donde se ha usado de la segunda a la tercera linea
que fqpe es totalmente antisimétrico. De este tltimo resultado se deduce que:

(TaTa)AB = a5AB . (15)

El siguiente y ultimo paso sera calcular a con lo cual llegaremos al resultado de
(11).

"tr(AB) = tr(BA)

12



De (15) tenemos que;

1 1 1
[T = S0 =5 > L=5(N*~1) (17)

entonces, igualando (16) y (17)

(18)

que es lo que se queria.

13



2.4. Propagador para la ecuacién de Dirac

Se busca una solucién a la ecuacion de Dirac como funciéon de Green, es

decir: B
(i7", — m)G(Z,t; To, to) = 163 (T — T0)d(t — to)

(19)

donde usaremos la expresién de la funcién delta como transformada de Fourier[5]

definida como

4
2w ’

160G (& — 20)d(t — tg) = i6W (x — xg) = z/
entonces, proponemos la solucién para G de la forma

=1 d* o "
G(x,t;z0,t0) :/ﬁg(lﬁe—wﬂi—%)

lo que sigue es encontrar G. Entonces, sustituyendo en (19) tenemos

o d4p —ipy (x—xzo)*
o aM_m)/(27r)4g(p>e pulemeo)

4
—/(;Z:;ng(p)(z‘»w(ip#)m)eipu(mzo)u

d4 —ip, (x—xo)* ! . d4 —ip, (x—x0)*
:/(27:))49(11)(?—771)6 Pu(@—a0) ;z/ﬁe pule=mo)”

entonces podemos escribir G como:

{ ptm
= =1
p—m p2 — m?

G(p)

)

insertando en G(z,t; zo,to) tenemos la solucién que buscdbamos

~ 4 + } B
g(ﬂ?,t;l‘o,to) :/ d P ( p m )e_lpu(z—fo)

@mi \'p2 —m?

14
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2.4.1. Propagador para una particula de Dirac en un campo cromo-
electromagnético externo

En un campo cromo-electromagnético externo A, la ecuacién de Dirac toma
la forma:
(" (O +igAp(2)) =m)¥(z) =0, (25)

donde g es la constante de acoplamiento de la interaccién fuerte®.

De manera similar a el subcapitulo anterior se buscard una soluciéon como fun-
cién de Green para esta ecuacion, es decir;

(7" (0 + ig Ay () = m)G (, 20) = i6') (& — o)
= ("0 — m)Gy(w, w0) = 16 (x — 20) + g7 Au(2)G™M (,20) ,  (26)

teniendo en cuenta la solucién en forma integral de (24) podemos expresar DSA)
como

G (2, 20) = Gy, 20) + / d*2G(@, 2)(~igy" Au(2))GYV (2, 20).  (27)

Se buscan soluciones iterativas en potencias de g de la ecuacién anterior tal que

~éA) (z,20) = Gy(,20) + O(g). Para la primera iteracién tenemos

géA) (z,20)

= Gylx,z0) + /d4zg~q(w»Zl)(—iQV”Au(z))gq(Zh300) +0(¢%), (28)
para la segunda seria

géA) (z,20)

= Gy 20) + / 042G, (2, 21)(—ign™ A, (2))Gy (2 20)

b [tz [ dady o) (i A, ()G o, 20)
X (—igy" Au(21))Gq(21,70) + O(g%).  (29)

Estas soluciones representan los propagadores de una particula de Dirac que
interactua con un campo cromo-electromagnético externo una o dos veces res-
pectivamente. El punto donde ocurre esta interaccién se llama «vértice».

8Esta interaccién se entiende como la existente entre el campo gludnico y el campo fer-
midnico de los quarks, los cuales son los tinicos que participan en las interacciones fuertes
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La ecuacién (29) representa el proceso dispersivo del quark pasando por dos
vértices, tres y asi sucesivamente dese un punto x hasta z, sin embargo, hasta
el momento se sobrentiende que esto es para un quark, por lo que deberiamos
escribir la ecuacién anterior considerando las caracteristicas del mismo. Empe-
zando por el propagador tenemos que podemos escribir Dy (z — 2¢) en términos
de el propagador del electrén® de la siguiente forma

QQ(I7:E0) — ng(l’,Io) = ge(zaxo)(;AB ) (30)

donde A, B = 1,2, 3. Son los indices del grupo SU(3). El campo cromo-electromagnéti-
co A, () se escribe en términos de los generadores de grupo como

Ap(e) = AL(x)T* (31)

donde T'* son los generadores del grupoy a = 1,2,---,8. Con esta informacién
la ecuacién (29) puede escribirse como:

GAP (2, o)
— G (2, m0)0% + / 042G, (1, 7)€ (1#(~ig(T*)c:p) A2 (2))Ge (2, 0) 5P
+ / a2 / 041G (2, 22)54C (47 (—ig(T*) e p) A (22))Ge (22, 21)6PF
X (7 (~ig(T*) pr) AL (21))Ge(21,20)67 B + O(g%).  (32)

El termino —ig(T®)cpy* lo identificamos como el vertice de la interaccién entre
el quark y el gluén.

9Una forma més explicita del propagador del quark en términos del propagador del electrén
se dara en el siguiente capitulo
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3. Diagrama de auto-interaccion en QCD

Antes de empezar a calcular el diagrama correspondiente a la auto-interaccion
del quark en D dimensiones, establezcamos los correspondientes propagado-
res del quark y gluén. Para esto, es 1til conocer los propagadores del electron y
foton respectivamente. Para esto definamos las siguientes funciones:

 Pptme
Ge(p) = o (33)
2
AP 77#1/ - pupu
g p = \—l)——F— 5 34
1) = (g (34
donde, 190 = 1,m;; = —di;54,7 = 1,2,3 (cero en todas las otras entradas). Los

propagadores del electrén y fotén que se propagan de 0 — x se definen como la
transformada de Fourier de las funciones (33) y (34) respectivamente, es decir:

D
ge(x,()):/ d p 'me—ip'm , (35)

@2m)D P2 — m?

. . de . p277uu — PuPv _ip.x
gf(x,o)_/(%)[)(—z) e (36)

Definimos los propagadores del quark y gluén masivo (mg # 0) como:

GAB — G 517 (37)
Gob = Gpo®t (38)

donde, 4,B=1,2,3y a,b=1,2,...,8 son los indices de color'®. Ademé&s cam-
biaremos de aqui en adelante los subindices e y f por g y g respectivamente.
El proceso de auto-interaccién de un quark «libre»!! consta de tres partes:

1.- La propagacién del quark desde un punto fijo z; hasta un punto arbitrario
Z1.

2.- La emision de un gluén en el punto z; y la propagaciéon de ambas particulas
hasta otro punto arbitrario zs.

3.- La absorcién de un gluén por el quark en el punto z; y la propagacion de
éste ultimo hasta un punto fijo x5.

Este proceso se puede representar con un diagrama de Feynman como el de la
figura 1.

10Aqui A Y B representan los indices de grupo, mientras que a y b son los indices de los
generadores

1 Entiendase que los quarks no se encuentran libres como en el caso de los electrones, pero
debido a la libertad asintética podemos pensar que estos no estan sometidos a ningtin potencial
dentro de los hadrones.
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P-q
»

Figural: Diagrama de auto-interaccion

La amplitud de probabilidad de que este fenémeno ocurra esta dada por:

[ [ P22 (616, 2,2))
X ((—ig(Ta)CD)(’7“)7665(%(227Zl)gg,bﬂu(z%Zl)(_ig(Tb)EF)(’VV)CbG)
x (Qgg(zl,xl)) . (39)

esta expresion se puede obtener reemplazando el iltimo termino de la ecuacion
(32) los factores A, (22) y A, (21) por el propagador del gluén. Claramente z; y
zo son totalmente arbitrarios, por esto es que integramos sobre todos los posibles
posiciones de los vértices en el espacio-tiempo. La meta principal es calcular la
auto-interaccion; es decir, el término entre paréntesis central de (39). Es por
esto que hemos dividido el diagrama en tres partes, las cuales discutiremos a
continuacion.

Primero, los propagadores libres; es decir, el primer y dltimo paréntesis de (39)
tienen la siguiente forma:

~ dP (P, +mg)a
gég,y((ﬁQ,Zg) :/(27;[)){)% pf q/oy

~ dez (?1 —|—mq)€ﬁ ip (o1 —
9556(217371):/(%)132 pz—mQ e~ ipir(z1—z1) §FB (41)
v q

e—ipf-(azz—zz)(sAC , 40
v .

Los subindices en las integrales (40) y (41) estdn indicando momentos final
¢ inicial. No confundir v como subindice con las matrices de Dirac.
Ahora escribimos el término central de (39) teniendo en cuenta que el momento
del gluén y del quark que se propagan de z; a 29 es q y k respectivamente,
entonces;

N . ap dPk o (F+m2)se (PN — quav
GD5 (22, 21)G80,, (22, 21) :/ qD/ 5 (= 2)( 2 2q) ¢(2 17“2 5 )
’ ’ (2m) (2m) q*(k* —m3)(¢* —m3)

x §PEgabemizlatk) miz-(—a=h) (49

por ultimo, haciendo las contracciones de los indices de color obtenemos un
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término multiplicativo global, el cual, para SU(N) es:

cp = 5AC(_Ta)CD(SDE(Sab(_Tb)EF(SFB _ (Ta)AD(Ta)DB — (TaTa)AB
N2
- 2N

Sap . (43)

Multiplicando las ecuaciones (40),(41) y (42) se puede integrar sobre todas las
posibles posiciones de los vértices juntando las exponenciales, es decir

//dDZ2dDzle—izl'(_q_k+[1i)e_iz2‘(‘1+k_pf)e_ipf'$26ipi'l'1 —
(2m) P8P (—q =k +pi) (2m) 6P (g + k — pyple P2 (44)
esta ecuacién es distinta de cero si y solo si p; = ¢ + k = py; lo que se conoce

como la conservacidn de energia momento. Entonces podemos reescribir (39)
como

(2m)P" pF —m2
2
dP AP Je( M) e (—i 2 (B4 mg)og (@ Nuw — auav) (=2
x [ @0 [ aP kst et G ) i)
D
x/ i '(pi+mq)eﬁe*ipf‘(rzfml)5(D)

(2m)P ! p; —m32

(—q—k+p)dP(g+k—py) .
(45)

gracias a las deltas podemos deshacernos de dos de las integrales, las integrales
sobre sobre p; y sobre k desaparecen, entonces:

/ dPp Z.(]H Mq)ay
(2m)P" p? —m?2
qu m (7) - 54 + mq)5¢(q277/w - Q/LQV)
8 / &P " @ — g — md) (@ —m2)
Z,Lp‘f'mq)e,@’ e*ip'(mzfﬂcl)
p?—m

('YV)¢€(7ig)20f
(46)

Z(P + mq)eﬁ
p?—mg

:/ de .(p+mQ)a7€—ip(x2—$1)
(

2mD° p? — mg [(_i920f>2/] (47)

donde se omiti6 el subindice f de p. Denotaremos al término entre corchetes
como —i¥ = —ig?cyY/, donde ¥ la definimos como la auto-energfa.

19



4. Evaluacién del diagrama

En este capitulo vamos a calcular i¥’. Primero, trabajaremos el numerador
de dicha expresién al hacer la reduccién tensorial'?, hasta tener una expresién
mas manejable; el numerador es:

(7”)%5(% + mq)ée(q277uu = 4uq) (V" )ep
= QQ(’YM%’YM)W + mqqz(v’”%)w - (ﬁkﬁ)w - mq(M)w ;. (48)

vamos a usar las siguientes propiedades:

YoYu + VYo = 20w (49)
Vv =D (50)

dk + kg = 2(q - k) (51)
44 = ¢ (52)

En el primer término se usa (49) haciendo f = k”~,; para el segundo término
se usa (50), para el tercero (51) y se usa (52) para el dltimo. Con esto llegamos
a que (48) puede escribirse como:

(3= D)g*k —2(q - k)g + (D — 1)mgq’]ye =
(D —1)¢°¢ —2(q-p)d + (3 = D)Pp+ (D — 1)meq®lys , (53)

donde se hizo el cambio k — p — q. el resultado en (53) era lo que se buscaba
para el numerador de Y, el cual escribimos como

i / dPq ((D—=1)¢’¢ —2(q-p)¢+ (3— D)g*p + (D — 1)myq?
) (@2m)P ?((p— @) —m2)(¢®> —m2)

)

(54)
a partir de ahora vamos a trabajar con el denominador, sin embargo, por cues-
tiones de eficiencia no vamos a escribir el numerador en lo que sigue (ya que
no afectard en los célculos). Dicho denominador puede separarse por fracciones
parciales de la siguiente manera

/ dPq 1
2m)P ¢*((p — 9)* —m2)(¢? — m2)

I 1 1 [ dPq 1
-mg / 2m)P ((p = @)* —mg)(¢*> —m3) mj / @mP ¢ ((p—q? —m§)
(55)

notar que el primer sumando esta indefinido para ¢° = =+, /mg +32y® =

PP+ mE.

12Esto significa pasar de tener una integral con subindices y matrices gamma a una integrar
escalar.
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Analizando el primer factor de (55), a fin de calcular la integral en el plano
complejo agregamos la prescripcion ie; es decir

dPq 1
| e e TR @ - (56)

Aplicando la sustitucién ¢ — g+ 4 al denominador'® factorizamos estos térmi-
nos como:

p 2 9 . 0 po 2 B ﬁ 2 9 )
(q_i) _mq+26 = q _72 — (q_*2) _mq+Z€
0 P° P o_P P\?

(57)

Y el segundo término en el denominador de (56) se factoriza similarmente y
queda

2
(q-l—g) —mg—&-ie

0 =N 2 0 SN 2
:<q0+p2— (a+3%) +mg+m> (qo—i—p2+\/(q+g) +mg—m>

(58)
De las ecuaciones anteriores se reconoce que los polos son
qoz%o_ (cj—g)2+m3+in (59b)
qoz_p;— ((j+§>2+m§—|—in . (59d)

13Se dejard de momento el numerador de la integral y de trabajara al final
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La prescripcién in sitia los polos en el plano complejo.
Lo que sigue ahora, con el motivo de calcular la integral es, tomar una rotacién
de Wick; la cual estd motivada por el teorema integral de Cauchy-Goursat!4.
Para aplicar el teorema necesitamos «recorrer» los polos bajo ciertas condiciones
de tal manera que podamos tomar la integral sobre la frontera de una region
que no contenga polos; las condiciones para que esto se cumpla son:

0 =\ 2
Sl o=t o
p° 2% Po
Soy(a-5) +mi<o="T<m, (60b)
p° P2 Po
-5+ (q+§) +m§>0=>5<mg (60c)
p° P2 Po
5 (q+§) +my <0= T >-my (60d)

entonces para —2m < p° < 2m con m = min(my, mg) tenemos los polos ubi-
cados en el segundo y cuarto cuadrante, en especifico, (59a) y (59¢) quedan
ubicados en el cuarto cuadrante, mientras que (59b) y (59d) quedan ubicados
en el segundo cuadrante; con lo cual, nuestra curva cerrada es aquella que com-
prende el eje real, més el eje imaginario, mas los dos cuartos de circulo en el
primer y tercer cuadrante. Por el teorema de Cauchy-Goursat la integral (56)
sobre esta region es cero; luego, la suma de las integrales sobre los cuartos de
circulo al ser parametrizadas por Re?® se anulan al tomar el limite R — oo.
Por lo tanto, solo nos queda que la integral sobre el eje real es igual a la inte-
gral sobre el eje imaginario haciendo ¢° = —iq%, esta dltima es la mencionada
rotacién de Wick. La componente cero de (56) pasa a ser, pues, imaginaria, es

decir;
o —100 o
/ dg” = —/ dg° = Z/ dg', (61)
—00 100 —00

D 00 0 D—1~
— [t =i [k [ o @)

— 00

donde Q((¢°, @), p) es el integrando de (54)'°. Notemos que gracias a la rotacién
de Wick hemos pasado de la métrica de Minkowski a la métrica Euclidiana, pues
los términos del denominador de (56) se convierten en

0\ 2 =2 0 2 =2
) p _ P .p _, b
(k) ~(a=5) =~ (=) - (=)
0 2 =\ 2 2
(@) - (g 2) = (g £ 22)
— (2 +22) — (L) =— (g2
<(IE 2) q 2 qdE B)

4 Este dice que si se tiene una funcién compleja f(z) tal que es analitica sobre una cur-
va cerrada I' y que lo es también dentro de la regién encerrada por esta curva, entonces
fF f(z)dz=0

151,a rotacién de Wick al numerador serd analizada después.
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donde se ha hecho la rotacién de Wick definiendo p° = —ip% 6. Los momentos

qr v pr representan los momentos Euclideanos.
Haciendo la sustitucién g — gr — 2£ podemos escribir
2

quE 1
1
/ 2m)P (g5 = 55)* +mG —ie)((gm + 55)* +m — ie)

dP 1

2m)P ((qe — pe)? + m2 —i€)(q3, + m?2 — ie)

hasta ahora se trabajé con el primer término de (55); para el segundo término, no
es posible encontrar valores para py de tal manera que todos los polos se ubiquen
en el segundo y cuarto cuadrante. Lo que se hace en este caso es agregar una
masa artificial en el segundo factor del denominador en el segundo término de
(39) a la que llamaremos my, de esta manera la integral se parece a la que ya
hemos calculado aplicando la rotacién de Wick; después, basta tomar el limite
mg — 0 de (63), con lo cual queda como

/ dPq 1 o / dPqp 1

0P (p- 92 —md ) @0)P (ae —pp)® + m2 —ie)qh —ic)
(64)

de ahora en adelante ya no es necesario utilizar la prescripcién ie.

Con el motivo de seguir simplificando las ecuaciones (63) y (64) vamos a intro-

ducir una férmula muy 1util, la cual, se la debemos a Feynman.

Férmula de Feynman

Sean Ap, As, ..., A, funciones reales 6 complejas. Sean oy, ..., a, nimeros
reales; entonces:

1 L, a

_ I, x?i_l
AP A [L T (e

(65)

1
))/ dxy - drpd(xy + -+ x, — 1)
0

16 A pesar que no se integra sobre pg la rotacién de Wick se toma, pues considerar valores
reales de pOE equivale a una continuacién analitica del resultado de la integral
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Introduciendo la férmula de Feynman en (63) con n = 2 haciendo A; =
(e —pE)* + m?] y A2 = q% + mg; esta se puede escribir como

z/ dPqg 1
(2m)P ((¢r — pp)* +m2)(af +m2)

B / /quE ((ge — pE)? +m2)1 (1—$)(QE+m2)]2

con Ay = (z — 2?)ph + am2 + (1 — x)mf]

Donde de la segunda a la tercera linea se expandieron los términos del deno-
minador y se hizo la sustitucién qg — g + xpg. Siguiendo los mismos pasos
para (64) llegamos a

dPq dDQE
/ @ (0= q? —m2 / dm/ qE+A2> - (67

con Ay = (z — 2®)p} + 2m?. Podemos escribir (55) como

/ / dDQE / / th]E (68)
m2 qE—i-A S om2 qE'i‘Az) '

De (68) teniendo en cuenta solo las integrales sobre ¢ cambiamos a coordenadas
esféricas, esto es;

dPqg 1 *dlge| - lgel” lge|””
aap |
2m)P (¢ + Ai)? 27T (A
- |(IE|
~ dlge| - |lgr qe| =
/0 5! lasl sl = M2

Para i = 1,2 y grandes valores de qg vemos que la integral diverge para D > 4.
Tomamos el numerador de (56) y aplicando la definicién de los momentos eu-
clidianos se tienen las siguientes relaciones

(69)

¢ = (") - = (~igp)’ — @ = —4% (70)

p-a=1"¢"—-q- ﬁ—@quE q-p=—pe-qE (71)

p=p" =0 —p-7=—ippy’ —ip- e = —ippve = —ip, - (72)
Donde se ha definido 7% = 4% y 4%, = —i7?. Con lo que podemos escribir el

numerador como

(D —1)¢*¢ —2(q- p)d + (3— D)g*p+ (D — 1)ymyq®
=i(D —1)qpd,, — 2i(pe - qu)d, +i(3 — D)qpp, — (D —V)maqz, . (73)
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donde es claro que las traslaciones ¢ — ¢ + 5 y qp — qr — 5 se cancelan.

Solo queda sustituir g — qg + zpg v (73) se puede escribir
i(D=1)(qe + 2pe)* (4, + 2p,) — 2i(pe - (4 + 2pE)) (4, + 2p,)
+i(3 = D)(ge + 2pg)’p, — (D — )my(qe + 2pp)?
=i(D = 1)(qkd, + 20a8PEd , + 2°Didy + T0EP + 20°EPEP ; + T PEP )
—2i(pe - qe + 2pE) (4, + 2p,,)

+i(3—D)(qp +22qppe + 2°ph)p, — (D — 1)mg(qs + 2xqepe +2°pp) = 7
(74)

entonces Y.’ puede escribirse como

iy — / dPq ((D - 1)(]2% —2(q-p)g+ (33— D)qu + (D - 1)mqq2>
)

2m)P ?((p— @)? —m2)(¢> —m2)

S A
m2 qE—|—A m2 qE—I—A2) ’

es muy importante que no se confunda esta ultima ecuacién con la auto-energia,
la cual, esta dada por X = gchE’7 que al mismo tiempo es consistente con la
definicién: —i¥ = —ig2cf2’. Recordar que A; no dependen de gg para i = 1,2
y que las integrales que tengan potencias impares de qg en 7 al ser evaluadas
en el intervalo (—oo, c0) se anulan por ser funciones impares'”.

Pasamos a coordenadas esféricas usando el cambio de variable que se hizo en
(69) y para simplificar la integral sobre los déngulos usaremos la férmula

dQp 2
/(%)D - (4mPPT(D/2)

y para la parte radial haciendo y = |gg|,

* diggllgs|” ™ 1 [ dyyP/2 ! (76)
2 A 2 2 ( + A)Q :
o (lael” +A) o WTA
A\ P/21
Multiplicando y dividiendo (76) por A; y (y+ ) para luego tomar el

A

cambio de variable x = i Y usando la funcién beta de Euler[5]

I'(a)T(b)

Bla,b) = /o de(l —z)' "1zt = Tath °

escribimos (76) como

}/Oo dyyP/?~1 _ A(D/z—l)lr(Q - D/2)I'(D/2)
2o (y+24)? 2 I'(2)

17esto significa f(z) = f(—x)

(77)
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Haciendo los mismos cambios de variable y usando las mismas férmulas los
términos con potencias pares en el numerador pueden escribirse como:

/°° dgpllae” lasl® _ 1\ ns2-)L(L= D/AL(D/2+1) -
0 (lgel* + A)2 2 I'(2) ’

Para el caso en el que en el numerador aparecen términos de la forma
(¢r)u(gr), se espera que la integral de como resultado una funcién de A; si
los indices i y v son iguales y cero si son distintos, dicha funcién es

dP (q8)y 1T (1-D/2 _

/ 4B (QE); (ge)v  _ o (1-D/ )AiD/z - (79)
2m) (Jge|” + A:)? 2 (4m)P/

Finalmente, escribiendo los términos cuadréticos restantes en el denominador,

sustituyendo las ecuaciones (77),(78) y (79) y usando que la funcién gamma
cumple que I'(1 4+ x) = 2T'(z) logramos escribir la expresién %’ como:

Y (p,mg,mq) = Z (W/o dx{(i(D - 1)x3p2EpE - QiIQpQEpE

+il3 = D)y, - (0 - Dmgas) (Do Al )
)
(

+(i(D = Dap, +i(3— D)p,, — (D — 1)m, <§F((ZW)3/22)A;;)/2_1>

—2ip (1 - D)z +1) (;F(zw)g/zz) AP 1) } . (80)
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41. D=4-¢

Lo que corresponde ahora seria considerar el caso fisico, es decir D = 4;
pero como vimos en la eq. (69) existe una divergencia. Lo que haremos serd
tomar D = 4 — e y hacer una expansién en serie para € << 1. Ademds, vamos
a introducir la unidad de masa a la que llamaremos k, esto a fin de absorber la
dimensién de la constante de acoplamiento g de la eq.(47). Para D = 4 — ¢ la
sustitucién correspondiente es: g — gr/2.

A continuacion escribiremos las expansiones en serie de los términos mas re-
levantes de (80). Para la funcién Gamma a segundos ordenes su expansién en
serie puede escribirse usando la férmula

r (—n—|— E) = (=D"

2 n!

; (81)

2 "1
E—’)/e‘i‘;%—FO(e)

siendo v, ~ 0,5772 la constante de Fuler-Mascheroni. Teniendo esto en cuenta
escribimos

D@~ D/2) = T(e/2) = 2 7+ 00
P(1— D/2) = T(—1 + ¢/2) = — (i et 1o (’)(e)) ,

para las funciones A y para la constante de acoplamiento, que en este caso es,
segin (47) la constante elevada al cuadrado quedan como:

D/2—2 —e/2 ¢
Aj/ :Aj / :lfiln(Aj)‘i’O(Ez)
— —€ €
AjD/Q 1:A; /2:Aj (1—§ln(Aj)+O(€2)>
B L L+ §n(dm) +0(e)
D/2 _ €/2-2 _ 2
(471') (4’/T) (47()2
9k = (L +eln (k) + O(e?))

recordar que

2

Ay = (z— 2°)p% + wmg + (1 — z)m;

Ay = (z — 2®)p% + xm3
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Teniendo en cuenta esto, podemos escribir la expresién (80) como:

_ 1+€1n A) i ;)f /Oldm{
(i(S — ) pip, — i2x2p%pE + Z(J6 Da’pip, — (3 - e)quQP%)
x (2 %) (1- tma))

+ (i(3 —Jap, +ile—1)p, — (3 - G)mq)

x (-e-pad - rna-Sna)

E/(p7 mgamq)

D=4—¢

. —Aj 2 €
—2ip, ((=3+e)z+1) ( 5 (6—’Ye+l)(l—21n(Aj))) } . (82)
De la ecuacién anterior vemos que hay algunas integrales que son faciles de

calcular, en particular, las que solo tienen como integrando a potencias de x y
factores A;, es decir:

2

—1 1
E ) /dxA /da:Al As) = /dxl—m

m 2

Jj=1
(83a)
2 _ 1 1 1
(—1)7-t 1 1 1
Z 3 / dzAjr = — dr(Ar — Ag)r = — [ (v — x2)m§ &
=1 9 0 g J0 g /0
(83b)

notar que en (82) la segunda linea solo tiene potencias de «x» como factores, los
cuales se anulan al tomar la suma sobre j siempre que no se multipliquen por
In (A;). Por otro lado, los términos proporcionales ap,en la cuarta y quinta
linea que sean multiplicados por A; y < ge anula; para ver esto, con51dere el

primer y segundo factor de la cuarta hnea de (82) que multiplica a A]7 esto
queda como

j=1 0

—2ip,. 1 1 —2ip, 6m§ 2m3
= gmg |:6/0 dI(Al—AQ)l'—Q/O d$(A1—A2):| = €m§ 6 - B

- Pea_n=0 . &)

donde se uso el resultado (68a) y (68b). Es por esta misma razén que los términos
proporcionales a p, A; y 2/¢€ se anulan en la sexta linea de (82).
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Otra integral facil de calcular es la que es proporcional a m, y %, ya que el
tnico factor que contribuye es el tercer término de la cuarta linea de (82), es
decir:

2 .

2 —1)—1 ! _ 2.6 2

- E %3-27)1,1/ dz; mq/ dx(A) — Ay) = g-3mq . (85)
0 0

2
€ my e my

Lo que sigue es calcular las integrales restantes, aquellas que son proporcionales a

In (A;), sin embargo, aqui no se incluiré el calculo explicito de dichas integrales,

vease [1, pag 55-58]; al hacer uso de estos resultados é implementar Mathematica

para reducir el dlgebra se llega al resultado final de la auto-energia

S (m2, m2,p®)
_ ey “erp mZp? (m2+p*—2m?2)—[3m (p? —m?2)+2mS+(m2+p*)®] In (my/my)
= 3272 m2p? gP Mg TP g g\P q g q¢TP g/Mq
2
2/.2 2 2 212 4y,.2 -1 r
+ (mg(p — mq) — (mq +p°)* + 2mg)r tanh <p2 n mg n mg)

+ (mi +p°)°1 <+1)}

3mgg?cs 2 4 MgMyg (m? —m2)
(2 (O

7”'2 7,2
p P+ my +my

con 7?2 = \/(p2 +m2 +m2)% — (2mgm,)?.

Sin embargo, introduciendo constantes adimensionales v = m?/m? y t = p*/m
se puede demostrar que

r2 s
tanh™ ' | ————— ) =tanh ' [ —— 87
an <p2—|—m§+mg) an (t—!—v—!—l) ’ (87)

donde s = \/(t + v+ 1)2 — 4v y entonces el resultado para ¥ puede escribirse
como:
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- —ig-crp

Y(v,t
(v, 32722

{t(v+t—2)+[3(t—v)+(v+t)3+2}1n(ﬁ)
+s((t—v) — (v+1)* + 2)tanh™! <H5+1> +(w+1t)>%n (Z + 1) }

3g%cymy 2 4 MMy 1—w s 1 s
- e———=+l 1 —tanh — ) 7.
@m?z e 3+n( K2 >+ ) Wt gtanh T
(88)
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5. Renormalizacion

La expresion del diagrama de auto-interaccién se puede generalizar si to-
mamos en cuenta todos los posibles eventos; primero la figura 1 muestra una
sola interaccién de un quark «libre» con un gluén, luego, tomemos el mismo
proceso repitiéndose varias veces y sumando cada auto-interaccién tenemos, en
el espacio de Minkowski:

7

G(p) = (—ig’cyX(m?,p%)

pompom n |
v —ig%er X (m?, p? v —ig2c; Y (m2, p? L
+¢_m( gPers( p))p_m( grer¥( P))p_er

3 p_zm}n . (89)

i
_ . 9 1o 22
— S itz )
p—m
n=0
es decir; para una auto-interacciéon hay dos vértices, para dos hay cuatro y asi
sucesivamente. A partir de ahora usaremos m para denotar la masa del quark 6
fermién, mientras que la dependencia de m4 no seré especificada por el momento.
Usando la serie geométrical® se puede escribir como:

3 ettt = L

p—mn:O p—m :l’j_m . 1+i920le(m27p2)1ﬁ*m
)
= 90
p—m— g%y ¥ (m?,p?) (90)
Sin embargo, como ya vimos, ¥'(m?, p?) = A(pQ)p + B(p?)m, entonces
)
G(p) = (91)

[1—g?c A?)lp — (1 + g2y B(p?)lm

De la ecuacién de Dirac, (i — m)y = (p — m)y = 0; vemos que el operador,
que en este caso es el inverso del propagador en el espacio de momentos tiene
un eigenvalor cero, esto si y solo si la ecuaciéon de Dirac correspondiente tiene
una solucién no trivial, lo cual ocurre cuando p? = m?; esto para el caso de
una, particula libre!?, para el caso del propagador con correcciones escribimos
i(X(p*)p — Y(p*)m)~" para algunas funciones del momento X é Y. La ecua-
cién de Dirac con correcciones es: (X(p2)f - Y(pQ)m) 1 = 0, la cual, tiene una
solucién no trivial siempre que [X (p?)]?p? = [Y (p?)]m?; nosotros queremos in-
terpretar esta solucién de manera conveniente a manera de escribir cantidades

18 n _ —1
Sart=(1-x)
19Cabe aclarar que en el caso de la QCD, los quarks no son particulas que se puedan
encontrar ”libres”, como si sucede en la QED con los electrones. Esto es con el propdsito de
motivar la renormalizacién solamente.
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desnudas?® en términos de las cantidades fisicas. Notar que:

i XYY@ )m . XE)p+Y(p*)m
X@)p =Y @ )m X@)p+Y@*)m [X@*)Pp* - [Y(p?)]Pm*

(92)

vemos que el denominador de la expresién anterior nos permite identificar que
para un valor especifico de p? existe una divergencia, dicho valor supondremos
que serd la masa fisica. De (92) veamos la analogia con (91), de aqui se sigue
que la ecuacién de Dirac, ([1—cpg?A(p®)]p — [1+cpg®>B(p?)]m)y = 0 tiene una
solucién no trivial siempre que

[1—crg? A(*)*p* = 1+ cpg° B(p*)’m* (93)

interpretamos que el valor de p? tal que se cumple esta ecuacién es p?> = M2, la
masa fisica.
La meta es expresar la masa desnuda en términos de la masa fisica, por lo que
tomando el denominador de (91) y calculando el eigenvalor cero correspondiente
obtenemos:

[1— g AM))PM? = [1 + g*cy B(M?)]*m?
1 — g%c; A(M?)

— M2 T
- " <1+g2ch<M2>

> ~ M(1 - gPer AM2))(1 — gPc; B(M?))
=M+0(5*) . (94)

En resumen, la teoria predice la masa desnuda del quark en términos de la masa
fisica mas correcciones de orden g¢2.

Como ya se sabe, la expresion del diagrama es divergente para D = 4, a manera
de disolver esta divergencia vamos a definir las cantidades renormalizadas, es
decir, finitas. Para el propagador, introducimos la constante de renormalizacion
Zy tal que la cantidad

Gr(p) = Z;'G(p) (95)

es finita. Para fijar Z,, introducimos la condicién de renormalizacién sobre Gr,
definida como:

Gr(p) i

pQEg\I/I? Tp-M (96)
p

de manera poco formal esto quiere decir que cuando nos acercamos mucho al
polo del propagador este se comporta como una particula libre de masa M.
De esta tltima condicién podemos encontrar el valor de Z,

Pp— M~ Zyl— 2c;A(M2)p— Zy[l + ¢y B(M?)]m
1
1—g?cpA(M?)

(97)

= Zy = M=2Z" m |, (98)

20Estas son aquellas que forman parte de los pardmetros de la teorfa tales como ”mz ”g”
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donde Z,,! esta dada por

Z—l _ 1 + g2ch(M2)

m T 2o AMR) (99)

las definiciones anteriores para Z, y Z, juntas nos conducen nuevamente a
(94), donde M cumple con (93). Por ultimo, la constante de acoplamiento re-
normalizada se define como

Zegr =9 . (100)

El siguiente paso es expresar el propagador renormalizado en términos de la

masa y la constante de acoplamiento renormalizados a segundo orden en g (sin
. < -1

entrar en discusién por ahora supondremos que Z; = Zy ).

Procederemos a sustituir las constantes de renormalizacién Zy y Z, en Gr
asumiendo terminos de orden ¢2; lo que nos lleva a considerar las siguientes
aproximaciones:

9* = gr(1 — c;g? A(M?))* = g3, (101)
v
1 — gher A(M?)
7 _ L= ghes AQMP)

™1 g%crB(M?)

— Zy = ~ 1+ ghep A(M?) (102)

~ (1= ghes ANM?))(1 = ghey B(M?)) . (103)

Entonces, el propagador renormalizado puede escribirse como:

Gr(p) =

{2001 = dhes AW~ 2011+ shes B0 x 1 HLE N |
= 2 2 2 i 2 2 2 » (104)
(1= gfer(A(p?) — A(M?))]p — L+ gher(B(p®) — B(M?))|M

de donde notamos que ahora el término proporcional a e~! en B(p?), que antes
era divergente para e — 0 se cancela con el correspondiente al restar B(M?), lo
que indica que el propagador Gr(p) es finito. Cabe mencionar que en la ecuacién
anterior del propagador A y B dependen tanto de p? como de m?, pero recordar
que podemos sustituir m por M en sus argumentos ya que estas difieren por
orden de ¢2, la cual ya aparece en el propagador multiplicando a A y B.
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6. Grupo de Renormalizacién

En el capitulo anterior, se hizo énfasis en expresar las cantidades «desnudas»,
lldmese G(p), g y m en términos de las cantidades renormalizadas, o sea, Gr,
gr v M; sin embargo, estas formulas son validas para un momento arbitrario
p. lo que haremos ahora es implementar las condiciones de renormalizacion a
cualquier escala, para mejorar la descripcién perturbativa de las funciones que
dependen del momento. En especifico, hablamos del siguiente grupo de funciones
de p:

m:M+(’)(g2)

9’ =9k
-1
Gr(p) = iQ{[l — gher(A(p?) — AM?))|(—ip) — [L+ grer (B(p?) — B(M2))]M} ,

Notar que el propagador renormalizado se ha escrito en espacio euclideano (es
decir, p —> —ip y multiplicamos por ¢ al propagador), esto es porque una
vez obtenidas las ecuaciones del grupo de renormalizacién, vamos a integrarlas
numéricamente para obtener los resultados en cualquier rango de momentos.
Nos vemos motivados, pues, a «generalizar» dichas ecuaciones para cualquier
escala de momentos, desde el infrarrojo, cuando p — 0; hasta el ultravioleta,
cuando p — 0.

Vamos a introducir una escala de renormalizacién arbitraria la cual vamos a
usar para variar en todo el espectro, la llamaremos p?. Ahora todas nuestras
cantidades deben de depender de esta escala y de las cantidades desnudas, es
decir:

gr = gr(u,m) (105)
Gr=Gr(D,9) ; (107)

entiéndase que Ggr representa el propagador renormalizado euclideano. Lo que
vamos a hacer es tomar la derivada con respecto a p? y multiplicar por 2, esto
para cada una de estas cantidades renormalizadas, y solo después de calcular
la derivada vamos a sustituir por las cantidades renormalizadas. Esto ultimo
funciona para las escalas a las que estamos trabajando. Comenzando por la
constante de acoplamiento, recordemos que Z,gr = ¢ donde Z, = ZJ b=

(1 — g*cgA(m, %)), entonces:

224 (9
du? dp? \ Z,
d 0
= u2—(gZ,)) = u2g—7
W (9Zy) = 1 95,2 w(m, g, )

d
MZdL/L}; = BO(Mngnu’)g% ) (108)
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donde al tomar la derivada m y g se mantienen fijas. Para la masa, se probd
en el capitulo anterior que podiamos llegar a la ecuacién (98) que relacionaba
la masa fisica con la masa desnuda a través de la funcién Z,,; esto se hizo
renormalizando a escala M, lo mismo se puede hacer pero ahora a escala u?, y
usando la aproximacién (103) podemos escribir M como:

M(p,m) = m[1 + g®cp(A(u®,m?) + B(p*,m?))] (109)

notar que ahora M no representa la masa fisica sino que es una funcién de la
escala al igual que gr. De igual forma hay que tomar la derivada con respecto
a p? y multiplicar por la misma, dejando g y m fijas

d d
2 — 2 2 2,2 2,2
I a2 () = mu e {g cr(A(p”,m*) + B(p*,m ))}

0
= ngchQaTﬂ (A(p?,m?) + B(u®,m?)) = Bm(M, p)g% . (110)
Para el propagador es algo similar, ahora la condicién de renormalizacién (95)
cambia, y queda definida para un momento arbitrario p
i? 1

e TP M(n) g M(n) (1)

1
Zy(p)

donde G(p) es el propagador desnudo euclideano?!. Similarmente, se procede
como antes, teniendo en cuenta que la derivada con respecto de pu no afecta al
propagador desnudo G(p), ya que este quedd definido para cualquier momento
p, entonces;

2. d (1 _(m dZy(p) _90) (2 d
e (z90) = (Z i) o = 765 (g m @)

- zi (f;)ng(u),M(u),m, (112)

G(p)

donde 7y es una funcién de que depende de las cantidades renormalizadas. Luego,
podemos «despejar» Zy

quiuzln(Zw)=7(gR(u),M(u),u) ,

dln(Z,) = L/;)d/ﬁ )
7

(7 )= / L

0

21En la seccién 4 tanto el propagador como la constante de renormalizacién Zy fueron
calculadas en espacio de Minkowski, sin embargo, haciendo los cambios correspondientes a
la rotacién de Wick al propagador, resulta que la constante no cambia siempre y cuando se
definan A y B como funciones reales.
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2
Zow) _ [y

Zy(mo) ’
de donde podemos fijar Zy (uo) seguin la condicién de renormalizacién, o sea, la
ecuacién (111) con pg en lugar de p. El propagador renormalizado «generalizado»
es entonces:

(113)

1

_(Ze)\ (G(0) ) _ 1L Zi%%m#,)’w#,)’#,)
(%(u)) (Zw(p)> ip+ M(p) - (114)

Ahora, una explicaciéon mas detallada de como se llega a la ecuacién anterior
utilizando el hecho de cambiar la escala de renormalizacién es como sigue: Las
cantidades desnudas de la teorfa no dependen de la escala u?, es por esto que
al tomar la derivada de la ecuacién (112), G(p) no depende de la escala, pero
segun la condicién de renormalizacion que relaciona el propagador desnudo con
el propagador renormalizado tenemos

G(p) = Zy()GrP, 1) = Zy(10)Gr(p, o) (115)

de donde podemos ver que existe una relaciéon entre propagadores renormali-
zados a diferentes escalas. Tomemos por ejemplo las ecuaciones (108) y (110);
ambas relacionan las funciones gg y M respectivamente a través de funciones
que dependen de la escala, estas son By y 8,,. En otras palabras, al resolver las
ecuaciones diferenciales para la constante de acoplamiento y la masa podemos
encontrar ggr y M, que en realidad dependen de la escala de renormalizacién
que hemos fijado (la cual llamamos pg en (113) pero después renombramos a p),
entonces tenemos una forma de relacionar gg y M a diferentes escalas de renor-
malizacidn, es este cambio de escala al que se refiere el grupo de renormalizacion,
de donde usando (113) llegamos a que

Gr(p, ) = 2(5;) )) Gr(p, po)

f ug W(M;)dﬂﬂ
= Gr(p, 1) = Gr(p, po)e’ #* ; (116)
luego, si hacemos py — p al propagador renormalizado de la derecha en la
ecuaciéon anterior obtenemos que este cumple la condicién de renormalizacién,
entonces Gr(p,p) = (ip + M(p))~' y de nuevo obtenemos la ecuacién (114).
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6.1. Generacién Dinamica de la Masa

En el capitulo anterior se encontré que para cada una de las cantidades re-
normalizadas existe una correspondiente ecuacion diferencial en donde variamos
la escala de renormalizacién la que definimos como 2. Estas ecuaciones estdn
dadas por (108) para la constante de acoplamiento gg, (110) para la masa M y
por (114) para el propagador Gg.

Para este trabajo solo se tomard en cuenta la ecuacién (110) y procederemos
a calcular los valores de M, notar, que M = M (mgy, gr) por lo que vamos a
fijar el valor de gr y mg. Después, para obtener una expresién valida en todo el
rango de momentos de p tenemos que considerar la expansién en series de (95)
tanto para momentos «pequenos» como para momentos «grandes»; entonces,
queremos analizar el comportamiento de la funcién??:

t%M(t, v) = mcfgzt%(A(t,v) + B(t,v)) = B (M, t)g% (117)

donde se ha usado la expresién en términos de variables adimensionales.??

Tomando el primer factor de (117) y haciendo la expansién a primer orden
para t << 1; lo cual se conoce como el régimen infrarrojo, se tiene?*:

0 t[(v—=1)(7v = 1) +In (v) — v(4 + 3v) In (v)] 9
A =t—A(t = 3
=t At 327%(v — 1) +0(5)
(118)
de igual forma para B se tiene que
0 3t[1 + 2vIn (v) — v?] 9
Bir=t—B = ; 11
TR tat (t:v) t<<1 3272 (v —1)3 - O(t ) 7 (119)

en resumen, cuando ¢ << 1 la funcién beta en (117) debe ser sustituida por

Mejg3(Arr(t,v) + Bra(t,v) - (120)

22En las ecuaciones que siguen la dependencia de la masa mg estd presente en las funciones
M, A y B; aunque esta no se indique explicitamente.

23Ver apéndice A

24Ge usé Mathematica para obtener las expansiones.
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La ecuacién anterior representa el comportamiento de la derivada de la masa
M (t,v) cuando el momento toma valores muy «pequenos» (que es lo mismo que
decir que t << 1), ahora, nos interesa saber el comportamiento cuanto ¢t >> 1,
esto se conoce como el régimen ultravioleta. Tomando el primer miembro de la
parte derecha de (117) y haciendo la expansién a tercer orden en potencias de
1/t se tiene:

0
Apy = t—=A(t
o ot &) t>>1
1

= 35123 (P4 —8H(5+90) +9(4v(4+50) —3) —12(4(4+3t) — 6tv+180%) In () +

108v°In (v)} + O (;) (121)

de igual forma para B

0
B =t—B(t
Uv ot (7?})

t>>1

- 32;2753{th_Qt(v_1)2+(1+”)(1+U(12+U))—2(t2(1+v)—4tv+6v(1+v))ln ()

1
+20(3 —2t+t*+3v)In(v)} + O(ﬁ> . (122)
entonces, cuando ¢t >> 1 la funcién beta de (117) se cambia por
MCfg%(AUV (t, 11) + BU\/(t, 1})) . (123)

El lado derecho de (117), y las ecuaciones (120) y (123) representan la derivada
de la masa para todo valor de t, o sea, para cualquier momento. Lo que sigue
es integrar numéricamente estas ecuaciones.
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Figura 2: Funcién de masa con pardmetros my = 0.3 GeV, g = 5 y diferentes
valores iniciales de m, medidos en GeV.

La figura 2 muestra la solucion a la ecuacién diferencial para la funcion de
masa, para esto se hizo t = e” /m?], de esta forma,; t% = % y con valores fijos de
mg v g. Notar que (Arp + Brp) — 0 cuando ¢t — 0, es por esto que cuando
t << 1 se tiene t-LM(t,v) = LM(z,v) ~ 0, en consecuencia, para valores
«pequenos» de t la masa se comporta como una funcién constante.
Por otro lado, en el régimen ultravioleta vemos que Ay — 0 cuando t — oo,
mientras que Byy — —3/(47)? cuando t — oo, es decir
2

19 0t 0) _ Moy (124)

ot oo 1672
para este caso vamos a analizar dos comportamientos diferentes, uno usando la
constante de acoplamiento deslizante y otro con la constante g fija. La constante
de acoplamiento «deslizante» esta definida por

g° «a @

1672 In(u2/A2)  In(tm2/A2)

(125)

donde « es una constante numérica. Integrando en este régimen por variables

separables tenemos
M ! t /
dM / dt
— = —3crx —_— (126)
v, M I ) I ('m2/A2)

haciendo el cambio de variable 1’ = In (#'m? /A?) tenemos que dr’ = dt'/t’
M dM’
Mo M/

T d,’,,l
)
,rl

= —3cra (127)

ro
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M T P\ e
In(-—)=-3c;aln(—)=In(— 128
— D(Mo) cra n(ro) n(m) ) (128)

de aqui podemos despejar M

(129)

3cra
MZMQ(TQ) ! :

r
donde se observa que M — 0 cuando r — 00, pero recordando que r =
In (¢)+In (mg /A?), entonces la funcién de masa decae cuando t — oo como una
potencia del logaritmo de t. De manera analoga a los calculos hechos arriba para
la constante de acoplamiento deslizante veamos el caso cuando g es constante,
entonces, de la ecuacién (124) llamemos a = 3c;/167? y aplicando separacién
de variables nos queda

Mam /t —ag?dt
t

vy M/ t ’
2
M t t\ v
In(—|)=—-a¢’n{—)=In(-—
- H<M0) “ n<t0> n<t0) ’
¢ —ag2 tO ag2
= M = M, (to> = M, <t> ; (130)

donde notamos que M — 0 cuando t — 0 como una potencia de t a diferencia
de (129) donde el comportamiento era logaritmico. La razén principal de que
hayamos introducido (125) es porque se ha observado que el comportamiento
de la funcién de masa para momentos grandes decae como una potencia del
logaritmo de t (ecuacién (129)) sin embargo, recordemos que en este trabajo se
tomé como fijo el valor de g, lo que nos lleva a que en nuestros resultados la
funcién de masa decrece como una potencia de ¢, o sea, nosotros obtenemos un
comportamiento como en (130) cuando t — oo.

Para diferentes valores de la masa del gluén tenemos las siguientes soluciones
dejando g y my fijos; para las graficas de este capitulo se escogié la escala de
renormalizacién pg =1 GeV.

La figura 3 muestra la funcién de masa para diferentes valores de my los cua-
les permanecieron «congelados» en este trabajo, es decir, la correspondiente
ecuacion diferencial para la masa del gluén no se resolvid, pero es importan-
te mencionar que su efecto es importante para la teoria y por tanto para el
comportamiento de la masa.
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Figura 3: Funcién de masa con diferentes valores de m, medidos en GeV.

mg = 0.005 GeVyg=5

La figura 4 muestra el comportamiento cuando mg y mg son fijas y variamos
la constante de acoplamiento g.
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Figura 4: Funcién de masa con mgy = 0.3 GeV y my = 0.005 GeV.
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7. Conclusiones

En este trabajo se analizé el proceso dispersivo mostrado en el diagrama de
Feynman de la figura 1, el resultado de dicho diagrama quedé en términos de
las cantidades desnudas m, g y mg, luego, a fin de encontrar una solucién para
la masa que fuera valida en un amplio rango de momentos se generalizé este
resultado, de donde obtuvimos las ecuaciones diferenciales para la constante
de acoplamiento y la masa del fermién, dicho sea de pasé estas son dos de las
ecuaciones de Callan-Symanzik aplicadas a una extensién masiva en QCD. En
otras palabras, se resolvié el problema de Cauchy

d
W g aM = Bu(M. 1)g,
M(IJ’O) =m .,

para diferentes valores iniciales de m asi como para valores aleatorios de la cons-
tante de acoplamiento g y de la masa del gluén mg,. La funcién beta, dada por
(110) se le tuvo que calcular la expansién en serie ultravioleta (u — o) é
infrarroja (. — 0), esto con el propédsito de integrar la ecuacién para un rango
amplio de momentos, lo cual se hace en el capitulo 6.1.

Un caso de particular interés es el llamado limite quiral, aquel en el que la con-
dicién inicial se fija en valores muy pequenios(esto es tomar el limite m — 0).
Resulta, que bajo esta condicion inicial no hay generaciéon de masa bajo ninguna
escala de renormalizacién! La razén de esto es sencilla, pues como se vio al inicio
del subcapitulo (6.1) 8,, o mg, por si no fuera poco, S depende de v la cual,
también toma valor igual a cero cuando m, = 0. Aunque en principio no se cal-
culé la funcién gr(p), se podria pensar que esta provoca que de alguna manera
tuviera un valor divergente en el limite quiral que resulte en una «generacién»
para la masa atn multiplicando por m,. La realidad es que esto no pasa, atn si
conociéramos la funcién para la constante de acoplamiento no habria generacion
de masa en este limite.

Cabe aclarar que esto no pasa en la naturaleza, pues si existe una generacién
de masa en este limite bajo otros formalismos.

La figura 5 muestra una grafica de puntos donde el eje «y» representa valores
de la masa M(p = 0) (medida en GeV) registrados para diferentes valores de
mgq en «x», es decir, se toma el valor minimo de M para alguna masa inicial.
Asi, vemos que a medida que m, toma valores mas pequeiios el valor de la masa
generada se acerca a cero.

El céalculo de la ecuacién de Callan-Symanzik para la masa del fermién bajo
este formalismo no resulta ser del todo compatible con los resultados obtenidos
en mallas(lattice), ver [6], esto se debe a que en este trabajo no se integro toda
la teoria. Para tener una descripcién que sea consistente con los resultados en
mallas habria que resolver todas las ecuaciones diferenciales de las cantidades
desnudas, es decir, no solo dejar «correr» la funcién de masa del fermion, tam-
bién, incluir la constante de acoplamiento, la masa del gluén y el propagador
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Figura 5: Dispersién de puntos de valores M(u = 0) vs mq.

renormalizado; recordemos que, al final del capitulo del grupo de renormaliza-
cién, la ecuacién (114) representa el propagador en términos de las cantidades
renormalizadas. En otras palabras, una vez obtenidos los resultados de la funcién
de masa, la constante de acoplamiento y la masa del gluén estos se sustituyen
en el propagador «generalizado» a manera de obtener una versiéon mejorada del
propagador, lo que lleva a mas resultados igualmente interesantes.

43



A. Apéndice A

A.1. Calculo de las derivadas de las funciones desnudas A
y B:

Cuando hablamos anteriormente del grupo de renormalizacion, qued6 pen-
diente el calculo de las derivadas de las ecuaciones (108) y (110), en particular,
serd 1til conocer las derivadas de las funciones desnudas A y B. Empezando por
A = A(p?,mgy, my), nos interesa conocer

d

/’LQTHJQA<M27m3am3) (Al)
donde:
A(:U/Za mga mq) =
1 )
32m2m2put {mguz(m§+”22m§)[3m3 (1 =m)+2mg+(mg+u*)*) In (mg /)
g

2
2/,2 2 2 212 4y,.2 -1 r
+ (my (" —my) — (my + p°)” + 2my)r-tanh <M2+m!2]+m(3)

2
I
q
En lugar de trabajar con las masas y la derivada de p? vamos a trabajar con las

variables adimensionales v y ¢, definidas como m3 / mg y u?/ mg respectivamente;
segln la ecuacién (88) podemos expresar A como

A(t,v) {t(v+t2)+ [B(t—v) + (v+1)%+2]In (Vo)

= 327242

+s((t—v) + (v + )2 + 2)tanh ™" (m‘:l) +(v+1)3n <z + 1) } (A.3)

donde s = \/(t + v + 1)2 — 4v. Luego, La derivada ;LQ#EQ pasa a ser

d dt d w? d d
2 2

t A4
du? dp? dt mz dt dt ’ (A-4)

de donde tenemos

d 1y
t&A(t, 'U) = 327‘[‘2 . t& t2 s (A5)

donde, {---} representa el factor entre llaves de (A.2) en terminos de ¢t y v.
Entonces, nos queda:

1 10 -2 1 10 2
327r2t{t26t{m}+{m}t3}:327r2{t8t ...}_752{...}}, (A.6)

44



para conocer el primer factor de (A.6) serd 1til conocer algunas derivadas tales
como:

d 1
ﬁtanh (Q}') = m 5 (al)

d 9 ttov+1

= — 2 _ - -

7= B (t+v+1)2—4v . , (a.2)
0 1 s 1

Usando las relaciones anteriores llegamos a

0
5 -}

= {St +3[1+ (t+0)?]In (Vo) + (v +£)*[3In ((t/v) + 2)]

+5[(142(0 )5+ (t— ) + (+1)° +2) (t+ v+ D]tanh ™ <t++1) }
(A7)

sustituyendo en (A.6) y haciendo las simplificaciones obtenemos el resultado:

d
t—A(t
dt ( ,'U)

:327T21528{[_t4_t3(1+?1)+2(v—1)3(2+v)+t(5v3+v2+y_7)

+12(3 — v(2 + 3v))] tanh ™! (t+vs+1>

+% [2t(44t—20) — (443t +t> —6v—3tv* —20%) In (v)+2(t—2v) (t+v)* In (t + v)] }
(A.8)

Se procedera de forma similar para B. En términos de ¢ y v se escribe como

B(t,v)

-3 2 4 mgMmyg 1-v s -1 s
 (47)2 {% € 3—Hn< 4 k2 )+< t )ln(ﬁ)—l—ttanh <t+’u+1) }’
(A9)

usando las mismas formulas se puede llegar a que

d 3

tﬁB(t,v) = 3971 81> —5(2t+(v—1)In (v))}

{ [2((v—1)*+t(1+v))]tanh™! (t o
(A.10)
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