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Resumen

En esta tesis se realizaron estudios teóricos para comparar la velocidad de disolución en un

medio ácido de calcopirita pura y calcopirita con tres tipos de impurezas: As, Pb y Zn. El es-

tudio de las propiedades tanto estructurales como electrónicas se realizaron mediante cálculos

de primeros principios usando la teoría del funcional de la densidad (DFT), el método de ondas

planas y pseudopotenciales como están implementados en el software computacional Quantum

ESPRESSO (QE). Para cada especie atómica (Cu, Fe, S, As, Pb y Zn) se emplearon pseudopo-

tenciales tipo ultra suaves. Los parámetros de red de la celda unitaria empleada para el cálculo

fueron de: a = b = 3,70538 Å y c = 5,21341 Å [1]. La energía cinética de corte para las funciones

de onda fue fijada en 80 Ry. El funcional de energía de intercambio y correlación se aproximó

por el método de gradiente generalizado (GGA) en la parametrización propuesta por Perdew,

Burke y Ernzerhof (PBE) [2]. Para la integración de la primera zona de Brillouin se utilizó una

malla de puntos k Monkhorst-Pack [3] de 9 × 9 × 5 mientras que para la densidad de estados

(DOS) fue de 18× 18× 10. Para relacionar la velocidad en que se disuelve la calcopirita pura y

la calcopirita con impurezas, en un medio ácido, utilizamos la ecuación de Butler-Volmer junto

a la energía de Fermi obtenida a partir de cálculos de primeros principios.

Palabras clave

Calcopirita, DFT, Lixiviación, Propiedades Estructurales, Estudios de Modelado.
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Abstract

In this thesis, theoretical studies were carried out to compare the dissolution rate in a acid

medium of pure chalcopyrite and chalcopyrite with three types of impurities: As, Pb and Zn. The

study of the electronic properties were carried out by calculating first principles using the theory

of functional density (DFT), the method of plane waves and pseudopotentials as implemented

in the Quantum ESPRESSO (QE) computer software. For each atomic species (Cu, Fe, S, As,

Pb and Zn) ultra-soft pseudopotentials were used. The lattice parameters of the unit cell used

for the calculation were: a = b = 3,70538 Å and c = 5,21341 Å. The cut-off energy for the wave

functions was taken at 80 Ry. The correlation and exchange energy functional was approximated

by the generalized gradient method (GGA) in the parameterization proposed by Perdew, Burke

and Ernzerhof (PBE). For the integration of the first Brillouin zone, a Monkhorst-Pack grid of

9× 9× 5 k-points was used, while for the state density (DOS) it was 18× 18× 10. To relate the

speed at which pure chalcopyrite and chalcopyrite with impurities dissolve in an acid medium,

we use the Butler-Volmer equation together with the Fermi energy obtained from first principles

calculations.
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Introducción

El cobre se encuentra en la corteza terrestre en una gran variedad de minerales, como son:

sulfuros (combinaciones de azufre con algún otro elemento químico), óxidos (formados por oxígeno

y un átomo de otro elemento) y silicatos (uniones de silicio y oxígeno). De entre todos estos

minerales, la calcopirita (CuFeS2), un sulfuro de cobre, contiene entre el 70 y 80% de todas las

reservas de cobre en la Tierra [4]. Al ser el mineral de cobre más ampliamente distribuido, la

metalurgia extractiva del cobre es principalmente de calcopirita.

La recuperación del cobre a partir de los recursos primarios se divide en dos procesos diferen-

tes. El primero, llamado proceso pirometalúrgico, es usado en un 80% de la obtención mundial

del cobre [5]. Y el segundo, el proceso hidrometalúrgico, se emplea en un 20%.

Aunque los procesos pirometalúrgicos son ampliamente utilizados en la producción de cobre

a partir de minerales sulfurados (como se ha dicho, calcopirita principalmente); estos tienen

asociados una serie de dificultades, como lo son: un alto consumo de energía, un difícil manejo de

los subproductos y daños al medio ambiente, ya que el mineral es fundido a altas temperaturas y

en el proceso se libera dióxido de azufre (SO2) a la atmósfera. Se sabe muy bien que este gas es

el principal causante de la lluvia ácida [6][7], ya que es transformado en ácido sulfúrico (H2SO4)

al contacto con el agua (la humedad en el medio ambiente).

A la hora de recuperar el cobre, otro desafío que se presenta son las impurezas que pueda

contener el mineral, pues será necesario que reciba tratamientos especiales dependiendo del tipo

de elemento presente y de su concentración. Algunas impurezas son de mayor preocupación por

su toxicidad; por ejemplo, el arsénico y el plomo son tóxicos para la salud humana. Algunas otras

impurezas pueden causar efectos no deseados en la producción del cobre. Por ejemplo, el zinc,

reduce la recuperación del cobre en el proceso de fundición porque hace aumentar la viscosidad de

la mezcla [8]. Cuando la calcopirita contiene concentraciones en grandes cantidades de impurezas

como las mencionadas anteriormente, no es apropiado seguir la vía pirometalúrgica, se requiere

una tecnología alternativa para su tratamiento [9].

La hidrometalurgia es un conjunto de procesos para la extracción de metales a través de

medios físicoquímicos acuosos. Ha sido estudiada como una ruta alternativa a los métodos piro-

metalúrgicos. Sin embargo, el proceso hidrometalúrgico de la calcopirita presenta ciertas dificul-

tades, como una muy lenta cinética de disolución [10]. Además de que el mineral tiende a formar
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una capa pasivante que impide que el agente lixiviante entre en contacto con él [11]. Es de gran

importancia tanto económicamente (respecto al tratamiento convencional de pirometalurgia) co-

mo ambiental (reducción de gases toxicos [12]), desarrollar una tecnología de recuperación del

cobre mediante la hidrometalurgia. En la actualidad las técnicas modernas para la solución de

problemas complejos de física cuántica han sido escasamente aplicadas al entendimiento de este

mineral con fines hidrometalúrgicos.

Por más de tres décadas la teoría del funcional de la densidad (DFT) y la incorporación de

sus técnicas computacionales han permitido simular y describir, cada vez más detalladamente y

con mayor realismo a los sistemas estudiados. Las aplicaciones de esta teoría han sido de gran

beneficio en muchos campos de la ciencia así como en la industria, principalmente para predecir

y/o explicar propiedades tanto físicas como químicas de la materia.

En esta tesis se realizaron estudios teóricos con el propósito de comparar la cinética de

disolución en un medio ácido, de calcopirita pura y calcopirita con tres tipos de impurezas

añadidas y en concentraciones de 50 y 100%. Para el cálculo de la energía total, la energía

de Fermi y la densidad de estados de cada uno de los compuestos de calcopirita, se utilizó la

aproximación de gradiente generalizado (GGA) dentro del marco de DFT. Y con el objetivo de

comparar la velocidad de disolución de la calcopirita, se utilizó la ecuación de Butler-Volmer la

cual nos relaciona la cinética de disolución en un medio ácido (del mineral puro y con impurezas)

y la energía de Fermi obtenida mediante cálculos teóricos.
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1. Revisión de la literatura

En este capítulo se presenta la teoría que describe las propiedades estructurales, electrónicas y

cantidades medibles de un sólido. Los principales problemas que se presentan en la lixiviación

de la calcopirita (separación de un elemento presente en el mineral) se muestran en la sección

1.1. Las siguientes secciones, 1.2 a 1.10, muestran como partiendo de la mecánica cuántica po-

demos entender las interacciones entre átomos y moléculas. Luego, usando DFT (sección 1.11)

podremos obtener las cantidades medibles y observables de un sistema cristalino. Siguiendo con

la sección 1.12, veremos como los resultados de DFT pueden ser implementados en un progra-

ma computacional. Finalmente la sección 1.13, nos relacionará los resultados obtenidos mediante

cálculos teóricos y una ecuación conocida como Butler-Volmer, para poder comparar la velocidad

de disolución, de un mineral puro y con impurezas, mediante una corriente eléctrica.

1.1. Comportamiento electroquímico de la calcopirita

La extracción de metales por hidrometalurgia se lleva a cabo a través de reacciones en medios

acuosos. En estos procesos se usa un disolvente liquido (llamado agente lixiviante) para provo-

car la disolución de algún elemento presente en el mineral para posteriormente ser recuperado.

Dado que se trata de reacciones no espontáneas, es necesario imponer una corriente eléctrica

para producir la oxidación o reducción de los elementos en cuestión. En hidrometalúrgia, a este

procedimiento se le llama lixiviación.

Seguir la vía hidrometalúrgica para recuperar el cobre a partir de la calcopirita siempre ha

enfrentado problemas muy complejos de naturaleza química y electroquímica. En una sola línea:

es muy difícil la lixiviación de la calcopirita.

Uno de los principales problemas asociados a la lixiviación de este mineral es la pasivación.

La pasivación es el término utilizado para refererise a la formación de una película sobre la

superficie de la calcopirita, que evita que el agente lixiviante entre en contacto con el mineral,

lo que provoca la inhibición del proceso de lixiviación y por lo tanto una disminución en la

recuperación del cobre. A pesar de la cantidad de estudios dirigidos para comprender el fenómeno

de pasivación, no existe acuerdo general sobre el por qué de tal fenómeno; además la naturaleza

de la película aún sigue siendo desconocida. Algunos autores han propuesto que esa capa esté

asociada a productos de polisulfuro de cobre [13] [14], azufre elemental [15] o jarosita [16]. Aunque

no se conozca exactamente la naturaleza de la capa pasivante, sí parece muy probable que tenga

propiedades eléctricas cercanas a la de un aislante [17].
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En experimentos realizados para comprender el comportamiento electroquímico de la calcopi-

rita en medio ácido, se ha demostrado que la calcopirita exhibe distintas transiciones dependiendo

del potencial aplicado sobre su superficie [18]. En estos estudios se han tomado micropartículas

del mineral de un tamaño que oscila entre las 20 y 100 µm, para posteriormente ser disueltas en

soluciones de ácido sulfúrico (H2SO4). Los resultados (Figura 2) muestran que aplicando poten-

ciales a la solución, comprendidos entre un potencial llamado potencial de circuito abierto del

mineral (EOCP ) y 440 mV (potenciales siempre medidos respecto a un eléctrodo de referencia,

en este caso un eléctrodo de calomelanos SCE), la velocidad de disolución del mineral sigue un

comportamiento exponencial; a este intervalo de potenciales se le llama rango activo. En el rango

activo la recuperación del cobre es muy buena. Aplicando potenciales que varían de los 440 a

los 510 mV (SCE), la velocidad de disolución del mineral continúa, pero ya no sigue un com-

portamiento exponencial y la velocidad de lixiviación es desincrementada. Aplicando potenciales

más altos a 510 mV (SCE); la calcopirita experimenta efectos de pasivación y la velocidad de

lixiviación permanece muy baja, este rango de potenciales es llamado rango pasivo.

El objetivo de esta tesis es replicar, mediante cálculos teóricos, la parte exponencial que

reportan los resultados experimentales (Figura 2). Tomando calcopirita pura y añadiendo tres

tipos de impurezas, se va a comparar la velocidad de lixiviación, usando la ecuación de Butler-

Volmer y la energía de Fermi obtenida mediante cálculos de primeros principios.

Figura 2: Velocidad de disolución en medio ácido de la calcopirita reportada experimentalmen-
te [11]. En un rango de potenciales 310 a 440 mV (SCE) la cinética sigue un comportamiento
exponencial. A partir de los 440 mV (SCE) la calcopirita exhibe distintas transiciones.
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1.2. Postulados de la mecánica cuántica

La mecánica cuántica es una teoría axiomática porque está bien fundamentada en algunos

principios, axiomas o postulados.

Postulado 1. El estado de un sistema en mecánica cuántica está representado por una función

que depende de la posición y del tiempo. Dicha función se le llama función de onda y la denotamos

como Ψ(r, t) y debe cumplir: ser continua, con derivadas continuas y de cuadrado integrable.

Postulado 2. A cada magnitud física medible u observable A de un sistema se le puede asociar

un operador hermítico Â.

Postulado 3. Los únicos resultados al medir el observable A son los valores propios de Â.

Postulado 4. El valor esperado (o valor promedio) del observable A es 〈A〉 y se define como:

〈A〉 = 〈Ψ|Â|Ψ〉 =

∫
Ψ∗Â Ψ dr.

Postulado 5. La función de onda se obtiene resolviendo la siguiente ecuación:

Ĥ Ψ(r, t) = i~
∂

∂t
Ψ(r, t). (1)

1.3. La ecuación de Schrödinger

La expresión (1) es la ecuación fundamental de la mecánica cuántica y se le llama la ecuación

de Schrödinger. Ĥ es el operador hermítico asociado a la energía total del sistema. También

conocido como hamiltoniano. Es la suma del operador asociado a la energía cinética T̂ y el

operador asociado a la energía potencial V̂

Ĥ = T̂ + V̂.

En el caso de un electrón con una energía potencial V̂ = V (r) la ecuación de Schrödinger es:

(
− ~2

2me
∇2 + V (r)

)
Ψ(r, t) = i~

∂

∂t
Ψ(r, t).
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Cuando el hamiltoniano no depende explícitamente del tiempo, la función de onda puede escri-

birse como Ψ(r, t) = ψ(r)χ(t) y al sustituir en (1) se obtiene:

Ψ(r, t) = ψ(r) e−iEt/~,

y ψ(r) la podemos conocer al resolver la siguiente ecuación:

(
− ~2

2me
∇2 + V (r)

)
ψ(r) = Eψ(r),

Ĥψ(r) = Eψ(r). (2)

En la expresión anterior se postula que la energía total del sistema en el estado ψ(r) es E. Resolver

esta ecuación significa resolver un problema de valores propios donde ψ(r) es la correspondiente

función propia con su valor propio asociado E.

En todo lo que resta de este escrito y por comodidad, la ecuación (2) se le llamará la ecuación

de Schrödinger independiente del tiempo.

1.4. El problema de muchas partículas

Para encontrar las propiedades de un conjunto de átomos en el cual hay m núcleos y n

electrones interactuando debemos resolver la siguiente ecuación de Schrödinger:

Ĥψ(r1, . . . , rn,R1, . . . ,Rm) = Eψ(r1, . . . , rn,R1, . . . ,Rm).

Donde:

ri son las coordenadas del i-ésimo electrón.

Rµ son las coordenadas del µ-ésimo núcleo.

El operador hamiltoniano queda como:

Ĥ = −~2

2

[
m∑
µ=1

∇2
Rµ

Mµ
+

n∑
i=1

∇2
ri

me

]

+
1

4πε0

m−1∑
µ=1

m∑
ν=µ+1

e2ZµZν
|Rµ −Rν |

+

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

e2

|ri − rj |
−

n∑
i=1

m∑
µ=1

e2Zµ
|ri −Rµ|


.

(3)

Debido a la complejidad de Ĥ es necesario introducir aproximaciones para que adquiera una

forma más simple.
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1.5. Aproximación de Born–Oppenheimer

Siendo los electrones mucho más ligeros que los núcleos, se puede suponer que estas partículas

se mueven en una configuración de núcleos atómicos fijos, o lo que es lo mismo, la función de onda

del sistema completo ψ(r1, . . . , rn,R1, . . . ,Rm) se escribe como el producto de una función de

onda que describe a los electrones φ = φ(r1, . . . , rn), y otra, para los núcleos χ = χ(R1, . . . ,Rm).

ψ(r1, . . . , rn,R1, . . . ,Rm) = φ(r1, . . . , rn)χ(R1, . . . ,Rm).

Bajo esta suposición, la energía total del sistema es una contribución debida a los electrones y

otra debida a los núcleos: E = Ee +En. Entonces, es posible resolver por separado una ecuación

de Schrödinger para los electrones y otra para los núcleos.

La ecuación que describe a los electrones es− ~2

2me

n∑
i=1

∇2
ri +

1

4πε0

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

e2

|ri − rj |
− 1

4πε0

n∑
i=1

m∑
µ=1

e2Zµ
|ri −Rµ|

φ = Ee φ. (4)

Mientras que para los núcleos

[
−~2

2

m∑
µ=1

∇2
Rµ

Mµ
+

1

4πε0

m−1∑
µ=1

m∑
ν=µ+1

e2ZµZν
|Rµ −Rν |

]
χ = En χ.

Podemos considerar que en la ecuación (4) cada uno de los n electrones se mueve en el

potencial eléctrico, a veces denominado potencial externo Vext =
1

4πε0

n∑
i=1

m∑
µ=1

eZµ
|ri −Rµ|

, debido

a cada uno de los núcleos en posiciones fijas.

Resolver la ecuación (4) en la forma más precisa y eficiente ha sido un gran problema durante

muchos años en química cuántica y en física del estado sólido. Para ello se revisarán los siguientes

conceptos.

1.6. Espín

Uhlenbeck y Goudsmit propusieron que el electrón, además de su momento angular L̂ tiene

un momento angular intrínseco Ŝ = (Ŝx, Ŝy, Ŝz). El momento angular intrínseco, o simplemente

espín, no tiene análogo clásico por lo que no se puede obtener una expresión de operador de

espín por medio del postulado 2. Para introducir el espín a la teoría se añaden los siguientes dos

postulados:
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Postulado 6. Los operadores de espín son análogos a los de momento angular y cumplen las

mismas reglas de conmutación.

Por el postulado 6 los valores propios de Ŝ2 = Ŝ2x + Ŝ2y + Ŝ2z son:

(s+ 1)~2; s = 0, 1
2 , 1, 3

2 , . . .

Y los valores propios de Ŝz son

ms~; ms = −s, −s+ 1, . . . , s− 1, s.

Al número s se le llama espín de la partícula. La observación muestra que todos los electrones

tienen un único valor de s, que es s = 1
2 . Este número tiene dos valores para ms: + 1

2 y − 1
2 .

Postulado 7. Las funciones propias de espín dependen de la coordenada de espín, que se le

llamará genéricamente ξ. Para el electrón hay dos funciones α(ξ) y β(ξ) que son soluciones de:

Ŝ2α =
3

4
~2α, Ŝ2β =

3

4
~2β.

Ŝzα = +
1

2
~α, Ŝzβ = −1

2
~β.

Para describir más detalladamente a los electrones, debemos agregar una nueva variable a la

función de onda, llamada variable de espín y denotada como σ. Si un electrón se encuentra en el

estado de espín α o β (más comúnmente se le dice espín arriba o espín abajo), entonces σ = α o

bien σ = β. Entonces, escribimos tanto la variable de posición como la variable de espín de cada

electrón en los argumentos de la función de onda,

ψ = ψ(r1, σ1, . . . , rn, σn).

Recordémos que las partículas que tienen espín semientero (± 1
2 ,

3
2 , . . .) se llaman fermiones. Y

las partículas que tienen espín entero (± 1, 2, . . .) se llaman bosones.
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1.7. Partículas idénticas en mecánica cuántica

Si un sistema esta compuesto de partículas y todas tienen las mismas características y pro-

piedades físicas, decimos que son partículas idénticas. Por ejemplo un conjunto de electrones.

En mecánica cuántica no es posible distinguir partículas idénticas. Mientras en mecánica

clásica teníamos trayectorias en mecánica cuántica tenemos funciones de onda y las funciones de

onda pueden superponerse. Un ejemplo sencillo: dos partículas idénticas descritas por ψ1 y ψ2,

muy alejadas entre sí y de tal manera que sus funciones de onda no se superponen. Pero si las

partículas comienzan a acercarse, entonces sus funciones de onda comenzarán a superponerse.

En ese instante se puede determinar la probabilidad de encontrar una partícula, pero no se puede

saber cual partícula se ha detectado ya que a esa función de onda superpuesta contribuyen tanto

ψ1 como ψ2. Si fueran partículas distinguibles podríamos usar alguna de sus propiedades físicas

para distinguirlas.

Tomemos la función de onda de un sistema formado por n partículas idénticas y denota-

mos a esta función como ψ(q1, . . . , qn), donde qi = (ri, σi) es la coordenada espacial y espín de

la i-ésima partícula. Se puede afirmar que la permutación de las coordenadas de las dos par-

tículas i ↔ j representa el mismo estado del sistema. Entonces ψ(q1, . . . , qi, . . . , qj , . . . , qn) y

ψ(q1, . . . , qj , . . . , qi, . . . , qn) solo deben de diferir por una constante (compleja en general):

ψ(q1, . . . , qi, . . . , qj , . . . , qn) = eiαψ(q1, . . . , qj , . . . , qi, . . . , qn). (5)

Definimos el operador permutación o de intercambio P̂ij como el operador que intercambia las

coordenadas de las partículas i y j.

P̂ijψ(q1, . . . , qi, . . . , qj , . . . , qn) = ψ(q1, . . . , qj , . . . , qi, . . . , qn).

Haciendo un pequeño análisis podemos llegar a la conclusión que los valores propios de P̂ij son +1

y −1, esto implica que en la expresión (5), la constante eiα es igual a ±1. Según estos argumentos,

un cambio en las coordenadas de dos partículas idénticas dentro de la función de onda da como

resultado un cambio de signo en la función de onda. Si la función de onda no cambia de signo al

permutar las coordenadas de dos partículas, se dice que es simétrica y si cambia de signo se le

llama antisimétrica.

Se ha demostrado que para describir correctamente a los electrones, por ser un conjunto de

fermiones, su función de onda debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de las coorde-
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nadas de dos electrones:

ψ(q1, . . . , qi, . . . , qj , . . . , qn) = −ψ(q1, . . . , qj , . . . , qi, . . . , qn).

Si dos electrones i y j tienen las mismas coordenadas, es decir, qi = qj , entonces

ψ(q1, . . . , qi, . . . , qi, . . . , qn) = −ψ(q1, . . . , qi, . . . , qi, . . . , qn),

ψ(q1, . . . , qi, . . . , qi, . . . , qn) = 0.

Lo anterior significa que la probabilidad de encontrar dos electrones con mismo espín en el mismo

punto es cero. Este resultado se conoce como el principio de exclusión de Pauli.

1.8. Determinante de Slater

Para construir una función de onda antisimétrica podemos partir de una función de onda

aproximada construida como el producto de espín-orbitales. Un espín-orbital es una función de

onda de un electrón, conocido también como orbital espacial (o simplemente orbital cuando no

haya confusión) multiplicada por una función de espín. Escribimos la función de los electrones

como un producto de espín-orbitales:

ψ(q1, q2, . . . , qn) = ϕ1(q1)ϕ2(q2) . . . ϕn(qn),

Donde:

ϕi(qi) =

 ψi(ri) α(ξi)

ψi(ri) β(ξi).

Teniendo en cuenta que en cada orbital espacial podemos alojar dos electrones con distinto espín,

ϕi(qi) nos indica que hay dos electrones en el mismo orbital espacial ψi(ri), uno con espín α y

otro con espín β. Definimos el determinate de Slater como:

ψ(q1, . . . , qn) =
1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(q1) ϕ2(q1) . . . ϕn(q1)

ϕ1(q2) ϕ2(q2) . . . ϕn(q2)
...

...
...

...

ϕ1(qn) ϕ2(qn) . . . ϕn(qn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)
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Expresar la función de onda con este determinante significa que

ψ(q1, . . . , qn) es combinación lineal de todas las posibles permutaciones de un conjunto de

orbitales y como consecuencia es antisimétrica frente a cualquier intercambio i ↔ j de

electrones.

ψ(q1, . . . , qn) cumple el principio de exclusión de Pauli.

1.9. Teorema variacional

El estado base de un sistema en mecánica cuántica representa el estado de energía más bajo

posible.

Teorema. Dado un sistema en el estado base cuyo hamiltoniano es Ĥ y energía es E0. Si ϕ(r) es

cualquier otra función que satisface las condiciones de frontera del problema, entonces se cumple:

E0 ≤
∫
ϕ∗(r) Ĥ ϕ(r) dr.

1.10. Método de Hartree-Fock

Recordemos el hamiltoniano en la ecuación (4)

Ĥ = − ~2

2me

n∑
i=1

∇2
ri +

1

4πε0

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

e2

|ri − rj |
− 1

4πε0

n∑
i=1

m∑
µ=1

e2Zµ
|ri −Rµ| .

El primer término representa la energía cinética de los electrones, el segundo término es la

energía potencial entre los electrones y el tercer término la energía potencial entre cada uno

de los electrones con cada uno de los núcleos. Todas las propiedades de los n electrones se

pueden determinar resolviendo esta ecuación. Sin embargo, el segundo termino hace que no sea

posible resolverla analíticamente por lo que es necesario introducir más aproximaciones en el

hamiltoniano.

En 1928 Hartree introdujo un método para resolver la ecuación (4). La esencia del método de

Hartree es promediar las interacciones electrón-electrón de tal manera que puedan ser utilizadas

para representar la energía potencial de cada electrón como una contribución debida al potencial

eléctrico de los demás electrones y de los núcleos atómicos. A este procedimiento Hartree lo llamó

método del campo auto consistente (scf, que en inglés significa self-consistent field).

El método de Hartree asume la aproximación de Born-Oppenheimer. Entonces suponemos
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a los núcleos atómicos en posiciones fijas. Comenzamos aproximando el sistema por un modelo

de electrones independientes, entonces el hamiltoniano del sistema se escribe como sumas de

hamiltonianos de cada electrón.

Ĥ =

n∑
i=1

Ĥi,

Ĥi = − ~2

2me
∇2
ri −

1

4πε0

m∑
µ=1

e2Zµ
|ri −Rµ| .

Por consiguiente, la función de onda del sistema de los n electrones es un producto de orbitales

espaciales:

ψ(r1, r2, . . . , rn) = ϕ1(r1)ϕ2(r2) . . . ϕn(rn).

Las funciones ϕi(ri) puede ser funciones de onda hidrogenoides, funciones de Slater, Gaussianas

o puede tener cualquier otra forma particular. Aquí, para simplificar y ejemplificar el método,

ϕi(ri) va a ser una función de onda hidrogenoide:

ϕi(ri) = ϕi(ri, θi, φi) = R(ri)Y (θi, φi).

Para añadir al hamiltoniano una aproximación en la energía potencial entre electrones, Hartree

introduce el modelo de nube de carga. Esto significa encontrar una distribución y densidad de

carga de cada electrón en función de su orbital espacial. Sabemos que la densidad de probabilidad

de encontrar al i-ésimo electrón es |ϕi(ri)|2 y en toda la región donde se mueve el electrón i, se

debe cumplir 1 =
∫
|ϕi(ri)|2 dri. Si comparamos las siguientes dos expresiones: la probabilidad

de encontrar al electrón i y la expresión para la carga total q distribuida en una cierta región

con densidad ρ(r):

1 =

∫
|ϕi(ri)|2 dri q =

∫
ρ(r) dr,

podemos considerar la carga total del electrón (q = −e) como si estuviera distribuida en una

región del espacio con densidad ρi = −e|ϕi(ri)|2. Entonces podemos afirmar que la carga eléctrica

de cualquier electrón en el átomo cumple la siguiente expresión:

−e =

∫
−e|ϕi(ri)|2 dri. (7)

19



Teniendo en cuenta lo anterior, el método de Hartree comienza eligiendo el primer electrón e1,

el cual se mueve en una distribución de carga, de acuerdo a (7), debida a los demás electrones

e2, . . . , en. Explícitamente esta distribución de carga tiene una densidad:

−e
[
|ϕ2(r2)|2 + . . .+ |ϕn(rn)|2

]
.

Calculamos la energía potencial entre el electrón e1 y los demás electrones es

V12 + V13 + . . .+ V1n =

n∑
i=2

−e
4πε0

∫
dq

|r1 − ri|
, dq = ρi dri;

=

n∑
i=2

−e
4πε0

∫
ρi

|r1 − ri|
dri, ρi = −e|ϕi(ri)|2;

=

n∑
i=2

e2

4πε0

∫
|ϕi(ri)|2

|r1 − ri|
dri.

Por tanto, la energía potencial entre el electrón e1, los restantes electrones y los núcleos es:

V1(r1) =
e2

4πε0

[
n∑
i=2

∫
|ϕi(ri)|2

|r1 − ri|
dri −

m∑
µ=1

Zµ
|r1 −Rµ|

]
.

Para obtener una energía potencial que solo dependa de r1 promediamos V1(r1) = V1(r1, θ1, φ1)

sobre los ángulos (a esta aproximación se le suele llamar aproximación del campo central)

V1(r1) =

∫ 2π

0

∫ π
0
V1(r1, θ1, φ1) sin θ1 dθ1dφ1∫ 2π

0

∫ π
0

sin θ1 dθ1dφ1
.

Y con esta energía potencial V1(r1) (conocido como potencial efectivo promedio) la usamos para

resolver la ecuación de Schrödinger para e1 y así obtener un orbital mejor aproximado ψ1 que el

orbital ϕ1.

Ĥ1ψ1(r1) = ε1ψ1(r1), (8)[
− ~2

2me
∇2
r1 + V1(r1)

]
ψ1(r1) = ε1ψ1(r1).

Ahora consideramos al electrón e2 el cual se mueve en una nube de carga con densidad:

−e
[
|ψ1(r1)|2 + |ϕ3(r3)|2 + . . .+ |ϕn(rn)|2

]
,
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calculamos V2(r2) y resolvemos para encontrar ψ2(r2). Se continua el proceso hasta obtener

orbitales mejorados para los n electrones entonces volvemos al electrón e1 y continuamos hasta

que dos orbitales ya no difieran de acuerdo a una cierta convergencia. Este proceso se denomina

la autoconsistencia.

En la ecuación de Schrödinger para orbitales mejor aproximados (8) la energía representada

por εi nos da un promedio en la energía entre el electrón ei y todos los demás electrones. Si

quisiéremos encontrar la energía total E y si sumáramos εi estaríamos contando dos veces las

energías:

ε1 promedio entre: ∅ e1 y e2 e1 y e3 . . . e1 y en

ε2 promedio entre: e2 y e1 ∅ e2 y e3 . . . e2 y en

ε3 promedio entre: e3 y e1 e3 y e2 ∅ . . . e2 y en
...

...
...

...
...

...

εn promedio entre: en y e1 en y e2 en y e3 . . . ∅

y como consecuencia una energía total E distinta, entonces deberíamos restar las energías que

han sido tomadas en una forma promediada, entonces

E =

n∑
i=1

εi −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

e2

4πε0

∫ ∫
|ψi(ri)|2|ψj(rj)|2

|ri − rj |
dri drj , (9)

=

n∑
i=1

εi −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

Jij .

Donde Jij es la energía potencial entre un electrón con densidad de probabilidad |ψi(ri)|2 y otro

electrón con densidad de probabilidad |ψj(rj)|2. A partir de aquí a la energía de interacción

electrón-electrón representada por Jij se le llamará energía de Hartree.

Jij =
e2

4πε0

∫ ∫
|ψi(ri)|2|ψj(rj)|2

|ri − rj |
dri drj .

1.10.1. Energía de intercambio y correlación

Siempre existe la incertidumbre en un cálculo que no incluya todas las interacciones si esta-

ríamos omitiendo puntos escenciales en la teoría y por lo tanto los resultados obtenidos pudieran

tener algún tipo de deficiencia.
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Si consideramos a los electrones como partículas que no interactúan, la probabilidad de en-

contrar un electrón en una región del espacio no depende de la posición y espín de los demás

electrones. Entonces la probabilidad P (r1, r2) de encontrar simultáneamente dos electrones que

estén en los elementos de volumen dr1 y dr2 se reduce a un simple producto de probabilidades:

P (r1, r2) = P (r1)P (r2),

o lo que es exactamente lo mismo, la función de onda de dos electrones se escribe como un

producto de funciones de onda de cada electrón: ψ(r1, r2) = ψ1(r1)ψ2(r2). Esto significaría

que los electrones ni tienen carga y ni tienen espín. Esta suposición se asumió en el método de

Hartree.

El modelo para tratar a los electrones en el metodo de Hartree aún es deficiente para repre-

sentarlos, debido a que:

1 Todos los electrones son partículas cargadas e interactúan a través de la fuerza de Coulomb.

La repulsión entre los electrones se manifiesta en el término
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

1

|ri − rj |
el cual hace

que los electrones tiendan a alejarse unos de otros creando así un hueco que rodea a cada

electrón en el átomo, conocido como hueco de Coulomb. Este hueco define una región

en la que la probabilidad de encontrar otro electrón es pequeña. Este efecto es conocido

como correlación electrónica o correlación Coulombiana. Se habla de correlación electrónica

cuando la probabilidad de encontrar dos electrones simultáneamente no es igual al producto

de las probabilidades individuales

P (r1, r2) 6= P (r1)P (r2).

La correlación electrónica mantiene lejos a los electrones unos de otros lo cual reduce la

interacción con los otros electrones y así mismo la energía. Esta energía es llamada energía

de correlación y usualmente se denota Ec. En la aproximación de Hartree la correlación

electrónica es totalmente despreciada.

2 Los electrones son fermiones y por lo tanto tienen una función de onda antisimétrica. La

antisimetría de la función de onda exige que la probabilidad de encontrar a dos electrones

con mismo espín sea nula cuando ambos están muy próximos (principio de exclusión de

Pauli)
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P (r1, r2) = 0 cuando r1 → r2.

Esta consecuencia es conocida como correlación de intercambio o correlación de Fermi. La

correlación de intercambio produce una región en el espacio, llamado hueco de Fermi, en

la cual, la probabilidad de encontrar otro electrón con el mismo espín es muy pequeña.

La correlación de intercambio reduce la interacción entre electrones de mismo espín y, por

lo tanto, reduce la energía. Esta energía se le conoce como energía de intercambio y se

denota Ex. La energía de intercambio nunca se toma en cuenta en el método de Hartree.

En aplicaciones prácticas, la energía de intercambio y correlación es construida como una

suma de Ex y Ec. Usualmente se le denota como Exc (xc corresponde a sus siglas en inglés:

exchange and correlation).

Muchos autores definen a Exc como la diferencia entre la energía obtenida en el método de

Hartree y la energía experimental:

Exc = EH − Eexp.

1.10.2. Ecuaciones de Hartree-Fock

El método de Hartree supone a los electrones como partículas distinguibles, porque la función

de onda es escrita como producto de orbitales espaciales y por lo tanto el método no tiene en

cuenta el principio de exclusión de Pauli: la función de onda no es antisimétrica con respecto al

intercambio de las coordenadas de dos electrones, además cualquier aproximación a la función

de onda debe incluir el espín explícitamente; esto lo indicaron V. A. Fock y J. C. Slater en 1930;

fue en este momento que el método de Hartree pasó a llamarse método de Hartree-Fock.

Entonces en lugar de usar orbitales espaciales debemos usar espín-orbitales:

ψ(q1, q2, . . . , qn) = ϕ1(q1)ϕ2(q2) . . . ϕn(qn),

para lograr una función de onda antisimétrica basada en el producto de Hartree, se introdujo

la función de onda antisimétrica formada por el determinante de Slater (6), y las ecuaciones

para calcular los orbitales de Hartree-Fock y la energía tienen la misma forma que (8) y (9)

respectivamente. Escribiendo ahora

F̂ϕi = εiϕi,

23



donde el operador de Hartree-Fock F̂ es el hamiltoniano de Hartree-Fock y el valor propio εi es

la energia del orbital ϕi.

La Figura 3 muestra un diagrama de flujo para resolver las ecuaciones de Hartree-Fock. Dado

el conjunto inicial {ϕi}, las soluciones se encuentran mediante aproximaciones sucesivas con los

siguientes pasos:

1 Se elige el conjunto de orbitales espaciales iniciales.

2 Se construye la energía potencial promedio con dichos orbitales espaciales.

3 Se resuelven las ecuaciones individuales de cada electrón para obtener orbitales y energías

mejoradas.

4 Con el nuevo conjunto se mejora el potencial efectivo promedio.

5 Se repiten los pasos 3 y 4 hasta alcanzar la convergencia respeto a un umbral dado.

Figura 3: Diagrama de flujo para resolver la ecuación de Hartree-Fock.

Una gran ventaja de método de Hartre-Fock es que, una vez realizado el cálculo, cualquier

aproximación adicional puede ser realizada para mejorar aún más la función de onda. Es posible

incluir métodos semi-empíricos después de haber realizado el cálculo Hartree-Fock. También

podemos añadir determinantes adicionales. Si seguimos por este camino se llega al método de

interacción de configuraciones (CI), en este método se utiliza una función de onda aproximada

con muchos parámetros que son los coeficientes de la expansión de los determinantes de Slater,

y se utiliza el principio variacional para mínimizar la energía con respecto a estos parámetros.
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1.11. Teoría del funcional de la densidad

Desde siempre ha sido un gran reto resolver el problema de muchas partículas en mecánica

cuántica. La compleja matemática descrita en el problema no nos permite obtener una solución

analítica, esto no impide incluir argumentos físicos para tratar de simplificar el hamiltoniano (4)

y así acercarnos a un resultado aproximado. El método de Hartree-Fock es un ejemplo, pasamos

de un modelo de electrones independientes a uno en el que incluyan interacciones promediadas

entre electrones y se llega a una función de onda que describe bien el sistema.

En el año 1964 Pierre Hohenberg y Walter Kohn introducen una teoría, obtenida solamente

a partir de los principios de la mecánica cuántica y la ley de Coulomb, la cual nos permite

conocer cualquier propiedad que necesitemos, al menos en principio, en la descripción de átomos,

moléculas y sólidos. Esta teoría fue nombrada como la teoría del funcional de la densidad (DFT

por sus siglas del ingles: density functional theory).

En DFT no resolvemos la ecuación de Schrödinger con hamiltoniano (4), Walter Kohn y

Lu Sham probaron que la energía en el estado base de un conjunto de átomos es solamente un

funcional único de la densidad electrónica ρ(r). Conociendo la densidad electrónica podemos

obtener la energía y todas las otras cantidades medibles que deseemos.

1.11.1. Funcionales

Un funcional F es una regla F : D → R que establece una relación uno a uno entre algún

conjunto de funciones D y los números reales. Es decir, el funcional F , asocia a cada función

f(x) del dominio un número real F [f(x)].

Recordando que en una función de muchas variables f(x1, x2, . . . , xn) su diferencial está dada

por:

df =

n∑
i=1

(
∂f

∂xi

)
dxi,

con n→∞ y no numerable, la generalización del diferencial será:

δF [f(x′)] =

∫ [
δF [f(x)]

δf(x′)

]
δf(x) dx,

y la cantidad
δF [f(x)]

δf(x′)
es la derivada de la del funcional F con respecto a f(x′) en el punto x′.
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También se puede definir la derivada funcional en términos de un límite, de la siguiente forma:

δF [f(x)]

δf(x′)
≡ ĺım
ε→0

[
F [f(x) + εδ(x− x′)]− F [f(x)]

ε

]
.

1.11.2. Densidad electrónica

Para n electrones se define el operador densidad electrónica ρ̂(r) como:

ρ̂(r) =

n∑
i=1

δ(r − ri).

Por el postulado 4 de la mecánica cuántica, la densidad electrónica ρ(r) que se mide es el valor

esperado del operador densidad ρ̂(r), de tal forma tenemos:

ρ(r) = 〈 ψ(r1, . . . , rn) | ρ̂(r) | ψ(r1, . . . , rn) 〉

=

n∑
i=1

∫
ψ∗(r1, . . . , rn) δ(r − ri) ψ(r1, . . . , rn) dr1 . . . drn

=

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2δ(r − r1) dr1 . . . drn +

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2δ(r − r2) dr1 . . . drn

+ . . .+

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2δ(r − rn) dr1 . . . drn

=

∫
|ψ(r, . . . , rn)|2dr2 . . . drn +

∫
|ψ(r1, r, . . . , rn)|2dr1dr3 . . . drn + . . .

+

∫
|ψ(r1, r2, . . . , rn−1, r)|2dr1dr2 . . . drn−1

= n

∫
|ψ(r, . . . , rn)|2dr2 . . . drn.

La integral sobre todo el espacio nos lleva al número total de electrones

∫
ρ(r) dr = n. (10)

En DFT la variable de interés siempre será la densidad electrónica ρ(r) (número de electrones

por unidad de volumen) en el estado base y no la función de onda de todos los electrones

ψ(r1, . . . , rn).
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1.11.3. Teoremas de Hohenberg y Kohn

En todo lo que resta del escrito las unidades estarán expresadas en las llamadas unidades

atómicas (au). La constante de Coulomb, la carga del electrón, la masa del electrón, la constante

de Planck dividida por 2π tienen valor numérico igual a 1:
1

4πε0
= −e = me = ~ = 1.

Recordando la expresión del hamiltoniano de muchas partículas (4) y escribiéndola en unida-

des atómicas:

Ĥ = −1

2

n∑
i=1

∇2
ri +

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

1

|ri − rj |
−

n∑
i=1

m∑
µ=1

Zµ
|ri −Rµ|

, (11)

= T̂ + V̂ee + V̂ext.

donde

T̂ = −1

2

n∑
i=1

∇2
ri ,

V̂ee =

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

1

|ri − rj |
,

V̂ext = −
n∑
i=1

m∑
µ=1

Zµ
|ri − Rµ|

.

Por el postulado 4, la energía total es el valor esperado del hamiltoniano (11)

E = 〈ψ(r1, . . . , rn)| Ĥ |ψ(r1, . . . , rn)〉

= −1

2

n∑
i=1

∫
ψ∗(r1, . . . , rn)∇2

riψ(r1, . . . , rn) dr1 . . . drn

+

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

∫
ψ∗(r1, . . . , rn)ψ(r1, . . . , rn)

|ri − rj |
dr1 . . . drn

−
n∑
i=1

m∑
µ=1

∫
ψ∗(r1, . . . , rn)ψ(r1, . . . , rn)Zµ

|ri −Rµ|
dr1 . . . drn

= T [ψ(r1, . . . , rn)] + Vee[ψ(r1, . . . , rn)] + Vext[ψ(r1, . . . , rn)] (12)

= E[ψ(r1, . . . , rn)].

Es claro que la energía total de los electrones es un funcional de ψ(r1, . . . , rn). Los funcionales

T [ψ(r1, . . . , rn))] y Vee[ψ(r1, . . . , rn)] pueden considerarse como funcionales universales porque

son iguales para cualquier sistema que tengamos. Únicamente difieren en el número de electrones.
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En (12) el término Vext[ψ(r1, . . . , rn)] todavía lo podemos desarrollar

〈ψ(r1, . . . , rn)| V̂ext |ψ(r1, . . . , rn)〉 =

−
n∑
i=1

m∑
µ=1

∫
ψ∗(r1, . . . , rn)ψ(r1, . . . , rn)Zµ

|ri −Rµ|
dr1 . . . drn =

−
n∑
i=1

m∑
µ=1

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2Zµ
|ri −Rµ|

dr1 . . . drn,

expandimos la suma sobre el índice i y nos queda:

〈ψ(r1, . . . , rn)| V̂ext |ψ(r1, . . . , rn)〉 =

−
m∑
µ=1

[ ∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2Zµ
|r1 −Rµ|

dr1 . . . drn + . . .+

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2Zµ
|rn −Rµ|

dr1 . . . drn

]
=

−
m∑
µ=1

[ ∫
Zµ

|r1 −Rµ|
dr1

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2 dr2 . . . drn + . . .

+

∫
Zµ

|rn −Rµ|
drn

∫
|ψ(r1, . . . , rn)|2 dr1 . . . drn−1

]
,

la integral a la derecha de cada término es la densidad de cada partícula, escribimos entonces:

〈ψ(r1, . . . , rn)| V̂ext |ψ(r1, . . . , rn)〉 =

−
m∑
µ=1

[ ∫
Zµ

|r1 −Rµ|
ρ(r1)

n
dr1 + . . .+

∫
Zµ

|rn −Rµ|
ρ(rn)

n
drn

]
,

si tomamos una variable muda r, por tanto

〈ψ(r1, . . . , rn)| V̂ext |ψ(r1, . . . , rn)〉 = −
m∑
µ=1

∫
Zµ

|r −Rµ|
ρ(r) dr

=

∫
Vext(r)ρ(r) dr. (13)

Queda demostrado que el funcional Vext[ψ(r1, . . . , rn)] que representa la energía potencial

electrón-núcleo es un funcional solamente de la densidad. Si pudiéramos encontrar una expresión

para los funcionales T [ψ(r1, . . . , rn)] y Vee[ψ(r1, . . . , rn)] en términos de ρ(r), entonces podría-

mos afirmar que la energía es un funcional de la densidad. Hohenberg y Kohn demostraron en

sus dos teoremas que, en efecto, la energía total es funcional único de la densidad y conociendo
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la densidad se pueden encontrar todas las demás cantidades medibles.

1.11.3.1. Primer teorema

Teorema 1. La energía potencial V̂ext está determinada únicamente, excepto por una constante,

por la densidad electrónica ρ(r) en el estado base.

Demostración. La prueba se hace por reducción al absurdo. Supongamos que existen dos energías

potenciales para el mismo sistema V̂ext y V̂ ′ext y que difieren por más de una constante aditiva y

con sus respectivos hamiltonianos Ĥ y Ĥ′. Además, ψ(r1, . . . , rn) y ψ′(r1, . . . , rn) corresponden

a la misma densidad en el estado base ρ(r).

Como ψ′(r1, . . . , rn) no es la función de onda en el estado base de Ĥ, por el teorema varia-

cional se cumple:

E = 〈ψ(r1, . . . , rn)| Ĥ |ψ(r1, . . . , rn)〉 < 〈ψ′(r1, . . . , rn)| Ĥ |ψ′(r1, . . . , rn)〉

Escribimos este último término de la siguiente forma:

〈ψ′(r1, . . . , rn)| Ĥ |ψ′(r1, . . . , rn)〉 = 〈ψ′(r1, . . . , rn)| Ĥ′ |ψ′(r1, . . . , rn)〉+

〈ψ′(r1, . . . , rn)| Ĥ − Ĥ′ |ψ′(r1, . . . , rn)〉 ,

sustituimos en la primera desigualdad y al reducir se obtiene

E < E′ + 〈ψ(r1, . . . , rn)| V̂ext − V̂ ′ext |ψ(r1, . . . , rn)〉 ,

E < E′ +

∫
(Vext − V ′ext) ρ(r) dr.

Análogamente, podemos encontrar que

E′ < E +

∫
(V ′ext − Vext) ρ(r) dr.

sumando estas dos últimas desigualdades

E + E′ < E + E′.
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Esta desigualdad es una contradicción, de la cual se concluye que no puede existir dos dife-

rentes energías potenciales que generen la misma densidad en el estado fundamental. Por tanto

el primer teorema nos afirma que la densidad electrónica en el estado base ρ(r) determina a V̂ext.

Además sabemos por la expresión (10) que la densidad define al numero de electrones. Por lo

tanto ρ(r) fija al hamiltoniano Ĥ y a su correspondiente función de onda ψ(r) y por lo tanto

todas las propiedades físicas de los n electrones.

Esquemáticamente:

ρ(r)⇒ V̂ext ⇒ Ĥ ⇒ ψ(r1, . . . , rn)⇒ E.

Por lo tanto, por el primer teorema, la energía E en el estado fundamental es un único

funcional de ρ(r), y la podemos escribir como:

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] +

∫
Vext(r) ρ(r) dr. (14)

Si ahora definimos un nuevo funcional F [ρ(r]:

F [ρ(r)] ≡ T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)],

F [ρ(r] lo consideramos un funcional universal porque no contiene ninguna variable nuclear y por

lo tanto únicamente posee información sobre los electrones del sistema. Desafortunadamente no

se conoce su forma explícita.

Entonces, finalmente reescribiendo la energía total, nos queda como:

E[ρ(r)] = F [ρ(r)] +

∫
Vext(r) ρ(r) dr.

1.11.3.2. Segundo teorema

Teorema 2. Para cualquier otra densidad fuera del estado base ρ′(r), que cumpla ρ′(r) > 0 y∫
ρ′(r) dr = n se cumple la siguiente desigualdad

E[ρ(r)] < E′[ρ′(r)].

Demostración. Por el primer teorema la densidad en el estado base ρ(r) determina V̂ext y así Ĥ
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entonces la funcional de energía es

E[ρ(r)] =

∫
ψ(r1, . . . , rn) Ĥ ψ∗(r1, . . . , rn) dr1 . . . drn.

Y para ρ′(r) fuera del estado base y con función de onda asociada ψ′(r1, . . . , rn), su funcional

de energía es:

E′[ρ′(r)] =

∫
ψ′(r1, . . . , rn) Ĥ ψ′∗(r1, . . . , rn) dr1 . . . drn.

pero por el teorema variacional:

E[ρ(r)] < E′[ρ′(r)].

El segundo teorema nos dice que la energía exacta del estado base es el mínimo global de

E[ρ(r)], y la densidad ρ(r) que minimiza esta funcional es la del estado fundamental.

1.11.4. Método de Kohn-Sham

El propio Walter Kohn junto a Lu Jeu Sham introdujeron un modelo para calcular la energía

completa del sistema. El método consiste en transformar el problema original de electrones que

interactúan en un problema de electrones independientes; en este sistema, llamado de referencia

o ficticio, la energía cinética y la densidad electrónica son conocidas exactamente y nos será útil

para resolver el problema real.

El hamiltoniano de electrones independientes es:

Ĥs = −1

2

n∑
i=1

∇2
ri −

n∑
i=1

m∑
µ=1

Zµ
|ri −Rµ|

,

= T̂ + V̂ext.

El subíndice s hará referencia al sistema de referencia o sistema ficticio. Esto significa, que, por

ejemplo, Ĥs y ψs son el hamiltoniano y la función de onda del llamado sistema ficticio. Las
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soluciones se obtienen al resolver:[
−1

2

n∑
i=1

∇2
ri + Vext

]
ψsi(ri) = εiψsi(ri),

ψs(r1, . . . , rn) = ψs1(r1) . . . ψsn(rn),

si calculamos la densidad electronica de este sistema, obtenemos:

ρs(r) = 〈 ψs(r1, . . . , rn) |
n∑
i=1

δ(r − ri) | ψs(r1, . . . , rn) 〉

=

n∑
i=1

∫
|ψs1(r1)|2 . . . |ψsn(rn)|2 δ(r − ri) dr1 . . . drn

=

∫
|ψs1(r1)|2 . . . |ψsn(rn)|2 δ(r − r1) dr1 . . . drn + . . .

+

∫
|ψs1(r1)|2 . . . |ψsn(rn)|2 δ(r − rn) dr1 . . . drn

=

n∑
i=1

|ψsi(r)|2,

si integramos la densidad del sistema ficticio sobre todo el espacio:

∫
ρs(r) dr = n,

nos damos cuenta que la densidad del sistema ficticio reproduce la verdadera densidad del pro-

blema de electrones que sí interactúan. Por lo tanto ρs(r) = ρ(r).

Debemos notar que T̂ y V̂ext tanto en el sistema real como en el sistema ficticio son los

mismos: no cambian. Lo que sí cambia es su valor esperado. No es lo mismo escribir la fun-

ción de onda completa ψ(r1, . . . , rn) que la función de onda escrita como producto de orbitales

ψs1(r1) . . . ψsn(rn). Dicho lo anterior, calculamos el valor esperado del operador de energía ci-

nética del sistema ficticio:
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Ts[ψs(r1, . . . , rn)] = 〈 ψs1(r1) . . . ψsn(rn) | −1

2

n∑
i=1

∇2
ri | ψs1(r1) . . . ψsn(rn) 〉 ,

= −1

2

n∑
i=1

∫
ψ∗s1(r1) . . . ψ∗sn(rn) ∇2

ri ψs1(r1) . . . ψsn(rn) dr1 . . . drn,

= −1

2

n∑
i=1

∫
ψ∗si(ri) ∇

2
ri ψsi(ri) dri,

= −1

2

n∑
i=1

〈 ψsi(ri) | ∇2
ri | ψsi(ri) 〉 ,

y el funcional de energía

Es[ψs(r1, . . . , rn)] = 〈 ψs1(r1) . . . ψsn(rn) | Ĥs | ψs1(r1) . . . ψsn(rn) 〉

= 〈 ψs1(r1) . . . ψsn(rn) | −1

2

n∑
i=1

∇2
ri | ψs1(r1) . . . ψsn(rn) 〉

+ 〈 ψs1(r1) . . . ψsn(rn) | −
n∑
i=1

m∑
µ=1

Zµ
|ri −Rµ|

| ψs1(r1) . . . ψsn(rn) 〉

Los teoremas de Hohenberg y Kohn también se aplican a este sistema. Entonces, por el primer

teorema, la densidad en el estado base del sistema ficticio ρs(r) = ρ(r) determina a V̂ext. Por lo

que es posible escribir:

Es[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] + Vext[ρ(r)],

mientras que el funcional en el sistema real es:

E[ρ(r)] = T [ρ(r)] + Vee[ρ(r)] + Vext[ρ(r)].

Si definimos:

Ex[ρ(r)] = T [ρ(r)]− Ts[ρ(r)]

Ec[ρ(r)] = Vee[ρ(r)]− 1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
drdr′,

(15)
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podemos escribir el funcional de energía de intercambio y correlación de la siguiente manera

Exc[ρ(r)] = Ex[ρ(r)] + Ec[ρ(r)] = T [ρ(r)]− Ts[ρ(r)] + Vee[ρ(r)]− 1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
drdr′.

Exc[ρ(r)] lo podemos entender como el término que corrige el error que cometimos al usar la

energía cinética del sistema ficticio en lugar del sistema real e incluye los efectos cuánticos de

interacción entre electrones. Por lo tanto nuestro funcional de energía se reescribe de la siguiente

manera:

E[ρ(r)] = Ts[ρ(r)] +
1

2

∫ ∫
ρ(r)ρ(r′)

|r − r′|
drdr′ + Vext[ρ(r)] + Exc[ρ(r)]. (16)

Por el segundo teorema la energía en el estado fundamental se obtiene minimizando el funcional

E[ρ(r)] respecto la densidad y con la restricción
∫
ρ(r) dr = n. Una vez realizada la minimización

obtenemos las ecuaciones de Kohn-Sham

[
−1

2
∇2
ri + Vext(r) + VH(r) + Vxc(r)

]
ψi(r) = εiψi(r), (17)

ĤKSψi(r) = εiψi(r).

ĤKS es el hamiltoniano de Kohn-Sham y ψi son las soluciones a las ecuaciones de Kohn-Sham,

también llamados orbitales de Kohn-Sham.

Vxc se obtiene como la derivada funcional de Exc[ρ(r)]:

Vxc(r) =
δExc[ρ(r)]

δρ(r)
.

VH es el potencial de Hartree y está dado por:

VH(r) =

∫
ρ(r′)

|r − r′|
dr′.

Debemos notar que las funciones de onda ψi y las energías εi en (17) no tienen algún significado

físico. Son las funciones de onda y energías de un electrón del sistema ficticio con una densidad

que es la misma del problema real. Por lo tanto los orbitales de Kohn-Sham no corresponden a

los orbitales del sistema verdadero. Lo que si tiene significado real es la densidad:

ρ(r) =

n∑
i=1

|ψ(r)|2.
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Las ecuaciones de Kohn-Sham deben resolverse mediante un cálculo autoconsistente porque la

densidad electrónica depende las funciones de onda que a la vez depende de los potenciales en

el hamiltoniano ĤKS . Inicialmente se propone una densidad ρ(r) con la que se obtiene ĤKS

(primer teorema) y se resuelven las ecuaciones de Kohn-Sham (17). Una vez hecho, se obtiene

ρ′(r) se repite el proceso hasta que dos densidades entre dos pasos consecutivos no difieran por

más de una cierta convergencia que hayamos definido |ρ(r)− ρ′(r)| < δ.

El funcional Exc[ρ(r)] es quien contiene todas las diferencias entre el sistema real y el ficticio.

Es el único funcional en (16) que no se le conoce una expresión explícita. Si lo pudiéramos

conocer entonces su derivada, que es Vxc(r), también sería conocida y por lo tanto DFT nos

daría la solución exacta del sistema que estemos estudiando. Por tanto todo cálculo realizado

en DFT dependerá fuertemente en la aproximación que hagamos de Exc[ρ(r)]. Muchos autores

han realizado distintas aproximaciones para tratar de expresar este término. Algunas de las

aproximaciones más relevantes utilizadas para calcular el funcional de intercambio y correlación

son:

1.11.4.1. Aproximación de la densidad local (LDA)

La energía de correlación e intercambio se puede tomar en forma aproximada como:

ELDAxc [ρ(r)] =

∫
ρ(r) εxc(r) dr,

donde εxc(r) representa la energía por electrón.

En esta aproximación la energía de intercambio y correlación ELDAxc [ρ(r)] se aproxima por

la energía de un gas de electrones homogéneo con una densidad ρ(r) igual a la densidad del

problema real. La aproximación LDA es exacta para un metal perfecto (ya que un metal tiene una

densidad electrónica constante). Esta aproximación resultó sorprendentemente exacta además de

ser fácilmente implementada en una computadora.

1.11.4.2. Aproximación de la densidad local de espín (LSDA)

LSDA es una aproximación más general que LDA. Toma en cuenta las dos posibles orientaciones

de espín en los electrones. En muchos sistemas la densidad de electrones α (electrones con espín

hacia arriba) no es la misma que la densidad de electrones β (electrones con espín hacia abajo).

Entonces la densidad es ahora una suma de dos contribuciones: ρ(r) = ρα(r)+ρβ(r) y la energía
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de intercambio y correlación ahora depende de ρα(r) y ρβ(r):

ELSDAxc [ρα(r), ρβ(r)] =

∫
(ρα(r) + ρβ(r)) εxc(ρα(r), ρβ(r)) dr.

1.11.4.3. Aproximación de gradiente generalizado (GGA)

GGA es esencialmente un refinamiento de LDA, mejora considerablemente los resultados que

se obtienen que si se hicieran por LDA. En esta aproximación permitimos que la energía de

intercambio y correlación no solamente dependa de la densidad, sino también del gradiente

de la densidad: Exc = Exc [ ρ(r), |∇ρ(r)| ]. Como sabemos un sistema fisico esta lejos de ser

homogeneo, introducir el gradiente al funcional corrige algunos errores de homogeneidad. El

funcional de energia de intercambio y correlacion se expresa en la forma:

EGGAxc [ ρα, ρβ , |∇ρα|, |∇ρβ | ] =

∫
(ρα + ρβ) εxc ( ρα, ρβ , |∇ρα|, |∇ρβ | ) dr.

1.11.4.4. LDA+U y GGA+U

Es bien conocido que en compuestos de tierras raras, metales de transición, lantánidos y actínidos

los electrones de los orbitales d o f usualmente se encuentran fuertemente correlacionados, estos

electrones no son descritos correctamente por LDA o GGA. Estas interacciones de Coulomb,

particularmente fuertes, pueden ser corregidas incluyendo un potencial para tratar directamente

la repulsión entre electrones d o f (aunque puede generalizarse para cualquier orbital). Conocida

como la aproximación de densidad local más la expresión de Hubbard [19] LDA+U ( igualmen-

te para la aproximación de gradiente generalizado GGA+U) trata de corregir las interacciones

entre los electrones en los mencionados orbitales añadiendo dos parámetros: U (interacción de

Coulomb) y J (interacción de intercambio). Estos parámetros U y J pueden ser obtenidos me-

diante cálculos ab initio o por métodos semiempíricos.

1.11.4.5. Meta-GGA

Meta-GGA es una extensión de GGA, donde intenta mejorar la precisión incluyendo el laplaciano

de la densidad ∇2ρ(r). Aunque en la practica se incluye la densidad de energía cinética porque

numéricamente es más estable:

τs(r) =
1

2

n∑
i=1

|∇riψsi(ri)|
2
,
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y por tanto el funcional de energía (sin polarización de espín) tiene la forma

EMGGA
xc [ρ(r), |∇ρ(r)|, τs(r)] =

∫
ρ(r) εxc(ρ(r), |∇ρ(r)|, τs(r)) dr.

Es altamente probable que una implementación de este funcional sea demasiado costosa compu-

tacionalmente.

Figura 4: Nivel de precisión en un cálculo DFT al aproximar a Exc[ρ(r)].

John Perdew en el año 2000 clasificó los funcionales de energía de intercambio y correlación

en la llamada escalera de Jacob [20] (Figura 4). Al día de hoy, en la literatura, aún continúan

apareciendo escalones más altos en la escalera.

1.12. DFT en Quantum ESPRESSO

DFT ha demostrado su éxito en cálculos de estructura electrónica, proporcionando preedicio-

nes muy útiles para átomos y moléculas. Por este motivo, se ha vuelto muy importante desarrollar

nuevos métodos computacionales que puedan tratar, cada vez con mayor precisión, la interacción

de electrones en la materia. En la actualidad existen varios programas que realizan cálculos DFT,

entre ellos se encuentra el software Quantum ESPRESSO [21]. Es una distribución de paquetes

(escritos principalmente en fortran) y usa el método de ondas planas y pseudopotenciales para

llevar a cabo los cálculos. Nosotros utilizaremos este programa.
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1.12.1. Conceptos básicos de cristalografía

La estructura cristalina es un concepto teórico que permite comprender como se encuentran

ordenados átomos, moléculas o iones en algún material. Un mineral es un ejemplo de estructura

cristalina. Es construido por la repetición en las tres dimensiones de una estructura básica llamada

celda unitaria. Dicha disposición consiste en:

Una red de Bravais, que es la forma de la celda y como se repite en el espacio. Está

especificada por los vectores:

R = n1a1 + n2a2 + n3a3,

donde n1, n2, n3 son enteros y a1, a2, a3 son los vectores de la celda unitaria de volumen

Ω = a1.(a2 × a3).

Una base atómica, que significa cuántos átomos hay en la celda unitaria y como se organi-

zan.

En términos de los vectores de la celda unitaria a1, a2 y a3 se definen los vectores b1, b2 y

b3 en el espacio reciproco:

b1 = 2π
a2 × a3

Ω
,

b2 = 2π
a3 × a1

Ω
,

b3 = 2π
a1 × a2

Ω
.

Una celda unitaria puede definirse en el espacio reciproco, también llamada primera zona de

Brillouin (abreviada BZ).

Bloch demostró que las soluciones a la ecuación de Schrödinger de una celda unitaria repetida

periódicamente en el espacio con potencial periódico V (r) = V (r + R) son de la forma:

ψk(r) = eikruk(r), (18)

El teorema de Bloch afirma que la función de onda para un potencial periódico, es una onda

plana multiplicada por una función periódica uk(r), con igual periodo que posee la red: uk(r) =

uk(r + R).
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1.12.2. Ondas planas

Las ecuaciones de Kohn-Sham:

[
−1

2
∇2
ri + Vext(r) + VH(r) + Vxc(r)

]
ψi(r) = εiψi(r),

necesariamente requieren una solución autoconsistente para la densidad de carga. Es por ello que

debemos expandir la función de onda en algún conjunto base. Debido a la naturaleza periódica

del problema, podemos utilizar el teorema de Bloch y así expandir a la función uk(r) en la

expresión (18) en una base de ondas planas de la siguiente forma:

uk(r) =
∑
G

CG eiG.r,

donde la suma se realiza sobre todos los vectores de la red reciproca G. Estos vectores de la red

reciproca son de la forma G = n1b1 + n2b2 + n3b3 y cumplen G.ai = 2πni.

Si sustituimos la expresión anterior en (18), obtenemos:

ψi(r) =
∑
G

CG ei(k+G).r.

Las ondas planas que aparecen en esta expansión pueden ser representadas como una malla en el

espacio reciproco. Solamente para sistemas periódicos esta malla es discreta. Se define la energía

cinética de las ondas planas con la siguiente expresión:

E =
1

2
|k + G|2.

Para expandir la función de onda se requiere un número infinito de ondas planas. Esto sería un

problema si quisiéramos resolver el problema en una computadora; aunque si recordamos algunas

otras series, por ejemplo, la serie de Taylor, al intentar calcular sinx, los primeros términos nos

dan una muy buena aproximación a la función, y solamente podemos agregar términos de orden

más alto para mejorar la precisión. Igualmente a la serie de Taylor, la suma infinita de ondas

planas la podemos truncar si se elige una llamada energía de corte, denotada Ecut, y que cumpla:

1

2
|k + G|2 < Ecut,

la serie infinita queda truncada introduciendo la referida energía de corte y se obtiene una suma
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finita, que en principio debería aportar los términos que son de mayor peso en la descripción de

la función. Para evitar añadir un error significativo en la energía total, es sumamente necesario

realizar pruebas de convergencia para cerciorarnos que tenemos las suficientes ondas planas y

por tanto que la energía total converge respecto a una cierta Ecut. Este parámetro siempre debe

definirse cuando se hace un cálculo DFT.

1.12.3. Pseudopotenciales

Encontrar la función de onda de todos los electrones sigue siendo difícil, aún con todas las

aproximaciones anteriores. Para simplificar un poco el problema, podríamos despreciar algunos

factores menores en nuestro problema siempre y cuando no afecten significativamente la solución.

Por ello, para reducir los cálculos DFT, se introducen los pseudopotenciales.

Los electrones que orbitan en el átomo los podemos diferenciar en dos tipos: electrones internos

y electrones de valencia. Los electrones internos se encuentran en las capas más profundas del

átomo y están fuertemente unidos al núcleo atómico. A diferencia de los electrones de valencia,

los electrones internos casi no participan en las reacciones químicas, por lo que se consideran

químicamente inertes. Por lo tanto, si el estado de un electrón interno no cambia en la reacción

química, podríamos aproximar el potencial eléctrico de todos los electrones por el potencial

debido solamente a los electrones de valencia. El potencial resultante es llamado pseudopotencial

(PP) y las funciones de onda utilizando un pseudopotencial se llaman pseudo funciones de onda.

Para el átomo de Cu, con 29 electrones, un cálculo quedará reducido a uno en el que tome en

cuenta a 11 electrones solamente.

Generalmente hay dos tipos de pseudopotenciales: pseudopotenciales que conservan la norma

(norm-conserving pseudopotentials) y pseudopotenciales ultra suaves (ultrasoft pseudopoten-

tials).

Los pseudopotenciales deben cumplir:

Reproducir los valores propios de la función de onda de todos los electrones.

La función de onda de todos los electrones y la pseudo función de onda deben ser iguales

para r > rc (ver Figura 5).

La densidad de carga de la función de todos los electrones y la densidad de carga de la

pseudo función deben coincidir para todo r con r < rc. Cuando el pseudopotencial cumple

esta condición se dice que conserva la norma.
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Las derivadas logarítmicas y primeras derivadas de ambas funciones de onda concuerdan

para r < rc.

Figura 5: Ilustración del concepto de pseudopotencial.

La diferencia entre los pseudopotenciales que conservan la norma y los ultra suaves es que

estos últimos buscan eliminar la condición de conservación de la norma. Al no conservar la nor-

ma permiten utilizar energías de corte menores que los pseudoptenciales que sí la conservan. El

pseudopotencial contiene información necesaria para simular un sistema, por lo tanto debemos

seleccionar un pseudopotencial apropiado para cada átomo. En las librerías de Quantum ES-

PRESSO podemos encontrar varios tipos de pseudopotenciales: para X átomo, si conservan la

norma o si son ultra suaves. En el pseudopotencial está incluida la aproximación a Exc[ρ(r)]

(LDA, GGA...). La Tabla 1 muestra algunas parametrizaciones en los pseudopotenciales, pro-

puestas por distintos autores, para aproximar al funcional de intercambio y correlación.

Aproximación Parametrizaciones
LDA VWN, PW92 , etc
GGA PBE, rPBE, BLYP, etc

Meta-GGA BB95, mPWB95, TPSS, VSXC, etc

Tabla 1: Algunas aproximaciones al funcional de energía de intercambio y correlación.

1.12.4. Puntos k

La energía total del sistema es la más importante cantidad obtenida en un cálculo DFT, y

se obtiene numéricamente integrando el hamiltoniano sobre la zona de Brillouin. Los puntos k
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son una forma genérica de discretizar tal integral. El grado de precisión del resultado depende

fuertemente de esos puntos y del método usado para generar una malla de puntos k, la cual

será utilizada en la integración. El método más utilizado para eligir los puntos k es el dado por

Monkhorst-Pack [3]. Si M puntos k se usan en cada dirección, es usual denominar los cálculos

usando M×M×M puntos k. Necesitaremos estar seguros de tener suficientes puntos k para tener

una convergencia en la energía.

1.13. Ecuación de Butler-Volmer

En la lixiviación de la calcopirita el agente lixiviante provoca la disolución del cobre; es decir,

las moléculas del mineral se disocian en componentes cargados positivamente y negativamente.

Al colocar un par de electrodos en esta disolución y al conectarlos a una fuente de corriente

continua, los iones positivos en la disolución se mueven hacia el electrodo negativo y los iones

negativos hacia el positivo. En la región donde interacciona el electrodo y la disolución, existe una

transferencia de electrones; por lo que las reacciones que ahí ocurren pueden ser de oxidación

o de reducción. En nuestro caso, el comportamiento de la reacción en la lixiviación de micro

partículas de calcopirita es únicamente oxidativo y se rige de acuerdo a:

CuFeS2 → Cu2+ + Fe2+ + 2S0 + 4e−.

Recordemos que esta reacción es válida para potenciales dentro del rango activo (sección 1.1);

para potenciales más altos que este rango, la calcopirita experimenta efectos de pasivación.

La ecuación de Butler-Volmer (19) describe la transferencia de electrones entre el electrodo y

una muestra en la disolución. Es una de las relaciones más fundamental en electroquímica para

describir la velocidad de una reacción (de oxidación o de reducción) en términos de una corriente

eléctrica:

j = j0

{
− exp

[
αazF

RT
(Φ− Φeq)

]
+ exp

[
−αczF

RT
(Φ− Φeq)

]}
,

j = j0

{
− exp

[
αazF

RT
η

]
+ exp

[
−αczF

RT
η

]}
(19)

• j: densidad de corriente del electrodo, A/m2

• j0: densidad de corriente de intercambio, A/m2

• z: número de electrones que participan en el proceso

• F: constante de Faraday
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• R: constante universal de los gases

• T: temperatura absoluta, K

• η: sobrepotencial (definido como η = Φ− Φeq)

• Φ: potencial aplicado, V

• Φeq: potencial de equilibrio, V

• αa + αc = 1

La corriente total que atraviesa el electrodo es la suma algebraica de dos corrientes, una de

oxidación y otra de reducción . En (19) se distingue claramente que la ecuación está compuesta

por dos exponenciales que representan la densidad de corriente de oxidación y de reducción

respectivamente.

Es posible aproximar la ecuación de Butler-Volmer en función del valor del sobrepotencial

η = Φ − Φeq. Cuando (Φ − Φeq) >> 0, la primer exponencial es mucho mayor que la segunda,

lo que hace posible despreciar esta última; y similarmente, cuando (Φ − Φeq) << 0 la primer

exponencial desaparece y se mantiene la segunda.

Como ya vimos nuestra reacción es únicamente oxidativa, es decir (Φ − Φeq) >> 0, por lo

tanto la ecuación de Butler-Volmer (20) se reduce a:

j = j0

{
− exp

[
αazF

RT
η

]}
. (20)

De acuerdo a los parámetros del experimento: αa = 0,5 y z = 1, por lo tanto al sustituir en 20:

j = j0

{
− exp

[
αazF

RT
η

]}
= j0

{
− exp

[
0,5

RT
(FΦ− FΦeq)

]}
= j0

{
− exp

[
0,5

RT
(EMF − ESF )

]}
. (21)

Donde:

EMF = FEΦ=0
F + FΦ

ESF = FΦS .

EMF significa la energía que tiene un electrón dentro del mineral en el momento de la reacción,

es decir, es la contribución de su energía de Fermi más la energía que se aplica a la solución en

forma de potencial eléctrico. ESF es la energía de Fermi de la solución y es el producto del potencial

de la solución por la constante de Faraday. Cada solución tiene un potencial medible ΦS , y se

lleva a cabo a temperatura T. Recordemos que el valor de la energía de Fermi de todos los

compuestos de calcopirita se encontrarán mediante cálculos teóricos, así en 21 todas las variables
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en la ecuación serían conocidas y por lo tanto podremos calcular la velocidad de disolución

(tanto de calcopirita pura y con impurezas) en función de una corriente eléctrica detectada en el

electrodo.
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2. Métodos

En todo este capitulo se describen los procedimientos usados para resolver el problema planteado

mediante el programa Quantum ESPRESSO. Primeramente un sistema de calcopirita pura es

construido. La estructura consta de una celda tetragonal con un átomo de cobre en el origen,

en él se sustituirán las impurezas. Debido a la presencia de hierro los cálculos incluirán tres

ordenamientos de espín. A partir de estos tres ordenamientos magénticos; añadimos las tres

impurezas obteniendo: CuyX(1−y)FeS2 para y = 0.5, 0 y X = As, Pb, Zn. Una vez construidos

todos los sistemas; realizamos pruebas de convergencia para poder optimizar los cálculos y los

recursos computaciones. Estas pruebas se realizan a fin de encontrar el mejor valor para la energía

de corte y los puntos k.

2.1. Defectos en la estructura cristalinea

En teoría, un mineral tiene una composición química definida y fija. Plantear a un mineral

con una estructura cristalina es una idealización que no siempre se cumple en el mundo real.

Los minerales reales no son 100% puros sino que poseen impurezas, algunas de las cuales las

podemos clasificar como:

• Átomos sustitucionales. Es cualquier elemento químico (átomo) que no pertenece a la com-

posición química del mineral. Cuando uno de estos átomos sustituye a un átomo que si

pertenece a la estructura cristalina, recibe el nombre de átomo sustitucional.

• Átomos intersticiales. Son elementos que ocupan lugares que habitualmente se encuentran

desocupados dentro de la red cristalina.

2.2. Calcopirita pura

La calcopirita está clasificada dentro de los sulfuros y puede ser representada en un sistema

tetragonal con parámetros de red a = b = 3,70538 Å y c = 5,21341 Å. La estructura considerada

contiene un cobre en el origen, un hierro y dos azufres como se muestra en la Figura 6.

Debido a la presencia de hierro (Fe) en la estructura de la calcopirita, es posible que el

magnetismo sea una cantidad relevante en los cálculos. Por esta razón construimos tres sistemas

diferentes del mineral. Considerando tres diferentes ordenamientos de espín en los electrones

del átomo de hierro; un sistema será antiferromagnético (AF), otro ferromagnético (FM) y otro

más paramagnético (PM). La dirección del espín la tomamos a lo largo de c. En función de los
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Figura 6: Calcopirita CuFeS2, las esferas en color café representan al cobre, en rojo al hierro y
en amarillo al azufre.

resultados, podremos comparar la energía total de los sistemas y determinar cuál puede ser la

configuración más estable. La Figura 7(a) muestra a la calcopirita antiferromagnética y la Figura

7(b) a la calcopirita ferromagnética.

(a) (b)

Figura 7: En (a) tenemos a CuFeS2 en un ordenamineto antiferromagnético y en (b) a CuFeS2
siendo ferromagnética. Las flechas en violeta representan los momentos magnéticos en los áto-
mos de hierro. En (a) duplicamos la celda unitaria para anular el momento magnético neto.

Para diseñar el sistema antiferromagnético es necesario duplicar la celda original de la calcopi-

rita, en el eje c; a fin de incluir dos átomos de hierro y así distribuir los dos momentos magnéticos
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antiparalelos. Entonces, la nueva estructura de calcopirita antiferromagnética contiene ocho áto-

mos; dos cobres, dos hierros y cuatro azufres (Figura 7a). Para la configuración ferromagnética

y paramagnética no fue necesario hacer ningún cambio a la celda unitaria de cuatro átomos.

2.3. Impurezas en la calcopirita

La siguiente fórmula química expresa el porcentaje de concentración de la impureza X en la

calcopirita: CuyX(1−y)FeS2. Si y = 0.5 significa 50% de X en la calcopirita, mientras que y = 0

significa una cantidad de 100% de X dentro de la estructura.

(a) (b)

Figura 8: Estructuras de la calcopirita al añadir arsénico como una impureza substitucio-
nal. En (a) y = 0.5, la estructura obtenida es Cu0,5As0,5FeS2 y en (b) y = 0, se obtiene
Cu0As1FeS2. Es decir, un porcentaje de 50 y 100% de arsénico en la calcopirita respectiva-
mente. La esfera azul representa al arsénico.

Para y = 0.5, las estructuras que se obtuvieron fueron: Cu0,5As0,5FeS2, Cu0,5Pb0,5FeS2 y

Cu0,5Zn0,5FeS2. Debemos notar que es necesario duplicar la celda unitaria de la calcopirita pura

(en el eje c), para sustituir la impureza deseada, y así, un átomo de cobre permanecerá en su

posición original. En la Figura 8 se muestra un ejemplo de calcopirita con una concentración de

y = 0.5 y y = 0 de arsénico.

Para y = 0, los compuestos obtenidos fueron: Cu0As1FeS2 (arsenopirita), Cu0Pb1FeS2 (sin

nombre) y Cu0Zn1FeS2 (marmatita, una variedad de esfalerita). Estos tres nuevos sistemas cons-

truidos, son, en esencia, la sustitución de un átomo de impureza por el átomo de cobre en la

47



calcopirita pura (Figura 6).

En total tenemos 21 celdas de calcopirita: nueve celdas tienen una concentración de y = 0.5 de

As, Pb y Zn en cada uno de los estados AF, FM y PM; otras nueve celdas tienen concentraciones

de y = 0 para los mismos elementos y tres más de la calcopirita pura donde solo se toma en

cuenta el magnetismo.

2.4. Energía de corte y malla de puntos k

Para utilizar eficientemente los recursos computacionales es necesario realizar algunas pruebas

de convergencia, con el fin de hallar los mejores parámetros iniciales. Uno de estos valores es la

energía de corte de las ondas planas; la precision y confiabilidad de los resultados depende mucho

del valor que se tome. Para nuestra calcopirita pura, hicimos pruebas de convergencia en la energía

total del sistema con respecto a la energía de corte (Ecut). Incrementamos en intervalos de 10 Ry

a Ecut, iniciando en 40 Ry y finalizando en 90 Ry (1 Ry = 13,60569172 eV). Luego verificamos

cúal es el mejor valor que debemos usar. La Figura 9 muestra los resultados de convergencia del

parámetro Ecut.
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Figura 9: Convergencia respecto a Ecut para CuFeS2.

La Figura 9 nos indica que la energía mínima que se debe usar para expandir correctamente las

funciones de onda es de 80 Ry. Con este valor todos nuestros sistemas de calcopirita simulados,
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incluyendo los estados AF, FM y PM en las concentraciones de y = 0.5 y y = 0 se fijaron

igualmente con una energía de corte de 80 Ry.

Otro parámetro que se tiene que calcular son los puntos k. El resultado depende tanto del

número de puntos k tomados, como la malla usada para discretizar la integral en la zona de

Brillouin. Similar al cálculo de la energía de corte, realizamos pruebas de convergencia en la

energía total del sistema pero ahora respecto al número de puntos k en cada dirección. La malla

de puntos k se generó siguiendo el método de Monkhorst-Pack [3]. En la Figura 10 se muestra

la curva de convergencia, el número de puntos k es el mismo en cada dirección.
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Figura 10: Convergencia respecto a puntos k en CuFeS2.

De la Figura 10, se observa que puede usarse una malla de 9×9×9 para los cálculos. Aunque

por la simetría del problema se propone tomar una malla de 9×9×5.

2.5. Detalles computacionales

El estudio de las propiedades electrónicas de calcopirita pura y calcopirita con impurezas

CuyX(1−y)FeS2 para y = 0.5, 0 y X = As, Pb, Zn; se realizaron mediante cálculos de primeros

principios usando DFT, el método de ondas planas y pseudopotenciales como están implemen-

tados en el software QE. Para cada especie atómica (Cu, Fe, S, As, Pb y Zn) se emplearon

pseudopotenciales tipo ultra suaves. Los parámetros de red de la celda unitaria empleada para
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el cálculo fueron de: a = b = 3,70538 Å y c = 5,21341 Å. La energía cinética de corte para las

ondas fue fijada en 80 Ry. El funcional de energía de intercambio y correlación se aproximó por

el método de gradiente generalizado (GGA) en la parametrización propuesta por Perdew, Burke

y Ernzerhof (PBE) [2]. Para la integración de la primera zona de Brillouin se utilizó una malla

Monkhorst-Pack de puntos k [3] de 9 × 9 × 5 mientras que para la densidad de estados (DOS)

fue de 18 × 18 × 10 (en en apéndice se muestra un ejemplo de archivo de entrada en Quantum

ESPRESSO).
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3. Resultados

Usando el programa Quantum ESPRESSO, obtuvimos la energía de la calcopirita en los tres

tipos de magnetismo indicados. Por criterio de mínima energía determinamos cuál es la forma más

estable que puede tener el mineral. Luego, incluimos las impurezas de acuerdo a CuyX(1−y)FeS2

para y = 0.5, 0 y X = As, Pb, Zn. Tanto en la calcopirita pura como con impurezas discutimos

las implicaciones que se dieron al hacer las sustituciones en la estructura cristalina y electrónica.

Finalmente, partiendo de la ecuación de Butler-Volmer y usando la energía de Fermi, obtenida

en Quantum ESPRESSO, graficamos y comparamos la cinética de disolución para cada impureza

en el mineral puro e impuro.

3.1. Resultados sobre la estructura cristalina

Nuestros resultados sugieren, que es más probable que la calcopirita pura (en su estado fun-

damental) presente una configuración antiferromagnética; debido a que el valor de energía es

el mínimo entre los tres sistemas estudiados. Esto es consistente con otros estudios teóricos y

experimentales previamente reportados [22][23]. Confirmando que el sistema CuFeS2 es antife-

rromagnético con momentos de espín distribuidos sobre los átomos de Fe y alineados sobre el

eje c. Al hacer las sustituciones sobre esta estructura obtenemos los compuestos Cu0,5X0,5FeS2 y

Cu0X1FeS2 que representan y = 0.5 y y = 0 de concentración de X respectivamente, donde X =

As, Pb, Zn. La Tabla 2 muestra la influencia en los parámetros de celda y longitudes de enlace

Compuesto Parámetros de red [Å] Longitud de enlace [Å] Vol. [Å3]

a = b c X-S S-Fe

CuFeS2 3.7113 10.5719 2.2885 2.2674 145.6207

Cu0,5As0,5FeS2 3.6145 11.3773 2.5592 2.1801 148.6484

Cu0,5Pb0,5FeS2 3.8527 11.5904 2.8422 2.2826 172.0357

Cu0,5Zn0,5FeS2 3.7736 10.7088 2.3462 2.3352 152.5035

Cu0As1FeS2 3.4106 12.9165 2.6026 2.1222 150.2552

Cu0Pb1FeS2 4.1021 12.2410 2.8385 2.3263 205.9891

Cu0Zn1FeS2 3.8157 10.8716 2.3553 2.3295 158.2910

Tabla 2: Influencia sobre los parámetros de red y enlaces al sustituir la impureza X para to-
dos los compuestos considerados Cu0,5X0,5FeS2 y Cu0X1FeS2. X en la longitud de enlace X-S
significa la impureza sustituida, si es calcopirita pura X=Cu.
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al añadir las impurezas a la calcopirita antiferromagnética. La X en la longitud de enlace X-S,

se refiere al tipo de elemento sustituido; si es calcopirita pura X = Cu, si está añadida alguna

impureza X = As, Pb o Zn.

Las longitudes de enlace Cu-S y S-Fe de CuFeS2 de nuestro cálculo coinciden con los resultados

experimentales de ∼ 2.299 y ∼ 2.256 Å [24] [25] respectivamente.

Los resultados muestran que la celda aumentó de volumen al hacer cada una de las sustitu-

ciones. El arsénico con el radio atómico menor de las tres impurezas, hace que el volumen de

la celda aumentará ligeramente con el aumento de su concentración. El dopaje con plomo, de

mayor radio atómico, hizo aumentar el tamaño de la celda significativamente a medida que su

concentración crecía. La presencia de zinc en CuFeS2 también hace crecer la celda, un poco más

en comparación con el arsénico pero menos que el plomo; pues su radio atómico está entre estos

dos elementos. En la Figura 11 se puede apreciar el cambio de la energía total por unidad de celda

al variar las concentraciones de las impurezas. Notamos que la presencia de arsénico da lugar

a formaciones de arsenopirita, lo que incrementa su energía y por tanto la fuerzas de cohesión

entre los átomos. Esto está totalmente de acuerdo con la dureza de los minerales, mientras la

calcopirita tiene una dureza de 3.5 a 4.0 [26], la arsenopirita se encuentra en nivel de dureza de

5.5 a 6.0 [27].
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Figura 11: Cambio en la energía total en función de la concentración de impurezas en la calco-
pirita. La presencia de arsénico en la calcopirita aumenta su energía, mientras que la calcopiri-
ta que contiene plomo y zinc tiende a disminuir su energía por unidad de celda.
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3.2. Resultados sobre la estructura electrónica

Los cálculos se realizaron con espín polarizado sobre los átomos de hierro, y los resultados de

la densidad de estados (DOS) para calcopirita pura se muestran en la Figura 12. El valor cero

de energía es el nivel de Fermi. Se puede comparar con la DOS cuando añadimos impurezas a la

calcopirita en una concentración de y = 0.5. En la Figura 13 observamos que hay un corrimiento

hacia el nivel de Fermi, las concentraciones de estados de espín arriba y abajo tienden a aumentar

en el nivel de Fermi para el plomo y el zinc. En el caso del arsenico permanecen sin cambio

significativo. El valor de la energía de Fermi para cada una de las impurezas sustituidas es muy

importante y se muestran en la Tabla 3. Para calcopirita pura la energía de Fermi es 7.661 eV.
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Figura 12: DOS total para la calcopirita. En el nivel de Fermi (0 eV) la concentración de esta-
dos es 2.492 eV usando la aproximación GGA.

Impureza Concentración

y = 0.5 y = 0

As 8.124 8.256

Pb 7.597 7.221

Zn 7.522 7.451

Tabla 3: Se puede observar que la energía de Fermi varía poco con cada impureza considerada.
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Figura 13: Comparación de la DOS total de la calcopirita al añadir y = 0.5 de impurezas: en
(a) As, (b) Pb y (c) Zn. El dopaje por Pb y Zn es responsable de aumentar los estados dispo-
nibles sobre el nivel de Fermi (0 eV). Mientras que con el As los estados permanecen sin mu-
cho cambio.
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3.3. Velocidad de disolucion de la calcopirita en un medio ácido

Con los valores de la Tabla 3, graficamos la concentración de cada impureza con su respectiva

energía de Fermi. Tenemos tres puntos por cada impureza que representan las concentraciones

en la calcopirita, con estos datos buscamos la mejor línea recta que se les aproxime. La Figura

14 muestra las rectas que mejor se ajustan a los resultados obtenidos.
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Figura 14: Aproximación por una recta a los valores de la energía de Fermi por cada concen-
tración de impurezas. Podemos observar un comportamiento lineal en la energía de Fermi en
función de la presencia de impurezas en CuFeS2.

Con las aproximaciones hechas en la Figura 14, nuestros resultados indican que el compor-

tamiento de la cinética de disolución, en una solución de ácido sulfúrico, a un mismo potencial

aplicado y de acuerdo a la ecuación de Butler-Volmer (21) es: a mayor energía de Fermi en los

minerales de calcopirita menor se obtendrá una corriente eléctrica; y a menor energía de Fermi

se producirán mayores corrientes. Por lo tanto, la presencia de arsénico en la calcopirita produce

corrientes menores, lo que disminuye la cinética. Mayor cantidad de zinc aumenta la velocidad

de disolución. Y cuando el mineral contiene plomo aumentará aún más la disolución.

Comparamos nuestros resultados con lo que se obtuvieron experimentalmente. En un rango

de potenciales aplicados de entre los 300 mV y 440 mV (SCE), la disolución de la calcopirita sigue

un comportamiento bien descrito por (21). Haciendo variar estos potenciales en la ecuación de

Butler-Volmer obtenemos la Figura 15; que compara la corriente obtenida con cálculos teóricos

con los resultados reportados experimentalmente.
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Figura 15: Las líneas amarilla, violeta y naranja representan los resultados teóricos obtenidos
al disolver la calcopirita en acido sulfúrico y aplicando potenciales que varían de 300 a 440 mV
(SCE) para As, Zn y Pb respectivamente. La línea negra representa la disolución de la calcopi-
rita pura. Nuestros resultados para calcopirita pura concuerdan con lo reportado experimental-
mente. Observamos también que el arsénico produce menores corrientes que el plomo.

Las líneas rectas en la figura 15 representan la cinética disolución para cada impureza, es

decir, la corriente obtenida al aplicar un potencial. Debemos notar que la gráfica se encuentra en

una escala lineal-logarítmica, por lo que las líneas pintadas corresponden a exponenciales en la

ecuación de Butler-Volmer (21). Notamos que la recta para la calcopirita pura se justa muy bien

al resultado experimental. A un mismo potencial aplicado el arsénico dará menores corrientes

y el plomo produce mayores corrientes. Después de los 440 mV (SCE) nuestros resultados ya

no se ajustan al experimento, debido a que la ecuación de Butler-Volmer solo puede predecir la

parte exponencial del experimento, que representa la región activa. Para poder explicar todo el

comportamiento observado es necesario desarrollar teorías mas completas.
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4. Conclusiones

Nuestros estudios indican que la calcopirita es un antiferromagneto con momentos de espín

alineados sobre el eje c. La presencia de impurezas en la calcopirita como el arsénico tienden a

aumentar la energía del mineral, mientras elementos como el plomo y zinc la disminuyen.

Podemos usar cálculos basados en la teoría del funcional como una base para explicar la

velocidad de disolución experimental de minerales puros e impuros. Un incremento en la energía

de Fermi, en minerales de calcopirita, desplaza la curva de reacción hacia arriba, lo que implica

una reducción de la corriente detectada. Si existe arsénico presente en la calcopirita, disminuirá

la cinética mientras el plomo y zinc ocasionarán un aumento. La ecuación de Butler-Volmer

predice la parte exponencial de los experimentos. Es necesario desarrollar teorías más completas

que puedan explicar todo el comportamiento experimental observado.
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Apéndice

Ejemplo de archivo de entrada en quantum espresso

Dos de los principales paquetes de QE son PWscf y CP. Todos ellos giran en un formato

común de archivos de entrada y salida. En esta tesis se usará principalmente el paquete Pwscf,

el cual realiza diferentes tipos de cálculos, como por ejemplo: calculo de la energía en el estado

fundamental; optimización de geometría (incluso con celda variable), cálculo de los orbitales de

Kohn-Sham de un electrón entre otros. Todo lo anterior se puede aplicar a cualquier estructura

cristalina y usando distintas aproximaciones a Exc[ρ(r)], como: LDA, LSDA, GGA o meta-GGA.

Podemos incluir polarización de espín y usar tanto pseudopotenciales que conservan la norma

como pseudopotenciales ultra suaves.

El ejecutable principal de PWscf es pw.x, es quien lee los datos en el archivo de entrada. El

archivo de entrada esta organizado en un número de

Tres grupos son obligatorios:

CONTROL Contiene las variables que definen el flujo principal del cálculo, algunas de las

variables más representativas que podemos encontrar en este grupo son: calculation, realiza

un cálculo autoconsistente, no autoconsistente o relajación; etot_conv_thr y forc_conv_thr,

son el umbral de convergencia en la energía total y sobre las fuerzas respectivamente.

SYSTEM Aquí es donde van las variables que especifican el sistema que estamos estudian-

do, algunas de sus variables son: ibrav, especifica el tipo de red de Bravais; nspin, indica si el

calculo incluye una polarización de espín; ecutwfc, energía cinética de corte para las funciones

de onda; starting_magnetization, polarización inicial de espín sobre un átomo.

ELECTRONS En esta parte se definen las variables que van a controlar los algoritmos utili-

zados en la búsqueda de la solución autoconsistente de las ecuaciones de Kohn-Sham para cada

electrón.

Hay otros tres campos obligatorios que deben ser introducidos en el archivo de entrada:

ATOMIC_SPECIES Aquí se incluye la etiqueta del átomo, su masa (amu) y el pseudopo-

tencial usado.

ATOMIC_POSITIONS Contiene los vectores de red en unidades de Bohr o Angstrom.

K_POINTS Se específica el número de puntos k en cada dirección usados en la

integración en la zona de Brillouin.

A continuación un ejemplo de archivo de entrada:
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&con t r o l

c a l c u l a t i o n = ’ vc−r e l a x ’ ,

restart_mode = ’ from_scratch ’ ,

pseudo_dir = ’ . . / ’ ,

ou td i r = ’ . / tmp ’ ,

p r e f i x = ’CFS2 ’ ,

t s t r e s s = . t rue . ,

t p rn f o r = . t rue . ,

nstep = 200 ,

etot_conv_thr = 1 .0D−8 ,

forc_conv_thr = 1 .0D−8 ,

/

&system

ibrav = 0 , ce l ldm (1) = 0 ,

nat = 8 , ntyp = 4 , nspin = 2 ,

ecutwfc = 80 , ecutrho = 400 ,

occupat ions = ’ smearing ’ ,

smearing = ’mp ’ , degauss = 0 .02 ,

s tar t ing_magnet i zat ion (2 ) = 1 ,

s tar t ing_magnet i zat ion (3 ) = −1,

/

&e l e c t r o n s

electron_maxstep = 200 ,

conv_thr = 1 .0d−8 ,

mixing_beta = 0 .3 ,

d i a g ona l i z a t i o n = ’ david ’ ,

d iago_thr_init = 1 .D−2 ,

diago_david_ndim = 2

/

&ions

ion_dynamics = ’ b fg s ’ ,

upsca l e = 20 .D0 ,

trust_radius_max = 1 .0D−1,

trust_radius_min = 1 .0D−8,

t rus t_rad ius_in i = 3 .0D−3,

/
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&c e l l

ce l l_dynamics = ’ b fg s ’ ,

/

ATOMIC_SPECIES

Cu 63.546 Cu . pbe−dn−r rk jus_ps l . 0 . 2 .UPF

Fe1 55 .845 Fe . pbe−spn−r rk jus_ps l . 0 . 2 . 1 .UPF

Fe2 55 .845 Fe . pbe−spn−r rk jus_ps l . 0 . 2 . 1 .UPF

S 32.065 S . pbe−n−r rk jus_ps l . 0 . 1 .UPF

CELL_PARAMETERS ( angstrom )

3.6384810070 0.0000000000 0.0000000000

0.0000000000 3.6384810070 0.0000000000

0.0000000000 0.0000000000 10.0344448240

ATOMIC_POSITIONS ( angstrom )

Fe1 1.8192405040 1.8192405040 2.5086160180

Fe2 1.8192405040 1.8192405040 7.5258384300

Cu 0.0000000000 0.0000000000 0.0000000000 1 1 1

Cu 0.0000000000 0.0000000000 5.0172224120

S 0.0000000000 1.8192405040 1.3727752050

S 1.8192405040 0.0000000000 3.6444472070

S 0.0000000000 1.8192405040 6.3899976170

S 1.8192405040 0.0000000000 8.6616696190

K_POINTS ( automatic )

9 9 5 1 1 1
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