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Resumen

En esta tesis se realizaron estudios teéricos para comparar la velocidad de disolucién en un
medio acido de calcopirita pura y calcopirita con tres tipos de impurezas: As, Pb y Zn. El es-
tudio de las propiedades tanto estructurales como electrénicas se realizaron mediante calculos
de primeros principios usando la teoria del funcional de la densidad (DFT), el método de ondas
planas y pseudopotenciales como estdn implementados en el software computacional Quantum
ESPRESSO (QE). Para cada especie atémica (Cu, Fe, S, As, Pb y Zn) se emplearon pseudopo-
tenciales tipo ultra suaves. Los parametros de red de la celda unitaria empleada para el célculo
fueron de: a = b = 3,70538 A y ¢ = 5,21341 A [1]. La energia cinética de corte para las funciones
de onda fue fijada en 80 Ry. El funcional de energia de intercambio y correlacion se aproximoé
por el método de gradiente generalizado (GGA) en la parametrizacion propuesta por Perdew,
Burke y Ernzerhof (PBE) [2]. Para la integracion de la primera zona de Brillouin se utiliz6 una
malla de puntos k Monkhorst-Pack [3] de 9 x 9 x 5 mientras que para la densidad de estados
(DOS) fue de 18 x 18 x 10. Para relacionar la velocidad en que se disuelve la calcopirita pura y
la calcopirita con impurezas, en un medio acido, utilizamos la ecuacién de Butler-Volmer junto

a la energia de Fermi obtenida a partir de calculos de primeros principios.

Palabras clave

Calcopirita, DFT, Lixiviacion, Propiedades Estructurales, Estudios de Modelado.



Abstract

In this thesis, theoretical studies were carried out to compare the dissolution rate in a acid
medium of pure chalcopyrite and chalcopyrite with three types of impurities: As, Pb and Zn. The
study of the electronic properties were carried out by calculating first principles using the theory
of functional density (DFT), the method of plane waves and pseudopotentials as implemented
in the Quantum ESPRESSO (QE) computer software. For each atomic species (Cu, Fe, S, As,
Pb and Zn) ultra-soft pseudopotentials were used. The lattice parameters of the unit cell used
for the calculation were: a = b = 3,70538 A and ¢ = 5,21341 A. The cut-off energy for the wave
functions was taken at 80 Ry. The correlation and exchange energy functional was approximated
by the generalized gradient method (GGA) in the parameterization proposed by Perdew, Burke
and Ernzerhof (PBE). For the integration of the first Brillouin zone, a Monkhorst-Pack grid of
9 x 9 x 5 k-points was used, while for the state density (DOS) it was 18 x 18 x 10. To relate the
speed at which pure chalcopyrite and chalcopyrite with impurities dissolve in an acid medium,
we use the Butler-Volmer equation together with the Fermi energy obtained from first principles

calculations.



Introducciéon

El cobre se encuentra en la corteza terrestre en una gran variedad de minerales, como son:
sulfuros (combinaciones de azufre con algtn otro elemento quimico), 6xidos (formados por oxigeno
y un atomo de otro elemento) y silicatos (uniones de silicio y oxigeno). De entre todos estos
minerales, la calcopirita (CuFeSs), un sulfuro de cobre, contiene entre el 70 y 80 % de todas las
reservas de cobre en la Tierra [4]. Al ser el mineral de cobre més ampliamente distribuido, la
metalurgia extractiva del cobre es principalmente de calcopirita.

La recuperacion del cobre a partir de los recursos primarios se divide en dos procesos diferen-
tes. El primero, llamado proceso pirometalargico, es usado en un 80 % de la obtenciéon mundial
del cobre [5]. Y el segundo, el proceso hidrometaltrgico, se emplea en un 20 %.

Aunque los procesos pirometalirgicos son ampliamente utilizados en la produccién de cobre
a partir de minerales sulfurados (como se ha dicho, calcopirita principalmente); estos tienen
asociados una serie de dificultades, como lo son: un alto consumo de energia, un dificil manejo de
los subproductos y dafios al medio ambiente, ya que el mineral es fundido a altas temperaturas y
en el proceso se libera dioxido de azufre (SO2) a la atmosfera. Se sabe muy bien que este gas es
el principal causante de la lluvia acida [6][7], ya que es transformado en 4cido sulfarico (H2SO4)
al contacto con el agua (la humedad en el medio ambiente).

A la hora de recuperar el cobre, otro desafio que se presenta son las impurezas que pueda
contener el mineral, pues serd necesario que reciba tratamientos especiales dependiendo del tipo
de elemento presente y de su concentracién. Algunas impurezas son de mayor preocupacion por
su toxicidad; por ejemplo, el arsénico y el plomo son toxicos para la salud humana. Algunas otras
impurezas pueden causar efectos no deseados en la produccion del cobre. Por ejemplo, €l zinc,
reduce la recuperacion del cobre en el proceso de fundicién porque hace aumentar la viscosidad de
la mezcla [8]. Cuando la calcopirita contiene concentraciones en grandes cantidades de impurezas
como las mencionadas anteriormente, no es apropiado seguir la via pirometaltrgica, se requiere
una tecnologia alternativa para su tratamiento [9)].

La hidrometalurgia es un conjunto de procesos para la extracciéon de metales a través de
medios fisicoquimicos acuosos. Ha sido estudiada como una ruta alternativa a los métodos piro-
metalargicos. Sin embargo, el proceso hidrometalturgico de la calcopirita presenta ciertas dificul-

tades, como una muy lenta cinética de disolucion [10]. Ademéas de que el mineral tiende a formar



una capa pasivante que impide que el agente lixiviante entre en contacto con él [11]. Es de gran
importancia tanto econémicamente (respecto al tratamiento convencional de pirometalurgia) co-
mo ambiental (reduccién de gases toxicos [12]), desarrollar una tecnologia de recuperacion del
cobre mediante la hidrometalurgia. En la actualidad las técnicas modernas para la solucién de
problemas complejos de fisica cuantica han sido escasamente aplicadas al entendimiento de este
mineral con fines hidrometalirgicos.

Por mas de tres décadas la teoria del funcional de la densidad (DFT) y la incorporacion de
sus técnicas computacionales han permitido simular y describir, cada vez mas detalladamente y
con mayor realismo a los sistemas estudiados. Las aplicaciones de esta teoria han sido de gran
beneficio en muchos campos de la ciencia asi como en la industria, principalmente para predecir
y/o explicar propiedades tanto fisicas como quimicas de la materia.

En esta tesis se realizaron estudios teoéricos con el propoésito de comparar la cinética de
disolucién en un medio acido, de calcopirita pura y calcopirita con tres tipos de impurezas
anadidas y en concentraciones de 50 y 100 %. Para el calculo de la energia total, la energia
de Fermi y la densidad de estados de cada uno de los compuestos de calcopirita, se utiliz6 la
aproximacion de gradiente generalizado (GGA) dentro del marco de DFT. Y con el objetivo de
comparar la velocidad de disolucién de la calcopirita, se utilizé la ecuacion de Butler-Volmer la
cual nos relaciona la cinética de disolucion en un medio acido (del mineral puro y con impurezas)

y la energia de Fermi obtenida mediante calculos tedricos.



1. Revision de la literatura

En este capitulo se presenta la teoria que describe las propiedades estructurales, electronicas y
cantidades medibles de un so6lido. Los principales problemas que se presentan en la lixiviacién
de la calcopirita (separacion de un elemento presente en el mineral) se muestran en la secciéon
1.1. Las siguientes secciones, 1.2 a 1.10, muestran como partiendo de la mecanica cuantica po-
demos entender las interacciones entre atomos y moléculas. Luego, usando DFT (seccion 1.11)
podremos obtener las cantidades medibles y observables de un sistema cristalino. Siguiendo con
la seccion 1.12, veremos como los resultados de DFT pueden ser implementados en un progra-
ma computacional. Finalmente la seccion 1.13, nos relacionara los resultados obtenidos mediante
célculos tedricos y una ecuacion conocida como Butler-Volmer, para poder comparar la velocidad

de disolucién, de un mineral puro y con impurezas, mediante una corriente eléctrica.

1.1. Comportamiento electroquimico de la calcopirita

La extracciéon de metales por hidrometalurgia se lleva a cabo a través de reacciones en medios
acuosos. En estos procesos se usa un disolvente liquido (llamado agente lixiviante) para provo-
car la disolucién de algtn elemento presente en el mineral para posteriormente ser recuperado.
Dado que se trata de reacciones no esponténeas, es necesario imponer una corriente eléctrica
para producir la oxidacién o reducciéon de los elementos en cuestion. En hidrometaldrgia, a este
procedimiento se le llama lixiviacion.

Seguir la via hidrometalirgica para recuperar el cobre a partir de la calcopirita siempre ha
enfrentado problemas muy complejos de naturaleza quimica y electroquimica. En una sola linea:
es muy dificil la lixiviacién de la calcopirita.

Uno de los principales problemas asociados a la lixiviaciéon de este mineral es la pasivacion.
La pasivacion es el término utilizado para refererise a la formacion de una pelicula sobre la
superficie de la calcopirita, que evita que el agente lixiviante entre en contacto con el mineral,
lo que provoca la inhibiciéon del proceso de lixiviacién y por lo tanto una disminuciéon en la
recuperacion del cobre. A pesar de la cantidad de estudios dirigidos para comprender el fenémeno
de pasivacién, no existe acuerdo general sobre el por qué de tal fenomeno; ademas la naturaleza
de la pelicula ain sigue siendo desconocida. Algunos autores han propuesto que esa capa esté
asociada a productos de polisulfuro de cobre [13] [14], azufre elemental [15] o jarosita [16]. Aunque
no se conozca exactamente la naturaleza de la capa pasivante, si parece muy probable que tenga

propiedades eléctricas cercanas a la de un aislante [17].
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En experimentos realizados para comprender el comportamiento electroquimico de la calcopi-
rita en medio acido, se ha demostrado que la calcopirita exhibe distintas transiciones dependiendo
del potencial aplicado sobre su superficie [18]. En estos estudios se han tomado microparticulas
del mineral de un tamano que oscila entre las 20 y 100 pum, para posteriormente ser disueltas en
soluciones de acido sulftrico (H2SOy). Los resultados (Figura 2) muestran que aplicando poten-
ciales a la solucién, comprendidos entre un potencial llamado potencial de circuito abierto del
mineral (Epcp) y 440 mV (potenciales siempre medidos respecto a un eléctrodo de referencia,
en este caso un eléctrodo de calomelanos SCE), la velocidad de disolucion del mineral sigue un
comportamiento exponencial; a este intervalo de potenciales se le llama rango activo. En el rango
activo la recuperacion del cobre es muy buena. Aplicando potenciales que varian de los 440 a
los 510 mV (SCE), la velocidad de disolucion del mineral continta, pero ya no sigue un com-
portamiento exponencial y la velocidad de lixiviacion es desincrementada. Aplicando potenciales
mas altos a 510 mV (SCE); la calcopirita experimenta efectos de pasivacion y la velocidad de
lixiviacién permanece muy baja, este rango de potenciales es llamado rango pasivo.

El objetivo de esta tesis es replicar, mediante célculos teoéricos, la parte exponencial que
reportan los resultados experimentales (Figura 2). Tomando calcopirita pura y anadiendo tres
tipos de impurezas, se va a comparar la velocidad de lixiviacién, usando la ecuaciéon de Butler-

Volmer y la energia de Fermi obtenida mediante calculos de primeros principios.

H,S0,=2g/L
a 1000
| Temperature, °C
9004+ o 25-
{ o 40
~ B00O{ & 50
5] 1 ¢ 60
g 7004 © 80
z ]
= 6004——
E 4
o 1
4004
300

Current density, pA/cm”

Figura 2: Velocidad de disolucién en medio acido de la calcopirita reportada experimentalmen-
te [11]. En un rango de potenciales 310 a 440 mV (SCE) la cinética sigue un comportamiento
exponencial. A partir de los 440 mV (SCE) la calcopirita exhibe distintas transiciones.
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1.2. Postulados de la mecanica cuantica

La mecénica cuantica es una teoria axiomética porque estd bien fundamentada en algunos

principios, axiomas o postulados.

Postulado 1. El estado de un sistema en mecdnica cudntica estd representado por una funcion
que depende de la posicion y del tiempo. Dicha funcion se le llama funcion de onda y la denotamos

como V(r,t) y debe cumplir: ser continua, con derivadas continuas y de cuadrado integrable.

Postulado 2. A cada magnitud fisica medible u observable A de un sistema se le puede asociar

un operador hermitico A.
Postulado 3. Los tunicos resultados al medir el observable A son los valores propios de A.

Postulado 4. El valor esperado (o valor promedio) del observable A es (A) y se define como:

(A) = (U A)W) = /\IJ*/l v dr.

Postulado 5. La funcion de onda se obtiene resolviendo la siguiente ecuacion:

HU(r,t) = ih%\l}(r,t). (1)

1.3. La ecuaciéon de Schrodinger

La expresion (1) es la ecuacion fundamental de la mecanica cuantica y se le llama la ecuacion
de Schrédinger. # es el operador hermitico asociado a la energia total del sistema. También
conocido como hamiltoniano. Es la suma del operador asociado a la energia cinética T y el

operador asociado a la energia potencial V

H=T+V.

En el caso de un electrén con una energia potencial V= V(r) la ecuacion de Schrodinger es:

2
(_27:7% V2 + V(r)) U(r,t) = m%@(m).

12



Cuando el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, la funcién de onda puede escri-

birse como W(r,t) = 1(r)x(t) y al sustituir en (1) se obtiene:
W(r 1) = v(r)

y ¥(r) la podemos conocer al resolver la siguiente ecuacion:

(~o ¥+ VO) ) wlr) = Ew(r),
Hi(r) = Bu(r). (2)

En la expresion anterior se postula que la energia total del sistema en el estado ¢)(r) es E. Resolver
esta ecuacion significa resolver un problema de valores propios donde ¢ (7) es la correspondiente
funcion propia con su valor propio asociado F.

En todo lo que resta de este escrito y por comodidad, la ecuacion (2) se le llamara la ecuacion

de Schrodinger independiente del tiempo.

1.4. El problema de muchas particulas

Para encontrar las propiedades de un conjunto de dtomos en el cual hay m nicleos y n

electrones interactuando debemos resolver la siguiente ecuaciéon de Schrodinger:

Hd}(rla"'arn;Rla"'aRm) = Ew(rla"wrnaRla"'aRm)'
Donde:
7; son las coordenadas del i-ésimo electron.

R, son las coordenadas del p-ésimo nicleo.

El operador hamiltoniano queda como:

R h2 m V% n val
H = —2[ . M:‘FZWE
p=1 i=1
1 m—1 m e Z Z n—1 n
B PP SR IpTEr R BN I

Debido a la complejidad de H es necesario introducir aproximaciones para que adquiera una

forma maés simple.
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1.5. Aproximacion de Born—Oppenheimer

Siendo los electrones mucho mas ligeros que los niicleos, se puede suponer que estas particulas
se mueven en una configuracion de nicleos atomicos fijos, o lo que es lo mismo, la funciéon de onda
del sistema completo ¥ (7r1,...,7n, R1,..., Rm) se escribe como el producto de una funcién de

onda que describe a los electrones ¢ = ¢(r1, ..., 7y, ), y otra, para los ntcleos x = x(R1, ..., Rm).

w(’l"l, e 7’I"n,_l%l7 . ,Rm) = ¢('I‘1, . ,’I‘n)X(Rl, .. ,Rm)

Bajo esta suposicion, la energia total del sistema es una contribucién debida a los electrones y
otra debida a los niicleos: E = F, + E,,. Entonces, es posible resolver por separado una ecuacién
de Schrodinger para los electrones y otra para los nicleos.

La ecuaciéon que describe a los electrones es

I
7%2 47760Z Z |r —'r| 47TGOZZ|?“z Il-fl ul ¢=Ee¢. )

=1 j=i+1
Mientras que para los niicleos

v2
R,

h? & e*2,7,
_?; 47reoZ Z IR, — R,| X = Enx.

p=1 v= ,qul

Podemos considerar que en la ecuacion (4) cada uno de los n electrones se mueve en el
n m

. . . . 1 eZ .
potencial eléctrico, a veces denominado potencial externo V., = —— E E — " debido
dreg |r; — R,
i=1
a cada uno de los nucleos en posiciones fijas.
Resolver la ecuacion (4) en la forma mas precisa y eficiente ha sido un gran problema durante
muchos afios en quimica cuantica y en fisica del estado solido. Para ello se revisaran los siguientes

conceptos.

1.6. Espin

Uhlenbeck y Goudsmit propusieron que el electron, ademas de su momento angular L tiene
un momento angular intrinseco S = (SAx, Sy, Sz) El momento angular intrinseco, o simplemente
espin, no tiene anélogo clésico por lo que no se puede obtener una expresién de operador de
espin por medio del postulado 2. Para introducir el espin a la teorfa se anaden los siguientes dos

postulados:

14



Postulado 6. Los operadores de espin son andlogos a los de momento angular y cumplen las

mismas reglas de conmutacion.

Por el postulado 6 los valores propios de §2 = 82 + 5‘3 + 82 son:
(s + 1)h*%; s =0, %, 1, %,
Y los valores propios de S, son
mgh; ms=-—8 —s+1,..., s—1, s.
Al ntimero s se le llama espin de la particula. La observacion muestra que todos los electrones

tienen un tnico valor de s, que es s = % Este ntimero tiene dos valores para m: +% y f%.

Postulado 7. Las funciones propias de espin dependen de la coordenada de espin, que se le

llamard genéricamente §. Para el electron hay dos funciones a(€) y B(§) que son soluciones de:

RPa, 8B= %FLQB.

Para describir mas detalladamente a los electrones, debemos agregar una nueva variable a la
funcién de onda, llamada variable de espin y denotada como o. Si un electrén se encuentra en el
estado de espin a 0 8 (méas cominmente se le dice espin arriba o espin abajo), entonces o = « o
bien ¢ = . Entonces, escribimos tanto la variable de posicién como la variable de espin de cada

electron en los argumentos de la funcién de onda,

w = w(rl,al,...,rn,on).

Recordémos que las particulas que tienen espin semientero (+ %, %, ...) se llaman fermiones. Y

las particulas que tienen espin entero (£ 1,2,...) se llaman bosones.
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1.7. Particulas idénticas en mecanica cuantica

Si un sistema esta compuesto de particulas y todas tienen las mismas caracteristicas y pro-
piedades fisicas, decimos que son particulas idénticas. Por ejemplo un conjunto de electrones.

En mecanica cuantica no es posible distinguir particulas idénticas. Mientras en mecénica
clasica tenfamos trayectorias en mecéanica cudntica tenemos funciones de onda y las funciones de
onda pueden superponerse. Un ejemplo sencillo: dos particulas idénticas descritas por ¥ y 9,
muy alejadas entre si y de tal manera que sus funciones de onda no se superponen. Pero si las
particulas comienzan a acercarse, entonces sus funciones de onda comenzaridn a superponerse.
En ese instante se puede determinar la probabilidad de encontrar una particula, pero no se puede
saber cual particula se ha detectado ya que a esa funcion de onda superpuesta contribuyen tanto
1)1 como 5. Si fueran particulas distinguibles podriamos usar alguna de sus propiedades fisicas
para distinguirlas.

Tomemos la funciéon de onda de un sistema formado por n particulas idénticas y denota-
mos a esta funcién como ¥(q,...,qn), donde ¢; = (7;,0;) es la coordenada espacial y espin de

la i-ésima particula. Se puede afirmar que la permutacién de las coordenadas de las dos par-

ticulas ¢ <> j representa el mismo estado del sistema. Entonces ¥(q1,...,Gi,---:qj,---1qn) ¥
(g1, -5, Gi,---,qn) solo deben de diferir por una constante (compleja en general):
¢(Q17~~~a(1i7~~,Qja-u»(Jn) = eiaw(qla"'vqw"'a%v"'7qn)' (5)

Definimos el operador permutacién o de intercambio P;; como el operador que intercambia las

coordenadas de las particulas ¢ y j.

ﬁijw(qla"'7qi7"'7qj7"'aqn):w(qlw'wqu"aqi7"'7qn)~

Haciendo un pequeno analisis podemos llegar a la conclusion que los valores propios de 75ij son +1
y —1, esto implica que en la expresion (5), la constante e!® es igual a 4-1. Segiin estos argumentos,
un cambio en las coordenadas de dos particulas idénticas dentro de la funcién de onda da como
resultado un cambio de signo en la funcion de onda. Si la funcién de onda no cambia de signo al
permutar las coordenadas de dos particulas, se dice que es simétrica y si cambia de signo se le
llama antisimétrica.

Se ha demostrado que para describir correctamente a los electrones, por ser un conjunto de

fermiones, su funcion de onda debe ser antisimétrica con respecto al intercambio de las coorde-
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nadas de dos electrones:

Y(q1, -y Qi Qs Gn) = —U(Q1, - Qs iy ey Q)

Si dos electrones 7 y j tienen las mismas coordenadas, es decir, ¢; = g;, entonces

V(QUy e s Qisee s QiseesQn) = —U(Qyeeos Qiseens QisenryGn),

w(qlw"aqia"'aqiw"7qn) - 0

Lo anterior significa que la probabilidad de encontrar dos electrones con mismo espin en el mismo

punto es cero. Este resultado se conoce como el principio de exclusion de Pauli.

1.8. Determinante de Slater

Para construir una funcién de onda antisimétrica podemos partir de una funciéon de onda
aproximada construida como el producto de espin-orbitales. Un espin-orbital es una funcion de
onda de un electron, conocido también como orbital espacial (o simplemente orbital cuando no
haya confusion) multiplicada por una funcién de espin. Escribimos la funcion de los electrones

como un producto de espin-orbitales:

1/’(%7 qz, ... 7qn) = 901((]1)@2((]2) s Qon(qn),
Donde:

wi(m) a(fi)

() =
o Yi(rs) B(&)-

Teniendo en cuenta que en cada orbital espacial podemos alojar dos electrones con distinto espin,
©i(g;) nos indica que hay dos electrones en el mismo orbital espacial 1;(r;), uno con espin a y

otro con espin 3. Definimos el determinate de Slater como:

e1(q1)  p2(q) onlqr)
(s ) = % e1(q2)  »2(q2) on(q2) (6)
®1 (Qn) 902(Qn) tee (Pn(Qn)
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Expresar la funcion de onda con este determinante significa que

= 9(q1,...,q,) es combinacion lineal de todas las posibles permutaciones de un conjunto de
orbitales y como consecuencia es antisimétrica frente a cualquier intercambio i <> j de

electrones.

» Y(q1,-..,qn) cumple el principio de exclusion de Pauli.

1.9. Teorema variacional

El estado base de un sistema en mecénica cuéntica representa el estado de energia mas bajo

posible.

Teorema. Dado un sistema en el estado base cuyo hamiltoniano es H y energia es Ey. Sio(r) es

cualquier otra funcion que satisface las condiciones de frontera del problema, entonces se cumple:
Eo< [ &) Hplr) dr.

1.10. Meétodo de Hartree-Fock

Recordemos el hamiltoniano en la ecuacion (4)

. [ 1 e? I - €27
H:_REVE"‘UMO Z; _z: [ri =75l EZ:Z ITi*IM%ul
1= i=1 j=i+1 i=1 p=1 .

El primer término representa la energia cinética de los electrones, el segundo término es la
energia potencial entre los electrones y el tercer término la energia potencial entre cada uno
de los electrones con cada uno de los ntucleos. Todas las propiedades de los n electrones se
pueden determinar resolviendo esta ecuacion. Sin embargo, el segundo termino hace que no sea
posible resolverla analiticamente por lo que es necesario introducir méas aproximaciones en el
hamiltoniano.

En 1928 Hartree introdujo un método para resolver la ecuacion (4). La esencia del método de
Hartree es promediar las interacciones electron-electron de tal manera que puedan ser utilizadas
para representar la energia potencial de cada electréon como una contribucién debida al potencial
eléctrico de los demaés electrones y de los nucleos atémicos. A este procedimiento Hartree lo llamé
método del campo auto consistente (scf, que en inglés significa self-consistent field).

El método de Hartree asume la aproximacién de Born-Oppenheimer. Entonces suponemos
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a los nucleos atomicos en posiciones fijas. Comenzamos aproximando el sistema por un modelo
de electrones independientes, entonces el hamiltoniano del sistema se escribe como sumas de

hamiltonianos de cada electrén.

1=1

- n? 1 & ez
Hi _ VQ o M
2me i 4meq ;42::1 |’I“i — R,,,|'

Por consiguiente, la funciéon de onda del sistema de los n electrones es un producto de orbitales

espaciales:

w(T‘l,’I‘Q, . ,’I"n) = <p1(r1)<p2(r2) e (pn(’l"n).

Las funciones ¢;(r;) puede ser funciones de onda hidrogenoides, funciones de Slater, Gaussianas
o puede tener cualquier otra forma particular. Aqui, para simplificar y ejemplificar el método,

©;(r;) va a ser una funciéon de onda hidrogenoide:
@i(ri) = @i(ri, 0i, ¢i) = R(ri)Y (6;, ¢5).

Para anadir al hamiltoniano una aproximacién en la energia potencial entre electrones, Hartree
introduce el modelo de nube de carga. Esto significa encontrar una distribucion y densidad de
carga de cada electron en funcién de su orbital espacial. Sabemos que la densidad de probabilidad
de encontrar al i-ésimo electron es |p;(r;)]° y en toda la region donde se mueve el electron i, se
debe cumplir 1 = [ |<pi(ri)|2 dr;. Si comparamos las siguientes dos expresiones: la probabilidad
de encontrar al electréon i y la expresion para la carga total g distribuida en una cierta regiéon

con densidad p(r):

1= [ loitra) dr 0= [ pir) ar.

podemos considerar la carga total del electron (¢ = —e) como si estuviera distribuida en una
region del espacio con densidad p; = —e|p;(r;) \2. Entonces podemos afirmar que la carga eléctrica

de cualquier electron en el &tomo cumple la siguiente expresion:

—e= / —eli(rs) [ drs. (1)
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Teniendo en cuenta lo anterior, el método de Hartree comienza eligiendo el primer electron eq,
el cual se mueve en una distribucion de carga, de acuerdo a (7), debida a los demas electrones

ea,...,en. Explicitamente esta distribucién de carga tiene una densidad:

—e [lpa(ra)® + ..+ lpa(ra) ]

Calculamos la energia potencial entre el electréon e; y los demas electrones es

Vig+Vig+...+Vi,, = / dq = p; dry;
47‘(’60 |ry — i)’

Pi
= d i = i ;
Z 47T€0 / |,,.1 _ | T’La p B‘QD (7"1,)|

_ Z /l‘pz ""1,
47‘(’60 |’I"1 7’F1|

Por tanto, la energia potencial entre el electréon e, los restantes electrones y los niicleos es:

‘901 r; = Zu
dr; — —t
47T60 |J_Z/|’l"1—'r‘ ;hﬁl_Ru‘

Para obtener una energia potencial que solo dependa de 71 promediamos Vi (r1) = Vi(r1, 01, ¢1)

Vl (7’1

sobre los angulos (a esta aproximacion se le suele llamar aproximacion del campo central)

fo Vi(r1, 01, ¢1)sin 6y d91d¢1
IQW fO sm91 d91dd>1

V1 (7’1) =

Y con esta energia potencial V;(r1) (conocido como potencial efectivo promedio) la usamos para
resolver la ecuacion de Schrédinger para ey y asi obtener un orbital mejor aproximado 1, que el

orbital ;.

Hii(r1) = erhi(r), (8)
[ 25 V2 4+ Vi(m) | vn(r) = ertn(r).

Ahora consideramos al electron ey el cual se mueve en una nube de carga con densidad:

—e [len(r) P + lea(re) P+ + len(ra)]
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calculamos Va(rg) y resolvemos para encontrar ts(r2). Se continua el proceso hasta obtener
orbitales mejorados para los n electrones entonces volvemos al electréon e; y continuamos hasta
que dos orbitales ya no difieran de acuerdo a una cierta convergencia. Este proceso se denomina
la autoconsistencia.

En la ecuacion de Schrédinger para orbitales mejor aproximados (8) la energia representada
por &; nos da un promedio en la energia entre el electrén e; y todos los demas electrones. Si
quisiéremos encontrar la energia total E y si suméramos ¢; estariamos contando dos veces las

energias:

€1 promedio entre: & e1yes eryes ... e1yey
€9 promedio entre: es y e & eayes ... eyen
€3 promedio entre: ez ye; esy e o] ... eayen,
€, promedio entre: e, yer €,yes epyes ... %)

y como consecuencia una energia total F distinta, entonces deberiamos restar las energias que

han sido tomadas en una forma promediada, entonces

|¢z i W)( )‘2
E = Zal Z Z 47r60// \rz—;ﬂrg dr; drj, ()

1=1 j=i+1

= Zﬁz S

1=1 j=i+1

Donde J;; es la energia potencial entre un electron con densidad de probabilidad [¢;(r;)|* y otro
electron con densidad de probabilidad |y; (rj)|2. A partir de aqui a la energia de interacciéon

electron-electron representada por J;; se le llamara energia de Hartree.

2
// Wz ‘w](TJ)l dri d,,,.7
47reo |rl r;l

1.10.1. Energia de intercambio y correlacién

Siempre existe la incertidumbre en un calculo que no incluya todas las interacciones si esta-
riamos omitiendo puntos escenciales en la teoria y por lo tanto los resultados obtenidos pudieran

tener algun tipo de deficiencia.
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Si consideramos a los electrones como particulas que no interactiian, la probabilidad de en-
contrar un electréon en una region del espacio no depende de la posicion y espin de los demés
electrones. Entonces la probabilidad P(71,72) de encontrar simultdneamente dos electrones que

estén en los elementos de volumen dr; y dra se reduce a un simple producto de probabilidades:
P(’f‘]_, 7‘2) = P(T’l)P(’I”z),

o lo que es exactamente lo mismo, la funcion de onda de dos electrones se escribe como un
producto de funciones de onda de cada electron: ¥ (r1,72) = 1(r1)2(r2). Esto significaria
que los electrones ni tienen carga y ni tienen espin. Esta suposiciéon se asumi6 en el método de
Hartree.

El modelo para tratar a los electrones en el metodo de Hartree atn es deficiente para repre-
sentarlos, debido a que:

1 Todos los electrones son particulas cargadas e interactiian a través de la fuerza de Coulomb.
n—1 n

. . . 1
La repulsion entre los electrones se manifiesta en el término E E ﬁ el cual hace
T, — T
i=1j=i+1 ' * J
que los electrones tiendan a alejarse unos de otros creando asi un hueco que rodea a cada

electron en el atomo, conocido como hueco de Coulomb. Este hueco define una region
en la que la probabilidad de encontrar otro electron es pequena. Este efecto es conocido
como correlacion electronica o correlacion Coulombiana. Se habla de correlacion electrénica
cuando la probabilidad de encontrar dos electrones simultaneamente no es igual al producto

de las probabilidades individuales
P('I"]_,’l“z) 7& P(Tl)P(’l"2).

La correlaciéon electrénica mantiene lejos a los electrones unos de otros lo cual reduce la
interaccién con los otros electrones y asi mismo la energia. Esta energia es llamada energia
de correlaciéon y usualmente se denota E.. En la aproximaciéon de Hartree la correlacion

electrénica es totalmente despreciada.

2 Los electrones son fermiones y por lo tanto tienen una funciéon de onda antisimétrica. La
antisimetria de la funcién de onda exige que la probabilidad de encontrar a dos electrones

con mismo espin sea nula cuando ambos estan muy proximos (principio de exclusiéon de

Pauli)
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P(r1,72) =0 cuando 7rq — 7a.

Esta consecuencia es conocida como correlacién de intercambio o correlacién de Fermi. La
correlacion de intercambio produce una regiéon en el espacio, llamado hueco de Fermi, en

la cual, la probabilidad de encontrar otro electrén con el mismo espin es muy pequena.

La correlacion de intercambio reduce la interacciéon entre electrones de mismo espin y, por
lo tanto, reduce la energfa. Esta energfa se le conoce como energia de intercambio y se

denota E,. La energia de intercambio nunca se toma en cuenta en el método de Hartree.

En aplicaciones practicas, la energia de intercambio y correlacion es construida como una
suma de FE, y E.. Usualmente se le denota como E,. (zc¢ corresponde a sus siglas en inglés:
exchange and correlation).

Muchos autores definen a F,. como la diferencia entre la energia obtenida en el método de

Hartree y la energia experimental:
E;Ec = EH - Eezp-

1.10.2. Ecuaciones de Hartree-Fock

El método de Hartree supone a los electrones como particulas distinguibles, porque la funcion
de onda es escrita como producto de orbitales espaciales y por lo tanto el método no tiene en
cuenta el principio de exclusion de Pauli: la funcién de onda no es antisimétrica con respecto al
intercambio de las coordenadas de dos electrones, ademéas cualquier aproximaciéon a la funcién
de onda debe incluir el espin explicitamente; esto lo indicaron V. A. Fock y J. C. Slater en 1930;
fue en este momento que el método de Hartree pasé a llamarse método de Hartree-Fock.

Entonces en lugar de usar orbitales espaciales debemos usar espin-orbitales:

V(q1,q2, -5 qn) = P1(q1)p2(q2) - - - Pn(qn),

para lograr una funcién de onda antisimétrica basada en el producto de Hartree, se introdujo
la funcion de onda antisimétrica formada por el determinante de Slater (6), y las ecuaciones
para calcular los orbitales de Hartree-Fock y la energia tienen la misma forma que (8) y (9)

respectivamente. Escribiendo ahora
Foi = €ipi,
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donde el operador de Hartree-Fock F es el hamiltoniano de Hartree-Fock v el valor propio €; es
la energia del orbital ;.

La Figura 3 muestra un diagrama de flujo para resolver las ecuaciones de Hartree-Fock. Dado
el conjunto inicial {(p;}, las soluciones se encuentran mediante aproximaciones sucesivas con los

siguientes pasos:
1 Se elige el conjunto de orbitales espaciales iniciales.
2 Se construye la energia potencial promedio con dichos orbitales espaciales.

3 Se resuelven las ecuaciones individuales de cada electréon para obtener orbitales y energias

mejoradas.
4 Con el nuevo conjunto se mejora el potencial efectivo promedio.

5 Se repiten los pasos 3 y 4 hasta alcanzar la convergencia respeto a un umbral dado.

Initial guess
{o}

i

=Y, Calculate effective potential
V. =V +V
eff ext

Solve Hartree-Fock equation
HEV+ Y,

Calculate {W}
SRS

. yes
< Self-Consistent? - End
lo- WI>8 7 lo- W<

No

Figura 3: Diagrama de flujo para resolver la ecuacién de Hartree-Fock.

Una gran ventaja de método de Hartre-Fock es que, una vez realizado el célculo, cualquier
aproximacion adicional puede ser realizada para mejorar atin mas la funcién de onda. Es posible
incluir métodos semi-empiricos después de haber realizado el calculo Hartree-Fock. También
podemos anadir determinantes adicionales. Si seguimos por este camino se llega al método de
interaccion de configuraciones (CI), en este método se utiliza una funcién de onda aproximada
con muchos parametros que son los coeficientes de la expansion de los determinantes de Slater,

y se utiliza el principio variacional para minimizar la energia con respecto a estos pardmetros.
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1.11. Teoria del funcional de la densidad

Desde siempre ha sido un gran reto resolver el problema de muchas particulas en mecénica
cuantica. La compleja matemética descrita en el problema no nos permite obtener una solucién
analitica, esto no impide incluir argumentos fisicos para tratar de simplificar el hamiltoniano (4)
y asi acercarnos a un resultado aproximado. El método de Hartree-Fock es un ejemplo, pasamos
de un modelo de electrones independientes a uno en el que incluyan interacciones promediadas
entre electrones y se llega a una funcion de onda que describe bien el sistema.

En el anio 1964 Pierre Hohenberg y Walter Kohn introducen una teoria, obtenida solamente
a partir de los principios de la mecanica cuantica y la ley de Coulomb, la cual nos permite
conocer cualquier propiedad que necesitemos, al menos en principio, en la descripcién de atomos,
moléculas y sélidos. Esta teoria fue nombrada como la teoria del funcional de la densidad (DFT
por sus siglas del ingles: density functional theory).

En DFT no resolvemos la ecuacién de Schrodinger con hamiltoniano (4), Walter Kohn y
Lu Sham probaron que la energia en el estado base de un conjunto de atomos es solamente un
funcional tnico de la densidad electrénica p(r). Conociendo la densidad electronica podemos

obtener la energia y todas las otras cantidades medibles que deseemos.

1.11.1. Funcionales

Un funcional F' es una regla F' : D — R que establece una relacién uno a uno entre algin
conjunto de funciones D y los nimeros reales. Es decir, el funcional F', asocia a cada funcién
f(x) del dominio un namero real F[f(x)].

Recordando que en una funcién de muchas variables f(z1,xs,...,z,) su diferencial esta dada

) dl’i,

con n — oo y no numerable, la generalizacion del diferencial sera:

por:

oF
o] = [ |2l 7o) as
y la cantidad (w es la derivada de la del funcional F con respecto a f(z’) en el punto z’.
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También se puede definir la derivada funcional en términos de un limite, de la siguiente forma:

_ o [PU@) + b = )]~ F @)
of ( ") e—0 €

1.11.2. Densidad electronica

Para n electrones se define el operador densidad electrénica p(r) como:

= Zé(r — ;).

Por el postulado 4 de la mecanica cuantica, la densidad electronica p(r) que se mide es el valor

esperado del operador densidad p(r), de tal forma tenemos:

p(T) = (1/J(7“17~-~> )|ﬁ()‘¢(’l‘17...,’l"n)>
= Z/z/) T1,.o3Tn) O(r — 1) Y(re,...,7n) dry...dr,

= /W r1, .. rn)|0(r —ry) dry . dry, + /|¢ (P1,. .., m)|?0(r —r3) dry ... dry
/w rr )28 — ) dry e
— /|1/; | dry...dr, + /W; r1,T ,...,rn)|2dr1dr3...drn+...

—l—/\w(rl,rg,...,rn_l,rﬂ dridrs ... .dr,—1

= / [(r o) Pdry . dry,

La integral sobre todo el espacio nos lleva al ntimero total de electrones

/ p(r) dr = n. (10)

En DFT la variable de interés siempre sera la densidad electronica p(r) (ntamero de electrones

por unidad de volumen) en el estado base y no la funcion de onda de todos los electrones

V(ry, .. Th).
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1.11.3. Teoremas de Hohenberg y Kohn

En todo lo que resta del escrito las unidades estaran expresadas en las llamadas unidades

atomicas (au). La constante de Coulomb, la carga del electron, la masa del electron, la constante

1
de Planck dividida por 27 tienen valor numérico igual a 1: 1 =—e=m.,=h=1.
TEQ

Recordando la expresion del hamiltoniano de muchas particulas (4) y escribiéndola en unida-

des atémicas:

. 1
"= _5;v +ZZ |7-—rj| sz (11)

=1 j=i+1 i=1 pu=1
= T+Vee+vezt~

donde
. 1 <&
_ 2
T - _5 i
i=1
n—1 n
~ 1
Vee = § ; 5
i=1 j=i+1 s — g
n m
N A
7
Ve = =3 D - :
i=1 p=1 i ul

Por el postulado 4, la energia total es el valor esperado del hamiltoniano (11)

E = (@(ry,...,r0)| H|(re, ... ,r0))
- _%Z/¢*(T17...7']"n)v3i'l/1(7'1,-.-,7'n) drl"'drn

+Z Z /w LESERE zd;«(rl’“.,rn) dry...dry

=1 j=i+1
ce T N SV
722/#’ 71, 7’)7/)(7'1 ™) L dpy .. dry,
— Ry
i=1 p=1
= T[(re,...,mn)] + VeeW(TL )]+ Vear[h(re, - 7n))] (12)
= E(ri,...,mn).
Es claro que la energia total de los electrones es un funcional de 9 (ry,...,7y). Los funcionales
TW(r1,...,mn))] y Vee[o(r1,...,7,)] pueden considerarse como funcionales universales porque

son iguales para cualquier sistema que tengamos. Unicamente difieren en el nimero de electrones.
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En (12) el término Veu¢[th(r1,. .., 75)] todavia lo podemos desarrollar

(W(ry,...,rn)] f}ext [(re,. . rn)) =

_Zz/zp T, rn)w(Rle--»T")Z“ dry...dr, =

i=1 p=1 i “|

n m

2
o) Z

fE E [o(rs, .., 7n)] Edry...dry,
; — Ryl

i=1 p=1 |Ir.7’

expandimos la suma sobre el indice ¢ y nos queda:

<’(/J('I"1,. . .,’l"n)| lA)ezrt W)(Tlv v 77'n)> =
m 2
Z[ [y, ) [ 2 dry...dr, +

|1 — Ry [Tn — Ry|

2
”drl...drn]:
_Z{/ dr1/|wr1,‘.., W) drg ... drn +

|"°1_ u|

Z, 2
g, )P dry . drn |
[ e [t P |

la integral a la derecha de cada término es la densidad de cada particula, escribimos entonces:

<’¢(T‘1, . ,Tn)| ]}ewt ‘w(’l"l, e ’I"n)> =

S| [

pn=1

o frtatten]
|rn— #| n

si tomamos una variable muda 7, por tanto

(W(r1, ..., 10 Veut [W(re, ..., Tn))

n 7z
— — () dr
YA i
/ Vi (r)p(r) dr. (13)

Queda demostrado que el funcional Vou¢[t(r1,...,75)] que representa la energia potencial

electron-niucleo es un funcional solamente de la densidad. Si pudiéramos encontrar una expresion
para los funcionales T'[(r1,...,7n)] ¥ Vee[t)(71, ..., 7Tn)] en términos de p(r), entonces podria-
mos afirmar que la energia es un funcional de la densidad. Hohenberg y Kohn demostraron en

sus dos teoremas que, en efecto, la energia total es funcional tnico de la densidad y conociendo
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la densidad se pueden encontrar todas las demés cantidades medibles.

1.11.3.1. Primer teorema

Teorema 1. La energia potencial Ve, estd determinada inicamente, excepto por una constante,

por la densidad electronica p(r) en el estado base.

Demostracion. La prueba se hace por reduccion al absurdo. Supongamos que existen dos energias
potenciales para el mismo sistema Vet y ]A)émt y que difieren por més de una constante aditiva y
con sus respectivos hamiltonianos H y #'. Ademés, ¢ (r1,...,70) y %' (r1,. .., 7y) corresponden
a la misma densidad en el estado base p(r).

Como v’ (r1,...,75) no es la funcion de onda en el estado base de '7':[, por el teorema varia-

cional se cumple:

E= ((ry,.ma)| H (e, ) < @/ (e ) [ 7Y (r1 o))

Escribimos este tltimo término de la siguiente forma:

<w/(rla e ,’I’n)| 7-2/ W)I(Tla cee ,Tn)> +
W (. ra)| H=H | (r1, ... ),

<w/(rla s ,’I‘n)| 7:[ |w/(r13 s ,’I’n)>

sustituimos en la primera desigualdad y al reducir se obtiene

E < E/ + <w(r17' .. 77'77«)‘ f}eﬁft - f}éxt |’(,ZJ('I"17. .. ,’I"n)>,

B < '+ [ (V= Vi) olr) .
Analogamente, podemos encontrar que
E o< E+ / (Vi = Vewr) plr) dr.
sumando estas dos ultimas desigualdades

E+EFE <E+FE.
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Esta desigualdad es una contradiccion, de la cual se concluye que no puede existir dos dife-
rentes energias potenciales que generen la misma densidad en el estado fundamental. Por tanto
el primer teorema nos afirma que la densidad electronica en el estado base p(r) determina a f/emt.
Ademaés sabemos por la expresion (10) que la densidad define al numero de electrones. Por lo
tanto p(r) fija al hamiltoniano H y a su correspondiente funcién de onda ¢(r) y por lo tanto
todas las propiedades fisicas de los n electrones.

Esquemaéticamente:
p(r) = f}ezt = 7:[ = w(’f‘l,. . .,rn) = F.

Por lo tanto, por el primer teorema, la energia E en el estado fundamental es un tnico

funcional de p(r), y la podemos escribir como:

Elp(r) = T(p(r)] + Veep(r)] + [ Vee(r) plr) i (149)

Si ahora definimos un nuevo funcional F[p(r]:

Flo(r)] = Tlp(r)] + Vee[p(r)],

F[p(r] lo consideramos un funcional universal porque no contiene ninguna variable nuclear y por
lo tanto tinicamente posee informaciéon sobre los electrones del sistema. Desafortunadamente no
se conoce su forma explicita.

Entonces, finalmente reescribiendo la energia total, nos queda como:

EMM=FMM+/%MMMﬂW~

1.11.3.2. Segundo teorema

Teorema 2. Para cualquier otra densidad fuera del estado base p'(r), que cumpla p'(r) >0 y

J P (r) dr = n se cumple la siguiente desigualdad

Elp(r)] < E'[p(r)].

Demostracion. Por el primer teorema la densidad en el estado base p(r) determina ]A/w.t y asi H
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entonces la funcional de energia es

Elp(r)] = /w(rl, o) Ht(ry, .. ) dry . drp.

Y para p/(r) fuera del estado base y con funcion de onda asociada ¢'(rq, ...

de energia es:

E'[p(r)] = /¢'(r1,...,rn) HY™(ry,...,7n) dry ... drp,.

pero por el teorema variacional:

Elp(r)] < E'[p'(r)].

,Tn), su funcional

O

El segundo teorema nos dice que la energia exacta del estado base es el minimo global de

E[p(r)], y la densidad p(r) que minimiza esta funcional es la del estado fundamental.

1.11.4. Meétodo de Kohn-Sham

El propio Walter Kohn junto a Lu Jeu Sham introdujeron un modelo para calcular la energia

completa del sistema. EI método consiste en transformar el problema original de electrones que

interactiian en un problema de electrones independientes; en este sistema, llamado de referencia

o ficticio, la energia cinética y la densidad electrénica son conocidas exactamente y nos sera util

para resolver el problema real.

El hamiltoniano de electrones independientes es:

S o N o b« /I
H, = QZ;VH ZZ\n—RMV

i=1 p=1

= 7A-+ f}ezt-

El subindice s haré referencia al sistema de referencia o sistema ficticio. Esto significa, que, por

ejemplo, Hs y s son el hamiltoniano y la funcion de onda del llamado sistema ficticio. Las
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soluciones se obtienen al resolver:

H > Vi Ve

%(TL .- -77'71) = s (rl) . --wsn(rn)a

1/151- (r’t) = Eiws-; (r’i)a

si calculamos la densidad electronica de este sistema, obtenemos:
n

ps(r) = <¢s(7"1,---,7“n)|Z5(T—Ti)|¢s(T1,---,Tn)>

=1
= Z/|1/’sl(7“1)\2~~|1/15n(7“n)|2 5(7'_7'i) dry...dr,
=1
- /|¢S1(T1)\2---|¢sn(7‘n)|25(r—r1)dr1...drn+...
+ / a2+ ()2 6 — ) dr ..

= > s (M),
=1

si integramos la densidad del sistema ficticio sobre todo el espacio:

[y

nos damos cuenta que la densidad del sistema ficticio reproduce la verdadera densidad del pro-
blema de electrones que si interacttian. Por lo tanto p,(r) = p(7).

Debemos notar que T y f)w.t tanto en el sistema real como en el sistema ficticio son los
mismos: no cambian. Lo que si cambia es su valor esperado. No es lo mismo escribir la fun-
cion de onda completa ¥(rq, ..., 7y, ) que la funcién de onda escrita como producto de orbitales
Y5y (1) . .. s, (). Dicho lo anterior, calculamos el valor esperado del operador de energia ci-

nética del sistema ficticio:
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Ts["/}s(rlv s >Tn)} = < Ys, ("'1) ’(/Js r'n. | -3 ZV | 1/)51 Tl s, (r'ﬂ) > ’

- 75 Z/wsl 1) :n (Tn) V wsl (r1) ... s, (ry) dry ... dry,

- 33 [ T

= _72 ¥s, (73) |Vr | s, (r3) ),
y el funcional de energia

Ess(re, ..., )] = (s, (r1) .- s, (tn) | Ho | sy (71) .25, (7))

n

- WAmwwmmﬂM;ZViWMMMWMMH

=1

+ < Z/Js1 (Tl) %n Tn Z Z |,,,Z R ‘ ‘ 1/’81 (Tl) wsn (Tn) >

i=1 p=1

Los teoremas de Hohenberg y Kohn también se aplican a este sistema. Entonces, por el primer
teorema, la densidad en el estado base del sistema ficticio ps(r) = p(r) determina a Veg. Por lo

que es posible escribir:

mientras que el funcional en el sistema real es:
Elp(r)] = Tlp(r)] + Veelp(r)] + Veur[p(r)].
Si definimos:

Eyp(r)] = Tip(r)] -

T, p(r)
Elp(n] = Vadlo(r)] -5 [ [ 555 drare,

33



podemos escribir el funcional de energia de intercambio y correlacion de la siguiente manera

Buclp(r)] = Bu{p(r)] + Eulp(r)] = Tlpr)] = T0p(r)) + Velo(r] — 5 [ [ S5 arae.

Eyclp(r)] lo podemos entender como el término que corrige el error que cometimos al usar la
energia cinética del sistema ficticio en lugar del sistema real e incluye los efectos cuénticos de
interaccion entre electrones. Por lo tanto nuestro funcional de energia se reescribe de la siguiente

manera:

Elp()] = Tt + 5 [ [ BT drdr - Vealptr)] + Buclp(r)] (10

Por el segundo teorema la energia en el estado fundamental se obtiene minimizando el funcional
E[p(r)] respecto la densidad y con la restriccion [ p(r) dr = n. Una vez realizada la minimizacion
obtenemos las ecuaciones de Kohn-Sham
1
=5 Ve Veur (1) + Vi (r) + Vae(r) | () = eatiu(r), (17)
ﬁ’cs’lﬂi(T) = Elwl(’r)
HXS es el hamiltoniano de Kohn-Sham y 1; son las soluciones a las ecuaciones de Kohn-Sham,

también llamados orbitales de Kohn-Sham.

Ve se obtiene como la derivada funcional de E,.[p(r)]:

Vi es el potencial de Hartree y est4 dado por:

_ [
VH(r)—/r_r,| dr'.

Debemos notar que las funciones de onda v; y las energias €; en (17) no tienen algin significado
fisico. Son las funciones de onda y energias de un electron del sistema ficticio con una densidad
que es la misma del problema real. Por lo tanto los orbitales de Kohn-Sham no corresponden a

los orbitales del sistema verdadero. Lo que si tiene significado real es la densidad:

p(r) = f(r)l”.
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Las ecuaciones de Kohn-Sham deben resolverse mediante un calculo autoconsistente porque la
densidad electrénica depende las funciones de onda que a la vez depende de los potenciales en
el hamiltoniano HXS. Inicialmente se propone una densidad p(r) con la que se obtiene HES
(primer teorema) y se resuelven las ecuaciones de Kohn-Sham (17). Una vez hecho, se obtiene
p'(r) se repite el proceso hasta que dos densidades entre dos pasos consecutivos no difieran por
méas de una cierta convergencia que hayamos definido |p(r) — p'(r)| < 6.

El funcional E,.[p(r)] es quien contiene todas las diferencias entre el sistema real y el ficticio.
Es el tnico funcional en (16) que no se le conoce una expresion explicita. Si lo pudiéramos
conocer entonces su derivada, que es V.(r), también serfa conocida y por lo tanto DFT nos
daria la solucién exacta del sistema que estemos estudiando. Por tanto todo céalculo realizado
en DFT dependera fuertemente en la aproximacion que hagamos de E,.[p(r)]. Muchos autores
han realizado distintas aproximaciones para tratar de expresar este término. Algunas de las
aproximaciones mas relevantes utilizadas para calcular el funcional de intercambio y correlacién

SOon:

1.11.4.1. Aproximacién de la densidad local (LDA)

La energia de correlacion e intercambio se puede tomar en forma aproximada como:

ELPA[p(r)] = / p(r) ne(r) dr,

donde e,.(7) representa la energia por electron.

En esta aproximacion la energia de intercambio y correlacion ELPA[p(r)] se aproxima por
la energia de un gas de electrones homogéneo con una densidad p(r) igual a la densidad del
problema real. La aproximacion LDA es exacta para un metal perfecto (ya que un metal tiene una
densidad electronica constante). Esta aproximacion resulté sorprendentemente exacta ademés de

ser facilmente implementada en una computadora.

1.11.4.2. Aproximacién de la densidad local de espin (LSDA)

LSDA es una aproximacion mas general que LDA. Toma en cuenta las dos posibles orientaciones
de espin en los electrones. En muchos sistemas la densidad de electrones a (electrones con espin
hacia arriba) no es la misma que la densidad de electrones 3 (electrones con espin hacia abajo).

Entonces la densidad es ahora una suma de dos contribuciones: p(r) = po(7) + ps(r) y la energia

35



de intercambio y correlacion ahora depende de po(r) y ps(r):

BESPApa(r),ps(r)) = [ (pa(r) + pa(r) aclpa(r),ps(r) dr.

1.11.4.3. Aproximacién de gradiente generalizado (GGA)
GGA es esencialmente un refinamiento de LDA, mejora considerablemente los resultados que
se obtienen que si se hicieran por LDA. En esta aproximaciéon permitimos que la energia de
intercambio y correlacién no solamente dependa de la densidad, sino también del gradiente
de la densidad: E,. = E..[p(r),|Vp(r)|]. Como sabemos un sistema fisico esta lejos de ser
homogeneo, introducir el gradiente al funcional corrige algunos errores de homogeneidad. El
funcional de energia de intercambio y correlacion se expresa en la forma:

EgE pas gy [V pal, [Vps| ] = /(pa +pg) €xc ( Pas ps, [Vpal, [Vpsl ) dr.
1.11.4.4. LDA+U y GGA+U
Es bien conocido que en compuestos de tierras raras, metales de transiciéon, lantanidos y actinidos
los electrones de los orbitales d o f usualmente se encuentran fuertemente correlacionados, estos
electrones no son descritos correctamente por LDA o GGA. Estas interacciones de Coulomb,
particularmente fuertes, pueden ser corregidas incluyendo un potencial para tratar directamente
la repulsion entre electrones d o f (aunque puede generalizarse para cualquier orbital). Conocida
como la aproximacion de densidad local mas la expresion de Hubbard [19] LDA+U ( igualmen-
te para la aproximacion de gradiente generalizado GGA+U) trata de corregir las interacciones
entre los electrones en los mencionados orbitales afladiendo dos parametros: U (interaccion de
Coulomb) y J (interaccion de intercambio). Estos pardmetros U y J pueden ser obtenidos me-

diante calculos ab initio o por métodos semiempiricos.

1.11.4.5. Meta-GGA
Meta-GGA es una extension de GGA, donde intenta mejorar la precision incluyendo el laplaciano
de la densidad V2p(r). Aunque en la practica se incluye la densidad de energia cinética porque

numéricamente es mas estable:

1 n
TS(T) = 5 Z |V""st1 (ri)|27
=1
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y por tanto el funcional de energia (sin polarizacion de espin) tiene la forma

B3 p(r), [Vp(r)|, 7s(r)] = /p(r) €ac(p(r), [Vp(r)|, 75(r)) dr.

Es altamente probable que una implementaciéon de este funcional sea demasiado costosa compu-

tacionalmente.

HEAVEN OF CHEMICAL ACCURACY

unoccupied {¢;} generalized RPA
€x hyper-GGA
T and/or V?n meta-GGA
Vn GGA
n LSD
HARTREE WORLD

Figura 4: Nivel de precision en un calculo DFT al aproximar a E,.[p(r)].

John Perdew en el ano 2000 clasifico los funcionales de energia de intercambio y correlacion
en la llamada escalera de Jacob [20] (Figura 4). Al dia de hoy, en la literatura, ain contintan

apareciendo escalones mas altos en la escalera.

1.12. DFT en Quantum ESPRESSO

DFT ha demostrado su éxito en calculos de estructura electrénica, proporcionando preedicio-
nes muy utiles para atomos y moléculas. Por este motivo, se ha vuelto muy importante desarrollar
nuevos métodos computacionales que puedan tratar, cada vez con mayor precision, la interaccién
de electrones en la materia. En la actualidad existen varios programas que realizan calculos DFT,
entre ellos se encuentra el software Quantum ESPRESSO [21]. Es una distribucion de paquetes
(escritos principalmente en fortran) y usa el método de ondas planas y pseudopotenciales para

llevar a cabo los célculos. Nosotros utilizaremos este programa.
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1.12.1. Conceptos béasicos de cristalografia

La estructura cristalina es un concepto teérico que permite comprender como se encuentran
ordenados dtomos, moléculas o iones en algtin material. Un mineral es un ejemplo de estructura
cristalina. Es construido por la repeticién en las tres dimensiones de una estructura bésica llamada

celda unitaria. Dicha disposicién consiste en:

= Una red de Bravais, que es la forma de la celda y como se repite en el espacio. Esta

especificada por los vectores:
R= niay + nqgasz + nsas,

donde n1, no, n3 son enteros y ay, az, ag son los vectores de la celda unitaria de volumen

0= al.(a2 X (13).

= Una base atomica, que significa cuantos dtomos hay en la celda unitaria y como se organi-

zan.

En términos de los vectores de la celda unitaria a1, az y as se definen los vectores by, by y

bs en el espacio reciproco:

as X a
by = 2 2Q 3’
as x a
by = 2 3Q 1’
a; X a
by = 2 1Q 2

Una celda unitaria puede definirse en el espacio reciproco, también llamada primera zona de

Brillouin (abreviada BZ).

Bloch demostré que las soluciones a la ecuacién de Schrédinger de una celda unitaria repetida

periodicamente en el espacio con potencial periédico V(r) = V(r + R) son de la forma:
(1) = e* u(r), (18)
El teorema de Bloch afirma que la funcién de onda para un potencial periédico, es una onda

plana multiplicada por una funcion periddica ug(7), con igual periodo que posee la red: ug(r) =

ug(r + R).
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1.12.2. Ondas planas

Las ecuaciones de Kohn-Sham:
1
=5 Vi Vear(r) + Vi (r) + Vae(r) | 1i(r) = etbi(r),

necesariamente requieren una solucién autoconsistente para la densidad de carga. Es por ello que
debemos expandir la funcion de onda en algin conjunto base. Debido a la naturaleza periodica
del problema, podemos utilizar el teorema de Bloch y asi expandir a la funcién ug(r) en la

expresion (18) en una base de ondas planas de la siguiente forma:
uk("') — ZCG eiG.r7
G

donde la suma se realiza sobre todos los vectores de la red reciproca G. Estos vectores de la red
reciproca son de la forma G = n1by + nabs + ngbs y cumplen G.a; = 27n;.

Si sustituimos la expresion anterior en (18), obtenemos:
Yi(r) = ZCG et kG
G

Las ondas planas que aparecen en esta expansion pueden ser representadas como una malla en el
espacio reciproco. Solamente para sistemas periddicos esta malla es discreta. Se define la energia

cinética de las ondas planas con la siguiente expresion:
1
E=§m+cﬁ

Para expandir la funcion de onda se requiere un numero infinito de ondas planas. Esto seria un
problema si quisiéramos resolver el problema en una computadora; aunque si recordamos algunas
otras series, por ejemplo, la serie de Taylor, al intentar calcular sin x, los primeros términos nos
dan una muy buena aproximacion a la funcién, y solamente podemos agregar términos de orden
maés alto para mejorar la precision. Igualmente a la serie de Taylor, la suma infinita de ondas

planas la podemos truncar si se elige una llamada energia de corte, denotada E.,:, y que cumpla:
1 2
§|k + G|” < Ecut,

la serie infinita queda truncada introduciendo la referida energia de corte y se obtiene una suma
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finita, que en principio deberia aportar los términos que son de mayor peso en la descripcion de
la funcién. Para evitar anadir un error significativo en la energia total, es sumamente necesario
realizar pruebas de convergencia para cerciorarnos que tenemos las suficientes ondas planas y
por tanto que la energia total converge respecto a una cierta E.,;. Este pardmetro siempre debe

definirse cuando se hace un célculo DFT.

1.12.3. Pseudopotenciales

Encontrar la funciéon de onda de todos los electrones sigue siendo dificil, atin con todas las
aproximaciones anteriores. Para simplificar un poco el problema, podriamos despreciar algunos
factores menores en nuestro problema siempre y cuando no afecten significativamente la solucién.
Por ello, para reducir los calculos DFT, se introducen los pseudopotenciales.

Los electrones que orbitan en el &tomo los podemos diferenciar en dos tipos: electrones internos
y electrones de valencia. Los electrones internos se encuentran en las capas mas profundas del
atomo y estan fuertemente unidos al nicleo atéomico. A diferencia de los electrones de valencia,
los electrones internos casi no participan en las reacciones quimicas, por lo que se consideran
quimicamente inertes. Por lo tanto, si el estado de un electrén interno no cambia en la reaccién
quimica, podriamos aproximar el potencial eléctrico de todos los electrones por el potencial
debido solamente a los electrones de valencia. El potencial resultante es llamado pseudopotencial
(PP) y las funciones de onda utilizando un pseudopotencial se llaman pseudo funciones de onda.
Para el atomo de Cu, con 29 electrones, un calculo quedara reducido a uno en el que tome en
cuenta a 11 electrones solamente.

Generalmente hay dos tipos de pseudopotenciales: pseudopotenciales que conservan la norma
(norm-conserving pseudopotentials) y pseudopotenciales ultra suaves (ultrasoft pseudopoten-
tials).

Los pseudopotenciales deben cumplir:
= Reproducir los valores propios de la funcion de onda de todos los electrones.

s La funcién de onda de todos los electrones y la pseudo funcién de onda deben ser iguales

para r > r. (ver Figura 5).

s La densidad de carga de la funcion de todos los electrones y la densidad de carga de la
pseudo funcién deben coincidir para todo r con r < r.. Cuando el pseudopotencial cumple

esta condiciéon se dice que conserva la norma.
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s Las derivadas logaritmicas y primeras derivadas de ambas funciones de onda concuerdan

para r < re.

S
<€ > <€ >

core region valence regio

Figura 5: Tlustracion del concepto de pseudopotencial.

La diferencia entre los pseudopotenciales que conservan la norma y los ultra suaves es que
estos ultimos buscan eliminar la condicién de conservacion de la norma. Al no conservar la nor-
ma permiten utilizar energias de corte menores que los pseudoptenciales que si la conservan. El
pseudopotencial contiene informacién necesaria para simular un sistema, por lo tanto debemos
seleccionar un pseudopotencial apropiado para cada atomo. En las librerias de Quantum ES-
PRESSO podemos encontrar varios tipos de pseudopotenciales: para X atomo, si conservan la
norma o si son ultra suaves. En el pseudopotencial esta incluida la aproximacion a E..[p(r)]
(LDA, GGA...). La Tabla 1 muestra algunas parametrizaciones en los pseudopotenciales, pro-

puestas por distintos autores, para aproximar al funcional de intercambio y correlacion.

Aproximacién Parametrizaciones
LDA VWN, PW92 | etc
GGA PBE, rPBE, BLYP, etc

Meta-GGA  BB95, mPWB95, TPSS, VSXC, etc

Tabla 1: Algunas aproximaciones al funcional de energia de intercambio y correlacion.

1.12.4. Puntos k

La energia total del sistema es la mas importante cantidad obtenida en un célculo DFT, y

se obtiene numéricamente integrando el hamiltoniano sobre la zona de Brillouin. Los puntos k
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son una forma genérica de discretizar tal integral. El grado de precision del resultado depende
fuertemente de esos puntos y del método usado para generar una malla de puntos k, la cual
sera utilizada en la integracion. El método mas utilizado para eligir los puntos k es el dado por
Monkhorst-Pack [3]. Si M puntos k se usan en cada direccion, es usual denominar los célculos
usando MxMxM puntos k. Necesitaremos estar seguros de tener suficientes puntos k para tener

una convergencia en la energia.

1.13. Ecuacion de Butler-Volmer

En la lixiviacion de la calcopirita el agente lixiviante provoca la disolucién del cobre; es decir,
las moléculas del mineral se disocian en componentes cargados positivamente y negativamente.
Al colocar un par de electrodos en esta disoluciéon y al conectarlos a una fuente de corriente
continua, los iones positivos en la disolucién se mueven hacia el electrodo negativo y los iones
negativos hacia el positivo. En la regién donde interacciona el electrodo y la disolucién, existe una
transferencia de electrones; por lo que las reacciones que ahi ocurren pueden ser de oxidacién
o de reduccién. En nuestro caso, el comportamiento de la reaccién en la lixiviaciéon de micro

particulas de calcopirita es inicamente oxidativo y se rige de acuerdo a:

CuFeS,; — Cut + Fe?t +28° + 4.

Recordemos que esta reaccion es valida para potenciales dentro del rango activo (secciéon 1.1);
para potenciales mas altos que este rango, la calcopirita experimenta efectos de pasivacion.

La ecuacion de Butler-Volmer (19) describe la transferencia de electrones entre el electrodo y
una muestra en la disolucién. Es una de las relaciones més fundamental en electroquimica para

describir la velocidad de una reaccion (de oxidacion o de reduccion) en términos de una corriente

eléctricas:
agzF a.zF
i = Jo {—exp { T (@ @eq)] + exp [— =T (P — @eq)} } ,
. . aqzF a.zF
i = Jo {—eXp {RTU} + exp {— T n}} (19)

e j: densidad de corriente del electrodo, A /m?
e jo: densidad de corriente de intercambio, A /m?
e z: numero de electrones que participan en el proceso

e I: constante de Faraday
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e R: constante universal de los gases
e T: temperatura absoluta, K
o 1): sobrepotencial (definido como n =& — &.,)
e @: potencial aplicado, V
e &..: potencial de equilibrio, V
ea,+a.=1

La corriente total que atraviesa el electrodo es la suma algebraica de dos corrientes, una de
oxidacion y otra de reduccion . En (19) se distingue claramente que la ecuacion esta compuesta
por dos exponenciales que representan la densidad de corriente de oxidacién y de reduccién
respectivamente.

Es posible aproximar la ecuacién de Butler-Volmer en funcion del valor del sobrepotencial
n =& — &, Cuando (P — Pey) >> 0, la primer exponencial es mucho mayor que la segunda,
lo que hace posible despreciar esta tltima; y similarmente, cuando (@ — Peq) << 0 la primer
exponencial desaparece y se mantiene la segunda.

Como ya vimos nuestra reacciéon es tnicamente oxidativa, es decir ($ — Peq) >> 0, por lo

tanto la ecuacion de Butler-Volmer (20) se reduce a:

J=Jo {—exp [agTFn] } (20)

De acuerdo a los pardmetros del experimento: o, = 0,5 y z = 1, por lo tanto al sustituir en 20:

p{on 5] e o)

j =
, 0,5
— do{-ew |2 - £2)]}. 1)
Donde:
EM =FEE"+ Fo
E? = Fdg.

EM significa la energia que tiene un electrén dentro del mineral en el momento de la reaccion,
es decir, es la contribucion de su energia de Fermi més la energia que se aplica a la solucion en
forma de potencial eléctrico. E;i es la energia de Fermi de la soluciéon y es el producto del potencial
de la solucion por la constante de Faraday. Cada solucion tiene un potencial medible @g, y se
lleva a cabo a temperatura T. Recordemos que el valor de la energia de Fermi de todos los

compuestos de calcopirita se encontraran mediante calculos teodricos, asi en 21 todas las variables
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en la ecuacion serfan conocidas y por lo tanto podremos calcular la velocidad de disoluciéon
(tanto de calcopirita pura y con impurezas) en funcion de una corriente eléctrica detectada en el

electrodo.
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2. Meétodos

En todo este capitulo se describen los procedimientos usados para resolver el problema planteado
mediante el programa Quantum ESPRESSO. Primeramente un sistema de calcopirita pura es
construido. La estructura consta de una celda tetragonal con un atomo de cobre en el origen,
en él se sustituiran las impurezas. Debido a la presencia de hierro los céalculos incluiran tres
ordenamientos de espin. A partir de estos tres ordenamientos magénticos; afiadimos las tres
impurezas obteniendo: Cu,X(;_,)FeSy para y = 0.5, 0 y X = As, Pb, Zn. Una vez construidos
todos los sistemas; realizamos pruebas de convergencia para poder optimizar los calculos y los
recursos computaciones. Estas pruebas se realizan a fin de encontrar el mejor valor para la energia

de corte y los puntos k.

2.1. Defectos en la estructura cristalinea

En teoria, un mineral tiene una composicion quimica definida y fija. Plantear a un mineral
con una estructura cristalina es una idealizacién que no siempre se cumple en el mundo real.
Los minerales reales no son 100 % puros sino que poseen impurezas, algunas de las cuales las

podemos clasificar como:

e Atomos sustitucionales. Es cualquier elemento quimico (4&tomo) que no pertenece a la com-
posicion quimica del mineral. Cuando uno de estos atomos sustituye a un atomo que si

pertenece a la estructura cristalina, recibe el nombre de 4tomo sustitucional.

e Atomos intersticiales. Son elementos que ocupan lugares que habitualmente se encuentran

desocupados dentro de la red cristalina.

2.2. Calcopirita pura

La calcopirita esté clasificada dentro de los sulfuros y puede ser representada en un sistema
tetragonal con pardmetros de red a = b = 3,70538 A y ¢ = 5,21341 A. La estructura considerada
contiene un cobre en el origen, un hierro y dos azufres como se muestra en la Figura 6.

Debido a la presencia de hierro (Fe) en la estructura de la calcopirita, es posible que el
magnetismo sea una cantidad relevante en los calculos. Por esta razén construimos tres sistemas
diferentes del mineral. Considerando tres diferentes ordenamientos de espin en los electrones
del atomo de hierro; un sistema sera antiferromagnético (AF), otro ferromagnético (FM) y otro

mas paramagnético (PM). La direccion del espin la tomamos a lo largo de ¢. En funcion de los
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Figura 6: Calcopirita CuFeS,, las esferas en color café representan al cobre, en rojo al hierro y
en amarillo al azufre.

resultados, podremos comparar la energia total de los sistemas y determinar cual puede ser la
configuracion mas estable. La Figura 7(a) muestra a la calcopirita antiferromagnética y la Figura

7(b) a la calcopirita ferromagnética.

Y

(a) (b)

Figura 7: En (a) tenemos a CuFeS; en un ordenamineto antiferromagnético y en (b) a CuFeS,
siendo ferromagnética. Las flechas en violeta representan los momentos magnéticos en los ato-
mos de hierro. En (a) duplicamos la celda unitaria para anular el momento magnético neto.

Para disenar el sistema antiferromagnético es necesario duplicar la celda original de la calcopi-

rita, en el eje ¢; a fin de incluir dos 4tomos de hierro y asi distribuir los dos momentos magnéticos
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antiparalelos. Entonces, la nueva estructura de calcopirita antiferromagnética contiene ocho ato-
mos; dos cobres, dos hierros y cuatro azufres (Figura 7a). Para la configuracion ferromagnética

y paramagnética no fue necesario hacer ningiin cambio a la celda unitaria de cuatro atomos.

2.3. Impurezas en la calcopirita

La siguiente formula quimica expresa el porcentaje de concentracion de la impureza X en la
calcopirita: Cu,X(;_,)FeSy. Si y = 0.5 significa 50 % de X en la calcopirita, mientras que y = 0

significa una cantidad de 100 % de X dentro de la estructura.

e

e
» >

®

(a) (b)

Figura 8: Estructuras de la calcopirita al anadir arsénico como una impureza substitucio-
nal. En (a) y = 0.5, la estructura obtenida es Cug 5AsgsFeSy y en (b) y = 0, se obtiene
CupAs;FeSs. Es decir, un porcentaje de 50 y 100 % de arsénico en la calcopirita respectiva-
mente. La esfera azul representa al arsénico.

Para y = 0.5, las estructuras que se obtuvieron fueron: Cug s5Asg sFeSs, CugsPbgsFeSs y
Cug 5Zng 5FeSy. Debemos notar que es necesario duplicar la celda unitaria de la calcopirita pura
(en el eje ¢), para sustituir la impureza deseada, y asi, un atomo de cobre permanecera en su
posicion original. En la Figura 8 se muestra un ejemplo de calcopirita con una concentracion de
y = 0.5y y = 0 de arsénico.

Para y = 0, los compuestos obtenidos fueron: CugAs;FeSy (arsenopirita), CugPb;FeSy (sin
nombre) y CupZn; FeSy (marmatita, una variedad de esfalerita). Estos tres nuevos sistemas cons-

truidos, son, en esencia, la sustitucién de un atomo de impureza por el dtomo de cobre en la
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calcopirita pura (Figura 6).

En total tenemos 21 celdas de calcopirita: nueve celdas tienen una concentraciéon de y = 0.5 de
As, Pb y Zn en cada uno de los estados AF, FM y PM; otras nueve celdas tienen concentraciones
de y = 0 para los mismos elementos y tres mas de la calcopirita pura donde solo se toma en

cuenta el magnetismo.

2.4. Energia de corte y malla de puntos k

Para utilizar eficientemente los recursos computacionales es necesario realizar algunas pruebas
de convergencia, con el fin de hallar los mejores parametros iniciales. Uno de estos valores es la
energia de corte de las ondas planas; la precision y confiabilidad de los resultados depende mucho
del valor que se tome. Para nuestra calcopirita pura, hicimos pruebas de convergencia en la energia
total del sistema con respecto a la energia de corte (Ecut). Incrementamos en intervalos de 10 Ry
a Ecut, iniciando en 40 Ry y finalizando en 90 Ry (1 Ry = 13,60569172 eV). Luego verificamos
cial es el mejor valor que debemos usar. La Figura 9 muestra los resultados de convergencia del

parametro Ecut.
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Figura 9: Convergencia respecto a Ecut para CuFeSs.

La Figura 9 nos indica que la energia minima que se debe usar para expandir correctamente las

funciones de onda es de 80 Ry. Con este valor todos nuestros sistemas de calcopirita simulados,
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incluyendo los estados AF, FM y PM en las concentraciones de y = 0.5 y y = 0 se fijaron
igualmente con una energia de corte de 80 Ry.

Otro parametro que se tiene que calcular son los puntos k. El resultado depende tanto del
nimero de puntos k tomados, como la malla usada para discretizar la integral en la zona de
Brillouin. Similar al céalculo de la energia de corte, realizamos pruebas de convergencia en la
energia total del sistema pero ahora respecto al nimero de puntos k en cada direccién. La malla
de puntos k se generé siguiendo el método de Monkhorst-Pack [3]. En la Figura 10 se muestra

la curva de convergencia, el nimero de puntos k es el mismo en cada direcciéon.
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Figura 10: Convergencia respecto a puntos k en CuFeSs.

De la Figura 10, se observa que puede usarse una malla de 9x9x9 para los calculos. Aunque

por la simetria del problema se propone tomar una malla de 9x9x5.

2.5. Detalles computacionales

El estudio de las propiedades electronicas de calcopirita pura y calcopirita con impurezas
Cuy X1y FeSy para y = 0.5, 0 y X = As, Pb, Zn; se realizaron mediante célculos de primeros
principios usando DFT, el método de ondas planas y pseudopotenciales como estdn implemen-
tados en el software QE. Para cada especie atomica (Cu, Fe, S, As, Pb y Zn) se emplearon

pseudopotenciales tipo ultra suaves. Los parametros de red de la celda unitaria empleada para
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el calculo fueron de: a = b = 3,70538 A y ¢ = 5,21341 A La energia cinética de corte para las
ondas fue fijada en 80 Ry. El funcional de energia de intercambio y correlacién se aproximé por
el método de gradiente generalizado (GGA) en la parametrizacion propuesta por Perdew, Burke
y Ernzerhof (PBE) [2]. Para la integracion de la primera zona de Brillouin se utiliz6 una malla
Monkhorst-Pack de puntos k [3] de 9 x 9 x 5 mientras que para la densidad de estados (DOS)
fue de 18 x 18 x 10 (en en apéndice se muestra un ejemplo de archivo de entrada en Quantum

ESPRESSO).
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3. Resultados

Usando el programa Quantum ESPRESSO, obtuvimos la energia de la calcopirita en los tres
tipos de magnetismo indicados. Por criterio de minima energia determinamos cuél es la forma mas
estable que puede tener el mineral. Luego, incluimos las impurezas de acuerdo a Cu,X(;_,)FeS,
para y = 0.5, 0 y X = As, Pb, Zn. Tanto en la calcopirita pura como con impurezas discutimos
las implicaciones que se dieron al hacer las sustituciones en la estructura cristalina y electronica.
Finalmente, partiendo de la ecuaciéon de Butler-Volmer y usando la energia de Fermi, obtenida
en Quantum ESPRESSO, graficamos y comparamos la cinética de disoluciéon para cada impureza

en el mineral puro e impuro.

3.1. Resultados sobre la estructura cristalina

Nuestros resultados sugieren, que es mas probable que la calcopirita pura (en su estado fun-
damental) presente una configuracion antiferromagnética; debido a que el valor de energia es
el minimo entre los tres sistemas estudiados. Esto es consistente con otros estudios teoéricos y
experimentales previamente reportados [22][23]. Confirmando que el sistema CuFeSs es antife-
rromagnético con momentos de espin distribuidos sobre los 4tomos de Fe y alineados sobre el
eje c. Al hacer las sustituciones sobre esta estructura obtenemos los compuestos Cug 5X¢ sFeSs y
CugX;FeSs que representan y = 0.5 y y = 0 de concentraciéon de X respectivamente, donde X =

As, Pb, Zn. La Tabla 2 muestra la influencia en los parametros de celda y longitudes de enlace

Compuesto Parametros de red [A] Longitud de enlace [A] Vol. [A3]

a=1b c X-S S-Fe

CuFeSq 3.7113 10.5719 2.2885 2.2674 145.6207
Cug 5Asp5FeSy  3.6145 11.3773 2.5592 2.1801 148.6484
Cug,5Pbo sFeSy  3.8527 11.5904 2.8422 2.2826 172.0357
Cug,5Zng sFeSy  3.7736 10.7088 2.3462 2.3352 152.5035
CugAs FeS, 3.4106 12.9165 2.6026 2.1222 150.2552
CugPbiFeS,  4.1021 12.2410 2.8385 2.3263 205.9891
CupZn; FeS, 3.8157 10.8716 2.3553 2.3295 158.2910

Tabla 2: Influencia sobre los parametros de red y enlaces al sustituir la impureza X para to-
dos los compuestos considerados Cug 5Xg 5FeSs y CupX;FeS,. X en la longitud de enlace X-S
significa la impureza sustituida, si es calcopirita pura X=Cu.
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al afiadir las impurezas a la calcopirita antiferromagnética. La X en la longitud de enlace X-S,
se refiere al tipo de elemento sustituido; si es calcopirita pura X = Cu, si estd anadida alguna
impureza X = As, Pb o Zn.

Las longitudes de enlace Cu-S y S-Fe de CuFeS, de nuestro calculo coinciden con los resultados
experimentales de ~ 2.299 y ~ 2.256 A [24] [25] respectivamente.

Los resultados muestran que la celda aumenté de volumen al hacer cada una de las sustitu-
ciones. El arsénico con el radio atémico menor de las tres impurezas, hace que el volumen de
la celda aumentaré ligeramente con el aumento de su concentracion. El dopaje con plomo, de
mayor radio atéomico, hizo aumentar el tamano de la celda significativamente a medida que su
concentracién crecia. La presencia de zinc en CuFeSs también hace crecer la celda, un poco més
en comparacion con el arsénico pero menos que el plomo; pues su radio atémico esta entre estos
dos elementos. En la Figura 11 se puede apreciar el cambio de la energia total por unidad de celda
al variar las concentraciones de las impurezas. Notamos que la presencia de arsénico da lugar
a formaciones de arsenopirita, lo que incrementa su energia y por tanto la fuerzas de cohesién
entre los atomos. Esto esté totalmente de acuerdo con la dureza de los minerales, mientras la

calcopirita tiene una dureza de 3.5 a 4.0 [26], la arsenopirita se encuentra en nivel de dureza de

5.5 a 6.0 [27].

-320

-340

-360

-380

-400

Energia Total (Ry)

-420

~440

-460 :
0 50 100

Concentracién (%)

Figura 11: Cambio en la energia total en funcién de la concentraciéon de impurezas en la calco-
pirita. La presencia de arsénico en la calcopirita aumenta su energia, mientras que la calcopiri-
ta que contiene plomo y zinc tiende a disminuir su energia por unidad de celda.
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3.2. Resultados sobre la estructura electrdonica

Los célculos se realizaron con espin polarizado sobre los &tomos de hierro, y los resultados de
la densidad de estados (DOS) para calcopirita pura se muestran en la Figura 12. El valor cero
de energia es el nivel de Fermi. Se puede comparar con la DOS cuando afiadimos impurezas a la
calcopirita en una concentraciéon de y = 0.5. En la Figura 13 observamos que hay un corrimiento
hacia el nivel de Fermi, las concentraciones de estados de espin arriba y abajo tienden a aumentar
en el nivel de Fermi para el plomo y el zinc. En el caso del arsenico permanecen sin cambio
significativo. El valor de la energia de Fermi para cada una de las impurezas sustituidas es muy

importante y se muestran en la Tabla 3. Para calcopirita pura la energia de Fermi es 7.661 eV.

15

-15 L | I I I |

E - E[eV]

Figura 12: DOS total para la calcopirita. En el nivel de Fermi (0 ¢V) la concentracion de esta-
dos es 2.492 eV usando la aproximacion GGA.

Impureza | Concentracion
y=05|y=0

As 8.124 | 8.256
Pb 7.597 | 7.221
Zn 7.522 | 7.451

Tabla 3: Se puede observar que la energia de Fermi varia poco con cada impureza considerada.
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Figura 13: Comparacion de la DOS total de la calcopirita al anadir y = 0.5 de impurezas: en

(a) As, (b) Pby (c) Zn. El dopaje por Pb y Zn es responsable de aumentar los estados dispo-
nibles sobre el nivel de Fermi (0 eV). Mientras que con el As los estados permanecen sin mu-
cho cambio.
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3.3. Velocidad de disolucion de la calcopirita en un medio acido

Con los valores de la Tabla 3, graficamos la concentracién de cada impureza con su respectiva
energia de Fermi. Tenemos tres puntos por cada impureza que representan las concentraciones
en la calcopirita, con estos datos buscamos la mejor linea recta que se les aproxime. La Figura

14 muestra las rectas que mejor se ajustan a los resultados obtenidos.
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Figura 14: Aproximacion por una recta a los valores de la energia de Fermi por cada concen-
tracion de impurezas. Podemos observar un comportamiento lineal en la energia de Fermi en
funcién de la presencia de impurezas en CuFeSs.

Con las aproximaciones hechas en la Figura 14, nuestros resultados indican que el compor-
tamiento de la cinética de disolucién, en una soluciéon de acido sulfarico, a un mismo potencial
aplicado y de acuerdo a la ecuacion de Butler-Volmer (21) es: a mayor energia de Fermi en los
minerales de calcopirita menor se obtendré una corriente eléctrica; y a menor energia de Fermi
se produciran mayores corrientes. Por lo tanto, la presencia de arsénico en la calcopirita produce
corrientes menores, lo que disminuye la cinética. Mayor cantidad de zinc aumenta la velocidad
de disolucién. Y cuando el mineral contiene plomo aumentara atin mas la disolucion.

Comparamos nuestros resultados con lo que se obtuvieron experimentalmente. En un rango
de potenciales aplicados de entre los 300 mV y 440 mV (SCE), la disolucion de la calcopirita sigue
un comportamiento bien descrito por (21). Haciendo variar estos potenciales en la ecuacion de
Butler-Volmer obtenemos la Figura 15; que compara la corriente obtenida con calculos teéricos

con los resultados reportados experimentalmente.
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Figura 15: Las lineas amarilla, violeta y naranja representan los resultados tedricos obtenidos
al disolver la calcopirita en acido sulfirico y aplicando potenciales que varian de 300 a 440 mV
(SCE) para As, Zn y Pb respectivamente. La linea negra representa la disolucion de la calcopi-
rita pura. Nuestros resultados para calcopirita pura concuerdan con lo reportado experimental-
mente. Observamos también que el arsénico produce menores corrientes que el plomo.

Las lineas rectas en la figura 15 representan la cinética disolucion para cada impureza, es
decir, la corriente obtenida al aplicar un potencial. Debemos notar que la grafica se encuentra en
una escala lineal-logaritmica, por lo que las lineas pintadas corresponden a exponenciales en la
ecuacion de Butler-Volmer (21). Notamos que la recta para la calcopirita pura se justa muy bien
al resultado experimental. A un mismo potencial aplicado el arsénico dard menores corrientes
y el plomo produce mayores corrientes. Después de los 440 mV (SCE) nuestros resultados ya
no se ajustan al experimento, debido a que la ecuaciéon de Butler-Volmer solo puede predecir la
parte exponencial del experimento, que representa la regién activa. Para poder explicar todo el

comportamiento observado es necesario desarrollar teorias mas completas.
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4. Conclusiones

Nuestros estudios indican que la calcopirita es un antiferromagneto con momentos de espin
alineados sobre el eje c. La presencia de impurezas en la calcopirita como el arsénico tienden a
aumentar la energia del mineral, mientras elementos como el plomo y zinc la disminuyen.

Podemos usar célculos basados en la teoria del funcional como una base para explicar la
velocidad de disoluciéon experimental de minerales puros e impuros. Un incremento en la energia
de Fermi, en minerales de calcopirita, desplaza la curva de reacciéon hacia arriba, lo que implica
una reduccion de la corriente detectada. Si existe arsénico presente en la calcopirita, disminuird
la cinética mientras el plomo y zinc ocasionaran un aumento. La ecuacion de Butler-Volmer
predice la parte exponencial de los experimentos. Es necesario desarrollar teorias més completas

que puedan explicar todo el comportamiento experimental observado.
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Apéndice

Ejemplo de archivo de entrada en quantum espresso

Dos de los principales paquetes de QE son PWscf y CP. Todos ellos giran en un formato
comun de archivos de entrada y salida. En esta tesis se usaré principalmente el paquete Pwscf,
el cual realiza diferentes tipos de célculos, como por ejemplo: calculo de la energia en el estado
fundamental; optimizacion de geometria (incluso con celda variable), calculo de los orbitales de
Kohn-Sham de un electrén entre otros. Todo lo anterior se puede aplicar a cualquier estructura
cristalina y usando distintas aproximaciones a F,.[p(r)], como: LDA, LSDA, GGA o meta-GGA.
Podemos incluir polarizacién de espin y usar tanto pseudopotenciales que conservan la norma
como pseudopotenciales ultra suaves.

El ejecutable principal de PWscf es pw.x, es quien lee los datos en el archivo de entrada. El
archivo de entrada esta organizado en un nimero de

Tres grupos son obligatorios:

CONTROL Contiene las variables que definen el flujo principal del calculo, algunas de las
variables més representativas que podemos encontrar en este grupo son: calculation, realiza
un calculo autoconsistente, no autoconsistente o relajacién; etot_conv_thr y forc_conv_thr,
son el umbral de convergencia en la energia total y sobre las fuerzas respectivamente.

SYSTEM Aqui es donde van las variables que especifican el sistema que estamos estudian-
do, algunas de sus variables son: ibrav, especifica el tipo de red de Bravais; nspin, indica si el
calculo incluye una polarizacion de espin; ecutwfc, energia cinética de corte para las funciones
de onda; starting_magnetization, polarizacién inicial de espin sobre un atomo.
ELECTRONS En esta parte se definen las variables que van a controlar los algoritmos utili-
zados en la bisqueda de la solucién autoconsistente de las ecuaciones de Kohn-Sham para cada
electron.

Hay otros tres campos obligatorios que deben ser introducidos en el archivo de entrada:
ATOMIC _SPECIES Aqui se incluye la etiqueta del atomo, su masa (amu) y el pseudopo-
tencial usado.

ATOMIC POSITIONS Contiene los vectores de red en unidades de Bohr o Angstrom.
K_POINTS Se especifica el nimero de puntos k en cada direccién usados en la
integraciéon en la zona de Brillouin.

A continuacion un ejemplo de archivo de entrada:
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&control
calculation =
restart mode =
pseudo dir =
outdir =
prefix =
tstress —
tprnfor =
nstep =
etot _conv_thr =
forc _conv_thr =

/

&system

‘ve—relax’ |

"from scratch’ |
VAN

T/ tmp”,
"CFS27,

.true. |

.true. |

200 ,

1.0D-8
1.0D-8

ibrav = 0, celldm (1) = 0,

nat = 8, ntyp

ecutwfc = 80,

occupations =

smearing = ’

starting magnetization (2)

starting magnetization (3)

/

mp’

= 4, nspin = 2,

ecutrho = 400,

’smearing ',

, degauss = 0.02,
= 17
= -1,

&electrons
electron maxstep = 200,
conv_thr = 1.0d-8 ,
mixing beta = 0.3 ,
diagonalization = ’'david’ |,
diago thr init = 1.D-2 ,
diago david ndim = 2
/
&ions
ion dynamics = ’bfgs’,
upscale = 20.D0,
trust radius_max = 1.0D-1,
trust _radius_min = 1.0D-38,
trust radius_ini = 3.0D-3,
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&cell
cell dynamics = ’bfgs’,

/

ATOMIC SPECIES

Cu 63.546
Fel 55.845
Fe2 55.845
S 32.065 S.pbe—n—rrkjus_ psl.0.1.UPF

CELL_PARAMETERS (angstrom)
3.6384810070
0.0000000000
0.0000000000

ATOMIC POSITIONS (angstrom)

Fel 1.8192405040 1
Fe2 1.8192405040 1.
Cu 0.0000000000 0
Cu 0.0000000000 0
S 0.0000000000 1
S 1.8192405040 0
S 0.0000000000 1
S 1.8192405040 0

K POINTS (automatic)
995111

0.0000000000
3.6384810070
0.0000000000

Cu.pbe—dn—rrkjus_psl.0.2.UPF

.8192405040

8192405040

.0000000000
.0000000000
.8192405040
.0000000000
.8192405040
.0000000000
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Fe.pbe—spn—rrkjus psl.0.2.1.UPF
Fe.pbe—spn—rrkjus_psl.0.2.1.UPF

0.0000000000
0.0000000000
10.0344448240

.5086160180
.5258384300
.0000000000
.0172224120
.3727752050
6444472070
.3899976170
6616696190
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