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Resumen

La teoria de espacios discretamente generados fue introducida por A. Dow,
M. Tkachenko, V. Tkachuk y R. G. Wilson en 2002. Un espacio discreta-
mente generado se refiere a que la cerradura de cada uno de sus subconjuntos
se puede obtener mediante la union de las cerraduras de sus subconjuntos
discretos. La siguiente sucesién de implicaciones entre clases de espacios nos
ayuda a entender y comparar los espacios discretamente generados con otras
clases conocidas: Métricos = Primero numerables = Fréchet-Urysohn =
Secuenciales = Discretamente generados.

Se plantearon varias preguntas abiertas interesantes las cuales motivaron
la continuacién del trabajo a V. Tkachuk y R. Wilson. Ahi muestran di-
versos y potentes resultados relacionando esta clase particularmente con los
productos caja. Sin embargo, transcurridos 13 anos hasta ahora ain no se
han establecidos resultados que puedan clasificar total o parcialmente a los
espacios producto (caja y Tychonoff) para ser discretamente generados.

Asi, con motivacién en el trabajo realizado por V. Tkachuk y R. Wilson,
en este documento resolvemos el Problema 3.19 y un primer avance para el
Problema 3.3 de ese articulo.

3.3 Si los espacios X,,, n € w, son primero numerables, ;es el espacio
Unew X, discretamente generado?

3.19 ;El espacio {{} Uw se encaja en un producto caja de rectas reales para

algin £ € fw \ w?

Palabras clave: Discretamente generado, producto caja, topologia, primero
numerable, discreto.






Abstract

Theory of discretely generated spaces was introduced by A. Dow, M. Tka-
chenko, V. Tkachuk and R. Wilson in 2002. A discretely generated space
means that the closure of each of its subsets can be obtained by the union of
the closures of its discrete subsets. The following sequence of implications
between classes of spaces helps us to understand and compare the discretely
generated space class with other known classes: Metric = First countable
= Fréchet-Urysohn = Sequential = Discretly generated.

Several interesting open questions were established and motivated the
continuation of the work to V. Tkachuk and R. Wilson. There they show
diverse and powerful results that relates this class particularly with box
products. However, after 13 years until now they have not established yet
results that can classify totally or partially the product spaces (box and
Tychonoff) to be discretely generated.

Thus, motivated by the work of V. Tkachuk and R. Wilson, in this
document we solve the Problem 3.19 and a first progress for Problem 3.3 of
their article.

3.3 If X,,, n € w, are first countable spaces, ;is the space [U,c, X, dis-
cretely generated?

3.19 ;Does the space {¢} Uw embed into a box product of real lines, for
any & € fw \ w?






Introduccion

Los espacios llamados discretamente generados fueron introducidos por A.
Dow, M. Tkachenko, V. Tkachuk y R. G. Wilson en [1], 2002. Un espacio
discretamente generado se refiere a que la cerradura de cada uno de sus
subconjuntos se puede obtener mediante la union de las cerraduras de sus
subconjuntos discretos. Pero jqué tan grande es esta clase de espacios?
Es una clase bastante amplia. La siguiente sucesién de implicaciones en-
tre clases de espacios nos ayudara a ubicar y compararla con otras clases
conocidas: Métricos = Primero numerables = Fréchet-Urysohn = Secuen-
ciales = Discretamente generados. Existe otra clase de espacios que refiere
a un axioma de separabilidad, la clase de los espacios monoténicamente nor-
males. Un espacio que tenga esta propiedad también tendra la propiedad
de ser discretamente generado. Mas aun, la estrechez de un espacio también
juega un papel considerable cuando se combina con otras propiedades.

En [1] se dio amplitud y desarrollo a la teoria aportando los primeros
resultados. En el mismo articulo se da a conocer un espacio de Tychonoff
numerable que no es discretamente generado, el cudl originalmente se debe
a Eric. van Douwen en [3]. Cabe mencionar que en esta teorfa nuevamente
se puede apreciar la delgada linea que existe entre Topologia y la Teoria de
Conjuntos. El Teorema 4.6 de [1] tiene un trasfondo combinatorio mencio-
nando que la existencia de un L-espacio implica que 2“! no es discretamente
generado.

También, se plantearon varias preguntas abiertas interesantes las cuales
motivaron la continuacién del trabajo a V. Tkachuk y R. Wilson en [2]. Ahi
muestran diversos y potentes resultados relacionando esta clase particular-
mente con los productos caja. Sin embargo, transcurridos 13 anos hasta
ahora aun no se han establecidos resultados que puedan clasificar total o
parcialmente a los espacios producto (caja y Tychonoff) para ser discreta-
mente generados. Esto ultimo vuelve interesante la teoria, ademas de que
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en [2| se presenta una lista de atractivos problemas que son sencillos de
plantear y ain estan sin resolver.

Asi, con motivacién en el trabajo realizado por V. Tkachuk y R. Wilson,
resolvemos el Problema 3.19 de [2] y un primer avance para el Problema 3.3
del mismo articulo. El Problema 3.19 [2] realiza la siguiente pregunta:

3.19 - [2] ;El espacio {£} Uw se encaja en un producto caja de rectas reales para
algin ¢ € fw \ w?

La respuesta més “interesante” seria la negativa. Esto es porque, a pesar
de que la coleccién de los subespacios de [JR” es bastante amplia, ésta no
serfa lo suficiente como para aceptar subespacios homeomorfos a {{} U w.
Algunos subespacios importantes de R son: O(w+1)"%, JQ" o JC*, donde
C es el conjunto de Cantor. Por lo tanto, se vuelve también importante
considerar a la coleccién de los subespacios del producto O({{} U w)¥, ya
que el Teorema 2.6 de [2| afirma que el producto caja de cualquier espacio
monotonicamente normal es discretamente generado, y la propiedad de ser
discretamente generado es hereditaria.

Por otro lado, no es para menos preciar una respuesta afirmativa a la
pregunta. Si {£} Uw se encaja en [JR” para algin £ € fw \ w, podriamos
preguntarnos jqué tiene de especial el ultrafiltro £7 es decir jpodria ser &
un P-punto, un Q-punto, o quizd un ultrafiltro selectivo?

En el presente documento se desarrolla entonces una prueba que res-
ponde negativamente a la pregunta. La estrategia serd realizar la misma
pregunta para el espacio O(w + 1)¥, dando a conocer algunos resultados
sobre ciertas propiedades de el mismo. Posteriormente relacionaremos a los
espacios R y O(w + 1)¥ de una manera natural que nos ayude a que las
propiedades mencionadas para el espacio O(w + 1)“ se preserven también
para el espacio [JR¥, dado nuevamente una respuesta negativa. Finalmente,
la pregunta para el caso parcial [JR* se generaliza a [JR".

En la primera parte del dltimo capitulo estudiamos al espacio O({£}Uw)“
y precisamos que tiene estrechez numerable, aunque ain estd por verificarse
que sea discretamente generado o no.

Para finalizar, el Problema 3.3 en [2] del que hablamos anteriormente
intenta clasificar a los productos caja numerables de espacios primero nu-
merables para ser discretamente generados. Fielmente cita: Si los espacios



X, n € w, son primero numerables, jes el espacio U,¢c, X, discretamente
generado? Respondemos la pregunta bajo la siguiente condicién sobre el
conjunto generador. Es decir, si A C O,ew X, es tal que z € A\ Ay
Va € A (suppy(a) = w), entonces podemos encontrar D C A discreto con
x € D. La finalidad de este avance es dar a conocer una técnica que podria
enriquecerse para resolver la pregunta general.






Chapter

Preliminares

Interviniendo en el estudio del titulo de este documento recordaremos las
nociones principales como son los espacios productos, ya sean caja y de
Tychonoff.

1.1 ¢ Espacios producto

Las siguientes definiciones son elementales en topologia. Sin embargo, se
supone de cierto nivel por parte del lector para trabajar con las técnicas
mismas del area.

Definicion 1. Considere un conjunto X. Una topologia sobre X es una
familia T de subconjuntos de X con las siguientes propiedades:
1. 0, X er.

2. Si{U;:i€ I} es una familia de elementos en T, se debe cumplir que

3. Si{U; :i € I} es una familia finita de elementos en 7, se debe cumplir
que (e Ui € 7.



2 Preliminares

A un conjunto X junto con una topologia 7 se le conoce como espacio
topoldgico y a los elementos de 7 se les conoce como conjuntos abiertos.
También, es cerrado el conjunto que es complemento de un abierto.

Definicién 2. Considere una familia de espacios topoldgicos { Xy :t € T}.
Se define:

e El producto caja de los espacios X; como el conjunto subyacente
[Lier X¢ con la topologia T generada por

{H U : Uy C Xy abierto}.
teT

e FEl producto Tychonoff de los espacios Xy como el conjunto subya-
cente [[,cq Xt con la topologia T generada por

{H U; x H X : U C Xy abierto NF C T finito}.
ter teT\F

Denotaremos al producto caja ([[,cr X¢,70) = OierXi. Cuando los
espacios X; son el mismo espacio, digamos X, escribiremos X7 en vez de
O,er X y para el producto Tychonoff simplemente haremos X7 en vez de
[L,er X. Se puede observar ficilmente que si nuestro conjunto T es finito,
entonces los espacios e Xy y [, X¢ son iguales, pues la condicién en
el producto Tychonoff sobre considerar una cantidad finita de factores para
situar abiertos es indistinguible en el producto caja finito.

1.2 ¢ Algunas propiedades de los espacios producto

Es importante que, al trabajar con los espacios producto (Tychonoff y caja),
se tengan siempre en cuenta ciertas propiedades que pueden resultar de
mucha utilidad. Cualquiera de las siguientes propiedades pueden consultarse
en [4] o [5].

Teorema 3. Considere una familia infinita de espacios topoldgicos {X; :
teT}.

1. Si los espacios Xy son discretos, Uier Xy es discreto.
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2. Los espacios X; son Hausdorff, reqular o completamente regular si y
solo si e Xy es Hausdorff, reqular o completamente reqular, respec-
tivamente.

3. El espacio Uyer Xy nunca es localmente compacto, separable, conexo,
localmente conexo, primero numerable, perfecto (cada conjunto cerrado

es Gs).

Teorema 4. Considere una familia infinita de espacios topoldgicos {X; :
teT}.

1. El espacio [[,cp Xi nunca es discreto.

2. El espacio [[,cp Xt es compacto, conexo, Hausdorff, reqular, comple-
tamente reqular si cada espacio X; lo es, respectivamente.

3. SiT es numerable y los espacios X; son primero numerables o métricos,
entonces [[,cp Xi es primero numerable o métrico, respectivamente.

4. Si T tiene a lo mas el tamano de los reales (c) y los espacios X; son
separables, [[,cp Xt es seprable.

1.3 ¢ Sobre espacios discretamente generados

El desarrollo de la teoria de los espacios discretamente generados ha avan-
zado considerablemente, aunque ain quedan muchas preguntas abiertas.
Para darnos una idea, atin no se sabe siquiera el Problema 3.15 en [2] que
cita: Sea X es un espacio Fréchet—Urysohn. ;Es el producto X x X discre-
tamente generado?

En esta secciéon hablaremos un poco sobre espacios discretamente gene-
rados y definiremos la estrechez de un espacio dado que esta propiedad tiene
cierta relacion en el tema. Citaremos resultados importantes para nuestros
fines, de los cuales la mayor parte de ellos pueden ser consultados en [1]

y 2]

Definicion 5. Decimos que un espacio topolégico X es discretamente
generado si para cualquier subconjunto A C X yx € A, es posible encontrar
un conjunto D C A discreto de tal forma que x € D.

Definicion 6. Considere un espacio topoldgico X.
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e La estrechez de X en un punto x € X es

t(z, X) =sup{min{|Z] : Z C YAz €clx(2)}: Y C XAz € clx(Y)}.

e La estrechez del espacio X es
t(X) = sup{t(z,X):z € X}.

Proposicion 7. Sea X un espacio Hausdorff.

1. Si X es métrico, primero numerable, Fréchet-Urysohn o secuencial,
entonces X es discretamente generado.

2. La propiedad de ser discretamente generado es hereditaria.

La proposicién anterior inspira a pensar que la clase de los espacios
discretamente generados es bastante amplia. Asi, una pregunta natural
seria: jhay un espacio que no sea discretamente generado? La respuesta es
si, como se muestra en el Teorema 1.2 (a) de [3]; y al existir uno, existen
muchos por que la propiedad de ser discretamente generado es hereditaria.

Proposiciéon 8. FExiste un espacio numerable y completamente regqular que
no es discretamente generado.

Corolario 9. Si X no es discretamente generado y X se encaja en Y,
entonces Y no es discretamente generado.

Proposicion 10. Existen espacios discretamente generados de cualquier
estrechez dada.

La proposicién anterior indica que la clase de los espacios discretamente
generados también es amplia respecto a la estrechez. Otra propiedad princi-
pal que no hemos mencionado es si la compacidad juega un papel importante
en esta teorfa, lo cual veremos en el siguiente resultado de [1].

Proposicién 11. Todo espacio compacto con estrechez numerable es disc-
retamente generado.

También el resultado anterior nos da una idea de qué tan “lejos” estd
la clase de los espacios compactos a la clase de los espacios discretamente
generados. M4s atin, los autores de esta teoria muestran en su trabajo |1] que
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la estrechez numerable puede ser considerable para clasificar a los espacios
discretamente generados. En particular, analizaron al espacio mas sencillo
que es el 2, el conjunto con dos elementos con la topologia discreta, elevado a
la potencia de los reales (2° tienes estrechez no numerable). Cabe mencionar
que no tiene sentido preguntarnos por 2* pues sabemos que es métrico y asi,
discretamente generado.

Proposiciéon 12. FEl espacio 2° no es discretamente generado.

Entonces los autores ya mencionados comenzaron a estudiar al espacio
2“1t donde wy es el primer ordinal no numerable. En lo siguiente presentare-
mos algunos resultados, también en relacién a [1] y [2], que desarrollaron
fuertemente la teorfa.

Teorema 13. 1. St el espacio 2“1 no es discretamente generado, en-
tonces todo espacio compacto, diddico y discretamente generado es
metrizable.

2. Bajo la Hipdtesis del Continuo [¢ = wi] se tiene que todo espacio
compacto, diddico y discretamente generado es metrizable.

En 2005, Justin Tach Moore resuelve en |6] uno de los més importantes
problemas en el drea de Topologia de Conjuntos, el problema del L-espacio
que refiere a si en ZFC existe un espacio hereditariamente Lindel6ff no sepa-
rable.

Teorema 14. Existe un espacio hereditariamente Lindeldff no separable.

A la luz del Teorema se vuelve sumamente importante el teorema
de [1] que citaremos a continuacién. Cabe mencionar que los autores de [1]
aun no tenfan conocimiento sobre la existencia de un L-espacio.

Teorema 15. Si existe un L-espacio, entonces el espacio 2“1 no es discre-
tamente generado.

Corolario 16. Todo espacio compacto, diddico y discretamente generado es
metrizable.

1.4 ¢ Sobre espacios discretamente generados y productos caja

Para finalizar con este capitulo citaremos una nueva clase de espacios in-
mersa en la clase de espacios discretamente generados, es decir, la propiedad
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de ser monoténicamente normal implica la propiedad de ser discretamente
generado. También mencionaremos un teorema importante de |2] que rela-
ciona los espacios productos caja y los espacios discretamente generados.

Definicion 17. Un espacio X con topologia 7 es monotonicamente nor-
mal si para cada U € T y x € U, podemos asignar un conjunto O(x,U) € T
con z € O(x,U) y tal que si O(z,U) N O(y,V) # O implica que x € V o
yeU.

Teorema 18. Si {X;:t € T} es una familia de espacios monoténicamente
normales, entonces Lic7 X, es discretamente generado.
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Propiedades sobre [l(w + 1)%

En este pequenio capitulo presentaremos nociones y definiciones basicas, asi
como resultados ya conocidos, los cuales no demostraremos.

Primero estudiemos quienes son los espacios topolégicos w+ 1y {£} Uw.
Recuerde que w + 1 = w U {w}. El conjunto w es discreto. Ahora, las
vecindades del elemento w son conjuntos de la forma V' = UU{w}, donde U es
un subconjunto cofinito de w. Esta topologia es en realidad la heredada por
R a una sucesién convergente cualquiera. Se suele mencionar al espacio w+1
como “la sucesién convergente”. Para un ultrafiltro £ sobre los naturales,
los conjuntos abiertos del espacio {{} U w son: el conjunto w es discreto y
las vecindades del elemento £ son conjuntos de la forma V = U U{¢}, donde
U es un elemento del ultrafiltro £. Esta topologia es en realidad la heredada
por Bw. Es un hecho béasico que no hay un encaje entre estos dos espacios.

Definicion 19. e Sean X un conjunto, k un cardinal y a,b € X*. Defi-
nimos el soporte de a respecto a b como

suppp(a) = {a € Kk : a(a) # b(a)}.

e 515 C kK, definimos la restriccion de a a S como aquella funcion
alS:85— X dada por
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e SiSCk, AC X" ybe X", definimos
Aspy={ac A:suppy(a) =Sy y A1 S={a]SecX®:acA}.

e Denotaremos por W al elemento en O(w + 1)“ tal que para cada n €
w, E?(n) = w. Cuando hablemos del soporte en este punto, simple-
mente pondremos supp(a) en vez de suppg(a), con a € O(w + 1)“.
También denotamos a Ag7 por Ag.

e Dada una funcion h € w* y un elemento a € J(w + 1)¥, definimos la
vecindad de a inducida por h como la vecindad de a de la forma

Nh(a) = DnEsupp(a){a(n)} X Dnew\supp(a) [h(n)vw]

Definicion 20. e 5i X es un espacio topoldgico y A C X, denotamos a
los puntos de adherencia de A por A’ = A\ A.

e Dados AC X yx e A, decimos que un espacio topoldgico X tiene la
propiedad P en (x,A) si 3IB,C C A (BNC=0Aze B NnC’).

e Un espacio topolégico X tiene la propiedad PT si

VACX 3B,CCABNC=0nN A =B =C.

Es claro que la propiedad PT es més fuerte que la propiedad P y que
ambas son propiedades topoldgicas, es decir, se preservan bajo homeomor-
fismos. Cabe mencionar que el espacio {{} Uw no cumple la propiedad P en
ningtn par (§,U), con U € . Esto desprende el hecho de que si el espacio
{£} Uw se encaja en X via ¢, entonces X no cumple la propiedad P en
(¢(&), ¢lw]). La siguiente proposicién tiene una prueba inmediata sabiendo
que todo espacio segundo numerable es hereditariamente separable y en todo
espacio separable siempre es posible encontrar un par de densos ajenos.

Proposicion 21. Todo espacio sequndo numerable cumple con la propiedad
Pr.

En este capitulo damos a conocer propiedades importantes que apun-
taran hacia nuestro objetivo. En estas propiedades se utilizan algunas no-
ciones béasicas combinatorias del espacio w*. Comenzaremos definiendo dos
importantes cardinales invariantes del continuo.

Sobre el espacio de funciones w® existe un orden parcial natural, deno-
tado por <*. Dados dos elementos f,g € w*, decimos que f <* g si existe un
natural n € w de tal forma que para cada m > n se tiene que f(m) < g(m).



Definicién 22. e Se dice que un subconjunto A C w* es una familia
no acotada si para cada f € w* existe g € A de tal forma que g £* f.

e Se dice que un subconjunto D C w® es una familia dominante si
para cada f € w¥ existe g € A de tal forma que f <* g.

o b =min{|A|: Aes una familia no acotada}.

e 0 = min{|D| : D es una familia dominante}.

Es un hecho bédsico en la combinatoria infinita que ambos cardinales
invariantes b y 0 son no numerables y de tamano menor o igual que la
cardinalidad de los reales. También se tiene la desigualdad b < 0.

Lema 23. Suponga b € O(w + 1)¥ tal que F = w \ suppz(b) es infinito.
Si un conjunto A C O(w + 1)¥ tiene tamano menor que b y es tal que
Va € A (F C supp(a)), entonces b ¢ A.

Demostracion: Haga

Ap={g9€w”:Jac A(g[supp(a) =a | supp(a) A gl (w\supp(a))=0)}.

Note que |Ap| = |A] < b, por lo que existe h € w* tal que Vg € Ay (g <* h).
Ahora es inmediato que Np,(b) N A = (). |

Note que el Lema |23| nos ayudard a aislar del punto «, un conjunto que
conste de elementos con soporte infinito, siempre y cuando el tamano del
conjunto sea menor que b. Si bien el lema anterior nos dice que podemos
aislar del punto «, conjuntos con tamafio “pequeno”, el papel que juega el
tipo de soporte de los elementos de un conjunto es importante. Por ejemplo,
podemos considerar incluso un conjunto numerable “no trivial” de elementos
con soporte finito del espacio O(w + 1)¥ que generen a W como lo veremos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 24. Eziste un conjunto ACOw+1)“ de elementos con soporte
finito, con & ¢ Ap para cada F € [w]|<¥, y tal que W € A.

Demostracion: Para cada n € w, considere al conjunto

Ap ={a e Ow+ 1) : suppg(a) =n A a(0) =n}.
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Veremos que A = J,,¢,, An cumple con lo requerido. Es claro que cada
elemento de A tiene soporte finito. Ahora note que Ap = A, si y sélo si
F = n, para cada n € w. Ademas, o ¢ A, pues si a € A,, entonces
a(0) = n. Es decir, la 0-ésima coordenada de un elemento de A, esta
“lejos” de w.

Finalmente veremos que W € A. Considere una funcién h € w®. Sea k €
w tal que k > h(0). Por tanto, debe existir a € A tal que a € Np(<). W

También podemos aislar de o, conjuntos que consten de elementos
con soporte finito bajo ciertas condiciones, las cuales estableceremos en el
préximo lema.

Lema 25. Supdngase que A C O(w + 1)* es tal que para cada a € A
(|supp(a)] < w). Sea F = {F € [w]<¥ : |Ap| < w}. Entonces eziste
h € w tal que Np(W) N (Uper Ar) = 0. Al igual que en Lema se puede
generalizar esta afirmacion para un b € O(w + 1)“ tal que w \ suppz(b) es
infinito, en vez de .

Demostracion: Recuerde que Ap = Apy = {a € A : suppg(a) = F}.
Considere una enumeracién creciente para U := |JF = {ny : k € w}. Note
que para cada k € w, el conjunto B, := {F € F : F C {ng,...,nx}} es
finito y también lo es UFeBk Ap. Asi, para cada ny € U, elija h(ng) tal que
h(ng) > max{mn, [Upecp, Arl}. Ahora sin ¢ U haga h(n) = 0. Entonces
h € w* cumple con lo requerido.

La prueba para b € O(w + 1)% tal que w \ suppz(b) es infinito es similar,
pero se trabaja en w \ suppz (b). [ |

Lema 26. Supdngase que A C O(w + 1)¥ es tal que para cada a € A
(Jsupp(a)| < w). Si & € A', entonces se cumple la propiedad P en (o, A).
Mds ain, se cumple P en (x,A), para cualquier x € A’.

Demostracion: Por el Lema, podemos suponer sin perder generalidad que
VF € [w]<¥(|Ar| = Ng). Asi, si F'y F’ son dos conjuntos finitos “diferentes”
de naturales, Ar N Apr = 0.

e Caso 1: Suponga que W edp para algun finito F.
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Entonces existe una sucesién en Ap que converge a o, pues (w+1DF
es un espacio métrico. Si B consta de los términos pares de dicha
sucesion y C' de los términos impares, se tiene lo deseado.

e Caso 2: Para cada conjunto finito F, & ¢ Ar.

Como Ap es basicamente un subconjunto de w!’, note que Ap es dis-
creto e infinito. Ademds, (O(w + 1)¥)r ~ (w+ 1) es compacto y asi
A’z es no vacio. También por la Proposicién es posible conseguir
Br,Cp C Ap tales que son ajenos entre si y A, = Bl = Ch.

Dado que A = L]FE[W]@ Ap, se cumple que B := UFE[W]@ BrpyC:=
L] Fefw]< CF son subconjuntos de A. Por la observacién en el parrafo
anterior se tiene que BN C = 0.

Afirmacién 26.1. Se cumple & € B'nC'.

Considere h € w”. Podemos aplicar nuevamente el Lema para
conseguir un finito de naturales F tal que |Ny(W) N Ap| = Rg. De
manera similar que antes, Nj, (&) NAp C (O(w+1)¥)p ~ (w+1)F, y
ast, (N, (W) NAg) # 0. Por construccion, (Ny,(&)NAr) = (Np(&)N
Bp) = (Nh(ﬁ) N Cr)'. Necesariamente deben existir b € Bp C By
c e Cp C C tales que b, c € Njp().

e Caso general: Suponga que z € A" y sea S = supp- ().

— Suponga S es infinito-coinfinito.

Entonces podemos suponer que A | S = {x [ S} y asi, aplicar
el caso en que el espacio C(w + 1)“’\5 cumple la propiedad P en

(@[ (W\5S), AT (w\5S)).

— Suponga S es cofinito.
Ahora si S es cofinito, entonces (O(w +1)¥),\ s = (w+ 1)¥\S | que
es métrico y por la Proposicién 21| se cumple la propiedad P.

El siguiente corolario es una respuesta parcial a la Pregunta 3.19, pero
no menos importante ya que nos ayudard a generalizar la respuesta hasta
involucrar al espacio LIR"”, para cualquier cardinal k.

Corolario 27. No eziste un encaje de {£} Uw en O(w + 1)%.
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Demostracion: Si existe un encaje ¢, necesariamente supp(p(§)) # w pues
Cw® es discreto. Ahora, dado que ¢[w] es numerable, por los Lemas y
podemos suponer que Va € pw] (|suppye)(a)] < w). Ahora aplique Lema
para contradecir que se cumple la propiedad P en (¢(€), ¢[w]). [ |
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Chapter

No hay un encaje del espacio
{£} Uw en OOR”

El siguiente paso es involucrar al producto caja de rectas reales dado que
la pregunta original refiere a ello. Pero si queremos proceder como lo
hemos realizado para el espacio O(w + 1), los lemas antes probados de-
beran cumplirse para el espacio [JR¥. En lo siguiente relacionaremos, de
una manera natural, a ambos espacios.

Considere p € LJR“. Para cada n € w, defina f, : R — w + 1 como

0, st |p(n) —al > 1;
fala) =4 Kk, sig>Ipn) —al > g
w, sia=p(n).

Ahora considere la diagonalizacion ¢ : ORY — O(w + 1)* dada por
®(a) = (fn(a(n)) : n € w). Claro que ®(p) = .

Note que ®~![J(w+1)*] induce una relacién de equivalencia (o particién)
sobre el espacio LJRY. Es decir, para a,b € LJRY, se tiene que a ~ b si y sélo
si

Vn € w (fu(a(n)) = fu(b(n))).
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Definicion 28. A una particion como la anterior para el espacio LIRY la
llamaremos particion inducida por p.

Para conseguir que los Lemas 23] [25] y [26] se cumplan también para el
espacio [IR“, podemos proceder de manera similar que en las demostraciones
de cada uno salvo que se tiene que pasar de ORY a O(w + 1)* y viceversa
mediante ® para obtener lo deseado. Dicho esto, usaremos indistintamente
los lemas en cuestién para ambos espacios (w + 1)¥ y OR¥. Derivado de
esta observacién se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 29. No eziste un encaje ¢ : {{} Uw — ORY.

Demostracion: Suponiendo nuevamente que si existe un encaje ¢ como en
el enunciado, haga A = p[w] C ORY, p = ¢(&) y considere la particién
inducida por p. Note que Ag = ®[A] C O(w + 1) es un conjunto a lo mas
numerable.

Afirmacién 29.1. & € Ag.

En efecto, una funcién h € w* codifica una sucesién de naturales k,, :=
h(n) y una vecindad de p € OORY de la forma

V = Onew (p(n) - ki p(n) + kn> '

Como ¢ es homeomorfismo, se tiene que p € A y por tanto debe existir
a € ANV. Luego, Vn € suppp(a) (fn(a(n)) > ky), y por tanto, se cumple
d(a) € Agp N N, (D).

Afirmacion 29.2. Sea B C Ag tal que o e Bg. Entonces p € B, donde
B:=®"1Bs]NA.
Sea U C R una vecindad de p. Defina

V =DOheuw (p(n) — ki p(n) + kﬂ)

para alguna sucesiéon de naturales (k, : n € w) de tal forma que V' C U.
Tome h € w* tal que Vn € w (h(n) =k, +1). Como & € By, debe existir
V' € Bp N N(W). Elijaun b € @~ 1[{0'}]N A y note que para cada n € w, se
tiene que b(n) > h(n) = k, + 1 si y sélo si |b(n) — p(n)| < ﬁ Es decir,
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beV CU.

Para concluir, por la Afirmacion aplique el Lema [26| para conseguir
Bg,Cp C Ag ajenos entre si y tales que W € By N Cy. Después haga
B =9®"1Bs]NnAyC = ®1[Cs] N A. Ahora es claro que BNC = {)
y por la Afirmacion m p € BN C. En otras palabras, la propiedad P
la cumple el espacio OR* en (¢(&), p[w]). Como ¢ es un homeomorfismo,
entonces la propiedad P la cumple el espacio {¢} Uw en (§,w), lo cual es
una, contradiccion. [ |

Corolario 30. Para cualquier cardinal k, no existe un encaje de {{}Uw en
OR"-,

Demostracion: Suponga lo contrario, que ¢ : {{} Uw — OR" es un encaje.
Sean p = p(&) y A = plw]. Note que A = A* LU A, para los cuales

A" :={a € A:|suppp(a)| <w} y A :={a € A: |supp,(a)| > w}.

Para cada a € A, considere cualquier subconjunto fijo B, C supp,(a)
que sea numerable. Como A4, es numerable, se cumple que B = | J . 4. Ba C
k también lo es. En el espacio ORP ~ OR¥ aplique el Lema para con-
seguir una vecindad V' C OR® de p tal que V N (Ay | B) = 0. Asi,
(V x ORA\B )N Ay = 0 y necesariamente se cumple que p € A*.

Finalmente, S = |J,c4- Suppp(a) es numerable, pues A* lo es. Asf,
A* = A* 1S CORS = ORY y aplicar la Proposicién ]
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Otros pequenos avances

4.1 ¢ El espacio ({¢} Uw)“ tiene estrechez numerable

A causa del Corolario es interesante preguntarnos si los productos nu-
merables caja y Tychonoff del espacio {{} Uw son discretamente generados.
Como hemos dicho en un principio, el Teorema [18 muestra que O({£} Uw)®
si es discretamente generado, pues {£} Uw es monoténicamente normal. El
hecho de que el producto Tychonoff ({£} Uw)® sea discretamente generado
aun estd por verificarse, quedando fuera de este documento.

En lo siguiente se probard que ({{} U w)® tiene estrechez numerable.
Cabe mencionar que un interesante resultado para hablar de la estrechez en
productos Tychonoff se debe a Alejandro Ramirez con su teorema principal
de [7] que cita lo siguiente.

Teorema 31. Sea {X; : s € S} una familia de espacios Hausdorff y com-
pactos y suponga que X = [[,cqXs es su producto Tychonoff. Entonces
tX) = 9] sup{t(Xs):s € S}.

Por supuesto que no podemos aplicar el resultado anterior debido a que
el espacio {{} Uw no es compacto. Presentamos una prueba directa con
propiedades combinatorias.
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Proposicién 32. El producto de Tychonoff ({{} Uw)“ tiene estrechez nu-
merable.

Demostracion: Sea x € ({€} Uw)* y considere A C ({£} Uw)® con z € A'.

1. Caso x € w¥:

Para cada n € w, defina D,, = (x [ n). Note que cada D,, es abierto
y asi, debe existir x,, € D, N A. Haga D = {z, : n € w}. Ahora
veremos que € D’. Un abierto alrededor de x es un conjunto de la
forma V = (z | F), donde F es un conjunto finito de naturales. Tome
un natural k € w tal que F' C k. Por tanto,

T, € D.NDCVND.
Es decir, t(z, ({{} Uw)¥) = w.

_>
2. Casox = &:

Para cada n € w, definimos D,, tal que Va € D,, (a [ n € A [ n), y si
a,b € D, son tales que a [ n = b | n, entonces a = b. Note que cada

D,, es numerable. Ahora, D = J,,c,, Dn es numerable.

Veamos que z € D. Dados U € ¢ y un finito F' C w, un abierto
alrededor de z es un conjunto de la forma

V= ({EFUD)" x ({g}Uw)©.

Debe existir a € ANV. Entonces hay b € D,, tal que b [ n = a | n.
Por tanto, be DNV.

3. Caso supp?(x) cofinito:

Este caso se puede deducir del caso anterior. Se consigue un conjunto
numerable D contenido en A tal que z | suppg () € D | supp=(z) y

€
AT (w\ suppg(z)) = D | (w\ suppg (2)).

4. Caso supp?(:c) infinito-coinfinito:
Enumere a supp?(x) = {ny : k € w}, haga H; = {n; : j < i}y
C=w)\ supp?(x). Para cada k € w, defina Vj, = (x | Hy). Note que
Vi es abierto y por lo tanto, A, = Vi N A es no vacio. Ahora considere
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las restricciones Ay [ CUH} y aplique el Caso 2 para conseguir un con-
junto numerable By, C Ap [ CUHg tal que xz | CUH, € B | C'U Hy.
Para cada b € Bj considere un unico elemento a, € A tal que
ap | CUHy, =b. Haga Dy, = {ap : b € By}. Note que Dy, C Ay, C A es
un conjunto numerable tal que x | C U Hy € Dy, | C U Hi. También,
D = Jye,, Dr es numerable, pues cada Dy, lo es.

Afirmacién 32.1. z € D.

En efecto, un abierto alrededor de x es de la forma

V= (e 1 A (€ D) x (€} Uwy 7).

donde U € &, vy F C supp?(:c) y G C C son finitos. Elija k € w

tal que |F| < ng. Finalmente se debe cumplir que Dy, NV # (), pues
x |CUHy € Dy | CUHy. Asi, DNV # 0.

4.2 ¢ Un poco sobre el Problema 3.3 de [2]

El siguiente avance refiere a la Pregunta 3.3 de [2]: ;Es discretamente ge-
nerado cualquier producto caja de espacios primero numerables?

Supdngase que se tiene que los espacios X, n € w, son primero nume-
rables y considere un elemento fijo pero arbitrario x € U,c,X,. El avance
consiste en verificar la propiedad de ser discretamente generado para aquellos
subconjuntos A C [, X, con elementos de soporte igual a w y que generen
a z, es decir, tales que x € A\ Ay Va € A(suppz(a) = w).

A pesar de que lo que proponemos es un caso muy particular (falta
verificar los subconjuntos A que constan de elemenos con soporte finito e
infinito-coinfinito), la técnica vista aqui podria ser mejorada para el caso
general.

Proposicion 33. Suponga que para cada n € w, el espacio X,, es primero
numerable. Fije un elemento x € e Xy, Sea A C Opew X, tal que
x€ A\ A yVa € A (suppy(a) = w). Entonces existe un subconjunto D C A

discreto tal que x € D.
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Demostracion: Haremos una diagonalizacién similar a la que hemos usado
en el caitulo anterior. Para cada n € w, considere base local numerable
decreciente (B} : k € w) alrededor de x(n) y definimos A} = B} \ B}, ;.
Ahora considere a f,, : X;, = w + 1 definida por

f(y):{n’ sty € Ap;

w, siy=x(n).

Considerando la diagonalizaciéon @ : O, X,, — O(w + 1)¥, dada por
®(a) = (fu(a(n)) : n € w), es claro que ®(z) = W y también nos induce una
particién sobre [, Xp.

En seguida considere un conjunto de representantes en A de dicha par-
ticién , digamos D C AN ®~1[®[A]]. Es decir, D es C-maximal y tal que si
a,b € D son distintos, entonces ®(a) # O (b).

Afirmacion 33.1. D es discreto.

Sea d € D. Existe una tunica sucesién (k, : n € w) de tal forma que
d € OpeuAy , donde A7 = B]! \ By |y By es el ky-ésimo abierto
alrededor de z(n).

Para cada n € w existen dos casos.

Caso 1: Sid(n) € By \%, haga U, = By \m

Sin perder generalidad, vamos a suponer que nunca sucede el caso 1,
pues de lo contrario el conjunto U = [, U, es abierto y cumple que
{d} =UnD.

Caso 2: Si d(n) € BY ,,, haga U, = By \ B} .

Por inducciéon sobre las coordenadas, vamos a refinar a los conjuntos U,,.
Para n = 0, a lo més existe otro elemento ¢ distinto de d en el conjunto
Up x Ups0An, pues D era un conjunto C-maximal de representantes en la
particién inducida por z. Como cada espacio X, es Hausdorff, debe existir
un conjunto abierto Vj C Uy alrededor de d(0) tal que ¢(0) ¢ Vy. Por tanto
se tendrd que {d} = (Vo x Op,50A,)ND. Ahora para n = 1, a lo més existen
dos elementos qg, g1 distintos de d en el conjunto Vi x U; x O,~1A4,, por
la razén antes mencionada. Como antes, podemos conseguir un conjunto
abierto V; C U alrededor de d(1) tal que qo(1),¢q1(1) ¢ Vi. Por tanto,
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{d} = (Vo x Uy x Op>145,) N D. Si seguimos asi para n = k, a lo més hay
s = 2k — 2F=1 elementos qq, .. ., gs distintos de d en el conjunto Vj X - - - x
Vi—1 X Ug X OgspnAn. Porque X, es Hausdorff, podemos conseguir Vi, C Uy
alrededor de d(k) tal que qo(k), ..., qs(k) ¢ Vi.

Finalmente por la construccion de los Vj, es facil verificar que el conjunto
V' = Ogew Vi es abierto, pues cada Vi lo es, y se cumple que {d} =V N D
por la razén de que D es un conjunto C-maximal de representantes para la
particién inducida por x.
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