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Introduccion

La tesis trata sobre el control y sincronizacién de sistemas hipercaoticos, particu-
larmente en el sistema van der Pol-Duffing con forzamiento. La importancia del estudio
de la sincronizacién de sistemas cadticos tiene numerosas aplicaciones en areas de la
tecnologia, electronica, quimica y otros. Algunas aplicaciones del control y sincroniza-
cién del caos son: sincronizacion de sistemas cadticos con laser, analisis de reacciones
quimicas, circuitos electronicos, modelado de sistemas bioldgicos, modelado de células
cardiacas, etc. Dentro del amplio espectro de problemas que se investigan actualmente
en esta drea, este trabajo aporta resultados originales especialmente en la sincroniza-
cién cadtica. Se investigan estos sistemas desde el punto de vista tedrico.

En el primer capitulo se analizard la dinamica de los osciladores de van der Pol
y Duffing. Para conocer mas a detalle su estabilidad, puntos de equilibrio y dinamica
que presentan al variar los pardmetros de los osciladores.

En el segundo capitulo se describen los métodos de control y sincronizacion més
importantes que dan el soporte tedrico para la comprensiéon del presente trabajo y se
realiza una revision de las técnicas de control y sincronizacién para, posteriormente,
aplicarlas a resolver el sistema van der Pol-Duffing.

En el tercer capitulo se aborda el problema de control y sincronizacion del sis-
tema van der Pol-Duffing mediante los esquemas unidireccional y bidireccional, para
asi, lograr resolver el problema de sincronizacion completa entre osciladores distintos.
Se analizé la dinamica del sistema y se realizaron simulaciones numeéricas variando
parametros del sistema para ver si existia sincronizacién.

Finalmente el cuarto capitulo contiene las conclusiones de este trabajo de tesis. Se
discute en detalle los resultados obtenidos en este trabajo.
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Capitulo

Dinamica de los osciladores van der Pol y
Duffing

1.1. Introduccion

Una de las areas que han contribuido a la compresién del fenémeno del caos lo con-
tribuye la teoria de las oscilaciones, donde varios modelos eléctricos y electromecanicos
exhiben un comportamiento caético. Las primeras aportaciones provienen de las inves-
tigaciones de Duffing con un modelo de una varilla vibrante electromagnetizada, y de
van der Pol, quien estudié los circuitos eléctricos con un trido cuya resistencia varia
con la intensidad de la corriente.

El estudio formal del oscilador de Duffing, cabe decir en el contexto de la teoria
del caos, fue efectuado por Holmes y Moon en 1979. Ellos demostraron que conforme
ocurria la variacion de un parametro el oscilador podia exhibir una secuencia de bifur-
caciones del tipo duplicacion del periodo, hasta alcanzar un estado cadtico.

Van der Pol pudo notar el comportamiento cadtico del oscilador que lleva su nombre,

aunque no le dedicé mas atencion. El estudio moderno del oscilador forzado de van der
Pol se le debe a Levi 1981.

1.2. Oscilador van der Pol

El oscilador de van der Pol fue descrito por el ingeniero y fisico holandés Balthasar
van der Pol mientras trabajaba en Philips Company (Holanda), van der Pol encontrd
oscilaciones estables que llamé oscilaciones de relajacion [1], conocidas en la actualidad
como ciclos limite en circuitos que usaban valvulas de vacio. Cuando esos circuitos se
hacen funcionar cerca del ciclo limite entran en acoplamiento y la senal entra en fase
con la corriente. Van der Pol y su colega, Van der Mark, informaron en el ntimero de
septiembre de 1927 de Nature [2] que, para determinadas frecuencias aparecia un ruido
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irregular, siempre cerca de las frecuencias de acoplamiento. Fue uno de los primeros
descubrimientos experimentales del caos [3].

La ecuacion de van der Pol tiene una larga historia en la Fisica y la Biologia. Por
ejemplo, en Biologia, Fitzhugh y Nagumo aplicaron la ecuaciéon a un campo bidimen-
sional en el modelo de FitzHugh-Nagumo para describir el potencial de acciéon de las
neuronas [4]. También se ha usado en sismologia para modelar el comportamiento de
dos placas en una falla [5]. Aunque se conoce mejor a van der Pol por su trabajo con
circuitos eléctricos, descubrié una amplia variedad de sistemas que presentan oscila-
ciones: el arpa edlica, un martillo neumatico, el rechinido de un cuchillo en un plato,
el ondear de una bandera al viento, el ocasional zumbido de una llave de agua, la
recurrencia periodica de epidemias y crisis econémicas y, por ultimo, el latido del co-
razén [6]. Van der Pol agrupé varios fenémenos en una sola categoria de sistemas que
presentan oscilaciones periddicas.

El oscilador de van der Pol es un sistema dindmico consistente en un circuito
eléctrico no lineal utilizado a principios del siglo pasado. Este oscilador con amor-
tiguamiento no lineal estda descrito por la siguiente ecuacién diferencial de segundo

orden homogénea:

d*x dx

(1 = == =0. 1.1
gz ML) e (1)
donde x es la variable dinamica y p el parametro que indica la no linealidad y la fuerza

de amortiguamiento.

1.2.1. Analisis de la ecuacién de van der Pol

De la Ec. (1.1) podemos ver que cuando g = 0 el oscilador se comporta como un
oscilador arménico simple. Sin embargo, conforme aumenta el valor de p las formas
de onda resultantes se asemejan a las de un oscilador de relajacion. A medida que au-
menta p, el sistema es mas inestable, con lo que las variables abandonarén la vecindad
de origen con mayor rapidez [6]. Para poder entender mejor el comportamiento de este
oscilador es necesario empezar por resolver la ecuacion.

Cuando = < 1, el término cuadratico x? es despreciable y la ecuacién del sistema

se convierte en una ecuacion diferencial lineal con amortiguamiento negativo —pu, asi
d*z dx

— —p— +x=0. 1.2

az ~ ar (12)

Esta ecuacion diferencial de segundo orden se puede representar, como un sistema de
ecuaciones de primer orden

= py— .
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Los puntos x* para las cuales z* = F(z*) = 0 se conocen como puntos fijos o criticos.
Calculando el punto fijo del sistema, se tiene como punto fijo P(z =0,y = 0).

y = 0,

py —x = 0.
Si se tiene un sistema dindmico lineal X = AX , es facil conocer qué tipo de punto
fijo presenta dicho sistema; simplemente se calculan los eigenvalores A\ a partir de la
ecuacién caracteristica del sistema det(A — A\) = 0 y se analiza la relacién que hay

entre los eigenvalores. Los valores propios de una matriz estan dados por su ecuacion
caracteristica det(A — A\I) = 0, para 2 dimensiones es:

N — \Tr(A) + det(A) = 0, (1.3)

entonces:

Tr(A) £ /[Tr(A)]2 — 4det(A)
5 :

por lo que los valores propios dependen de la traza (Tr(A)) y del determinante (det(A))
de la matriz A.

As = (1.4)

Podemos hacer un diagrama general por medio del discriminante de la Ec. (1.4),
graficando det(A) vs Tr(A), de donde tenemos las relaciones Tr(A) = A\ + Ay ¥
det(A) = /\1)\2

Det
T _aD ]*]*;pira[ Centros Espiral
Fstable = Inesteble Nod
Nodo odo
Estable (Kf;$ Inesteble
W & &
\\\ Lryst £ /"i_
/ \?"/ TENE
AN NS
==
Tr

{i/’/’"; &%_ Sillas

Figura 1.1: Clasificacién de puntos fijos en el plano.
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La matriz que corresponde al sistema lineal es:

-

0 1
_1;1/'

donde Tr(A) = py det(A) = 1 > 0. De esta manera, como se puede observar en el
diagrama de bifurcacion traza-determinante Fig. 1.1, no tendremos puntos Silla y el
punto fijo P(x = 0,y = 0) es inestable (espirales inestables 0 < 1 < 2 y nodos inesta-
bles para p > 2) como se muestra en la Fig. 1.2. Por lo tanto cuando z es pequetio el
sistema es inestable alrededor del punto fijo.

"/ Ay
i ! ////// .
2/ / /// /1] 24.1/

~
\ -
\ -

S}
T

=)
T

~
T

o
T

<
T

|
)
T

!
ES
T

Figura 1.2: Espacio fase del sistema para ciertos valores de .

Para el caso cuando x es grande, el término 22 es el dominante y el amortiguamiento
es positivo. Por consiguiente, se espera que el comportamiento esté restringido a alguna
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region alrededor del punto fijo. El sistema de van der Pol satisface el Teorema de
Liénard [9], ya que de la Ec. (1.1) tenemos

= Y
= p(l—a?)y —a.
donde f(z) = —u(1 — 2?) y g(x) = z. Este sistema se puede reescribir en la forma de
la ecuacién de Liénard.
i+ f(x)z+ g(x) = 0. (1.5)

Teorema 1.2.1 (Teorema de Liénard) Sien la Ec. (1.5) f(z) y g(z) satisfacen las
siguientes propiedades

v f(x) y g(x) son continuamente diferenciables para todo x
v g(—x) = —g(x) para todo x (g(x) es una funcidn impar)
» g(z) > 0 para todo x > 0

v f(—x) = f(x) para todo x (f(x) es una funcion par)

la funcion impar F(x fo u)du tiene exactamente un cero positivo en x = a,
es negativa para 0 < x < a, es posztwa y no decreciente para x > a, y F'(x) — oo,
cuando x — 00

entonces el sistema Ec. (1.5) tiene un dnico ciclo limite estable en torno al origen del
espacio fase.

Entonces, de acuerdo al teorema de Liénard el sistema original de van der Pol tiene
una tunica trayectoria cerrada que rodea al origen y a ella tienden en espiral todas las
demas trayectorias, asegurandose con esto que hay un ciclo limite estable en el espacio
fase.

Usando la transformacién de Liénard

AR
—r—— 2 1.6
y=r- g (1.6)
se obtiene
: a®
&= p(r =5~y (1.7)
derivando la Ec. (1.6) y despejando x de la Ec. (1.1).
z
j=i(l—a?)— L (18)
I
x z
===+ (1-2%i. 1.9
PR ) (1.9)
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igualando las Ecs. (1.8) y (1.9)

x
y=—. (1.10)
1
Por lo tanto la Ec. (1.1) puede reescribirse como el sistema
3
x
= o= —y)
x
y o= —. (1.11)
[
Cuando p << 1, es conveniente reescribir la Ec. (1.1) como el sistema
3
x
&= plr-5)-y,
y = x. (1.12)

Siguiendo los mismos pasos anteriores para el calculo de puntos fijos y asi encontrar la
matriz asociada al sistema. Tenemos nuevamente el punto fijo P(0,0).

wrz—-—)—y = 0,
= 0.

Consideremos la Ec. (1.12). Si hacemos [ = u(x — %3) — 1y vy g =z, donde derivamos
parcialmente cada una de ellas con respecto a x y y obtenemos:

_of _ 2 _of _
fo%—M(l z7), fy—ay— L,
_ 99 _ _ 09 _

9o =5 =1L gy—ay—O

La matriz Jacobiana del sistema evaluada en el punto fijo P(0,0) para u << 1 estd

dado por:
J = Yl = :
0o ( 9o Gy 10
de donde Tr(J) = pu, det(J) = 1, por lo que alrededor del punto de equilibrio se

obtienen espirales inestables. El punto de equilibrio en estas condiciones resultd ser,
una vez mas, inestable (repulsor) Fig. 1.3.
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() . NS
NS, /N
NN /I IR
\E\\Q\\g\::\;;jfj// 2 >, \\ |

Figura 1.3: Espacio fase del sistema para ciertos valores de pu.

En el caso limite, para g = 0 (amortiguamiento nulo) el sistema es lineal, preserva
la energia y se tiene que la matriz del sistema es

B:((j—ol).

donde la T'r(B) = 0, det(B) = 1. Para este caso se obtienen centros Fig. 1.4.

.

.
RN
\\

N
.
)
//////
v

—
H«\ ~_
~
——

Figura 1.4: Espacio fase del sistema para p = 0 de la matriz B.

El polinomio caracteristico es p(A) = A + 1, los valores propios son A\ = =i.

BN G R O]
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Para A\ =i se tiene que, y = —ix, por lo tanto el vector propio asociado es
1
V= .
Para A\ = —i se tiene que, y = ix, por lo tanto el vector propio asociado es

v (1).

Entonces, la solucién del sistema en términos de los vectores propios se puede escribir

como
( z ) =, ( _11 ) (cost + isent) + Cy ( 1 ) (cost — isent),

de modo que agrupando términos y reescibiendo nuevas constantes D y E se obtiene
x = Dcost + Esent, (1.13)

y = Dsent — Ecost. (1.14)

Para obtener la solucién aproximada para pequenos valores de pu(u << 1) se consideran
nuevas variables (u,v), que rotan con la solucién sin perturbarla, es decir

uw = xcost + ysent,

= —xsent + ycost,

Sustituyendolas en las Ecs. (1.13) y (1.14) se obtiene

1
U= p (ucost —vsent — g(ucost - vsent)3) cost, (1.15)

: 1 3
0 = —p | ucost — vsent — g(ucost —wvsent)” | sent. (1.16)

Como u y © son O(u), la velocidad cambiante de v y v es mucho menor que la de
cost y sent. Entonces se puede aplicar la teorfa del promedio a las Ecs. (1.15) y (1.16).
Integrando los miembros derechos de estas ecuaciones con respecto a t desde 0 a 17" = 27
y manteniendo fijas a u y v se obtiene

U= %u (4= (u*+0%), (1.17)
0= %v (4 — (v +07). (1.18)

Para mostrar que el sistema tiene un ciclo limite hacemos un cambio de variables

r? = u? + 07 (1.19)
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derivando
T = ul + vv.

Sustituyendo las Ecs. (1.17) y (1.18) en la Ec. (1.19) y usando r? = u? + v?, se tiene
que

TP = %uQ (4— (u*+0%)) + gv (4= (u*+ %)),
de donde se obtiene la siguiente ecuacién diferencial
P= (=), (1.20)

Si2 < r, <0 el nodo es pozo o atractor pero esto no podria suceder porque en casos
anteriores, se demostré que el punto critico es un punto repulsor. Para r = 2 se tiene
un equilibrio estable del sistema. Por lo tanto, el sistema original de la Ec. (1.12) tiene
un ciclo limite con r = 2 para pequenos valores de u, Fig. 1.5.

-‘1 :

Figura 1.5: Flujos del oscilador de van der Pol para p << 1.

Cuando 1 >> 1, es conveniente usar la Ec. (1.11). En este caso, si hacemos [ =

p(x — ‘%3 —y), 9= % y derivamos parcialmente cada unas de ellas con respecto a z, y

con respecto a y obtenemos

of _ > af _
99 _ 1 99 _,
or oy

La matriz Jacobiana del sistema evaluando en el punto fijo P(0,0) para p >> 1:

Joo0 = (lf _OM>-
n

9
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de donde T'r(J) = p, det(J) = 1, por lo que el punto de equilibrio es un nodo inestable,
es decir, esta expulsando sus trayectorias. Una vez mas se demuestra que el punto de
equilibrio del sistema es repulsor Fig 1.6.

(b) p=4.

Figura 1.6: Espacio fase del sistema para ciertos valores de .
En los términos que describe Kanamaru[7] cuando el sistema esté fuera de la curva

y= 3

se obtiene la relacién | & |>>| ¢ |= O(1/u). Entonces el sistema se mueve rdpidamen-
te en direccién horizontal.Cuando el sistema entra en la regién donde | z—23/3-y |=
O(1/e2), & y y son comparables porque ambas son O(1/u). Entonces el sistema dis-
curre despacio a lo largo de la curva y, eventualmente, sale de esta regién como se
muestra en la Fig.1.7. Se puede observar que el sistema tiene un ciclo limite estable.

Figura 1.7: Flujos del oscilador de van der Pol para p >> 1.

10
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También se ha observado que el periodo de oscilacién estd determinado en especial
por el tiempo durante el cual el sistema permanece alrededor de la funciéon cibica,
donde ambas @ y ¢y son O(1/u). Por tanto, el periodo de oscilacién estimado es apro-
ximadamente 7" o< p.Cuando van der Pol, en 1927, desarrollé la Ec. (1.1) con un
circuito eléctrico formado por dos resistencias R y r, un capacitor C', una inductancia
y un tetrodo, el periodo de oscilacién determinado en el circuito fue g = RC. Como
RC' es la constante del tiempo de relajacién en un circuito RC', van der Pol nombrd
a esta oscilacion como oscilacion de relajacion. Las caracteristicas de la oscilacién de
relajacion son el comportamiento asintético lento y el salto discontinuo repentino hacia
otro valor Fig. 1.7. Usando unas cuantas oscilaciones de relajacién, van der Pol y van
der Mark modelaron la actividad eléctrica del corazon en 1928.

1.3. Oscilador Duffing

La ecuacion de Duffing, que lleva el nombre del ingeniero eléctrico Aleman Georg
Duffing, ha sido ampliamente utilizada en Fisica, Economia, Ingenieria y muchos otros
fenéomenos fisicos. Dada su caracteristica de oscilacion y la naturaleza cadtica, muchos
cientificos se inspiran en esta ecuacion diferencial no lineal debido a su naturaleza de
replicar una dindamica similar en nuestro mundo natural. Esta ecuacién diferencial jun-
to con la de van der Pol, se ha convertido en uno de los ejemplos méas comunes de la
dindamica no lineal. La ecuacién de Duffing es una ecuacién diferencial para modelar
un oscilador de doble pozo tal como el sistema mecanico magneto-elastico [8]. Este
sistema consiste en una varilla colocada verticalmente entre dos imanes con el extremo
superior fijo y el extremo inferior libre para oscilar, como se muestra en la Fig. 1.8.

rigid frame

sinuscidal
exciting force

(=

heam

Figura 1.8: Sistema fisico que es modelado por el oscilador de Duffing.

11
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La varilla sera atraida a uno de los dos imanes y dada una cierta velocidad oscilara
sobre ese iman hasta que la fricciéon lo pare. Cada uno de los imanes crea un punto
fijo donde la viga puede venir a parar sobre ese iman y permanecer en equilibrio. Sin
embargo, cuando el sistema entero es sacudido por una fuerza periddica, la viga puede
saltar hacia atrdas de un imén a otro de una manera aparentemente al azar. Dependiendo
de que tan grande sea la fuerza que sacude no puede haber puntos fijos estables y ningtiin
ciclo fijo estable en el sistema. Este sistema se puede modelar matematicamente por
la ecuacion

— 4+ 6— + az + B2° = ycos(wt). (1.21)

donde « controla el tamano de la rigidez, 3 controla la cantidad de no linealidad en la
fuerza de restauracion. Si 5 = 0, La ecuacién de Duffing describe un oscilador arménico
simple amortiguado y forzado.

1.3.1. Analisis de la ecuaciéon de Duffing

Iniciemos nuestro estudio considerando la ecuacién de Duffing Ec. (1.21) (con v =
9 = 0) como un oscilador no lineal que describe el movimiento de una particula clasica
dentro de un potencial de la forma

V(z) zoff +6‘Z4, (1.22)

con a < 0y g > 0. Se trata de un potencial de doble pozo al estar formado por
dos minimos simétricos respecto a una barrera de potencial centrada en x = 0. Este
potencial se conoce como potencial de Duffing [9]. Si elegimos o« = =1y 5 = 1 los
minimos se encontraran en x = +1, y tendrédn un potencial de V' =1/4.

La fuerza correspondiente a este potencial es

A través de las leyes de la dindmica clasica, el movimiento de la particula encerrada en
nuestro doble pozo vendra determinado por la ecuacién F' = ma y si tomamos la masa
de la particula igual a la unidad, la ecuacion diferencial que determina el movimiento
de particula queda de la forma

— =r—x (1.23)

Resolviendo esta ecuacion diferencial de forma numérica usando Mathematica y obte-
nemos la solucion en el espacio de fase, dada por la Fig. 1.9.

12
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0.5}

~0.5

Figura 1.9: Trayectoria cerrada del sistema de Duffing (6 =0y v = 0).

Cuando la particula esta situada sobre el minimo de la derecha en x = 1 y tiene
una velocidad inicial igual a 1, esta velocidad es suficiente para hacer que la particula
supere la barrera de potencial en x = 0 pase al pozo de la izquierda y vuelva a superar
la barrera de potencial y después retorne al seno de la derecha y asi contintia oscilando
indefinidamente. Esto siempre se ocurrira si la velocidad inicial de la particula es mayor
que 1/ V2, lo cual se puede verificar si se iguala la energfa de la barrera de potencial a
la energia cinética inicial de la particula que parte de uno de los minimos. Como vemos
la trayectoria de la particula es cerrada y su movimiento es periddico, y esto era de
esperarse, puesto que no existe en el oscilador ningin término disipativo que impida
la conservacion de la energia.

Hay muchas maneras de analizar la ecuacién de Duffing, cada una en funcién de los
valores que se asignan a los diferentes pardametros. Analizaremos el caso no forzado(y =
0) con valores de « = —1y # =1 de la Ec. (1.21), basandonos en el andlisis dado por
Wiggens (1990)[9]. En este caso la Ec. (1.21) esta dado por

F+0i—x+a°=0. (1.24)

Rescribiendo la ecuacion diferencial de segundo orden en un sistema de ecuaciones
de primer orden correspondiente a la Ec. (1.24) es

T =y,
y = x—12°—dy.

el primer paso en este andlisis es identificar y clasificar todos los puntos fijos del siste-
ma. Procediendo de forma similar a lo hecho con el oscilador de van der Pol, se puede
ver que los puntos fijos del sistema Ec. (1.24) son los puntos fijos (0,0),(1,0) y (—1,0)
como se muestra en la Fig. 1.10. En esta figura se muestra también algunas érbitas del
sistema Ec. (1.24).
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Figura 1.10: Puntos fijos del sistema de Duffing.

Para analizar la estabilidad de los puntos fijos. Partimos de la matriz Jacobiana del

sistema Ec. (1.24)
0 1
C= ( 1—32% —§ ) '

Para el punto fijo P(0,0), se tiene que:

0 1
C(O,O):<1 _5)

teniendo como polinomio caracteristico A24+35\—1 = 0 para el punto fijo P(0,0), donde
Tr(C) = -0y det(C) = —1, de esta manera como se puede observar en el diagrama
de bifurcacién traza-determinante Fig. 1.1, la clasificacion de este punto fijo se limita
a un punto silla debido a que el det(C) = —1.

Para los puntos fijos P(£1,0) se tiene que

0 1
Cii10) = ( 9 5 ) :

Del mismo modo para este par de puntos fijos P(%1,0) se tiene como polinomio ca-
racterfstico A\* + 6\ + 2 = 0, donde Tr(C) = —§ y det(C) = 2. A diferencia del caso
anterior, ahora se tiene una variedad de clasificacién que se le asocia al valor de 9,
teniendo como resultado 3 casos posibles.

1. Caso (i)

Si 0 > 0, esto implica que Tr(C) < 0y det(C) = 2, por lo tanto este par de
puntos fijos P(+1,0) corresponden a puntos estables.
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2. Caso (i)

Si § = 0, esto implica que Tr(C) = 0 y det(C) = 2, por lo tanto este par de
puntos fijos P(+1,0) corresponden a dindmica del tipo centro.

3. Casol(iii)

Si § < 0, esto implica que Tr(C) > 0y det(C) = 2, por lo tanto este par de
puntos fijos P(+1,0) corresponden a puntos inestables.

Se ha descubierto que para ciertos valores de § hay una transiciéon en la dinamica
del sistema dependiendo de su valor. Esto se puede entender en el andlisis de la ecua-
cién de Duffing (con v = 0), donde dos de los tres puntos fijos cambian de ser estables
a inestables, dependiendo del valor de §. En particular cuando el amortiguamiento es
positivo (§ > 0), el sistema sigue una trayectoria en espiral estable. A la inversa, cuan-
do el amortiguamiento es negativo (0 < 0), las espirales del sistema son inestables en
los puntos fijos P(£1,0).

1.3.2. El oscilador de Duffing forzado

Sabemos que el oscilador Duffing corresponde a un modelo de oscilador no lineal
forzado, por este motivo vamos a complicar el movimiento de la particula que se mueve
sometida al potencial de Duffing introduciendo amortiguamiento (rozamiento) y una
fuerza motriz externa periddica. (Si sélo introdujeramos amortiguamiento, el compor-
tamiento no seria muy divertido: al final la particula acabaria siempre quieta sobre uno
de los dos pozos de potencial). Tomando o« = —1y =1 en la Ec. (1.21), la ecuacién
del movimiento a considerar es:

i+ 01—+ 1% = yeos(wt). (1.25)

donde ¢ es el coficiente de amortiguamiento y v es magnitud (amplitud) de la fuerza
motriz cuya frecuencia de oscilacién es w. Veremos que a medida que la fuerza externa
va aumentando en su magnitud, el movimiento de la particula se ird haciendo mas
complejo hasta convertirse en caotico. Fijaremos 6 = 0,1 y w = 1,4 en todo lo que
sigue, y empezaremos con la amplitud de la fuerza externa v = 0,1 (veremos que esto
hace que estemos fuera del regimen cadtico). En la Fig. 1.11 se muestra el aspecto que
toma la trayectoria en el espacio fase para condiciones iniciales del sistema z(0) =0y
(0) = 0.
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Figura 1.11: Espacio fase para un valor de v = 0,1.

Ahora veremos como cambian las trayectorias en el espacio fase cuando se aumenta
la amplitud de la fuerza motriz. En la Fig 1.12 se muestra la dindmica para el valor
de v = 0,35, donde se puede observar que para este valor de v, el sistema ya presenta
caos.

10—
x 00 ((@D) ) &( ( @
NN\~ N\
10 ' *

-15 -10 -05 00 05 1.0 15
X

Figura 1.12: Espacio fase para un valor de v = 0,35.

La ecuacién de Duffing puede tomar diferentes dinamicas en el espacio fase, de-
pendiendo de la eleccion de los parametros. A pesar de esta gran variedad, el sistema
puede ser disenado para generar trayectorias que presenten una transicién de orbitas
periodicas a comportamiento cadtico. La ecuacion de Duffing se ha utilizado en los
campos de la ingenerfa, economia, fisica, crecimiento de la poblacion y la genética, por
nencionar algunos, teniendo la ecuacién un gran reto en la exploracién de los diferentes
parametros que influyen en la dinamica global del sistema.
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Capitulo

Control y sincronizacion de sistemas
caoticos

2.1. Introduccion

El comportamiento caético de un sistema dinamico puede ser indeseable, como en
el caso de las fibrilaciones cardiacas, en la prediccién de fendmenos climaticos, o en
problemas ocasionados por la desincronizacién, etc, aunque también puede ser desea-
ble, como en los procesos de mezclado o de transferencia de calor. Por ese motivo el
“control del caos” ha sido uno de los tépicos de interés en los ultimos anos [10-12].
Obviamente siempre es posible controlar el caos utilizando grandes perturbaciones,
pero el punto importante es obtener una técnica de control eficiente, que requiera una
energia de control minima. Es decir debe constituir sélo una pequena perturbacion del
sistema dinamico.

Otro tépico de gran importancia, en funcién de sus aplicaciones, y estrechamente
relacionado al “control del caos” es la “sincronizacién de sistemas cadticos”. La po-
sibilidad que dos o mas sistemas cadticos oscilen de manera sincronizada y coherente
no es obvia, debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin embargo, Pecora y
Carroll [13] demostraron que es posible acoplar dos sistemas cadticos, que parten de
estados iniciales distintos, de modo tal que sus oscilaciones se sincronicen. El estudio
de la sincronizacién ha dado origen al surgimiento de nuevos métodos para controlar
un sistema cadtico. En este sentido se han obtenido logros importantes en lo referente a
estrategias para controlar arritmias cardiacas, reacciones quimicas industriales de tipo
oscilatorio y sistemas electrénicos [14-15].

El presente capitulo tiene como finalidad describir métodos de control y sincro-
nizacion de sistemas caoticos ya que constituye uno de los métodos principales para
la obtencién de un sistema de comunicaciones analdgicas seguras. Sin embargo, por
razones de complejidad, se hara referencia en este capitulo, a algunos de los métodos
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mas utilizados para el control de sistemas cadticos.

2.2. Meétodos de control caos

El objetivo basico del control de un sistema cadtico es forzarlo a seguir una determi-
nada trayectoria. Obviamente el objetivo especifico varia en funcién de cada aplicacién
particular, aunque el mas comun es lograr que el movimiento cadtico se transforme en
periddico. No obstante, recientemente se han presentado aplicaciones donde el estado
final deseado del sistema es también de caracteristicas cadticas; es decir el problema de
control, en ese caso, consiste en transformar un comportamiento cadtico indeseado, en
otro comportamiento también cadtico, pero cuyas propiedades pueden fijarse de alguna
manera. De hecho la sincronizacion cadtica utilizada en los sistemas de comunicaciones
puede pensarse como un método de control de este tipo.También es importante el es-
tudio del proceso inverso, donde se trata que un sistema que inicialmente es peridédico
cambie su comportamiento a cadtico. En este caso el método de control se conoce como
de anti-control del caos.

Sea el sistema dindmico alineal n — dimensional de la forma:

dx

— = f(x,p,1). 2.1
o = f(@p.t) (2.1)
donde las componentes del vector z = (x1,x2,x3, ..., 2,) son las n variables de esta-
do, en tanto que p es un parametro externo o de control cuyo propodsito es modificar
la dindamica del sistema mediante la minima perturbacion posible. En lo que sigue se

supone que para el valor elegido de este pardmetro, x(t) es una solucién caética de la
Ec. (2.1).

Los métodos de control del caos generalmente utilizan dos propiedades fundamen-
tales de los sistemas cadticos: la sensibilidad a las condiciones iniciales, y la existencia
de infinitas d6rbitas periddicas inestables embebidas en el atractor (estable).

Si x(t) es la trayectoria del sistema, sin aplicar el control, y g(¢) es la trayectoria
deseada, el propdsito del control puede expresarse matematicamente:

lfm |(t) — g(t)] = 0. (2.2)

t—o00

en donde Z(t) es la trayectoria modificada por el sistema de control.

Segun la aplicacién particular g(¢) puede ser una de las soluciones inestables exis-
tente en el propio sistema, o bien una senal externa que se desea imponer. En base
a las distintas estrategias utilizadas para influenciar la dindmica del sistema pueden
distinguirse cuatro tipos distintos de control que se describen a continuacién.
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2.2.1. Control a través de un parametro accesible del sistema

El estudio de la influencia de las variaciones de los parametros en el comportamien-
to asintético del sistema es el objeto de la teoria de bifurcaciones [9]. Si el propésito
del control es suprimir oscilaciones cadticas y obtener comportamiento regular, éste
es el método mas simple. En efecto, en el caso de los circuitos electronicos, basta con
modificar el valor de uno de los componentes pasivos (resistencias o capacitores). La
principal desventaja del método es que pueden requerirse variaciones grandes en los
valores de los parametros, para lograr el comportamiento deseado. Por otro lado, el
método es dificil de aplicar en la etapa de diseno, donde existen pocas herramientas
de simulacién que cuenten con la posibilidad de realizar un analisis de bifurcaciones, y
aun existiendo esa posibilidad, se requiere una descripcion del problema en una forma
matemaética cerrada (ecuaciones diferenciales o en diferencias) que no siempre se puede
obtener en forma simple.

Otra alternativa es hacer variable el pardmetro de control aplicando una pequena
perturbacién de una frecuencia adecuada. Es decir se sustituye en la Ec. (2.1) a p
por p + ncos{t [16]. Merece mencionarse especialmente el método Ott-Grebogi-Yorke
(OGY), propuesto en 1990, que se basa en aprovechar la existencia de un nimero
infinito de érbitas periddicas inestables, embebidas en el atractor caético. Aplicando
pequenas perturbaciones temporales al parametro p (Ec. (2.1)), se busca estabilizar la
trayectoria caodtica haciendo que el sistema siga la érbita peridédica seleccionada. Pa-
ra determinar los valores de las perturbaciones se necesitan conocer los autovalores y
autovectores de la o6rbita inestable; informacion que no esté disponible si no se cuenta
con el modelo matematico del sistema. Pero los datos necesarios pueden obtenerse a
partir de las érbitas reconstruidas en el espacio de fases por el método “embebimiento
por retraso temporal”, que transforma una serie temporal de las mediciones de una va-
riable del sistema, en una trayectoria (vectorial) en el espacio de estados. Una ventaja
adicional del método OGY es la flexibilidad de poder elegir la érbita periédica que se
va a controlar.

El método OGY se ha utilizado para controlar sistemas dinamicos, sistemas Ha-
miltonianos (conservativos), transitorios caéticos y dispersiones (scattering) caéticas.
Cuando esta técnica se aplica a un circuito fisico real, el principal problema se en-
cuentra en los errores introducidos por el ruido, la cuantificacion de los conversores
(A/D y D/A) y los efectos de redondeo en los célculos. Se encontré que el método
es muy sensible al nivel de ruido, ya que las senales de control pequenas pueden que-
dar enmascaradas por el mismo, imposibilitando cualquier intento para modificar el
comportamiento en la forma deseada.

2.2.2. Control por modificacion de la estructura del sistema

Uno de estos métodos es de del absorcion de oscilaciones que se basa en una técnica
usual en la ingenieria mecanica, donde se utilizan dispositivos que absorben las vibra-
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ciones indeseadas (tal es el caso de los amortiguadores o las mesas disefiadas para una
méquina-herramienta). Para su implementacion se acopla el sistema cadtico principal
a un nuevo sistema (controlador) méas simple y de pardmetros facilmente modificables.
En el caso de un sistema electrénico el elemento absorbente puede ser tan simple como
un capacitor adicional puesto en paralelo o un circuito tanque LC [17,18].

2.2.3. Control por inyeccion de senales externas

Ejemplos de estos métodos son la estimulacion resonante que consiste en la pertur-
bacion con senales aperiddicas; el agregado de una segunda fuerza externa periodica
[19]; el empleo de un término que contemple una débil polarizacién constante adicional
[20], o la adicién de un nivel adecuado de ruido externo que, se ha demostrado, puede
ayudar a eliminar el comportamiento extrano de un atractor cadtico [19-22].

Pyragas [23] propuso la interesante idea de realimentar una de las variables del
vector de estados, utilizando una senal de control proporcional a la diferencia entre esa
variable y su copia retardada. La ecuacion diferencial para la variable elegida resulta:

L

i filz(t) + K[z;(t) — x;(t — 7)) (2.3)
Empleando el método de Pyragas se han podido obtener diferentes tipos de com-

portamiento, conforme a los valores del retardo 7 y del factor lineal K.

2.2.4. Técnicas clasicas de Ingenieria de control

Se ha trabajado mucho en técnicas de control cldsico: proporcional integral (PI),
proporcional integral derivativo (PID), lineal, alineal, estocéstico, etc. Huberman y
Lumer [24], por ejemplo, propusieron llevar un sistema de un estado x a un estado
deseado x,, modificando dindmicamente el valor del parametro de control p, por medio
de la ecuacion:

dp
— =eG(v — xy) e 1. (2.4)
dt
donde ¢ es un parametro que ajusta la dureza del control y GG es una funcion lineal o no
lineal de la diferencia entre ambos estados. Este método, conocido como Algoritmo de
Control Adaptativo (Adaptive Control Algorithm - ACA), no requiere sefiales externas
ni el acceso a los parametros internos y la accién de control es inmune a pequenas
variaciones en los valores de los parametros. Su principal desventaja es que no se
conoce a priori cudl es la meta que se debe alcanzar, sino que se trabaja por “prueba
y error”.
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2.3. El problema general de la sincronizacion

La sincronizacién de senales peridédicas es un fenémeno bien conocido en Fisica,
Ingenieria y muchas otras disciplinas cientificas. En su aceptacion tradicional, se dice
que dos senales periddicas estan sincronizadas cuando sus periodos son conmensura-
bles. Una de las formas de lograr esta sincronizacion es mediante el empleo de fuerzas
externas, como sucede en el caso de las comunicaciones electrénicas, donde se utiliza un
oscilador patrén, de frecuencia muy estable (oscilador a cristal), pero de baja potencia
como sincronismo de varios osciladores de inferior calidad y de mayor potencia [25].

La sincronizacién de osciladores, desacoplados entre si, resulta, en esencia, mas
simple que el alterar el sincronismo natural que se establece cuando osciladores casi
idénticos se acoplan entre si, constituyendo un sistema mas robusto [26,27]. Pero atin el
problema maés sencillo de varios osciladores independientes entre si, sincronizados por
una unica senal periddica externa, presenta una estructura de resonancias multiples
muy compleja [27-29].

La posibilidad de que dos o mads sistemas cadticos oscilen de manera sincronizada
y coherente no es obvia debido a la conocida dependencia sensible con las condiciones
iniciales. Sin embargo Pecora y Carroll [13] demostraron que es posible acoplar dos
sistemas cadticos, que parten de estados iniciales distintos, de modo tal que sus oscila-
ciones (que no tiene por qué ser periédicas) se sincronicen. Esta sincronizacién puede
ser idéntica (las senales correspondientes en ambos sistemas coinciden exactamente) o
bien generalizada (existe una relacién funcional fija entre las variables de uno y otro
sistema). En ambos casos, la sincronizacién es un proceso asintético. También es po-
sible lograr una sincronizacién de fase [30], que es una nocién mas débil y de alguna
forma equivalente a la sincronizacién usual en senales periddicas.

La sincronizacion y el control son temas estrechamente vinculados. A partir de
técnicas de sincronizacién se han podido inferir nuevos métodos para controlar siste-
mas caoticos y se han obtenido logros importantes en el control de arritmias cardiacas,
reacciones quimicas industriales de tipo oscilatorio y sistemas electrénicos [30-32].

Ha habido un amplio desarrollo en la aplicacién de técnicas de sincronizacién a
sistemas de comunicaciones [31-33]. Algunas de las mas utilizadas se describen a con-
tinuacion.

2.4. Sincronizacion de sistemas cadticos

Los fenémenos cadticos se presentan en muchos sistemas naturales y en dispositivos
artificiales. Muchos trabajos de investigacion se han centrado principalmente en el des-
cubrimiento y caracterizacion del caos. Recientemente, se han propuesto varias ideas
y técnicas para utilizar las caracteristicas del caos para alcanzar ciertos objetivos. La
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sincronia de caos se ha empleado para incrementar la potencia de laseres, sincronizar
circuitos electronicos, controlar oscilaciones en reacciones quimicas, estabilizar el ritmo
cardiaco en animales y para seguridad en las comunicaciones mediante la codificacion
de informacién. Las aplicaciones del caos en diferentes campos de la ciencia y tecno-
logia tienen su base en dos problemas, que son el control del caos y la sincronizacion
de sistemas caoticos.

La sincronizacién de sistemas cadticos es el problema que se abordard en este tra-
bajo de tesis; por tanto, se tratard de proporcionar una explicacién mas detallada del
mismo.

La posibilidad de que dos o mas sistemas cadticos oscilen de manera coherente y
sincronizada no es obvia. Una de las principales caracteristicas asociadas al compor-
tamiento caotico, es la sensibilidad a condiciones iniciales. De lo anterior se pudiera
concluir que la sincronizacién de sistemas cadticos no es factible, porque en sistemas
reales no es posible reproducir exactamente condiciones iniciales idénticas. Asi, incluso
una desviacién infinitesimal en los pardametros o de las condiciones iniciales eventual-
mente dara lugar a la divergencia de trayectorias. En este contexto, el hecho de alcanzar
sincronia de sistemas cadticos, pueden considerarse como un problema fascinante e im-
portante.

2.4.1. Métodos de sincronizacion

La sincronizacién, que puede ser entendida como el ajuste de ritmos entre dos o
mas osciladores debido a sus interacciones, es un fenémeno presente tanto en sistemas
naturales como artificiales y es un tipico ejemplo de auto-organizacion. El analisis del
fenémeno de sincronizacién de sistemas dinamicos ha sido objeto de un area de inves-
tigacion muy activa desde su primera observacion por el cientifico holandés Christian
Huygens en 1673 quien observé sincronizacion en dos péndulos acoplados.

El estudio sistematico moderno, tanto experimental como tedrico, de este fenémeno
fue iniciado por Appleton, van der Pol y Andronov y Vitt que observaron sincronizacién
en generadores eléctricos. Cobra popularidad hace aproximadamente 30 anos, tiempo
en el cual se produjeron diversidad de articulos y libros que tratan de una u otra
manera sobre la sincronizacion en sistemas que van desde los biolégicos tales como
luciérnagas, grillos, cigarras, hormigas, sistemas ecoldgicos, diferentes comportamien-
tos en poblaciones humanas, células cardiacas, neuronas en el sistema nervioso y en
la relacion fisiolégica entre el corazén y pulmones, pasando por sistemas quimicos (os-
ciladores bioquimicos) y llegando a sistemas artificiales como circuitos electrénicos, etc.

Los grandes trabajos sobre la sincronizacién del caos se atribuyen a Fujisaka, Pi-
covsky y Afraimovich [34,35] y a Pecora y Carroll [13] quienes presentaron los primeros
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ejemplos sobre la sincronizacién unidireccional de sistemas cadticos acoplados. Sin em-
bargo, tras el trabajo de Pecora y Carroll, se ha mostrado que dos comportamientos
caoticos imprevisibles, que inicialmente evolucionan sobre trayectorias diferentes, pue-
den fundirse en una tnica trayectoria comun si se acoplan adecuadamente. El desarrollo
de los sistemas de comunicaciones utilizando caos nacié a partir de esa idea y se ha
afianzado, a través de trabajos fundamentales de un niimero importante de investiga-
dores.

Los circuitos se presentan como una herramienta de una gran utilidad para estudiar
una gran variedad de procesos, actuando como complemento entre el experimento en
si y la simulacién numérica por computadora. Entre las ventajas que ofrece la simu-
lacion con circuitos se encuentran tanto el alto grado de desarrollo de componentes
electrénicos como el bajo costo de los dispositivos. Y son varios los ejemplos de cir-
cuitos electrénicos utilizados para el estudio de Caos: el sistema de Lorenz, Rossler y
Chua, por mencionar solo algunos.

El significado de sincronizacion de caos se refiere al proceso en el que se involu-
cran dos (o varios) sistemas caéticos (equivalentes o no equivalentes) ajustando sus
propiedades para que tiendan a un comportamiento comun (periédico o ruidoso) [34].
Este fenémeno de sincronizacién inicialmente hace que los sistemas evolucionen sobre
atractores diferentes para que finalmente puedan lograr empatar, acoplarse y coincidir
en una misma trayectoria [33-37]. Es sorprendente que la sincronizacién entre dos sis-
temas cadticos aparece cuando se considera la dependencia de la dindmica cadtica en
las condiciones iniciales del sistema.

Hay que destacar que hay una gran variedad de esquemas de acoplamiento que
conducen al régimen de sincronizacién. Dependiendo de la configuracion particular del
acoplamiento, podemos distinguir dos casos principales: acoplamiento unidireccional y
acoplamiento bidireccional.

1. Acoplamiento unidireccional.

El sistema global esta formado por dos subsistemas acoplados segiin una configu-
racién de tipo maestro-esclavo Fig. 2.1. Eso implica que el comportamiento del
sistema esclavo depende del comportamiento del sistema maestro, mientras que
este ultimo no se ve influido por el comportamiento del sistema esclavo. Como
resultado, el sistema esclavo se encuentra forzado a seguir la dinamica (o una fun-
cién propia de la dindmica) del maestro. Dicho de otro modo, cuando la evolucién
de uno de los dos sistemas no es alterada por el acoplamiento la configuracién
resultante es un acoplamiento unidireccional.
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2. Acoplamiento bidireccional.

Aqui ambos subsistemas son acoplados con otro, o cuando los dos subsistemas
son conectados de tal forma que sus trayectorias estdn mutuamente influencia-
das por el comportamiento del otro. Esta situacién ocurre en fisiologia, entre el
sistema cardiaco y el respiratorio, también se da en laseres con retroalimentacion.

Es sorprendente que la sincronizacion entre dos sistemas cadticos aparece cuando
se considera la dependencia de la dindmica cadtica en las condiciones iniciales del sis-
tema. Cuando las condiciones iniciales en los sistemas cadticos, al tener la mas minima
variacion en el sistema, provoca que se obtengan resultados y evolucione en un siste-
ma mas complejo que al que originalmente se tenia, esto hace que a simple vista sea
dificil la sincronizacion en sistemas cadticos reales, ya que en la practica no es posible
igualar las condiciones iniciales o hacer dos sistemas totalmente idénticos, para poder
lograr la sincronizacién; se pueden crear sistemas muy parecidos pero siempre existird
un margen de error.

En telecomunicaciones la sincronizacién brinda comunicaciones seguras [37]. Exis-
ten dos formas principales de acoplamiento, de forma unidireccional la cual consiste en
sistemas Maestro-Esclavo (Master -Slave) ver Fig. 2.1, donde el maestro es el sistema
guia o de referencia y el esclavo es el sistema guiado el cual es dependiente del maestro.
En el caso de ser bidireccional ambos sistemas interactian entre si y estan acoplados
uno con el otro creando una sincronizaciéon mutua.

Sistema Maestro Senal de Sistema Esclavo
Acoplamiento

Xy = Farlxn} Xg= fFalx)

Figura 2.1: Esquema de sincronizacion.

La sincronizacion entre dos sistema, se consigue cuando uno de los sistemas mo-
difica su comportamiento y sigue la trayectoria del otro sistema, o ambos oscilan en
una nueva trayectoria comun [38]. El acoplamiento podra ser de dos tipos difusivo o
conductivo [39]. La aparicién y la robustez de los estados de sincronizacién ha sido
establecida mediante diferentes esquemas de acoplamiento, tales como el método de
Pecora y Carroll [13], la realimentacion negativa [40], acoplamiento esporddico [41],
descomposicién activa-pasiva [40-42].

En el contexto de sistemas cadticos acoplados, diferentes clases de sincronizacién
han sido estudiadas recientemente. Sincronizacion idéntica é completa, sincronizacion
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en fase, sincronizaciéon de retardo, sincronizacién generalizada, sincronizacion de retar-
do intermitente, sincronizacion de fase imperfecta, y finalmente la cuasi sincronizacién

[34-43].

2.4.2. Tipos de Sincronizacion

Cuando uno trata con sistemas acoplados, la sincronizaciéon aparece como la igual-
dad de las variables de estado, mientras que evoluciona en el tiempo. Para el acopla-
miento, debemos distinguir entre dos diferentes situaciones. Cuando la evolucién de
uno de los sistemas acoplados es inalterada por el acoplamiento, tenemos como resul-
tado el acoplamiento unidireccional o maestro-esclavo. Por el contrario nos referimos
a un acoplamiento bidireccional cuando ambos sistemas son conectados de manera tal
que influyen mutuamente en su comportamiento.

En primer lugar, para establecer con la mayor claridad posible el anélisis posterior,
introduzcamos primero las siguientes definiciones:

Definicion 2.4.1 Dos sistemas coticos estan en sincronizacion completa si las fun-
ciones de error, | z(t) —y(t) | e | u(t) —v(t) | covergen a cero, para un t grande:

lim | () — y(1) |= lim | ut) () |= 0. (2.5)

Las primeras ecuaciones significan que cada estado del sistema esclavo es exactamente
igual a cada estado del sistema maestro, en el limite £ — oco. La sincronizacién del
caos puede entenderse como un problema de seguimiento de trayectorias o como un
problema de estabilizacién. La estabilizacién consiste en obtener un control que lleve
a las trayectorias de un sistema dinamico que representa el error de sincronizacién a
converger a cero. El problema de seguimiento de trayectorias consiste en encontrar
un control que haga que las trayectorias del sistema esclavo sigan las trayectorias del
sistema maestro. En relacion con esto, introduzcamos lo siguiente:

Definicion 2.4.2 Dos sistemas caoticos estan en sincronizacion prdctica si las fun-
ciones de error satisfacen las siguientes condiciones:

lim | (t) — y(t) < e, (2.6)
I | u(t) — v(t) < 6, (2.7)

para valores positivos de €, ¢ > 0.

Esta definicién es necesaria porque, en muchos casos, las funciones de error no
convergen precisamente a cero con la evolucién del tiempo, pero en la practica, aun
podemos considerar los sistemas como sincronizados. Sin embargo, en la implemen-
tacién de circuitos analdgicos, los componentes electronicos tienen tolerancias, lo que
hace imposible reproducir las condiciones iniciales de las simulaciones numéricas. Para
tener en cuenta esto, tenemos lo siguiente:
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Definicion 2.4.3 Dos sistemas cadticos estdan en sincronizacion parcial cuando solo
una parte de las vartables de estado se sincronizan y las otras no lo hacen.

En ciertos sistemas, es posible lograr una sincronizacién completa en un estado del
sistema esclavo, mientras que en el otro sélo es posible obtener una sincronizaciéon nula
o practica.

2.4.3. La configuracién de Pecora y Carroll (PC)

Iniciamos considerando un sistema cadtico cuya evolucién temporal estd dada por
la siguiente ecuacion:
z=F(z), (2.8)

Aqui z = (21, 22, ..., 2,) €s un vector de estado n — dimensional definiendo un vector
de campo F' : R" — R". El esquema PC consiste al suponer un sistema dinamico de
Ec. (2.1), y descomponerlo en tres subsistemas.

v = f(u,v),
v = g(u,v), Maestro
w = h(u,w). Esclavo

Donde u = (uy,ug, ..., Up), v = (V1,09 ..., V), W = Wy, Wa, ..,y y N = m +k + L.
El segundo subsistema de Ec. (2.8) define el sistema maestro, considerando el tercer
subsistema de Ec. (2.8) que representa el sistema esclavo, su evolucién es guiada por
la trayectoria del maestro utilizando la senal w.

Asf la sincronizaciéon completa es definida como una identidad entra las trayectorias
del sistema respuesta w y una réplica w’ de esta w’ = h(u,w’) para la misma senal de
conduccién cadtica u(t). La existencia de CS implica que la respuesta del sistema es
asintéticamente estable (limy_,e(t) = 0, siendo e(t) el error sincronizacién dado por
e(t) = |w — w'|). En otras palabras, el sistema olvida sus condiciones iniciales, evolu-
cionando en un atractor cadtico. Este tipo de sincronizacién se puede lograr siempre
que los exponentes de Lyapunov del sistema esclavo bajo las érdenes del maestro (los
exponentes condicionales de Lyapunov) sean negativas, es decir el sistema es conser-
vativo. Como condicién se cumple solo si u es una senal de sincronizacion.

2.4.4. La configuracion APD.

Este método se considera un sistema cadtico auténomo y es rescrito como un sistema
no auténomo.

i = f(a, s(t)). (2.9)

En donde s(t) es la senal de conduccion s = h(z) o s = h(z,s),y f: R* — R". La
sincronizacién completa se refiere a la relacion entre el sistema Ec. (2.7) y una réplica
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(el sistema de respuesta) que es conducida por la misma senal s(t). Cabe mencionar
que esta ultima afirmacién no excluye un comportamiento cadtico de s(t), ya que es
conducido por una senal cadtica s(t).

Para poder ilustrar mejor esta configuracién, L. Kocarev y U. Parlitz [43] analizaron
el sistema propuesto por Lorenz.

& = —10z+ s(t),
= 28r—y—uxz,
z = xy— 2,66z

Conducido por s = h(z) = 10y, se puede comprobar mediante el uso de los exponentes
de Lyapunov que el sistema se sincroniza con su copia para todos los tipos considerados
de la senal de conduccién s(t).

En comparacién con la configuracion PC que solo puede lograr sincronizarse un
numero finito de formas para un sistema caético dado, APD permite elegir libremente
la senal de conduccién s(t), o alternativamente la funcién h(z) lo que la hace muy
poderosa y en general extrema flexibilidad en aplicaciones.

2.4.5. Sincronizacion entre sistemas no idénticos de baja di-
mension.

Hoy en dia una de las areds de investigacion de sistemas dindmicos es poder sincro-
nizar sistemas no idénticos. Llegar a sincronizar este tipo de sistemas es un gran reto,
ya que implica aplicar teorias de control. La parte fundamental de la tesis es llegar a
sincronizar los osciladores van der Pol y Duffing, ya que estos osciladores presentan
dindmica muy diferente entre si. Se ha visto que cuando sistemas cadticos idénticos son
acoplados con un factor de acoplamiento lo suficientemente fuerte, se puede alcanzar
la sincronizacién completa, siguiendo una misma trayectoria cadtica. La sincronizacion
en este caso es asociada con la transicién de los exponentes de Lyapunov de valores
positivos a negativos. Sin embargo, sistemas experimentales y cada vez mas reales, a
menudo no son completamente idénticos, especialmente si existen discrepancias en los
parametros de los sistemas. Es por ello que la sincronizacion completamente idéntica
no se puede esperar en los sistemas que no son completamente idénticos por que no
existe una relacién x(t) = y(t), al ver una sincronizacién completa se veria una linea
recta a 45° grados al observar los sefiales z(t) vs y(t). Para sistemas cadticos que no son
idénticos se pueden sicronizar completamente para tener la relacién z(t) = y(t), me-
diante forzamientos de senales periodicas y disenando sistemas de control apropiados
para los sistemas a sincronizar.
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Capitulo

Sistema hipercadtico van der Pol-Duffing

3.1. Introducciéon

El oscilador de van der Pol y el oscilador de Duffing, analizados en el capitulo 1, se
destacan como paradigmas de osciladores no lineales. El primero es el prototipo de ciclo
limite, mientras que el segundo es el prototipo del atractor extrano. Los extensos estu-
dios dedicados al oscilador van der Pol han revelado que posee un rico comportamiento
dindmico especialmente cuando es forzado externamente. El oscilador de van der Pol
con un pozo doble de potencial exhibe ricos y sorprendentes estructuras de bifurcacion
con un importante nimero de estados, el mar cadtico que contiene muchas islas de los
estados periddicos y las transiciones del caos a estados normales que se producen a
través de diversas vias: duplicidad de periodo, caos transitorio y cuasi-periodicidad.

Para el oscilador de Duffing, su régimen auténomo conduce a oscilaciones amor-
tiguadas, mientras que en la presencia de una fuerza externa sinusoidal demuestra
histéresis, multiestabilidad, duplicacion de periodo, y los escenarios intermitentes al
caos. Un modelo de osciladores acoplados de diferentes atractores podria servir como
un buen modelo para los sistemas reales en la naturaleza [44]. En cuanto a la unién
entre un oscilador de van der Pol y el oscilador de Duffing, tres esquemas basicos se
pueden enumerar: acoplamiento giroscépico (acoplamiento a través de la aceleracién),
acoplamiento disipativo (acoplamiento a través de la velocidad), y el acoplamiento
elastico (acoplamiento a través de la posicién) [44-46].

En este Capitulo vamos a analizar la dindmica que presenta un sistema hiper-
caotico van der Pol-Duffing. Se estudiara el comportamiento dinamico del sistema al
variar ciertos parametros del sistema para analizar la sincronizaciéon unidireccional y
bidireccional.
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3.2. Sistema van der Pol-Duffing

En esta seccion se estudiard el sistema hipercadtico de van der Pol-Duffing, este
sistema se basa en los osciladores van der Pol y Duffing, acoplados mediante la com-
binacién de acoplamientos elasticos y disipativos. El sistema van der Pol-Duffing se
describe por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

T u+ K(y —x)
= p(l—2Hu—x+ A coswit + K(v—u)
j = vtG-y)
b = —av+y— ey’ + Aycoswat + G(u —v)

Para K = 0y G = 0, ambos osciladores estan desacoplados. El acoplamiento empleado
en el sistema es una retroalimentacién lineal que puede ser visto como una perturbacion
de cada oscilador por una senal proporcional a la diferencia de su posicién (acoplamien-
to elastico) y velocidad (acoplamiento disipativo). Los pardmetros de acoplamiento se
fijan K = 0y G = 0 para llevar a los osciladores van der Pol y Duffing por separado
a una region cadtica. Posteriormente se fijaran los parametros del oscilador van der
Pol y Duffing forzados con 4 = 0,8, «a =03, e =1, Ay =1, w; = 0,25, A, =05y
wy = 1,3, con condiciones iniciales: z(0) = 0,8, y(0) = 2, u(0) = 1 y v(0) = —1. Las
simulaciones numéricas se realizaron con Mathematica. En la Fig. 3.16 se observa la
dindamica de los osciladores forzados.

1.0f

0.5¢

VvV 00

-0.5¢

-1.0t., ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L
2 1 o 1 2 -15-10-05 00 05 1.0 15
) y
(a) Oscilador forzado de van der Pol. (b) Oscilador forzado de Duffing.

Figura 3.1: Dindamica de los osciladores van der Pol y Duffing.

Estudiaremos su comportamiento haciendo G = 0, y tendremos como parametro
de control K. Para este caso se tendra un acoplamiento unidireccional por lo que el
oscilador de Duffing actuard como el sistema maestro y el oscilador de van der Pol como
el sistema esclavo. Las funciones de error | y(t) — x(t) | y | v(t) — u(t) | se obtienen
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variando el parametro de control K, se varia en pequenos pasos de 0 a 200. Como se
puede observar en la Fig. 3.2 las funciones de error | y(t) — x(¢) | y | v(t) — u(t) |
convergen a cero para valores ciertos valores del parametro K, cuando el oscilador de
Duffing actiia como sistema maestro y el oscilador de van der Pol como sistema esclavo,
se acoplan de manera unidireccional. Se logra obtener una sincronizacién completa en

los canales (x(t),y(t)) e (u(t),v(t)).

2.0n

N
o

A A
[=2Ne)]

[y(t)-x(t)]

o
(&)
ey

RN -
o (€]
R PN PP PN

[v(t)-u(t)]

o
(&)

o
=}

0.00

(a) Funcién de error | y(t) — x(t) |-

100
K

50

150 200 0

i
+
2
L

50 100 150 200

K

(b) Funcién de error | v(t) — u(t) |.

Figura 3.2: Funciones de error variando el parametro de control K.

Para un valor K = 150, se puede observar en las Fig. 3.3, los graficos de series
de tiempo de x(t), y(t), u(t) y v(t) muestran que las senales estén en sincronizacion

completa.
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(b) Series de tiempo de u(t) y v(t)

Figura 3.3: Series de tiempo de x(t), y(t), u(t) y v(t).

Analizando las proyecciones sobre los planos (z,y) e (u,v) para un valor de K =
150. En la Fig. 3.4 (a) se muestra el comportamiento del oscilador Duffing (sistema
maestro) y en Fig. 3.4 (b) el oscilador van der Pol (sistema esclavo). En las Figs. 3.4
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(¢) y (d) podemos apreciar que en las proyecciones sobre los planos (x,y) e (u,v) hay
sincronizacion completa, observando en ambas figuras una linea recta a 45°.
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Figura 3.4: Acoplamiento unidireccional para G = 0 y K = 150. En (a) oscilador de
Duffing (Maestro). En (b) oscilador de van der Pol (Esclavo). En (c) y (d) proyecciones
sobre los planos (x,y) e (u,v) respectivamente.

Ahora se analizara el caso donde K = 0, y tendremos el parametro de control G.
Para este caso se tendra un acoplamiento unidireccional, el oscilador de van der Pol
actuara como sistema maestro y el oscilador de Duffing como sistema esclavo. Las
funciones de error | z(t) — y(t) | e | u(t) — v(t) | se obtienen variando el pardmetro de
control GG, se varfa en pequenos pasos de 0 a 200. Como se muestra en la Fig. 3.5 la
funcién de error | z(t) — y(t) | convergen a cero para ciertos valores del parametro G,
mientras que la funcién de error | u(t) — v(t) | para el rango de 0 a 200 no converge
exactamente a cero. Cuando el oscilador de van der Pol actiia como sistema maestro y
el oscilador de Duffing como sistema esclavo, se acoplan de manera unidireccional. Se
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logra obtener una sincronizacién completa en el canal (z(¢),y(t)), mientras que en el
canal (u(t),v(t)) se obtiene una sincronizacién practica.

2.0r ‘ ‘ ‘ ‘ 2.0r
- 15 =15
oy 1.0—?% 110
. 0.5_5 205,
0'00 50 100 150 200 0'00 50 100 150 200
G G
(a) Funcién de error | z(t) — y(t) |- (b) Funcién de error | u(t) — v(t) |.

Figura 3.5: Funciones de error variando el parametro de control G.

Para G = 150, en la Fig. 3.6 (a), se puede apreciar a partir del gréfico de series
de tiempo de z(t) e y(t) las senales estan en sincronizaciéon completa. Por el contrario,
en la Fig. 3.6 b), el gréfico de series de tiempo de u(t) y v(t), muestra que las senales
estan en sincronizacién practica.
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(b) Series de tiempo de u(t) y v(t).

Figura 3.6: Series de tiempo de x(t), y(t), u(t) y v(t).

Analizando las proyecciones en los planos (z,y) e (u,v) para un valor especifico de
G = 150. En este caso el sistema maestro se encuentra en un régimen cadtico. En la
Fig. 3.7 (a) se muestra el comportamiento del oscilador van der Pol (maestro) y en
la Fig. 3.7 (b) el oscilador Duffing (esclavo). En la Fig. 3.7 (¢) podemos apreciar que
en la proyeccién sobre el plano (x,y) hay sincronizacién completa, mientras que en la
proyeccién sobre el plano (u,v) solo hay sincronizacién practica ya que se observa en
la Fig. 3.7 (d) una linea recta gruesa a 45°.
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Figura 3.7: Acoplamiento unidireccional para K = 0y G = 150. En (a) oscilador de
van der Pol (Maestro). En (b) oscilator de Duffing (Esclavo). En (¢) y (d) proyecciones
sobre los planos (x,y) e (u,v) respectivamente.

Los casos estudiados anteriormente corresponden a un acoplamiento unidireccio-
nal, ya que el sistema esclavo no influye en el comportamiento del maestro. El segundo
esquema a estudiar es el acoplamiento bidireccional, cuando dos sistemas interactiian
mutuamente, con este tipo de acoplamiento no se puede hablar de un sistema maestro
o esclavo. Cuando los parametros de acoplamiento K # 0y G # 0, se tiene un acopla-
miento bidireccional entre ambos sistemas, una cuestién interesante a resolver es ver el
compartimiento del sistema al variar los parametros K y GG cuando estan acoplados de
manera bidireccional. De manera numérica para ciertos valores de K y G se observo el
comportamiento del sistema. Ahora analizaremos las funciones de error | z(t) — y(¢) |
e | u(t) —wv(t) | para un valor de K = 20 y teniendo como pardmetro de control G para
ver el comportamiento bidireccional.
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(a) Funcién de error | z(t) — y(t) |- (b) Funcién de error | u(t) — v(t) |.

Figura 3.8: Funciones de error para un valor de K = 20 variando el parametro de
control G.

De manera similar las funciones de error | z(t) — y(t) | e | u(t) — v(t) | se obtienen
fijando el parametro K = 20 y variando el pardametro de control G. Como se puede
ver en la Fig. 3.8 la funcién de error | z(t) — y(t) | convergen a cero para ciertos
valores del pardmetro G, mientras que la funcién de error | u(t) — v(t) | para el rango
de 0 a 200 no converge exactamente a cero. En este caso se tiene una sincronizacion
completa en el canal (x(t),y(t)), mientras que el canal (u(t),v(t)) se logra obtener
una sincronizacién practica. Se tomaron valores de K = 20 y G = 60 para ver el
comportamiento bidireccional de ambos osciladores como se muestran en la Fig. 3.9.

(a) Oscilador van der Pol. (b) Oscilador Duffing.

Figura 3.9: Dindmica del sistema para valores de K = 20 y G = 60.

En la Fig. 3.10 (a) podemos apreciar que en la proyeccién sobre el plano (z,y) hay
sincronizacién completa, mientras que en la proyeccién sobre el plano (u,v) solo hay
sincronizacién practica porque se observa en la Fig. 3.10 (b) una linea recta gruesa a
45°.
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Figura 3.10: Acoplamiento bidireccional para K = 20 y G = 60.
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Figura 3.11: Acoplamiento bidireccional variando w;. En (a) w; = 0,5. En (b) wy = 0,75
En (¢) wy = 1. En (d), (e) y (f) proyeccién del plano (u,v) para los 3 valores distintos

de wy.

Analizaremos el sistema cuando K = 20 y G = 60, pero tomaremos como parame-
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tro de control w; para ver el comportamiento para diferentes valores de w;, como se
observa en la Fig. 3.11 al variar el parametro en la proyeccién sobre el plano (u,v) se
observa que se mantiene una sincronizacién practica.

Ahora estudiaremos el caso donde fijamos el valor de G = 20 y variando el parame-
tro de control K de 0 a 200 para ver el comportamiento bidireccional. Calculamos las
funciones de error | y(t) — z(t) | y | v(t) — u(t) |. En la Fig 3.12 se puede observar que
las funciones de error | y(t) —z(t) | y | v(t) —u(t) | convergen a cero. La sincronizacion
completa se puede obtener en ambos canales (z(t),y(t)) e (u(t),v(t)).

2.0p 2.0
—=1.5; —=1.5
X10 T10
205 = 0.5%
0'00 50 100 150 200 0'OO 50 100 150 200
K K
(a) Funcién de error | y(t) — x(t) |. (b) Funcién de error | v(t) — u(t) |.

Figura 3.12: Funciones de error para un valor de G = 20 variando el parametro de
control K.

Analizando las proyecciones sobre los planos (z,y) e (u,v) para un valor de K = 60
y G = 20. En la Fig. 3.13 se muestra el comportamiento del oscilador van der Pol y el
oscilador Duffing. En la Fig. 3.14 podemos apreciar que en las proyecciones sobre los
planos (z,y) e (u,v) hay sincronizacién completa, observando en ambas figuras una
linea recta a 45°.
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(a) Oscilador van der Pol. (b) Oscilador Duffing.

Figura 3.13: Dinamica del sistema para valores de K =60y G = 20.
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(a) Proyeccién sobre el plano (x,y). (b) Proyecciones sobre el plano (u,v).

Figura 3.14: Acoplamiento bidireccional para K = 60 y G = 20.
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Figura 3.15: Acoplamiento bidireccional variando ws. En (a) we = 0,25. En (b) ws = 0,5
En (¢) we = 0,75. En (d), (e) y (f) proyeccién del plano (u, v) para los 3 valores distintos
de wy.
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Analizaremos el sistema cuando K = 60 y G = 20, pero tomaremos como parame-
tro de control w, para ver el comportamiento para diferentes valores de wy, como se
observa en la Fig. 3.15 al variar el pardmetro en la proyeccién sobre el plano (u,v) se
observa que se mantiene la sincronizacién completa para los distintos valores de ws,.

Con el sistema hipercadtico de van der Pol-Duffing se puede estudiar la sincroniza-
cién de manera unidireccional o bidireccional, teniendo este tipo de acoplamiento es de
gran aporte para los sistemas de telecomunicaciones, para poder caracterizar en que
rangos se logra obtener la sincronizacién completa y los valores de los parametros de
control. Es telecomunicaciones para envio o encriptamiento de informacion es necesario
que se mantenga una sincronizacién completa para evitar la perdida de la informacion.
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Capitulo

Conclusiones

Esta tesis estd basada en el estudio de los osciladores dindamicos no lineales que
en los ultimos anos ha tenido gran interés por parte de la comunidad cientifica. Los
sistemas no lineales pueden presentar inestabilidades que en ocasiones conducen a un
comportamiento no periédico conocido con el nombre de caos determinista. En parti-
cular, los osciladores de van der Pol y Duffing, han sido sistemas muy estudiados en la
literatura, debido a las ventajas que presenta cuando se comparan con sistemas reales.
Los resultados obtenidos en esta tesis estan basados en simulaciones numeéricas de las
ecuaciones que describen la dindmica del sistema hipercadtico van der Pol-Duffing.

Abordamos el problema del control y sincronizacion del caos en el sistema van der
Pol-Duffing. De acuerdo a los resultados obtenidos en esta tesis, podemos concluir lo
siguiente: Cuando se tiene un acoplamiento unidireccional G = 0 y se varia K, el os-
cilador de Duffing actia como el sistema maestro y el oscilador de van der Pol como
el sistema esclavo podemos obtener una sincronizaciéon completa en las proyecciones
sobre los planos (z,y) e (u,v). Por otro lado, cuando el oscilador de van der Pol actia
como el sistema maestro y el oscilador de Duffing como el sistema esclavo (K =0y se
varia (), podemos obtener una sincronizacién completa solo en la proyeccién sobre el
plano (z,y) y una sincronizacién préctica en la proyeccién sobre el plano (u,v).

En el caso de un acoplamiento bidireccional cuando K = 20 y se varia el parametro
de control G, cuando ambos osciladores interactiian mutuamente, podemos obtener una
sincronizacién completa solo en la proyeccién sobre el plano (z,y) y una sincronizacion
préctica en la proyeccién sobre el plano (u,v), también se estudié que la sincronizacién
practica se mantenia cuando se varia el parametro w, para 3 distintos valores.

En el caso de un acoplamiento bidireccional cuando G = 20 y se varia el parametro
de control K, podemos obtener una sincronizaciéon completa en ambas proyecciones
sobre los planos (z,y) e (u,v), también se estudié que la sincronizacién completa se
mantenia cuando se varia el parametro ws para 3 distintos valores.
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En general podemos concluir que el canal donde siempre se lograba mantener la
sincronizacién completa es el canal (z(t),y(t)), para todos los casos de acoplamiento
unidireccional y bidireccional. En el area de telecomunicaciones es un resultado muy
importante porque se planteé una manera distinta a la que actualmente existe en la
literatura para poder sincronizar estos osciladores de van der Pol y Duffing. Final-
mente queremos mencionar que los objetivos de esta tesis se han cubierto de manera
satisfactoria. También queremos mencionar que este trabajo puede ser de utilidad para
trabajos futuros en area de control y sincronizacion.
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