UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE

HIDALGO
POSGRADO CONJUNTO EN CIENCIAS MATEMATICAS
UNAM-UMSNH

HIPERBOLICIDAD UNIFORME DEL
COMPLEJO DE CURVAS

TESIS
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE:

MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:

Lic. ISRAEL MORALES JIMENEZ

DIRECTOR DE TESIS:

Dr. JOSE FERRAN VALDEZ LORENZO

MORELIA MICHOACAN, ENERO 2016.



Agradecimientos

En primer lugar agradezco al Posgrado Conjunto en Ciencias Matematicas UNAM-UMSNH
por haberme aceptado en sus filas y poder ser parte de esta comunidad. Con especial mencién a
todos mis profesores, que son parte fundamental en mi formacién, y en particular, tengo especial
aprecio por los Dres. J. Mucifio Raymundo y Pierre Bayard, quienes me mostraron el mundo de
la geometria. También agradezco a L.A.E Morelia I. Alvarez Llanes por la gran atencién a las
cuestiones administrativas que facilitaron mi vida de estudiante.

En segundo lugar agradezco al Dr. J. Ferran Valdez Lorenzo, mi asesor y director de tesis,
por su incondicional apoyo y paciencia. Sobre todo aprecio sus consejos, no permitiendo que
desvie el camino. También agradezco a la Dra. Rita Jiménez Rolland por haber leido, corregido
v hacer observaciones oportunas que mejoraron el escrito en gran medida.

Los amigos y companeros fueron mi familia en este viaje, he aprendido mucho de ellos tanto
academicamente como en las cuestiones de la vida. Un especial afecto lo tengo con Cenobio,
César, Fredy, Ruben, Jhon, Berenice, Johanna, Karley y Liliana.

Mis estudios de maestria asi como la realizacion de este trabajo para la obtenciéon de grado
de maestro fue financiado completamente por sistema de bacas nacional CONACyT.






Indice general

[Resumen|
Mntroduccion

(1 El Complejo de Curvas|

1.1 Definicion del complejo de curvas| . .

[1.2  Conexidad del complejo de curvas| .

[1.3  Otros complejos simpliciales| . . . . .

2  El Diametro del Complejo de Curvas|

2.1 Definicion y ejemplos|. . . . . . . ..

[2.2  Accion del grupo modular sobre C(S)| . . . . . ... oL

[3 Hiperbolicidad Uniforme del Complejo de Curvas

[3.1  o0—hiperbolicidad| . . . . . ... ...
|3.2  Hiperbolicidad uniforme| . . . . . . .

111

VII

© Ot =

13
13
16

21
21
22

35






Resumen

Resumen

Dada una superficie de tipo finito S, el complejo de curvas C'(S) es un complejo simplicial
abstracto asociado a la superficie S donde los vértices son todas las clases de isotopia de curvas
cerradas simples esenciales en S y los k-simplejos son colecciones de k + 1 vértices distintos que
tienen representantes disjuntos a pares. El complejo de curvas ha sido utilizado en el estudio de
muchos prolemas de topologia de dimensiones bajas y geometria, en la conjetura de laminaciones
finales de Thurston para 3-variedades hiperbdlicas y en el problema de la rigidez cuasi-isométrica
del grupo modular Mod(S). En esta tesis se realiza un estudio de las principales propiedades del
complejo de curvas como lo es la conexidad, el didmetro infinito y la hiperbolicidad uniforme.

Abstract

Given a surface of finite type S, the complex curves C(S) is an abstract simplicial complex
associated to the surface S where the vertices are all isotopy class of essential simple closed
curves and the k—simplex are collections of k£ + 1 distint vertices that have pairwise disjoint
representatives. The complex curves have been used in many problems in low-dimensional topo-
logy and geometry, in the ending laminations conjeture of Thurston for 3-dimensional hyperbolic
manifolds and in the quasi-isometric rigidity problem of the modular group Mod(S). In this the-
sis the main properties of the complex curves as the connexity, the infinite diameter and the
uniform hyperbolicity are studied.

Palabras Clave

Superficie, curvas, complejo, conexidad, hiperbolicidad.






Introduccion

El complejo de curvas C(S) es un complejo simplicial abstracto asociado a una superficie .S,
los vértices son clases de isotopia de curvas cerradas simples esenciales y los k—simplejos son
colecciones de k + 1 clases de isotopia de curvas cerradas simples disjuntas por pares.

Este objeto, que es puramente combinatorio, fue introducido por Harvey en [16] para super-
ficies compactas orientables S, en el estudio del espacio de Teichmiiler 7,. Desde entonces el
complejo de curvas se ha usado en el estudio de problemas de topologia de dimensiones bajas,
en la conjetura de laminaciones finales para 3—variedades hiperbdlicas y en la rigidez cuasi-
isométrica del grupo modulalﬂ Mod(S) (véase [10]). Algunas maneras en que se ha usado el
complejo de curvas son:

a) El complejo de curvas describe la geométria al infinito de espacios de Teichmiiler y de
espacios moduli de superficies de Riemann.

b) El complejo de curvas provee un espacio combinatorio y métrico donde el grupo modular
actua, y estructuras y representaciones del grupo modular se pueden entender y construir
de esas acciones.

c¢) Superficies y curvas cerradas aparecen de forma natural en el estudio de 3— variedades
y asi el complejo de curvas se puede usar para comprender la geometria y topologia de
3—variedades.

Lo anterior pone de manifiesto la importancia que tiene el complejo de curvas en el estudio
de temas actuales en matematicas.

En esta tesina exponemos tres hechos importantes sobre el complejo de curvas para superficies
de tipo finito Sg,meI:

1. El complejo de curvas es conexo.
2. El complejo de curvas es de didmetro infinito.

3. El complejo de curvas es §—hiperbdlico en el sentido de Gromov.

los cuales dividen el escrito en tres capitulos para su estudio.

Lo grupo modular de Teichmiiler. En Inglés conocido como “mapping class group”.
28,6, denota a la superficie conexa y orientable de género g > 0, con b > 0 componentes de frontera y n > 0
punchaduras.

VII



VIII Introduccion

En el primer capitulo definimos con mayor precisiéon el complejo de curvas y mostramos que
este tiene dimensién finita como complejo simplicial abstracto. Luego, usando curvas orientadas,
demostramos que el complejo de curvas de superficies no esporadicas es conexo. Finalizamos
este capitulo presentado otros complejos simpliciales abstractos que se pueden asociar a una
superficie, poniendo particular interés en el complejo de arcos, y el complejo de arcos y curvas,
ya que los usaremos en el tercer capitulo.

En el segundo capitulo definimos el grupo modular de una superficie y mostramos que este
actua de forma natural sobre el complejo de curvas. Posteriormente usamos este hecho y un
Teorema de Masur y Minsky [Proposicién 4.6, [6]] para demostrar que el complejo de curvas es
de didmetro infinito.

La d—hiperbolicidad es un concepto introducido por Gromov [5] que mide qué tan delgados
son los tridngulos geodésicos en un espacio métrico geodésico. La hiperbolicidad del complejo
de curvas es un resultado que se le atribuye a Mazur y Minsky en [6]. En la demostraciéon que
presentaron la constante § dependia apriori de la superficie. Recientemente, alrededor del afio
2014, aparecieron diversas pruebas en las que la constante § podia tomarse independiente de la
topologia de la superficie [7}, [4, 14, [TT]. A esto se le llama hiperbolicidad uniforme del complejo
de curvas.

La aportacién principal de esta tesis es la demostracion detallada de la hiperbolicidad uni-
forme del complejo de curvas siguiendo a Hensel et al. en [I1], la cual presentamos en el tltimo
capitulo. Esta hecho de esta manera debido a que, a nuestro juicio, la demostracién es relativa-
mente elemental, sin embargo, no deja de ser delicada.



Capitulo 1

El Complejo de Curvas

A lo largo del escrito S denotard a un superficie de tipo ﬁnit(ﬂ En este primer capitulo
definiremos el complejo de curvas C'(S) de una superficie S e investigaremos algunas propiedades
de este objeto como lo es la dimensiénf] y la conexidadP}

Con estos objetivos, en la primera seccién demostramos usando descomposicién en pares
de pantalones que C(S) tiene dimensién finita (como complejo simplicial abstracto). De esto
podremos ver que hay pocas superficies en donde su complejo de curvas resulta ser vacio o una
coleccién de puntos aislados (i.e., su complejo de curvas tiene dimension cero); a estas superficies
las llamamos esporadicas. En la segunda seccién se prueba que el complejo de curvas C(S) es
conexo para superficies no esporadicas. Su demostracion utiliza un analisis local de intersecciones
consecutivas entre curvas orientadas. Finalmente, en la tercera seccién exponemos otras formas
de obtener complejos simpliciales abstractos apartir de una superficie y que algunos de ellos
seran de utilidad en los siguientes capitulos.

1.1 Definicién del complejo de curvas

Para definir el complejo de curvas de una superficie necesitamos de dos definiciones prelimi-

nares.

Definicién 1.1.1. Sea o una curva cerrada simpld’| en S. Se dice que « es esencial si no es
isotopica a un punto, a una ponchadura o a una componente de frontera de S.

Definiciéon 1.1.2. Sean a y b dos clases de isotopias de curvas cerradas simples en S. Se dice
que a se puede realizar disjuntamente de b si existen representantes o € a y 8 € b que son
disjuntos.

El Complejo de Curvas, que denotamos por C(S), de una superficie S es un complejo sim-
plicial abstracto donde:

Les decir, superficies conexas, orientables de la forma Sg.b,n de género g > 0, con b > 0 componentes de frontera
y con n > 0 ponchaduras.

2Como complejo simplicial abstracto.

3Cuando decimos conexidad del complejo de curvas nos estamos refiriendo a que el 1—esqueleto de C(S) es
conexo.

4Una curva cerrada simple es un encaje de S* en S.
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» Los vértices de C(5) son todas las clases de isotopia de curvas cerradas simples esenciales.

» Una coleccién finita (ag,ar,...,ar) de vértices en C(S) es un k—simplejo si las clases
ap, a1, ..., a se pueden realizar disjuntamente a pares.

Observacion 1.1.1. Observe que al considerar s6lo curvas cerradas simples en la superficie Sy,
tenemos que C(Sgy,n) coincide con C(Sgpin,0) ¥y con C(Sg0p+n)- En este sentido el complejo
de curvas no distingue entre componentes de frontera y ponchaduras, considerando a ambas por
igual. Por este motivo el estudio de C'(Sy4,,) se reduce al estudio de C(Sy,,), donde n es el
nimero de ponchaduras (o componentes de frontera, segiin se requiera). Asi que en lo siguiente
nos restringimos al caso de superficies del tipo Sy .

El k—esqueleto de C(S) es denotado por C*)(S). Con esta notacién, C© son los vértices
de C(S) y CM(S) representa una gfafica como objeto combinatorio abstracto.

Como complejo simplicial abstracto, el complejo de curvas tienen dimensiérﬂ finita. Para ver
esto, consideremos la siguiente definiciéon:

Definicién 1.1.3. Una colecciéon Q = (ag, o, ..., ax) de curvas cerradas simples en S es una
descomposicién en pares de pantalones de S si la superficie S = S\ que se obtiene de cortar
S largo de 2 es unién disjunta de pares de pantalones.

Aqui por un par de pantalén nos referimos a la superficie Sp 3 (véase Fig. [1.1)).

N %

Figura 1.1: Par de pantalon.

Observe que por definiciéon toda curva « que pertenece a una descomposicién en pares de
pantalones €2 de una superficie S es esencial, ademas cualquier par de curvas en {2 no son
isotépicas y no se intersectan. Esto implica que € (en clase de isotopia) forma un k—simplejo
en C(S). Veamos ahora que una descomposicién en pares de pantalones nos da el simplejo de
méxima dimensién en C(S).

Lema 1.1.1. Si S, , es una superficie con caracteristica de Euler x(Sgn) < 0, excepto Sy 3,
entonces dim(C(Sy,)) = 39 +n — 4.

DEMOSTRACION: Sea S = S; ,. Observe que toda descomposion en pares de pantalones de S
es maximal, esto es asi pues, toda curva cerrada simple en S 3 es isotépica a un punto o a una
componente de frontera.

°La dimensién dim(A) de un complejo simplicial abstracto A es la méxima dimensién de sus caras, o infinito
si no tiene cota finita la dimensién de sus caras.
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Ahora probemos que toda coleccién maximal de curvas cerradas simples esenciales disjuntas
y no isotopicas a pares en S es una descomposicién en pares de pantalones. Sea pues ) =
(g, @1, ..., ) una colecciéon maximal de curvas cerradas simples esenciales disjuntas y no
isotopicas a pares en S. Puesto que x(.5) < 0, al cortar S a lo largo de las curvas de € se obtienen
una superficie Sq que es unién disjunta de superficies conexas con almenos una componente de
frontera y con caracteristica de Euler negativa. Si alguna de estas superficies tiene género mayor o
igual a 1 o tiene més de tres componentes de frontera (pensar las ponchaduras como componentes
de frontera), entonces se puede tomar una curva cerrada simple esencial en S que no es isotopica
a ninguna de las curvas en 2, lo que contradice que €2 sea maximal. Por lo tanto, 2 descompone
a S en pares de pantalones.

Figura 1.2: Descomposiciéon en pares de pantalones

Si x(S) < 0, entonces existen 3g +n — 3 curvas cerradas simples esenciales que descomponen
a S en 2g +n — 2 pares de pantalones (excepto el par de pantalén mismo). Lo cual muestra que
la dimensién de C'(S) es 3g + n — 4 (véase Fig. [1.2)). O

Teorema 1.1.2. El complejo de curvas C(Sy,) tiene dimension finita.

DEMOSTRACION: Obeserve que por el Lema s6lo nos resta verificar el teorema para las
superficies S con x(5) > 0.

Si x(S) = 0, entonces S es homeomorfa al cilindro Sy 2 o al toro S1 . Suponga que S = Sy 2.
Luego, como toda curva cerrada simple en Sy 2 es isotopica a un punto o a una componente de
frontera se concluye que C(Spz2) es vacio. Ahora, suponga que S = Si y que existen o y 3
dos curvas esenciales no isotépicas en 51 o disjuntas entre si. Por el Teorema de Clasificacién de
superficies, al cortar S1 a lo largo de « se obtiene una superficie S, que es homeomorfa a un
cilindro. Luego, como a y 8 no se intersectan, 8 es una curva cerrada simple completamente
contenida en S,. Como C(S,) = (), se tiene que (3 es isotdpica a un punto o es isotdpica a «, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto C'(S10) es totalmente disconexo.

Si x(S) = 1, entonces S es homeomorfa Sy ;. Como Sp; es homeomorfa al plano y el plano
es simplemente conexo se obtiene que C(S) = (.

Si x(S) = 2, entonces S es homeomorfa a la esfera Spo. Similarmente, como la esfera es
simplemente conexa C(S) = . O
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Superficies esporadicas

Ya que hemos asociado el objeto C(S) a la superfice S, quisieramos que este fuera suficien-
temente rico en estructura; con esto queremos decir que no estaremos interesados en aquellas
superficies en las cuales su cumplejo de curvas es vacio o totalmente disconexo (consta de sélo
vértices). Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1.4. Se dice que S es esporadica si su complejo de curvas C(S) es vacio o total-
mente disconexo.

Del Lema [I.1.I} podemos observar que son pocas las superficies esporddicas en realidad, para
convencernos de esto basta ver qué superficies con caracteristica de Euler negativa. excepto Sp 3,
satisfacen que 3g + n — 4 > 0. Mas adn, tenemos el siguiente corolario que se sigue del Lema
y de la demostracion del Teorema [1.1.2

Corolario 1.1.3. Una superficie Sy, es esporddica si y solo si £(Sgn) :=3g9+n—4<0.

Al ntimero entero £(Sg,,) := 39 + n — 4 le llamamos complejidad de la superficie S, ,,. En la
siguiente tabla enlistamos todas las superficies esporadicas.

£(S) Superficies
5
§(9) = -2

Tabla 1.1: Superficies esporadicas.
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1.2 Conexidad del complejo de curvas

En esta secciéon probaremos que el complejo de curvas de superficies no esporadicas es co-
nexolﬂ La prueba necesita del criterio del bigono que nos ayuda a decidir cuando dos curvas
esenciales realizan el minimo nimero de intersecciones en las clases de isotopia. El criterio del
bigono es una herramienta esencial ya que lo usaremos exhaustivamente durante todo el trabajo.

Definicién 1.2.1. Sean a,b € C(0(S). Se define el niimero de interseccién geométrica de las
clases a y b, que se denota por i(a,b), como:

i(a,b) :=mf{anNp|a€a, g€ b}. (1.1)

De nuestro interés es saber cuando dos clases de isotopia de curvas cerradas simples se pueden
realizar con el minimo nimero de intersecciones posible. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2. Sean « y [ dos curvas cerradas simples en S. Se dice que las curvas a y
estan en posicién minima si i([a], [5]) = #a N B.

Observe que si dos curvas cerradas simples encierran un disco acotado por subarcos de las
curvas, estas no estdn en posicién minima, ya que podemos eliminar tal disco por medio de una
isotopia. Asi, consideremos la siguiente definicién.

Definicion 1.2.3. Sean a y § dos curvas cerradas simples en S. Se dice que a y [ forman un
bigono si existe un disco encajado en S cuya frontera es la unién de un arco de o y un arco de
B que se intersectan en exactamente dos puntos (véase Fig. [1.3)).

B

= =<

(0%

Figura 1.3: Bigono formado entre o y 5.

Para ver que dos curvas estdn en posicién minima basta con ver que estas curvas no formen
bigonos. Esto nos lo asegura el criterio del bigono.

Teorema 1.2.1 (Proposicién 1.7, [2]). [Criterio del Bigono] Dos curvas cerradas simples trans-
versales en una superficie S estan en posicion minima si y sélo si estas no forman bigonos.

Gracias al criterio del bigono, dadas dos curvas cerradas simples en S podemos deshacer los
bigonos con isotopias hasta que eventualmente tengamos dos curvas cerradas simples en posicion
minima. El siguiente corolario del criterio del bigono sera util para la prueba de la conexidad
del complejo de curvas.

Corolario 1.2.2. Sean « y 5 son dos curvas cerradas simples en S que se intersectan trans-
versalmente. Entonces

1. Sia y [ se intersectan en exactamente un punto entonces i([a], [5]) = 1.

Scuando decimos conexidad del complejo de curvas nos referimos a la conexidad de su 1—esqueleto.
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2. Sii([a], [B]) > 0, entonces o y  son curvas esenciales.

DEMOSTRACION:

1. Las curvas a y 8 no forman bigonos. Por el Criterio del Bigono [1.2.1] estdn en posicion
minima.

2. Si alguna de las curvas es no esencial, entonces con una isotopia se pueden separar las
curvas, lo que contradice que i(«, ) sea no cero.

O

Ahora definimos una métrica sobre CV. Se dice que dos vértices de C'V) estdn a distancia
uno si estdn conectados por una arista. Luego definimos una métrica en C'") como:

ds(a,b) := min{m € NU{0}| (co = a,c1,...,cmn = b)es un camino en CM(S) que une a acon b}.
(1.2)

Por convencién, si no existe camino que una a a con b hacemos dg(a,b) = co.

Teorema 1.2.3 (Conexidad del C()(S)). Si S es una superficie no esporddica i.e £(S) =
3g+n—4> 0, entonces CV(S) es conexo. Mds atin, sia,b € C(S) son tales que i(a,b) # 0,
entonces

ds(a,b) < 2log,(i(a, b)) + 2. (1.3)

Este teorema se le atribuye a Lickorish [I5]. La demostracién que presentamos es tomada de
las notas de Schleimer [12].

DEMOSTRACION:
Observe que basta verificar la ecuacién ((1.3)), pues esta nos dice que entre dos vértices de
C(S) siempre hay un camino que los conecta.

La prueba se hace aplicando induccién sobre la interseccién geométrica y la idea principal
es tomar en cuenta que podemos usar la orientacién de las curvas para analizar el sentido en
que una curva simple atraviesa a otra curva simple a través de intersecciones consecutivas. Por
lo tanto trabajaremos de ahora en adelante con curvas orientadas.

Sean « y B curvas esenciales en S no isotépicas y en posicién minima.

Caso base: Suponga que i(«, ) = 1m Sea N una vecindad regular de o U 8 y considérese
v = ON (véase Fig. |1.4). Observe que como « no es isotépica a 3, entonces vy no es
isotopica ni a « ni a .

Veamos que 7 es una curva esencial en S. Supongase lo contrario. Entonces al cortar S a lo
largo de v se obtiene que S, = N LT, donde T es una superficie homeomorfa a un disco

esto es un abuso de notacién, sin embargo se entiende pues o y 3 estdn en posicién minima.
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8

Figura 1.4: Caso base i(a, ) = 1.

o a un disco agujerado. Asi, S es homeomorfa al toro o al toro ponchado, respectivamente,
lo cual contradice que £(.S) > 0.

Por lo tanto, (a,7, ) es un camino en C(l)(S) que conecta a « con 8 y se cumple que
2 =dg(a,B) < 2logy(1) +2 =2.

Hipoétesis de induccién: Suponga que i(a, 3) > 2. Sean 7 y 7’ intersecciones consecutivas de
«a con [ a lo largo de 8. Entonces hay dos casos segun el sentido en que « intersecta a 3
ilustrados en la Fig.

B B
Caso 1) Caso 2)

Figura 1.5: « intersecta a 8 de dos maneras.

Caso 1) Considérese las curvas cerradas simples o’ y o’/ como se muestra en la Fig.

o o

B

Figura 1.6: Construccién de las curvas o/ y o”.

Observe que « intersecta exactamente en un punto a o’ y . Por el Corolario [1.2.2]
i(a, ) =i(a,a”) =1y las curvas o’ y o son esenciales.
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Por otro lado, i(c/, 8) +i(a”, B) < i(a, §). Entonces al menos unas de las curvas o’

o o’ tienen interseccién geométrica con § menor o igual a @ Suponga que esta

curva es /. Luego,

ds(e, B) < ds(a,a’) +ds(a, )
< 2+ 2logy(i(a’, B)) +2; caso base e hipétesis de induccién
< 2+ 2(logy(i(a, B) — 1)+ 2

2logy (i(a, B)) + 2. (1.4)

Caso 2) Este caso lo dividimos a su vez en dos subcasos: cuando i(«, ) = 2 y cuando
i(a, B) > 2.

1. Suponga que i(«, ) = 2. Sea N una vecindad regular de « U § y haga v = ON.
Entonces v es unién disjunta de cuatro curvas cerradas simples v1,v2,7v3 v 74,
como se muestra en la figura [1.7

V4

Y2 )\ 1

Ly

B

Figura 1.7: Construccién de curvas ;.

Probemos que al menos una de las curvas v; es esencial en S. Sea S, la superficie
que se obtiene de cortar S a lo largo de 7. Entonces S, = N U (I_IleTi), con
JT; = ;. Observe que dado que « y § estdn en posicién minima, cada superficie
T; no es homeomorfa a un disco. Luego, si todo T; es homeomorfo a un disco
agujerado se tiene que S = Sy 4 y por consiguiente S es una superficie esporadica,
lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, existe al menos una 7; que es una
curva esencial. Asi, («,7;, ) es un camino que une a « con [ en C(l)(S) y
2 =dg(a, B) < 2logy(2) + 2 = 4.

2. Suponga que i(«, 3) > 2. Sea 7" el siguiente punto después de 7’ que esté en la
intersecciéon de a con 3 a lo largo de 3 y considere las curvas cerradas simples o/
y @ como se muestra en la figura
Como «a y 8 estan en posicién minima, entonces o’ y o’ también estdn en posicién
minima respecto a «. Luego, i(a, ) = i(a, o) = 2 y por el Corolario oy
o' son curvas esenciales.

Ahora nétese que i(o, 8) +i(a”, 8) < i(«, 5) y ademds que la interseccién de o
y o con « pertenecen al Caso 2. subcaso 1. Asi, ds(a, ') = dg(o, ) = 2. El
resto de la prueba sigue el mismo desarrollo como en la ecuacién .
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Figura 1.8: Tres intersecciones consecutivas.

1.3 Otros complejos simpliciales

En esta seccién presentamos otros complejos simpliciales abstractos que le podemos asociar
a una superficie dada. Debemos poner especial atencién en el complejo de arcos A(S), y el
complejo de arcos y curvas AC(S), pues los usaremos para probar la hiperbolicidad uniforme
del complejo de cuvas en el tercer capitulo.

» Complejo de curvas no separantes N(S): La coleccién de curvas cerradas simples
esenciales de una superficie se pueden dividir en dos clases.

Definicién 1.3.1. Sea « una curva cerrada simple en S. Se dice que « es separante si al
cortar S a lo largo de « se obtiene una superficie disconexa. De lo contrario « es una curva

no separante.

El Complejo de curvas no separantes, denotado por N(S), de una superficie S se define
como el subcomplejo de C'(S) inducido por todas las clases de isotopia de curvas esenciales
no separantes en S.

En el siguente lema se muestra que N(S1,0) = C(S1,0) y N(S1,1) = C(S1,1).

Lema 1.3.1. 57 5 es el Toro o el Toro ponchado, entonces toda curva cerrada simple a
en S es esencial si y solo si a es no separante.

DEMOSTRACION: Si « es una curva esencial en 51,0, entonces por el Teorema de Clasifi-
caciéon de Superficies la superficie S, que se obtiene de cortar S1o a lo largo de a es un
cilindro. De donde se sigue que « es no separante.

Reciprocamente, si a es una curva no separante, entonces existe un homeomorfismo que
preserva la orientacién de St que lleva a o en un meridiano del toro [I3]. Por lo tanto o

es esencial.
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De manera analoga se prueba cuando S = Sy ;. O

En general no se cumple que N(S) coincida con C(S), por ejemplo, si S es una superficie
que tiene género g > 2 podemos encontrar curvas separantes en S (véase Fig. [1.9).

Figura 1.9: Curva separante en el bitoro.

» Complejo de arcos A(S): Este complejo es de vital importancia para nosotros en el
Capitulo 3. ya que para establecer la hiperbolicidad uniforme de C(S) se necesita de un
estudio minucioso del complejo de arcos A(S). Ahora describimos la construccién de este
complejo.

Definicién 1.3.2. Sea « un arco simpleﬂ en S. Decimos que « es esencial si no es isotépica
a una componente de frontera o a un punto marcado de S (véase Fig. [1.10]).

Figura 1.10: Arcos simples esenciales.

Aqui la isotopia de arcos simples es considerada de tal manera que los puntos finales que
estan en 0S permanecen en 35S y los puntos finales que son puntos marcados permanecen
fijos a través de la isotopia. De esta manera, las clases de isotopia de arcos esenciales no
distinguen entre componentes de frontera y ponchaduras.

Se define el Complejo de Arcos de una superficie S, denotado por A(S), como el complejo
simplicial abstracto dado por:

e Los vértices de A(S) son clases de isotopia de arcos simples esenciales.

e Una coleccién (ag,...,ar) de vértices en A(S) forma un k—simplejo si se pueden
realizar disjuntamenteﬂ a pares.

» Complejo de arcos y curvas AC(S): Este complejo simplicial tiene al complejo de
curvas, al complejo de curvas no separantes y al complejo de arcos como subcomplejos
simpliciales, el cual denotamos con AC(S) y esta definido por:

e Los vértices en AC(S) son todas las clases de isotopia de arcos o curvas esenciales en

S.
8Un arco simple en S es un una curva con puntos finales en S U P, donde P denota el conjunto de puntos

marcados de S, y tal que su interior estd encajado en S.
9Véase Deficicién m
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e Los k—simplejos son colecciones de vértices en AC(S5), {ao, a1, ..., axr} que se pueden
realizar disjuntamente a pares.

Obsérvese que si S es una superficie cerrrada sin frontera, entonces AC(S) = C(S) y

A(S) = 0.

= Complejo de Schmutz N (S): Este complejo difiere un poco de todos los mencionados
anteriormente y resulta particularmente interesante por una razén: y es que para el caso
del toro y el toro ponchado N (1)(5) es una grafica conexa, contrario con lo que pasa con el
1—esqueleto del complejo de curvas en estos casos. Ademas sus graficas son una misma para
ambas y sorprendentemente se pueden visualizar en un dibujo conocido como la grifica de
Farey. Es de las pocas ocasiones en el que podemos tener tal lujo.

Se define el Complejo de Schmutz de una superficie .S, denotado por ]\7(5’), como:

e Los vértices son las clases de isotopia de curvas esenciales no separantes en S.

e Una coleccién de vértices (ag, a1, . . . , ag) forma un k—simplejo en N (S) sii(an, any1) =
1y i(an,am) =0 param #n+ 1.

Cabe mencionar que aunque pareciera que N (S) y C(S) son completamente distintos, el
estudio del primer complejo depende de las propiedades de C(S) (véase [2]).

A continuacién vamos a contruir una imagen para el 1—esqueleto de N (S1,0). Para ello
primero probaremos que los vértices de N (1)(51,0) se pueden identificar de forma correcta
con el conjunto Q U {oc} € S!. Usando la aplicacién cubriente universal para el toro
R? — S ¢ y los teoremas de levantamiento (véase [9]) se puede mostrar que el conjunto de
clases de isotopia de curvas cerradas del toro se puede identificar con los puntos (p, ) en Z2.
Con esto, las clases de isotopia de curvas esenciales son todos los elementos primitivoﬂ
no triviales de Z2, que en este caso corresponde con todas las parejas (p,q) tales que
med(p, q) = 1. Asi, lo vértices de N (S1,0) estan bien identificados con el conjunto QUoo C
St

Nétese que i((1,0), (p,q)) = |q|. Ahora, sean (p,q), (p/,¢') curvas esenciales en S; 9. Como
Py g son primos relativos, podemos definir la matrix

donde det(A) = pd — gb = 1. Obsérvese que la matriz A envia el punto (p,q) en el punto
(1,0) y el punto (p', ¢') en el punto (dp’—bq’, pg’ —qp’). Luego, como A es un homeomorfismo
de R? que preserva la orientacién y preserva Z?2, la matriz A induce un homeomorfismo

que preserva la orientacién sobre Sj o = R?/Z?, que envia la curva (p, q) en la curva (1,0)

10Un elemento g en un grupo G es primitivo si no existe h € G tal que g = h* para todo |k| > 1.
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y la curva (p',¢') en la curva (dp’ — bq’,pq’ — qp’). Puesto que la interseccién geométrica
se preserva bajo homeomorfismos se tiene que i((p, q), (p’,¢")) = |pd’ — qp'|.

Lo anterior prueba que la interseccién geométrica las curvas esenciales (p,q) y (p/,¢), se
obtiene al tomar el valor absoluto del determinante de la matriz

Figura 1.11: Grafica de Farey.

Por lo tanto, resolviendo la ecuacién |pg’ — gp’| = 1 se obtiene que el 1—esqueleto de N (S)
es una copia de la grdfica de Farey, la cual es una triangulacion ideal del disco hiperbélico

D? (véase Fig. [L.11)).

El 1—esqueleto de N (S1,1) también es una copia de la grafica de Farey. Esto se sigue de
que la funcién inclusién Sy ; — 51 ¢ induce una funcién simplicial biyectiva ¥ : C'(S1,1) —
C(S1,0). Para la sobreyectividad, basta observar que dada una curva esencial a en S g,
se puede tomar un representante en la clase de isotopia de o que no contiene al punto
marcado de S1,1. Para la inyectividad, sean o y 5 dos curvas esenciales en 57 tales que
son isotépicas en S . Sin perdida de generalidad suponga que aN B = (). Veamos que
a es isotdpica a 8 en Sy 1. Pero esto ultimo es cierto ya que al cortar 511 a lo largo de
o obtenemos un cilindro S, que contiene en su interior a 5 y al punto marcado de S o,
ademads la curva [ es isotOpica a una componente de frontera de S,. Por lo tanto se puede
tomar una isotopia de 8 sobre a que no pase por el punto marcado.



Capitulo 2

El Diametro del Complejo de Curvas

En este cépitulo probaremos que el complejo de curvas C(S) de una superficie no esporadica S
es de didmetro infinito. Para poder hacer esto usamos el hecho que el grupo modulmﬂ Mod(S)de
la superficie S actua por isometrias sobre C(S) y un teorema de Masur y Minsky (Teorema
2.2.2), que clésifica la dindmica de los elementos de Mod(S) sobre un vérticice fijo de C(S). Con
este objetivo, en la primera seccion daremos la definiciéon del grupo modular de una superficie
y calcularemos el grupo modular del disco D?, del cilindro So,2 (superficie sin género y dos
componentes de frontera) y del toro S (véase segundo céapitulo del libro [2] para saber més
acerca de este tema). En la segunda seccién mostramos que el grupo modular actiia por isometrias
sobre C(l)(S) y utilizaremos un teorema de Masur y Minsky para probar que el complejo de
curvas es de didmetro infinito (véase las notas de Schleimer [12]).

2.1 Definiciéon y ejemplos

Al dotar con la topologia compacto—abiertaﬂ al grupo de homeomorfismos Homeo(S) de una
superficie S se puede hablar de isotopias en este espacio.

Definicién 2.1.1. El grupo modular de S, denotado por Mod(S), se define como el grupo de
clases de isotopia de homeomorfismos que preservan la orientacién sobre S.

Las isotopias son tomadas en (.S, 05), es decir, deja fijos los puntos de la frontera de S. Si
la superficie tiene un conjunto finito P de puntos marcados, los homeomorfismos de la isotopia
son tomados de aquellos que permuta los elementos de P.

En la topologia compacto-abierta, las componentes conexas por trayectoria de Homeo™ (S)
coinciden con las clases de isotopia de homeomorfismos que preservan la orientaciéon en S. Con

esto se tiene que

Mod(S) = Homeo™ (S)/Homeog(S)

donde Homeoy(S) denota la componente conexa del homeomorfismo identidad en Homeo™ (.9).

Lo grupo modular de Teichmiiller
*La sub-base para esté topologia esta dada por V(K,U) := {f € Homeo(S)| f(K) C U}, donde U es abierto
y K compacto en S.

13
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En general es dificil calcular el grupo modular de una superficie, como lo hacemos notar el
los siguientes ejemplos.

1. El el grupo modular de D? lo da el truco de Alexander.

Lema 2.1.1 (Lema de Alexander). El grupo modular Mod(D?) es trivial.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : D?> — D? un homeomorfismo que preserva la orientacién sobre
D? y tal que ¢|yp2 = Id. Entonces la funcién definida por

F(z,t) = (1_t)¢(1i—t) 0<|z|<1—t

x 1—t<|z|<1
para todo 0 <t < 1y F(-,1) = Id sobre D? es una isotopia de ¢ a Id. O

2. Ahora vamos a calcular el grupo modular del cilindro Sy 2.

Teorema 2.1.2. El grupo modular Mod(Sy2) es isomorfo a Z.

DEMOSTRACION:  Definamos una funcién p : Mod(Sp2) — Z como sigue: Para cada
f € Mod(Spz2), tomemos ¢ € f. Consideremos la funcién cubriente universal A=Rx
[0,1] — Sp2. Luego, sea ¢ : A — A el levantamiento de ¢. Como ¢ls1xq1y = Id, entonces
$1 = dlrx {1} es un levantamiento de la identidad y por lo tanto es una traslacién entera.
Definimos p(f) = ¢1 € Z. Claramente p es un homeomorfismo de grupos. Veamos que p
es isomorfismo.

Sobreyectividad: Sea n € Z. La transformacion

es un homeomorfismo que preserva la orientacién sobre A. Observe que M preserva las
transformaciones de cubierta. Entonces M induce un homeomorfismo ¢ que preserva la
orientacién sobre Sp 2 que fija la frontera. Ademads, p([¢]) = n.

Inyectividad: Sea f € Mod(Spz2) tal que p(f) = 0. Entonces ¢ = Id sobre dA. Veamos que
¢ es isotépica a Id sobre Sy 2. Considere la isotopia F; = tId + (1 — t)& de qg a Id sobre A.
Observe que Fi|,; = Id. Luego, se satisface que F} es invariante bajo las transformaciones
de cubierta y por lo tanto induce una isotopia sobre Spo de ¢ en Id. O

3. Calcular el grupo modular de S; requiere mas herramienta. Sea ¢ € f € Mod(Sy).
Entonces ¢ induce un isomorfismo ¢, del primer grupo de homologia H;(S10 : Z) en si
mismo
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¢« Hi(S10;Z) — H1(S1,0;Z)
0] — [oa]. (2.1)

En grupos de homologia, dos homeomorfismos isotépicos inducen el mismo isomorfismo
sobre el primer grupo de homologia de 57, esto quiere decir que ¢, es el mismo sin
importar que representante ¢ se tome en f € Mod(S1 ). Con esta observacion se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. El homomorfismo de grupos

O'ZMOd(SL()) — SL(2,Z)
pef — o (2.2)

inducido por la accién de Mod(S1) sobre H1(S1,0;7Z) = Z? es un isomorfismo.

Hay varias cosas a probar en este teorema. Primero vamos a probar que la imagen de o
estd contenida en el grupo SL(2,Z). Para ver esto necesitamos de la siguiente definicién.

Definicién 2.1.2. Sean a y  dos curvas cerradas simples orientadas en una superficie
S que se intersectan tranversalmente. Etiqueté las intersecciones de « con 3 con 1 o
—1 dependiendo si « intersecta a [ de izquierda a derecha o de derecha a izquierda,
respectivamente. Definimos la interseccién algebraica E(a, B) de las curvas o y 8 como la
suma de todas las etiquetas (véase Fig. .

8 g

Figura 2.1: Interseccién algebraica de curvas

Noétese que la interseccién algebraica es mas general que la interseccion geométrica de
curvas, ya que la primera toma en cuenta la direcciéon en que son recorridas las curvas.
También cabe mencionar que la interseccion algebraica se preserva bajo homeomorfismos
que preservan la orientacién de S, pero no siempre es asi con los homeomorfismos que no
preservan la orientacion.

DEMOSTRACION: Veamos primero que la imagen de o estd contenido en SL(2,Z). De
acuerdo a la identificacién de las clases de isotopia de curvas cerradas de S1,¢ con los puntos
(p,q) € Z? (véase la seccién, una matriz en GL(2,7) que representa a ¢, esta determi-
nada por la imagen bajo ¢ de las curvas (1,0) y (0, 1), esto es, ¢ = (¢«(1,0),¢.(0,1)) =
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((p,q), (P',q")). Luego, la interseccion algebraica entre (p, q) y (p', ¢’) es igual al determinan-
te de ¢, (vea final del Cépitulo 1.); asi det ¢ = pg’ —qp’. Dado que ¢ es un homeomorfismo
que preserva la orientacién y la interseccién algebraica de la curva (1,0) y (0, 1) es uno, se
concluye que det ¢, = pg’ — gp’ = 1. Por lo tanto ¢, estd en SL(2,7Z).

Ahora resta probar que, en efecto, o es un isomorfismo de grupos.

Sobreyectividad: Sea A € SL(2,7). Como A es un homeomorfismo sobre R? que preserva
la orientacién y preserva Z?2, esta induce un homeomorfismo ¢ que preserva la orientacién
sobre el toro S19. Ademads se satisface que o(¢) = A.

Inyectividad: Sea ¢ € f € Mod(S1) tal que o(f) = Id € SL(2,Z). Considere dos curvas
cerradas simples esenciales a y 8 en S1 en posicién minima con i(«, 3) = 1. Entonces
se tiene que ¢(a) es isotdpica a oy ¢() es isotopica a [3, pues ¢, = Id. Luego, usando
que ¢ o o ~ «, existe un homeomorfismo de Sip que preserva la orientacién y que es
isotépico a ¢ y ademds deja fijos los puntos de « (véase Teorema . Asi, sin perdida
de generalidad suponga que ¢ fija los puntos de a.

Ahora, sea S, la superficie que se obtiene de cortar S a lo largo de a. Entonces el
homeomorfismo ¢ induce un homeomorfismo que preserva la orientacién ¢ sobre S, que fija
los puntos de la frontera. Luego, ya que S, es homeomorfa al cilindro y [¢] € Mod(S,) ~ Z
tal que ¢(3) ~ B se tiene que ¢ es isotopica a la identidad en S, (véase Teorema [2.1.2)).

Por lo tanto ¢ es isotépica a la identidad de S o O

Todo elemento B € Mod(S1) ~ SL(2,7Z) se pueden clasificar de acuerdo a su traza tr(B);
y en esencia hay tres tipos de elementos dependiendo si tr(B) = 2, tr(B) < 2 o tr(B) > 2, en
cuyo caso se dice que B es parabdlico, eliptico o hiperbdlico, respectivamente [I]. Este ejemplo
es evidencia particular de un teorema mas general y célebre en topologia geométrica atribuido
a Nielsen y Thurston, el cual nos dice que los elementos del Mapping Class Group Mod(S) de
una superficie S s6lo son de tres tipos distintos y los cuales estan clasificados de acuerdo a la
dinamica que induce sobre las curvas cerradas simples en la superficie. Este teorema lo usaremos
mas adelante, por lo que lo enunciamos sin prueba pero el lector que esté interesado puede
consultar [2].

Teorema 2.1.4 (Clasificacién de Nielsen-Thurston). Sea f € Mod(S). Entonces f es periddico,
reducible o pseudo-Anosov.

2.2 Accién del grupo modular sobre C(S)

Un homeomorfismo que preserva la orientacion sobre una superficie .S preserva curvas esen-
ciales y la interseccién de conjuntos, estos hechos permiten definir una accién de Mod(S) sobre
el complejo de curvas C(S) de la siguiente manera: Dado ¢ € f € Mod(S) y (ao,a1,...,ax)
un k—simplejo en C(S), se asigna el k—simplejo ([¢()], [p(a1)], ..., [p(ak)])) en C(S), donde
@; € a; con o Na = 0.

Més atn, al restringirnos al 1—esqueleto de C'(S), Mod(S) actua por automorfismos sobre
C’(l)(S ). De forma precisa, se tiene el siguiente homomorfismo de grupos
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®: Mod(S) — Aut(CH(S))
f — (I)f, (23)

donde @ es el automorfismo de C'(S) inducido por la accién de Mod(S) sobre C(S), esto
es:

o;:cV(8) — cW(S)
aca — [fodq] (2.4)

para todo a € C0(S).

Recordemos que C(l)(S) tiene estructura de espacio métrico, al tomar esto en cuenta se
puede afirmar que Mod(S) actua por isometrias sobre C()(S).

Proposicién 2.2.1. Si .S es una superficie no esporddica, entonces Mod(S) actua por isometrias

sobre C1)(9).

DEMOSTRACION: Usemos el hecho que C(l)(S) es un espacio métrico y probemos que ®; es
una isometria. Sean a,b € CO(S) y sea Gy = (ap = a,ay,...,a; = b) una geodésica en C1)(S)
que conecta a a con b. Entonces dg(a,b) = k. Como Mod(S) actua sobre C(1)(S), se tiene que
ds(®s(a), ®s(b)) < k, pues ®¢(Gup) = (Pflap) = Pf(a),Ps(ar),...,Pr(ar) = Ps(b)) es un
camino en C™M(S) que conecta a ®(a) con ®;(b). Usando @;1 = ®;1, se consigue que en
efecto, ®(Gyp) es una geodésica. Por lo tanto @ es una isometria de (C™M(S),ds). O

Cuasi-isometrias

El concepto de cuasi-isométria es esencial en Teoria Geométrica de Grupos, y a nosotros en
esta ocasién nos ayudard a comprender cémo son las érbitas de la accién

Zx CM(8) — cW(9)
(n,a) —— @%(a).

Asi que veamos que es una quasi-isométria.

Definicién 2.2.1. Sean (X,dx) y (Y,dy) dos espacios métricos. Se dice que una funcién f :
X — Y es un encaje cuasi-isométrico si existen constantes A > 1y k > 0 tales que

%dX('%y) —k < dY(f(w)mf(y)) < )\dX(.%',y) + ka (2'5)

para cualesquiera x,y € X.
Si ademaés, Y coincide con la k—vecindad de la imagen de f, se dice que f es una cuasi-
isometria y que X es cuasi-isométrico a Y.
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Por ejemplo Z es cuasi-isométrico a R y en general Z" es cuasi-isométrico a R™. Un ejemplo
menos obvio es que el arbol T3 es quasi-isométrico al arbol T (véase las notas Teoria geométrica
de grupos [3]).

Sea (X, dx) un espacio métrico. Recordemos que dados dos puntos z,y € X, un camino que
conecta a = con y es una funcién continua G : [a,b] — X tal que G(a) = z y G(b) = y. Decimos
que G es una geodésica que conecta a x con y, que denotamos por Gy, si dx (G(t'), G(t)) = |t/ —t|
para todo t', ¢ € [a,b], es decir, la imagen de G, es isométrico al intervalo [a,b]. Y decimos que
(X,dx) es un espacio métrico geodésico si cualesquiera par de puntos en X estdn conectados
por una geodésica.

Ejemplo 2.2.1 (C(V(S) es un espacio métrico geodésico). Recordemos que en el cépitulo ante-
rior se dijo que si S es una superficie no esporddica entonces C' @ es una grafica conexa [Teorema
. Maés atin, éste espacio es métrico; la métrica que denotamos por dg (véase la ecuacién
la contruimos de forma que dos vértices a,b € C(9)(S) estdn a distancia uno si (a,b) € C1(S)
es un 1—simplejo en C(5), es decir, (a,b) es una arista. Luego, la distancia entre cualesquiera
dos vértices la definimos como la longitud del camino mas pequefio en C(M)(S) que los une. Por
la forma en que esta definida la métrica dg, el camino mas pequeno que une dos vértices es una
geodésica, resulta asi que (C(V(S), dg) es un espacio métrico geodésico.

Definicién 2.2.2. Sea (X,dx) un espacio métrico geodésico y sea g : X — X una isometria.
Se dice que g es:

1. Eliptica: si toda o6rbita de g esta acotada.
2. Hiperbdlica: si toda orbita de g es un encaje cuasi-isométrico de Z.

3. Pardabolica: si g no es eliptica ni hiperbdlica.

Aqui, por 6rbita de g nos referimos al conjunto {g"(x) : n € N}, donde z € X est4 fijo.

Teorema 2.2.2 (Masur y Minsky, Proposicién 4.6, [6]). Sea S una superficie no esporddica.
Entonces los elementos periddicos y reducibles de Mod(S) actuan elipticamente sobre C1(S) y
los elementos pseudo-Anosov actuan hiperbdlicamente.

Como corolario de éste Teorema de Masur y Minsky y del hecho que si S es no esporadica
entonces Mod(S) tiene elementos pseudo-Anosov tenemos que la grafica C(M(S) tiene didmetro
infinito.

Corolario 2.2.3. 5i S es una superficie no esporddica, entonces C(l)(S) tiene didmetro infinito.

DEMOSTRACION: Sea f € Mod(S) un elemento pseudo-Anosov. Por el Teorema de Masur y
Minsky @ actua hiperbélicamente sobre C(V)(S). Esto quiere decir que dado a € C(©)(S),

h:7Z — CcW(9)

n +— ®%a)
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es un encaje cuasi-isométrico. Entonces existen A > 1y k£ > 0 tales que
1 m n
X!m —n| =k < ds(®¥(a), ®¥(a)) < Alm —n| + k,

para todo n,m € Z. De la desigualdad izquierda se concluye que C’(l)(S ) tiene didmetro infinito.
O






Capitulo 3

Hiperbolicidad Uniforme del
Complejo de Curvas

En este capitulo introducimos el concepto de d—hiperbolicidad en espacios métricos geodé-
sicos y probamos que el complejo de curvas de una superficie no esporddica cumple con esta
propiedad. Méas atn, se probara que la constante § no depende de la topologia de la superficie y
a esto llamamos hiperbolicidad uniforme del complejo de curvas. En las lineas que restan de este
escrito damos la demostraciéon detallada de la hiperbolicidad uniforme del complejo de curvas
siguiendo a Hensel et al. en [11].

3.1 ¢—hiperbolicidad

Definicién 3.1.1. Sea (X, dx) un espacio métrico geodésico. Se dice que X es d—hiperbdlico
con constante § > 0 si para todo triangulo geodésico xyz en X esta d—centrado, es decir, existe
w € X que esta a distancia menor o igual a § a cualquiera de los lados del triangulo xyz.

Por tridngulo geodésico entendemos que sus vértices estan conectados por geodésicas.

En el primer cépitulo del libro [8] se pueden encontrar nociones equivalentes (salvo un reesca-
lamiento de la constante ) de —hiperbolicidad. Una definicién equivalente de d—hiperbolicidad
que nos ayuda a tener una idea méas familiar e intuitiva es la siguiente:

Definicién 3.1.2. Un espacio métrico geodésico (X, dx) es §—hiperbdlico si para todo tridngulo
geodésico xyz en X, cualquiera de sus lados estd contenido en una d—vecindad cerrada de los

otros dos lados (véase Fig. [3.1)).

En este sentido, se puede pensar que la éd—hiperbolicidad mide qué tan delgados son los
triangulos geodésicos en un espacio métrico geodésico. El plano superior con la métrica hiper-
bélica es log(3)—hiperbdlico, este ejemplo le hace justicia al nombre de —hiperbolicidad. Otro
ejemplo es el arbol T}, el cual es 0—hiperbdlico.

Nosotros usaremos la nocién de la Definicién para la hiperbolicidad.

21
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Figura 3.1: §-hiperbolicidad

3.2 Hiperbolicidad uniforme

Hemos dicho en el Ejemplo que C(S) es un espacio métrico geodésico, ahora nos
enfocamos en probar la hiperbolicidad uniforme de este espacio. La prueba basicamente consta
de tres pasos los cuales bosquejamos a continuacién.

1. Dados dos vértices a,b € A(O)(S) y dos puntos finales v y n de a y b respectivamente,
existe un camino en A () que conecta a a con b. Este camino consta de arcos esenciales
construidos apartir de subarcos de representantes en posicién minima de a y b, y completa-
mente determinados por las intersecciones de estos. Este camino se llama camino unicornio
y estd denotado por P(a”,b"). Cabe mencionar que el camino unicornio depende de los
puntos finales elegidos. Al tomar en consideracion las diferentes configuraciones en que se
pueden tomar los puntos finales, dos vértices en A(S) tiene cuatro caminos unicornio que
los conectan y se denota con P(a,b) a la unién de estos caminos unicornio.

Usando caminos unicornio probaremos que:

a) El 1—esqueleto A1 (S) de A(S) es conexo (Corolario [3.2.3).

b) Dados tres vértices a,b,d € A?)(S), existe un vértice en cada uno de los caminos uni-
cornio P(a,b), P(a,d) y P(d,b) tales que estan conectados a pares (véase Proposicién
3.2.4])(véase Fig. . Esto es a lo que Hensel et al. llaman “1-Slim triangles”.

Figura 3.2: Tridangulo formado con vértices de caminos unicornio.

¢) Todo camino unicornio P(a”,b") esta a distancia menor o igual que seis de cualquier
geodésica entre a y b en AM(S) (véase Proposicién [3.2.7) (véase Fig. [3.3).

Tanto en la construccién de los caminos unicornio como en la estimacién del inciso ¢) no
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Figura 3.3: Proximidad de los caminos unicornio a geodésicas.

depende de la topologia de la superficie. Luego, de los incisos b) y ¢), obtenemos que todo
tridngulo geodésico en AN (S) estd 7—centrado y por lo tanto A1) (S) es 7—hiperbélico.

. Construimos una retraccién 2—Lipschitz r : AC(©)(S) — CO)(S), esto quiere decir que

ds(r(a), (b)) < 2|a,b| para cualesquiera a,b € AC)(S), donde |, | denota la distancia en
ACM(S) (véase Lema [3.2.9).

Esta retraccién nos da una manera de pasar las propiedades métricas, en este caso la
d0—hiperbolicidad, del complejo de arcos y curvas al complejo de arcos.

. Demostramos la hiperbolicidad uniforme del complejo de curvas para superfices con fron-

tera. Esto se hace asi, pues en este caso el complejo de arcos es no vacio. Luego usando la
hiperbolicidad uniforme del complejo de arcos obtenemos, gracias a la conexién del paso
2., la hiperbolicidad uniforme del complejo de curvas. Veamos a grandes rasgos la prueba.

Sean a,b € C)(S) y sean a,b € A(0)(S) adyacentes a a y b respectivamente, en AC™)(S)
(véase Fig. . Tome P € P(a,b) cualquier camino unicornio entre @ y b. Luego, el camino
en AC(S) formado por (a,a, P,b,b) estéd a distancia a lo més 8 de cualquier geodésica

que conecta a a con b en C()(S) (véase Teorema [3.2.13)).

b

Camine Unicornio

Figura 3.4: Triangulo abd en C(M)(S) 17—centrado.

Por el paso 2. los vértices a y b en (1)(5 ) estdn a distancia a lo mas 16. Finalmente, por el
inciso ¢) del paso 1. todo triangulo en C'M)(S) estd 17—centrado y por lo tanto se concluye
que CM(S) es 17—hiperbélico.

. La hiperbolicidad uniforme para superficies sin frontera se sigue de la construcciéon de

una retraccién 1—Lipschitz f : C(V(8") — C(M(S), donde S es una superficie cerrada sin
frontera y S’ es la superficie que se obtiene de S al marcar un punto en su interior (véase

Lema [3.2.10)).
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En las siguientes secciones damos la prueba con todo rigor de los pasos descritos anterior-
mente.

Complejo de arcos

El complejo de arcos A(S) de una superficie S la hemos definido como el complejo simplicial
donde los vértices son arcos simples esenciales y los k—simplejos son colecciones de k + 1 arcos
esenciales que se pueden realizar disjuntamente a pares (véase seccién .

Recordemos del Cépitulo 2 que dos curvas cerradas simples « y 8 en una superficie S estan
en posicién minima si estas curvas son representantes de sus clases de isotopia donde se alcanza
la realizaciéon geométrica, es decir, i([a], [8]) = #(an ). Este concepto se puede llevar al caso de
arcos simples sin problemas. También, dijimos que dos curvas cerradas simples que se intersectan
transversalmente estdn en posicién minima si y sélo si estas no forman bigonos (véase Teorema
. Este criterio se puede extender al caso de arcos simples.

Proposiciéon 3.2.1. Dos arcos simples en una superficie S que se cortan transversalmente estdn
en posicion minima si y solo si no forman bigonos ni medios bigonos.

Aqui dos arcos simples « y 8 forman un medio bigono si existen subarcos de «, 5y 95 que
acotan una regién en S homeomorfa a un tridngulo (véase Fig. [3.5]).

a8

Figura 3.5: Medio bigono formado por a y 5.

Caminos Unicornidl

Sean a y b arcos simples esenciales en una superficie S en posicién minimaﬂ Ahora, construi-
remos un camino entre a y b en A(l)(S): escoja v y 1 puntos finales de a y b, respectivamente.
Luego, tome m € aN b y considere los subarcos a’ C a y b’ C b que contienen al punto final v y
7 respectivamente y a m como punto final en comun.

Suponga que el arco a’ Ub' es un arco simple en S. Observe que como a y b estan en posicién
minima, el arco a’ Ub es esencial. En este caso se dice que a’ U es un arco unicornio obtenido
de a” y b" determinado por m € a N b.

Se debe notar que no todo punto en a N b determina un arco simple.

Ahora, defina el orden lineal entre arcos unicornio por: a’ Ub < a” Ub” si a” C d’ (equivalen-
temente b’ C b") y denote con P(a”,b") := (¢ = a,c1,...,¢n—1,¢, = b) la coleccion de clases de
isotopia de arcos unicornio obtenidos de a” y b7 ordenados linealmente. Veamos que P(a”,b")
es un camino entre a y b (véase Fig. [3.6)).

!Traduccién del inglés de la palabra “unicorn”, que estd formado por “uni” que indica uno y por “corn” que
abrevia rincén.
2]a notacién con letras minusculas se usa indistintamente para arcos y clases de arcos
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cg=a"Ub"

Figura 3.6: Camino unicornio obtenido de a” y b".

Proposicién 3.2.2. Dos arcos unicornio consecutivos ¢;, ¢i+1 en P(a”,b") forman una arista
en A(S).

DEMOSTRACION: Sea 1 < i <n—1ysean ¢; = d Ub,cip1 = a”Ub" € P(a”,b") dos arcos
unicornio determinados por 7 y 7’ en a N b, respectivamente (véase Fig. . Luego, ¢; y cit1
no son isotdpicas, pues de lo contrario los subarcos 77’ C a 'y 7! C b formarian un bigono, lo
que es una contradiccién ya que hemos tomado a a y b en posicion minima. Por lo tanto ¢; y
¢i+1 son vértices distintos en A(S). Al tomar una pequena isotopia de a” y V' fuera de a’ y b”
respectivamente se obtiene que ¢; se puede realizar disjuntamente de c¢;41, resultando asi que
(ciyciv1) es una arista en A (S).

08

41_1*765
Figura 3.7: Arcos unicornio consecutivo ¢; y ¢;41.

Mostremos que cp = a y ¢; = a/ Ub forman una arista en A1) (S). Como el interior de b’ no
intersecta a a, se tiene que al tomar una pequena isotopia de a’ fuera de a, los vértices a y ¢y se
pueden realizar disjuntamente y por lo tanto forman una arista en A1) (S).

De forma andloga se prueba que los arcos unicornio ¢,—1 y b forman una arista en A(l)(S ).

O

El siguiente corolario es inmediato de la proposicién anterior.
Corolario 3.2.3. Si 95 # 0, entonces la grdfica AV (S) es coneza.

Gracias a la Proposicién decimos que P(a”,b") es el camino unicornio obtenido de
a” y b". Dado que el camino unicornio depende de los puntos finales, existen cuatro caminos
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unicornio que conectan a a con b: sean v, v_ y 14, n— los puntos finales de a y b, respectivamente.
Denotemos con P(a,b) al conjunto de caminos unicornio obtenidos de a y b, esto es, P(a,b) =
{P(a"+,b"), P(a"+,b"), P(a"—,b"), P(a"—,b")}.

La siguiente proposicién corresponde al inciso b) del paso 1. descrito en la introduccién de
este capitulo.

Proposicién 3.2.4 (1-slim triangl{b. Sean a,b y d vértices en A(S) con puntos finales v,n y T
respectivamente, mutuamente en posicion minima. Entonces existen vértices adyacentes a pares
en P(a”,b"), P(a”,d™) y P(d",b").

DEMOSTRACION: Es evidente que si a,b y d no se intersectan a pares no hay nada que probar.

Suponga que a y b se intersectan en al menos un punto. Entonces podemos tomar dos arcos
unicornio consecutivos ¢; = @/ Ub y ¢ip1 = a” Ub” en P(a”,b") € P(a,b). Identificamos tres
casos posibles respecto de la interseccion de ¢; y ¢;41 con d:

Caso 1. ¢;Nd =0y ¢;x1 Nd = (). Por la Proposicién iy Cit1 y d forman el tridngulo
buscado.

Caso 2. ¢;Nd # 0y ¢it1Nd = 0. Sea o € ¢;Nd més cercano a 7 a lo largo de d (véase Fig. 3.8)).
Entonces o € o’ 0 0 € b'. Luego, como v/ C V' y ¢;;1Nd =10, 0 ¢V y por consiguiente
o €d.Seam € and mis cercano a v a lo largo de a. Nuevamente, como a” Nd = (),
se tiene que o estd contenido en el interior del arco or C a. Ahora sea d' el subarco
de d que contiene a 7 y a m como puntos finales y sea a”’ el subarco de a’ que contiene
a vy 7 como puntos finales y definamos ¢ = a” U d'. Por construcciéon ¢ € P(a”,d")
determinado por 7. Tomando una pequeiia isotopia de a”” fuera de a” se tiene que ¢y ¢; 11
se pueden realizar disjuntamente. También, ¢ y d se pueden realizar disjuntamente al hacer
una pequeiia isotopfa de d’ fuera de d. Por lo tanto, ¢;11,c y d son vértices adyacentes a
pares en A (S).

Figura 3.8: Caso 2. ¢; Nd # 0 y ciz1 Nd = 0.

El caso ¢; Nd =0 y ¢;y1 Nd # () sigue argumentos similares.

Caso 3. ¢;Nd # 0y cie1Nd # (. Sean o y « los puntos de intersecciéon de ¢; y ¢;11 con d
respectivamente mas cercanos a 7 a lo largo de d (véase Fig. [3.9).

3es decir, que axiste un 2—simplejo en A(S) de tal manera que cada uno de sus vértices estdn exactamente en
uno de los caminos unicornio.
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Luego, podemos tomar 1 < i < n — 1 de tal manera que o € a’ y v € b”. Para este efecto
se aplica el siguiente algoritmo: si se satisface (o € a/,y € V') parar, de lo contrario haga
Ci = Ci+1 Y Ci+1 = Ci42-

Ahora, sin perdida de generalidad suponga que o no esta més lejos de 7 que « a lo largo
de d. Sea 7 el punto de intersecciéon del subarco oy C d con a méas cercano a v a lo largo
de a. Observe que 7 estd contenido en el subarco o, pues si m estd en a”, se contradice
que v sea el més cercano a 7.

Figura 3.9: Caso 3. ¢; Nd # 0 y cipz1 Nd # 0.

Sea ¢ = a" Ud', donde a” C a’ con puntos finales v y 7; y sea d C d con puntos finales
T y 7. Sea también, d” C d con puntos finales 7,v; y sea b’/ C b con puntos finales 7,
y definamos h = d” U b"”. Por construccién ¢ y h son arcos simples y por tanto son arcos
unicornio en P(a”,d™) y P(d",b") respectivamente.

Nétese que d” C d” y por construcciéon el interior de d’ no intersecta a c;11, entonces

" fuera de a' y otra de b” fuera de b se tiene que

tomando un pequena isotopia de a
los pares de vértices c;jy1,c v ¢i+1, h se pueden realizar disjuntamente y por lo tanto son

adyacentes.

Por ultimo, tomando una isotopia de d’ fuera de d”, los vértices ¢ y h se realizan disjun-
tamente. De todo lo anterior, los vértices ¢;; 1, ¢ y h forman un tridngulo en AM(S).

O]

Para probar en inciso c) del paso 1. necesitamos del siguiente lema técnico seguido de la
proposicion [3.2.6

Lema 3.2.5. Sean a,b vértices en A(S) con puntos finales v,n respectivamente mutuamente en
posicion minima. Sea ¢ = c,_1 = a' Ub y sea ¢ el arco homotdpico a ¢ que se obtiene de una
pequeria homotopia de ' fuera de a de manera que a’ Né = (). Entonces 6 ¢ y a estdn en posicion
minima o bien acotan un medio bigono, en cuyo caso, si ¢ se obtiene de ¢ al deshacer el medio
bigono con una homotopia, se tiene que ¢ y a estan en posicion Minima.

DEMOSTRACION: Sea 7 el punto final de ¢ que proviene de v después de la homotopia de o’
fuera de a (véase Fig.|3.10)).
Suponga que ¢ y a no esta en posicion minima. Como a y b estdn en posicién minima, ¢ y a

no forman bigonos y por consiguiente ¢ y a forman un medio bigono ¢a”, donde & C ¢y a” C d'.
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Ea// s

o8 =
v v

Figura 3.10: Existencia de un tnico medio bigono

Sea ' € @ Na”. Entonces & contiene a 7, de lo contrario a y b formarfan un medio bigono,
lo cual contradice que a y b estan en posicién minima.

Luego, el interior de a” no intersecta a b, pues en caso contrario, dado que a” y & forman un
medio bigono, se tendria que a y b no estdn en posicién minima. También, a” no contiene a v,
pues si esto pasara, a’ C a” y por lo tanto m € b estarfa en el interior de a”, lo cual hemos dicho
no puede suceder por estar a y b en posicién minima. Adem4s, el interior de ¢ no intersecta a
a, pues de ser asi, a y b no estarfan en posicién minima. Por lo tanto m y 7’ son intersecciones
consecutivas de a con b a lo largo de b.

Ahora, se probara que &a” es el inico medio bigono que forman ¢ y a. Sea b” el subarco de
b que contiene a 7y ' como puntos finales y sea ¢ el arco que se obtiene al tomar una isotopia
de a” U’ fuera de a”. Observe que lo anterior es lo mismo que haber tomado la isotopia que
deshace el medio bigono formado por ¢ y a.

Suponga que ¢ no estd en posiciéon minima con a. Como el interior de a” no intersecta a b, se
puede aplicar el mismo argumento anterior ahora al arco ¢ con los punto finales de a cambiados.

. Luego, @’ contiene a v y por consiguiente

n

Asi, se tiene que ¢ y a forman un medio bigono ¢a

m € o’ C a”. Pero lo anterior contradice que el interior de @’ no intersecta a b. O

Proposicion 3.2.6. Para cada par de indices 0 < i < j < n o bien P(cz’f,c?) es subgrdfica de

P(a”,b") 6 j =i+2 yci,cj son vértices adyacentes en A1 (S).
DEMOSTRACION: Asuma los siguientes dos casos:
Caso 1. P(c{,b") es subgrafica de P(a”,b").

Caso 2. P(a”,c! ) es subgrafica de P(a”,b") o bien n —1 = 2 y los vértices a y co son

adyacentes en A1)(S).

Aplicando un proceso inductivo hacia adelante del caso 1. se deduce que P(cY,b") es subgra-
fica de P(a”,b") para todo 1 < i < n — 1. Similarmente, aplicando ahora un proceso inductivo
hacia atras se tiene que para cada 1 < i < n —1, P(a”,c]) es subgrafica de P(a”,b") o bien
1 = 2 y los vértices a y co son adyacentes.

De lo anterior, podemos obtener la afirmacion de la proposicién aplicando los casos 1. y 2.
simultdneamente.

Dicho esto, procedamos a dar la prueba.
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Caso 1. Sea ¢; = a’Ub. Por el orden lineal para los arcos unicornio, el interior de &’ no intersecta
a a. Esto implica que todo punto en la interseccién de ¢; con b esté en a’. Por lo tanto, los
puntos en (a’ Nbd) \ 7 que determinen arcos unicornio obtenidos de a” y b" coinciden con

los arcos unicornio obtenidos de ¢ y b".

Caso 2. Sea ¢ = ¢,—1 = d’ Ub y sea ¢ obtenido de ¢ como en el Lema Si ¢y a estan
en posicién minima, entonces los puntos en (a Nb) \ 7 que determinan arcos unicornio
obtenidos de a” y b7 coinciden con los arcos unicornio obtenidos de a” y ¢".

Si ¢y a no estdn en posicién minima, sea ¢ como en el Lema [3.:2.5] Entonces los puntos en
anb\ {m, 7'} que derteminan arcos unicornio obtenidos de a” y b" coinciden con los arcos
unicornio obtenidos de a” y ¢, pues a y ¢ estan en posicién minima.

a8

Figura 3.11: Si 7’ determina un arco unicornio en P(a”, ¢! _,), entonces ¢,_1 = ca.

Si 7’ no determina un arco unicornio obtenidos de a” y b" obtenemos el caso del parrafo
anterior.

Suponga que 7’ determina un arco unicornio obtenidos de a” y b". Sea a* = a —d” y
suponga que a* Ub” € P(a”,b") determinado por 7’ (véase Fig. [3.11). Entonces el interior
de V" no intersecta al interior de a*. También por el Lema se tiene que el interior de b”
no intersecta a a”. Como a = a*Ua”, el interior de b” no intersecta a a y por consiguiente
7’ es la 1dltima interseccién de a con b a lo largo de a, es decir, ¢; = a* Ub”. Por otra parte,
el interior de a* intersecta a b solo en 7, asi m y 7’ son intersecciones consecutivas de a
con b a lo largo de a. Por lo tanto ¢ = ¢,_1 = ¢3. Ademas, a y ¢o estdn conectados por
una arista.

La siguiente proposicién corresponde al inciso ¢) del paso 1.

Proposicion 3.2.7. Sean a y b vértices en A(l)(S) y sea Ggp una geodésica que los conecta.
Entonces cualquier vértice ¢ € P € P(a,b) estd a distancia a lo mds seis de Ggp.

DEMOSTRACION: Sea ¢ € P € P(a,b) que estd a distancia maxima k de Gy y tal que P es
el maximo camino unicornio obtenido de a y b que contiene a ¢ (véase Fig. . Suponga que
k > 1y considere P’ C P el camino que contiene a ¢ en su interior y con vértices finales a’ y v/
a distancia < 2k de c.
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Figura 3.12: Los caminos unicornio son préximos a la geodésicas.

Entonces d4(d’,¢) = 2k o ' = a. Similarmente d4(b',¢) = 2k o b’ = b. Como k > 1, por la
Proposicién P’ es subgrafica de P(d’,b').

Luego, sean a”,b” € G5 que estdn mds cercanos a a’ y b’ respectivamente. Por la desigualdad
del tridngulo, da(a”, V") < da(a”,d") + da(a',b') +da(V',0") < k + 4k + k = 6k.

Por otro lado, sea (2;), el camino en A1 (S) que une a a’ con b’ que se obtiene de la
concatenacion de las geodésicas Gyrgr, Gorpr 'y Gy . Nuevamente, por la desigualdad del
tridngulo, m = da(a’,t’) < 8k. Puesto que ¢ € P’ € P(d,V), por el Lema existe
¢* € P(v;,2i41) a distancia menor o igual que [log,(8k)T| de ¢ para alguna 1 < i < m. Como
x; y xiy1 son vértices adyacentes, P(x;, zit1) = {(x;,zi+1)} y por lo tanto ¢* = z; o ¢* = zj41.

Si ¢* € Gyrpr, entonces k < [logy(8k)]. Si ¢* € Gyrer \ @”, entonces [logy(8k)] > da(c, c*) >
da(c,a’)—da(d,c¢*) = 2k—k = k. De manera andloga, si ¢* € Gy \b”, entonces [logy (8k)] > k.

De lo anterior, se obtiene que k£ < 6. O

Hemos llegado al momento de estar en condiciones de probar la hiperbolicidad uniforme del
complejo de arcos.

Teorema 3.2.8. Si 0S # (), entonces AN(S) es T—hiperbolico.

DEMOSTRACION: Sean a,b y d vértices en A()(S) (véase Fig. [3.13). Por la Proposicién
existen vértices cq, € P(a,b), caq € P(a,d) y cay € P(d,b) que forman un trigngulo en A1 (S),
es decir, (Cab, Cad)s (Caby Cdp) ¥ (Cads Cap) SO aristas de A(l)(S).

d
Figura 3.13: Triangulo 7—centrado

Por la Proposicion los vértices cup, Caq v Cap €stan a distancia a lo mas seis de las geo-
désicas Ggp, Gaq v Ggp respectivamente. Por lo tanto, el tridngulo geodésico abd esta 7—centrado
en cup. O]

“menor entero mayor o igual que log,(8k).
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Complejo de curvas

Ya que sabemos que el complejo de arcos A(S) es 7—hiperbdlico, vamos a construir una
retraccién 2—Lipschitz 7 : AC()(S) — C©)(S) del complejo de arcos y curvas AC(S) sobre el
complejo de curvas C(S) para establecer que C(S) es 17—hiperbdlico. En este sentido podemos
decir que la retraccion r al ser Lipschitz (con constante dos) preserva la hiperbolicidad (la cual
es una propiedad métrica). Definamos pues la retraccién r como sigue. Sea a € AC(O)(S ). Sia
es una curva, haga 7(a) = a. Si a un vértice en A()(S), considere N una vecindad regular de la
unién de a con las componentes de frontera de S donde estdn sus puntos finales y defina r(a)
igual a una componente esencial de ON.

La funcién r estd bien definida cuando £(S) > 0, pues la frontera de N es una curva o
la unién de dos curvas cerradas simples (véase Fig. , en donde al menos una de ellas es
esencial, pues, de no ser asi, S seria un disco ponchado, un anillo o Sy 3, las cuales no satisfacen

£(S) > 0.

Figura 3.14: Retraccién r

Denotemos con |, | a la distancia en AC(S). La retraccién r satisface la siguiente propiedad:

Lema 3.2.9 (Lema 2.2, [6]). Sea S una superficie no esporddica con 9S # (. Entonces la
retraccion v es 2— Lipschitz, es decir, dg(r(a),r(b)) < 2|a,b| para cualesquiera par de vértices

a,b e ACO)(S).

El lema anterior corresponde al paso 2. de nuestro bosquejo de la prueba.

Para poder finalizar nuestro trabajo necesitamos de tres lemas adicionales. Recordemos del
capitulo 1) que bajo nuestro interés de estudiar curvas cerradas simples esenciales, solo con-
sideramos superficies conexas con ponchaduras dejando de lado las que tienen frontera, pues
teniamos que C(Sgy,) coinde con C(Sg0p+n) y con C(Sgpin0). Esto quiere decir que que el
complejo de curvas no ve las componentes de frontera y las ponchaduras, tratando a ambas por
igual. Con esto en mente, veamos como podemos llevar la hiperbolicidad uniforme de superfices
con frontera a aquellas sin frontera.

Sea S una superficie cerrada sin frontera y denote con S’ a la superficie obtenida de S al

marcar un punto en .S. Entonces tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.10. Sea S una superficie no esporddica cerrada sin frontera. Si C(l)(S’) es 6—hiperbolico
entonces C(S) también es §—hiperbélico.

DEMOSTRACION:
La idea de la prueba radica en que es posible definir una funcién 1—Lispchitz f : C(0)(S") —
C)(S). Como habiamos dicho, las funciones Lipschiz preservan la d-hiperbolicidad (salvo un

reescalamineto en la constante).
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Sea 7 el punto marcado en S y consideremos la funcién f : C(0(S") — C©(S) que olvida
el punto marcado en S (funcién olvidadiza). Luego, la funcién f es 1—Lipschitz, pues si dos
vértices a,b € C0)(S) se pueden realizar disjuntamente, entonces f(a) y f(b) o son isot6picas
o se pueden realizar disjuntamente, es decir, dg(f(a), f(b)) < dg/(a,b) < 1.

Ahora vamos a construir una funcién s : C(0(8) — C(0)(S’) tal que fos = Ide0)(g)- Como
S es una superficie no esporéddica, es decir, £(5) = 3g — 4 > 0, entonces S es una superficie
hiperbdlica, esto quiere decir, que existe una métrica Rimanniana en S completa de area finita
y de curvatura constante —1 [Teorema 1.2, [2]]. En este tipo de superficies se cumple que todo
vértice a en CM(S) tiene un tnico representante geodésico [Proposicién 1.3, [2]]. Asi, podemos
tomar 7 en el complemento de la unién de todos los representantes geodésicos de vértices en
CM(S). Lo anterior define una funcién s : C0(S) — C©)(8’) que satisface f o s = Idco)(s)-

Sea abd un tridngulo geodésico en C1(S). Como fos = Idc0)(s), s(abd) es también un
triangulo geodésico en C(M(S"). Dado que C1(S’) es §—hiperbélico, s(abd) esta §—centrado en
Cc(M(S"). Nuevamente, como f o s = Idc0)(g), abd estd §—centrado. O

Lema 3.2.11. Sean a,b y d vértices en A(l)(S) con puntos finales v,n y T respectivamente
mutuamente en posicion minima. Entonces para cada ¢ € P(a”,b"), existe ¢* € P(a”,d") U
P(d",b") tal que ¢ y ¢* son vértices adyacentes en AN (S).

DEMOSTRACION: Observe que dado que a, by d estdn mutuamente en posiciéon minima, entonces
el interior de los caminos unicornio P(a”,b"), P(a”,d™) y P(d",b") son disjuntos a pares.

Sea c=da Ul € P(a”,b"). Si ¢ no intersecta a d, termina la prueba.

Suponga que ¢Nd # (). Sea d’ C d subarco méximo de d que contiene a 7 con interior disjunto
de c. Sea o el otro punto final de d’. Entonces o0 € a’ 6 0 € V.

Suponga que o € a’ y higase d = a” Ud’, donde a” es el subarco de a’ determinado por
o que contiene al punto v. Obsérvese que por construccién d’ es un arco simple en S y por lo
tanto d’ € P(a”,d"). Al tomar una pequeiia isotopia de a” fuera de o/, se concluye que ¢y d' se
pueden ralizar disjuntamente. El caso o € b’ sigue una construccién similar. O

Lema 3.2.12. Sea xg,x1,...,Tm una sucesion de vértices en A(l)(S) con m < 2%. Entonces
para cualquier ¢ € P(xg, xy,) existe ¢* € P(x;, xi+1) para alguna 1 < i < m a distancia menor o
igual que k de c.

DEMOSTRACION: Sea ¢ € P(xg, xy,). Por el Lema [3.2.11} existe ¢* € P(x, 1:[%1) U P(:L‘[%1 s Tm)
tal que ¢ y ¢* son vértices adyacentes. Repita el argumento anterior a lo mas k — 1 veces hasta
que se obtenga la conclusion. O

Teorema 3.2.13. Si S es una superficie no esporddica, entonces C(l)(S) es 17— hiperbélico.

DEMOSTRACION: Note que por el Lema [3.2.10, basta probar el teorema cuando 9.5 # ().
Sean a, b vértices en C')(S) y sea Gy, una geodésica que los conecta (véase Fig. [3.15)). Luego,
existen @, b vértices en A(l)(S ) que son adyacentes a a y b respectivamente.

Ahora, se mostrara que cualquier vértice ¢ € P € P(a,b) estd a distancia < 8 de Gy en
AC(S).
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Sea ¢ € P € P(a,b) que estd a distancia maxima k de G, donde P es el camino unicornio
en P(a,b) que contiene a c.

Sea P’ la subgréfica de P que contiene a ¢ y cuyos puntos finales a’, 0’ estdn a distancia menor
o igual que 2k de c. Por la Proposicion P’ es subgréfica de P(a/,b"). Entonces |c,d’| = 2k
o @’ = a. Similarmente, |c,b'| = 2k o b’ = b.

Sean a” y b” en Gy que estdn a distancia minima de o’ y b’ respectivamente en AC(S).
Luego, por la desigualdad del tridngulo, |a”,b"| < |a”,d'| + |a’,b'| + |b/,b”| < 6k. Considere el
camino (x;)™, en AC(S) que une a a’ con V' obtenido de la concatenacién de las geodésicas
Gar a7, Garpr y Gy . Entonces, por el Lema 2.9, m = |a’,V/| < |d’,a"| + dg(a”,b") + |b",V/| <
2% + 2|a", 1| < 14k.

Ahora, como para cada 0 < i < m, los vértices x; y z;11 en C)(S) se pueden realizar
disjuntamente, existe z; € A)(S) adyacente a z; y x;41 en AC()(S). Luego, por el Lema
3.2.12} existe ¢* € P(z;,Ti+1) para alguna 0 < i < 14k que esta a distancia < [logy(14k)] de c.

También note que los vértices z; y x;+1 son adyacentes y por lo tanto ¢* = ; o ¢* = x;11.

Six; € Gy, entonces k < |z;, ¢| < |x;, c*|+|c*, ¢| < 14 [logy(14k)]. Siz; € Gy o y d = a,
tenemos el caso de la linea anterior. De lo contrario, 1+ [logy(14k)] > |zi, ¢| > +|c,d'|—|d, x| >
2k —k=k.

Asi, k <1+ [logy(14k)] y por lo tanto k < 8.

Figura 3.15: Construcciéon de camino préximo a la geodésica G

Usando todo lo dicho antes, probemos la hiperbolicidad uniforme de C")(S). Sea T' = abd un
triangulo geodésico en C(S) y sean a, b y d arcos adyacentes a a, b y d respectivamente (véase Fig.
. Por la Proposicién existen vértices c.; € P(a,b), c,; € P(a,d) y cg € P(b,b) adya-
centes a pares. Luego, por lo probado anteriormente se tiene que |c;z, Gap, |cz5: Gadls |¢ g5, Gan| <
8.

Ahora, por el Lema[3.2.9} [7(cg;), Gadl < ds(r(cgp), m(caq))+ds(r(csq), Gaa) < 142[¢53, Gadl <
17. De igual manera, |r(cs;), Gap| < 17 y por lo tanto el tridngulo abd estéd 17—centrado. O
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Figura 3.16: Tridngulo abd en CV)(S) est4 17—centrado
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