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Resumen

Resumen

En este trabajo, se estudio la dinamica de las soluciones a la ecuacién de gap en
el modelo de Nambu-Jona-Lasinio usando diferentes esquemas de regularizacién
para quarks en el vacio y quarks en un medio magnetizado y a temperatura finita,
utilizando un método iterativo. Se encontrd, que en las regularizaciones de Pauli-Villars
y de tiempo propio existe un rango para la constante de acoplamiento (7, el parametro
de corte A, y la temperatura T en el que las soluciones son inestables y por ende,
estos dos esquemas de regularizacién dejan de tener validez. También, se encontrd
la condicién a la que estan sujetos G y A para generar masa en cada una de las
regularizaciones utilizadas.

Tags: Nambu-Jona-Lasinio, Masa dindmica, Ecuacién de gap, Quarks, Altas energias



Abstract

Abstract

In this work, we explore the dynamics of the solutions to the gap equation in
the Nambu-Jona-Lasinio model using various regularizations schemes for quarks
in vaccum and quarks inside a magnetized medium with temperature. We found
a range of values for the coupling constant (G, the regularization parameter A, and
temperature T for which the solution of the gap equations are unstable and hence,
the regularization schemes are invalid. We found, too, the condition for which G
and A start to generate dynamic mass.



Introduccion

La generacion dinamica de masa es el mecanismo con el cual se explica el por qué
la masa del protéon es m, ~ 1 GeV siendo que la masa de los quarks up y down
es m, ~ 2.3 MeV y myg ~ 4.8 MeV, respectivamente. La idea consiste en que
las interacciones entre los quarks constituyentes son las responsables de generar la
masa del protéon o neutrén y, por ende la de todo el universo visible. Sin embargo,
debido a que QCD es una teoria altamente no-lineal a bajas energias ~ 1 GeV, es
sumamentc dificil extracr informacion. Es por cso que sc recurre a modclos cfectivos
méas simples, que son validos en un cierto rango de energias y nos permiten extraer
informacion de las interacciones fuertes y su papel en la estructura del espectro
hadronico.

Uno de los primeros modelos efectivos de QCD es el de Nambu-Jona-Lasinio (NJL),
que fuc propucsto por Nambu y Jona-Lasinio cn 1961 [NJL61a, NJL61b|. En un
principio, el modelo NJI. se propuso como una teoria de las interacciones fuertes,
pero con el descubrimiento de los quarks, ahora sabemos que es una aproximacion
a QCD, va que no contempla confinamiento. Uno de los aspectos mas importantes
del modelo NJL, es que fue el primero en incorporar generacién dindmica de masa a
través del rompimiento espontaneo de la simetria quiral. Es debido a su simplicidad
que este modelo sigue siendo de relevancia para ciertos escenarios de QCD, en donde
la caracteristica a explorar sea la simetria quiral y no el confinamiento.

Una de las grandes preguntas en torno a las interacciones fuertes es precisamente
dilucidar cémo han ocurrido las diferentes fascs de la materia hadréonica durante
la evolucion del universo. FEn particular, el transito entre la “sopa primordial”,
compuesta por el plasma de quarks y gluones, a mesones y bariones, como los

conocemos en nuestro entorno, involucra saber la manera en que se da la transicion
quiral.

Un ambicnte natural para recrear las condiciones prevalecientes en ¢l universo temprano
es durante una colision de iones pesados relativistas, donde el medio, caracterizado
por una temperatura y una densidad finitas, impacta en la manera en que se da la
transicion quiral. Ademas, en dichos escenarios, se ha identificado la generacion de
los campos magnéticos mas intensos del universo, que también modifican la forma
en que dicha transiciéon toma lugar.

En esta tesis, estudiamos el fenémeno de generacién dindmica de masa, empleando el
modelo de Nambu-Jona-Lasinio de la siguiente manera: en el Capitulo 1, obtenemos
la ecuacion de gap para diferentes esquemas de regularizacion empleados en la



literatura: en el Capitulo 2, obtenemos las condiciones sobre el acoplamiento para
que se dé la generacién de masa e introduciremos un método iterativo con el que
exploramos la dinamica dc las solucioncs a la ccuacion de gap y cncontramos quc,
para algunas regularizaciones, esta puede llegar a ser cadtica; en el Capitulo 3,
nuevamente obtenemos la ecuacion de gap, pero esta vez para un medio magnetizado
v a temperatura finita; de igual manera, aplicamos el método iterativo del Capitulo 2
para explorar la dinamica de sus soluciones; finalmente, en el Capitulo 4 se discuten
los resultados obtenidos y el trabajo a futuro. El trabajo se complementa con un
apéndice que presenta los detalles para obtener el propagador del quark en presencia
de un campo magnético externo.



A. El modelo NJL y la ecuacidn de
gap

En este capitulo hablaremos brevemente acerca de las caracteristicas y simetrias
del modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL). Después, obtendremos la ecuaciéon de
gap para diferentes esquemas de regularizacion. Discutiremos las generalidades del
rompimiento espontaneo de simetria del modelo y su conexiéon con el fenémeno de
generacién dinamica de masas.

A.1. EIl modelo de NJL

El modelo NJL, fue propuesto en 1961 por Nambu y Jona-Lasinio [NJL61a, NJL61b]
como un modelo de interacciéon de nucleones, que emula la formaciéon de pares de
Cooper en la teoria BCS de superconductividad. El Lagrangiano que propusieron
Nambu y Jona-Lasinio es:

£ =it —my)v+ G{ () + (Gir°70)} (A1)

en donde 9 es el campo del nucledn, m, es la masa explicita de estas particulas,
7 son las matrices de Pauli actuando en el espacio de isoespin y G es la constante
de acoplamiento. Actualmente, el modelo ha sido reinterpretado como un modelo
efectivo de interacciones entre quarks, por lo que los campos que aparecen en la
Ec. (A.1) ahora son campos de quarks. Se usa para escenarios en que la simetria
quiral sea la caracteristica a explorar y no el confinamiento, aunque se han sugerido
formas para inducir débilmente confinamiento removiendo los polos del propagador

[Gut10, RBGG*11, BCMB15].

Como se puede observar, este modelo s6lo contempla interacciones puntuales en el
espacio de coordenadas. Entre sus caracteristicas mas importantes se encuentra la
generacion dinamica de masa, la cual rompe la simetria quiral atn en el caso my, = 0.
Ademads, no contempla confinamiento debido, quizas, a que el modelo fué propuesto
antes del descubrimiento de los quarks. Otra cosa que hay que recalcar es que el
modelo no es renormalizable, por lo que se tiene que introducir un regulador para
que las integrales converjan y el modelo sea predictivo. Esto hace del modelo de NJL
una teoria efectiva con un cierto rango de validez £ ~ 1 — 2GeV.



Capitulo A El modelo NJL y la ecuaciéon de gap

Simetria Transformacion Carga conservada
U(1) ¢ — exp(—ia)y, ae€R, Nimero bariénico

SU-(2) W — exp (—i?) v, 6¢cR3 Isoespin

SUA2) | v > exp(-229°). 6€R ym,=0| Quiralidad

Cuadro A.1l.: Simetrias del modelo NJL.

Las simetrias del modelo se presentan en la Tabla A.1.

Como mencionamos, una de las principales caracteristicas del modelo de NJL es
la generacion dinamica de masa para quarks, que surge mediante el rompimiento
espontaneo de la simetria quiral. Esto se puede entender como el efecto de la
autoenergia inducida por las interacciones lo anterior genera una masa efectiva m,
la cual puede ser mas grande que m, para los quarks ligeros, y no desaparece aun
cuando sc toma cl limite quiral m, — 0.

A.2. Ecuacion de gap

Si tomamos la aproximacién de Hartree-Fock al Lagrangiano (A.1), llegamos a la
ecuacion de gap, que contiene toda la informacion de las autointeracciones [Bub05].
Como mencionamos, éstas son las responsables de la generacién dinamica de masa.
La ecuaciéon de Schwinger-Dyson en la aproximacién de Hartree-Fock se ve como en
la Fig. A.1, que es equivalente a la ecuacion:

m =m, — 2G <;Ez/1> ) (A.2)

donde, m es la masa dinamicamente generada, m, es la masa de corriente del quark,
(G es la constante de acoplamiento, y <1/)w> es el condensado quiral, definido como:

(B0) = — / %TT[iS(l{)}, (A.3)

v S(k) es el propagador vestido del quark. Como habiamos mencionado, el modelo
de NJL no es renormalizable por lo que, para que la teoria sea finita y se puedan
tener predicciones fisicas, se agrega un parametro regulador A a través de alguno de
los esquemas de regularizacién, con lo que el propagador depende también de este
parametro.

Ya que el propagador S(k) es vestido y contiene a la masa dindmica m, la ecuacién
de gap es una ecuacién autoconsistente para m, que para el caso m, = 0, siempre
tiene como solucién la trivial m = 0. Sin embargo, existe otra solucién no trivial
m # 0 para un conjunto de valores de G y A. En este trabajo asumiremos la masa



A.3 Regularizacion con corte 3D

= > +

Figura A.l.: Ecuaciéon de Schwinger-Dyson en la aproximacion Hartree-Fock. El
propagador vestido (desnudo) estd denotado con linea gruesa (delgada).

de corriente my, = 0, esto con el fin de estudiar con més facilidad la dindmica de las
soluciones de la ecuacion de gap.

Para obtener una forma explicita para <151/)>, es necesario calcular el propagador.
Esto lo haremos a continuacién para varios esquemas de regularizaciéon encontrados
frecuentemente en la literatura especializada. En la siguiente referencia se hace un
recuento de los esquemas de regularizaciéon que usamos, ademads del esquema de
regularizacion dimensional [KKI15]. Asimismo, en este trabajo fijaremos el niimero
de fermiones en dos, Ny = 2 correspondientes a los quarks up y down, y el nimero
de colores en 3, N. = 3.

A.3. Regularizacion con corte 3D

La idea de este esquema de regularizacion es agregar un corte Azp en el trimomento

a las integrales que aparecen en <¢1/)> para hacerlas finitas. Primero, iniciamos con

el propagador fermidnico!:

iS(k) = (p+m) (A4)

_Zkiz—mz

Sustituyendo (A.4) en (A.3) se tiene

(90) = = [ geTrlisti)

d*k 1
— ANNgm | 20
f LZ7TL/(27T)4I<:2—7TL27

= —4AN;N.amlI(m), (A.5)

donde los factores Ny y N, son resultado de tomar la traza sobre el propagador
y corresponden al ntiimero de quarks y el ntimero de colores considerados; 2 y 3

'En genceral, ¢l propagador fermionico involucra una renormalizacién de la funcién de onda y una
funcién de masa. Sin embargo, por su estructura, el modelo de NJL solamente nos genera masa
independiente del momentum, por lo cual podemos usar el propagador (A.4).
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respectivamente. Entonces, sustituyendo (A.5) en (A.2) y tomando el limite quiral,
m, — 0, tenemos

m = —2G (1)) = 8GN NeimlI(m). (A.6)

Ahora, para hacer la integral I(m), primero integramos sobre kg usando el teorema
del residuo con cl contorno de integracion de la Fig. A.2.

Imk,
Iu: "E_rl + fE 1:

Figura A.2.: Contorno de integracion usado para llevar a cabo la integral sobre k

en I(m).

Después, hacemos la integral sobre k en coordenadas esféricas. De la primera integral

obtenemos: - . .
i
dky——= = ——= AT

donde E, = \/k% + m?2. Lo siguiente es pasar a coordenadas esféricas y hacer la
integral introduciendo el corte Azp en el radio de integracion, es decir,

—im 1 —idn? 1

S = -
@ﬂ4Am VEZ+m?  (2m)* 2

(A8)

. A /A2 m2
A3D\/A§D+m2—mzln( 3D + sp T M )
m

por lo que la ecuacion de gap toma la forma
GNsN. Asp 4 \/A3p +m?
I | Aspy/ A2 +m? —m?In ( D 50 : (A.9)

2

m = m

m




A .4 Regularizacion con corte 4D

Podemos notar, efectivamente, que la ecuacién resultante es autoconsistente, ya que
aparece m en ambos lados de la igualdad. Veamos las expresiones de la ecuacién de
gap para los otros csquemas de regularizacion.

A.4. Regularizacion con corte 4D

Para esta regularizacion, la idea es hacer una rotacion de Wick al espacio Fuclideano
ko — ikg, para después hacer la integral en coordenadas hiperesféricas. En este caso,
el corte se hace sobre el cuadrimomento.

Nuevamente, queremos hacer la integral I(m). Hacemos una rotacién de Wick, con
lo que nos queda:
1

kg + k2 4+ m?

Ip(m) = —i / dhod®k
0

Ahora, cambiamos a coordenadas esféricas en 4D y agregamos el corte Ayp en el
radio

Mp 13 5in2(0,) sin(0y)dkd,dOydo
I = —. A1l
sm) =i | s (A1)
Haciendo las integrales angulares se obtiene:
Ig(m) = —27% /Aw dk K (A.12)
= — 427 . .
P B k2 + m?
Finalmente, haciendo esta integral, tenemos que
AZ 2
Ip(m) = —7%i [AiD —m?In <4D_I;m>] : (A.13)
m
v la ecuacion de gap toma la forma
m=-— 5 m [Aw —m”In — )| (A.14)

Nuevamente obtuvimos una ecuacion autoconsistente para m y podemos notar que
esta expresion (A.14) tiene algunas similitudes con la encontrada en la seccién
anterior (A.9) con el corte 3D.

A.5. Regularizacion de Pauli-Villars

En esta regularizacion, la idea central es suprimir las divergencias agregando particulas
virtuales pesadas. Fsto se logra mediante el reemplazo:

1 1 a;
— — .
k2 — m? k2 — m?2 Z k2 — A2

i

(A.15)
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Para la ecuacién de gap, usaremos la substraccion:

1 1 aq a2
k2—m2—>k2—m2_k‘2—A%_k2—A%’ (A.16)
con
m? — A2 A? —m?
A1 = 55y Q3= 5 5. (A.17)
A} — A3 A} — A2
Por tanto, la integral por realizar se transforma de la siguiente manera:
d*k 1 ai a2
1 = — — . A.18
(m) / (2m) [kQ “m? KA k2 A%} (4.18)
Lo siguiente es hacer una rotacion de Wick
—27T2i o k3 aq kg ag ]{33
I — 1 = — dk — — . A.19
(m) = Le(m) = 5 /0 [kz +m? R+ A R+ A A1

En esta dltima expresion, cambiamos a coordenadas esféricas e hicimos las integrales
sobre los angulos. Ahora, si hacemos la integral restante obtenemos

Loy — 1 [ M nlE] — A Inlg] + AT ] (A20)
2 = 3 2(AF - 13) -

A1 —Ao=Apy

Finalmente consideraremos que las particulas que se introducieron son del mismo
tipo [Sch13], esto lo hacemos tomando el limite A; — Ay = Apy-, con lo que resulta

—1 . m?
I = —— [A}- —m? +m71 : A21
() = 1503 [Ny = 4l (A21)
Por lo tanto, la ecuacién de gap es:
GN¢N. m>
m = 27:2 m lA?DV —m®+m’ ln[A2 ]] . (A.22)
PV

Como podemos observar, la ecuacién de gap que obtuvimos tiene ciertas similitudes
con las obtenidas anteriormente en Ec. (A.9) y Ec. (A.14). Sin embargo, la dindmica
de las soluciones tiene méas parecido con la ecuacion de gap que resulta si regularizamos
con tiempo propio. Esto lo hacemos a continuacion.

10



A.6 Regularizacién por tiempo propio

A.6. Regularizaciéon por tiempo propio

Para este tipo de regularizacion, aprovechamos la identidad:

1 o0
= / dse= (0, (A.23)
a+b 0

y después agregamos un corte Arp en el limite inferior. Para hacer el calculo de la
integral iI(m), lo primero que se tiene que hacer es una rotaciéon de Wick kg — iko,

() — iT(m) /d4k ! (A.24)
m) = . .
wm we (2m)4 kg + k2 + m?
Usando (A.23), tenemos
Ie(m) = [ L / Tk 7 dse= 03+ T (A 95)
B= ] onikz e me ~ ) (2n) ' '
0

4
Ahora, hacemos la integral para cada k. Con esto, obtendremos un factor (ﬁ) .
Por lo tanto,

2

1 2 2 1 e ms
[ gsT s = d . A.26
(27)] / 52 1672 / TS (4.26)

Con esto, la ecuacién de gap es

m = GAchm/dse . (A.27)

272

Ahora agregamos cl cortc Arp al limite inferior, con lo que finalmente obtenemos la
siguiente ecuacion de gap:

GNiN. [ . e
m
272 52

m =

(A.28)

11



Capitulo A El modelo NJL y la ecuaciéon de gap

Esta tltima ecuacién, (A.28), se puede simplificar integrando por partes,

o) 5 . .
e s efmzATp ) o 1. efmzATp ) )
ds = —m- dss e = — —m~1'(0,m"A), (A.29
2 9 )
S ATP m2Arp ATP
Arp

donde I'(a, ) es la funcién gamma incompleta, definida como [WW27]

[(a, z) :/ t" et (A.30)

En el préximo capitulo, exploraremos la dinamica de las soluciones a las ecuaciones
de gap que obtuvimos (A.9), (A.14), (A.22), (A.28) v cémo varian entre ellas
cuando aplicamos un método iterativo para resolverlas. También, obtendremos los
parametros criticos A. y G, a partir de los cuales se da la generacién dindmica de
masa.

12



B. Ecuacion de gap para fermiones
en el vacio

En el Capitulo anterior, encontramos que la ecuacién de gap toma diferentes formas
segun el esquema de regularizacién usado. En este Capitulo, obtendremos expresiones
para los parametros criticos G,y A. a partir de los cuales se genera masa dinamicamente
y explorarcmos la dinamica dc las soluciones a la ccuacion de gap para las diferentes
regularizaciones Ecs. (A.9), (A.14), (A.22) y (A.28), usando un método iterativo.

B.1. Parametros criticos

En esta seccién, obtendremos los parametros criticos, a los que llamaremos A, y G,
i.e. dado un A, qué valor de GG es necesario para comenzar a generar masa. Para
esto, usando la Ec. (A.6) definimos:

y=m, (B.1)
y = 8GNyN iml(m). (B.2)

Ahora, si graficamos a manera de ejemplo las Ec. (B.1) y (B.2), para la ecuacién de
gap regularizada por tiempo propio, obtenemos un perfil como el que se observa en
la Fig. B.1.

En este caso, el cruce de las graficas representa la solucion a la ecuacion de gap.
Entonces, podemos afirmar que existe un conjunto de valores para A y G para los
cuales la grafica continua sélo intersecta la punteada en m = 0; esta es la solucion
trivial. Por otro lado, también existe un conjunto de valores para A y G tales que
la grafica continua siempre cruza la punteada en m # 0, ademas de la solucién
trivial. Siguiendo el mismo orden de ideas, existen valores para A y G de tal forma
que la curva continua es tangente a la punteada; estos seran los valores criticos que
llamamos A. y G, que buscamos. La condicién de tangencialidad en la ecuacion de
gap se traduce como:

d d
—_— =8N;N.G—mlI B.
Tm _ 8Ny Cdem (m) _0, (B.3)

para A,y G..

13



Capitulo B Ecuacion de gap para fermiones en el vacio

¥ [MeV]

m [MeV] ",

Figura B.1.: En azul (punteado) perfil de la Ec. (B.1), y en naranja (continuo)
perfil de la Ec. (B.2) regularizada por tiempo propio.

Si aplicamos la condiciéon (B.3) en todas las ecuaciones de gap encontradas en el
Capitulo anterior, Eq. (A.9), Eq. (A.14), Eq. (A.22) y Eq. (A.28), obtenemos:

w2 1

Ge= N (B.A)
2

G, = ;:Né (B.5)
2

G, = ;;TNM; (B.6)

G. = ]\?:;CATP, (B.7)

respectivamente.

Como podemos observar, todas las regularizaciones dan G, similares, a excepcion
de la regularizaciéon en tiempo propio. Si pedimos que G, sea igual para todas
las ecuaciones de gap, obtenemos las siguientes relaciones entre los parametros de
regularizacion A:

W = Asp = Apy = ATT/? (B.8)

Hay que hacer hincapié en que las expresiones en la Ec. (B.8) sélo dictan las
relaciones que los pardmetros de regularizaciéon tienen en el punto critico, ya que
como veremos a continuacion, la dindmica de las soluciones a la ecuacién de gap
para los diferentes regularizadores varia mucho.

14



B.2 Forma adimensional de la ecuacion de gap

B.2. Forma adimensional de la ecuacién de gap

Antes de comenzar a estudiar la dinamica de las ecuaciones de gap, necesitamos su
forma adimensional, que se consigue haciendo la sustitucion:

rom
M=, (B.9)

en las ecuaciones (A.9), (A.14) y (A.22). Entonces, obtenemos las siguientes ecuaciones
de gap adimensionales

M
M=GM{1-M*In[1+ M|}, (corte4D) (B.11)
M=G'M{1-M*+M*In M?|}, (Pauli-Villars) (B.12)

. [1+VIFAP
M=GM {\/1 + M2 — M?In [%] } . (corte 3D) (B.10)

N¢N, N¢N o p o
donde G’ = %GA2 para 3D y G' = #GA2 para las otras regularizaciones.

Para la regularizacién en tiempo propio, hacemos las sustituciones

M? = m?A, s=TA, (B.13)

con lo que obtenemos

—M2r

M = Gll\/[/ dr — G'M e ™ — M?T(0, Mz)} ., (tiempo propio) (B.14)
1

T

1 NyNe @
donde G" = 5 Aen-

Notemos que con estos cambios, todas las ecuaciones de gap predicen el mismo punto
critico G, = 1. Con estas ecuaciones, (B.10), (B.11), (B.12) y (B.14) el andlisis de
las siguientes secciones sera un poco mas simple.

Finalmente, definimos el sistema de ecuaciones equivalente a las ecuaciénes de gap
adimensionales

y = 1(M), (B.15)
y =M, (B.16)

donde I (M), es el miembro derecho de cualquiera de las Ec. (B.10), (B.11), (B.12)
v (B.14).
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Capitulo B Ecuacion de gap para fermiones en el vacio

B.3. Iteraciones y puntos fijos

Para entender un poco acerca de la dinamica de las soluciones a la ecuacion de gap,
utilizaremos un método iterativo. Hay dos formas de introducir esto, la primera es
considerando las ecuaciones (B.1) y (B.2) como un sistema dindmico. En este caso,
se itera la ecuacion de gap dando un valor inicial mg y valores fijos de Ay, Gy y con
suerte, después de un cierto niimero de iteraciones, se converge a un punto fijo ms
que coincide con la solucién, ya que si my no cambia entre iteraciones, entonces se
cumple

ms = 8GNyNcimgl(my). (B.17)

Gréficamente, una sucesion de iteraciones se puede representar en una grafica de
telerania (cobweb), como la de la Fig. B.2.

Figura B.2.: Representacion de una sucesiéon de iteraciones. Tenemos una
condicién inicial mg que proyectamos sobre la curva continua F(m); esto nos
da F(mg) = Fy. Ahora, se proyecta F} sobre la linea discontinua larga, con lo que
obtenemos my. Siguiendo este proceso es como construimos la sucesién F,. En
este caso, la sucesion eventualmente converge a la solucion de la ecuacion de gap.

La otra forma de introducir el método iterativo, es escribiendo la solucion de la
ecuacion de gap como una sucesion infinita, donde cada término de la sucesion
viene dado por una iteracién. Para esto. comenzamos con un valor inicial

El siguiente término de la sucesion se obtiene introduciendo el valor inicial (B.18)
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B.4 Tterando la ecuacion de gap

en la ecuacion de gap Ec. (A.6)
my = 8GNy N.imol(mg) = F. (B.19)

De la misma forma se obtienen el 3ro y 4to términos de la sucesién. Si seguimos con
este proceso, llegamos a:
m = lim F,,. (B.20)
n— o0

Notemos que esta forma alternativa de definir la masa por medio del limite de una
sucesion de iteraciones, Ec. B.20, es equivalente al método descrito en la Fig. B.2,
ya que si en este ultimo la sucesion converge para algtin elemento F;,, entonces, para
todos los elementos de la sucesion siguientes se cumple que

F7L+1 - mn+1 - Fn’ (B21)

por lo que tambien se satisface la Ec. B.20.

Esta forma de obtener la masa por medio de una sucesion de iteraciones ya habia
sido usada con anterioridad [AOS14]. En dicho trabajo, los autores definen las
iteraciones como se puede ver en la Fig. B.3. Sin embargo, en su analisis, ellos
solamente contemplan la regularizacién por corte en 4D, con lo que la sucesion
siempre converge a la solucién de la ecuacion de gap, por lo que su resultado es
algo aburrido si lo comparamos con lo que sucede en las otras regularizaciones que
presentamos a continuacion.

F, —

N O

. o &y
. H P PR

Figura B.3.: Definicién de las iteraciones usadas por [AOS14|. F; es la suma de los
diagramas con hasta j — 1 inserciones de autoenergia.

B.4. Iterando la ecuacion de gap

La forma en la que aplicamos las iteraciones a las ecuaciones (B.10), (B.11), (B.12)
v (B.14) fue la siguiente:

17



Capitulo B Ecuacion de gap para fermiones en el vacio

» Con un valor fijo de G, y con un valor inicial my, iteramos la ecuacién de gap
correspondiente 500 veces y guardamos los ultimos 200 valores de M/, esto
con la finalidad de dcjar que cl sistema sc relaje.

= Repetimos el mismo proceso con el mismo valor inicial myg, pero con un valor
diferente de G}. Esto se hizo para un rango de valores de G'.

» Finalmente, graficamos todos los puntos guardados, con G’ en el eje horizontal
y M,,, el valor de las sucesiones 300 a la 500, en el eje vertical.

B.4.1. Gap 3D

Para la ecuacién de gap (B.10), se obtiene la grafica de telarana mostrada en la
Fig. B.4 para G' =7 y en la Fig. B.5 podemos ver la grafica de puntos fijos.

hp

Figura B.4.: Grafica de telarana para la ecuacién de gap regularizada por corte
3D con G = 7. Se puede ver que la sucesién converge en 3 pasos a la solucion de
la ecuacién de gap adimensional m.

De la Fig. B.5 se pueden apreciar varias cosas. La primera es que el ntimero de
iteraciones usadas es suficiente para encontrar los puntos fijos y con esto, las soluciones
a la ecuacion de gap. Otra cosa que podemos observar es que, como se habia
mencionado en la Seccién 2.2, el valor critico es G, = 1. Es aqui donde se puede
ver claramente el fenémeno de generacion dindmica de masa: antes de G/, la masa
generada es m = (. Cuando se llega al valor critico, la masa generada es diferente
de cero.
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B.4 Tterando la ecuacion de gap

- J 6 Cooa
5

Figura B.5.: Grafica de iteraciones para la Ec.(B.10). En el eje vertical, esta el
valor al cual converge la sucesién. En el eje horizontal se encuentra G'.

En este caso, el método iterativo nos arrojé la solucion no trivial de la ecuacion de
gap y esta solucién es tnica. Veamos lo que sucede para las demas ecuaciones de

gap.

B.4.2. Gap 4D

Para este caso se encontro algo similar a la anterior. La Fig. B.6 muestra un ejemplo
de la grafica de tclarana para G = 8 y cn la Fig. B.7 sc mucstra la gréfica dc
puntos fijos. Volvemos a obtener una curva tinica que corresponde a la solucion de la
ecuacion de gap. De la misma forma, se puede observar que para G, = 1 se comienza
a generar masa. Algo que hay que notar es la diferencia entre las curvas Fig. B.5 y
Fig. B.7. En la primera, después de pasar G, la funcién cs aproximadamente lincal,
~ G, mientras que en la segunda es de la forma ~ vInG.

B.4.3. Gap PV

Es en esta regularizaciéon en donde encontramos una diferencia radical con las
regularizaciones anteriores. En la Fig. B.8 podemos ver la grafica de telarana para
G’ = 3.8, y como podemos apreciar, la sucesiéon de iteraciones no parece converger, y
de hecho nunca lo hace, atin cuando la solucién, que esta dada por la interseccion de
las curvas continua y punteada, existe. En la Fig. B.9 tenemos la grafica de puntos
fijos.
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Capitulo B Ecuacion de gap para fermiones en el vacio

- 9 q

Figura B.6.: Gréfica de telarania para la ecuacién de gap con corte 4D para G' = 8.
Como sc pucede ver, la sucesion de iteraciones converge a la solucion my.

A diferencia de los casos anteriores, la dindmica que aparece aqui es muy compleja.
Para G’ ~ 0 y hasta G' = G. = 1 obtenemos la solucién trivial, como se esperaba.
Después de esto, desde G' = 1 hasta ' =~ 2.8 la curva es muy parecida a la que se
obtuvo en el caso 4D. Pasando G’ =~ 2.8 es donde comienzan las diferencias a los
casos anteriores, aqui se obtuvo una bifurcacion de los puntos fijos. Concretamente,
para cada iteracion se tiene:

Fop=GFyy {1 = F2 + F2 W [F2 |} = Fopo. (B.22)

Entonces, los valores de M,,, se mantienen oscilando entre dos valores y la sucesion
nunca converge. Esto nos dice que, si bien sabemos que existe solucion a la ecuacion
de gap my, ésta no se comporta como un atractor. En términos fisicos, la masa
generada en este rango de valores de G’ se vuelve inestable, y dado que el condensado
quiral es proporcional a la masa generada, el condensado también seria inestable. Si
hacemos crecer G ain mas, cada rama anterior se vuelve a bifurcar nuevamente y
para cuando G/ = 3.6, se llega a un régimen cadtico, en donde la sucesién no tiene
ningln tipo de periodicidad. La Fig. B.9 tiene una semejanza con un sistema cadtico
discreto conocido como mapeo logistico [May76] [DL15].

Finalmente, tenemos que mencionar que para GG/ 2> 5, la sucesion diverge F,, — oo,
con lo que la solucién my se vuelve un repulsor.
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1.5l

My 12

IJ.EE

Figura B.7.: Curva generada por los puntos fijos para el corte 4D, al igual que en
el caso de la regularizacion por corte 3D, la sucesion converge a la solucion.

B.4.4. Gap tiempo propio

Para esta regularizacion, se obtuvo un comportamiento parecido al de la seccion
anterior. La Fig. B.10 muestra la grafica de telarana para G’ = 7; nuevamente la
sucesion no converge y en la Fig. B.11 estan graficados los puntos fijos.

La diferencia radica en que la regién estable es mas grande G’ ~ 1 hasta G’ ~
2.9. Para G' 2 2.9 se vuelve a llegar a una bifurcacién hasta llegar a G’ ~ 5.2 v
nuevamente para GG/ 2 5.75 se tiene la region cadtica. Otra diferencia que hay entre
(B.12) y (B.14) es que para G’ 2 590, Fig. B.12, la solucién trivial m = 0 se vuelve
estable nuevamente, con lo que el condensado quiral desaparece.
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Capitulo B Ecuacion de gap para fermiones en el vacio

1.0

2.0

Figura B.8.: Grafica de telarana para G’ = 3.51. Para este valor de G’ la sucesion
de iteraciones no converge y se mantiene orbitando.

B.4.5. Comparaciones

En la Fig. B.13 podemos ver una comparacién de las iteraciones para las diferentes
regularizaciones. Se puede notar que el corte 3D es el que predice, por mucho,
la mayor masa para la misma G’. Por otra parte, Pauli-Villars es el que predice
la menor masa generada. Sin embargo, pasando de G’ 2 5 todas las iteraciones
divergen, M, — oo. En el intermedio se encuentran las regularizaciones por corte
4D y tiempo propio, siendo el primero el que predice soluciones estables para todo G’
y en el segundo, los puntos fijos son inestables después de G' 2 3.7 y para G’ > 590,
todas las iteraciones convergen a N, — 0. En el Capitulo 4 discutiremos a que se
pueden deber estos comportamientos encontrados.

En el siguiente capitulo, agregaremos un campo magnético, con el cual los quarks
interactuaran y obtendremos la ecuacién de gap correspondiente. También agregaremos
los efectos de la temperatura.
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Figura B.9.: Grafica que se obtiene al iterar la ecuacion de gap regularizando con
PV. Se puede ver que la dinamica de los puntos fijos comienza a volverse muy
compleja para G’ ~ 3.5.

10 1.5
M

Figura B.10.: Gréfica de telarana para G’ = 6.5. Al igual que en el caso anterior,
para este valor de G’ la sucesion de iteraciones no converge y se mantiene
orbitando.
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2.3

1.5

M 1.0

0.5

Figura B.11.: Grafica dc itcracioncs para la regularizacion cn ticmpo propio.

130-
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i L it S T
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&

Figura B.12.: Grafica de iteraciones para el rango G’ ~ 400 — 750. A partir del
punto G’ 2 590, la solucién trivial vuelve a ser estable. En este caso el condensado
seria inestable v tenderia a desaparecer.
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2.5 P

2.0

1.0

0.5}

Figura B.13.: Comparacién de las iteraciones para las diferentes regularizaciones.
En naranja cstd rcpresentado cl corte 3D, cn rojo cl corte 4D, cn verde la
regularizacion con Pauli-Villars y en azul el corte por tiempo propio.
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C. Medio magnetizado y a
temperatura finita

En este Capitulo, obtendremos la expresion para la ecuacion de gap cuando se tiene
un campo magnético extremadamente fuerte ~ 5 — 6 MeV? con el que interactiian
los quarks, como el que se genera en colisiones relativistas de iones pesados en Alice
en el LHC, RHIC y otros laboratorios alrededor del mundo. En este caso, usaremos
solamente el esquema de regularizacion de tiempo propio, ya que es uno de los mas
usados cuando se quieren introducir campos magnéticos en la dinamica. Después, a
esto le agregaremos efectos de un bano térmico a una temperatura dada, utilizando
el formalismo de tiempo imaginario de Matsubara y al igual que en el Capitulo
anterior, aplicarcmos ¢l método iterativo para obtener los puntos fijos.

C.1. Medio con campo magnético

El propagador para un fermion que se propaga en un campo magnético en la
direccién z en forma de niveles de Landau es (ver Apéndice A):

2 K2\
H)D+di(5)D |k
# —2leB —m? k%’

iSp(k) = ii dl}i (C.1)

donde: k; es la componente perpendicular del cuadrimomento, e es la carga del
quark, B es el campo magnético externo y ¢ es el indice que suma sobre los niveles
de Landau. También:

(@) = (—=1)"e~L7}(20), (C.2)
., od,
d, =52, (C.3)

mZ_k,Z
D= (m+ )+ lﬁikz L
1
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C.1 Medio con campo magnético

D = yib(m + ¥, (C.5)

v Li(z), L]*(z) son los polinomios de Laguerre y asociados de Laguerre. Ademds,

w* = (1,0,0,0) y b*=(0,0,0,1). (C.6)

En este trabajo, consideraremos que el campo magnético de fondo es muy grande, por
lo que solo se estudiara el caso [ = 0, que corresponde al nivel mas bajo de Landau
(LLL). Hay que recalcar que debido a que estamos usando esta aproximacion, no
es posible sustraer la contribucién del vacio a la dindmica; el caso del propagador
completo se encuentra bajo estudio y los resutados se reportaran en otro lugar.

Usando el nivel mas bajo de Landau, [ = 0, entonces

k> k2N
.do(ﬁ)D+d0(ﬁ)D+%L

iSp(k) =i T =2 (C.7)
y
do(c) = (—1)%e L5 (20) = 7, (C.8)
d — 8@? _ e, (C.9)
Lo(w) = 1, (C.10)
Lyt (x) = 1. (C.11)

Por lo tanto, el propagador queda como
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Capitulo C Medio magnetizado y a temperatura finita

K m?—k? K
' e e (mAfy k) - e <5 (Youp(m + k) kL
ZSBU{) =1 ]{ﬁ — 2 + E, (012)
con
(a-b) = a’® — a’p?® (C.13)
y
(a-b)L =a'b" + a®V’. (C.14)

Necesitamos calcular Tr[iSp(k)]. Usando las propiedades de las matrices de Dirac
v# tenemos que

Tr[4] =0, (C.15)
Tr[l] = 0, (C.16)
Trly’y*~"] = 0, (C.17)

para cualquicr cuadrivector A* y T' cualquicr producto impar de matrices gamma.

Con todo esto, la traza del propagador queda:

. . ’Trbefﬁ
TT[ZSB(]{)] = 4NfNCZm, (018)
Il
con Ny =2y N, = 3.
Asi,
i _ K2
1 5 5 .. me cuB me <8
7l B) = d*k, d* k)24 C.19
il(m, B) (2ﬂ)4/ 1LAK) Z(kﬁ_mz—i—kﬁ_mz), ( )
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C.1 Medio con campo magnético

con, e, y €4 las cargas de quark up y down, respectivamente y

dky = dkodks, (C.20)
dk, = dk,dk,, (C.21)
ki = kg — k3, (C.22)
k2 =k}t k. (C.23)
A continuacién, integramos sobre las componentes perpendiculares
&2 (k2+k2)
/koLeﬁ —/dzkle B = eBm, (C.24)
con lo que nos queda
I(m, B) — L/d% 2UimaB(ey + ) ——— (C.25)
tL{m, — (271')4 |43MTB(€y T €4 kﬁ 2 25
Haciendo una rotacion de Wick kg — ikq en (C.25),
T ( B)—LMB( + €q) /ko; (C.26)
tUg\m, _(27)4 T\ €y €q)m A ”k%—f—k%—f—mz' .
Usando (A.23) en ilg(m, B), tenemos
1 i -
ZIE(m,B) = W24B7T(6u -+ €d)7n/d8/d2k‘|e(k0+k3+m2)s, (027)
i
0
Haciendo las integrales sobre ko y k3 nos da un término 7, con lo que resulta
Tu(m, B) — ——24Bx(ey + 4) /ood —m?s T (C.28)
iIg(m = —— (e, +eq)m | dse — .

0
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Capitulo C Medio magnetizado y a temperatura finita

Después de agregar el corte Arp, finalmente nos queda la ecuacion de gap

4872 [
m = GB(SSTW)A@U +eq)m / ds;e*m s (C.29)
Arp

Para obtencr la ccuacion adimensional de gap para cl caso magnético, hacemos las
siguientes sustituciones:

s , M? \
="y m’= C.30
Arp 7 Arp (C.30)

con lo que obtenemos la ecuacion de gap adimensional:

2
6MT

M=GM / dr (C.31)
1

T )
donde G' = GB (428731 (e + €q).

Como podemos ver, la ecuacion de gap que obtuvimos es muy parecida a la de quarks
cen cl vacio (A.28). Sin cmbargo, la principal diferencia radica cn la potencia de 7
en el denominador dentro de la integral. Como veremos més adelante, esta pequena
diferencia cambia la forma de la grifica de puntos fijos, que en términos fisicos se
traduce como el fenémeno de catédlisis magnética, en el cual, el campo magnético
externo propicia la formacion del condensado quiral y por ende la generacion de
masa dindmica [Shol3].

C.2. Ecuacion de gap con campo magnético a
temperatura finita

Lo siguiente es pasar a temperatura finita, para esto usaremos el formalismo de
tiempo imaginario de Matsubara [KG06|[Das97]. Existen otros formalismos como
el de tiempo real o thermo field dynamics [Das97], sin embargo utilizaremos el
formalismo de tiempo imaginario debido a su simplicidad. Para pasar al formalismo
de tiempo imaginario de Matsubara hacemos las sustituciones

k= (w,, k) (C.32)

<

/dk:o T i (C.33)

n=—oo

en (C.26) y obtenemos
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C.2 Ecuacion de gap con campo magnético a temperatura finita

1
Ip(m,B,T) = (27T)4T2/d/<7324mB7r
1

. (eu + 64) (C34)

w2 + k% +m?’
donde T es la temperatura y w,, = (2n+1)7T, esto ya que solo estamos considerando

campos fermiénicos, por lo que se tienen que cumplir las condiciones de antisimetria
de las funciones de onda.

Usando nucvamente la identidad (A.23), tenemos

1
Ig(m,B,T) = WTZ ds/dk324mB7r

(ey + eq)e” (RS (C.35)

Integrando sobre k3, esto nos dara un factor \/§ que multiplicara a toda la expresion,

1
(2m)!

Jew + ed) ﬁ“’“ (C.36)
S

Ig(m,B,T) = T> | ds24mBr

que podemos escribir como

1 : 1
Ig(m,B,T) = WQZLm(eu + ed)BW% ds%emstZe“’%S (C.37)

n

Podemos identificar la sumatoria con la funcién theta eliptica del segundo tipo,
definida como [WW27]

Uo(2,q) =2 g3’ cos[(2n + 1)z]. (C.38)
n=0

—4mr2725

Para nuestro caso, z =0y g=ce , con lo que tenemos
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1

37 e = (0,67, (C.39)

Regresando a la integral Ix(m, B,T), se tiene entonces

1 1
24m(e, + ed)BW%T/dsem282192(O, 6747!’27"28). (C.40)

Ip(m,B,T) = oL

S

Sustituyendo (C.40) en (A.6) tenemos la ecuacién de gap:

> 1 2 2m2
e (0, e ). (C.41)

1
m = G|——24mBr:T (e, + €q) A ds 7
TP

(2m)*

Finalmente, pasamos a la versién adimensional por medio de las sustituciones

S = TATPa ]\4'2 = mzATp Y TI2 = TQATP7 (042)

y nos queda

1 /
M=MG dTFe_MZTﬁQ(O,e_MzTQT), (C.43)
1

1
con G’ = G%BW%T(@,, + eq)Aip.

Nuevamente, uno de los cambios mas notables es la potencia de 7 en el denominador
dentro de la integral en (C.43); ahora es % en comparaciéon al caso puramente
magnético (C.31) y en el vacio (B.14), donde es 1 y 2, respectivamente. También se
tiene la funcion theta eliptica del segundo tipo, debido a la suma sobre frecuencias

de Matsubara.

C.3. Ilteraciones caso magnético

Ahora aplicaremos el método iterativo a nuestras ecuaciones de gap, obtenidas para
encontrar los puntos fijos. Comenzamos con la ecuacion de gap con campo magnético
solamente Ec. (C.31). En la Fig. C.1, podemos observar la grafica de telerana. Los
puntos fijos se pueden ver en la Fig. C.2.
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C.3 Iteraciones caso magnético

fpx 1.5

1.0

Figura C.1.: Gréfica de telarana para la ecuacién de gap con medio magnetizado.
Para este valor particular del acoplamiento, G' = 3, la sucesién no converge.

Sorprendentemente, obtuvimos una grafica de puntos fijos muy parecida a la obtenida
en el caso del vacio, aunque con una diferencia muy importante. Como se puede
observar, para valores de G’ ~ 0, la pendiente de la curva de puntos fijos es diferente
de cero a diferencia del caso en el vacio Fig. B.11. Esto se debe principalmente al
exponente que tiene 7 en la integral de la Ec. (C.29) y que difiere de la Ec. (B.14).
En términos fisicos, este aumento de la pendiente se traduce en el fendmeno de
catalisis magnética, en donde la formacién del condensado quiral se ve favorecido
por cl campo magnético, por lo que en cste caso, para cualquicr valor G’ > 0 sc
genera masa. Esto lo podemos ver, aplicando la condicién (B.3) a (C.31) con lo que
obtenemos:

[e.9] 1 &
1= G(’:/ —dr=G.InT| — oo, (C.44)
T

1

como podemos ver de la relacién anterior, llegamos a una contradiccion, por lo que
el valor de G, no esta definido. Esto nos sugiere que no hay punto critico en esta
ecuacion de gap. Ahora, si observamos la grafica de puntos fijos Fig. C.2, podemos
notar que para cualquier valor de G’ > 0 se genera masa. Notemos que, aunque
estamos en nivel mds bajo de Landau, podemos considerar valores de G' ~ 0 ya
que como G’ « GB, si bien el campo magnético es muy grande, podemos pensar
que el acomplamiento G es extremadamente pequeno. De cualquier manera, en este
régimen hay que ser cuidadosos.
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Figura C.2.: Grafica de puntos fijos para la ecuacién de gap con campo magnético.
Si observamos, la curva cerca de G’ = 0, podemos notar que para casi todo G’ # 0
se genera masa. Esto es un reflejo del fendémeno de catélisis magnética, en donde
la formacion del condensado se ve favorecida debido al campo magnético.

C.4. lteraciones caso magnético con temperatura

Juando agregamos un bano térmico al medio magnetizado y aplicamos nuestro
método iterativo, obtenemos la Fig. C.3 con G’ = 13 y T' = 0.02 para la grafica de
telarana, y la Fig. C.4 muestra los puntos fijos.

De la Fig. C.4, lo primero que se nota es que nuevamente tenemos un acoplamiento
critico en GG' ~ 0.5, lo que concuerda con las expectativas, pues se sabe que el
campo magnético intenta formar el condensado (recordemos que G’ x G B), mientras
la temperatura genera fluctuaciones que intentan destruirlo. En nuestra grafica de
puntos fijos, esto se traduce como una translacion de todos los puntos, a la derecha
cuando la tempceratura crece y a la izquicrda cuando cl campo magnético o cl
acoplamiento crecen, haciendo que G/, — 0 . Por otro lado, para G’ ~ 10 empezamos
con la zona cadtica, lo que nos dice que las soluciones son inestables, al igual que en
el caso del vacio Fig. B.11 y con el medio magnetizado Fig. C.2.

En el siguiente Capitulo se discutiremos las posibles implicaciones y el trabajo que
falta por hacer para entender estos resultados.
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Figura C.3.: Grafica de telarana para la ecuacién de gap con un medio magnetizado
y con temperatura. Al igual que en el caso anterior, la sucesiéon no converge
para los siguientes valores del acoplamiento y temperatura, G' = 13 y 1" = 0.02,

respectivamente.
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Medio magnetizado y a temperatura finita

20

1.5
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Figura C.4.: Grafica de puntos fijos para la ecuaciéon de gap con un medio
magnétizado y con temperatura. Al igual que en el vacio y en el caso magnético,
tenemos la formacion de una estructura cadtica para G’ = 10. Notemos, ademas,
que con el agregado de la temperatura obtenemos nuevamente un punto critico
en G’ ~ 0.5, esto debido a que el campo magnético compite con la temperatura
para formar o disolver ¢l condensado respectivamente.
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En este Capitulo discutimos las dindinicas encontradas en los Capitulos 2 y 3, y como
éstas estructuras matematicas se relacionan con la fisica del fenémeno de generacion
dindmica dc masa.

Lo primero que discutiremos seran las diferencias entre las graficas de puntos fijos
(B.5), (B.7), (B.9) y (B.11). Para cntender cl por qué de cstas diferencias, comparcmos
los perfiles de las ecuaciones de gap que las generan. Si graficamos la Ec. (B.2) para
cada regularizacion, obtenemos la Fig. D.1. Notemos la forma en la que se comportan
cuando m se hace grande, mientras que el corte 3D crece, las otras regularizaciones
decrecen y esta disminucion es la causante de las bifurcaciones en las graficas de
puntos fijos.

Figura D.1.: Comparacién de las Ec. (B.2) para las diferentes regularizaciones
con G’ = 1. En negro (sélido) corte 3D, en verde (discontinua corta) 4D, en azul
Pauli-Villars (punteada) y en rojo tiempo propio (discontinua larga).

Para ver esto, comparemos la dinamica de las iteraciones en las regularizaciones por

corte 3D y por tiempo propio Fig. D.2. Podemos observar comoen G' =1y G' =3
ambas sucesiones convergen a la solucion de la ecuacion de gap correspondiente.
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Sin embargo, para G’ = 5, en el caso de la ecuacion de gap regularizada por tiempo
propio, la sucesion se mantiene orbitando. Esto corresponde a la primera bifurcacion
cen la grafica de puntos fijos, Fig. B.11. Para G’ = 7, la succsion de itcracionces para
el corte en tiempo propio entra en régimen cadtico. Finalmente, para tiempo propio,
a partir de G’ 2 590 la regién cadtica términa y la sucesién converge a la solucién
trivial M,, = 0, Fig. B.12. Para corte 3D la sucesién converge siempre a la solucion
M.

¥ ¥

16G'=] " G=3

Figura D.2.: Ec. (B.2) para corte 3D en verde, en azul para tiempo propio y
en negro la Ec. (B.1). Sabemos que la solucién a la ecuaciéon de gap estd dada
por la interseccién de la recta y = m con la Ec. (B.2) correspondiente a cada
regularizacion. Podemos ver como las sucesion en el caso de corte 3D y tiempo
propio convergen a la soluciéon para G' = 1 y G' = 3. En G’ = 5, mientras que
para corte 3D la sucesion continua convergiendo, para tiempo propio aparece una
bifurcacién y la sucesion no converge. Finalmente, para G’ = 7 las iteraciones en
tiempo propio entran en régimen cadtico.

Como mencionamos, la forma en la que decae el perfil de la Ec. (B.2) en cada
regularizacion es la responsable de la dinamica de la sucesion de iteraciones, ya
que cuando la pendiente de la Ec. (B.2) es —1 aparece la primera bifurcacién, esto
sucede para las regularizaciones con Pauli-Villars y con tiempo propio. Notemos que,
aunque 40 también decae, no lo hace tan drasticamente como para que su pendiente

llegue a ser —1 y aparezcan bifurcaciones .

1Si bien no aparece una bifurcacién, esta forma de decaer hace que la sucesién converga
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Pero jqué significan estas bifurcaciones?. Si consideramos a la ecuacion de gap como
un sistema dinamico. las bifurcaciones nos indican que la solucién de la ecuacion de
gap no son cstables, i.c. si mg cs la solucién a la ccuacién de gap, cntonces, si
hacemos una pequena perturbacién mg + €, el sistema tendera a alejarse de mg u
orbitara alrededor de este valor. Hay que tener cuidado con la interpretacion de la
grafica de puntos fijos mas alla del régimen estable, debido a que los puntos que
aparecen en la gréfica, son los que corresponden a un valor de la sucesion M, y si
esta converge, podemos hablar de la soluciéon. En términos fisicos, la masa generada
se vuelve inestable cuando pasamos a la regién de bifurcaciones en la grafica de
puntos fijos, lo cual se puede deber a que estamos en un rango de parametros en
el cual los esquemas de regularizacion de Pauli-Villars y tiempo propio dejan de
ser validos ya que producen inestabilidades en las soluciones a la ecuacion de gap.
Por otro lado, si consideramos lo que encontramos en el Capitulo 3, aiin cuando
agregamos un campo magnético al vacio, el cual ayuda a que el condensado se forme
y estabiliza el medio, nos topamos con el mismo tipo de dinamica cadtica. Esto nos
inclina a pensar que la explicaciéon mas factible para estos comportamientos caoticos
es que estamos fuera del rango de pardmetros donde no son validos los esquemas
de regularizacion de Pauli-Villars y tiempo propio. Aunque en el caso magnético
y térmico se debe ser cauteloso, debido a que s6lo consideramos el nivel mas bajo
de Landau y cabe la posibilidad de que los otros niveles estabilicen al sistema y
supriman la parte cadtica. Atn asi, esto no explica el comportamiento en el caso del
vacio.

Una cosa que se puede notar es que los métodos de regularizacion de Pauli-Villars y
de tiempo propio son invariantes ante translaciones, a diferencia de los métodos de
regularizacion por corte en el 3-momento y 4-momento. Suponemos, entonces, que
esta invariancia traslacional es la responsable de las inestabilidades encontradas
en las soluciones a la ecuacién de gap, v lo que es mas, todos los métodos de
regularizacion que son invariantes ante traslaciones generan inestabilidades en las
soluciones de la ecuacion de gap.

Por otro lado cabe mencionar, que en la literatura no hay mucha informacién
disponible acerca de la dindmica de las soluciones a la ecuacién de gap, esto se
debe principalmente, a que el método tradicional para obtener predicciones de la
ecuacion de gap se basa en hacer un ajuste de los parametros G, A y <;Zz/1> usando

la masa del pién y su constante de decaimiento [KKI15],

m, = 135 MeV, (D.1)
fr =94 .MeV. (D.2)
Tomando algunos valores ajustados en [KKI15] para el pardmetro de regularizacién

A, Tabla D.1, y regresando a las versiones originales de la ecuacién de gap Ec. (A.9),
(A.14), (A.22) y (A.28), obtenemos las siguientes graficas de puntos fijos Fig. D.3,

lentamente.
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Fig. D.4, Fig. D.5 y Fig. D.6. Podemos observar, que las predicciones obtenidas por
nuestro método, concuerdan con los ajustes obtenidos por [KIKI15] para un valor fijo
dcl paramctro de regularizacion.

Regularizacion | A(MeV) | G-107% (MeV %) | m* (MeV)
3D 942 2.00 220
4D 1397 1.80 198
PV 1420 1.77 195
TP 1464 1.61 178

Cuadro D.1.: Se muestran algunos de los valores ajustados por [KKI15] para A,
G. m* es la masa dinamica que obtuvieron utilizando estos valores.

A,,=942 MeV

ey

e T Taat

G v

EXIIal

Figura D.3.: Gréfica de puntos fijos para uno de los valores sugeridos por [KKI15].
La prediccion dada por el método de iteraciones, m ~ 220 MeV para G = 2.00 x
10-5MeV ™2, concuerda con los valores obtenidos por [KKI15] de m* = 220 MeV.

Por otro lado, en el trabajo [ADHT16], para entender el fenémeno de catalisis
magnética inversa, se busco la manera en la que el acoplamiento depende del campo y
la temperatura fijando al comportamiento del condensado dictado por lattice QCD.
Dicho trabajo, en el cual se utilizo el esquema de regularizacién de tiempo propio,
esboza valores del acoplamiento y el corte del modelo NJL donde, en principio, no es
posible definir una masa de los quarks y se opta por una masa promedio. En nuestro
caso, adoptando este procedimiento, vemos que la curva del promedio asemeja a una
continuacion de la rama estable como se muestra en la Fig. D.7.
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Figura D.4.: Grafica de puntos fijos para uno de los valores sugeridos por [IKIKI15].

La prediccion dada por el método de iteraciones, m ~ 200 MeV para G = 1.80 x
10~ MeV 2, concuerda con los valores obtenidos por [KKI15] de m* = 198 MeV.

Ahora, si recordamos la segunda interpretacion que se le dio a las iteraciones, en
donde la masa estd dada por el limite de una sucesion infinita de iteraciones (B.20),
entonces, que la sucesion no converga, nos dice que apartir de ese punto no hay una
masa dcfinida para cl sistcma como cn la rama cstable. Este scgundo caso cs mas
radical, ya que sabemos que la solucién existe aunque la sucesiéon no converge, por
lo que este método iterativo no es siempre confiable para obtener la solucion a la
ecuacion de gap.

Como mencionamos, no existe mucha literatura acerca de la dindmica de las solucionces
a la ecuaciéon de gap. Es por eso que un siguiente paso es el calculo de la ecuacion
de gap con un medio magnetizado pero utilizando el propagador completo. Otra
cosa que hay que esperar en un futuro, son los resultados de lattice, que hasta
hoy no tienen mucha informacién acerca de las soluciones para una constante de
acoplamiento grande G ~ 6 x 107 MeV ™2 o campos magnéticos extremos B ~
1GeV?2.
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Figura D.5.: Gréfica de puntos fijos para uno de los valores sugeridos por [KKI15].
La prediccion dada por el método de iteraciones, m ~ 200 MeV para G = 1.77 x
1075 MeV ™2, concuerda con los valores obtenidos por [KKI15] de m* = 195 MeV.
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Figura D.6.: Gréfica de puntos fijos para uno de los valores sugeridos por [KKI15].
La prediccion dada por el método de iteraciones, m ~ 180 MeV para G = 1.61 x
1075 MeV ™2, concuerda con los valores obtenidos por [KKI15] de m* = 178 MeV.
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2 ' 4 8 8
&

Figura D.7.: Comparaciéon de la curva de promedios (rojo, linea continua), con
la grafica de puntos fijos obtenida por iteraciones (negro) para regularizacién con
tiempo propio.
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A. Apéndice

Método de Schwinger para el calculo de propagadores

En este apéndice, calcularemos el propagador de un fermioén en un campo magnético
utilizando el método de Schwinger [Sch51] para después escribirlo en términos de
niveles de Landau [CHK*00].

La funcién de Green de una particula de Dirac en presencia de un campo externo
A(z) satisface la ecuacion:

[V (=i, — eA,(x)) +m] G(x,2") = §*(a — ). (A1)
Es 1til identificar G(x, 2") como el elemento de matriz de un operador G, esto es
G(x,2") = (2| G |x). (A.2)

Entonces, las ecuaciones diferenciales para la funcién de Green, se consideran como
un elemento de la matriz de la ecuacion de operadores

(W1, +m)G =1, (A.3)

donde
11, =p,—€A,. (A.4)

La ecuacion anterior se puede resolver simbolicamente escribiendo

1 oC
G = = i/ dse~(M+m)s
I+m 0
= (0l +m)i / dsc i1
0

= 1'/ dse’“mgfwz)s(—l?f—l— m). (A.5)
0

Esta representacion integral para G, implica
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G@wq_géw@em%@%—ﬂ+nmﬂgm% (A.6)
donde podemos definir el operador de “evoluciéon” en tiempo propio U(s)
U(s) = e s, (A7)
con
= —( = eA"(2))’ = SFu(2)0™. (A8)

Aqui, F),, es el tensor electromagnético y 0, = % [V 1]

Ahora podemos escribir G como

G@wq—@Am@emﬁ[—@mmmwna@ymn@«magﬂ. (A.9)

Como podemos ver, la construccion de la funcién de Green, depende de la evaluacion
del elemento de matriz

(@'|U(s)|x) = («"(0)]z(s)) (A.10)
y de la condicién de frontera

(' (0)|z(s)) — 0*(x — 2'), (A.11)

para s — 0.

Queremos escribir el hamiltoniano H = —(p# — eA*(2))? — £F),,(2)o"en términos

de lo operadores de posicion para poder aplicarlos sobre los estados de posicion.
Para esto, consideremos lo siguiente:

Estados como |z) son eigenestados de un operador " en el espacio de Hilbert.
Los operadores *, son operadores en la representacién de Schrodinger. Estos se
relacionan con la representacion de Heisenberg con la transformacion

B = miHogeifls, (A.12)

Ahora, si usamos la definicién
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2(s)) = e 2(0)) (A.13)

v si derivamos la amplitud de transicion (z'(0)|z(s)), se tiene que

i0, (@' (0)]a(s)) = id, (2’| e = |a) = (2| e Mol |2) = («/(0)| H |a(5)) .  (A.14)

Por lo tanto, si podemos escribir el hamiltoniano H en términos de los operadores
de posicion Z(s) y #(0), podremos transformar la ecuacién (A.14) en una ecuacién
diferencial ordinaria cuya solucién nos de (2'(0)|z(s)).

En la mécanica cudntica, los operadores de posicion y momento satisfacen [z, p|] = i.
En el caso relativista, esta relacién se generaliza a [2#(s),p"(s)] = —ig"”, con la
conmutacion aplicada al mismo tiempo propio s. Para este calculo necesitaremos
las siguientes relaciones de conmutacion:

}7

[HM(S)7 ﬂy(s)} =e(prAF — A*PY) + e(A"P" — pHAY)

= (i, A" — AM(=id,)) + e( A (=id),) — (~i0,) A")

= e(—i0, A" +1i0,A") + e(iA*D, — iAYD,)

= ieFu. (A.16)

Con esto, podemos escribir el hamiltoniano como

H(s) = —I* = ~(IL,(s)I1"(s) = 5 Fu0™). (A17)

Ahora, usaremos la siguiente notacién matricial:
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ot =z,
I* — 11,
Y — F, (A.18)
o — o,
tr(oF) = —o,, ",

por lo que ahora nuestras operaciones seran del tipo matriz vector.

En esta nueva notacién, la evolucién del sistema respecto al tiempo propio s esta
dada por la ecuacién de Heisenberg

dll,(s)

o =i I, 1
= —e(F, 1" +11"F) + i(Yeeon 1L, — 12ell, o0 F). (A.19)
Usando que [IT,, F*] = —iaal;’: =, tenemos

8Fﬂ)\s

1
—i(Y2eors FMTL, — 1/2ell,00 F) = —'iieaAs(FASHM tig - FMT1,)
Ty
1 OF
- — A.20
2 oz, ( )
v de igual manera,
v v v 8F v v 1 aF)\S /
_ e(Fpl/H + 11 Fl“’> = —6(F#,,H —1 aa;li + F#,,H ) + 560')\887‘”. (A21)
Asi,
dll,(s) . A L, 1 oF\, . 0F,
gs = {HM,H} = 2eF, 11" + 2€0%s oz, + ie o, (A.22)

Si F), es constante, se tiene
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dIT, (s)
ds

= —3 {Huv f[} = —2eF, 11", (A.23)

Esta tltima es sélo una ecuacion diferencial, cuya solucién es I1(s) = e~2¢F'TI(0).

De igual manera, la ecuacion de evolucion para ztes

dz¥
ds

=—1 {x”, Iﬂ

=1 <—H,,,H”x” + SFI,,)\O'/,,)\JZV + 2”11, 11" — g‘UVF/v\U/w\>

=i {II, (z"1I* 4+ ig"") + (—ig"" + 11*2") 11"}

=i (—1I,ig"" — ig"'11") = 211,g"" = 211". (A.24)

La ecuacion anterior tiene como solucion

_epsin(esF)

x(s) = x(0) + 2¢ o

11(0). (A.25)

Con esta ultima ecuacién, podemos escribir II(s) y II(0) en términos de z(s) y x(0),
con lo que nos queda

1(s) — Q_CSFzsmiism (w(s) — 2(0)], (A.26)
(o) = eF — & (A.27)

2sinh(esk) [2(s) = 2(0)].

Asi, el hamiltoniano se vuelve

H = —11(s)"1L(s) + 5tr(cF) = —[a(s) = 2(0)] K [w(s) = 2(0)] + 5tr(aF), (A.28)
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2F2
= (A.29)
4sinh”(esF)

En esta ultima expresién, notemos que el término exponencial de TI(s) se elimina,
va que cuando se obtiene II(s)?, sale un signo ” — ” en la exponencial.

Para evaluar (/| e *#¢H |z) en (A.14) usando H encontrado, es 1til reescribir H tal
que z(s) este a la izquierda y x(0) a la derecha de la siguiente manera:

M(s)"(s) = x(s)Kz(s) — 2(s)Kz(0) — 2(0)Kz(s
= x(s)Kz(s) —x(s)Kz(0) — K (z(s)z(0)
= xz(s)Kxz(s) — 2z(s)Kz(0) + K [2(s),z(0)] + =

o —

con

Kles),2O)] = Kwle() 0]
- [2 sin€ﬂ§;5F> (226 o h(eSF)ﬂ

t ek esk
= —tr |——————e
2sinh(esF)

= %tr [eF coth(esF) + eF]

= %tr [eF coth(esF)], (A.31)

donde para calcular el conmutador entre z(s) y x(0) utilizamos A.25 y A.16.

Entonces, tenemos

H= '—x(s)]&’x(s) + 22(s) Kz (0) — 2(0) Kx(0) (A.32)
- %tr [eF coth(esF)] + gtT(O'F). (A.33)

En esta forma, H puede ser evaluado en los eigenestados de posicién. Asi, la ecuacién
(A.14) se convierte en:
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105 (2'(0)|z(s)) = {—(z — 2" ) K (2 — 2') — ;tr [eF coth(esF)]

+ i@ F)} ()2 (s) (A-34)

Esta ultima es s6lo una ecuacion diferencial, cuya solucion es:

(@(0)|2(s)) = Cl(a, 2') - 5% - ep {—%tr In [(esF)*sinh(esF)]
- exp {—i(w — 2')eF coth(esF)(x — x')}

-exp{—;es t'r(aF)}. (A.35)

Para encontrar la constante C'(z, ') notamos que si sacamos los valores de expectacién
de II(s) y II(0), tenemos

(2" (0)|TI(s) |z(s)) = ; sinh™(esF)e " eF(z — ') (2/(0)|z(s)) (A.36)

(2'(0)| T1(0) |z(s)) = ;sinh_l(esF)e“FeF(m —2') (2 (0)|z(s)) . (A.37)

Por otro lado,

(@' (0)[ TTu(s) |2(s)) = (107 + eAu(x)) (2/(0)]a(s)) (A.38)

(2 ()| TL,(0) |2(s)) = (—i0% + eAu(a)) (' (0)]ax(s)) - (A.39)
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Igualando (A.36) con (A.38) y (A.37) con (A.39) y sustituyendo la expresién que
se encontr6 para (a'(0)|z(s)), se tienen las siguientes ecuaciones diferenciales para

C(z, )

[iaﬁ +edy —1ek(r - 517/)} C(z,2) =
[-i@il + 6A#(:I;/> + 1/26F(QC - :L‘I)} C(QE, Z’I) _

La solucion a la ecuacién (A.40), tiene la forma

Qlf/

i / (Au(2) + Yo (z — 2')) dz | | (A.42)

T

C(x,2") = Cexp

Finalmente, para encontrar la constante C, demandamos que (x'(0)|z(s)) — §*(x —
x') cuando s — 0, con lo que se tiene

C = —i(4m)~2. (A.43)
Usando (A.35), (A.36), (A.42) y (A.43) podemos escribir la funcién de Green como:
/ " s [y (a/(0) | (3) (5)) + m (@ O)(s))]
— (47)? / js [+ Yoy - sinh " (esF)e e F(a — )]
. eap {—@m 5 — —estr(aF)}
exp {—tr In [(esF) " sinh™ (esF)] - i(:f; _ &/)eF coth(esF)(z — m’)}

-exp{ze/dz[ () = YaF (= — )V]}. (A.44)

xT

Notemos que el factor que contiene la integral se anula cuando ésta se lleva a cabo
en una linea recta. Ademas, si el campo magnético es homogéneo tal que Fio =
—F5 = B, sc pucde mostrar quec:

o3 0
O b = 2F1203 = 2F19 ( 03 o5 ) ) (A.45)

de forma tal que
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L 1 _ eBs /
exp[—ztv In {(esF) smh(esF)} = Sn(cBs)’ (A.46)
GBS iBos y
v - (eF coth(esF) —eF's) = (v- ) — m(v cx) e, (AA7)
x(esF coth(esF))r = xﬁ — eBs cot(eBs) 27, (A.48)

con (z-y) = 2% =2y’ y (z-y) | = 2'y'+2?y* para dos cuadrivectores cualesquiera.
Usando las expresiones (A.46), (A.47) y (A.48) se puede escribir la funcién de Green
como:

*ds eBs
G(x) = —(47)~2 A —im?s +ieB
(x) (47) /o 2 sin(eBs)emp( im®s + ieBso3)

- exp {_415($2 — eBs cot(eBs) ri)}

1 eBs } )

Para nuestro fin, es mds conveniente reescribir (A.49) de la siguiente manera

Glo) = [ daG

./°° ds is (m2 — 2 = tan(eBs) ,
=—i ———exp |— — —
o cos(eBs) b Pi eBs 't

: [ewp(ieBsag)(m +v-p) — %]
[T ds , 5 o tan(eBs) ,
N _Z/O cos(eBs) “rp [ ' (m Py eBs [t
- |[cos(eBs) + 172 sin(eBs)] (m + v - py) — P (A.50)
Y cos(eBs)
Esta ultima forma sc obticne usando las identidades
%7 = cos(2) I + i sin(2)os, (A.51)
03 = l’}/l’}/g (A52)
Si definimos la variable v = eBs, entonces (A.50) puede ser reescrita como
Gl =—i [ - ean(—inp) (A5)
p) = —1 o eBs ETD wp .
. [(m +y-pph+ye(m+ v p)la — (v 'PL)IS] ; (A.54)

donde
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Il — efiatan ’L" (A55)
Iy = e @™V an y, (A.56)
[; = ¢ totanv L , (A.5T)
cos? v’
y
(m? — pt)

— A58

2

Y
= —=. A.59
a="7 (A.59)

Ahora, ya que [;(v) = I;(v + nm) para j = 1,2,3 se obtiene
/ dve "P[; = Z eip””/ dve """ I,

1 i ,
= / dve "I},
1 —erm J,

S (A.60)

1 —e-iom Y

De estas tres integrales, s6lo se tiene que evaluar A;, esto ya que se pueden conseguir
Ay v As con las siguientes relaciones

0
Ay =i—A A.61
2 ZaOé 1, ( 6 )

A= —(1—eemy — L4, (A.62)
(8%

«
(A.61) se obtiene de manera directa, (A.62) se obtiene de integrar por partes Aj.

Para evaluar A; usaremos la relacién

_ 2w 1
i ] (A.63)

—iov tan v] = - T
exp[—ia tan v] = exp [O‘_ezw 1
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y consideremos la funcion generatriz de los polinomios de Laguerre

exf E /) ZL v (A.64)

para | Z |< 1. Multiplicando ambos lados de (A.64) por Z y restdndosela a (A.64)
se tiene

exp [ 7] = g@n(x) ~ Loa(@)2n, (A.65)

donde se fija L_;(z) = 0. Ahora, usando la identidad

x/Z +1 x/ T
GTP{QZ—J e [_1—2} $erp {_2}’ (A.66)

y haciendo las identificaciones Z = —e™" x = 2a, y combinando (A.60), (A.63) y
(A.65) se obtiene

A= /0 dve™ Z w(20) — L,_1(2a))e™ 2™ (—1)"e ™",
=@ ;)Cn(Qa)(—l)” /07 exp [—i(p + 2n)v],
— ien(1 —eemy 3o UG 20). (A.67)

n=0 P + 2’]’1,

Con las expresiones (A.53), (A.61), (A.62) y (A.67), se puede reescribir el propagador
iG(p) de la siguiente forma

& —id,(a)D +d(«)D v pL

G(p) = = , A.68
i) nz:% p? + 2neB o p? ( )
dondc
dn(a) = (—1)"e *L,(2a), (A.69)
d;, = %nfoa, pj = m* — pf, (A.70)
m? — p?
D=(m+y-p)+7-pr—ry L (A.7T1)
p1
D =my(m+7-py). (A.72)
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