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Resumen

En este trabajo se presenta la construccién e implementacion de un c6digo, basado en el método
de volumenes finitos, que resuelve las ecuaciones de la Magnetohidrodindmica en los regimenes
ideal y resistivo para velocidades no relativistas en tres dimensiones. Se presenta una descripcién
tanto de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica como del método numérico que se utiliza para
resolverlas. Se discute acerca de qué tipo de plasmas se pueden modelar con este sistema de ecua-
ciones y las restricciones necesarias para que sea véalido el modelo. Posteriormente se presentan
algunas pruebas estdndar en la literatura para validar la capacidad del cédigo, y finalmente se pro-
ponen dos pruebas adicionales que modelan algunos tipos de confinamiento de plasma, se muestran
los resultados de la simulacion en estos sistemas.

Palabras Clave: Plasmas, Magnetohidrodindmica, Sistemas Hiperbdlicos, Fisica Computacio-
nal, Metodos de Volumenes finitos.






Abstract

In this work I show the construction and implementation of a code, based on finite volume
methods, that solves the Magnetohydrodynamic equations in the ideal and resistive regimes for non-
relativistic velocities. Next, a description of the magnetohydrodynamic equations and the numerical
model used to solve them is presented. Later I elaborate on the kind of plasmas that are adequate
to be modelled with this system of equations and the necessary restrictions to be imposed on the
plasma in order to make an accurate representation of the plasma phenomena. After that I present
some standard tests found in literature and the results of running the code with them. Finally I
propose two additional tests that model plasma confinement, and then the results of the simulation
are shown.

Keywords: Plasma, Magnetohidrodynamics, Hyperbolic Problems, Computational Physics, Fi-
nite Volume Methods.
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Capitulo 1

Introduccion

Un plasma es primero que nada un gas que ha sido ionizado hasta presentar ciertas caracteristi-
cas particulares! , dentro de las mas importantes estd la de permitir un flujo de corriente eléctrica
con poca resistencia y que macroscopicamente es una sustancia neutra.

La descripcion de los plasmas es un tema cautivante debido a que muchas disciplinas fisicas
se utilizan para poder representar y modelar de manera adecuada los distintos fenémenos en los
que se encuentran. Resulta interesante que una de las descripciones mds utilizada para describir los
plasmas, que es la que se utilizé para esta tesis, se basa fuertemente en fisica que modela fluidos
conductores, utilizando las ecuaciones de Maxwell y las ecuaciones de Euler, que son sistemas de
ecuaciones que existen desde el siglo XIX. No obstante, atin utilizando este modelo, la fisica de
plasmas evoluciona debido a que es un sistema altamente complejo en el que suceden procesos
radiativos, fenomenos de transporte, fendmenos cudnticos, por mencionar algunos, que requieren
de un amplio acervo y enfoque multidisciplinario (Van Dijk et al., 2009).

El estudio de procesos fisicos que involucren plasmas tiene su origen a principios del siglo XX.
Fue Irving Langmuir la primera persona en acuiiar el término plasma? refiriendose a ciertos tipos de
gases ionizados, al observar dentro de las lamparas de arco de mercurio, que la estructura del gas,
una vez alcanzado cierto grado de ionizacién, se parecia mucho a una sustancia moldeable o gelati-
nosa. No pasé mucho tiempo para que se observara que se tienen plasmas en diversas situaciones,
por ejemplo en fenomenos astrofiscos o termonucleares, y actualmente muchas de las herramientas
tecnoldgicas que se basan en fendmenos de plasmas necesitan de la teoria que describe este tipo de
sistemas.

Dentro de la fisica, existe una division entre la parte tedrica y la parte experimental para es-
tudiar un fenémeno particular y ambas partes actian en conjunto con la fisica computacional para
describir ciertas caracteristicas del sistema. En las dltimas décadas la simulacién numérica se vuelve
indispensable para diagnosticar al plasma, en especial en situaciones donde hacer medidas directas
es un proceso costoso o dificil de implementar.

Debido a que modelar a un plasma con todas sus caracteristicas es una tarea poco practica y
a veces imposible, tanto del punto de vista tedrico como computacional, existen diversos métodos

"Los criterios actuales que existen para que se considere que el grado de ionizacién es suficiente para que el gas sea
un plasma se presentan en el capitulo 3.
2(Goldston and Rutherford, 1995)
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numéricos que se utilizan para diferentes situaciones idealizadas del plasma. Una vez escogido el
modelo tedrico adecuado, se puede escoger un método numérico que permita hacer simulaciones
correspondientes para observar las caracteristicas de interés en el plasma. En esta tesis se presentan
las restricciones suficientes para poder modelar un plasma utilizando las ecuaciones de la magneto-
hidrodindmica (MHD) en el régimen ideal y resistivo para sistemas no relativistas. Cabe mencionar
que éstas restricciones también se cumplen para extensiones y variaciones al sistema de ecuaciones,
por ejemplo incluyendo flujos de calor o la ley de Ohm generalizada, que consideran situaciones
que pueden hacer mds complejo el modelado numérico, pero més apegado a la dindmica del plasma.

El método numérico presentado en esta tesis es de la clase de elementos finitos, y recibe el nom-
bre de volimenes finitos. La aplicacién de volimenes finitos es natural para leyes de conservacion,
ya que involucra la interpretacion fisica del problema para poder obtener la evolucién del sistema.

Volumenes finitos es adecuado para modelar escenarios en los cuales el plasma no es estacio-
nario; como es el caso de fendmenos astrofisicos, desde la magnetosfera de la tierra o eyeccidnes
solares hasta dindmica de galaxias; para jets de plasmas, como es el caso de los propulsores de Hall,
entre otros. Para el caso en el cual se tienen sistemas cuasi estacionarios, como los presentes en
las aplicaciones de confinamiento de plasmas, se hace la aproximacién de ecuaciones diferenciales
parciales elipticas (Jardin, 2010), que se resuelven de una manera mas adecuada, en el sentido de
que se pueden observar mejor las caracteristicas de los sistemas estables, con otro tipo de méto-
dos numéricos; sin embargo es posible modelar sistemas en los cuales se alcanza la estabilidad con
volumenes finitos.

En esta tesis se presenta la construccién de un cddigo capaz de resolver las ecuaciones de la
MHD en tres dimensiones, basado en el trabajo de (Gonzales-Avilez, 2017) y las pruebas realizadas
para validar el campo de accién del método. Las pruebas presentadas modelan fendmenos dindmicos
del plasma, no obstante se desea mostrar que también se pueden simular los sistemas cuasi-estaticos
de una manera adecuada, es asi que en este trabajo se presentan dos pruebas numéricas adicionales
enfocadas en buscar la localizacién del plasma utilizando configuraciones de campo magnético
con simetrias especificas. Estas pruebas numéricas no se encuentran presentes en la literatura y la
construccioén de los campos magnéticos iniciales fue hecha a la medida para obtener los resultados
esperados segun los textos (Gurnett and Bhattacharjee, 2005) y (Bittencourt, 2013). A continuacién
se menciona la estructura de la tesis:

En el segundo capitulo se discute acerca de la naturaleza de los sistemas hiperbdlicos de ecua-
ciones de derivadas parciales, con el enfoque de presentar el significado de las leyes de conservacién
y mostrar el tipo de sistemas se pueden modelar.

En el tercer capitulo se habla acerca de la teoria cinética de los plasmas para poder establecer
las escalas, pardmetros y tipo de plasmas que se pueden modelar con las ecuaciones de la magneto-
hidrodindmica.

En el cuarto capitulo se muestra una construccion de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica
y se muestran los tipos de ondas presentes en los plasmas descritos con este modelo. Estas ondas se
encuentran presentes en la construccién del método numérico.

En el quinto capitulo se habla de la construccién del método de volumenes finitos y la imple-
mentacion para las ecuaciones de la magnetohidrodindmica, se presenta ademas un método para
mantener la divergencia del campo magnético cercana a cero durante las simulaciones.

En el sexto capitulo se muestran los resultados de implementar el c6digo en pruebas estdndar



de la literatura en una y dos dimensiones espaciales para regimenes ideal y resistivo de la MHD. Se
discuten los resultados obtenidos y se contrastan con los resultados esperados segin las especifica-
ciones de la prueba.

En el séptimo capitulo se proponen dos pruebas adicionales basadas en situaciones de confi-
namiento esquemadticas mostradas en los textos introductorios al estudio de la fisica de plasmas
(Gurnett and Bhattacharjee, 2005) y (Bittencourt, 2013). Finalmente se discute acerca del resultado
de la implementacién y de posibles extensiones del trabajo.






Capitulo 2

Sistemas hiperbalicos de ecuaciones
diferenciales parciales

Las ecuaciones de la magnetohidrodindmica, que son las que se utilizardn para describir a los
plasmas en esta tesis, son un sistema hiperbdlico de ecuaciones diferenciales parciales. Para po-
der trabajar con ellas y para construir el método numérico que las resuelva aproximadamente, es
importante conocer un poco del trasfondo matematico de este tipo de sistemas.

En este capitulo se presentan las caracteristicas de los sistemas hiperbdlicos de ecuaciones dife-
renciales parciales. Se presenta el concepto las curvas y velocidades caracteristicas y su relevancia
en la construccién de las soluciones al sistema; se hacen las especificaciones del tipo de ondas que
se propagan con las velocidades caracteristicas; se presenta también la ecuacion de Burgers como
un ejemplo de un sistema hiperbdlico en el caso unidimensional y escalar; se muestra la conexién
entre los sistemas hiperbdlicos y las leyes de conservacidon para sistemas fisicos y finalmente se
presenta una clasificacién de las ondas que se generan en los sistemas hiperbélicos con condiciones
iniciales de un problema de Riemann.

2.1. Definicion de los sistemas hiperbdlicos

Un sistema hiperbdlico de ecuaciones diferenciales parciales es primero un sistema lineal de
ecuaciones diferenciales parciales, por ejemplo, para el caso unidimensional, un sistema lineal tiene
la forma

él- e 8 i
a—”; + Z a1, s o, um)g b b 1y oo ) = O @.1)

J=

5
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coni = 1,...,m. Este sistema tiene m ecuaciones y m incégnitas u; que dependen de las variables x
y t!. Es posible escribir el sistema (2.1) en forma matricial como

ou ouU
— +A|—|+B=0 2.2
ot [ 6x] (22)
con
up by an  ap2 ... aip
up by a ap ... ay
U= ;. B= . A=
Um b aml a2 ... Alm

Si las entradas a;; de la matriz A y las componentes b; del vector B son constantes, entonces el
sistema (2.2) es lineal con coeficientes constantes. Si a;j = a;j(x,1), bj = bj(x, 1) el sistema es lineal
con coeficientes variables. El sistema es cuasilineal si los coeficientes de la matriz A dependen del
vector U, es decir A = A(U).

El sistema en (2.2) se llama hiperbolico en el punto (x,?) si A tiene m eigenvalores reales
A, ..., A, y un conjunto correspondiente de m eigenvectores linealmente independientes KV, . . .,
K. El sistema es estrictamente hiperbdlico si los A; son distintos.

2.2. Curvas Caracteristicas

Para poder construir una solucién a (2.1) se utilizan las curvas caracteristicas. Para demos-
trar su implementacion y significado se presenta el ejemplo en el que el sistema de ecuaciones es
homogéneno, es decir, en el que B = 0, con condiciones iniciales Uy:

%L’J+A(%i;):0 —o<x<o00,t=0
(2.3)
U(x, 0) = Up(x)

Las curvas caracteristicas son curvas en el plano (x-t) sobre las cuales el sistema se convierte
en un sistema de ecuaciones parciales desacoplado, es decir, un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

2.2.1. Sistemas lineales con coeficientes constantes

A manera de ilustrar la obtencion de curvas caracteristicas en el caso en que los coeficientes de
(2.3) sean constantes, se analizard el problema unidimensional:

Cuando se tienen mds dimensiones espaciales, la definicién de sistemas hiperbélicos es una extencién natural a (2.1)
y (2.2) simplemente sumando las derivadas parciales con respecto el resto de las variables con sus respectivos coeficientes
y notando que las entradas de B dependen ahora de més variables y que existira una matriz similar a A adicional para cada
variable. Sin embargo, para la introducir las definiciones de los sistemas hiperbdlicos es suficiente analizar los sistemas
lineales unidimensionales dados, bien sea por (2.1), 6 por (2.2).



2.2. Curvas Caracteristicas

ur+a(uy) =0 —-oo<x<oo,r=0

2.4)
u(x,0) = uo(x)
A esta problema se le conoce como la ecuacién de adveccion.
La taza de cambio de u con respecto al tiempo sobre la curva x(r) es
du  Ou N dx du
dt ot dtox’
se toma ahora una curva especifica que satisfaga
dx
— =a, 2.5
ke 2.5
entonces se sigue, usando (2.4), que
du Ou  du

a—aﬁ-aa:().

Por lo tanto, integrando (2.5), se tiene que u es constante sobre la curva x = ar + xo y asi
u(x, 1) = uo(xo) = uop(x — at).

En este ejemplo, resolver la ecuacién diferencial ordinaria (EDO) para una curva caracteristica
(2.5) resulta en una familia de curvas que determinan la solucién completa. Visto de otra manera,
las curvas caracteristicas sirven, para saber como se propagaran los datos iniciales u(xp).

Esquematicamente esto se representa en la Figura 2.1.

»

u(to)

X

Figura 2.1: Comportamiento de la solucién a la ecuacién de adveccion

Ahora bien, una estrategia para encontrar las curvas caracteristicas a (2.3), en el caso en que U
sea un vector, es a través de la diagonalizacion de la matriz A. Al diagonalizar la matriz se pueden
encontrar velocidades de propagacion similares a (??) de manera que se obtenga una familia de cur-
vas para cada velocidad de propagacion. La construccion de la solucién serd entonces rastreando los
punto de donde se propaga la informacién para cada curva espacio temporal para cada componente
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del vector U. El proceso para construir la solucién de esta manera se muestra a continuacion.
Si A es una matriz diagonalizable, existe una matriz A tal que A = KAK~!, donde

4 0 -~ 0
N R K=[K... K"
0 0 - A,

donde K! es el eigenvector asociado al eigenvalor A;.

Al definir un vector W como W = K~'U 6 U = KW se tiene que al aplicar K~! a (2.3) resulta
en
W, + AW, =0, (2.6)

que es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales desacoplado

MM =1, .m 2.7)

ot i9x

donde w; es la i-ésima componente del vector w.
Al sistema (2.7) le corresponden una familia de curvas caracteristicas que satisfacen las EDO

d
3 = A x0)=xo (2.8)
parai =1, ..., m. Entonces para cada w; existe una solucién exacta dada por

W,'(x) = W(/lil‘ + XQ)

Construir la solucién para U consiste simplemente en aplicar mathb fK al vector W.

Una de las implicaciones de esto es que se tienen cantidades w; que se propagan a velocidades
independientes lambda;. Esta caracteristica es importante a la hora de interpretar el significado fisico
de las velocidades caracteristicas.

2.2.2. Sistemas lineales con coeficientes variables

Para estudiar el sistema (2.3) en el caso en que los coeficientes de A sean variables (que depen-
dan de U), primero se analizara el caso de un problema escalar:

u; + A(wu, = 0. 2.9)
La ecuacion de curvas caracteristicas es
&= Aw), x(0)=0 (2.10)
d[ b b .
que implica soluciones similares al problema (2.5):

u(x,t) = u(xo).
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Es conveniente, entonces, evaluar la pendiente A en ug(xp) y sustituyendo en (2.10) se obtiene
al integrar
x = xg + A(uog(xp))t, (2.11)

y asi la solucién completa es
u(x, 1) = up(x — A(uo(x0))?). (2.12)

En el caso no escalar (m > 1) del problema (2.3), la solucién se obtiene de manera similar, es
decir, desacoplando exactamente igual que en (2.10) con W definido como en (2.6).

Debido a la estructura de la ecuacion de las curvas caracteristicas, a los ’l?i) se les percibe como
velocidades de propagacién de una onda, ademds, a causa de su dependencia de u, se genera un
campo de velocidades distintas, al cual se le conoce como campo de velocidades caracteristico A;.

2.2.3. Ecuacion de Burgers

Una observacién importante es que si A(«#) no es constante (respecto a u), el perfil de la fun-
cién al propagarse no serd constante, como en el caso de A constante. Por ejemplo, si A(ug(x1)) >
Alup(xz)) > 0, la informacién producida en x; se propagard mas rapido que la de x,. En este mismo
ejemplo, si x| < x2, se formardn choques de informacién (se les conoce como shockwave), es decir,
hay un tiempo 7 en el cual las curvas caracteristicas se intersectan. A partir de este choque, el trata-
miento de la solucién tiene que ser distinto pues ya no es posible rastrear la solucién en (x, f) con
una sola curva caracteristica.

Es muy ilustrativo observar el comportamiento de la ecuacién de Burgers:

U+ uu, =0 (2.13)

6 escrito de otra forma
ur+ f(u)y =0 (2.14)

con f = %uz, con condiciones iniciales u(x, 0) = uo(x), u;(x) < 0.

En este caso, debido a que A = u las curvas caracteristicas tendrin la forma
X = xo + upg(x)t. (2.15)

En este ejemplo es facil ver que el perfil de la funcién tiende a ensancharse para las regiones
en las cuales u es creciente y a acortarse en las regiones donde u es decreciente, como puede ob-
servarse en la Figura 2.2. Es asi que eventualmente al evolucionar en el tiempo, se producird una
discontinuidad en la solucién.

Por este tipo de comportamientos, es muy ilustrativo estudiar sistemas de ecuaciones con con-

diciones iniciales discontinuas.
u;, x<0

up(x) = (2.16)
ug x>0
con uy,, ug constantes.

Para este problema se podria pensar que el campo caracteristico i solo consta de dos velocidades,
Ai(up) y Ai(ug), pero no es asi, enseguida se analizan los diferentes tipos de velocidades que pueden
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Figura 2.2: Comportamiento de la solucion de la ecuacion de Burgers. En este caso hay un pun-
to en el cual las curvas caracteristicas se intersectan y es en este punto donde se produce una
discontinuidad.

presentarse.

Caso 1 u;, > ug

En este caso, los datos que estdn a la izquierda de la discontinuidad se transmitirdn con una
velocidad u; y los que estdn a la derecha con una velocidad ug; surge la pregunta de cémo es que se
transmitird la informacién en la discontinuidad.

Supdngase que la velocidad con la que se transporta la discontinuidad es . Entonces se tiene
que cumplir que la solucién es
up, x<§St

up x>3St° @2.17)

u(x,t) = {
ademds se debe satisfacer la condicion de entropia, que establece que la velocidad de propaga-
cién del lado izquierdo sea mayor que la del derecho y que la velocidad con la que se propaga la
discontinuidad esté en un valor intermedio:

Alur) > § > A(ug). (2.18)

Esta relacion se debe cumplir debido a que en el caso de la ecuacién de Burgers A(#) = u. Una
representacion esquemadtica de esta situacion se presenta en la Figura 2.3. En esta figura se observa
que el perfil de la funcién u permanece constante mientras se desplaza la discontinuidad con la
velocidad S.

Integrando la ecuacién (2.14) en la coordenada x sobre el dominio [x;, xg], € intercambiando
derivadas e integrales, resulta en

d x(1) XR
Sflulxp, 1) = fu(xg, 1)) = T [f u(g, nd¢ + f() u(g, t)df],
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por otra parte, usando la regla de la cadena

x(1) x(t)
%[ f L u(f,r)df]= f DD e 4 un(n,n ™"

. 0
d R (TR oué, ) dx(1)
< [ [ ue t)df] - [ D - w5,

tomando x(¢) como la posicién de la discontinuidad se obtiene

(0 x(1)

Flues, 1) — Fluxr, 1) = [Ga(®, 1) — uo (0,018
x(1) XR R
+ f (1) + f e s

X x(t

donde u(x;(t), r) es el limite cuando u se acerca a u(x(¢), t) por la izquierda y u(x,(¢), t) cuando es por
la derecha. Haciendo el limite cuando x; — x(#) y xg — x(#) se cancelan las integrales, se obtiene
entonces la condicion de Rankine-Hugoniot:

Su(xp, 1) — f(u(xg, 1) = [u(xg, 1) — u(xg, )] S. (2.19)

De esta manera se obtiene para los problemas escalares y en el caso particular de la ecuacién de
Burgers
Af
S=—,
Au
donde Af = f(u(xz, 1) — f(u(xg, 1), Au = u(xr, 1) — u(xg, 1).
Explicitamente, la velocidad de propagacién de la discontinuidad (velocidad de choque) en este
caso es

S = %(uL + UR). (2.20)

| x-St

Ur

Figura 2.3: La velocidad de propagacion de la discontinuidad se obtiene de la condicion de Rankine-
Hugoniot
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Caso 2 u; < ugp

En este caso una solucién matematica aceptable es la misma que (2.17), no obstante esta solu-
cién es fisicamente inaceptable, pues la discontinuidad no surge debido a una compresion (A(uy) <
A(ug)) las velocidades caracteristicas divergen de la discontinuidad. A esta solucién se le llama
shock de rarefaccion 6 shock que viola la entropia, debido a que no satisface la condicion (2.18).

Otra de las caracteristicas por las cuales es inadmisible un shock de rarefaccion es debido a
que pequeiias alteraciones al problema hacen que la solucion diverja ampliamente, el sistema es
inestable. Se analizard este escenario a continuacion.

Supoéngase que las condiciones iniciales de (2.16) se modifican ligeramente

ur X < XL
up(x) = § up + FEE(r— X)X < X <xg (2.21)
UR X > XR

Se observa que ya no es posible obtener la solucién dada por (2.17) ya que el perfil de la onda

tiende a achatarse y realmente deja de existir un choque. Este comportamiento se representa en la

Figura 2.4. La solucién a (2.21) se obtiene nuevamente al seguir las velocidades caracteristicas que

surgen en ¢ = 0. La solucién consiste en dos velocidades A(uy) = up y A(ug) = ug seguidas por una

transicion suave de velocidades A este tipo de solucién se le conoce como Onda de Rarefaccion.
La solucién completa para este problema sera entonces

u A < uy
u(x,n) =9 =+ up <= <ug
U ug < =+

Haciendo el mismo proceso limite que en el caso anterior (x; — 0 « xg) se obtiene la solucioén
para las condciones iniciales (2.16):

ur x_th <uyp
u(x,t) =9 5 ur <5 <ug (2.22)
UgR up < %

que se conoce como onda de rarefaccion centrada. El caso limite se puede interpretar como sigue:
up(x) toma todos los valores entre uy y ug, consecuentemente las velocidades caracteristicas toman
todos los valores entre A(u;) y A(ug)

La solucién exacta y también la generalizacién de la ecuacién de Burgers en dos dimensiones
se encuentra en (LeVeque, 2002).

2.3. Leyes de conservacion

En la fisica, muchas propiedades de un sistema se obtienen gracias a leyes que gobiernan la na-
turaleza, algunas de estas leyes manifiestan cantidades conservadas importantes para su descripcion,
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4 x

Figura 2.4: Cuando se presenta una onda de rarefaccion, se crea un abanico de velocidades carac-
teristicas entre la velocidad menor y mayor, que resulta en que la discontinuidad inicial se suaviza
y desaparece.

por ejemplo, la ley de conservacion de la masa, % + V- (ov) =0.

Una de las formas més generales en las cuales se presentan las leyes de conservacion es
U;+V-F®U) =0, (2.23)
que en el caso en el que el problema se pueda definir solamente en una dimensién se toma como
U, +F(U), =0, (2.24)

a la funcién F(U) se le denomina a como el flujo de las variables conservativas.
Aplicando la regla de la cadena en la ecuacion (2.24) se obtiene

oF

U+ —
T oU

U, =0. (2.25)
Entonces, dada una coleccion de leyes de conservacion, se dice que el sistema es hiperbdlico si la

matriz Jacobiana 5F
AU) = —
U 70

satisface los criterios de hiperbolicidad.

Para un dominio cerrado [x;, xg] X [1, £2] es posible expresar las leyes de conservacion en forma
integral

XR XR 12 )
f U(x, r)dx = f U(x, t1)dx + f F(U(xg, ))dt — f F(U(xg, 1))dt (2.26)
XL XL, I3 1

que se derivan directamente de la fisica del sistema. Esta forma de las leyes de conservacién facilita
el trabajo numérico para aproximar la solucidon cuando se presentan discontinuidades.

En el caso de que las leyes de conservacién no se sostengan, es posible realizar modelos con-
servativos al agregar un término externo S a una ley de conservacién

U+ V-FQU) =S, (2.27)
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este término externo puede representar fuerza o fenémenos en los cuales haya transferencia de
energia externa.

2.4. Problema de Riemann

Es de interés para los métodos numéricos observar el comportamiento de los campos de veloci-
dades caracteristicos para un problema de condiciones iniciales especificas:

UL x<0
Up(x) = (2.28)
Ugp x>0

con Uy, Uy constantes.
En este problema, al igual que para la ecuacidon de Burgers, asumiendo que Uy # Uy, se presen-
tardn distintos tipos de ondas dentro del campo caracteristico de velocidades.

2.4.1. Ondas de choque

Para la i-ésima cantidad conservada, en el campo de velocidades caracteristicas se obtendran, al
igual que en la ecuacién de Burgers, dos velocidades constantes A9, A9(Ug), y una velocidad
sobre la cual se propaga la discontinuidad S;, conocida como velocidad de onda de choque. Para
esto se tienen que cumplir las siguientes condiciones

1. El campo caracteristico es un campo genuinamente no lineal:

K?.v,A(U) #0; YUeR" . (2.29)

2. Condiciones de Rankine-Hugoniot:

F(Ug) = F(Ur) = Si(U, = Up). (2.30)

3. Condicion de no violacién de la Entropia:

/l,'(UL) > Si > /l,'(UR). (231)

2.4.2. Ondas de Rarefaccion

En el campo de velocidades caracteristicas, al igual que en la ecuacion de Burgers, se obtendran
ademds de las dos velocidades caracteristicas 1;(Ur), 4;(Ug), un conjunto de velocidades que pro-
ducird una transicidn suave entre estas dos velocidades. A este conjunto se le conoce como onda de
rarefaccion; debido a que 4;(Ug) es mayor, se le conoce como onda a la cabeza y a 4;(U) como
onda cola; a todas las velocidades intermedias se les llama abanico de rarefaccion.

Las condiciones para ser onda de rarefaccién son
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1. No se satisface la ecuacién (??), es decir que existe violacién de la entropia:

Ai(Ur) < 2i(Ug). (2.32)
2. El campo es linealmente degenerado:

K? .V, (U)=0; VYUeR™ (2.33)

En el caso de las ondas de rarefaccién se cumple un conjunto de relaciones que se conoce como
invariantes generalizados de Riemann:
dw 1 dWm

— == — (2.34)
k" dKy)

donde w;y K;i) estan definidos como en (2.6).

2.4.3. Ondas de contacto

Este tipo de ondas no estd presente en la ecuacién de Burgers, y estd asociada a una velocidad
caracteristica A;. Se deben cumplir las siguientes condiciones.

1. El campo de velocidades es linealmente degenerado, como en (2.33).

2. Las velocidades caracteristicas son iguales
Ai(Ur) = 4;(Ug) = §;. (2.35)
donde S; es la velocidad de la discontinuidad.

3. Se cumplen las condiciones de Rankine-Hugoniot, como en (2.30)

De la misma manera que en las ondas de rarefaccion se satisfacen las relaciones de invariantes
generalizados de Rieman (2.33).

En este capitulo se presentd una descripcion de los sistemas hiperbdlicos de ecuaciones diferen-
ciales parciales. Estos sistemas son importantes pues con ellos se pueden modelar algunas leyes de
conservacion que representan situaciones fisicas. Se presentd en particular el problema de Riemann
que consiste en un sistema hiperbdlico con condiciones iniciales discontinuas y se describid el tipo
de onda que puede generarse al considerar las velocidades caracteristicas del sistema.

Existen tres motivaciones para poner enfasis en las soluciones del problema de Riemann, la
primera es que las ecuaciones de la hidrodindmica son un sistema hiperbdlico de ecuaciones que
describen la dinamica de un gas y en las cuales se tiene la solucién exacta para el problema de Rie-
mann, la segunda es que para las ecuaciones de la magnetohidrodindmica, el problema de Riemann
también ayuda a estudiar la estructura hidrodindmica de un plasma y la ultima motivacién es que
el método numérico en el que se basé el codigo de este trabajo, que resuelve las ecuaciones de la
magnetohidrodindmica, se basa en la estructura de las soluciones del problema de Riemann para
sistemas hiperbdlicos.
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Antes de hacer un andlisis de las ecuaciones de la magnetohidrodinamica, en el siguiente ca-
pitulo se hard una descripcion de los plasmas y de las escalas en las cuales estd bien planteado el
modelo matemdtico del sistema.



Capitulo 3

Teoria Cinética de los Plasmas

Cuando se habla acerca de plasmas, coloquialmente se meciona que es el cuarto estado de la
materia, pues el mecanismo de ionizacién mas difundido consiste en que al aumentar la temperatura
de un gas, se consigue un alto grado de ionizacién. Cabe mencionar que este no es en realidad otro
estado de la materia, ya que no existe una transicion de fase en a partir de la cual un gas se considere
plasma. Mds atn, existen otras configuraciones de particulas en las cuales existen fenomenos que
estan asociados a los plasmas, por ejemplo se habla desde hace tiempo de plasmas en estado sélido
(Jonscher, 1964) y esto se debe a que los fendmenos asociados a los plasmas no son inherentes a
la estructura gaseosa de la materia. Para poder hablar acerca de los plasmas, entonces se tiene que
tener de manera precisa a qué tipo de sustancias se estd refiriendo.

En este capitulo se presenta especificamente las caracteristicas de un sistema que se denomine
como plasma, y como en cualquier descripcién de una sustancia, cuéles son los tipos de pardmetros
medibles, y las escalas sobre las cuales estd definido el plasma. También se presenta una breve
descripcidn de la teoria cinética de los plasmas para representar su caracter macroscopicamente
neutro, asi como para establecer el rango de validez de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica
en los regimenes ideal y resistivo que se presentardn en el capitulo 4.

3.1. Plasmas

Un plasma es primero que nada un gas ionizado constituido por particulas cargadas positiva y
negativamente, una mezcla de electrones, iones y particulas neutras. No cualquier sustancia consti-
tuida por esta mezcla se le considera plasma, ya que hay ciertos criterios que debe satisfacer para
que se le considere como un plasma.

- Macroscopicamente Neutro

En equilibrio, en un volumen ¢v lo suficientemente grande para contener un gran niimero de
particulas pero lo suficientemente pequefio comparado con las longitudes caracteristicas para
la variacién de pardmetros macroscopicos (por ejemplo la densidad y la temperatura), la carga
neta total es cero.

- Blindaje de Debye

17



18 Capitulo 3. Teoria Cinética de los Plasmas

Un plasma tiene la caracteristica de tener alta conductividad, esto es que los electrones se
pueden mover de manera més libre que en un gas normal. Este tipo de libertad produce que
los efectos producidos por la carga de una particula sean apantallados a distancias muy cor-
tas. A la longitud después de la cual ya no se percibe la carga de la particula se le conoce
como longitud de Debye Ap. Uno de los criterios que tiene que cumplir una sustancia para
llamarse plasma es que la longitud de Debye sea mucho menor que la escala macroscopica de
longitudes L con la que se estudia al gas ionizado, Ap < L.

- Frecuencia del plasma

Cuando un plasma es perturbado de un estado en equilibrio, los campos internos producidos
por las cargas generan movimientos que tienden a reestablecer el equilibrio y la neutralidad
de carga. Este proceso tiene naturaleza oscilatoria y la frecuencia de oscilacion sirve para
caracterizar al plasma.

Existen distintos mecanismos para obtener plasmas. Un plasma puede ser producido elevando
la temperatura de una sustancia hasta que un grado razonable de ionizacién es obtenido. Un gas mo-
lecular gradualmente se disocia en un gas atémico, debido a colisiones. A mayor temperatura, una
cantidad grande de atomos adquiere suficiente energia cinética, a tal punto de que en cada colisién
entre 4tomos, se logra superar la energia de ligamento de los electrones de las orbitas externas, pro-
duciendo iones y electrones libres; eventualmente se llega a una configuracién de plasma. El plasma
formado de esta manera estd en equilibrio termodindmico y el grado de ionizacién y la temperatura
de los electrones esta fuertemente relacionado.

Los plasmas también pueden ser producidos por procesos que ionizan mucho mds que el de
elevar la temperatura en equilibrio termodindmico. Ejemplos de esto son la fotoionizacién en la
cual la ionizacion ocurre por la absorcién de fotones cuya energia es mayor que el potencial de
ionizacion del d&tomo.

Otro mecanismo que produce plasmas es una descarga eléctrica fuerte. Un campo eléctrico
externo se aplica a un gas ionizado, éste acelera a los electrones a energias lo suficientemenete altas
para ionizar a otros dtomos por colisiones.

En un plasma, las interacciones de sus particulas se dan entre las que tienen carga con otras
también cargadas (interaccion carga-carga) o entre particulas cargadas con neutras (interaccién
carga-neutra). Para interacciones carga-carga las fuerzas que estdn presentes son las debidas a la
interaccion electromagnética; para interacciones carga-neutra las fuerzas que estan presentes son
eléctricas (debido a la polarizacién) y cuanticas.

En plasmas débilmente ionizados, hay mayor cantidad de interacciones carga-neutra. En plas-
mas altamente ionizados la cantidad de interacciones carga carga es mayor. En esta tesis se trabaja
con plasmas altamente ionizados en los cuales no consideramos las interacciones carga-neutra.

Al hablar de las particulas que describen al plasma se utilizardn subindices para definir la especie
de particula que se esta observando.

3.1.1. Parametros de un Plasma

Cuando se describe un gas de manera macroscépica, se necesita conocer el valor de las cantida-
des termodindmicas que definen el estado en el cudl se encuentra el sistema, por ejemplo la presion,
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el volimen y la temperatura. No obstante en un plasma, es necesario contar con algunos parametros
extra que describan la dindmica interna de las particulas.
Los parametros caracteristicos que definen a un plasma son

- Densidad de niimero y temperatura.

La densidad de nimero, ny, expresa el niimero de particulas de la especie s por unidad de vo-
lumen. La temperatura de estas particulas esta relacionada con su energia cinética promedio.
Existe una cantidad llamada velocidad térmica que para un gas ideal en equilibrio térmico es

Cs = 3.1

- Longitud de Debye.

La longitud de Debye se puede obtener en funcién de la temperatura y la densidad de ntimero
de particulas cargadas, esta longitud define una escala para caracterizar al plasma. En equili-
brio termodindmico y considerando una funcién de distribucién de Maxwell para la funcién
de distribucion, se puede obtener una férmula practica para la longitud de Debye que es

Ap = 6.9+T,/ny, 3.2)

donde T, estd en grados Kelvin y la densidad ng, que es la densidad de ndmero de los elec-
trones, estd en ¢m™>. En la literatura también se encuentra definido el cubo de Debye, que
representa la region maxima en el espacio sobre la cual se apantalla el efecto de las cargas.

- Frecuencia de plasma.

Existe una férmula para la frecuencia de oscilacioén del plasma, w;, que se presenta al per-
turbarlo ligeramente. Esta férmula es aproximada y debe considerarse sélo como una escala
temporal.

ws = Cy/As. (3.3)

- Frecuencia y radio de Ciclotron.

Si una particula cargada de masa m y carga g es insertada en un campo magnético estatico
uniforme, ésta se desplaza con movimiento circular uniforme alrededor del campo magnético,
a una velocidad angular caracteristica llamada frecuencia de ciclotrén, Q. ,

Q= ——. 34

Movimientos casi circulares se encuentran si el campo magnético estd compuesto por una
componente estitica homogénea uniforme mas una perturbacion pequefia espacio-temporal.
En estos casos se puede definir también una frecuencia ciclotrén.

Para un electrdn, la frecuencia de ciclotron (en Hertz) es

fe. = 28B. (3.5)
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El radio que describe una particula en movimiento ciclotrén es

Vs

Pes = ~ (3.6)
que se conoce como radio de ciclotrén o radio de Larmor.

Una particula cargada que realiza movimiento circular uniforme presenta un momento magnéti-
co u cuya magnitud estd dada por

|ul = IA,
donde I es la corriente producida por el movimiento de la particula y A es el drea de la 6rbita.
Tomando
7= €
2’
A= 71',03,
se tiene que
1
sl = 51519207, (3.7

y usando las relaciones (3.4) y (3.6) se tiene que

1 2
ZMvy _ WJ_S

B B
donde W representa la energia cinética debida a la componente de la velocidad que es perpendi-
cular al campo magnético.

La ecuacion (3.8) escrita en forma vectorial tiene la forma

lpas| = (3.8)

_ W
B

Hs B, (3.9

utilizando el momento magnético es posible definir la magnetizacion en el plasma.

3.2. Teoria Cinética

A continuacién se presenta un pequeifio repaso de la teoria cinética en el estudio de plasmas. Es
importante mencionar que no es un estudio exhaustivo y la finalidad de presentar esta informacién
es para delimitar el rango de validez de las ecuaciones de la MHD.

Para hacer una descripcion estadistica de un plasma, es conveniente utilizar la funcién de dis-
tribucién f(r, v, ) que se define como el nimero probable de particulas que se encuentran en un
elemento de volumen d3xd3v. El nimero total de particulas en el sistema, N, se obtiene integrando
sobre todo el espacio fase

N = f f(r,v,nd>xd’.

Debido a que un plasma estd compuesto por distintos tipos de particulas, es necesario utilizar
una funcién de distribucién para cada especie. Se utilizard el subindice s para designar a la especie
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de la que se esta hablando, las cuales pueden ser iones, electrones o particulas neutras.
Gracias a la funcién de distribucion es posible encontrar varios tipos de promedios para valores
esperados de cantidades macroscopicas:

- Densidad de nimero de particulas 7y, es el nimero promedio de particulas de tipo s por
unidad de volumen

ng = f fi(r,v,nd>. (3.10)

- Velocidad promedio vy, es la velocidad promedio de las particulas de tipo s
1 3
vy = — | vf(r,v,0)dv. 3.11)
nS v

- Densidad de energia promedio W; es la energia cinética promedio de las particulas de tipo s
por unidad de volumen

1
Wy = f Ems# fo(r, v, ndv. (3.12)
1%

- Tensor de Presion Py = [P;;], es la taza promedio a la cual el momentum es transportado en
la direccidn i sobre la superficie j, donde i,j representan las direcciones x, y, z, en un sistema
de referencia que se mueve a la velocidad promedio v;

P= f ms(V — vg) ® (Vs — V) f5(r, v, )d>v. (3.13)

donde ® es el producto tensorial.

3.2.1. Ecuacion de Boltzmann

La ecuacién cinética que gobierna la evolucion de la funcién de distribucion en el espacio fase
es la ecuacion de Boltzmann. Esta ecuacion asume que las fuerzas actuantes sobre las particulas
se pueden clasificar en dos tipos: de largo alcance (como las producidas por los campos electro-
magnéticos o gravitacionales) o de corto alcance (como las producidas debido a colisiones, es decir,
efectos eléctricos y cudnticos). Esta ecuacion es

a_fv.vf+E.va:6LJC’ 3.14)

ot m t
donde F representa las fuerzas de largo alcance y 6.f/dt es el término que representa las fuerzas
debido a colisiones. Para poder obtener esta ecuacién se debe suponer que las velocidades de las
particulas que componen al gas tienen que ser no relativistas. Si el niimero de electrones contenidos
en un cubo de Debye es grande, es decir n/l% > 1, entonces las fuerzas colectivas son mucho mas
importantes que las fuerzas de colision. En estas condiciones el término de la derecha de (3.14) es
despreciable y sustituyendo F por la fuerza de Lorentz, entonces se obtiene la ecuacion de Vlasov

af

Yy vir LE+vxB]-V,f=0. (3.15)
ot m
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3.2.2. Los momentos de la ecuacion de Boltzmann

Muchas veces no es necesario resolver la ecuacién de Boltzmann para obtener las cantidades
macroscopicas por medio de las integrales. Un método para encontrar las cantidades macroscépicas
es utilizar las ecuaciones de momento que se obtienen de multiplicar la ecuacién de Boltzmann
(3.14) por potencias de la velocidad e integrar sobre todo el espacio de velocidades. Este proceso
genera una ecuacion para cada potencia de la velocidad a la cual se le conoce como el momento de
la ecuacion, el tratamiento de la teoria cinética se encuentra en (Bittencourt, 2013).

- Momento cero

Este momento se obtiene tomando la potencia a la cual se elevara la velocidad igual a cero,
es decir, se multiplica la ecuacién de Boltzmann por 0 = 1, posteriormente se integra sobre
todo el espacio de velocidades. Este momento deviene en la ecuacién de continuidad de la

densidad de nimero
ong

ot

+ V- (ngvy) = 0. (3.16)

Multiplicando la ecuacién (3.16) por la masa de una particula s, se convierte en la ecuacién
de continuidad de la materia para esa especie

Ips
ot

+ V- (osvs) = 0. (3.17)

Multiplicando la ecuacién (3.16) por la carga de la particula s se convierte en la ley de la
conservacion de la carga
Opy

E+V'J=0' (3.18)

- Primer momento

Este momento se obtiene multiplicando por v la ecuacién de Boltzmann. La ecuacién ma-
croscépica resultante es

OcPs
ot ’

OV
ps[ v +(VS-V)VS]=peS[E+V><B]—V-PS+ (3.19)

ot

donde p; es la densidad de materia de las particulas s, p,, es la densidad de carga que produce
la distribucion de las particulas s, P es el tensor de presion para las particulas s 'y 6.p/dt es la
fuerza de arrastre debido a colisiones. El término de la izquierda es la derivada convectiva de
la velocidad promedio, por lo que (3.19) puede escribirse como

dv, OcPs

psa =pe,]JE+VvXB]-V-P,+ 5 (3.20)

Esta es la ecuacion de conservaciéon de momentum y es evidente que tiene la forma de la
segunda ley de Newton. Para construir las ecuaciones de la MHD, una de las consideracidnes
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es que el momento total en el plasma se conserva, asi que para la distribucién total del materia

oP _
ot

- Segundo Momento

El segundo momento se obtiene multiplicando la ecuacién de Boltzmann por el tensor v ® v
e integrando sobre el espacio de velocidades. Este procedimiento genera una matriz simétrica
con nueve componentes. La traza de esta matriz se obtiene multiplicando la ecuacién de
Boltzmann por la energfa cinética (1/2m;,v?) e integrando sobre el espacio de velocidades. La
ecuacién macroscépica resultante es

ow.

_S+V'QS_E'JS=f

[
ot ‘

SVt = d3v (3.21)

que se le conoce como la ecuacion de la energia; donde W es la densidad de energia cinética

1
W, = Emsvzfs,

Q; es el flujo de energia cinética

1
Qs=f§msV2std3V’

el término E - J; se obtiene considerando la fuerza de Lorentz en la ecuacién de Boltzmann,
representa la contribucién de la ley de calor de Joule para la especie s. El término de colisién
en la derecha da la taza de transferencia de energia a la especie s debido a colisiones con las
demads particulas. Sumando sobre todas las particulas se obtiene la ecuacién

f’@lt"Jrv.Q:E.J, (3.22)

donde W = 3, W; es la energia cinética total, Q = >, O es el flujo total de energia cinética
y E - J es la ley de calor de Joule. En un plasma completamente ionizado, la suma de los
términos debido a las colisiones es cero, ya que las colisiones electrostaticas simplemente
transfieren la energia cinética de una especie a la otra, pero esto no cambia la energia cinética
del sistema completo.

3.2.3. Ecuacion de Estado Adiabatica

De los primeros tres momentos de la ecuacidon de Boltzmann se puede inferir que para el mo-
mento # se involucra siempre el momento n + 1. Esta jerarquia ocurre por el término v - Vf;. Es por
este motivo que nunca hay suficientes ecuaciones para todas las incégnitas de momentos. Obtener
un sistema cerrado de ecuaciones se puede hacer especificando una ecuacién de estado que rela-
cione el tensor de presiéon P, con la densidad de ndmero ng, o con la densidad p,. La ecuacion de
estado que se utiliza para esta tesis asume que hay una distribucién isotrépica de las velocidades.
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Bajo éstas condiciones, el tensor de presion se vuelve diagonal, con elementos diagonales iguales
P, =1P,.

Esta caracteristica isotrépica se debe a que las colisiones permiten este perfil para el tensor de
presion, en el caso de plasmas frios, también es posible pensar en una distribucion isotropica con-
siderando la interaccién entre las ondas microscépicas que perturban al plasma con las particulas,
estas interacciones hacen que el perfil de velocidades no se ajuste a una velocidad en especifico.

En esta tesis se utiliza P, igual que en la ecuacién de gases ideales

€s

Pe= ply +1) 329

donde e es la energia interna por unidad de volumen y 7 es el cociente de las capacidades calorificas
vy = C,/C,. De la mecdnica estadistica se sabe que para un gas con 3 grados de libertad.

aunque en algunas ocasiones se puede tomar y como un pardmetro ajustable para representar ecua-
ciones de estado no adiabdticas.

3.3. Validez de la MHD resistiva

Cualitativamente la MHD resistiva es valida para fenémenos de baja frecuencia y baja longitud
de onda, en plasmas que presentan una cantidad suficiente de colisiones y en las cuales las veloci-
dades no son relativistas, esto es, considerando perturbaciones de frecuencia w y nimero de onda
k:

- Se tiene que cumplir que la velocidad de propagacion de las perturbaciones y las velocidades
térmicas de los electrones y los iones sean menores que la velocidad de la luz c.

wlk < c,
C,<c, (3.24)

Ci<ec.

- Para que exista la cuasi-neutralidad, y por lo cual no estamos considerando corrientes de
desplazamiento en las ecuaciones de Maxwell, se tiene que cumplir que

kip < 1 (3.25)

- Matematicamente describir que en el plasma hay suficientes colisiones se puede expresar de
la siguiente manera. Si 7, y 7; son los tiempos esperados para las colisiones que sufren los
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electrones y los iones respectivamente, entonces se tiene que satisfacer que

wT, < 1,
(3.26)
Wt < 1.

Aunado a esto se debe cumplir que los caminos libres promedio (distancia promedio que
presenta una particula antes de colisionar) que tienen los electrones e iones sea mucho menor
que la escala espacial macroscépica L.

Crr.x 1
3.27)
Cl'Ti <1
- Laley de Ohm generalizada es
1 1 1 0
E+vxB-—J=LyxB-Lv.p,+ " |Y v.geviven (3.28)
o en en ne? | ot

Cuando la corriente eléctrica J es pequefia, los términos de la derecha son despreciables y se
regresa a la ley de Ohm resistiva.

Otro de los criterios importantes para poder utilizar la ley de ohm resistiva es que el radio de
Larmor para los iones sea mucho mas pequefio que las escalas macroscopicas

pCi < La
3.29)
w <K QC,‘,

aunque se puede mencionar que algunos fenémenos, como algunas ocasiones en las que hay
reconexién magnética, se pueden describir al no obviar estos términos.

Una vez descritas las caracteristicas y pardmetros que definen a un plasma, se puede presen-
tar el modelo matematico que se utilizo, las ecuaciones de la magnetohidrodindmica. Para estas
ecuaciones se modela al plasma como un fluido de una séla especie y esto se realiza






Capitulo 4

Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica

4.1. Ecuaciones de Euler

Las Ecuaciones de Euler son un sistema no lineal hiperbdlico de ecuaciones diferenciales par-
ciales que expresan las leyes de conservacion presentes en la dindmica de la materia compresible, es
asi en gases o liquidos a presiones altas, para los cuales los efectos de viscocidad, fuerzas externas
o flujos de calor no son considerados.

Para modelar un fluido existe cierta libertad a la hora de escoger las variables que lo describen.
Hay dos tipos de variables: primitivas, que son la densidad p(x, y, z, ), la presién P(x, y, z,t) y las tres
componentes de la velocidad del fluido v = (v,, vy, v;); conservativas, que son la densidad p(x, y, 2),
las tres componentes del momento pv, y la energia, ya sea la energia total por unidad de masa
E(x,y,z,t) o la energia interna por unidad de masa e(x, y, z, t).

Las variables conservativas reciben este nombre debido a que surgen naturalmente de la aplica-
cién de principios fisicos que se expresan en leyes de conservacién y las variables primitivas reciben
este nombre debido a que es posible obtener las otras cantidades a partir de éstas.

Las ecuaciones de Euler se expresan en términos de las variables conservativas. Estas ecuaciones
son

Pr+ (Evo)x + (ovy)y + (pv2), = 0
(OV)r + (V2 + P)y + (pvavy)y + (pvave), = 0
(V) + (PVavy)x + (pVy + P)y + (pvyvy), = 0 @.1)
(Pv2)r + (Pvevo)x + (pvyvo)y + (V2 + P), = 0
E; + [v(E + P)], + |w(E + P)]y +[V(E+P). =0

27
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Estas 5 ecuaciones se pueden escribir de manera compacta como
pr+V-(v)=0
v);+V-(ovev+P)=0
E/+V-[(E+P)wV]=0

donde ® es el producto tensorial y 1 es la matriz unitaria

vi ViVy ViV

VOV = VyV V2 VyV
- yrx y yvz

2

ViVx VzVy oV

1 00
I={0 1 O
0 01

En el sistema (4.1) hay cinco variables involucradas y solamente cuatro ecuaciones. Afortu-
nadamente, al tomar en cuenta consideraciones termodindmicas es posible completar el sistema,
la manera de realizar esto es a través de la ecuacién de estado, como se mencioné en el capitulo
anterior.

Para gases ideales se considerara la ecuacion de estado caldrica, que relaciona la energia interna
con la presion y el volumen especifico:
PV P

- = 4.2
¢ y-1 py-0D *+2)

donde y es una constante que depende del gas a considerar. Dado que la energia interna est4 rela-
cionada con la energia total via la ecuacion

E=p(v* +e) 4.3)

se tiene un sistema de ecuaciones donde el nimero de incégnitas y de ecuaciones es adecuado para
resolverse; si las condiciones de frontera son consistentes, se puede asegurar que el sistema se puede
resolver.
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4.1.1. Derivacion de las ecuaciones

Considérese una funcién escalar O(x, y, z, r). La razén de cambio de @ segiin un observador que
se mueve con la velocidad v del fluido,est4d dada por
D® 00

22 _% v vo
D or "

¥(t) = f f f O(x,y,z, 1)dx’
A\

donde el volumen V estd definido como el interior de una superficie suave a trozos dV que se mueve
con el material en consideracion. Se tiene entonces que

DY _ (1 (@
E_fffv > dx +fav(n ®v)da 4.4)

donde 1 es el vector unitario normal a la superficie da y que apunta hacia afuera de V. Nétese que

si @ y ¥ fuesen campos vectoriales, la ecuacién seguirfa siendo la misma'.

Ahora, considérese

4.1.2. Ley de Conservacion de la masa

Se define ¥ como la masa total en el volumen V

¥(r) = f f f p(x,y,z, 0)dx>. 4.5)
\Y

Asumiendo que dentro del volumen la masa se mantiene constante, se tiene que % = (. Susti-
tuyendo en la ecuacidn (4.4) se obtiene

f f f W4+ f (fi - pv)da = 0. (4.6)
v ot av

Usando el teorema de la divergencia de Gauss, se cambia la segunda integral de la parte izquier-

da de (4.6). Se tiene entonces que
0
fff (—p s (pv)) dxd = 0. 4.7)
v\ ot

Dado que esto es para un volumen V arbitrario, entonces se tiene que cumplir que

Z—f +V-(ov) =0, (4.8)

que es la ley de conservacién de la masa

'En este caso el producto ®v se referirfa al producto tensorial
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4.1.3. Ley de conservacion del momentum

Considérese ¥ ahora el momento total en el volumen de control V:

Y= fff pvdx3. 4.9)
\%

Segin la segunda ley de Newton, el cambio de momentum es igual a la fuerza que experimenta.
Al no considerar fuerzas externas (como la gravedad), ni efectos de viscocidad, la unica fuerza que
experimenta el elemento de volumen V es debido a la presion, por lo tanto

DY
—:fs:ff P da. (4.10)
Dt oV

Sustituyendo (4.10) en (4.4) y agrupando las integrales, se tiene que

fff WV 4 ff [V(i - pv) + P - fi] da. @.11)
oV

Aplicando el teorema de la divergencia, se obtiene

ff —+ [V-(pov®v)+VP]dx’ =0 4.12)

fffaiﬂv [(pve V) +P1]dx’ =0 (4.13)

donde 1 es la matriz unitaria de dimensiones 3 X 3.
Todo esto es valido para cualquier volumen V, asi que el integrando debe de ser 0, esto es

que puede reescribirse como

aaitJrv [(ov® V) + P1] =0, (4.14)

que es la ley de conservacién del momentum.

4.1.4. Ley de conservacion de la energia

En este caso se tomard ¥ como la Energia total en el volumen V

¥(r) = f f f Edx>. (4.15)
A\

Se tiene que una fuerza f que actda en un punto en movimiento con una velocidad v produce un
trabajo W por unidad de tiempo v - f, al despreciar fuerzas externas y efectos de viscocidad, éste es

producido sélamente por la presion, asi
- f f P(v - f)da (4.16)
Y
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Si no hay flujo de calor, entonces

DY dwW OE
Zr _aw e P h- Ev)d 4.17
Dr  dr fffv or +fav(n vda, @17

f f f OE 13 - _ f f (P + E)f - v)da, (4.18)
v Ot Y

usando el teorema de la divergencia

fff (a—E+V-[(P+E)V])dx3:O (4.19)
v\ ot

Nuevamente, debido a que el andlisis se hizo en un volumen arbitrario V, entonces se tiene que
cumplir que

es decir

aa—f +V-[P+E)WV]=0 (4.20)

que es la ley de conservacion de la energia.

4.1.5. Ondas Hidrodinamicas

Al ser un sistema hiperbdlico, con las condiciones iniciales adecuadas, las ecuaciones de la
hidrodindmica pueden presentar tres tipos de onda: Ondas de choque, ondas de rarefaccién y ondas
de contacto. Un problema sencillo unidimensional con significado fisico real en el cual se pueden
estudiar estas ondas es el problema del tubo de choque.

El problema de tubo de choque fisicamente consiste en un tubo que contiene un tipo de gas
constituido por un sélo tipo de particulas, por ejemplo un gids monoatémico; a la mitad del tubo
existe una membrana que lo divide en dos regiones, cada region estd en equilibrio pero la densidad
y la presién son mayores en una region, la velocidad del gas en ambas regiones es cero. Al retirarse
la membrana, empezara a haber flujo de gas de la regién de mayor densidad a la de menor densidad
y se presentardn los tres tipos de onda.

Este problema matemaéticamente se modela como un problema unidimensional de las ecuaciones
de la hidrodindmica

91(p) + 0x(pvx) = 0
Oi(pvy) + 0, (V2 +P) = 0 4.21)

O(E) + 0x[(E+ P)v<] =0

con condiciones de frontera de Riemann centradas en el origen, donde fisicamente se situaria la

membrana:
pr x<0

p(x,0)={pR >0
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P; x<0
Peo={ k15
V)C(x’o) =0a

donde p;. > pr, Pr > Pg y son constantes.

De (4.21) se necesita calcular el valor de las velocidades caracteristicas y para esto se tienen que
calcular los eigenvalores de la matriz A(u) = JF/du

0 1 0

A= Ty =32 B-yv: y-1 (4.22)
(y-Dvi-2 -3 -1v v

que corresponden a las velocidades caracteristicas.

Al =vy—a 4.23)
b= v, (4.24)
Al =ve+a (4.25)

donde a = 4/yP/p es la velocidad del sonido en un gas ideal.
Los eigenvectores de A son

1 1 1
u = Vy—a , =] vy |, u3= vy+a (4.26)
H—a-— 1.2 _
a— vy 5Vy H-a+v,,

que se utilizan para desacoplar las ecuaciones de Euler, como se expreso en el capitulo 2.

Dependiendo de la region de la solucién se usardn tanto las condiciones invariantes de Riemann
para las ondas de rarefaccion y las condiciones de Rankine-Hugoniot para los choques y las dis-
continuidades de contacto. Se utilizara el superindice * para especificar que se estd hablando de las
cantidades dentro de una region en especifico.

Discontinuidad de Contacto

La discontinuidad de contacto se describe por la velocidad caracteristica A;, pues el eigenvector
u, es linealmente degenerado(2.33). En este caso los invariantes generalizados de Riemann (2.34)



4.1. Ecuaciones de Euler 33

proporcionan la siguiente relacién
do d(pvy,) dE

1 Vx % V)ZC

(4.27)

Estas relaciones implican que dv = 0 y por lo tanto sobre esta onda la velocidad es constante, de
esto se sigue que la presion es constante.

Es asi que las ondas de contacto en la hidrodindmica son aquellas en las cuales la presion y la
velocidad son constantes pero propagan una discontinuidad de la densidad y, por lo tanto, en las
variables que dependen de ella, como la temperatura, entropia, velocidad del sonido, energia interna
especifica, etc.

Ondas de Rarefaccion

Los eigenvalores A; y A, pueden representar tanto ondas de rarefaccién como de choque, de-
pendiendo de las condiciones iniciales. Para el problema (4.21) la onda de rarefaccién corresponde
a A;. Una onda de rarefaccion es una onda suave sobre la cual los valores de p, v, y P cambian.
La estructura de las lineas caracteristicas tiene forma de abanico y estd encerrada por dos lineas
caracteristicas correspondentes a la cabeza y a la cola de la onda de rarefaccién, que representan la
velocidad maxima y minima de la onda. Sobre la onda, para este ejemplo, los invariantes generali-
zados de Riemann muestran que v, + 2a/(y — 1) y la entropia son constantes.

Ondas de Choque

En el contexto de las ecuaciones de Euler unidimensionales, las ondas de choque son ondas
discontinuas asociadas a campos genuinamente no lineales (2.29). Las tres cantidades p, vy y P
cambian discontinuamente a través de la onda y hay una velocidad caracteristica que define la
velocidad a la cual se propaga el choque.

Solucion exacta

A continuacién se presenta la grafica de la solucion exacta para el problema de Riemann de
las ecuaciones de la hidrodindmica con condiciones iniciales de tubo de choque. Las condiciones
iniciales presentan un abanico de rarefaccion del lado izquierdo, luego una onda de contacto y
finalmente una onda de choque a la derecha. El método para encontrar la solucién exacta al problema
de Riemann para las ecuaciones de la hidrodindmica se puede encontrar en (Toro, 2013) y en (Lora-
Clavijo et al., 2013).

Se presentan a continuacién las cantidades usadas, el dominio espacial es de [-0.5,0.5]. La
energia total inicial del sistema puede obtenerse a partir de los datos presentados.

Test 0% o P v

Tubo de choque RS
Estado Izquierdo 5/3 1.0 1.0 | 0.0
Estado Derecho 5/3 1 0.125 | 0.1 | 0.0
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Figura 4.1: Evolucion del tubo de choque a un tiempo t=0.25

En la figura 4.1, se observa que de x ~ —0.3 a x = 0 hay una onda de rarefaccion en la cual
las tres cantidades varian suavemente. En x = 0.2 hay una onda de contacto en la cual la densidad
tiene una discontinuidad pero la velocidad y la presién son constantes. En x ~ 0.4 hay una onda
de choque en la cual las tres cantidades presentan una discontinuidad. En este caso, las ondas de
contacto y de choque viajan hacia la derecha pero la rarefaccion se extiende hacia la izquierda.

4.2. Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica

Las ecuaciones de la hidrodindmica son insuficientes para describir un plasma interactuando con
un campo electromagnético externo. Para describir este comportamiento se utilizan las ecuaciones
de la Magnetohidrodindmica (MHD), que tienen una forma muy similar a las ecuaciones de Euler.
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Estas ecuaciones son
% 1V-[pvl=0
L4V [pvev-BeB+ P+ 5| =0
(4.28)
LV [(E+P+E)v-(v-B)|=0

Z4+V-[veB-B®v]=Vx[p-J],

junto con la ecuacién de estado
P

€= —,
ply=1
y la restriccion de la divergencia del campo magnético

V-B=0.

Muchas restricciones del rango de validez de la MHD se encuentran de la obtencién formal de
las ecuaciones. Para obtenerlas se tiene que revisar la teoria cinética de gases, de la cual se presenta
un breve resumen en el capitulo 3.

Dentro de otras condiciones necesarias para obtener (4.28) es que no se considerardn flujos de
calor ni procesos radiativos y que es valido utilizar la ecuacién de estado adiabética para gases
ideales.

Al utilizar las ecuaciones de la MHD se tienen que definir las dimensiones caracteristicas del
gas a estudiar. Estas dimensiones restringen los fendmenos ondulatorios que se pueden estudiar, y
esto se hace comparando la longitud de la onda con estas dimensiones.

Por definicion los plasmas son cuasi neutros, es decir que la densidad de carga (p,) en el gas es
despreciable, y esta caracteristica ya estd presente en el desarrollo de la MHD.

En este capitulo se presenta una descripcion de cada ecuacién y también se mencionaran los
tipos de ondas que pueden describirse con estas ecuaciones.

4.2.1. Ley de Ohm y la Ley de Faraday

De las primeras diferencias que existen con la hidrodindmica es que se pueden producir corrien-
tes eléctricas dentro del plasma. Estas corrientes estan descritas por la Ley de Ohm:

J=0-[E+vXB] (4.29)

donde J es la corriente eléctrica, B el campo magnético, E el campo eléctrico y o el tensor de
conductividad.

Debido a que el plasma es cuasi-neutro y por lo tanto se desprecia la densidad de carga (o, = 0),
obtener el campo Eléctrico de la ley de Gauss es imposible, ya que

V-E=0=1p,

€0
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asi que para obtener el campo eléctrico, éste se despeja de (4.29)
E=n-J-vXxB,

donde n = 0! es el tensor de resistividad.
Asi, de la ley de induccion de Faraday,

0B
— = -V XE,
ot
se obtiene la siguiente ecuacion
0B
o =Vx[n-J-vxBl. (4.30)

Es posible reescribir (4.30) en forma conservativa utilizando el producto tensorial, es asi que se
obtiene la ley de induccién como

‘Z_?Jrv.[v@B—B@v]:—VX[n-J]. (4.31)

Es importante mencionar que esta forma de la Ley de Ohm desprecia muchos tipos de fenéme-
nos asociados con el flujo y la temperatura de los electrénes en un plasma, la justificacién al porqué
de este criterio es que la masa de los iones es mucho mayor.

Para plasmas en los cuales la resistividad es muy pequefia (7 — 0), hay un resultado impor-
tante que se llama el teorema del campo congelado (frozen field theorem) el cual implica que las
lineas de campo no se intersectan o quiebran para un observador que se mueve con la velocidad de
un elemento de volumen del plasma. Es entonces importante notar que el fenémeno de reconexién
magnética, que consiste precisamente en que las lineas de campo magnético se quiebren y reco-
necten o intersecten, es un proceso que se da solo en la magnetohidrodindmica resistiva. Gracias
a esta propiedad, se tiene que una manera de verificar la validez de los métodos numéricos que se
utilicen para resolver las ecuaciones de la MHD es corroborar que no haya reconexién magnética
en el regimen ideal de la MHD, es decir, cuando se considera n = 0.

4.2.2. Ley de conservacion de la masa

Comparando con las ecuaciones de Euler, no hay modificaciones para la conservacién de la
masa, es decir que estamos considerando que no hay mecanismos que intervengan en la cantidad
total de materia para los elementos diferenciales de volumen V. La ecuacién es

dp

=tV vl =0. 4.32)

4.2.3. Ley de conservacion del momentum

La ecuacién de la ley de conservacion del momentum es similar a la de Euler, solamente se
consideran los efectos de la fuerza electromagnética. Esto es que aunada a la fuerza causada por la
presion, se suman las componentes electromagnéticas. Explicitamente, la segunda ley de Newton



4.2. Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica 37

queda expresada para los elementos de volumen V como

d
stv:V-[P]+pqE+JXB. (4.33)
Debido a que el plasma es cuasi-neutro p, = 0, y utilizando la Ley de Ampere J = poV X B
(reescalando las unidadades para que py = 1) es posible reescribir (4.33) como

% —V.[P]++[V x B] xB, (4.34)

y el segundo término de la derecha puede reescribirse usando que V - B = 0, pues se tiene que

2
[V><B]><B:(B-V)B+(V-B)B—V(B7)

2
[VXB]XB:V-(B®B—%I)—(V-B)B,

donde I es la matriz identidad.

De esta manera, y desarrollando la derivada convectiva de manera andloga que en las ecuaciones
de Euler, se obtiene la ecuacién de conservacién de momentum

) B2
WY y. pv@v—B®B+(P+7)I]:(V-B)B,

ot

y, puesto que V - B = 0, entonces

opv
o Y

BZ
pV®V—B®B+(P+7)I]:0. 4.35)

Contrastando las ecuaciones de Euler con las de la MHD se observa que aparece un término
adicional a la presidn, éste corresponde a la presiéon magnética. A cada plasma se le asocia una

cantidad especifica
P

B2/2
que permite determinar cual de las presiones es la que domina y, con base en esto, describir una
propiedad del plasma.

ﬂ:

4.2.4. Conservacion de la Energia

Para encontrar la ley de conservacion de la energia se procede de la misma manera que para las
ecuaciones de Euler. La fuerza f que acttia sobre un elemento de volumen del plasma que se mueve
con una velocidad v, produce un trabajo por unidad de tiempo W. Despreciando fuerzas externas y
efectos de viscocidad, W estd producido por la presién hidrostatica y por la fuerza electromagnética.
Puesto que el campo magnético no produce trabajo, esta cantidad es
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dw
5 = My pgE v — [ P(v - fiyda

= [[f, J- Edx® — [[, P(v - A)da.

Se puede reescribir la primer integral de la parte derecha de la igualdad utilizando la ley de Ampere,
ley de Faraday, ley de Ohm y una identidad vectorial, pues

(4.36)

J-E =E-(VxB)
=B-(VXE)-V-(ExB)
-G~ V- ((nJ - vxB)xB) 4.37)
=-B- 2 - V-[(n] xB) - (vxB) x B]
=-28 4+ v.|(v-B)B-B>|-V- (I xB).

Por otra parte, dado que no hay flujo de calor, el trabajo por unidad de tiempo estd dado como
la energia® por unidad de tiempo menos la presién magnética (que no realiza trabajo), por lo tanto

fff T (E— 7)d 3 (4.38)

Desarrollando la derivada convectiva para E — B?/2, donde E es la energfa, se tiene que

(8l %oe- [ ale-Spoee [ o - B oo

Sustituyendo (4.39) y (4.37) en (4.36) se obtiene

fffv 0:( - _) fffv [_ET +V. [(V B)B - B2V] V. (anB)] dx?
~ [y (E+P- —)vda

que usando el teorema de la divergencia de Gauss y agrupando los términos correspondientes resulta
en la ecuacion de la conservacidn de la energia en su forma integral

JIEGE

2Debido a que las ecuaciones de la MHD pueden escribirse sin referirse al campo eléctrico, no habrd ambigiiedad al
definir £ como la energia que hay en los elementos de volimen V, por lo tanto E representa la energia y no la magnitud
del campo eléctrico.

2
(E+P+B7)V—(V-B)B+V‘(7]JXB)

)dx3 =0, (4.40)
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la cual tiene su forma diferencial correspondiente

E
8_+V.

B2
o (E+P+ T)V—(V-B)] =-V-(nJ xB). “4.41

La ecuacién (4.41) es una forma de la ley de la conservacién de energia.

4.2.5. Ondas magnetohidrodinamicas

Si se igualan a cero todas las componentes electromagnéticas de las ecuaciones de la magneto-
hidrodinamica, entonces se vuelven a obtener las ecuacioens de Euler. Esta relacion entre los dos
sistemas de ecuaciones hace que en la MHD también existan ondas de contacto, de rarefaccién y
de choque. No se hard un estudio especifico de las varaciones que tienen estas ondas al conside-
rar que la materia interactia con los campos electromagnéticos y se procedera a mostrar las ondas
especificas que se presentan en la MHD.

Se consideraran las ondas de pequefia amplitud en un fluido magnetohidrodindmico ideal (o —
oo, 7 — 0). Para este caso se considera que v, B, p y P estdn compuestas por una cantidad ho-
mogénea espacialmente uniforme e independiente del tiempo mds una perturbacién pequefia de
primer orden, esto es:

vV =vy+ V],
P =po*p1,
B =By + By,
P =Py+Py.

Usando el sistema de referencia en el cual vo = 0 entonces se tiene que, a primer orden, las
ecuaciones (4.30),(4.32) y (4.35) son

0
Ly ooV v =0, (4.42)
ot
6V1
po; I(VXBl)XBQ—VPl, (443)
oB
—L =V x (v; X By), (4.44)
ot
y la presién estd dada por
P
P, = y(_o)pl, (4.45)
Lo

Ahora se mostrara a la descripcion de las ondas en este medio homogéneo. Para realizar el andli-
sis es conveniente descomponer la soluciones a las ecuaciones (4.42)-(4.43) utilizando la transfor-
mada de Fourier. La ventaja de utilizar la transformada de Fourier es que permite estudiar el com-
portamiento de las ondas que tienen una longitud de onda muy cercano entre si. Las ondas que se
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estudian en este capitulo son de una longitud mucho mayor que las longitudes caracteristicas del
plasma, por lo tanto el nimero de onda es pequefio.

La descomposicién de una funcién f(r, r) utilizando la transformada de Fourier para las 3 di-
mensiones y el tiempo estd dada por

1 . .
r,t)=— ,we w. .
(r, 1) — (k, w)e'®TDd3kq (4.46)
T —00

Aplicando los operadores 3% y V a f se obtiene

df(r, 00 . F i(kr—
fgt‘l) — #Lm(_lw)fel(kr wt)d3kdw,

Vi, 1) =55 [7 (k) fe* TN dPkdw,

por lo tanto hay una transformacién de los operadores diferenciales

e
y de esta manera es posible transformar una ecuacion diferencial lineal
DV,0/onf =0, (4.48)
en una matriz aplicada a f ) )
DK, iw)f = 0. (4.49)

Esta forma de la ecuacion diferencial nos revela que para tener una solucién no trivial, se debe
satisfacer que
Dk, w) =0 (4.50)

que se conoce como la relacion de dispersion, ésta relacion de dispersion para muchos casos tiene
raices discretas para w, representadas por w,, con @ = 1,2,...,N. Estas raices representan los
modos normales de oscilacion de las ondas presentes. Con excepcién de casos degenerados, el
nimero de modos normales es igual al orden de la ecuacién diferencial.

En el caso de las ecuaciones (4.42)-(4.45) el objetivo es obtener sus correspondientes relaciones
de dispersion y los modos normales de oscilacién definiran el tipo de onda presente. Ademas se
podrd decir algo con respecto a la propagacion de las ondas con respecto a las lineas de campo
magnético.

Las ecuaciones resultantes de aplicar la transformada de Fourier son

—iwp + ipok -V =0, 4.51)
—iwpo¥ = i(k X B) x By — ikP, (4.52)
—iwB = ik X (V X By), (4.53)

P =V?p, (4.54)

N
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donde V2 =y (i—(‘)’) se define como la velocidad del sonido y donde se ha dejado de usar un subindice
para describir la perturbacién a primer orden. Utilizando (4.51) para eliminar p de (4.54) se obtiene
una ecuacion para la perturbacion de la presion a primer orden

POk 5. (4.55)

P=vi—=
w

La ecuacién (4.55) es ttil para eliminar P de la ecuacién (4.52), es asi que, multiplicando por
iw/po se obtiene

w0 = —2(k x B) x By + VZk(k - V). (4.56)
PO

Finalmente se puede eliminar la perturbacién del campo magnético B usando (4.53), que resulta
en

WV = pi {k X [k x (¥ x Bo)]} x By + V?k(k - ¥). (4.57)
0

Sin pérdida de generalidad, se escogerdn coordenadas en las cuales
By = (0,0, By)
k = (ksin 6,0, k cos 6).

Desarrollando (4.57) se obtiene

Vy Vi Vy sin” @ + P, sinf cos 6
vi| By | = V3| Bycos? 0 |+ V] 0 : (4.58)
A 0 7, sin@cos @ + ¥, cos® 6
donde la cantidad
v, = 20
A= —,
o

tiene unidades de velocidad (recordando que se estd considerando una escala en la cual g = 1) y se
le conoce como velocidad de Alfvén. A la cantidad v, = w/k se le conoce como velocidad fase 'y es
la que describe la velocidad con la que se propaga una onda con frecuencia w y nimero de onda k.

Escribiendo la ecuacién (4.58) en forma matricial

vf, — V2sin? 6 — Vi 0 ~VZsin@cosf |[ v,
0 vy — Vi cos® 6 0 7y | =0, (4.59)
~V2sinfcos 0 vf, - V2cos6 Vv,

se entiende que (4.59) tiene solucion no trivial para ¥ si el determinante de la matriz es distinto de
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cero, lo cual implica una relacién de dispersion:
Dk, w) = (v}, = Vx cos” O)[v — vi(Vy + Vi) + V3 V3 cos® 0] = 0, (4.60)

que tiene tres raices

1 1 1/2
vi= E(vg +V2) - 5 |(Vi = V3 + 4V V] sin® 0] 2 (4.61)
vf, = V/% cos? 0, (4.62)

YR P S, N N D S N0 21,2 oi2 o|1/2
V= VA + VD + 5 (V2= VP +4ViVisin®e] . (4.63)

La raiz (4.61) es el modo normal de oscilacién de la onda que tiene por nombre magnetosénica
lenta, (4.63) es el modo de la magnetosénica rdpida y (4.62) es el modo transversal de Alfvén
(también conocido como modo de Alfvén de corte).

A continuacién se estudiardn los eigenvectores correspondientes a cada modo.

Ondas de Alfvén transversales

Para el modo (4.62) la velocidad de propagacion (v,) estd completamente controlada por la
velocidad de Alfvén, por eso recibe este nombre. El eigenvector asociado a estan onda de Alfvén es

v =(0,%,0). (4.64)

De esta forma de la perturbacion para la velocidad se observa, al sustituir en (4.51) que 5 =0y,
por (4.54), que P = 0.

De (4.53), usando la aproximacién ideal de la MHD en la cual E = —v X B a primer orden, se
obtiene 5 y 5 }
B=(0,8,0), B, =-Byy 2,
(4.65)
E = (£,,0,0), E. = —Bob,.

Debido a que la perturbacién en la densidad (y en la presién) es despreciable, entonces no existe
compresion en el fluido, y como no hay compresion, ni la temperatura ni la presion juegan un papel
en la propagacion de este modo. La direccidon de propagacién de la energia estd en direccion del
campo magnético estatico By, independientemente del dngulo que hace con la normal a la onda
(cosf = k- Bo).

Esto se deduce por un lado de la velocidad de grupo

Vg = Vikw = Vi = VaBy, (4.66)
y por otro del vector de Poynting
S =(ExB)=5%=SB,. (4.67)

Una analogia ilustrativa de esto es pensar en la propagacién de las ondas en una cuerda estirada,
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las vibraciénes hacen un dngulo con la direccion de la tensidn de la cuerda, pero el transporte de
energia es sobre la linea de la cuerda. En este caso las ondas de Alfvén se propagan a través de las
lineas de campo magnético, y como es en el régimen ideal de la MHD, estas lineas no se cruzan asi
que esta analogia de cuerdas estiradas sugiere que las ondas de Alfvén en lineas de campo magnético
distintas se propagan independientemente.

Ondas magnetosdnicas

Los modos (4.61) y (4.63) involucran al campo magnético (a través de la velocidad de Alfvén)
y a la presion del plasma (a través de la velocidad del sonido). Es por esta razén que ambos modos
se denominan magnetosénicos. Para dngulos oblicuos de propagacién con respecto a la direccion de
By es posible demostrar que existe propagacion a lo largo de k. Asi que las ondas magnetosénicas
no son necesariamente transversales, es decir que existe cierta compresion (y en este caso la per-
turbacion a la presion no es despreciable). Puesto que la relacién de dispersion es complicada para
angulos arbitrarios, se estudiardn los casos para los cuales § =0y 6 = /2.

Para 6 = 0, (4.59) se representa mediante el siguiente sistema homogeneo:

vi—VﬁzO Py
=0. (4.68)
0 v = Ve ¥

La relacién de dispersion tiene dos raices, vf, = Vf‘ y vf, = V2. Para saber cudl modo es el
magnetosonico rdpido y cual el lento, basta con comparar las velocidades V4 y V. Los eigenvectores
para el modo vf, = Vf; son

v = (‘7X’ O’ 0)9
B = (BX’ O’ 0)$
(4.69)
E = (Oa Ey’ 0)’
p=0.

Nétese que k - v = 0 por lo tanto no hay compresién de densidad, asi que los eigenvectores de este
modo tienen las propiedades de una onda transversal electromagnética.
Los eigenvectores para el modo vlz, = V2 son

¥ =(0,0,7,),
B =(0,0,0),
. (4.70)
E =(0,0,0),
p =pof—’-
)4

Notese que las perturbaciones al campo magnético y eléctrico son cero y que hay una compresion



44 Capitulo 4. Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica

de densidad a lo largo de la linea de campo, asi que estos eigenvectores tienen la propiedad de una
onda sonora longitudinal.
Para 6 = /2 la relacién de dispersion es

vi—(Vi+ V9 0 ][ ¥
= 0.
vf, Vg

0

4.71)

En este caso la relacion de dispersion sélo tiene una raiz no trivial, vf, = V2 + V2. Los eigenvectores
correspondientes a este modo son

vV =(7,,0,0),
E = (09 0’ BZ)’
i ) (4.72)
E = (0’ Ey; 0)7
P = poy.

En este caso, este eigenvector presenta caracteristicas que son tanto de ondas transversales electro-
magnéticas como de ondas longitudinales sonoras.

Para conocer la estructura de las ecuaciones de la MHD se necesita estudiar la construccion de
las ecuaciones. En este capitulo se obtuvo grosso modo los tipos de ondas, tanto hidrodindmicas
como magnetohidrodindmicas presentes en los sistemas que se modelan con estas ecuaciones.

En el siguiente capitulo se presenta la construccién del método numérico que se utilizé en esta
tesis para resolver las ecuaciones de la MHD. Este método numérico utiliza calcula las velocidades
caracteristicas de las ondas presentadas en este capitulo, lo cual es una caracteristica peculiar del
método.



Capitulo 5

Métodos Numéricos

Tanto las ecuaciones de Euler como las ecuaciones de la Magnetohidrodindmica clasica presen-
tan soluciones analiticas s6lo para casos muy especificos. En general, es muy dificil construir una
nueva solucién a ellas.

Afortunadamente se han desarrollado diversos enfoques para poder encontrar soluciones apro-
ximadas que preservan la estructura del sistema aceptablemente. La informacion que se quiere ob-
tener es la dependencia temporal y espacial de las cantidades que describen al gas, en el caso de las
ecuaciones de Euler, 6 plasma, en el caso de la MHD.

En este capitulo se describird el funcionamiento de los métodos numéricos para obtener solu-
ciones numéricas o aproximadas y se discutird la validez y la implementacién de ellos.

Discretizacion del dominio

Cuando se quiere resolver ecuaciones diferenciales parciales numéricamente, una posibilidad
es trasladar el problema continuo a un problema discreto con una cantidad finita de puntos pues
obviamente la cantidad de memoria de una computadora es finita e implementar una infinidad de
puntos es imposible.

El primer paso para construir el problema discreto es definir un dominio para el problema, para
hacer esto se selecciona una cantidad finita representativa de puntos dentro del dominio continuo.
Una manera de hacer esto es construir al dominio discreto con puntos equidistantes entre vecinos.
En el caso de un problema unidimensional, por ejemplo, si se desea tener N puntos en el dominio,
basta con definir la distancia Ax entre ellos. Si L es la longitud del dominio espacial, entonces

y asi los puntos x; quedan definidos como
X; = xg + iAx,

donde i = 0,1,2,...,N — 1, y xg es la frontera izquierda del dominio continuo [xg, xp + L]. De
la misma manera se podria discretizar el dominio temporal. No obstante es importante guardar
cierta relacion entre el dominio espacial y temporal. Por el momento se definirdn como ' a las

45
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etiquetas de los valores discretos en el tiempo. Se ha creado de esta manera una malla para el
dominio [xg, xo + L] X [to, l‘f]

Dentro de cada punto de la malla se ha definido naturalmente una cantidad de valores represen-
tativos para la funcién u, es asi que se escogen los valores

uf = u(x;, t").

Lo que sigue es convertir el problema de ecuaciones diferenciales a un problema discreto. Pa-
ra ilustrar esto, se analizard cémo es que se resolveria la ecuacion de adveccién numéricamente
utilizando diferencias finitas.

El esquema de diferencias finitas consiste en aproximar las derivadas en una ecuacion diferencial
por medio de las series de Taylor. Para aproximar la derivada espacial de una funcién suave ¢(x), se
puede hacer de varias maneras:

= Método Upwind. Consiste en utilizar el valor de la funcién en puntos que estén a la derecha
del punto donde queremos conocer la derivada.

dp(xi) _ p(xi+ Ax) — pxi) OAY).

0x Ax

= Método Downwind. Consiste en utilizar el valor de la funcién en puntos que estén a la iz-
quierda del punto donde queremos conocer la derivada.

Op(xi) _ p(xi) — p(xi = Ax)
ox Ax

+ O(Ax).

= Método centrado. Consiste en un promedio entre el Upwind y el Downwind.

0p(x;)  @(x; + Ax) — o(x; — Ax)

2
o T + O(Ax”).

Una observacidn a realizar es que con estas aproximaciones, el orden del error es de 1 o 2 solamente.
Usando estos elementos, se ilustra con la ecuacién de adveccion (con velocidad de propagaciéon

a)

us+auy, =0

que la versién discreta, siguiendo el método Upwind, es la siguiente

u(x;, ' + At) — u(x;, 1) N u(x; + Ax, 1) — u(x;, ")
a
At Ax

n+l _ n _
u; u; A

At Ax

y es a partir de esta ecuacién que se obtiene una ecuacién para la funcién en un tiempo #'*!

n+l1

ul

— N _ noo_.n
= U C[”i+1 ”i]
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donde
— g/ 0x
c—a/At

es la razén entre la velocidad de propagacién de la ecuacion y la propagacion dada por los parame-
tros del dominio Ax y At. A este numero se le conoce como Factor de Courant. Esta cantidad ayuda
a relacionar el valor que debe tener el paso temporal en relacién con el paso espacial

At = £Ax.

Es importante que la velocidad de propagacion de la ecuacién sea mayor que la velocidad de
propagacién dada por los pardmetros Ax y At, de lo contrario, el sistema evolucionaria con valores
que no son aproximaciones, pues no estarian conectadas causalmente u?” con los valores de u en
un tiempo #"*. En el caso de la ecuacién de adveccidn, la velocidad de propagacion a da la solucién
a la ecuacion caracteristica (2.5); con la curva caracteristica obtenida, se observa que u?“ = u(xp +
iAx, ") depende de la funcién u evaluada en el punto (x; — aAt,"), pues valen lo mismo. Al
considerar un valor de c tal que Ax/At > a se asegura que esté incluido el valor de u(x; — a = At, t*)

en los célculos. Esto puede analizarse esquemadticamente en la figura (5.1)

Ax
n+1 /-

dx/dt=Ax/at
x( X/ P At

‘ _
\ - s
\ - -
// d
=
_

e cAx

-
n - ]

Xi-1 Xp Xi

Figura 5.1: El factor de courant c tiene que ser tal que el punto x, = x; — aAt de donde se propaga
la informacién para el valor real de la funcién ul” esté contenido en [x;_1, x;].

Por estas consideraciones se debe cumplir que
lc| < 1.

Algunos métodos numéricos que no se basan en diferencias finitas siguen manteniendo el enfo-
que de Upwind, Downwind y centrado, es decir que pueden seguir la direccion de la velocidad de
propagacion real o no. El c6digo que se ha implementado en esta tesis es un esquema Upwind.

5.1. Meétodo de lineas

A continuacidn se describe como es que se construye la solucidn global, incluyendo el dominio
temporal para sistemas hiperbdlicos con valores iniciales.
Para este estudio es conveniente observar un problema hiperbdlico unidimensional
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u(x,t) + Fo(u(x,t),x) =S

u(x,0) = up(x). G.D

El método de lineas es simplemente la aplicacién del método de diferencias finitas para la parte
temporal: Para encontrar el valor de la funcién una vez que se deja evolucionar el sistema a un
tiempo At, se expande la funcioén u usando la serie de Taylor con respecto al tiempo alrededor de
r=0

u(x,0 + Af) = u(x, 0) + u(x, 0)Az + O(A).

Tomando de (5.1) los valores para u(x, 0) y para u;(x, 0) se obtiene que
u(x, Af) = up(x) — Fo(uo(x)Ar + O(AP).

Esto induce un sistema iterativo para encontrar una aproximacion al valor de la funcién u en un
tiempo ¢ = (n + 1)At, tomando como referencia el valor de la funcién en un tiempo previo t = nAt:
u(x, (n + 1)A1) = u(x, nAr) — F(u(x, nAt))At + O(Atz). (5.2)

Utilizando la misma convencién que en diferencias finitas, se usa superindice n para definir el
paso temporal que se esta realizando. EI método numérico para evolucionar la solucién del tiempo
1" al tiempo ! queda expresado como

W (x) = (%) — F('(x))Ar + O(AP). (5.3)

Este esquema de diferencias finitas es muy basico y es posible obtener un mejor grado de pre-
cision para la parte temporal usando integradores mas precisos que también pertenezcan al mismo
esquema. El esquema utilizado en esta tesis es un Runge Kutta (RK) de orden 3 en el tiempo',

W) = 2+ 20 () + ErhsuAL, (5.4)

donde
rhs(u) = —F (u)
u = %u”(x) + Alru*(x) + %rhs(u*)At
u* =u" + rhs(u)At.

Una de las ventajas que tiene éste método implementado es que tiene un error global de orden

O(Ar).

5.2. Volumenes finitos

5.2.1. Metodos Conservativos

El esquema de volimenes finitos es antes que nada un método que se clasifica dentro de los
Métodos Conservativos, dichos métodos toman de base la forma integral de las leyes de conserva-

'El esquema estd presentado de la manera en la que fue programado. En esta forma se pueden reciclar arreglos ya
definidos, de manera que se reduce la utilizacién de la memoria en el proceso.
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cion.
Para ilustrar esto, considérese una ley de conservacion
us + fx(u) = 0. (5.5)

Abhora, para encontrar una aproximacion a la solucidn a (5.5), hay que incluir las soluciones débiles
a esta ecuacion.

Las soluciones débiles de (5.5) estdn definidas como todas las funciones u(x, ) que satisfacen
la forma integral de (5.5), es decir, todas aquellas en las cuales, para cualquier volumen rectangular
[t1, 2] X [x1, x2] que esté contenido en el dominio del problema, se satisface que

15 X2

f f [t + fr(u)] dxdt = 0. (5.6)

n X1

Distribuyendo y agrupando (5.6), se obtiene que
XD X 1) 15
f u(x, tr)dx = f u(x, t;)dx — [f fu(xp, t))dt — f fu(xy, t))dt} , 5.7
X1 X1 n n
se sigue de esta ecuacion que

() = i(t) - 4 [/ - fi] (5.8)

donde Ax = x1 — xp, At = t] — tp; it es el promedio espacial de la variable u y fi, f> son el promedio
temporal de los flujos en x; y en x», respectivamente.

Es natural 1a forma en la que se plantean los métodos numéricos conservativos a partir de la ecua-
cién (5.8), pues basta con que, una vez discretizado el dominio, se evolucione la solucién numérica
u en cada celda utilizando la férmula

u! =l = R [ fip — fiora], (5.9)
donde

fisr2 = fir1p iy Uy Uiy)

son funciones que dependen de los valores de u en las celdas contiguas a la celda con la etiqueta(i, n).
Una observacién que debe realizarse es que [ 'y r deben ser nimeros enteros.A los valores de fi41/,2
se les conoce como flujos numéricos.

Evidentemente es posible combinar el método de lineas para la evolucién temporal con los
métodos conservativos, basta con definir en la ecuacién (5.4) los términos rhs como

1
hs := —— i — Ji- .
rhs Ax(f+1/2 fi-1/2)

A esta combinacién de métodos es a lo que se conoce como volimenes finitos, debido a que, a
diferencia de diferencias finitas, es necesario calcular integrales en el “volumen”de cada celda.
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5.2.2. Integracion inter-celda

Al ser un método conservativo, el de volimenes finitos considera promedios espaciales, por
lo tanto es necesario definir sobre qué volimen es donde se realizard la integracién. La manera
como se realiza esto es tomando como el centro de la i-ésima celda la posicion en el punto x;.
Cada celda tendrd un ancho Ax, por lo tanto las fronterasde la i-ésima celda estan posicionadas en
Xi—1/2 i= Xj — %Ax, alaizquierda, y X112 := X; + %Ax, a la derecha.

Xiz1/2 Xit+1/2
Xi-1 Xi Xi+1

Figura 5.2: Al realizar la integracion en cada celda hay que definir puntos nuevos de manera que el
centro de las celdas esté en los puntos x;.

Para realizar la integracién una vez definido el dominio, se necesita los valores de u en toda la
celda [x;_1/2, xi+1/2] X [, 1, y para esto se debe conocer a priori la solucidén a la ecuacién (5.5),
lo cual hace que parezca que se estd en un callejon sin salida.

Una de las posibilidades es utilizar, como solucién aproximada, la solucién al problema de
Riemann definido en cada frontera inter-celda

us+ F(u) =0
(5.10)
urp Xi-12 < x < X
u(x,0) =
UR X < X < Xi41/2

— —
donde se escoge u;, = Wy Y UR = U
Para definir de una manera razonable los valores u; | nY u; 1 e pueden utilizar distintas
aproximaciones reconstruyendo los valores esperados a partir de los valores definidos para u; y sus
Vecinos cercanos.

A continuacién se expresan los reconstructores utilizados en esta tesis.

- Godunov. Tiene este nombre debido a que se usa la aproximacién del primer método de
volimenes finitos en la literatura, que fue expuesto por este autor. Se tienen los valores apro-
ximados de u en la celda como

Ujr1/2 = Uj+1

- Minmod. Este reconstructor utiliza aproximaciones lineales, es decir, se aproxima el valor de
la funcién como
_ Ax
Uirl2 = Ui + 075

donde o es una pendiente similar a la obtenida por una serie de Taylor. o se obtiene utilizando
la funcién minmod y el valor de las pendientes centradas en las fronteras intercelda:

o; = minmod(m;_1/2, Mi+1/2)
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donde minmod esta definida como

a si la|<lbl y ab>0
minmod(a,b) =$ b si |b|<|al y ab>0
0 si ab<0

w2

y la pendiente mj, 1,2 es
Uiyl — Ui

Mmiy1/2 = Ax

- MC (Monotonized Central). Aproximacién lineal similar a minmod pero obtiene la pen-
diente de otra manera

o; = minmod[minmod(mc;, 2m;_1,2), minmod(mc;, 2m;1,2)]

donde
Uit — Uj—1

M= T oA

- WENOS (Weighted Essentially Non Oscillatory). Interpolacion obtenida utilizando 5 valo-
res cercanos a ;. Para este caso se utiliza u;, y ug para referirse a los valores de la funcién en
las fronteras izquierda y derecha de la celda x;

1
up = glwry(Quivs = Tuirz + 1uiv1) + wr, (—iv2 + Sujvr + 2u;)
+WR,y (—Ui—1 + Sui + 2u;41)]

up = glwry(~uiv2 + Suivy + 2u) + wr, (—uis1 + Su; + 2w 1)
+a)L2(2u,~_2 + 714,‘_1 + 111/!,')],

donde, parak =0,1,2

WR, = AR
Ry — —~» >
‘ Z?:O Cle
a
wr, = 3 L
j=09L;
I
B ™ (e + br,)?
.
BT e+ bp,)?
dg, = 0.1d0
dg, = 0.6d0
dg, = 0.3d0
dr, = 0.3d0
dr, = 0.6d0

dp, = 0.1d0
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|

1

_ 2.1 2
Dry = 15 (Wiv1 — 2uiv2 + ui43)" + 7Guirr — 4uivo + uir3)

[§e]

S
=

|
Sls

1
= B = 21 + i) + (Ui — uin2)?
13 2,1 2
br, = 15 (uict = 2ui + uiv1)” + 7(uio1 — 4u; + 3uisr)
13 2,1 2
bry = 5w — 2uiyy + ui2)” + 7Gui — 4uivy + uii2)

13 L
by, = ﬁ(ui—l —2u; + ui+1)2 + Z(Mi—l - ui+1)2

13 1
br, = By — 2uimy +ui)* + 3(uig — 4ui_y + 3u;)?,

donde se toma € < 1. En los trabajos de esta tesis € = 1 x 107°,

S ——

X X

Figura 5.3: A la izquierda se presenta la reconstruccién de la funcién u utilizando la formula de
Godunov y a la derecha utilizando la forma de la pendiente minmod.

Una vez obtenida esta solucion para el problema de Riemann, a la cual se le llamara u’(x, 1), se
evalua la integral para obtener los flujos numéricos

(n+1)Ar
i = f f (x172,1))dx, (5.11)
nAt

que después serdn utilizados para (5.9).

A pesar de que se tiene esta nueva aproximacion, puede suceder que ain definiendo el problema
de Riemann (5.10), encontrar la solucion exacta u’ no sea posible, o que también la integracién de
(5.11) resultante sea de mucha dificultad.

5.2.3. Aproximaciéon HLLE

Harten, Lax y van Leer propusieron una forma para aproximar numéricamente el valor de la inte-
gral (5.11), ya que no siempre es posible tener una solucién analitica para el problema de Riemann
intercelda (5.10). Antes de definir el valor aproximado de la integral se presentan a continuacién
ciertas observaciones de la solucién a (5.10).
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Considérese un volimen de control [xz, xg]X[0, T']. Donde T es un tiempo escogido y Ay, Ag son
las velocidades de onda % mds rdpidas posibles. En el caso de una sola variable conservativa, debido
a que s6lo hay dos valores para el problema de Riemann u;, ug, entonces sélo hay dos velocidades.
Para el caso de leyes de conservacion acopladas, las velocidades de onda posibles estdn dadas por
los eigenvalores de la matriz Jacobiana de los flujos g—g. Se escoje la velocidad mayor para cada
estado Uy y Ug.

La estructura de la solucion estd contenida en la region [T Ay, T Ag] pues fuera de esta region, ya
se tiene la solucidn, para x; < x < T Ay la solucién es U(x, 1) = Up y para TAg < x < xg la solucién
es U(x, 1) = Up.

La forma integral para leyes de conservacion (5.7) en el voldmen de control [xz, xg] X [0, 7] se

lee como
XR XR T T
f U(x, T)dx = f U(x, O)dx—[ f F(U(xg, 1))dr — f F(U(xL,t))dt] (5.12)
0 0

Xr XL
La evaluacion de la parte derecha de (5.12) resulta en
XR
f U(x, T)dx = XRUR - XLUL + T(FL - FR) (513)
XL

donde F; = F(Ur) y Fr = F(Ug).
Por otra parte, la integral del lado izquierdo se puede dividir como sigue

XR TAL T AR XR
f U(x, T)dx = f U(x, T)dx + f U(x, T)dx + f U(x, T)dx.

XL X7, TAL T AR

Evaluando el primer y el tercer término del lado derecho de la ecuacién
XR T AR
f U(x, T)dx = f U(x, T)dx + (TAp — xL)Up + (xg — TAR)Uy. (5.14)
X[ TAL
Comparando (5.13) y (5.14) resulta en
TAg
f U(x, T)dx = T(/IRUR - /lLUL + FL - FR) (515)
TAL

Dividiendo entre T(Ag — Ar), se obtiene el promedio de la funcién U sobre la regién donde hay
estructura. Esto es
1 TAx /IRUR - /lLUL + FL - FR

_ U(x, T)dx =
T(Ag — ) Jra, AR — AL

(5.16)

Entonces, el valor promedio de la integral de la solucion exacta al problema de Riemann entre las
sefales de menor y mayor velocidad a un tiempo 7 es una constante, suponiendo que las velocidades
S 1 y Sg son conocidas; tal constante es la parte derecha de (5.16) a la cual se le denotara Uhlle,

Queda de esta manera definido un valor aproximado para la solucién del problema de Riemann
dentro del volumen [x;, xg]
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U, si )?C < A4,
U=¢ UM si 2 <2< g, (5.17)
U si Ag < %

Utilizando (5.17) se puede obtener una aproximacién para el flujo, a la cual se le denotard como
F"e_ de manera similar a como se obtendria una aproximacién en serie de Taylor

Fhle = Fp + 4, (UM - U, (5.18)

Fhlle = B 4 1[0 — Uk (5.19)

Sustituyendo (5.16) en cualquiera de las ecuaciones (5.18) 6 (5.19) se obtiene una férmula para
la aproximacion del flujo en el volumen de control

ARFL — At Fp + AL Ar(Ug — Up)
Ar — A, )

Fhlle —

(5.20)

Gracias a la ecuacién (5.20), es posible obtener una férmula para los flujos numéricos en el
método de volimenes finitos:

F; si 0<a
Filfjp = { e s 4 <0< (5.21)
Fp si Ag £ 0.

Dicha ecuacién puede quedar sintetizada como

i+1/2 = A — A ’

(5.22)

tomando A, = max[Ag,0] y A- = min[A;, 0].

5.2.4. Implementacion en 3 dimensiones

Expandiendo los términos de la divergencia de (2.27) en las tres dimensiones se obtienen las
leyes de conservacion de la siguiente forma

ou oF oG OH
— 4+ —+—+—=8 5.23
o ox dy 0z (5-23)
Donde F, G, H representan los flujos en la direccién x, y y z, respectivamente y S es el término de
la fuente de perturbacion de las leyes conservativas, que se le llamard simplemente término fuente.
Para aplicar los métodos de volimenes finitos en tres dimensiones, primero debe discretizarse el
dominio espacial en cada direccién. Si el problema original estd definido en el volumen [ X, Xjqx]X
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imins Ymax] X [Zmins Zmax], €ntonces el problema numérico se debe resolver sobre la malla

Xi i= Xpin + IAX i=0,1,...,N,
yj = ym,-,,+jAy jZO,l,...,Ny
Zk = Zmin + kAZ k=0,1,...,N,
donde N
Ax = =magmmn
Ay — Yma)lc\;yy;nin
Az = Zma,;\;zzm[n .

Para poder declarar un paso temporal At, se relaciona, por medio del factor de Courant c, con el
incremento mas pequefio entre las direcciones x, y, z, de la siguiente manera

At = cmin(Ax, Ay, A7)
donde? |c| < 1.
Las variables conservativas quedan definidas en cada punto de la malla como

UZ]J( = U(xuyja Zks lﬂ)

Al aplicar los métodos de volimenes finitos en tres dimensiones, la versién discretizada del
problema es

Uf’;",lc =U,, +A [ﬁ(Fi—uz, ik = Fivr2,j0) + ALy(Gi, 172k = Gijr1/2.0)
(5.24)

1
+a;Hijk-172 = Hi jre1/2) + S?,j,k] ;

donde los flujos numéricos en las direcciones x, y, z se obtienen obtienen de la misma manera que
en el caso unidimensional.

En el trabajo de esta tesis para poder utilizar el RK3 en la evolucién temporal, se define el
termino rhs de (5.4) como

rhs(U) = [ﬁ(Fi—l/z, ik = Fiv1y2,j0) + A%.(Gi, i—1/24 = Gij+1/2,)

1
+a;( i 12 = Hi jre12) + SZj,k] ,

?Dado que las leyes de conservacién son sistemas hiperbélicos con coeficientes no constantes, éste factor de Courant
se define de manera que se espera que la velocidad de propagacién de la solucién numérica, At/ min(Ax, Ay, Az), sea
mayor que cualquiera de las velocidades caracteristicas que pudieran presentarse. El tener un factor de Courant fijo tiene
la ventaja de que es posible y mds sencillo de realizar andlisis de convergencia de la solucién del c6digo, pues la evolucién
temporal se mantiene constante, pero encontrar el valor de ¢ adecuado se convierte en un proceso de ensayo y error. En la
literatura se encuentran esquemas en el cual el factor de Courant es variable (y por lo tanto A7 también) que se manifiesta
en la restriccion de que se verifique en cada paso temporal que cualquier velocidad caracteristica calculada en cualquier
punto de la malla sea menor a la velocidad de propagaciéon numérica, la ventaja de este tipo de acercamientos es que el
problema evoluciona temporalmente de una manera mas rdpida y eficiente, pero hacer andlisis de convergencia no es tan
sencillo, ademas de que el control sobre el tiempo se tiene que hacer de una manera mas cuidadosa.
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y debido a que el error global de utilizar volumenes finitos es de orden O(Ax, Ay, Az), se espera que
el error global se mantenga de esta manera.

5.3. Condiciones de Frontera

Para que el problema (5.23) esté bien planteado es necesario especificar las condiciones en las
fronteras. Numéricamente esto implica definir el comportamiento de la funcion en las caras del cubo
donde se define el dominio del problema. Las condiciones de frontera utilizadas en esta tesis son de
flujo saliente y periddicas

5.3.1. Flujo Saliente

Este tipo de condiciones evita que el flujo que sale del dominio numérico regrese y contamine
la evolucion del sistema. Para satisfacer este comportamiento se define el valor de las variables en
las fronteras con el mismo valor que sus vecinos proximos, por ejemplo, para las caras x = Xy, ¥

X = Xmax

n _qm
UNx,j,k - UNx—l,j,k
(5.25)
n  _ qm
UO,j,k - Ul,j,k'

Este tipo de condiciones de fronteras es conveniente para problemas en los cuales habra un flujo
saliente de materia, como es el caso del tubo de choque de Sod (Sod, 1978).

5.3.2. Condiciones Periodicas

Estas condiciones consisten en identificar las caras del dominio para que los flujos fluyan pe-
riddicamente. Una analogia que se puede entender es que lo que sale por una cara, entra por la otra.
Para las fronteras en x = Xpin ¥ X = Xpax

n _ 1
Nx,jk — Ulsj,k
(5.26)
n _qm
UO,j,k - UNx—l,j,k

Este tipo de condiciones de frontera es conveniente en sistemas que presenten cierto tipo de si-
metria, por ejemplo, al realizar la identificacién en la coordenada x, se obtiene una simetria cilindri-
ca.

5.4. Implementacion parala MHD

Con la herramienta anterior desarrollada para resolver problemas hiperbdlicos se puede obtener
resultados numéricos a partir de las ecuaciones de la MHD y por medio de estos resultados se
pueden modelar ciertas situaciones fisicas que son dificiles de representar en el laboratorio.

En esta seccion se mostrara explicitamente cémo es que se implementé el método de voliimenes
finitos para las ecuaciones de la MHD.
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5.4.1. Limpieza hiperbdlica de la Divergencia

Las ecuaciones de la MHD resistiva junto con la ecuacion de estado ya conforman un sistema
cerrado de ecuaciones diferenciales parciales. Dadas las condiciones iniciales es posible generar
una solucion numérica a estas ecuaciones; no obstante, es necesario verificar que la condicion en la
divergencia del campo magnético esté satisfecha

V-B=0. (5.27)

Esta constriccién se puede violar debido a errores computacionales en el campo magnético que
se van acumulando. Existen diversas técnicas para hacer que las componentes vuelvan a satisfacer
la constriccién y se mantenga la divergencia cercana a cero al menos en un error despreciable.
En esta tesis se implementa el método de la limpieza hiperbdlica de la divergencia por medio de
los multiplicadores de Lagrange generalizados (GLM) (Dedner et al., 2002). Para poder deducir el
método es suficiente considerar el caso ideal de la MHD (n = 0), pues los términos resistivos no
sufren modificacién al ser términos de la fuente. El método se deduce al considerar que el error
que existe en el valor de la divergencia se le puede remover del campo magnético utilizando la
ecuacién de induccién y para esto definimos una funcién escalar ¥ de manera que la nueva ecuacién
de induccién con el término de correccidn tiene la forma

0B

E+V-(va—va)+Vw:0 (5.28)
Esta funcién ¢ se relaciona con la divergencia por medio de un operador diferencial D, que por el
momento permanecera indefinido, por medio de la siguiente ecuacion:

DW)+V-B=0. (5.29)
Aplicando V- a (5.28) se obtiene
oV-B
dv-B) | V2 =0, (5.30)
ot
aplicando D a (5.30) se obtiene
0DV -B
0DV -B) (az ), VZOW) = 0, (5.31)

aplicando 9/dt a (5.29) se obtiene

0DW) AV -B) _

0 5.32
ot ot ( )

y aplicando V? a (5.29) se obtiene

VZDW) + V*(V-B) = 0. (5.33)
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De las ecuaciones (5.30)-(5.33) se obtiene que

DV-B) VX(V-B)=0 (5.34)
ot
—‘91; i‘[’) - V() = 0. (5.35)

De estas ecuaciones se tiene que V - B y ¢ satisfacen las mismas ecuaciones para cualquier
eleccion de D.

- Una correccién parabdlica consiste en escoger el operador diferencial como

1
DY) := 6—21// (5.36)

P
que sustituyendo en (5.35) resulta en una ecuacion parabdlica para ¢ que tiene la forma de la
ley de disipacion de calor
44
at
Este tipo de correccién tiende a amortiguar el error en el valor de la divergencia.

—oVW) =0 (5.37)

- Una correccién hiperbdlica consiste en escoger el operador diferencial como

10
c]% ot

D) = W (5.38)

que sustituyendo en (5.35) resulta en una ecuacion hiperbdlica para ¢ que tiene la forma de
una ecuacion de onda
Py
e
Este tipo de correccién tiende a transportar el error en el valor de la divergencia hacia las
fronteras.

Vi =0 (5.39)

Para este trabajo se utiliz6 una combinacién de ambos operadores diferenciales

1
DW) = =

§¢ + izw (5.40)
P Cp

Sustituyendo en (5.29) se obtiene

) <
% + VAV -B) = -2y, (5.41)
p

Abhora, debido a que en esta nueva formulacion la ley de induccion estd modificada

0B
e = VxE-V®) (5.42)
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y que se es conciente de que, atin a causa errores numeéricos
V-B#0,

se tienen ligeras modificaciones en algunas de las otras leyes de conservacion. Para la ley de con-
servacion del momentum

B2
%+V~pv®v—B®B+(P+7)I}:(V-B)B (5.43)

ot

y para la ley de conservacién de la energia, considerando las modificaciones en la ley de induccién
al desarrollar el término J - E, se tiene que

E
8_+V.

2
” (E+P+B7)v—(v-B)]:—V~(77J><B)—B-(Vw). (5.44)

Es entonces que las nuevas ecuaciones considerando la limpieza de la divergencia, es decir las
ecuaciones GLM-MHD quedan como

% 1V [pvl=0
By 4V [pvev-BeB+(P+5)|=(V-B)B
L1V |(E+P+B)v-(v-B)|=-V (I xB)-B- (V) (5.45)
BV [veB-Bav+ VIl =Vx[yp-J]

2

W 2y =%

o TV (V-B) = 2

Que contienen una variable conservativa mds, y en consecuencia tres flujos numéricos extra,
que las cuaciones de la MHD (4.1).

5.4.2. Velocidades Caracteristicas

Para poder implementar los flujos numéricos es necesario calcular las velocidades caracteristi-
cas presentes en cada flujo de la MHD. Esto se realiza calculando los eigenvalores de la matriz
jacobiana g—[FJ. Debido a que los flujos son escencialmente iguales para cada direccidn, se calculardn
las velocidades caracteristicas de la matriz asociada al flujo en x, pues para las velocidades en y y
en z el procedimiento es andlogo.

Las ecuaciones de GLM-MHD en la direccién x para el caso unidimensional® son

3A pesar de que el problema es en una dimension, es decir que todas las variables dependen de la coordenada x, las
ecuaciones de la MHD siguen presentando considerando la evolucion de vy y v., a diferencia del caso unidimensional de
las ecuaciones de Euler. Esto se debe a que los flujos numéricos, tanto de la energia, como de las componentes del campo
magnético B, y B;, dependen de estas velocidades. No obstante, tomando el campo magnético como cero inicialmente,
hace que estas velocidades dejen de importar en la evolucién del sistema.
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8/(;;@ N %(pv§+p+ %(BiJrBi +B§)) = (V-B)B,,
6((’;;@) N %(pvxvy - B,By) =0,
% + %(pvxvZ - B:B;) =0,
%—f + % vo(E + P+ %Bz) — By(vxBx + vyBy + Vsz)] =0,
aath . % . (5.46)
% + %(Byvx - B,vy) =0,
% + %(Bzvx - Byv) =0,
%—f + cﬁaaix = —%lﬁ.

Para probar la hiperbolicidad del sistema unidimensional basta con mostrar que la matriz A de
la forma cuasilineal de la forma homogénea de (5.45)

OW oW
T ﬂ(W)W =0 (5.47)

es diagonalizable con eigenvalores reales. Aqui W = (p, vy, vy, v;, By, By, B, P, i) es el vector de
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variables primitivas y se encuentra que

ve p 0 0 0 0 0 o0
0 v, O 0 _% % % /17
0 0 v, O _% _ % 0 0
00 0 v — 0o -& o
AW =0 0o o o0 0 0o 0 0
0 B, =B, 0 —vy ve 00
0 B. 0 -B -V, 0 ve O
0 yp 0 0 (-Lv:B 0 0 v, (1-yB
0 0 0 O c 0 0 0

2'416 = Vx - Csx’ Asx = vx’ /16 - VX + Cbx’
A7, =vx+Cya,, A3, =vy—Cp, Ay, = cp,
donde
3 = B
AT,
o ] yP + B2 yP + B2\ 4yPB§
fo — 2 p+ P pz

Sx ’

yP + B2 N \/(yP + B2 )2 yPB?

—4
p+ P p?

1
2

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

son las velocidades de Alfvén, magnetosénica rapida y magnetosdnica lenta, respectivamente.

Con estos eigenvalores es posible calcular los flujos numéricos (5.22) para el sistema (5.45),
y utilizando las condiciones de frontera apropiadas es que se puede modelar numéricamente la

evolucidn del sistema.

En este capitulo se presentaron las partes importantes del método numérico que se utilizé para
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construir el cédigo.

Una manera secuencial para construir el cédigo puede ser descrita de la siguiente forma: prime-
ro se discretiza el dominio espacial, luego se define el valor de las variables conservativas al inicio
de la simulacién, posteriormente se utiliza una regla de evolucién temporal, en este caso es seglin
la ecuacidn (5.24) en conjunto con (5.4) y por dltimo se imponen las condiciones de frontera apro-
piadas. La regla de evolucion temporal utiliza flujos numéricos, que pueden modificarse de manera
conveniente utilizando cualquiera de los tres reconstructores presentados, para después calcularse
con la aproximacién HLLE.

En el siguiente capitulo se presentan algunas pruebas que se encuentran en la literatura para
métodos basados en volimenes finitos; implementarlas consiste en definir las condiciones iniciales
y de frontera, para después dejar evolucionar el sistema. Debido a que el c6digo se ha implementado
desde hace algunas decadas, es facil encontrar resultados sobre los cuales comparar la capacidad del
cédigo.



Capitulo 6

Pruebas Numéricas

Es importante poder tener una idea de qué tan poderoso es el cédigo que se propone para realizar
simulaciones, en este sentido se realizan distintas pruebas en las cuales se puede observar qué tan
eficiente es el cédigo para manejar discontinuidades y propagar las ondas dadas condiciones de
frontera especificas.

6.1. Pruebas de la MHD ideal en 1 dimension

Para las pruebas numéricas de la magnetohidrodindmica en una dimensién se presentan las co-
rrespondientes al problema de Riemann, es decir que habrd dos valores para las variables primitivas:
pL» Pr, vxr, vy, VoL, Bxr, Byr 'y By para el estado izquierdo; pg, PR, Vxgr, Vyr» Vzr» Bxr» Byr Y Bzr
para el estado derecho.

El dominio espacial que se utilizé fue de [-0.5,0.5] y el factor de Courant utilizado en las
simulaciones fue de 0.25 para las pruebas Brio-Wu, Ryu-Jones 2a y Ryu Jones 3b; para la prueba
Ryu-Jones 2a se utiliz6 un factor de Courant de 0.08. Para la limpieza hiperbdlica de la divergencia
se utiliz6 un valor de ¢;, = 0.01 y ¢, = +/c. El nimero de celdas que se ha utilizado fue de 800 para
la coordenada x y 4 para la coordenada y y z.

A continuacién se muestra una tabla con los valores especificos para cada problema

Tests 0% P P Vy vy Vv, B, B, B,
Brio-Wu

Estado Izq. 5/3 1.0 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 0.75 1.0 0.0

Estado Derecho | 5/3 | 0.125 | 0.1 | 0.0 | 0.0 | 0.0 0.75 -1.0 0.0

Ryu-Jones 1b
Estadolzq. |53 | 1.0 | 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 3/Vax | 5/Van 0.0
Estado Derecho | 5/3 | 0.1 | 10.0| 0.0 | 0.0 | 0.0 | 3/Vd4rx | 2/Var 0.0
Ryu-Jones 2a
Estadolzq. | 5/3 | 1.08 | 095 | 12 | 001 | 0.5 | 2/ Varx | 3.6/ Var | 2/ Van
Estado Derecho | 5/3 | 1.0 1.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 |2/Var | 4/Var | 2/Van
Ryu-Jones 3b
Estado Izq. 53| 1.0 | 1.0 | -1.0 {000 | 0.0 | 00 1.0 0.0
Estado Derecho | 5/3 1.0 1.0 1.0 | 0.0 | 0.0 0.0 1.0 0.0

63
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6.1.1. Brio-Wu

La primera prueba que se realizé fue la de un tubo de choque, propuesta en (Brio and Wu,
1988). Esta prueba es importante por que es una extension de la prueba del tubo de choque de Sod
presente en las pruebas hidrodindmicas (Sod, 1978), asi que, aunado a la estructura hidrodindmica
de la evolucidn, se espera observar componentes magnetohidrodindmicas.

Figura 6.1: Densidad, presién, velocidad y campo magnético del tubo de choque Brio-Wu a un
tiempo t=0.1

Se presentan en la figura 6.1 las gréficas de la presion, la densidad, la componente del campo
magnético en y y la velocidad en x. Como se esperaba, se observa que estan presentes las ondas
de Rarefaccion en la region entre x = 0.2 y 0.25, las ondas de contacto en x = 0.5 y las ondas de
choque en 0.1. Se puede observar en la onda de contacto que la componente del campo magnético
en y se mantiene constante al igual que la presién y la temperatura. Debido a que en el choque tam-
bién hay una variacién del campo magnético, este corresponde entonces a una onda magnetosonica
répida. El pico que se observa entre la onda de contacto y la de rarefaccion corresponde a una onda
magnetosénica lenta. Se observa en comparacién con los resultados de la referencia que las dis-
continuidades los picos de las ondas magnetosénicas estdn localizados en las mismas regiones, la
amplitud de estos picos estd en el rango de presicion en el cual el error es menor que el 1 %.

6.1.2. Ryu-Jones 1b

Esta prueba se presenta en (Ryu and Jones, 1994). Es similar a la prueba del tubo de choque de
Brio-Wu pero en este caso la diferencia entre el estado izquierdo y el derecho es de una magnitud
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mayor. Debido a esta diferencia, la onda de choque tiene una velocidad de propagacién mucho
mayor.

Por medio de esta prueba se puede ver si el algoritmo numérico es capaz de capturar choques
répidos, dos rarefacciones de las cuales una es lenta, un choque lento y la discontinuidad de contacto.

Vy B

“os 0.4 02 0 02 0.4 06 06 0.4 02 0 0.2 04 06
X X

Figura 6.2: Densidad, presion, velocidad y campo magnético del tubo de choque Ryu-Jones 1b a un
tiempo t=0.03

Enla figura 6.2 se presentan los resultados de las simulaciones. El choque rdpido estaen x = 0.1,
el choque lento estd en x = —0.075, la discontinuidad de contacto aparece en x ~ —0.061 y la rare-
faccién lenta estd en x = 0.040 y la rarefaccion rpida se localiza en x = 0.34. La comparacion con
la referencia muestra en la grafica que corresponde a la velocidad que hay una pequefia oscilacién
en la regién [—0.1, 0.0], no obstante la amplitud de esta oscilacion tiene un valor menor que el 2 %,
la localizacién de las ondas de la simulacién realizada con el cédigo de esta tesis es consistente con
la de la referencia.

6.1.3. Ryu-Jones 2a

Esta prueba estd presentada en (Ryu and Jones, 1994). La prueba consiste en un tubo de choque
que presenta un campo tridimensional y estructura de veolocidad y rotacion del plano del campo
magnético.

En la figura 6.3 se presenta la densidad, presidn, velocidad y campo magnético en un tiempo
t = 0.2. Es importante por que presenta discontinuidades rotacionales que se propagan hacia los
lados de la discontinuidad de contacto.
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Figura 6.3: Densidad, presion, velocidad y campo magnético del tubo de choque Ryu-Jones 2a a un
tiempo t=0.2

Se observa que la discontinuidad de contacto se localiza en el intervalo [0, 0.2], esto es consis-
tente con las graficas mostradas en la referencia, no obstante, existe una pequiia oscilacién presente
en la grafica de la presion justo a la izquierda de la discontinuidad de contacto. esta oscilacion se
debe al algoritmo integrador HLLE y corresponde al andlisis planteado en (Gonzales-Avilez, 2017)
en el cual se observa la misma oscilacion en la presion. Las discontinuidades rotacionales del cam-
po magnético B, se localizan en satisfactoriamente a la izquierda y derecha de la discontinuidad de
contacto en la misma regién que en la referencia. Las graficas presentan que el perfil de la onda
de contacto ha sido suavizado, y que las ondas de choque que se encuentran cercanas a x = 0.5
se desplazan ligeramente mds lentas, no obstante, este resultado es consistente con los obtenidos al
utilizar el algoritmo HLLE.

6.1.4. Ryu-Jones 3b

La prueba se encuentra en (Ryu and Jones, 1994). Esta prueba sirve para evaluar la capacidad
del cédigo para capturar ondas de rarefaccién magnetosénicas.

En la figura 6.4 se muestra la densidad y la presion, en la figura 6.5 velocidad y campo magnéti-
co, ambas figuras estan tomadas en un tiempo ¢ = 0.1. La solucién numérica presenta satisfac-
toriamente dos rarefacciones intensas, una localizada aproximadamente en x € [-0.25,-0.15] y
x € [0.15,0.25].
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Figura 6.5: Velocidad y campo magnético del tubo de choque Ryu-Jones 3b a un tiempo t=0.1

Lalocalizacion de las ondas de rarefaccion es consistente con las graficas presentadas en (Gonzales-
Avilez, 2017), también para esta prueba se observa un pico en x = 0 para las graficas del campo
magnético, la densidad y la presién. Este pico se debe al algoritmo integrador y también se encuentra
presente en los resultados del test de las referencias.

6.2. Pruebas de la MHD ideal en 2 dimensiones

6.2.1. Vortice de Orszag-Tang

Este problema fue presentado en (Orszag and Tang, 1979). Es una prueba muy utilizada para
comparar simulaciones numéricas de la MHD. Sirve para medir la robustez del cddigo en el ma-
nejo de la formacién de choques y la transicioén para la turbulencia supersénica en la MHD de dos
dimensiones.

Con esta prueba se pueden hacer estimaciones de la contribucién de los monopolos magnéticos
en la simulacién magnética del problema, ya que se manifestan regiones en las cuales V- B # 0.

Para construir el test se utilizan las siguientes especificaciones
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Dimensiones [0,1] %[0, 1]
Numero de celdas [512] x [512]
Factor CFL 0.25
Coeficiente Cj, 0.01
Coeficiente C, v0.18C,
Condiciones de frontera Periddicas
Valor de y 5/3
Reconstructor Minmod

Para los valores iniciales se utilizan componentes periédicas con

£0 25/36n
Py 5/12n
vy | —vo sin[27my]

Vy vo sin[27x]
B, | =By sin[2ny]
By | Bysin[4mrx]

donde vo = 1y By = 1/ V4.

Los datos iniciales para p y P se calculan usando § = 10/3 y el nimero Mach M = 1, se
obtienen de la siguiente forma (Dai and Woodward, 1998)

,80 = 87TP0
— Lo
M= YPo

El campo magnético se calciila a travéz de un potencial vectorial A definido en dos dimensiones
como

A =By

cos(4rx) N cos(2my) 3
4r 2m

De manera que V X A = B. Esto garantiza que V - B = 0 inicialmente.
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0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 6.6: Gréfica de las lineas de campo del campo magnético en ¢ = 0 de la prueba de vortice de
Orszag-Tang

En la figura 6.7 se presentan las graficas de la densidad, presion, valor absoluto de la divergencia
y nimero de mach en ¢ = 0.5.

En las gréficas de la presion y la densidad se aprecia que ambas cantidades presentan el mismo
tipo de variacion en las mismas regiones. Se puede observar que la velocidad Mach incrementa en
las regiones en donde la densidad y la presién disminuyen y visceversa, es a este fenomeno que se
le asocia la caracteristica de la turbulencia. También es importante observar que el c6digo numérico
tiene problemas en mantener la divergencia nula en las regiones de alta turbulencia.
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Figura 6.7: Graficas de la la densidad, presion, valor absoluto de la divergencia, y nimero Mach de
la prueba del vortice de Orszag-Tang al tiempo ¢ = 0.5
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En la figura 6.8 se presenta una comparacion de las resoluciones para la presion en x = 0.5 a lo
largo del eje y. Se observa que al aumentar la resolucidn, se tiene mejor definicién en la estructura
del sistema, que los puntos donde se encuentran los mdximos y minimos se mantienen fijos y que el
perfil va convergiendo en las dltimas resoluciones.

T

64x64

128x128 ——
256x256
512x512

Figura 6.8: Presion en x = 0.5 alo largo del eje y en un tiempo ¢ = 0.5 usando distintas resoluciones
para la prueba del vortice de Orszag-Tang

6.2.2. Rotor

El problema del rotor, presentado en (Balsara and Spicer, 1999) consiste en una distribucién
cilindrica que gira rdpidamente mientras estd en un campo magnético uniforme en la direccion x. El
cilindro rota uniformemente con velocidad angular constante w y tiene una densidad mayor que el
resto del ambiente.

Las especificaciones que se utilizan son

Dimensiones [0,1] %[0, 1]
Numero de celdas [512] x [512]
Factor CFL 0.05
Coeficiente Cy, 0.01
Coeficiente C), V0.18Cy,
Condiciones de frontera | Onda saliente
Valor de y 1.4
Reconstructor Minmod

Para representar el cilindro se utiliza una funcion de degradado f definida como

ry—r

b
r—ro

donde r = \J(x= 052+ (y = 0.5)%, 7 = 0.1y 1 = 0.115.
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De esta manera se tiene que

(10, wr) para r<rg

(0,vp) =4 (1 +9f, fwrg) para rg<r<r

(1,0) para r<r

donde wry = 2.
Las condiciones iniciales que se utilizan para el resto de las variables son

Py 1.0
v, 0.0
B, | 5/ Van
B, 0.0
B, 0.0

Los resultados de la evolucion muestran que el rotor comienza a girar con la velocidad inicial. El
campo magnético uniforme en direccidn x hace que se generen ondas magnetosénicas que disiparan
al rotor. El rotor comenzara a lanzar ondas de Alfvén hacia afuera del cilindro. Debido a la presién
magnética, su forma circular serd progresivamente deformada a una forma ovalada.
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Figura 6.9: Logaritmo de la densidad, logaritmo de la presidn, logaritmo de la presién magnética,
divergencia junto con las lineas de campo magnético en un tiempo ¢ = 0.15 para la prueba del rotor.
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Imégenes de la densidad, presion del gas, presion magnética y las lineas de campo magnético al
tiempo ¢ = 0.15 se presentan en la figura 6.9.

La constriccién de la nulidad de la divergencia del campo magnético tiene valores que son muy
grandes en las regiones donde empieza a achatarse el rotor. A pesar de que el valor de la divergencia
es bajo en la mayoria del dominio hay regiones donde la constriccién no se satisface.

Para ver que la solucién numérica sea consistente se calcula la componente y del campo magnéti-
co a lo largo del corte x = 0.5 para cuatro resoluciones distintas. La comparacién de las graficas se
muestra en la figura 6.10

By

" eaxes ——
126x128 ——
2561256

0.7 512x512

Figura 6.10: Valores de B, usando distintas resoluciones en x = 0.5 a lo largo del eje y en un tiempo
t = 0.5 para la prueba del Rotor

6.2.3. Ondas explosivas MHD

Esta prueba se caracteriza por una explosién que se propaga de una region de presién alta a una
de presion baja donde la presién magnética domina.

La prueba es importante por que indica que si el cddigo puede soportar sistemas en donde se
desarrollen choques, regiones de flujos suaves y campos magnéticos intensos y se encuentra en
(Shen et al., 2006).

Este tipo de problemas presenta la caracteristica que el pardmetro 8 del plasma es pequefio.

Las especificaciones son

Dimensiones [-0.5,0.5] x [-0.5,0.5]
Nimero de celdas [512] x [512]
Factor CFL 0.01
Coeficiente Cy, 0.01
Coeficiente C), V0.18C,
Condiciones de frontera Onda saliente
Valor de y 1.4
Reconstructor Minmod

Para representar la onda expansiva se considera una diferencia de presién muy grande entre el
interior de una circunferencia de radio 0.125 y el exterior. As{ la presion inicial estd definida como
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10 si r<0.125
pP=
1 si r>0.125

donde r = /x% + y2.

Las condiciones iniciales para el resto de las variables son

00 1.0
Vy 0.0
Vy 0.0
v, 0.0
B, | 10/V2
B, | 10/V2
B.| 00

06

L L L L L L L L L L
0.6 0.4 0.2 0 0.2 04 06 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 06
X X

Figura 6.11: Logaritmo de la densidad, logaritmo de la presidn, logaritmo de la presién magnética,
divergencia y las lineas de campo magnético en un tiempo ¢t = 0.15 para la prueba de la onda
explosiva.

Enlafigura 6.11 se presenta la densidad, presion, presion magnética y la divergencia. Se observa
que las lineas de campo magnético son poco perturbadas por la onda explosiva, sin embargo la forma
esférica de la propagacion se ve modificada debido al campo magnético.
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6.2.4. Hoja de Corriente

La prueba de la hoja de corriente fue propuesta en (Gardiner and Stone, 2005) y estudiada en
el contexto de refinamiento adaptativo de mallas por (Fromang et al., 2006). Esta prueba descri-
be la evolucién de dos hojas de corriente inicialmente definidas por una configuracién de campo
magnético discontinuo. La resolucién juega un papel importante en la viscosidad y la difusién que
se traduce en efectos que suavizan choques y producen una resistividad numérica, esta situacion
genera el fenémeno de reconexién magnética que no sucede tedricamente en el régimen ideal de la
MHD.

Las especificaciones de la prueba son

Dimensiones [0.0,2.0] x [0.0,2.0]
Niimero de celdas [512] x [512]

Factor CFL 0.05
Coeficiente Cy, 0.01

Coeficiente C), V0.18C;,

Condiciones de frontera Periodica
Valor de y 1.4

Reconstructor WENO5

En este caso las condiciones iniciales se representan por el campo magnético producido por una
hoja de corriente

-1 si x-1<05
By =

I si |x=1/>0.5

El resto de las condiciones iniciales esta definido como

00 1.0

P 0.0

vy | 0+ 0.1sin(ry)
Vy 0.0

v, 0.0

B, 10/ V2

B, 0.0

donde se tiene que para generar las inestabilidades iniciales que conduzcan a la reconexion es im-
portante la perturbacién que se hace a la componente en x de la velocidad, que estd descrita en la
tabla anterior.

En la figura 6.12 se muestran las lineas de campo para la hoja de corriente de Gardiner en ¢ = 4,
se observa que para este tiempo ya existe el fenomeno de reconexién magnética, en las regiones
donde se cierran las lineas de campo se generan “islas” sobre las cuales hay concentracién de densi-
dad y de presién hidrostética, mientras que en estas regiones la presion magnética disminuye, como
se puede observar en la figura 6.13.
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Figura 6.13: Densidad, presion, presion magnética y divergencia en un tiempo ¢t = 4 para la prueba
de hoja de corriente de Gardiner.
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6.2.5. Inestabilidad Kelvin Helmholtz

La inestabilidad de Kelvin Helmholtz es una prueba bésica de la hidrodindmica presentada
inicialmente en (Chandrasekhar, 1961), también se encuentra en el interesante articulo de (Jones
etal., 1997).

Este tipo de inestabilidades se presentan cuando inicialmente hay una discontinuidad en la ve-
locidad del fluido, que puede deberse a dos capas de distintas velocidad y densidad. La existencia
de capas produce cierto tipo de vortices. En esta version de la prueba para generar la inestabilidad



6.2. Pruebas de la MHD ideal en 2 dimensiones

se afiade una perturbacion ¢ en las componentes v, y v, de la velocidad.
las especificaciones utilizadas son

Dimensiones [-0.5,0.5] x [-0.5,0.5]
Niimero de celdas [512] x [512]
Factor CFL 0.25
Coeficiente Cy, 0.01
Coeficiente C), V0.18Cy,
Condiciones de frontera Periddicas
Valor de y 1.4
Reconstructor WENO5

para generar las inestabilidades se afiade una perturbacion ¢ a las velocidades tanto en x como
en y. Esta perturbacion se tiene como

0 = 0.1 cos(4rx) sin(4ry)
Las condiciones iniciales para generar las dos capas de velocidades y densidades son:

para [y| < 0.25

vy =-05+5,
p=1
para |y| > 0.25
vy =05+,
p=2,

El resto condiciones iniciales estan dadas como

vy | 0.0+6
v, 0.0
B, | 0.02
B, 0.0
B, 0.0

Las graficas que se presentan en la figura 6.14 muestra la densidad, presién magnética, y la
divergencia en tiempos distintos. En el tiempo ¢ = 1 se observa que las perturbaciones iniciales han
generado vorticidades, estas vorticidades tienen una resolucion bastante aceptable que se deriva de la
utilizacion del reconstructor WENOS que resguarda muy bien las estructuras. Para el tiempo ¢ = 4.5
se tiene que los vortices se encuentran en ambas regiones de densidades; la presién magnética ya
presenta una dindmica bastante complicada, tomando en cuenta que inicialmente era homogénea;
la divergencia del campo se mantiene cercana a cero en una gran porcién del dominio, y se observa
que las regiones donde no sucede esto se encuentran localizadas pero dispersas en una configuracién
casi uniforme.
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Figura 6.14: Densidad p a un tiempo ¢ = 1, densidad p a un tiempo ¢ = 4.5, presiéon magnética,
divergencia a un tiempo ¢ = 4.5.

6.3. Pruebas de la MHD Resistiva en 1 dimension

6.3.1. Hoja de Corriente auto-similar

Esta prueba es sobre la adveccién del campo magnético considerando el efecto de la resistividad.
Fue presentada por (Komissarov, 2007) y ha sido estudiada en (Palenzuela et al., 2009).

La magnitud de la presiéon magnética es mas pequefia que la presion hidrodindmica del gas en
todas partes. Esta prueba representa fisicamente la evolucién de una hoja de corriente en la cual hay
una difusion lenta expansiva causada por la resistividad, en este caso explicita en las ecuaciones.

Este comportamiento estd descrito por una ecuacion de difusion para la componente B:

0B, B, 0 6.1)
o Toxr 7 '
que tiene solucién analitica dada por
B,(x, 1) = Boerf| —> (6.2)
(x,1) = —, .
! 2y

donde se utiliza By = 1.0. Para evitar las discontinuidades se utiliza un tiempo inicial de 7 = 1.
Las condiciones iniciales presentes en la prueba representan una distribucién en equilibrio, por
lo tanto la presién siempre serd constante. A continuacion se muestran los valores utilizados



6.3. Pruebas de la MHD Resistiva en 1 dimension

79

p | 1.0
P | 50.0
vy | 0.0
vy | 0.0
v, | 0.0
B, | 0.0
B, | 0.0

Las especificaciones del problema son

Dimensiones [—1.5,1.5]
Numero de celdas [300]
Factor CFL 0.01
Coeficiente Cy, 0.01
Coeficiente C), Vv0.18C,
Condiciones de frontera Saliente
Valor de y 1.4
n 0.01
Reconstructor Minmod y MC

Enla figura 6.15 se muestra una comparacion de la solucién analitica con la simulacién numéri-

ca

L
05 1 15

Figura 6.15: Componente del campo magnético By en un tiempo ¢ = 10, para la prueba de hoja de

corriente resistiva

Se observa que los valores del campo magnético son casi los exactos para la evolucién numérica,
un andlisis muestra que las variaciones oscilan entre —0.008 y —0.008 que corresponden a un error
de aproximadamente 0.008 %. Para tener observar entonces la precision numérica, se calculd el
error global utilizdndo las normas L1 y L2, en la figura 6.16 se presentan comparaciones de los
errores globales para dos resoluciones, Ax; = 1/300 y Ax, = 1/600, en el intervalo de tiempo que

se evoluciono el sistema.
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i / 2

Figura 6.16: Comportamiento del error global en un tiempo ¢ € [1, 10] para la prueba de la hoja de
corriente resistiva.

Se puede observar que el error se comporta de una manera consistente con la referencia, aun-
que se encuentra en esta que el comportamiento convergente se observa incluso para resoluciones
menores, pasando de 150 a 300 en comparacién con la realizada en este trabajo.

6.4. Pruebas de la MHD Resistiva en 2 dimensiones

6.4.1. Hoja de corriente de Harris

Las condiciones iniciales de una hoja de corriente de Harris ayudan a estudiar el efecto de la
resistividad en el fendmeno de reconexion magnética en el contexto del estudio geoespacial, la
referencia a esta prueba se encuentra en (Birn et al., 2001).

En esta prueba se tiene una hoja de corriente que se extiende a lo largo de la direccién z, con un
espesor no infinitesimal, para esta prueba se considera suave y continua la transicién entre la regién
interna de la hoja de corriente y la extarna. Esta configuracién dentro del plasma genera, al someter
el campo magnético a pequefias perturbaciones, que las lineas de campo magnético fuera de la hoja
entren a la regién difusiva', es decir dentro de la hoja, esto genera que se reconecten las lineas de
campo que estan externas a la hoja de corriente.

Las condiciones iniciales representan un sistema en equilibrio, Para lograr esto se presupone
una presion hidrostatica dada por

2
P=&
2

La configuracién del campo magnético para la hoja de corriente esta descrita por

By(y) = By tanh(y/),

B, =0.0

'En la literatura es usual referirse al termino de resistividad como el término de difusién, debido a que la parte de las
ecuaciones de la MHD que gobierna la evolucién del campo magnético, tiene una parte convectiva y una parte difusiva
en la cual el coeficiente de difusion es precisamente la resistividad.
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donde [ es la mitad del espesor de una hoja de corriente. El perfil de densidad estd dado por

P = po/ cosh™2(y/1) + peo.

La condicion de equilibrio es perturbada afiadiendo variaciones pequefas al campo magnético
dadas por

dB, = =Wo(r/Ly) sin(ry/Ly) cos(2mx/Ly)

dBy = Wo(rr/Ly) sin(2nx/Ly) cos(my/Ly)

Las especificaciones del problema son

Dimensiones [—12.8,12.8] x [-6.4,6.4]
Niumero de celdas [512] x [256]
Factor CFL 0.05
Coeficiente Cj, 0.01
Coeficiente C), V0.18C},
Condiciones de frontera Saliente en y
Periddicas en x
Valor de y 5/3
n 0.008
l 0.5
L, 25.6
L, 12.8
By 1.0
£o 1.0
Poo 0.2
Yy 0.1
Reconstructor Minmod

El resto de las condiciones iniciales estd dada por

P | 0.05
vy | 0.0
vy | 0.0
v, | 0.0
B, | 0.0

Los resultados de la evolucién de la presion del gas, 1a componente z de 1a densidad de corriente,
la funcién escalar  y la divergencia del campo magnético para el caso n = 8 x 1073 se muestra en
la figura 6.17. Como era de esperarse, debido a que dentro de la hoja de corriente existe un termino
no nulo de la difusién, entonces se tienen lineas de campo que se cierran. Se observa que el espesor
de las hojas de corriente se mantiene en un espesor casi constante.
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Figura 6.17: grafica de la evolucién a un tiempo ¢ = 50 (izquierda) y a un tiempo ¢ = 100 (derecha)
para la componente en z corriente eléctrica (J;) y la Presion. Se presenta también la funcién ¢ y el
valor de la divergencia del campo magnético en un tiempo t=100

Algunas de las pruebas de la magnetohidrodindmica que se realizaron se encuentran presentes
en la literatura desde hace mds de treinta afos. A lo largo del desarrollo de la investigacion de nue-
vos métodos numéricos que sean capaces de modelar situaciones criticas para plasmas, el acervo
de pruebas va aumentando y de ninguna manera fue exhaustiva la lista de pruebas realizadas por el
codigo. No obstante se observa que la habilidad de simular situaciones en las cuales haya variacio-
nes grandes y discontinuas en las variables conservativas es aceptable, pues los resultados fueron
consistentes con las referencias.

Observar el comportamiento de las soluciones numéricas con estas pruebas es adecuado como
primer paso para poder mejorar e incrementar la robustez del c6digo, en el siguiente capitulo se
proponen algunas pruebas extras sobre las cuales se podria abrir una linea de simulaciones distintas
a las habituales para el tipo de métodos numéricos que se basan en volimenes finitos.



Capitulo 7

Simulaciones numeéricas

En este capitulo se presenta la descripcién de dos problemas interesantes que estdn relaciona-
dos con el confinamiento de plasmas: botellas magnéticas y campos magnéticos toroidales. Estas
pruebas numéricas no se encuentran dentro de la literatura para los cédigos basados en volimenes
finitos e implementarlas es un enfoque original que se desed perseguir dentro de esta tesis. Para
cada prueba se presenta primero una descripcion tedrica breve y después se presenta la simulacién
propuesta para estudiar el efecto.

A continuacién se presenta un andlisis tedrico del fendmeno conocido como espejos magnéticos,
este fendmeno es la base sobre la cual se construyen dispositivos que funcionan como botellas
magnéticas. La base tedrica para construir ambas pruebas se encuentra en los textos (Bittencourt,
2013) y (Gurnett and Bhattacharjee, 2005)

7.1. Espejos Magnéticos

Se estudiard a continuacién el fendmeno de espejos magnéticos, se presentard una simulacién
numérica con simetria en dos dimensiones y finalmente se presentardn los resultados obtenidos de
dicha simulacion.

7.1.1. Dinamica de una particula cargada en un campo estatico y uniforme

En esta seccidn se presenta el enfoque hecho para describir la dindmica de una particula inmersa
en un campo electromagnético arbitrario, las limitantes de dicho acercamiento, y cémo se emplea
para describir el fendmeno de espejos magnéticos.

La dindmica de una particula cargada inmersa en un campo electromagnético estd descrita por

la fuerza de Lorentz

d
ditvzq(waB), (7.1)

donde ¢ es la carga de la particula, m su masa, y se mueve con una velocidad v. En el caso en el que
el campo electromagnético (Bg denotard al capo magnético y Eq al campo eléctrico) sea estético,
homogéneo y uniforme, obtener las trayectorias de la particula se hace ficilmente descomponiendo,

83
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tanto a la velocidad de la particula como al campo electromagnético, en dos componentes. Una
componente serd paralela al campo magnético (v, Eg) y una perpendicular (v, , Eg,).

De la ecuacién (7.1) se obtienen dos nuevas ecuaciones

i _ g (1.2)
m dr qio|, .
d
m% = ¢(Eo, +V, XB). (1.3)

La primer ecuacién describe un movimiento rectilineo uniformemente acelerado en la direc-
cion By. Para la ecuacién (7.3), es posible eliminar el campo eléctrico escogiendo un sistema de
referencia que se mueva perpendicular al campo magnético

V), =V, + Vg,
’
0 =Bo

E), =Eo, +vg xB,

donde E B
X
mvg = —=_>0 (7.4)
B
Dado que
EOJ_ X B() X BO
Eo. = T e
B;
se tiene que
dv/ ,
d—; =q (v, xByg). (7.5)

Esta ecuacion es la que se presenta en la dindmica de ciclotrén. Esquematicamente se puede observar
la dindmica de la particula en la figura 7.1.
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Eo

Figura 7.1: Particula cargada (rojo) inmersa en un campo eléctrico y magnético homogéneo, estitico
y uniforme. El sistema de referencia v/ estd representado con el azul; en este sistema la particu-
la describe movimiento circular de ciclotrén. Al considerar otro sistema de referencia en el que
se considere la contribucién del campo eléctrico, la particula cargada presenta una trayectoria de
cicloide.

A la velocidad vg se le conoce como velocidad de deriva (drift velocity) y se puede presentar en
cualquier tipo de plasmas.

El tratamiento que se le di6 a la componente electrostatica de la fuerza de Lorentz se le puede
hacer a otro tipo de fuerzas, al incluirlas en esta ley

d 1

g (E+—F+v><B), (7.6)
dt q

de manera que si la fuerza es también estitica y homogénea, producira sus propias velocidades de
deriva

(1.7)
2
9B,

VF
A diferencia de las velocidades de deriva producidas por el campo electrostatico, éstas dependen del
signo de la carga de la particula, en un plasma esto producira corrientes eléctricas y polarizaciones.

7.1.2. Aproximacion de Alfvén

Cuando los campos no son espacialmente uniformes o varfan con el tiempo, integrar (7.1) puede
ser un problema matematico de mucha dificultad, sin embargo hay un caso particular importante en
el cual es posible obtener una solucién que, aunque aproximada, representa un comportamiento
general.

Para este caso se tiene que la magnitud del campo magnético es grande, que varia lentamente
espacial y temporalmente, y que el campo eléctrico es débil.

A continuacion se presenta como obtener aproximadamente la dindmica de una particula carga-
da en un campo magnético estatico que tiene una ligera perturbacién espacial'. Cuantitativamente

"Para aproximar la solucién a un campo que varfa tanto en el espacio como en el tiempo se consideran perturba-
ciones temporales también de pequefia magnitud, esto se caracteriza considerando que la variacién temporal del campo
magnético tiene una escala temporal mucho mayor que la determinada por el movimiento ciclotrén de la particula.
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se tiene que, si 0B representa la variacion de la magnitud de B en una distancia del orden del radio de
Larmor p.2, entonces la perturbacién 6B < B. Con estas consideraciones la particula cargada pre-
senta una dindmica de movimiento que es a primera aproximacién de ciclotrén, esto se representa
esquemdticamente en la figura 7.2.

® B.+06B

Figura 7.2: La particula cargada en un campo magnético que es casi homogéneo presenta una tra-
yectoria muy parecida a la de un movimiento ciclotrén.

Esta aproximacion se le llama teoria de orbitas a primer orden (first-order orbit theory) debido
a que se toma a la perturbacién del campo magnético como 6B = p.|VB|. Esta teoria fue primero
usada sistemdticamente por el cientifico sueco Alfvén y se le conoce como Aproximacion de Alfvén.

La aproximacién de Alfvén tiene la caracteristica de que se estudia la dindmica del centro de
la circunferencia, al cual se le llama centro de guia (guiding center), que describe el movimiento
ciclotrén de la particula. Segiin las ecuaciones (7.2) y (7.3), la dindmica de la particula es una
superposicién del movimiento circular alrededor del centro de guia y de un movimiento en direccién
de B.

La perturbacién 0B produce una fuerza que se puede modelar con la fuerza descrita en (7.6),
es decir que, por un lado, produce una aceleracion en direccién de B y, por otro lado, produce una
velocidad de deriva dada por (7.7).

Considerando un sistema de referencia en el que en el origen

B(0,0,0) = Boz

se puede caracterizar las componentes de

0B./0x 0B,/0x 0B./0x X
VB = (X,¥,2)| 0B,/dy BBy/(?y 0B /0y AR
OB./dz 0B,/0; 0B.jdz )\

como

= Términos de Divergencia.

2Aligual que en el caso de la perturbacién en el tiempo en el que se necesita que la escala temporal de la perturbacién
sea mucho mayor que la escala de movimiento ciclotrén, la aproximacién espacial necesita que la escala espacial de la
perturbacién sea mucho mayor que el radio del movimiento ciclotrén.



7.1. Espejos Magnéticos 87

Los términos de divergencia presentes en VB son

0B./0x, 0By/0y, 0B,/0y.

Estos términos establecen la convergencia o divergencia de las lineas de campo magnético.
Dado que V - B = 0, se tiene que estos términos son dependientes entre si.
= Términos de deformacion

Los términos de deformacion son

OBy/dy, OB,/x.

Estos términos entran en la componente z de VB, es decir, en B-(VxB) y causan una torsion
de las lineas de campo sobre si mismas. A primer orden no producen ninguna velocidad de
deriva pero pueden modificar la forma de la 6rbita de la particula alrededor del centro de guia.

s Términos de Gradiente

Los términos de gradiente expresan hacia qué direccion varia la magnitud de B. estos términos
son
0B./0x, OB;/0y.

Los términos de gradiente junto con los de la divergencia producen una fuerza® dada por

F=(u V)B+ux(VxB) (7.8)

que es la expresion para una fuerza que actiia en un anillo pequefio de corriente inmerso en
un campo magnético (Jackson, 2007) .

La componente perpendicular al campo magnetico de esta fuerza produce una velocidad de
deriva, segtin la ecuacién (7.7), dada por

_|ul (VB)x B

— (7.9)

Vg =

donde B es la magnitud del campo magnético.

La componente paralela al campo magnético, en el sistema de referencia planteado al inicio,
se expresa como

0B,
F|=—-lul—1z (7.10)
0z
y muestra que cuando el campo magnético tiene una variacién longitudinal, una fuerza axial

actda a lo largo de Z , acelerando la particula en direccidon de donde decrece el campo magnéti-
co, independientemente de la carga de la particula.

3Todos los calculos realizados para obtener esta fuerza se realizan promediando a lo largo de toda la 6rbita circular
que describe la particula, la finalidad de esto es poder considerar sélo la dindmica del centro de guia.
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s Términos de curvatura.

Los términos de curvatura expresan hacia donde se curvan las lineas de campo. Estos términos
son
0B, /0z, 0By/dz.

Estos términos producen una fuerza prependicular a B dada por
2w R
= [(B-V)B], (7.11)

donde W = 1/ vaﬁ es la energia cinética producida por la velocidad paralela al campo
magnético.
La fuerza (7.11) produce una velocidad de deriva dada por

_ 2

[(B-V)B] xB. (7.12)

En regiones en las cuales no hay corriente eléctrica se tiene que V X B = 0, asi que si hay
términos de curvatura, entonces debe haber términos de gradiente.

Invariancia del momento magnético y del flujo magnético

De la ecuacién (7.10) es tiene que

dy 0B

—1Z=—|ul—1%, 7.13
m-2 =yl PR (7.13)
donde m es la masa de la particula, v es la componente paralela al campo magnético de su velocidad.

Multiplicando ambos lados por vy = dz/dt, y sustituyendo, segtin (3.9), |u| por W, /B, se tiene que

d
v||_d(1 2): W, 0B dz 714

myy— = — | =my -,
Var ~ar (27 B 9z dr
donde W, es la energia cinética producida por la componente perpendicular al campo magnético.
Puesto que un campo magnetostatico no puede aumentar la energia cinética total, entonces se debe
cumplir que

W) + W, = constante,

entonces

=, 7.15
dr dr ( )
usando que W) =1/ 2mvﬁ y que dB/dt = 0B/dzdz/dt, entonces de (7.14) se tiene que
B
aw, _ W, dB (7.16)

dt B dt’
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Comparando estos resultados con

dw, d(WLB)_(&)dB d(Wl)
dr  dr "\ B ’

se tiene que

d (w,
—(—=1]=0, 7.17
dt( B ) .17
0, equivalentemente seguin (3.9),
|u| = constante. (7.18)

El flujo magnético ®,, que encierra una 6rbita de la particula estd dado por
®,, = fB -da = 7p?B, (7.19)
s

tomando el radio de Larmor segin (3.6), se tiene que

2.2
2 w

D, = an;B il (f) (7.20)

q q

por lo tanto,

d 2mm d
—(®,) = ——|u| =0. 7.21
3@ = 5 g (7.21)

gracias a que |u| es invariante. Tanto a la invariancia del momento magnético como a la del flujo
magnético se les conoce como invariantes adiabdticas y es posible obtenerlas gracias a la aproxi-
macién de Alfvén.

7.1.3. Efecto de espejo magnético

Como consecuencia de la inviarianza adiabatica de |u| y de @,,, mientras la particula se mueve
a una regioén en la cual convergen las lineas de campo magnético, su energia cinética transversa
W, incrementa, y en consecuencia su energia cinética paralela W) disminuye, esto pasa para poder
mantener |¢| invariante y la energia cinética total constante. Si el campo B aumenta lo suficiente
de magnitud, la componente de la velocidad en direccién paralela a B serd eventualmente cero y
posteriormente se invertird. Despues de la inversion, en un mecanismo similar, la velocidad paralela
aumentard en el sentido hacia el cual decrece B mientras que su velocidad transversal disminuira.
Es asi que la particula es reflejada de la regiéon donde convergen las lineas de campo magnético. A
este fendmeno se le conoce como efecto de espejo magnético, esqueméaticamente se representa en
la figura 7.3.
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Figura 7.3: Representacién del efecto de espejo magnético. La particula siente una fuerza de en
direccion opuesta a la regioén de convergencia de las lineas de campo magnético. Al ir avanzando la
particula hacia la regién de convergencia de las lineas de campo, para mantener el flujo de campo
magnético, debe aumentar su energia cinética transversal y por lo tanto las orbitas de ciclotron se
hacen més pequefias.

Este efecto tiene aplicaciones desde el confinamiento de plasmas hasta la aceleracion de particu-
las.

7.2. Botellas Magnéticas

Al superponer el campo magnético de dos espejos magnéticos coaxiales se crea una region de
confinamiento que se le conoce como borella magnética. El confinamiento sucede debido a que las
particulas cargadas pueden ser reflejadas de un espejo al otro, como se representa esquemaéticamente
en la figura 7.4.

Figura 7.4: Al superponer dos espejos magnéticos, las particulas pueden ser reflejadas entre un
espejo y el otro creando una regién de confinamiento.

7.2.1. Angulo de Paso

Cuando una particula atravieza un campo electromagnético, el dngulo entre la velocidad de la
particula con la linea de campo tiene el nombre de dngulo de paso (pitch angle). Este dngulo es
importante para establecer qué tanto puede confinar el sistema coaxial de espejos magnéticos, ya
que este confinamiento presenta fugas que pueden relacionarse con el dngulo de paso.
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Para tener una idea de la pérdida de materia del plasma dentro de la botella magnética se utiliza
la razén B,,/Bo*, donde B,, representa la intensidad del campo magnético en el punto de reflexion,
en el cual el dngulo de paso es 7/2, y By la intensidad del campo magnético en el centro de la
botella. La manera de realizar esto se explica a continuacidn.

Considérese una particula cargada que posee un dngulo de paso ap al centro de la botella
magnética. Sea v la velocidad de la particula, que en el caso de estar inmersa en un campo casi
magnetostatico permanece constante. La inviariaza de |u| = W /B establece que

1 1
Emv2 sin®(@)/B = EmVZ sin?(ag)/Bo, (7.22)

se tiene entonces que a lo largo de toda la linea de campo magnético

sin’(a) B sin?(ap)
B By

(7.23)

Si se tiene que la particula en algin momento es reflejada, esto implica que @ = x/2, lo que

resulta en
1 sin’*(ag)

B By

de esta relacion se puede despejar el valor del angulo de paso en el centro de la botella para particulas
que se reflejaron.

Ahora bien, si se considera el punto de retorno donde el campo magnético tiene la mayor inten-
sidad, se tiene entonces que las particulas reflejadas en este punto tuvieron un angulo de paso en el

centro de la botella de
B
o = sin”! (, /—0). (7.24)
B,

Es este el punto donde el campo magnético es mas intenso, por lo tanto, particulas cuyo dngulo
de paso en el centro de la botella sea menor que @g no serdn reflejadas, mientras que las particulas
cuyo angulo de paso sea mayor que g serdn reflejadas antes de llegar al punto de méxima inten-
sidad. Por estos razonamientos existe una region donde las particulas logran escapar de la botella,
conocida como cono de pérdida. Esquematicamente se representa el cono de pérdida en la figura
7.5.

4conocida como mirror ratio.
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Figura 7.5: Representacion del cono de pérdida de la botella magnética. Todas las particulas que
presenten un dngulo menor que ag podrin escapar del dispositivo.

El cono de pérdida, representa todas las particulas cuyo angilo de paso en el centro es menor
que ap y que nunca logrardn alcanzar un dngulo de paso de mr/2, es decir que nunca se reflejaran.

7.2.2. Modelacion de la Botella Magnética

Para modelar una configuraciéon de campo magnético que represente dos espejos magnéticos
coaxiales se considera primero el campo magnético producido por una linea de corriente que apunta
en direccién 2. En este caso el potencial vectorial magnético producido por la linea de carga es’

Ao In|r —rylZ, (7.25)

donde ry es la posicion de la linea de carga y r es el punto donde se observa el campo magnético.

El modelo que se propone para crear un espejo magnético consiste en superponer el campo
magnético de dos lineas de corriente, estas lineas de corriente deben de tener un sentido contrario
y la misma intensidad, de manera que al superponerlas se genere una configuracion parecida a un
dipolo magnético®. Para conseguir esto se debe tomar una distancia pequefa entre las lineas de
corriente en comparacion con las dimensiones del problema.

Es asi que dadas dos lineas de corriente, la configuracién que asemeja a un dipolo magnético
tiene un potencial vectorial magnético como

Ax[lnr—ri-Injr-r;y[]Z (7.26)

donde la distancia entre las lineas de corriente es |r; — ra|.

Para lograr la configuracion de botella magnética se deben de tener dos espejos magnéticos
en simetria coaxial. La manera como se realiz6 esto fue superponiendo la configuracion dipolar
creada en (7.26) y el campo magnético producido por otras dos lineas de corriente con la misma
configuracion alineando los puntos de mayor intensidad de campo magnético de cada configuracién

SEn esta Tesis, para la derivacién de las ecuaciones de Maxwell se estan utilizando sistemas de unidades en las cuales
la suceptibilidad magnética y la permitividad eléctrica en el vacio tienen un valor de 1, se dejard indeterminado los valor
exactos de A y B ya que estos pueden obtenerse definiendo la cantidad proporcional como un pardmetro que se puede
controlar.

®Presentar este tipo de configuraciones tiene la ventaja de que las lineas de campo magnético son similares a las de un
dipolo y que presenta una simetria que permite evolucionar el sistema en dos dimensiones.
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dipolar. El potencial vectorial magnético de esta superposicion es
A=&(Infr —rygl = Infr —ry] + [In|r = rrgl = Infr —rylDZ, (7.27)

donde £ es un pardmetro que determinard la intensidad del campo magnético; r;, y rjz son las
posiciones de las lineas de corriente, entrante y saliente respectivamente, a la izquierda; r,, y r,q
son las posiciones de las lineas de corriente a la derecha, entrante y saliente respectivamente.

Para obtener el campo magnético simplemente se calcula el rotacional del potencial vectorial

B=VxA. (7.28)

En la figura 7.6 se puede observar graficamente el campo magnético obtenido segtn (7.28) en
algunos puntos del dominio.

Figura 7.6: En la configuracién propuesta para modelar el sistema se puede observar que el campo
magnético tiene lineas de campo convergentes hacia las fronteras izquierda y derecha, es asi que
debe presentarse localizacién del plasma en el centro.

7.2.3. Especificaciones de la Simulacion

El potencial magnético planteado como en (7.27) es un problema escencialmente de dos di-
mensiones, por lo tanto la evolucién se realizé especificamente en las direcciones x y y. Se toméd
como nula la resistividad del plasma, debido a que se supone para esta simulacién que el plasma
estd totalmente ionizado. Se supone que el plasma estd en equilibrio hidrostdtico inicialmente, la
velocidad del fluido es cero en el dominio y las presiones y densidades son constantes. Gracias a
que la configuracién de las lineas de campo de botella magnética se mantuvo durante la evolucion,
a pesar de que se dejé evolucionar el campo magnético, fue posible calcular el dngulo de paso g
de la ecuacidn (7.24), tomando como B,, la magnitud del campo magnético en la frontera derecha y
By la magnitud del campo magnético al centro de la malla, para el final de la evolucion, el valor era
muy cercano a /2.

= Parametros del problema.

A continuacién se especifican los valores de los pardmetros del problema
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Dimensiones [-1,1]x[-1,1]
Numero de celdas [200] x [200]
Factor CFL 0.1
Coeficiente Cy, 0.01
Coeficiente C), 2% Cy
Condiciones de frontera Salientes
Valor de y 5/3
Reconstructor WENO 5
n 0

= Valores Iniciales

Los valores iniciales de las variables primitivas se presentan en la siguiente tabla

po | 1.0
P |10
ve | O
vy | O
v, | O
B,| 0

La posicién de las lineas de corriente se establece fuera del dominio numérico para evitar
singularidades, es asi que las posiciones para definir A de la ecuacién (7.27) son

ry = (=x0,Y0) | Tru = (X0,Y0)
rig = (=X0, =Y0) | Yra = (X0, —Y0)

con xo = 1.5y yo = 1 X 1073, se toman estos valores para las lineas de corriente para lograr
que las lineas de campo converjan de manera satisfactoria en las fronteras izquierda y derecha
del dominio. Por otra parte se toma & = 1 x 10? para que la magnitud de la presién magnética
sea consistente con la magnitud de la presion hidrostética.

Dado que A = AZ, se tiene de (7.28) que

g2 A
X_ay
O0A
By=——
Y Ox

para obtener dichas derivadas se utilizé el esquema de diferencias finitas con el método cen-
trado, presentado en el capitulo 5.
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7.2.4. Resultados

En la figura 7.7 se presenta la evolucién de la presién magnética junto con el campo magnético
en algunos puntos de la malla para tiempos ¢ = 0, 1,2, 4, se observa que el campo magnético sigue
preservando la forma de botella magnética a lo largo de la evolucién del problema, es decir que las
lineas de campo siguen juntandose en las fronteras izquierda y derecha, mientras que en el centro
se separan.

Figura 7.7: Presi6n magnética, t = O arriba izquierda, ¢ = 1 arriba derecha, ¢ = 2 abajo izquierda,
t = 4 abajo derecha, esta sobrepuesta a la grafica una representacion vectorial del campo magnético
perpendicular a Z en algunos puntos de la malla.

Aln teniendo que se preserva la configuracion de botella magnética, la intensidad del campo
magnético tiende a homogeneizarse, de manera que para tiempos posteriores deja de existir el efecto
de espejo magnético, asi que en realidad el sistema deja de tener configuracién de botella magnética.
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25

tan(Ot)

Figura 7.8: Evolucion de la tangente del dngulo de paso @y con respecto al tiempo, la evolucién
temporal se realizé en ¢ € [0, 5].

En la figura 7.8 se observa este efecto, ya que para tiempos posteriores a ¢t = 3.5, la tangente
del angulo de paso @ diverge, mostrando que se alcanzan valores cercanos a /2 es asi que practi-
camente todas las particulas que tengan la componente x de su velocidad distinta de cero, podran
escapar de la botella magnética.

Se muestra en las figuras 7.9 y 7.10 la evolucién de la densidad del plasma. Como era de espe-
rarse, en regiones cercanas a las fronteras izquierda y derecha la densidad del gas tiende a disminuir,
esto es debido a que el efecto de espejo magnético es practicamente inexistente en estas zonas y se
expulsan por las fronteras.

091 092 093 094 095 096 097 098 099 1

X

0915 092 0925 093 0935 094 0945 095 0955 0.96 0.965 0925 0.93 0.935 094 0.945 095 0.955
p

T 05 0 05 1
X

Figura 7.9: Densidad del plasmaen ¢ = 0.5, 1.0, 1.5, 2.5, la linea negra representa el cono de pérdida.
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Figura 7.10: Densidad del plasma en ¢ = 3.5 izquierda, ¢t = 5 derecha.

En la gréfica de t = 0.5 de la figura 7.9, existe una especie de confinamiento en las regiones
cercanas a la frontera de arriba y a la de abajo, no obstante, la magnitud de la densidad no aumenta
significativamente. Para r = 1.0 empiezan a existir regiones rarificadas al centro de la botella, y para
t = 2.5 practicamente ya no hay confinamiento dentro de la botella. En la grificade r = 5 de la
figura 7.10 se observa que se encontrd una localizacién mayor de materia al centro del dominio,
esta concentracion fue la mayor observada con un valor de densidad de p = 1.02, no obstante, para
este tiempo ya no se tiene un campo magnético autoconsistente que produzca el efecto de espejos
magnéticos sin embargo el perfil de densidad observado en ¢ = 5 es consistente pues el plasma se
confina en el centro, que es la regién esperada de confinamiento.

En la figura 7.11 y 7.12 se puede comparar las componentes x y y de la velocidad. Se observa
que durante todo el fendmeno de botella magnética, la velocidad en x es positiva del lado derecho
del cono de escape y negativa del lado izquierdo; como era de esperarse fuera del cono de escape, v,
tiene valores cercanos a cero. La velocidad en y dentro del cono de escape tiene una disposicidn que
puede interpretarse en el sentido que hace que las particulas no escapen hacia afuera del cono; fuera
del cono v, es negativa en la region superior y positiva en la region inferior, que esto produciria una
localizacién de materia al centro, como era de esperarse.

-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

-1 -0.5 0 0.5 1
X

|
015 01 005 0 005 0.1 0.15
Vx

1 1
05 05 “

y o y o

05 05

4 4

A 05 0 05 1
x

Figura 7.11: Componentes v,, a la izquierda, y vy, a la derecha, de la velocidad del plasma para un
tiempo ¢ = 0.5, la linea negra representa el cono de pérdida
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Figura 7.12: Componentes v,, a la izquierda, y vy, a la derecha, de la velocidad del plasma para
tiempos t = 1.5,2.5,3.5 en forma descendente, la linea negra representa el cono de pérdida

La evolucién de la divergencia del campo magnético se muestra en la figura 7.13 para tiempos
t€[0,3.5].
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Figura 7.13: Divergencia del campo magnéticoen ¢ = 0,0.5, 1, 1.5,2.5, 3.5 de izquierda a derecha y
en orden descendente. Las lineas negras representan el cono de escape.

La ventaja de haber obtenido B, y B, de acuerdo a la ecuacién (7.28) es que en t = 0 la
divergencia es cero. Para tiempos posteriores se observa que el c6digo no mantiene de manera
adecuada que el valor de la divergencia cercano a cero dentro del cono de escape. Dentro de la
region de confinamiento se observa que V - B ~ O durante toda la evolucién temporal en la que se
mantiene la configuracién de botella magnética para las lineas de campo magnético.

7.3. Campos magnéticos Toroidales

Los campos magnéticos con simetria toroidal son importantes en el estudio de los plasmas pues
estan presentes en fendmenos astrofisicos y de confinamiento. En esta seccion se presentan dos
configuraciones de campo magnético con simetria toroidal.
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Un ejemplo de campo mangnético con simetria toroidal es el que estd presente en un embobi-
nado. La expresién matemadtica general de este campo magnético es

BoRy -

=—— " &, 7.29
¢ Ry + rcos(6) ( )

donde By define la intensidad del campo magnético al centro de la seccién transversal poloidal del
toro, Ry es el radio mayor del toro, r es la posicién de un punto inscrito en el toro con respecto al
centro de la seccién transversal, 6 es el angulo poloidal y ¢ el dngulo toroidal. En la figura 7.14 se
muestra esquematicamente estas direcciones, considerando que el radio menor del toro al valor a.

z
5

R

Figura 7.14: sistema de coordenadas usado para describir la seccion transversal poloidal.

Es posible caracterizar al toro tomando la relacién entre el radio mayor y el radio menor, definida

como
a

b
El campo magnético definido por la ecuacidén (7.29) tiene la particularidad que es mds intenso
en el borde interior del toro que en el borde exterior, se tiene entonces que

(7.30)

Et

BoRo
B = —, 7.31
BoRy
Bpjin = ———, 7.32

Esta diferencia de intensidades genera una configuracion similar a la de espejo magnético, don-
de, utilizando la invariancia de |u| de manera andloga al efecto de espejo magnético, se obtiene la
relacién obtenida en (7.24) para el dngulo de paso, que en este caso se denotard por «;’,para las

particulas reflejadas
.1 ( Bmin ]
a; = sin —

B max

7La diferencia de efectos magnéticos que existen entre la botella y entre el toro es que el efecto de reflexién en el toro
sucede en la direccion perpendicular a las lineas de campo magnético, en la botella la direccién de reflexién es paralela a
las lineas de campo.
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. _1( Ro—a)
a; = SIn .
Ro+a

Se sigue entonces que todas las particulas que estén atrapadas entre las frontera interior y la exterior
del toro deben satisfacer que su velocidad paralela a las lineas de campo magnético satisfaga que

Ro—a)

7.33
Ro+a ( )

vﬁ <V cosz(a,) =7 (1 -

Las particulas que estan atrapadas segin la ecuacién (7.33) exhiben un comportamiento particu-
lar en la trayectoria de sus centros de guia, pues los centros de guia describen una orbita con forma
de banana, como se muestra en la figura 7.15.

V4

Figura 7.15: Trayectoria del centro de guia de una particula atrapada en el campo magnético toroidal

Esto es resultado de que la configuracion expuesta en la ecuacion (7.29) tiene tanto un gradiente
de magnitud como una curvatura y, segin las ecuaciones (7.9) y (7.12), se producirdn velocidades de
deriva que estdn en la misma direccién, puesto que las fuerzas debidas a la curvatura y al gradiente
apuntan hacia donde mismo.

7.3.1. Superposicion de campos toroidales y poloidales

Uno de los modelos propuestos para lograr confinamiento es el presentado en los Tokamaks,
dispositivos en los cuales se superpone un campo poloidal producido por una columna interna en el
plasma junto con un campo toroidal. Se espera obtener, para este tipo de configuraciones, que tanto
el tiempo de confinamiento, como la regién de confinamiento sean mejores que en el caso en el que
sélo se tenga el campo toroidal.

Los campos magnéticos producidos por columnas internas de un plasma se presentan debido a
un fenémeno conocido como efecto pinch®.

Tomando una seccién del toro en direccién del dngulo toroidal de espesor pequeiio, se puede
considerar la columna del plasma como una producida por un campo magnético auto-consistente

8En la literatura se le llama pinch effect, debido a que no se encontré una traduccién del nombre del efecto, se deja
como se presenta en inglés. La traduccion literal es “efecto de pellizco”, debido a que el campo magnético de la columna
tiende a producir inestabilidades que “pellizcan” ciertas secciones de la columna, haciendo que la forma de esta ya no sea
regular.
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azimutal, es decir B = B(r)9; si se considera la corriente interna en el plasma con direccion toroidal
$, entonces existird una fuerza J x B que contrae a la columna radialmente. Esta contraccién de la
columna del plasma es la que recibe el nombre de efecto pinch.

Existen dos situaciones de efectos pinch, que la columna esté en equilibrio o que no lo esté, y
ambas tienen que ver con la presion hidrostatica del gas. En el caso en el que la presién hidrostatica
esté en equilibrio con la presién magnética, el sistema se mantendra en equilibrio estatico, bajo la
condicién de que la corriente eléctrica total que atravieza la columna cumpla la relacion de Benett

PP« (T,+T))

donde I? es la intensidad de la corriente eléctrica total de la columna,T, es la temperatura de los
electrones, T la temperatura de los iones, y la constante de proporcionalidad depende de la densidad
de particulas por unidad de volumen. En el caso donde la presion magnética y la presion hidrostatica
no esten en equilibrio, se producird una fuerza que comprime o expande ciertas regiones de la
columna. Para configuraciones en las cuales el radio de la columna varia lentamente como funcién
del tiempo, se considera que el sistema esta en equilibrio.

Hay dos cosas que mencionar con respecto al efecto pinch para esta configuracién, la primera
es que el campo magnético fuera de la columna se comporta como el de una linea de corriente, es
decir

B(r) « % (7.34)

La segunda observacion es que para situaciones en las cuales se alcanza el equilibrio, segun la
ecuacion (4.33), considerando que el campo eléctrico sea muy débil en comparacién con el campo
magnético, se debe cumplir que hay un equilibrio de fuerzas, es decir

V.-P=JxB, (7.35)

por lo tanto, tanto J como B se deben encontrar en superficies equipotenciales de la presion, co-
nocidas como superficies isobdricas. Para considerar que el sistema es cuasi-estitico es entonces
recomendable observar el comportamiento de las superficies isobdricas.

7.3.2. Modelacion de la seccion transversal del toro

Para modelar el campo magnético del toro, se utilizé un dominio en dos dimensiones, en el cual

se reinterpreta al campo (7.29) como
B = ﬂi (7.36)

Ry + rcos(6)

Hacer el modelo en dos dimensiones implica cierta imposicién en la la direccién Z, atin si no se
analizard la evolucién del sistema en esa direccion, pues se debe determinar que el espesor del
dominio en z sea pequefio. Esto es a causa de que al hacer el campo magnético como (7.36) se esta
discriminando los efectos de la curvatura del campo magnético. No obstante, segtin las ecuaciones
(7.9) y (7.12), ambas velocidades de deriva producidas por el gradiente y la curvatura del campo
magnético apuntan hacia la misma direccion, es asi que se comete solo un error en la intensidad de
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la velocidad final de las particulas, pero la dindmica es, a grandes razgos, la misma.

Segtn la ecuacién (7.36), se toman como parametros iniciales By, Ry, también se toma al radio
menor a como pardmetro, esto es con la finalidad de representar el caricter poloidal del campo
magnético, de otra manera la dindmica de las particulas simplemente consiste en un desplazamiento
en direccion opuesta al gradiente del campo.

Es asi que se define B en todo el dominio como

0 para r>a
B = (7.37)

BoRy &
Rotrcos@< Para rsa

Para esta configuraciéon de campo magnético, se debe tener que, de acuerdo con la ecuacién
(7.33), las particulas atrapadas satisfagan

Ro—a
2 _ .2 0
- — .
vz<v( R0+a)’ (7.38)

donde v, es la componente de la velocidad en z y v es la velocidad total de la particula. Se tomar4 en-
tonces que los elementos de volumen, que satisfagan (7.38), consistirdn en su mayoria de particulas
atrapadas dentro del campo toroidal.

Para la superposicion de campos magnéticos toroidales con poloidales, se tiene que establecer
primero una columna estable de plasma con un campo magnético autoconsistente, para realizar esto
se propuso un campo magnetostatico debido a una linea de carga con una funcién de apantallamiento
para evitar la singularidad en el origen. El potencial magnético vectorial que produce este campo
esta dado por

A = 0.05 * In((£%r)) tanh(6.25 x 107>(£r)%)2 (7.39)

donde £ es un pardmetro numérico que define qué tan ancha serd la columna.

Para obtener el campo magnético se calculo V x A al igual que en (7.28).

Una vez impuesto este campo se dejo evolucionar el sistema hasta llegar a una cofiguracion casi
en equilibrio. Para obtener un criterio para definir cudndo es que se habia obtenido un equilibrio fue
comparando las superficies isobdricas en cada paso temporal. Debido a que el problema se planted
en dos dimensiones, se observé que las curvas de nivel de la presion hidrostatica fueran méds o menos
constantes, junto con que la magnitud de la velocidad en el entorno de la columna fuera pequeiia.

Una vez alcanzado un nivel deseable de estabilidad, se perturb6 el sistema afiadiento a la com-
ponente B, el campo magnético dado por la ecuacién (7.37) y se observé el comportamiento del
sistema.

El resto de las variables primitivas del sistema se tomaron constantes inicialmente.

7.3.3. Especificaciones de la simulacion
Se considera que el plasma esta totalmente ionizado y en consecuencia la resistividad es nula.

= Parametros del problema.

A continuacién se especifican los valores de los pardmetros del problema
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Dimensiones [-1,1] x[-1,1] x[0.01,0.01]
Numero de celdas [200] x [200] x [4]
Factor CFL 0.25
Coeficiente Cy, 0.01
Coeficiente C), v0.18C,
Condiciones de frontera | Periddicas en z, Salientes en x, y
Valor de y 5/3
Reconstructor minmod
Valor de 0

= Valores Iniciales

Los valores iniciales de las variables primitivas se presentan en la siguiente tabla

p | 1.0
P10
ve | O
vy | O
v, | O
Y| 0

Para implementar (7.39) se tuvo que modificar ligeramente la férmula, debido a que en el
origen no queda bien determinada la ecuacion, por lo tanto se impone que

A.(0,0,0) = 0.

El parametro que se utiliz6 para definir el potencial fue & = 200, los pardmetros para definir
las dimensiones del toro fueron el radio mayor de Ry = 1.5, el radio menor de a = 0.75 y
By = 1.

El tiempo al cudl se perturb6 la columna de plasma con el campo magnético toroidal fue de
t=28.75.
7.3.4. Resultados

En esta seccidn se presentardn los resultados de las dos simulaciones hechas, una en la cual se
enciende un campo toroidal en un sistema homogéneo y la otra en la cual se enciende el campo en
un sistema que presenta una columna de plasma con un campo magnético autoconsistente.

Campo magnético toroidal

En la figura 7.16 se observa la evolucién temporal de la presién magnética.
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Figura 7.16: Evolucién de la presiéon magnética para tiempos ¢ = 0, 0.125, 0.25, 0.325, 0.5, 0.625,
1.25, 1.875 las gréficas estdn ordenadas de izquierda a derecha y luego de arriba a abajo



106 Capitulo 7. Simulaciones numéricas

0.99 0.995 1 1.005 1.01 07 08 0.9 1 11 12 13 14

15 L L L L L 15 L L L L L
15 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 0.5 1 1.5

X X

Figura 7.17: Evolucién de la densidad para tiempos ¢ = 0,0.125,0.25,0.325, 0.5, 0.625, 1.25, 1.875,
el orden es de izquierda a derecha y luego de arriba a abajo. Se muestran las isocurvas de v, que
satisface la ecuacién (7.38).

Se puede observar que para tiempos mayores a t = 1.25 la presién magnética alcanza una
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configuracion cuasi estacionaria y casi uniforme. En el intervalo de tiempo de ¢ € [0, 0.625], que co-
rresponde a los dltimos tres cuadros, es donde se observa la mayor variacion de la presién magnética
y es en este intervalo temporal donde se encuentra la localizacién y compresion del plasma.

En la figura 7.17 se observa que la mayor concentracién de materia para el campo magnético
propuesto se encuentra casi en el centro con un valor de p = 1.3, es decir que en la regién localizada,
el plasma presenta 30 % de aumento en la densidad. Para tiempos posteriores a ¢ = 0.625 ya no se
encuentran las isocurvas de v, pues la velocidad promedio de los elementos de volumen tiende a ser
cercana a cero, como se observa en la figura 7.18. En este sentido, para estos tiempos ya no existen
particulas atrapadas dentro del dispositivo atin teniendo que, para ¢ € [1.25, 1.875], sigue existiendo
un gradiente de campo magnético.
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Figura 7.18: Evolucién de la magnitud de la velocidad para tiempos ¢ = 0.625, 1.25, 1.875.

Se observa que en ¢ = 0.625 las isocurvas de la velocidad tiene una forma similar a la trayectoria
de los centros de guia de las particulas atrapadas, es decir en forma de banana, no obstante en esta
region la densidad del plasma no es mucho mayor que 1.
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Figura 7.19: Evolucion de la Divergencia de B para tiempos ¢ =

0,0.125,0.25,0.325,0.5,0.625, 1.25,1.875

En la Figura 7.19 se presenta que la divergencia del campo magnético la cual, a pesar de variar
en su forma, se mantiene cercana a cero durante toda la evolucion.
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Superposicion de Campo Poloidal y Toroidal

Dado que en la evolucién del campo magnético toroidal se tuvo que la dindmica de localizacién
del plasma ocurre en el intervalo de tiempo [0, 0.625], se necesita que la columna de plasma se
mantenga casi estacionaria por lo menos en esta lapso de tiempo.

Para generar la columna de plasma casi estacionaria se dejé evolucionar el sistema s6lo con el
campo descrito en la ecuacién (7.39) tomando capturas aproximadamente cada 1.25 unidades tem-
porales, que representa mas del doble de tiempo que durd la dindmica del confinamiento puramente
toroidal.
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Figura 7.20: Evolucién de la presién magnética para tiempos ¢t = 0, 1.25, 2.5, 3.75, 5, las lineas
negras representan las curvas isobdricas; se presenta también una representacion vectorial del campo
magnético en algunos puntos de la malla.
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Figura 7.21: Evolucion de la presién magnética para tiempos ¢ = 6.25, 7.5, 8.75, las lineas ne-
gras representan las curvas isobdricas; se presenta también una representacion vectorial del campo
magnético en algunos puntos de la malla.

En las figuras 7.20 y 7.21 se observa la evolucién de la presiéon magnética para ¢ € [0, 8.75],
junto con el comportamiento de las curvas isobdricas y una representacién vectorial del campo
magnético en algunos puntos de la malla. Para establecer cuando se tenfa un equilibrio, se compard
la variacién de la magnitud de la presién magnética, asi como la dindmica de las curvas isobdricas.
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Figura 7.22: Evolucidn de la presion hidrostética para tiempos ¢ = 5 arriba izquierda, t = 6.25 arriba
derecha, t = 7.5 abajo izquierda, t = 8.75 abajo derecha.
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Figura 7.23: Evolucién de la magnitud de la velocidad para tiempos ¢ = 5 arriba izquierda, t = 6.25
arriba derecha, t = 7.5 abajo izquierda, t = 8.75 abajo derecha.

Se tomo¢ la configuracion en equilibrio en ¢ ~ 8.75 debido a que la variacién de la magnitud de
la presién magnética entre t = 7.5 y este tiempo fue de 3.45 %, aunado a que el cambio de las curvas
isobdricas en este tiempo fue nulo, por otra parte observando la figura 7.22 y la figura 7.23 se tiene
que parat = 7.5y t = 8.75, la velocidad de los elementos de volumen es minima y la presion se
mantiene, para motivos pricticos, constante.

Posterior a t = 8.75 se encendid el campo magnético dado por (7.37). Para poder contrastar los
resultados obtenidos para la simulacién puramente toroidal se establecera una escala de tiempo ¢’
en la cual se toma #" = 0 como el tiempo en el cual se encendio la perturbacion.

En la figura 7.24 se observa la evolucién de la presion magnética, el hecho de que exista el
campo magnético como en (7.37) hace que la presiéon magnética sea dominada por este término,
ya que presenta la misma forma que la mostrada por la figura 7.16 en ¢+ = 0. A diferencia del
campo puramente toroidal, se observa que existe un gradiente de presién magnética para ¢’ = 1.25
y ¢ = 1.5, que genera una configuracién poco estable en el plasma.
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Figura 7.24: Evolucion de la presion magnética para tiempos ¢’ = 0, 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 0.625,

1.25,1.5



7.3. Campos magnéticos Toroidales 113

0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15
P P
15 T 15
Nl ,
05 —
y or 1
-05 —
s ,
-15
-1.5 15
15
N ,
05 —
y or 1
-05 4
4L ,
s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1.5 1 0.5 0 05 1 15 -1.5 1 0.5 0 05 1 15
X X
08 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1
P P
15 T T T T T 15 T T T T T
1r 1r 1
05 0.5 —
y or y o 1
-05 -05 B
: N
Y I N ]
s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
15 1 0.5 0 05 1 15 -1.5 1 0.5 [ 05 1 15
X X
L s e e— —
08 0.85 0.9 0.95 1 1.05 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2
P P
15 T T T T T 15 T T T T T
1F 1k 4
05 0.5 4
y or y o ]
-05 | 0.5 —
AL al ,
s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
15 1 0.5 ] 05 1 15 -15 1 0.5 [ 05 1 15

Figura 7.25: Evolucion de la densidad para tiempos ¢’ = 0,0.125, 0.25,0.325, 0.5, 0.625, 1.25, 1.5,
las curvas mostradas son las isocurvas en las cuales la componente de la velocidad v, satisface la
ecuacion (7.38)

En la figura 7.25 se muestra la evolucion de la densidad para tiempos t' = 0,0.125 , 0.25,0.325,
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0.5, 0.625, 1.25, 1.875, de acuerdo con las isocurvas, se encuentra que es similar al caso en el
que s6lo se tiene el campo toroidal, las particulas atrapadas se mantienen en tiempos previos a
" = 0.625. No obstante, se observa que la densidad se localiza y tiene un maximo que se desplaza
hacia la izquierda para tiempos ¢’ = 1.25y ¢’ = 1.5 y que la regién de localizaciéon comprende areas
similares a la del sistema puramente toroidal. Para éste sistema, el tiempo en el que se presentd
la mayor densidad fue en ¥ = 1.5 y la densidad presente fue de 1.2 que representa un aumento
de aproximadamente 4.34 % con respecto a la configuracion inicial de la columna cuasi estatica
y un aumento de 20 % con respecto a la configuracion inicial homogénea en la cual la densidad
vale p = 1, esto significa que el campo poloidal no modificaria la variacién en la magnitud de la
intensidad pero si la region de localizacion, pues la hace mas compacta.

Contrastando la figura 7.26 con la figura 7.18 se observa que el sistema poloidal-toroidal atin
sigue presentando velocidades significativas que modifican la region de localizacion en el plasma.
Esto implica que el sistema evoluciona de una manera poco estable.

Figura 7.26: Evolucion de la magnitud de la velocidad para tiempos ¢ = 0.625, 1.25, 1.5,las curvas
mostradas son las isocurvas en las cuales la componente de la velocidad v, satisface la ecuacién
(7.38)

Finalmente, en la figura 7.27 se muestra la evolucion de V - B. Es apreciable que su valor es
cercano a cero dentro de la regién donde el plasma se localiza y es un comportamiento similar
sistema puramente toroidal, asi que los valores no nulos se encuentran en las fronteras, y estos se
deben a los campos magnéticos iniciales que generan la columna del plasma.
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Comentarios Finales

Dentro de la fisica de plasmas existen una gran y vasta categoria de experimentos, teorias y
simulaciones numéricas, asi como diversos enfoques incluso para los mismos fenémenos. Dentro de
este trabajo se busc6 mostrar tanto la capacidad del c6digo para evolucionar los sistemas dindmicos,
como la capacidad para generar escenarios y mecanismos de confinamiento aprovechando que el
codigo estd especializado en problemas dindmicos.

Aunque no se ha buscado representar los sistemas reales de confinamiento, las pruebas pro-
puestas si presentan localizacion de la densidad en las regiones esperadas teoricamente. Tanto la
simulacién de la botella magnética como la del campo magnético toroidal son pruebas que no se
encuentran aun en la literatura para cddigos que funcionan con el mismo esquema que el propuesto
en este trabajo y vale la pena explorar este tipo de simulaciones atin mas'. Esto motiva a buscar con-
diciones iniciales que generen evoluciones del sistema que sean mas propensas al equilibrio pero
que sigan manteniendo cierta complejidad. Eventualmente es necesario buscar condiciones inciales
que representen a los experimentos.

Las pruebas resistivas e ideales presentadas para sistemas dindmicos en la literatura muestran
total concordancia, lo cual era de esperarse ya que los cddigos que evolucionan estas simulaciones
numéricas también se basan en volimenes finitos.

Dentro de las proyecciones que se tienen con este trabajo es poder implementar en el cddigo,
pruebas de confinamiento en modelos en tres dimensiones. En el caso del toro se planea aprovechar
las simetrias del sistema y contrastarlo con los tiempos de vida experimentales en los cuales se
obtiene el equilibrio. En el caso de las columnas de plasma confinado que presenten el efecto pinch,
poder observar la dindmica de estas perturbaciones.

También se espera poder mejorar y fortalecer el c6digo desde dos puntos principales. Uno de las
maneras de fortalecer el c6digo es utilizando mecanismos integradores distintos a HLLE, como son
los de Roe (Roe, 1981), el HLLC y HLLD?. Durante la redaccién de este trabajo se han encontrado
integradores que logran manejar densidades cercanas a cero para el problema de Riemann de las
ecuaciones de Euler. Es muy probable que exista una extension para las ecuaciones de la MHD, y
con estas herramientas se podria modelar el vacio y el implementar estas rutinas lograria extender el
rango de accion del cédigo. Otra de las maneras de fortalecer el c6digo es a través de la flexibilidad a

'Esta es la contribucién més importante de este trabajo.
2Estos estdn descritos en (Gonzales-Avilez, 2017).
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la hora de discretizar el dominio, esto se puede lograr manejando resoluciones espaciales dindmicas
y también al buscar otro tipo de mallas distintas a las cuadriculas. También es necesario buscar
mecanismos de paralelizaciéon mads eficientes y ciertamente se puede mejorar el rendimiento del
cédigo reescribiendo ciertas rutinas.
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