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Resumen

En este trabajo se presenta una forma de extender método de Lattice Boltzmann a
problemas en magnetohidrodinámica. Introduciendo una función de distribución vec-
torial para recuperar la ecuación de la inducción magnética. Se resuelven de manera
numérica problemas de magnetohidrodinámica en dos y tres dimensiones incluyendo
diferencias altas entre el número de Reynolds y el número de Reynolds magnético.

Palabras clave: Magnetohidrodinámica, Método de Lattice Boltzmann, Dinámi-
ca de Fluidos, Métodos Numéricos.
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Abstract

In this work a way to extend the Lattice Boltzmann method to magnetohydrody-
namics problems in presented. Introducing a vectorial distribution function to repro-
duce the magnetic induction equation. Some problems in magnetohydrodynamics are
solved numerically in two and three dimensions also used the high differences between
the Reynolds and magnetic Reynolds numbers.

Keywords: Magnetohydrodynamics, Lattice Boltzmann Method, Fluid Dyna-
mics, Numerical Methods.
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Capítulo 1

Introducción

El método de Lattice Boltzmann, surge como un método computacional para re-
solver problemas de la mecánica de fluidos, una manera de resolver numéricamente
la ecuación de Boltzmann alternativa a las ecuaciones de Navier-Stokes. Donde ahora
las variables hidrodinámicas se calculan a través de los momentos de la función de
distribución [1]. Con este método se hacen estudios de diferentes tipos de problemas.

Sin embargo, existen una variedad de fluidos que al estar en presencia de campos
magnéticos, su dinámica se ve afectada, dichos cambios en su comportamiento por
los campos magnéticos son descritos por las ecuaciones de la magnetohidrodinámica.
Trabajos previos implementan el método de Lattice Boltzmann, donde se recuperen
todas las variables macroscópicas por los momentos de una función de distribución
[2], [3]. Pero una forma más simple, la cuál se usa para este trabajo, es a través de
una función de distribución vectorial propuesta por Dellar [4], tal que al calcular sus
momentoa se recuperen el campo magnético y las ecuaciones de Navier-Stockes. Al-
gunos ejemplos de estos fluidos son el núcleo terrestre, el agua de mar o los metales
líquidos, con múltiples aplicaciones.

El contenido del trabajo esta distribuido como sigue: en el capítulo 2 se presentan
los conceptos fundamentales de la mecánica de fluidos y de la teoría cinética, nece-
sarios para llegar a la ecuación de Lattice Boltzmann. En el capítulo 3 los conceptos
fundamentales de la magnetohidrodinámica. En el capítulo 4 se presenta la teoría del
método de Lattice Boltzmann, algunos modelos en dos y tres dimensiones, así como la
extesión a magnetohidrodinámica y como implementarse. En el capítulo 5 se presen-
tan los resultados de las pruebas numéricas que se elaboraron, tanto en problemas de
hidrodinámica como de magnetohidrodinámica en dos y tres dimensiones, además la
forma de incluir números de Prandtl bajos. Por último se presentan las conclusiones
donde se describen las posibles aplicaciones y trabajo a futuro.
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Capítulo 2

Hidrodinámica y Teoría Cinética

Uno de los elementos naturales más observado e importante para el desarrollo
humano ha sido el agua, y este fluido en particular ha llevado a muchos filósofos y
científicos a querer caracterizar su comportamiento, de manera que pudiera ser explo-
tado para el desarrollo humano. Como primer contribución a la dinámica de fluidos
aparece Bernouilli, quien publicó una ecuación de conservación de energía para fluidos
ideales. Posteriormente aparecieron Leonhard Euler, Claude-Louis Navier y George
Gabriel Stokes con sus ecuaciones de continuidad y de momento más realistas en la
dinámica de fluidos.

En este capítulo se describen las ecuaciones que dictan la dinámica de un fluido,
a través de la conservación de masa y momento. Se describe la teoría cinética, que es
la base del método de Lattice Boltzmann y adicionalmente diferentes descripciones
de las escalas de un fluido, como la descripción macroscópica, la mesoscópica y como
están relacionadas [5].

2.1. Navier-Stokes y teoría de continuidad

Dando un pequeño repaso a la dinámica de fluidos aparecen la ecuación de conti-
nuidad, las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuación de estado, las cuales se detallan
brevemente en las siguientes secciones [6].

2.1.1. Ecuación de continuidad

El campo de la dinámica de fluidos estudia los fenómenos de los fluidos a escalas
macroscópicas, esto implica que se le considera como un continuo. Cuando se habla
de un elemento de fluido, se toma un elemento de volumen lo suficientemente pequeño
en comparación con el tamaño del sistema pero lo suficientemente grande en compa-
ración con el tamaño de las moléculas individuales.

Considérese un elemento de volumen V0 con densidad ρ, la masa de dicho ele-
mento es simplemente

∫
V0
ρdV . Si se considera el cambio de la masa en el tiempo,

3



4 CAPÍTULO 2. HIDRODINÁMICA Y TEORÍA CINÉTICA

matemáticamente se escribe

∂

∂t

∫
V0

ρdV = −
∮
∂V0

ρu · dA (2.1)

donde la integral cerrada representa la superficie del elemento de volumen V0, u la
velocidad del fluido y dA el diferencial de área con vector normal a la superficie
saliendo del elemento de volumen. Usando el teorema de la divergencia∫

V0

∂ρ

∂t
dV = −

∫
V0

∇ · (ρu) dV (2.2)

. de esto se deduce que

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (2.3)

con V0 estacionario y arbitrario. La ecuación (2.3) es la ecuación de continuidad en la
dinámica de fluidos y es una ecuación diferencial parcial que denota la conservación
de masa. El vector

ρu = j (2.4)

es llamado densidad de momento o flujo de densidad de masa.

Introduciendo la derivada material

D

Dt
=

∂

∂t
+ u · ∇, (2.5)

la ecuación de continuidad (2.3) se escribe finalmente como

Dρ

Dt
+ ρ∇ · u = 0. (2.6)

.

2.1.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Siguiendo el análisis anterior se puede considerar el cambio del momento de un
elemento de fluido con densidad ρ y velocidad u, ocupando un volumen pequeño V0.
Para un fluido ideal, el cambio del momento se puede deber a, (i) el flujo de momento
que entra o sale del elemento del fluido, (ii) a las diferencias de presión p y (iii) a
fuerzas externas F. De manera que se escribe la siguiente ecuación de balance de
momento

d

dt

∫
V0

ρudV = −
∮
∂V0

ρuu · dA−
∮
∂V0

pdA +

∫
V0

FdV (2.7)

donde uu denota el producto externo con componentes uiuj, con los indíces latinos
(i, j, k) serán para denotar las componentes vectoriales o tensoriales dado el caso.
Aplicando el teorema de la divergencia, la ecuación queda escrita como
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∫
V0

∂(ρu)

∂t
dV = −

∫
V0

∇ · (ρuu)dV −
∫
V0

∇pdV +

∫
V0

FdV. (2.8)

De la ecuación (2.8) se obtiene la ecuación de Euler:

∂ρu

∂t
+∇ · (uu) = −∇p+ F, (2.9)

una ecuación diferencial parcial que describe la conservación de momento en un fluido
ideal.

Escrito en una forma más general, llamada también la ecuación de momento de
Cauchy

∂ρu

∂t
+∇ · Π = F (2.10)

con Π el tensor de flujo de densidad de momento

Πij = ρuiuj − σij. (2.11)

El término σij es llamado el tensor de esfuerzos y representa la transferencia de
momento del fluido tal que no necesariamente contiene valores en la diagonal.

La transferencia del flujo de momento en la ecuación de Euler solo incluye la
transferencia que es reversible, donde el flujo de masas o las diferencias de presión
son cantidades conservadas. Para fluidos reales, es necesario incluir términos de visco-
sidad o fricción interna que cause disipación y transferencia irreversible de momento
de un elemento de fluido a otro.

Para establecer la forma del este tensor de esferzos de viscosidad σ′, su contribu-
ción debe ser cero si el flujo es uniforme. Si el gradiente de velocidad es pequeño, la
transferencia de momento debido a la viscosidad es puede representarse con términos
proporcionales a las primeras derivadas de la velocidad. Un tensor que satisface esto
es

σ′ij = η

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ ζδij

∂uk
∂xk

(2.12)

donde η y ζ son coeficientes de viscosidad, δij una delta de Kronecker. Usualmente
isotrópicos y uniformes. Usualmente este tensor se descompone en dos partes

σ′ij = η

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi
− 2

3
δij
∂uk
∂xk

)
+ ηBδij

∂uk
∂xk

(2.13)

con η la viscosidad de corte y la combinación ηB = 2η/3 + ζ la viscosidad de bulto.

Con lo anterior el tensor de esfuerzos se escribe como σij = σ′ij−pδij. Sustituyendo
en la ecuación de momento se obtienen las ecuaciones de Navier-Stokes:
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∂(ρui)

∂t
+
∂ρuiuj
∂xj

= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
η

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂ui

)
+

(
ηB −

2η

3

)
∂uk
∂xk

δij

]
+Fi. (2.14)

Asumiendo que las viscosidades son constantes y considerando un fluido incom-
presible, ρ constante, la ecuacion (2.3) se reduce a ∇·u = 0. Y la ecuación (2.14) pasa
a la ecuación de Navier-Stokes en su forma más común, la ecuación de Navier-Stokes
incompresible

ρ
Du

Dt
= −∇p+ η4u + F (2.15)

donde, 4 = ∇ · ∇ = ∂2/∂xj∂xj es el operador de Laplace.

2.1.3. Ecuación de estado

Se tienen ya cuatro ecuaciones, la ecuación de continuidad que describe la conser-
vación de la masa y la ecuación vectorial de la conservación de momento que describe
la ecuación de Euler o Navier-Stokes.

Sin embargo, el sistema de ecuaciones aún no es cerrado ya que las incógnitas
son la densidad, la presión y las tres componentes de la velocidad. Para ello se debe
añadir una ecuación extra al sistema, por las propiedades termodinámicas pueden ser
relacionadas las variables de estado del fluido, tales como la densidad, la presión, la
temperatura, la energía interna y la entropía. Por las funciones de estado se puede
relacionar cualquiera de una de las variables de estado con otras dos creando así una
ecuación de estado.

Para un gas ideal una ecuación de estado muy conocida es

p = ρRT (2.16)

que relaciona la presión con la densidad y la temperatura T a través de la constante
específica del gas R, con unidades [R] = J/(kgK)2.

Otra ecuación de estado que describe a un gas ideal es aquella que relaciona
presión, densidad y entropí

p

p0

=

(
ρ

ρ0

)γ
e(s−s0)/cv (2.17)

donde ya se hace uso de las capacidades caloríficas, a volumen y presión constantes,
cv y cp respectivamene y γ el cociente de ellos y llamado índice adiabático γ = cp/cv.
Con cv = (∂e/∂T )V y cp = (∂(e+ p)/ρ/∂T ).

Si se asume que la entropía es constante s = s0, la ecuación de estado es
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p = p0

(
ρ

ρ0

)γ
(2.18)

y se obtiene un sistema de ecuaciones cerrado. Otra forma es tomar la ecuación de gas
ideal (2.16) y mantener la temperatura constante T ≈ T0, así se obtiene la ecuación
de estado isotérmica

p = ρRT0, (2.19)

para relacionar linealmente la presión y la densidad. Para perturbaciones pequeñas
de un estado de referencia, se pueden aproximar haciendo uso de la derivada total
de forma que dichas desviaciones son respecto a p0, ρ0 y s0. Así la ecuación (2.18) se
simplifica a

p ≈ p0 + c2
sδρ (2.20)

con cs la velocidad del sonido y descrito por c2
s = (∂p/∂ρ)s.

Para la ecuación (2.18), cs =
√
γRT0, y para la ecuación isotérmica (2.19), la

velocidad del sonido es cs =
√
RT0

2.2. Escalas
Para analizar los problemas en la escala macroscópica, es necesario hacer un aná-

lisis de las escalas de longitud y de tiempo en los que se esté trabajando. Dado esto,
comenzando de lo más pequeño a lo más grande se tiene (1) el tamaño de una mo-
lécula o partícula dado por la, (2) luego la distancia promedio entre colisiones de
estas, descrito por la distancia de camino libre medio lmfp, (3) la longitud típica de
los gradientes en los sistemas, l y por último, (4) el tamaño del sistema ls. El orden
de tamaños se considera, la � lmfp � l ≤ ls como se muestra en la figura 2.1.

Por otro lado la escala temporal. A tiempos muy cortos se tiene el timpo de colisión
tc ∼ la/vT , es decir, que la duración en un evento en una colisión entre partículas es
el promedio de la velocidad térmica de las mismas, vT = (kBT/m)1/2, kB la constante
de Boltzmann. Usualmente se asume que tc → 0, es decir, sucede instantaneamente.
El tiempo de vuelo libre medio se define como tmfp = lmfp/vT , que es la escala en la
que opera la teoría cinética y donde el sistema se relaja a su equilibrio a través de las
colisiones.

A escalas un poco más grandes, donde ya existe flujo hidrodinámico de un elemento
de fluido a otro. Están las escalas de la dinámica advectiva y la difusiva, la escala de
tiempo más corta es la advectiva tconv ∼ l/u y posterior la difusiva tdiff ∼ l2/ν con ν
la viscosidad cinemática. El radio entre estas dos escalas es de relevancia ya que está
relacionado con el número de Reynolds:

Re =
tdiff
tconv

=
ul

ν
. (2.21)
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Figura 2.1: Representación de las diferentes escalas de longitud en un problema de
dinámica de fluidos

Una escala macroscópica también importante es la escala de tiempo acústica,
tsound ∼ cs, donde cs es la velocidad del sonido en el fluido. Y donde el número Mach
se deine como

Ma =
tsound
tconv

=
u

cs
, (2.22)

el radio entre las escalas de tiempo advectiva y de sonido. Es importante porque para
que un fluido pueda asumirse incompresible es necesario que el números de Match sea
del orden de Ma≤ 0.1.

El número de Knudsen se define el radio entre el camino libre medio y la escala
de longitud representativa

Kn =
lmfp
l
. (2.23)

Estos números son adimensionales y son de suma importancia, ya que de las
ecuaciones adimensionales, si el número de Reynolds e el mismo, la fídica de ambos
problemas es la misma y simplemente están escalados a diferentes escalas de longitud
y velocidades. A esto se le conoce como ley de similitud.

Si se renormalizan las ecuaciones de Navier-Stokes con la escala de longitud l y la
velocidad característica del fluido V , se tiene

u? =
u

V
, p? =

p

ρV 2
, F? =

Fl

ρV 2
,

∂

∂t?
=

l

V

∂

∂t
, ∇? = l∇ (2.24)

y quedan en su forma adimensional
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ρ
du?

dt
= −∇?p? +

1

Re
4?u? + F? (2.25)

donde puede apreciarse el número de Reynolds.

2.3. Teoría cinética
La teoría cinética estudia el comportamiento de sistemas que yacen entre la escala

macroscópica y la microscópica, es decir, en una escala mesoscópica. Esto a través de
una distribución de partículas, que se desenvuelve en escalas de tiempo alrededor del
tiempo libre medio de colisión tmfp.

Los problemas más simples son casos de gases muy diluidos, donde las partículas
invierten muy poco de su tiempo colisionando, equivalente a asumir que las colisiones
se dan una a una. Como cada átomo colisiona elásticamente se conserva su energía
traslacional y todo lleva a realizar un estudio estadístico completamente clásico [7].

La longitud de onda de una molécula debe ser mucho más pequeña que el promedio
en la separación entre moléculas

λD :=
~√

2mKT
� lmfp ≈

(
V

N

) 1
3

(2.26)

con λD la longitud de Debye, ~ la constante de planck, m la masa de la molécula, V el
volumen yN el número de moléculas. Bajo esta condición, cada molécula se representa
como una partícula con posición y momento bien definidos y se consideran ahora
indistinguibles, y una forma de simplificar el problema es ignorando la estructura
atómica de las paredes en las que el gas este encerrado. No es de interés el estudio
individial de cada una de las partículas sino de un conjunto de ellas a través de una
función de distribución.

2.3.1. Función de distribución y sus momentos

La variable fundamental de la teoría cinética es la función de distribución de par-
tículas f(x, ξ, t), que representa simultáneamente la densidad de masa en el espacio
físico tridimensional y el espacio de velocidades tridimensional, es decir, la densidad
de partículas con velocidad ξ = (ξx, ξy, ξz) con posición x al tiempo t.

La función de distribución está conectada con las variables macroscópicas a traves
de sus momentos. La densidad de masa es la integral en el espacio de velocidades de
la función

ρ(x, t) =

∫
f(x, ξ, t)d3ξ, (2.27)

la densidad de momento se calcula tomando en cuenta la contribución ξf
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ρ(x, t)u(x, t) =

∫
ξf(x, ξ, t)d3ξ, (2.28)

y similarmente la densidad de energía total, dada por

ρ(x, t)E(x, t) =

∫
|ξ|2f(x, ξ, t)d3ξ. (2.29)

2.3.2. Función de distribución en equilibrio

A un tiempo suficientemente largo, se asume que su función de distribución de
un gas, f(x, ξ, t), alcanzará una distribución en equilibrio f eq(x, ξ, t) isotrópica en el
espacio de velocidades alrededor de ξ = u, que en un sistema de referencia moviéndose
con velocidad u, la función de distribución de equilibrio se escribe como f eq(x, |v|, t):

f eq(|v|2) = f eq(v2
x + v2

y + v2
z) = f eq1D(v2

x)f
eq
1D(v2

y)f
eq
1D(v2

z). (2.30)

La función de distribución en equilibrio en tres dimensiones es el producto de tres
funciones de distribución en el equilibrio en una dimensión. Manteniendo la velocidad
constante |v|2 = v2

x + v2
y + v2

z = cte implica f eq(|v|2) = cte. Tomando el logaritmo
natural ln f eq(v2

x)+ln f eq(v2
y)+ln f eq(v2

z) = cte. Esto se completa si en una dimensión
el equilibrio tiene la forma ln f eq1D(v2

x) = a+ bv2
x,a y b constantes. Así

ln f eq1D(v2
x) + ln f eq1D(v2

y) + ln f eq1D(v2
z) = 3a+ b(v2

x + v2
y + v2

z) = cte. (2.31)

La forma final de la función de distribución en equilibrio en tres dimensiones es

f eq(|v|) = e3aeb|v
2| (2.32)

donde a y b se calculan de manera explícita, tal que los momento de la función de
distribución en el equilibrio sean los mismos que para f . De esta manera se obtiene
que

f eq(x, |v|, t) = ρ

(
1

2πRT

)3/2

e−|v|
2/(2RT ) (2.33)

llamada también la distribución de Maxwell-Boltzmann.

2.3.3. Ecuación de Boltzmann y el operador de colisión

Como f depende de x, ξ y de t, al escribir su derivada total resulta

df

dt
=

(
∂f

∂t

)
dt

dt
+

(
∂f

∂xj

)
dxj
dt

+

(
∂f

∂ξj

)
dξj
dt
, (2.34)

analizando cada uno de los términos del lado derecho se tiene que, dt/dt = 1,
dxj/dt = ξj la velocidad de la partícula y de la segunda ley de Newton dξj/dt = Fj/ρ.
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Reescribiendo con estos términos y con la notación Ω(f) = df/dt, se obtiene la ecua-
ción de Boltzmann

∂f

∂t
+ ξj

∂f

∂xj
+
Fj
ρ

∂f

∂ξj
= Ω(f). (2.35)

El término Ω(f) es llamado el operador de colisión. Se sabe que las colisiones
conservan masa, momento y energía traslacional. Esto implica que los momentos del
operador de colisión son cero ∫

Ω(f)d3ξ = 0, (2.36)∫
Ω(f)d3ξ = 0, (2.37)∫
|ξ|2Ω(f)d3ξ = 0, (2.38)∫
|v|2Ω(f)d3ξ = 0 (2.39)

que representan conservación de masa, momento, energía total e interna respectiva-
mente.

El operador de colisión de la ecuación de Boltzmann tiene una forma complicada
donde se consideran todas las posibles formas de colisión entre dos partículas, para
alguna elección de fuerzas intermoleculares. Para Lattice Boltzmann este operador se
basa generalmente en una forma simple, el operador de colisión BGK

Ω(f) = −1

τ
(f − f eq). (2.40)

Llamado así por sus inventores Bhatnagar, Gross y Krook. Donde la constante τ
es conocida como el tiempo de relajación, que determina la velocidad con la que la
función de distribución tiende al equilibrio.

2.3.4. Ecuaciones de conservación macroscópicas

Las ecuaciones macroscópicas de la mecánica de fluidos se obtienen directamente
de los momentos de la ecuación de Boltzmann, introduciendo así una notación general
de dichos momentos

Π0 =

∫
fd3ξ = ρ, (2.41)

Πi =

∫
ξifd

3ξ = ρui, (2.42)

Πij =

∫
ξiξjfd

3ξ, (2.43)
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Πijk =

∫
ξiξjξkfd

3ξ. (2.44)

Los dos primeros representan los momentos para la masa y la densidad de momen-
to. Otras cantidades que se obtienen al tratar los términos de fuerza, que se obtienen
a través de integración por partes son∫

∂f

∂ξj
d3ξ = 0, (2.45)∫

ξi
∂f

∂ξj
d3ξ = −ρδij, (2.46)∫

ξiξi
∂f

∂ξj
d3ξ = −2ρuj. (2.47)

2.3.4.1. Ecuación de conservación de masa

La ecuación de continuidad describe la conservación de masa y se obtiene direc-
tamente al integrar la ecuación de boltzmann en el espacio de velocidades

∂

∂t

∫
fd3ξ +

∂

∂xj

∫
ξjfd

3ξ +
Fj
ρ

∫
∂f

∂ξj
d3ξ =

∫
Ω(f)d3ξ. (2.48)

Lo que se obtiene es, como se mencionó, la ecuación de continudad que no depende
de la forma particular de f

∂ρ

∂t
+
∂(ρuj)

∂xj
= 0. (2.49)

2.3.4.2. Ecuaciones de conservación de momento

De manera similar, multiplicando por ξi e integrando nuevamente en el espacio de
velocidades, se obtienen las ecuaciones

∂(ρui)

∂t
+
∂Πij

∂xj
= Fi (2.50)

donde Πij se define como en tensor de flujo de momento,

Πij = ρuiuj +

∫
vivjfd

3ξ. (2.51)

Lo que se obtiene finalmente es la ecuación de momento de Cauchy

∂(ρui)

∂t
+
∂(ρuiuj)

∂xj
=
∂σij
∂xj

Fi, (2.52)

que no estará cerrada hasta conocer el tensor de esfuerzos

σij = −
∫
vivjfd

3ξ. (2.53)
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2.3.4.3. Ecuación de conservación de energía

Finalmente, se obtiene la ecuación para la energía a través de la traza de el segundo
momento, es decir, multiplicando por ξiξi e integrando en el espacio de velocidades

∂(ρE)

∂t
+

1

2

∂Πiij

∂xj
= Fjuj. (2.54)

Simplificando como se hizo para la ecuación de momento se obtiene la ecuación
de la energía total

∂(ρE)

∂t
+
∂(ρujE)

∂xj
=
∂(uiσij)

∂xj
+ Fjuj −

∂qj
∂xj

(2.55)

con q el flujo de calor dado por qj = (1/2)
∫
vivivjfd

3ξ.

Se obtiene de aquí también la ecuación de la energía interna

∂(ρe)

∂t
+
∂(ρuje)

∂xj
= σij

∂ui
∂xj
− ∂qj
∂xj

. (2.56)

2.3.5. Teorema H de Boltzmann

Existe una relación entre la entropía y la función de distribución f . Boltzmann
mostró que la cantidad

H =

∫
f ln fd3ξ (2.57)

solo puede decrecer y que alcanza el valor mínimo cuando la función de disribución
f , alcanza el equilibrio.

Esto se puede mostrar de la ecuación de Boltzmann, multiplicandola por (1+ln f)

∂

∂t

∫
f ln fd3ξ +

∂

∂xi

∫
ξf ln fd3ξ =

∫
ln fΩ(f)d3ξ. (2.58)

Donde ésta es una ecuación de balance para una cantidad a la que se le llamará
H y tiene la forma de una ecuación de momento, similar a las de masa, momento y
energía. Así

∫
ξif ln fd3ξ = H es el flujo de la cantidad H, separarable en su forma

advectiva y diffusiva.

Sustituyendo el operador de colisión por el operador BGK se obtiene∫
ln fΩ(f)d3ξ =

1

τ

∫
f eq ln

(
f

f eq

)(
1− f

f eq

)
d3ξ ≤ 0, (2.59)

para f = f eq la integral es idénticamente cero. Como consecuencia de la ecuación
anterior
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∂H
∂t

+
∂H
∂xi
≤ 0. (2.60)

Se observa que H solo decrece hasta que la función de distribución alcanza el
equilibrio. A simple vista es un análogo a la entropía en termodinámica hasta que
alcanza el equilibrio y llega a su entropía máxima. Y de hecho, para gases ideales H
es proporcional a la densidad de entropía

ρs = −RH. (2.61)



Capítulo 3

Magnetohidrodinámica

Cuando un material conductor transporta una corriente en el interior de una
región con campo magnético, aparecen ciertas fuerzas magnéticas sobre las partículas
que componen al conductor. Si ahora se considera a dicho conductor como un fluido,
la dinámica se verá afectada por la existencia de campos magnéticos y corrientes
inducidos. Dichos fenómenos se pueden estudiar a través de la magnetohidrodinámica,
donde se combinan las diciplinas de la hidrodinámica y el electromagnetismo.

3.1. Electrodinámica

Bajo el interés de entender las propiedades eléctricas y magnéticas de un material,
se escribe un breve repaso de electrodinámica [8]. Posteriormente su conexión con las
ecuaciones de la hidrodinámica, para dar lugar a las ecuaciones de la magnetohidro-
dinámica [9]. Por simplicidad se asume que de las propiedades de los materiales, la
conductividad eléctrica (σ) es espacialmente uniforme y que el medio es incompresible.

3.1.1. El campo eléctrico y la fuerza de Lorentz

La dinámica de una partícula con carga q y velocidad u estará definda por la
ecuación

f = qEs + qEi + qu×B, (3.1)

donde el primer término de la ecuación es el de la fuerza electrostática o de Coulomb,
el segundo término es el campo eléctrico inducido por las variaciones del campo mag-
nético y el tercer término es el de la fuerza magnética, que surge por el movimiento
de la carga a través del campo magnético presente.

De acuerdo con la ley de Coulomb, el campo electrostático (Es) es irrotacional y
la ley de Gauss fija la divergencia de Es, tal que

∇× Es = 0, ∇ · Es = ρe/ε0 (3.2)

15
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donde, ρe es la densidad total de carga y ε0 la permitividad en el vacío.

El campo eléctrico inducido, por otro lado, tiene divergencia cero, mientras que
su rotacional es finito y gobernado por la ley de Faraday

∇× Ei = −∂B

∂t
, ∇ · Ei = 0. (3.3)

Combinando ambos campos eléctricos E = Es + Ei, se obtienen las siguientes
ecuaciones:

∇ · E = ρe/ε0 (Ley de Gauss), (3.4)

∇× E = −∂B

∂t
(Ley de Faraday), (3.5)

f = q(E + u×B) (Fuerza de Lorentz). (3.6)

3.1.2. Ley de Ohm y fuerza volumétrica de Lorentz

Para un conductor estacionario se tiene que la densidad de corriente, J, es propor-
cional a la fuerza experimentada por las cargas libres. Se escribe de forma convencional
como la ley de Ohm, J = σE. Sin embargo, si el medio se mueve a cierta velocidad
u, la densidad de corriente J se relaciona adicionalmente con el campo magnético B,
así la ecuación queda finálmente como

J = σ(E + u×B). (3.7)

Sumando las ecuaciones de la fuerza de Lorentz (3.6) sobre una unidad de volumen
del conductor,

∑
q es ahora la densidad de carga ρe y

∑
qu la densidad de coriente,

J. De esta manera la versión volumétrica es

F = ρeE + J×B (3.8)

donde F es ahora la fuerza por unidad de volumen actuando sobre el conductor.
Tomado la divergencia de (3.7), usando la ley de Gauss y con (??) se obtiene

∂ρe
∂t

+
ρe
τe

+ σ∇ · (u×B) = 0, (3.9)

donde τe = ε0/σ es el tiempo de relajación de la carga, para un metal conductor
típico toma valores alrededor de 10−18segundos. Considerando u = 0 se obtiene
∂ρe/∂t+ ρe/τe = 0, y las soluciones están dadas por

ρe = ρe(0)e−t/τe . (3.10)

Para problemas más adelante se consideran escalas de tiempo más largas, por lo
que este término se desprecia y la ley de la fuerza queda simplificada a

F = J×B, (3.11)
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equivalente a decir que existe una coservación de carga, que la variación en densidad
de carga es tan pequeña que

∇ · J = 0. (3.12)

3.1.3. Leyes de Ampère y Biot-Savart

La ley de Ampère-Maxwell describe como se generan campos magnéticos a partir
de corrientes eléctricas de la siguiente manera

∇×B = µ

[
J + ε0

∂E

∂t

]
, (3.13)

el segundo término del lado derecho fue introducido por Maxwell como una correción
a la ley de Ampère y llamado desplazamiento de corriente. Tomando la divergencia
de esta ecuación y usando ley de Gauss

0 = ∇ · ∇ ×B = µ

[
∇ · J + ε0

∂∇ · E
∂t

]
(3.14)

así

∇ · J = −ε0
∂

∂t
∇ · E = −∂ρe

∂t
. (3.15)

Esto es sólo la ecuación de la conservación de carga, la cuál, sin el término de
desplazamiento de corriente, sería violada. Por otro lado, combinando ley de Gauss y
conservación de carga se obtiene

∇ ·
[
J + ε0

∂E

∂t

]
= 0, (3.16)

sin embargo, la correción de Maxwell no es necesaria al momento de describir las
ecuaciones de la magnetohidrodinámica. A partir de que el término ∂ρe/∂t es des-
preciable, por lo que se llega a que ε0∂E/∂t será pequeño cuando se describa la
magnetohidrodinámica. Esto es

ε0
∂E

∂t
� J. (3.17)

Dadas las condiciones anteriores basta con la forma pre-Maxwell tomando única-
mente la forma diferencial de la ley de Ampère

∇×B = µJ. (3.18)

Esto es consistente con (3.13) donde la divergencia demanda ∇ · J = 0.

En general J no es solenoidal, dado que la conservación requiere ∇ · J = ∂ρe/∂t,
pero la ley de Amperè no aplica a menos que ∇ · J = 0
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3.1.4. Ley de Faraday

La ley de Faraday dice que

∇× E = −∂B

∂t
, (3.19)

el efecto de un campo magnético que varia en el tiempo induce un campo eléctrico.
Como ∇ · (∇ × E) = 0, implica que ∂B/∂t es solenoidal, de hecho indica que B es
soleniodal por si.

∇ ·B = 0. (3.20)

Calculando el rotacional del campo magnético y tomando en cuenta que es sole-
noidal ∇ ·B = 0, y de que ∇×∇×B = −∇2B, tiene como consecuencia

∇2B = −µ∇× J. (3.21)

3.1.5. Ecuaciones de Maxwell

Cuando se combinan la ley de la fuerza y la ley de la conservación de la carga, y
todo lo que se sabe de electrodinámica clásica, discutiendo su significado daorigen a
las ecuaciones de Maxwell en su forma reducida

∇ · E =
ρe
ε0
, (Ley de Gauss) (3.22)

∇ ·B = 0, (Naturaleza de B) (3.23)

∇× E = −∂B

∂t
, (Ley de Faraday) (3.24)

∇×B = µ

(
J + ε0

∂E

∂t

)
, (Ecuación de Ampere-Maxwell) (3.25)

∇ · J =
∂ρe
∂t

, (Conservación de Carga) (3.26)

f = q(E + u×B). (Fuerza de Lorentz) (3.27)

3.1.6. Forma reducida de las ecuaciones de Maxwell para mag-
netohidrodinámica

Se dedujo que la fuerza eléctrica, qE, es muy pequeña comparada con la fuerza de
Lorentz, por lo que F = J×B. Similarmente la contibución del cambio en la densidad
de la carga eléctrica ∂ρe/∂t, por ende ∇ · J = 0.

Entonces, para llegar a las ecuaciones de la magnetohidrodinámica ya se hab
obtenido ya las ecuaciones:
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Ley de Ampère y la conservación de la carga

∇×B = µJ, ∇ · J = 0. (3.28)

Ley de Faraday y la contricción sobre la divergencia del campo magnático (La
no existencia de los monopolos magnéticos)

∇× E = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0. (3.29)

Ley de Ohm y la fuerza de Lorentz por unidad de volumen

J = σ(E + u×B), F = J×B (3.30)

Estas son las ecuaciones constituyen una base fundamental de las leyes de la
electrodinámica y que darán forma a las ecuaciones de la MHD.

3.1.7. Ecuación de trasporte del campo magnético

Combinando las leyes de Ohm y Ampère con la ecuación de Faraday se obtiene
una expresión que relaciona u con B

−∂B

∂t
= −∇× E = −∇× [(J/σ)− u×B] = ∇× [u×B−∇×B/µσ] (3.31)

Por la restricción de la divergencia del campo magnético, se tiene que ∇×∇×B =
−∇2B, y de esta manera se obtiene la llamada ecuación de inducción magnética

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + ηm∇2B, (3.32)

con ηm = (µσ)−1, llamada difusividad o resistividad magnética. En el caso de un
conductor perfecto se tiene que ηm = 0 y por lo que la ecuación de inducción magnética
queda reducida a

∂B

∂t
= ∇× (u×B). (3.33)

3.2. Ecuaciones de la Magnetohidrodinámica
A partir de las ecuaciones reducidas de Maxwell

∇×B = µJ, ∇ · J = 0, (3.34)

∇× E = −∂B

∂t
, ∇ ·B = 0, (3.35)

complementadas con la ley de Ohm y la fuerza de Lorentz

J = σ(E + u×B), F = J×B, (3.36)

y complementando con las ecuaciones de la hidrodinámica, se dará forma a las ecua-
ciones de magnetohidrodinámica.
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3.2.1. Ecuaciones de MHD y su forma adimensional

Se obtuvo la ecuación de inducción magnética

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + ηm∇2B, (3.37)

o tomando en cuenta que u y B son solenoidales

DB

Dt
= (B · ∇)u + ηm∇2B (3.38)

Por otro lado se tiene la ecuación de Navier-Stokes, que incorporándole como
fuerza externa esté la fuerza de Lorentz en forma volumétrica, queda de la forma

ρ
Du

Dt
= −∇p+ ρν∇2u + J×B, (3.39)

de esta ecuación se puede calcular la vorticidad de u, ω = ∇× u

Dω

Dt
= (ω · ∇)u + ν∇2ω + ρ−1∇× (J×B). (3.40)

Reorganizando las ecuaciones se obtiene finalmente el siguiente sistema de ecua-
ciones, escrito únicamente en términos de u, B y p:

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = −∇p+ ρν∇2u + J×B, (3.41)

∂B

∂t
= ∇× (u×B) + ηm∇2B, (3.42)

∇ · u = 0, (3.43)

∇ ·B = 0. (3.44)

Con una la velocidad característica U , una longitud característica L y una mag-
nitud del campo magnético característica B, además de el tiempo y la presión carac-
terísticos con L/U y ρ0U

2 respectivamente. Haciendo uno de los siguientes números

Re =
UL

ν
, Número de Reynolds (3.45)

Rem =
LU

ηm
, Número de Reynolds magnético (3.46)

H = BL

(
σ

η

)
, Número de Hartmann (3.47)

las ecuaciones de la magnetohidrodinámica escritas de forma adimensional son

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = −∇p+

ρ

Re
∇2u +NJ×B, (3.48)

∂B

∂t
= ∇× (u×B) +

1

Rem
∇2B, (3.49)
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∇ · u = 0, (3.50)

∇ ·B = 0. (3.51)

donde N es llamado el parámetro de interacción, N = H2/Re.
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Capítulo 4

Método de Lattice Boltzmann para
Hidrodinámica y MHD

Existen una gran variedad de técnicas numéricas para resolver problemas de di-
námica de fluidos, la mayoria basados en métodos de diferencias finitas y volúmenes
finitos, donde las ecuaciones de conservación en el continuo son discretizadas y se
resulelven computacionalmente. Estos métodos se pueden extender a flujos en MHD
introduciendo algún procedimiento para resolver la ecuación de inducción e incluyen-
do el término de la fuerza de Lorentz. Este trabajo consiste en realizar esa extensión
con el método de Lattice Boltzmnn.

4.1. Lattice Boltzmann en hidrodinámica

En este capítulo se discretiza la ecuación de Boltzmann en dos pasos. Primero
discretizando el espacio-tiempo por el método de características y posteriormente la
discretización el espacio de velocidades limitandose a un conjunto finito de velocida-
des. El resultado de estos pasos es la ecuación de Lattice Boltzmann [5].

4.1.1. Discretización de la ecuación de Boltzmann

Tomando la ecuación de Boltzmann en el espacio de velocidades continuo

∂f

∂t
+ ξi

∂f

∂xi
+
Fi
ρ

∂f

∂ξi
= Ω(f) = −f − f

eq

τ
(4.1)

y la función de distribución en equilibrio

f eq(ρ,x, T, ξ) =
ρ

(2πRT )d/2
e−(ξ−u)2/(2RT ) (4.2)

se escribirán de forma que sea más fácil manejarlas de forma numérica.

23
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4.1.1.1. Adimensionalización

Los fenómenos físicos ocurren en diferentes escalas de tiempo y espacio, una forma
de clasificar todos estos fenómenos es a través de sus escalas características. Se anali-
zan las propiedades de algún fluido a través de su longitud característica l, velocidad
V y densidad ρ0. El tiempo caracterísco viene dado por t0 = l/V .

Introduciendo las derivadas adimensionales
∂

∂t?
=

l

V

∂

∂t
,

∂

∂x?
= l

∂

∂x
,

∂

∂ξ?
= V

∂

∂ξ
, (4.3)

se obtiene la ecuación de Boltzmann adimensional realizando las sustituciones apro-
piadas

∂f ?

∂t?
+ ξ?i

∂f ?

∂x?i
+
F ?
i

ρ?
∂f ?

∂ξ?i
= Ω?(f ?) (4.4)

donde f ? = fV d/ρ0, F? = Fl/(ρ0V
2), ρ? = ρ/ρ0 y Ω? = ΩlV 2/ρ0, mientras que la

función de distribución en el equilibrio queda de la forma

f eq? =
ρ?

(2πθ?)d/2
e−(ξ?−u?)2/(2θ?) (4.5)

donde la temperatura en forma adimensional se escribe como θ? = RT/V 2.

Finalmente usando el caso libre de fuerzas, se reescribe la ecuación de Boltzmann
y la función de distribución en equilibrio como

∂f

∂t
+ ξi

∂f

∂xi
= Ω(f), (4.6)

f eq =
ρ

(2πθ)d/2
e−(ξ−u)2/(2θ). (4.7)

4.1.1.2. Leyes de Conservación

Tomando la ecuación de Boltzmann en el espacio de velocidades continuo, se deben
satisfacer las leyes de conservación tal que

ρ(x, t) =

∫
f(x, ξ, t)d3ξ =

∫
f eq(ρ, ξ,u, θ)d3ξ, (4.8)

ρ(x, t)u(x, t) =

∫
ξf(x, ξ, t)d3ξ =

∫
f eq(ρ, ξ,u, θ)ξd3ξ, (4.9)

ρ(x, t)E(x, t) =

∫
|ξ|2f(x, ξ, t)d3ξ. (4.10)

De las ecuaciones de continuidad, se ha asumido que se ha aplicado Chapman-
Enskog, es decir, que ∫

h(ξ)f(x, ξ, t)dξ =

∫
h(ξ)f eq(x, ξ, t)dξ (4.11)
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donde h(ξ) es una combinación lineal de cantidades conservadas

h(ξ) = A+ B · ξ + Cξ · ξ. (4.12)

4.1.1.3. Discretización en el tiempo

La discretización del tiempo se hace a través del método de características, el cuál
explota la existencia de trayectorias en el espacio de variables independientes de las
ecuaciones diferenciales parciales que permitan simplificarlas a ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Se puede reescribir la ecuación de Boltzmann como

df

dt
+

1

τ
f =

1

τ
f eq (4.13)

donde

d

dt
=

∂

∂t
+ ξ · ∇, (4.14)

se ha asumido nuevamente que la función de distribución f es continua, sin embargo,
se puede realizar con las funciones ya discretizadas en el espacio de velocidades.

Multiplicando por et/τ en ambos lados

et/τ
df

dt
+

1

τ
fet/τ =

1

τ
f eqet/τ , (4.15)

reescribiendo todo el lado izquierdo de la ecuación como

d(fet/τ )

dt
= et/τ

df

dt
+

1

τ
fet/τ , (4.16)

a se obtiene que

d(fet/τ )

dt
=

1

τ
f eqet/τ . (4.17)

Integrando sobre un intervao temporal ∆t, se obtiene por un lado

∫ ∆t

0

d(fet
′/τ ) = fet

′/τ
∣∣∣∆t
0

= f(x + ξ∆t, ξ, t+ ∆t)e∆t/τ − f(x, ξ, t) (4.18)

y por otro lado se tiene∫ ∆t

0

1

τ
f eqet

′/τdt′ =
1

τ

∫ ∆t

0

f eq(x + ξt′, ξ, t+ t′)et
′/τdt′ (4.19)

se escribe finalmente, combinando las ecuaciones (4.18), (4.19) y despejando f(x +
ξ∆t, ξ, t+ ∆t):
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f(x + ξ∆t, ξ, t+ ∆t) =
1

τ
e−∆t/τ

∫ ∆t

0

f eq(x + ξt′, ξ, t+ t′)et
′/τdt′ + e−∆t/τf(x, ξ, t).

(4.20)
Si se asume ∆t muy pequeño y f eq suave, se puede expandir a f eq como

f eq(x + ξt′, ξ, t+ t′) =

(
1− t′

∆t

)
f eq(x, ξ, t) +

t′

∆t
f eq(x + ξ∆t, ξ, t+ ∆t) +O(∆t2).

(4.21)
Sustituyendo la ecuación (4.21) en la integral (4.20), y expandiendo en serie de

Taylor e−∆t/τ = 1− (∆t/τ) +O(∆t2) se obtiene finalmente que

f(x + ξ∆t, ξ, t+ ∆t)− f(x, ξ, t) = −1

τ
(f(x, ξ, t)− f eq(x, ξ, t)). (4.22)

4.1.1.4. Discretización en el espacio de velocidades

La discretización en el espacio de velocidades se puede derivar a partir de una
expasión en el número de Mach o a partir de la expasión en serie de Hermite, ambas
aproximaciones dan la misma forma del equilibrio para las ecuaciones de Navier-
Stockes, a cierto orden.

La expasión sobre el número de Mach a la función de distribución en el equilibrio,

f eq(ρ,x, θ, ξ) =
ρ

(2πθ)d/2
e−(ξ−u)2/(2θ)

=
ρ

(2πθ)d/2
e−ξ

2/(2θ)e(ξ·u/(θ)−u2/2θ)

=
ρ

(2πθ)d/2
e−ξ

2/(2θ)

[
1 +

ξ · u
θ

+
(ξ · u)2

2θ2
− u2

2θ

]
+O(u3)

(4.23)

sin embargo, al tratar de obtener mejores resultados a órdenes mayores ya no es fac-
tible.

Por otro lado, si se parte de la expansión de los polinomios de Hermite, que se
deescriben un poco más a detalle en el Apéndice A, la función de distribución en el
equilibrio toma la forma

f eq(ρ,u, θ, ξ) = ω(ξ)
∞∑
n=0

1

n!
a(n),eq(ρ,u, θ) ·H(n)(ξ), (4.24)

a(n),eq(ρ,u, θ) =

∫
f eq(ρ,u, θ, ξ)H(n)(ξ)ddξ (4.25)

donde ω(ξ) es de la forma
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ω(ξ) =
1

(2π)d/2
e−ξ

2/2 (4.26)

y reescribiendo la función de distribución en equilibrio como

f eq =
ρ

θd/2
ω

(
(ξ − u)√

θ

)
, (4.27)

a(n),eq =
ρ

θd/2

∫
ω

(
ξ − u,√

θ

)
H(n)(ξ)ddξ (4.28)

con un cambio de variable η = (ξ − u)/
√
θ, se obtiene

a(n),eq = ρ

∫
ω (η) H(n)(

√
θη + u)ddη. (4.29)

Los primeros cuatro polinomios de Hermite son

H(0) = 1, (4.30)

H
(1)
i = ξi, (4.31)

H
(2)
ij = ξiξj − δij, (4.32)

H
(3)
ijk = ξiξjξk − (δijξk + δikξj + δjkξi) (4.33)

y dadas estas ecuaciones se calculan los coeficientes a(n),eq y se obtiene que

a(0),eq = ρ, (4.34)

a
(1),eq
i = ρui, (4.35)

a
(2),eq
ij = ρ(uiuj + (θ − 1)δij), (4.36)

a
(3),eq
ijk = ρ [uiujuk + (θ − 1)(δijuk + δjkui + δkiuj)] . (4.37)

Expandiendo la serie únicamente hasta orden dos, se obtiene

f eq(ρ,u, θ, ξ) ≈ ω(ξ)
2∑

n=0

1

n!
a(n),eq(ρ,u, θ) ·H(n)(ξ) (4.38)

= ω(ξ)ρ

[
1 + ξiui +

1

2
(uiuj + (θ − 1)δij)(ξiξj − δij)

]
. (4.39)

Para finalmente discretizar el espacio de veocidades, se emplea la cuadratura de
Gauss-Hermite, que permite aproximar integrales de la forma

∫
ω(ξ)Ψ(ξ)dξ a una

sumatoria finita considerando las raices de los polinomios de Hermite, ver Apéndice
B,
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∫
ω(ξ)Φ(ξ)dξ ≈

N∑
α=1

ωαΦ(ξα). (4.40)

La cuadratura de Gauss-Hermite garantiza que si Φ(ξ) es un polinomio de orden
Q, la integral se puede calcular de forma exacta∫

ω(ξ)Φ(Q)(ξ)dξ =
N∑
α=1

ωαΦ(Q)(ξα), (4.41)

con número de absisas al menos de N = (Q+ 1)/2 y ωα = n!/(nH(n−1)(ξα))2. Así se
obtiene un set finito discreto en el espacio de velocidades y la función de distribución
en el equilibrio es

f eqα := f eq(ξα) = ωαρ

[
1 + ξαiui +

1

2
(uiuj + (θ − 1)δij)(ξαiξαj − δij)

]
. (4.42)

Si se asume que se está en el caso isotérmico, se considera que θ = 1, por lo que
se tendrá que la ecuación toma la forma

f eqα = ωαρ

[
1 + ξαiui +

1

2
(uiuj)(ξαiξαj − δij)

]
. (4.43)

Se puede escribir además que f(x, ξα, t) = fα(x, t).

Usando la discretización espacial y temporal con la el espacio de velocidades se
obtiene la llamada ecuación de Boltzmann discretizada o ecuación de Lattice Boltz-
mann:

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t)− fα(x, t) = −1

τ
(fα(x, t)− f eqα (x, t)). (4.44)

Donde se tomarán los pasos al resolver numéricamente como:

Collisión:
f̄α(x, t) = fα(x, t)− 1

τ
(fα(x, t)− f eqα (x, t)), (4.45)

Propagación
fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) = f̄α(x, t). (4.46)

Los momentos macroscópicos se calculan ahora como

ρ =
∑
α

fα =
∑
α

f eqα , (4.47)

ρu =
∑
α

ξαfα =
∑
α

ξαf
eq
α . (4.48)
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Dependiendo de las dimensiones y de las velocidades descritas se escriben los
modelos DdQq, donde d significará la dimensión y q el número de velocidades en que
se discretiza.

Modelo D2Q9
Se describe a continuación el proceso para calcular los pesos y valores de las

diferentes velocidades discretizadas [1].
Calcular los momentos hidrodinámicos es equivalente a evaluar la siguiente integral

I =

∫
ψ(ξ)f eqdξ (4.49)

donde ψ(ξ) corresponde a un polinomio de ξ y si se escribe como ψm,n(ξ) = ξmx ξ
n
y

I =

∫
ρ

(2πθ)d/2
e−ξ

2/(2θ)ξmx ξ
n
y

[
1 +

ξ · u
θ

+
(ξ · u)2

2θ2
− u2

2θ

]
dξxdξy, (4.50)

asumiendo además que se está en el caso isotérmico (θ = 1) se obtiene que

I =

∫
ρ

(2π)d/2
e−ξ

2/2ξmx ξ
n
y

[
1 + ξ · u +

(ξ · u)2

2
− u2

2

]
dξxdξy, (4.51)

escribiendo
Im =

∫
ξme−ξ

2

dξ, (4.52)

se tiene que

I =
ρ

2π

[
ImIn

(
1 +

u2

2

)
+ (uxIm+1In + uyImIn+1)

]
(4.53)

+
ρ

2π

[
1

2
(u2

xIm+2In + u2
yImI

n+2 + uxuyImIn)

]
. (4.54)

Solo basta con calcular las integrales para valores de m ≤ 5, por los momentos
que son necesarios y así resolviendo las integrales se llega a que I1 = I3 = I5 = 0,
mientras que

I0 =

∫ ∞
−∞

e−ξ
2/2dξ =

√
2π,

∫ ∞
−∞

ξ2e−ξ
2/2dξ =

√
2π,

∫ ∞
−∞

ξ4e−ξ
2/2dξ = 3

√
2π.

(4.55)
Tomando las tres velocidades diferentes con ξ0 = 0, y resolviendo para ξ1 y ξ2 se

obtiene el sistema de ecuaciones

ω0 + ω1 + ω2 =
√

2π,

ω1ξ1 + ω2ξ2 = 0,

ω1ξ
2
1 + ω2ξ

2
2 =
√

2π,

ω1ξ
3
1 + ω2ξ

3
2 = 0,

ω1ξ
4
1 + ω2ξ

4
2 = 3

√
2π.
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Resolviendo el sistema de ecuaciones ω0 = 2
√

2π/3 y ω1 = ω2 =
√

2π/6, reempla-
zando en la integral como sumatoria por Gauss-Hermite de estos valores se obtiene
que

Im =
2∑
i=0

ωiξ
m
i =

√
2π

3

(
2ξm0 +

1

2
ξm1 +

1

2
ξm2

)
, (4.56)

sustituyendo en la ecuación (4.54)

I =
ρ

2π

2∑
i,j=0

ωiωjξ
m
ixξ

n
jy

(
(1− u2) + ξixux + ξjyuy + ξ2

ixu
2
x + 2uxuyξixξjy + ξ2

jyu
2
y

)
.

(4.57)
Se reescribe ξi,j = (ξix, ξjy) y por otro lado el momento que se está calculando

ψm,n(ξi,j) = ξmixξ
n
jy, así

I =
ρ

2π

2∑
i,j=0

ωiωjψm,n(ξi,j)
(
(1− u2) + ξi,j · u + (ξi,j · u)2

)
(4.58)

reemplazando las combinaciones de los omega se obtiene que

ωα =
ωiωj
π

=


4/9 i = j = 2, α = 0.
1/9 i = 1, j = 2, ..., α = 1, 2, 3, 4.
1/36 i = j = 1, ..., α = 5, 6, 7, 8.

(4.59)

Así finalmente se obtiene la función de distribución en equilibrio para el modelo
D2Q9 es

f eqα = ωαρ

[
1 + (ξα · u) +

(ξα · u)2

2
− u2

2

]
(4.60)

De las ecuaciones se obtiene ξi tiene factores de
√

3. Y como simplificación se
asume ci = ξi/

√
3 y para los modelos que se describirán a continuación, el valor de

la velocidad del sonido toma el valor de cs =
√

1/3, por propiedades de la malla y de
ser el caso isotérmico. Por lo que se ha reescrito la ecuación de la forma:

f eqα = ωαρ

[
1 +

(cα · u)

c2
s

+
(cα · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
. (4.61)

Lo que une a las ecuaciones de Lattice Boltzmann con las ecuaciones de Navier-
Stockes es el análisis de Chapman-Enskog. Por medio de dicho análisis se puede
mostrar que el comportamiento de las ecuaciones de Lattice resultan en el comporta-
miento de las ecuaciones de Navier-Stockes relacionando la viscosidad con el tiempo
de relajación como

ν = c2
s

(
τ − ∆t

2

)
, (4.62)
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Notación Velocidades
ci

Número Longitud
|ci|

Pesos
ωi

D2Q9 (0, 0) 1 0 4/9
(±1, 0), (0,±1) 4 1 1/9
(±1,±1) 4

√
2 1/36

D3Q19 (0, 0, 0) 1 0 1/3
(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1) 6 1 1/18
(±1,±1, 0), (±1, 0,±1), (0,±1,±1) 12

√
2 1/36

D3Q27 (0, 0, 0) 1 0 8/27
(±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1) 6 1 2/27
(±1,±1, 0), (±1, 0,±1), (0,±1,±1) 12

√
2 1/54

(±1,±1,±1) 8
√

3 1/216

Tabla 4.1: Tabla de los velocidades y sus pesos de acuerdo al modelo

dicho análisis se puede encontrar en el Apéndice D.1.

En la Tabla 4.1.1.4 se muestran las velocidades y los pesos de cada una de ellas,
para los diferentes modelos usados en este trabajo para la parte hidrodinámica. Y en
la Figura 4.1 se puede observar una representación gráfica de las velocidades discre-
tizadas de los modelos descritos en la tabla.

Figura 4.1: Representación gráfica de las velocidades en los modelos D2Q9 y D3Q27
respectivamente. El modelo D3Q19 corresponde a las mismas velocidades que el mo-
delo D3Q27 sin tomar en cuenta las últimas ocho, correspondientes a las rojas.
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4.1.2. Implementación

Para implementar un código numérico en Lattice Boltzmann se deben de seguir
los pasos que se muetran a continuación:

Se establecen condiciones iniciales tanto para la densidad ρ, como para la velo-
cidad u.

Se calcula la función de distribución en el equilibrio f eqα , de la ecuación (4.61).

Se realiza el paso de collisión, ecuación (4.45).

Se realiza el paso de propagación, ecuación (4.46).

Se establecen las condiciones de frontera adecuadas al problema.

Se calculan los momentos macroscópicos, ρ =
∑
fα, ρu =

∑
ξαfα.

Se repite desde el cálculo de la función de distribución en el equilibrio, al si-
guiente paso de tiempo t+ ∆t.

Más adelante se muestra un diagrama que corresponde al orden de la implemen-
tación del método en problemas de hidrodinámica.

4.1.2.1. Condiciones de Frontera

Para problemas de hidrodinámica se considerarán tres tipos de condiciones de
frontera:

Condiciones de frontera periódicas: que corresponde a pensar que el sistema
descrito en la malla usada se repite de manera infinita en el espacio y el mismo
fenómenos en ese espacio se repite infinitamente en todo el espacio.

Condiciones de frontera de rebote, que corresponde a pensar que el fluido re-
bota en las paredes, esto se hará sin realizar ningún tipo de interacción con las
paredes, es decir, que el material de las paredes no interacciona con el fluido.
Estas paredes se pueden mover.

Condiciones de frontera tipo Zou-He para simular gradientes de presión entre
dos de las fronteras del sistema.

Se describen las formas de implementar las condiciones de frontera para el modelo
D2Q9 a manera de ejemplo. Las de los otros modelos se podrán encontrar en el
Apéndice C.
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Inicio

ρ,u

f eqα = ωαρ
(

1 + (cα·u)
c2s

+ (cα·u)2

2c4s
− u2

2c2s

)

fα(x, t) = fα(x, t)− ∆t
τ

(fα(x, t)− f eqα (x, t))

fα(x + cα∆t, t+ ∆t) = fα(x, t)

Condiciones de Frontera

Condiciones Iniciales

Se calcula la función de equilibrio

Colisión

Propagación

ρ =
∑

α fα
ρu =

∑
α cαfα

Calculo de nuevos momentos

t+ ∆t

Fin

Condiciones de Frontera Periódicas en el modelo D2Q9

Se les mencionará a las fronteras por el nombre de: tapa izquierda a la que corres-
ponde a x = xmin con f izqα , tapa derecha a la que corresponde a x = xmax con fderα ,
tapa norte a la que corresponde con y = ymax con fnorα y tapa sur a la que corres-
ponde con y = ymin con f surα . De la figura (4.2) se observa que para las funciones de
distribución en la tapa izquierda f izq1 , f izq5 y f izq8 , no tienen información en el paso de
propagación por lo que se debe considerar que clase de paredes se están tomando en
cuenta.

Para las condiciones de frontera periódicas, se considera que el sistema es infinito
pero la dinámica es igual all de la malla usada, por lo que se considera que para las
diferentes fronteras serán:
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Figura 4.2: Fronteras correspondientes a las tapas izquierda y derecha. En rojo las
funciones de distribución desconocidas en el paso de propagación.

Tapa Izquierda Tapa Derecha

f izq1 = fder1 fder3 = f izq3

f izq5 = fder5 fder6 = f izq6

f izq8 = fder8 fder7 = f izq7

Tapa Norte Tapa Sur

fnor4 = f sur4 f sur2 = fnor2

fnor7 = f sur7 f sur5 = fnor5

fnor8 = f sur8 f sur6 = fnor6

Condiciones de Frontera de Rebote en el modelo D2Q9
Se usan para casos de fronteras sólidas estáticas o en movimiento. Se considera

que para este caso las partículas que llegan a las paredes en el paso de propagación,
rebotan. Existen dos formas de considerar la discretización espacial, en las que los
puntos son el centro de una celda o en que conforman parte de las paredes del sistema.
En este trabajo se hace uso de que son el centro de la celda, de esta manera al rebotar
las partículas deberían regresar a la misma sección de celdas.

Definiendo en el paso de colisión y en alguna frontera particular

f̄α(xF, t) = fα(xF, t)−
1

τ
(fα(xF, t)− f eqα (xF, t)), (4.63)

con xF correspondiendo a los nodos de la frontera, como por ejemplo en la frontera
izquierda xF = (xmin, y). En el paso de propagación se definen como condiciones de
frontera que:
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Figura 4.3: Fronteras correspondientes a las tapas norte y sur. En rojo las funciones
de distribución desconocidas en el paso de propagación.

Tapa Izquierda Tapa Derecha

f izq1 (t+ ∆t) = f̄der3 (t) fder3 (t+ ∆t) = f̄ izq1 (t)

f izq5 (t+ ∆t) = f̄der7 (t) fder6 (t+ ∆t) = f̄ izq8 (t)

f izq8 (t+ ∆t) = f̄der6 (t) fder7 (t+ ∆t) = f̄ izq5 (t)

Tapa Norte Tapa Sur

fnor4 (t+ ∆t) = f̄ sur2 (t) f sur2 (t+ ∆t) = f̄nor4 (t)

fnor7 (t+ ∆t) = f̄ sur5 (t) f sur5 (t+ ∆t) = f̄nor7 (t)

fnor8 (t+ ∆t) = f̄ sur6 (t) f sur6 (t+ ∆t) = f̄nor8 (t)

Condiciones de Frontera tipo Zou-He en el modelo D2Q9
Estas condiciones se basan la idea de condiciones de rebote por Zou y He [10].

Con estas condiciones se puede simular un gradiente de presión, en esta sección se
realiza para las tapas izquierda y derecha, para hacerlo en as tapas norte y sur se
sigue el mismo procedimiento. Para este tipo de condiciones se hará uso del hecho
que ρ =

∑
α fα y de u = (1/ρ)

∑
α cαfα.

Como se mencionó existe una relación de la presión y la densidad tomando en
cuenta la ecuación de estado isotérmica, como p = c2

sρ, así se puede establecer una
diferencia de presión como una diferencia de densidad.

Cosiderando la tapa izquierda con una presión mayor pin = c2
sρin, las funcio-

nes de distribución desconocidas son f1, f5 y f8, y usando el hecho de que ux =
(1/ρ)

∑
α cxαfα se tiene que, despejando estas
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f1 + f5 + f8 = f3 + f6 + f7 + ρuxin,

y de la densidad

f1 + f5 + f8 = ρin − (f0 + f2 + f3 + f4 + f6 + f7),

así se puede construir una forma de calcular la densidad en la frontera con variables
conocidas

uxin = −(f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7))/ρin + 1. (4.64)

Por otro lado, para cerrar el sistema, se asume lo sugerio por Zou y He, de consi-
derar que en el rebote, las funciones de distribución en el no equilibrio normales a la
superficie se sigue satisfaciendo, es decir, que se cumple que para fneqα = fα− f eqα . En
el caso de la tapa izquierda

fneq1 = f1 − f eq1 = f3 − f eq3 = fneq3 ,

así
f1 = f3 − f eq3 + f eq1 .

Se conocen f eq3 y f eq1 , sustituyendolas se obtiene que

f1 = f3 + 2ρinuxin/3. (4.65)

Así finalmente se obtienen las relaciones

f5 = f7 − (f2 − f4)/2 + ρinuxin/6 + ρinuyin/2, (4.66)
f8 = f6 + (f2 − f4)/2 + ρinuxin/6− ρinuyin/2. (4.67)

Para la tapa derecha y siguiendo los mismos pasos y se obtiene que:

uxout = (f0 + f2 + f4 + 2(f1 + f5 + f8))/ρout − 1, (4.68)
f3 = f1 − 2ρoutuxout/3, (4.69)
f7 = f5 + (f2 − f4)/2− ρoutuxout/6− ρoutuyout/2, (4.70)
f6 = f8 − (f2 − f4)/2− ρoutuxout/6 + ρoutuyout/2. (4.71)

4.2. Extensión del método de Lattice Boltzmann a
Magnetohidrodinámica

El método de Lattice Boltzmann se puede extender a MHD, resolviendo la ecua-
ción de inducción magnética de una manera similar a la ecuación de continuidad que
se usa en hidrodinámica, debido a la forma de esta. Introduciendo una función de
distribución vectorial para recuperar el campo magnético, y se contruye una ecuación
del tipo Boltzmann tal que se recupere la ecuación de inducción magnética.
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4.2.1. Fuerza de Lorentz y Tensor de Maxwell

Usando la ecuación de Boltzmann con el término correspondiente a la fuerza de
Lorentz, se obtiene que

∂fα
∂t

+ u · ∂fα
∂xα

+
qα
mα

(E + u×B) · ∂fα
∂ξα

=

(
∂fα
∂t

)
coll

. (4.72)

Modelar las ecuaciones de la magnetohidrodinámica no solo requiere de las ecua-
ciones de continuidad y Navier-Stokes como ha sido hasta entonces, ahora también
se require de recuperar la evolución del campo magnético dada por la ecuación de
inducción.

En el método de Lattice Boltzmann existe no solo una forma de recuperar las
ecuaciones que dictan la dinámica del fluido [11]. Una forma es, al calcular la ecuación
de momento, hacer uso de una formulación de la ecuación de Boltzmann con fuerzas
externas, así la ecuación ya discretizada sería de la forma que la función de distribución
en equilibrio se mantenga como hasta ahora se ha manejado. En cambio se modifica
la ecuación del operador de colisión, y debido a la fuerza de Lorentz es modificado
también el cálculo de los momentos, de tal manera que:

ρu =
N∑
α=1

eαfα + (J×B)
∆t

2
. (4.73)

Sin embargo, otra forma de recuperar las ecuaciones de la dinámica del fluido y a la
que se recurrirá en este trabajo es el de recuperar las ecuaciones del momento mante-
niendo la forma del operador de colisión y modificando las funciones de distribución en
el equilibrio tal que al calcular los momentos se recuperé la fuerza de Lorentz [11],[12].

Se tiene que la ecuación de momento es de la forma

∂ρu

∂t
+∇ · (pI + ρuu) = J×B +∇ · (µS) (4.74)

donde se puede remplazar el término J×B con

J×B = (∇×B)×B = ∇ ·
[

1

2
δij|B|2 −BiBj

]
, (4.75)

esto implica que la ecuación de momento tome la forma, para una viscosidad tendiendo
a cero (ν = 0), de

∂ρu

∂t
+∇ ·

(
pI + ρuu +

1

2
δij|B|2 −BiBj

)
= 0. (4.76)

Para lo que se mencionó anteriormente en la ecuación (4.73) es necesario agregar
términos de la fuerza al calcular los momentos mcroscópicos. Pero si se observa bien
la forma de la ecuación de momento (4.76), tiene las mismas caacterísicas que la ecua-
ción de Navier-Stockes salvo los útlimos dos términos. Existe una forma de agregar
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estos dos términos a la función de distribución en el equilibrio tal que al calcular
los momentos macroscópicos se recupere la ecuación de continuidad y la de Navier-
Stockes con el término de la fuerza. Y esto se puede añadiendo los siguientes términos
a la función de distribución en el equilibrio tanto en dos como en tres dimensiones:

ωα
2

[
1

2
|Bα|2|ξα|2 − (ξα ·Bα)2

]
, (4.77)

ωα
2

[
1

3
|Bα|2|ξα|2 − (ξα ·Bα)2

]
. (4.78)

Se recurre a esta forma ya que es más simple de implementar numéricamente, de
manera que las funciones de distribución en equilibrio quedan de la siguiente forma:

f eqα = ωαρ

[
1 +

(cα · u)

c2
s

+
(cα · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
+
ωα
2c4
s

[
1

2
|Bα|2|cα|2 − (cα ·Bα)2

]
, (4.79)

f eqα = ωαρ

[
1 +

(cα · u)

c2
s

+
(cα · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
+
ωα
2c4
s

[
1

3
|Bα|2|cα|2 − (cα ·Bα)2

]
. (4.80)

4.2.2. Modelo de la Ecuación de Inducción Magnética

Una forma de resolver la ecuación de inducción magnética es usando un análogo a
la formulación de Lattice Boltzmann. No es posible contruir una formulación cinética
para la ecuación de inducción de forma que se use una función de distribución escalar
tipo BGK. Entonces se propone una función de distribución vectorial nos permita
recuperar la ecuación de inducción al integrarla [4]. Físicamente no es posible describir
la evolución del campo magnético con una teoría cinética, sin embargo, numéricamente
se probará con la función de distribución antes mencionada, tal que

B =
∑
β

gβ. (4.81)

Esta función de distribución debe satisfacer la forma del operador BGK, entonces

∂gβ
∂t

+ Ξβ · ∇gβ = −∆t

τm
(gβ − geqβ ), (4.82)

donde Ξβ corresponde al valor de las velocidades ya discretizadas en la nueva malla
para el campo magnético.

La forma mas simple de escribir la función de distribución del campo magnético, tal
que al calcular los momentos macroscópicos se recuperen, tanto el campo magnético
como las propiedades de este [13], como que ∇ ·B = 0 es la siguiente

geqβj = ω̄β

[
Bj +

Ξβj

c2
sm

(uiBj −Biuj)

]
, (4.83)
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donde nuevamente los pasos de colisión y propagación serán de la forma que se hace
para problemas de hidrodinámica,

Collisión:

ḡβ(x, t) = gβ(x, t)− 1

τm
(gβ(x, t)− geqβ (x, t)), (4.84)

Propagación
gβ(x + Ξβ∆t, t+ ∆t) = ḡβ(x, t). (4.85)

Con los Ξ nuevos, y τm el tiempo de relajación relacionado con la resistividad
magnética ηm como ηm = c2

sm(τm−∆t/2). Pero a diferencia de la parte hidrodinámica,
en el análisis de Chapman-Enskog descrito en el Apéndice D.2, ahora el corresondiente
a la velocidad del sonido que está relacionado ahora con la resistividad magnética y
la malla, varía en su valor como csm =

√
1/3 en dos dimensiones y como csm =

√
1/4

en tres dimensiones, para las discretizaciones en la tabla [14].

Notación Velocidad Ξβ Número Longitud |Ξβ| Pesos ω̄β
D2Q5 (0,0) 1 0 1/3

(±1,0),(0,±1) 4 1 1/6
D3Q7 (0,0,0) 1 0 1/4

(±1,0,0),(0,±1,0),(0,0,±1) 6 1 1/8

Figura 4.4: Representación gráfica de las velocidades discretas para los modelos D2Q5
y D3Q7 respectivamente, empleados para las mallas del campo magnético.
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4.2.3. Implementación

Para implementar el código numérico en Lattice Boltzmann se deben de seguir a
continuación los siguientes pasos.

Se establecen condiciones iniciales tanto para la densidad ρ, como para la velo-
cidad u y el campo magnético B.

Se calcula la función de distribución en el equilibrio f eqα , de la ecuación (4.61)
y geqβj, de las ecuaciones (4.79) o (4.80).

Se realizan los pasos de collisión, ecuaciones (4.45) y (4.84).

Se realizan los pasos de propagación, ecuaciones (4.46) y (4.84).

Se establecen las condiciones de frontera adecuadas del problema, tanto para el
fluido como para el campo magnético.

Se calculan los momentos macroscópicos, ρ =
∑
fα, ρu =

∑
ξαfα y B =

∑
β gβ

.

Se repite el cálculo desde las funciones de distribución en el equilibrio, para el
siguiente paso de tiempo t+ ∆t.

Condiciones de Frontera A diferencia del caso únicamente hidrodinámico, deben
considerarse ahora también las condiciones de frontera para el campo magnético. Para
el caso de condiciones periódicas es simple debido a las pocas direcciones de la función
de disrtibución vectorial g tanto en dos como en tres dimensiones:
Tapa Izquierda 2D Tapa Derecha 2D

gizq1 = gder1 gder2 = gizq2

Tapa Norte 2D Tapa Sur 2D

gnor4 = gsur4 gsur3 = gnor3

y
Tapa Izquierda 3D Tapa Derecha 3D

gizq1 = gder1 gder2 = gizq2

Tapa Norte 3D Tapa Sur 3D

gnor4 = gsur4 gsur3 = gnor3

Tapa Enfrente 3D Tapa Atrás 3D

gnor6 = gsur6 gsur5 = gnor5
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Sin embargo, al existir algún tipo de pared en las fronteras para el fluido, este no
puede ser considerado como un tipo de rebote para el campo magnético. El trata-
miento del campo magnético en las fronteras debe tomarse con más cuidado por las
propiedades de este. Dependiendo del tipo del problema que se esté describiendo más
adelante se detallará que condiciones de frontera serán las adecuadas para el campo
magnético.

A continuación se presenta un diagrama general para implementar el método ya
extendido a magnetohidrodinámica.
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Inicio

ρ,u,B

fα(x, t) = fα(x, t)− ∆t
τ

(fα(x, t)− f eqα (x, t))

fα(x + cα∆t, t+ ∆t) = fα(x, t)

Condiciones de Frontera

Condiciones Iniciales

Se calculan la funciones de equilibrio

Colisión

Propagación

ρ =
∑

α fα
ρu =

∑
α cαfα

B =
∑

β gβ

Calculo de nuevos momentos

t+ ∆t

Fin

geqβj = ωβ

(
Bj +

Ξβj
c2sm

(uiBj −Biuj)
)

gβ(x, t) = gβ(x, t)− ∆t
τm

(
gβ(x, t)− geqβ (x, t)

)

gβ(x + Ξβ∆t, t+ ∆t) = gβ(x, t)

f eqα = ωαρ
(

1 + (cα·u)
c2s

+ (cα·u)2

2c4s
− u2

2c2s

)
+ ωα

2c4s

(
1
N
|B|2|cα|2 − (B · cα)

)

donde, el valor de N corresponde a 2 o 3 en dos y tres dimensiones respectivamente.



Capítulo 5

Simulaciones Numéricas

Ya se tiene la teoría para resolver problemas hidrodinámicos y mahnetohidrodi-
námicos, se procede ahora a implementar el método en algunos códigos numéricos
paa resolver algunos problemas, con el fin de probar bajo que condiciones funciona el
método.

5.1. Hidrodinámica

Se desarrollaron códigos numéricos para resolver diferentes problemas en hidro-
dinámica, tanto en dos como en tres dimensiones. En dos dimensiones se resuelven
los flujos de Couette, flujo de Poiseuille, el flujo de Couette en una caja cuadrada
y los vórtices de Green-Taylor. En tres dimensiones los anteriores salvo el flujo de
Poiseuille.

5.1.1. Flujos de Couette

Considérese un fluido incompresible libre de fuerzas y sin gradiente de presión,
entre dos placas paralelas separadas a una distancia d, en el cuál una de las tapas
se fija a velocidad constante u = (u0, 0, 0) mientras que la otra se mantiene fija,
u = (0, 0, 0). Bajo estas condiciones la solución a la ecuación de Navier-Stokes (2.14)
es

ux(y) =
u0

d
y (5.1)

donde el perfil de velocidades se muestra la figura (5.1) y se le conoce como flujo de
Couette.

Para resolver numéricamente el caso del flujo de Couette, la placa inferior se man-
tiene estática, mientras que la placa superior se mantiene a una velocidad constante
u0. Las mallas tienen dimensiones Nx×Ny en dos dimensiones y Nx×Ny×Nz en tres
dimensiones. La distancia d está definida por d = Ny∆y. Se resuelve para los mode-
los diferentes D2Q9 y D3Q27, tanto en dos como en tres dimensiones respectivamente.

43
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y

u(y)

y=d

y=0

u0

Figura 5.1: Perfil de velocidades para el flujo de Couette.

Recordando que se esta trabajando en unidades de malla, por lo que ∆x = ∆y =
∆z = 1 al igual que ∆t = 1.

El código se resuelve para los siguientes casos:

En dos dimensiones, las condiciones de frontera para la tapa inferior son co-
nidiciones de rebote, mientras que para la superior son condiciones de rebote
considerando que la tapa se está moviendo a una velovidad constante u = u0

en la dirección x. Para las tapas izquierda y derecha se usan condiciones de
frontera periódicas.

Como primer dato, se usó una malla de Nx = Ny = 29 puntos, y un valor de
u0 = 0.1. Para la cuál se usaron diferentes valores para el tiempo de relajación
de τ = 0.57, τ = 0.7, τ = 0.83 y τ = 0.96 como se observa en la Figura 5.2.
La solución analítica no depende de la viscosidad por lo que todos los perfiles
tienden a la solución.

Figura 5.2: Perfil de velocidades para el flujo de Couette con diferentes valores para
el tiempo de relajación τ . A un tiempo Nt = 10000 en todos los casos.

Posteriormente se seleccionó el valor de τ = 0.7 para aumentar la resolución de
la malla y analizar la convergencia del problema. Por la construcción del método se
espera un orden de convergencia a segundo orden en las ecuaciones de Navier-Stockes.
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Una forma de medir es fijando en número de Reynolds para un problema y cambiando
la escala de la longitud como d = aNy, el tiempo al ser reescalado queda como ta2 y
para mantener el Reynolds la velocidad se reescala como u0/a.

Se aumentaron los valores de la malla a Nx = Ny = 59 y Nx = Ny = 119 puntos.
Donde se obtiene que al ajustar la escala de los resultados se mantiene el mismo perfil,
y no solo eso, si no que el error para cada caso disminye a segundo orden, tal como
era esperado, esto se observa en la Figura 5.1.1.

Figura 5.3: Flujo de Couette en dos dimensiones para diferentes mallas. Del lado
izquiero la gráfica del perfil de velocidades para un tiempo de relajación de τ = 0.7
y a un tiempo t = Nt con Nt = 10000, Nt = 40000 y Nt = 16000 para las mallas
[29× 29], [59× 59] y [119× 119] respectivamente. Del lado derecho la diferencia entre
el valor numérico y el analítico multiplicado por un factor de 2a con a la resolución
de la malla.

En tres dimensiones, las condiciones de frontera para la placa superior se con-
sideran de rebote con la propiedad de que se mueve en el eje x a una velocidad
constante u = (u0, 0, 0), la placa inferior se mantiene fija y se consideran con-
diciones de frontera de rebote. Las placas izquierda y derecha se mantienen
con condiciones de frontera periódicas, al igual que las placas de enfrente y la
trasera.

Al igual que el caso de dos dimensiones, el perfil de velocidades es independiente
al valor de τ que se tome. Se realiza el mismo análisis que se hace en dos
dimensiones para el valor de τ = 0.7. Ahora se consideran las mallas Nx =
Ny = Nz = 10, Nx = Ny = Nz = 20 y Nx = Ny = Nz = 40 puntos, el valor
de la velocidad de la placa superior es de u0 = 0.1. En la Figura 5.4 se observa
como se mantiene el perfil de velocidades y la convergencia de la solución.

Este caso se reproduce igual que en dos dimensiones por la simetría de el problema,
como es de esperarse.
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Figura 5.4: Flujo de Couette en tres dimensiones a diferentes mallas. Del lado izquier-
do el perfil de velocidades para un tiempo de relajación es τ = 0.7 y el tiempo al cuál
se obtiene la gráfica es t = Nt con Nt = 1000, Nt = 4000 y Nt = 16000 para las
mallas [10× 10], [20× 20× 20] y [40× 40× 40] respectivamente. Del lado derecho la
diferencia entre el valor numérico y el analítico multiplicados por el valor 2n con n la
resolución de la malla.

5.1.2. Vórtices de Green-Taylor 2D y 3D

Otro problema que se resulve con el método de Lattice Boltzmann es el de los
vórtices de Green-Taylor, los cuales tienen una solución analítica:

u(x, t) =

(
−
√
ky
kx

cos kxx sin kyy,

√
kx
ky

sin kxx cos kyy

)
e−t/td , (5.2)

y

p = p0 − ρ0
u2

0

4

(
ky
kx

cos 2kxx+
kx
ky

cos 2kyy

)
e−t/td , (5.3)

donde kx = 2π/xmax, ky = 2π/ymax y el valor td = 1/(ν(k2
x + k2

y)).
Estos vórtices siempre mantienen su forma, pero van disminuyendo exponecial-

mente en su magnitud. Se obtienen los siguientes resultados para el problema a dos
y tres dimensiones:

En dos dimensiones se considera la malla de Nx = Ny = 50 puntos, las condicio-
nes iniciales corresponden a las ecuaciones analíticas (5.2) y (5.3) a un tiempo
t = 0, se usaron diferentes viscosidades para el análisis pero se toma el caso
particular de la viscosidad ν = 0.063, con p0 = 0, ρ0 = 1 y u0 = 0.1 . Para
este problema las condiciones de frontera se consideran periódicas en todas las
tapas.

En la Figura 5.5 se observa como efectivamente el orden de la velocidad disminuye
en forma exponencial. Se muestra el perfil en las dos dimensiones con el objetivo de
mostrar que no se pierde la forma inicial del sistema, únicamente la magnitud de las
velocidades.
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Figura 5.5: Vortices de Green-Taylor en dos dimensiones. Para una malla de [50× 50]
puntos, ν = 0.063. Del lado izquierdo el perfil de velocidades a un tiemo t = 0, del
lado derecho el perfil a un tiempo t = Nt = 10000.

En tres dimensiones se consideró la malla Nx = Ny = Nz = 25 puntos, las
condiciones iniciales corresponden a las siguientes ecuaciones:

u(x, t) = u0 (sin(kxx) cos(kyy) cos(kzz),− cos(kxx) sin(kyy) cos(kzz), 0) , (5.4)

p = p0 − ρ0
u2

0

16
(cos 2kxx+ cos 2kyy + cos 2kzz) , (5.5)

con kx = 2π/xmax, ky = 2π/ymax y kz = 2π/zmax. Los valores que se usaron
fueron u0 = 0.1, ν = 0.063. De manera similar el resultado que se espera es
similar al de dos dimensiones, salvo que ahora se tiene una velocidad en z, pero
como se considero vz = 0, se obtienen gráficas muy similares.

En la Figura 5.6, se observa un corte en el eje x, y podemos observar el mismo
tipo de comportamiento con la velocidad decayendo exponencialmente.Por otro lado
en la Figura 5.7 se observa el perfil inicial de la densidad, el perfil de la densidad al
tiempo t = Nt = 10000 no se graficó, ya que los ordenes de diferencia en la magnituda
variaban en un orden de ∼ 10−14.

5.1.3. Flujo de Couette en Caja Cuadrada

Considérese ahora el caso de el flujo de Couette, salvo que ahora las tapas izquier-
da y derecha en dos dimensiones, y añadiendo las de enfrente y la trasera en tres
dimensiones tendrán condiciones de frontera de rebote y estáticas, tal como se hizo
con la tapa inferior. La superior se mantiene con condiciones de rebote y moviéndose
a una velocidad constante u0 en la dirección x. Este problema en particular no tiene
solucione analítica, pero se conoce muy bien por su propiedad de originar vórtices en
las esquinas de la caja al contener un fluido más viscoso.
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Figura 5.6: Vortices de Green-Taylor en tres dimensiones. Las malla que se uso fue de
[25× 25] puntos. A la izquierda el perfil inicial dado por las ecuaciones (5.2) y (5.5).
A la derecha el perfil de velocidades a un tiempo t=70

Figura 5.7: Perfil inicial de la densidad en los Vórtices de Green-Taylor.

Se desarrollaron diferentes pruebas a diferentes viscosidades, para comenzar a
observar dichos vértices en las esquinas tal como se muestra a continuación:

Para el caso de dos dimensiones se tomaron tres casos diferentes, todos para
mallas de Nx = Ny = 100 puntos, la tapa superior se consideró a una velocidad
constante de u0 = 0.1, con la diferencia de que se usaron las viscosidades de
ν = 0.05, ν = 0.083 y ν = 0.15.

En la Figura 5.8 se observa el comportamiento en la dinámica del fluido al variar
las viscosidades, además de como se van generando pequeños vórtices al aumentar
la viscosidad en las esquinas inferiores derechas, formándose también en la esquina
inefior izquierda.

Para el caso de tres dimensiones se tomó únicamente un caso, una malla de
Nx = Ny = 100 puntos y Nz = 10 puntos, la placa superior se consideró a
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Figura 5.8: Flujo de Couette en una cavidad cuadrada. Las viscosidades que corres-
ponden a cada gráfica corresponden a ν = 0.05, ν = 0.083 y ν = 0.15 de arriba a
abajo, del lado izquierdo el campo de velocidades en la esquina inferior derecha de
cada una, multiplicadas por un valor de 1100, 1400 y 1800 respectivamente.

una velocidad constante de magnitud u0 = 0.1 en la dirección x, y viscosidad de
ν = 0.15. Se realizaron dos cortes, unos en el eje z y otro en el eje x para observar
bien el comportamiento. En la Figura 5.9 se observa el comportamiento similar
al que es en dos dimensiones, pero no el necesario para formar más vórtices que
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el principal.

Figura 5.9: Corte en el plano z = (zmax + zmin)/2 para el flujo de Couette en una
cavidad en tres dimensiones. La viscosidad es del valor de ν = 0.15 y a un tiempo
t = 4000

5.1.4. Flujo de Poiseuille

Considérese ahora un fluido entre dos placas paralelas separadas a una distancia d,
con las placas fijas sin movimiento, libre de fuerzas, pero con un gradiente de presión
constante. La solución a la ecuación de Navier-Stokes (2.14) es tal que el perfil de
velocidades está dapo por la ecuación:

ux(y) = − 1

2η

dp

dx
y(y − d) (5.6)

donde dp/dx corresponde al gradiente de presión constante, eta es la viscocidad
cinemática, relacionada con la viscosidad de bulto como η = ρν, dicho perfil de
velocidad se muestra en la Figura 5.10 y se le conoce como flujo de Pouseuille.

y

u(y)

y=d

y=0

u0

u(y)

u=0

u=0

Figura 5.10: Flujo de Pouseuille
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Para resolver numéricamente el flujo de Poiseuille se consideran dos tapas paraleas
fijas, para este caso se toman las tapas inferior y superior. Para las tapas izquierda
y derecha se consideran con entrada y salida de flujo dado un grandiente de presión
constante, y para ello se emplean las condiciones de frontera de Zou-He.

Este problema se resolvió únicamente en dos diemnsiones. Para realizaro en tres
diemnsiones era necesario un analisís más exhaustivo en las fronteras en las cuá-
les era usado el gradiente de presión. A continuación los resultados numéricos y los
parámetros usados:

Se emplearon condiciones de frontera de rebote tanto para la tapa superior como
para la inferior, donde ambas tapas se mantienen fijas. Para las tapas izquierda
y derecha exite un gradiente de presión por lo que se usan condicones tipo Zou-
He, se usaron dos diferentes viscosidades ν = 0.143 y ν = 0.1 en una malla de
Nx = 50 y Ny = 30 puntos.

Figura 5.11: Perfil de velocidades del flujo de Pouseuille. Se obtuvo para una malla
de 50× 30 puntos. A viscosidades de ν = 0.143 y ν = 0.1.

En la Figura 5.11 se observa la gráfica obtenida por los dos diferentes datos ob-
tuvidos para dos diferentes tiempos de relajación. De acuerdo con la literatura el
método no funciona perfectamente para diferentes tiempos de relajación o viscosida-
des, el que más empata es del valor τ = 0.143, ya que tal como puede observarse la
solución analítica depende de esta. Así cambiando el valor del tiempo de relajación,
se observa un retraso en el perfil de velocidades al usar una viscosidad más pequeña.
Esto como ya está documentado y se observa en los datos obtenidos, garantiza que el
código numérico está trabajando como se esperaba.

5.2. Magnetohidrodinámica
Ahora que ya se obtuvieron resultados aceptables en la parte de hidrodinámica,

es hora de llevar a cabo los ajustes necesarios para implementar el código de Lattice
Boltzmann que permita resolver las ecuaciones de la magnetohidrodinámica.
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5.2.1. Flujo de Hartmann en dos dimensiones

Existen algunas soluciones analíticas a las ecacuiones de la magnetohidrodinámica,
una de ellas es suponer que se tienen dos tapas paralelas separadas a una distancia
2L sobre el eje x, entre ellas existe un flujo hidrodinámico en la dirección y debido
a la existencia de una fuerza F constante en esa dirección (dirección y). Además se
induce un campo magnético constante en la dirección x, B = (B0, 0, 0). El resultado
de resolver la ecuacíon de Navier-Stokes con la fuerza de Lorentz es:

u = (0, u(x), 0) y B = (B0, B(x), 0) (5.7)

con
u(x) =

FL

B0 tanhH

√
η

ρ0ν

(
1− coshHx/L

coshH

)
, (5.8)

B(x) =
FL

B0

(
sinhHx/L

sinhH
− x

L

)
(5.9)

El perfil de velocidades y el de campo magnético es tal como se muestra en la
Figura 5.12 y es conocido como flujo de Hartmann. De acuerdo con este problema,
se espera que concuerden con las soluciones del método de Lattice Boltzmann dadas
las mismas condiciones iniciales para obtener dicho flujo.

Figura 5.12: Perfil de velocidad y campo magnético en el flujo de Hartmann.

Se utilizan los siguientes parámetros:

En dos dimensiones, para el caso del fluido se emplean para las tapas izquierda
y derecha condiciones de frontera de rebote, con las tapas fijas en el fluido.
Para las tapas superior e inferior se emplea condiciones de frontera periódicas
tanto para el fluido como para el campo magnético. Para el campo magnético
se mencionó en el capítulo de magnetohidrodinámica que no es nada simple
debido a las propiedades del campo magnético. Para este problema y por como
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se comporta la solución analítica, el campo en la dirección y es cero por lo que
se forza a que sea así en las tapas izquierda y derecha ,y que se mantenga como
B0 en la dirección x.
Una parte muy importante de este problema fue el hecho de que se empleo una
fuerza en lugar de un gradiente de presión, lo que resulto en una modificación
a la función de distribución en el equilibrio como

f eqα = ωαρ

[
1 +

(cα · u)

c2
s

+
(cα · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]
+

1

2c4
s

ωα

[
1

3
|Bα|2|cα|2 − (cα ·Bα)2

]
− ωα
c4
s

Fxcαxcαy (5.10)

esto si se observa al realizar los calculos de los momentos macroscópicos man-
tiene la densidad constante, sin embargo para el segundo momento si hay una
variación en la velocidad debida a la variación de x.

Los resultados son los que se obtienen en las gráficas de la Figura (5.13). Para todas
ellas se usaron mallas de Ny = 50 y Nx = 60 puntos, y se hicireon diferentes varia-
ciones tanto en la intensidad del campo magnético B0, asi como en las viscosidades y
las resistividades para encontrar las variaciones en las cualés el código funciona mejor.

Con respecto a lo anterior se consideran como condiciones iniciales para la veloci-
dad u = (0, 0, 0) y pra el campo magnético B = (B0, 0, 0)

En negro B0 = 0.01, en rojo B0 = 0.05 y en azul B0 = 0.1. Posteriormente se
vario el tiempo de relajación tanto el hidrodinámico como el magnético, se tomaron
tres diferentes valores τ = τm = 0.57, τ = τm = 0.7 y τ = τm = 0.83, de arriba
abajo respectivamente. Obsérvese que conforme el valor del B0 aumenta, se obtienen
perfiles mas pequeños tanto en la velocidad como en el campo magnético.

El valor en el que se obtienen mejores resultados es en el de B0 = 0.1 y para
valores del número de Hartmann hasta de 130 con dicho valor.

El cáculo de la corriente y la vórticidad concuerda con los datos obtenidos para
generar la dinámica mostrada. Por otro lado la divergencia del campo magnético, se
mantiene cercana a cero ∇ ·B ∼ 10−4.

5.2.2. Vórtices de Orszag-Tang en dos dimensiones

Para los vórtices de Orszag-Tang se consideran las siguientes condiciones iniciales
para la velocidad y el campo magnético:

u = u0(− sin (kyy), sin (kxx)), (5.11)
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Figura 5.13: Flujo de Hartmann

B = B0(sin (kyy),− sin (2kxx)) (5.12)

con kx = 2π/xmax y ky = 2π/ymax. Dadas estas condiciones inciciales tomando nue-
vamente diferentes valores para los parámetros de τ y τm se observa un tipo de
comportamiento muy similar pero a diferentes magnitudes y a tiempos desfazados.

Se muestra en la Figura 5.14 los datos correspondientes para τ = τm = 0.57 y
con u0 = B0 = 0.1, la malla es de Nx = Ny = 160 puntos.
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Figura 5.14: Magnitud del campo magnético, vorticidad ω, corriente J y divergencia
del campo magnético para el vórtice de Orzag Tang en t=600.

De las graficas en la Figura 5.14, se tiene arriba a la izquierda el perfil de la mag-
nitud del campo magnético, arriba a la derecha la vorticidad ω = ∇ × u, abajo a
la izquierda la corriente J = ∇ × B y por último abajo a la derecha se tiene una
presentación de la divergencia del campo magnético ∇ ·B.

Que siendo comparado con el mismo problema en otros trabajos, se obtiene el
perfil deseado del problema.

Algo importante a notar es que la divergencia del campo magnético no es comple-
tamente cero, esto debido a los errores numéricos que aparecen en la resolución del
problema. Sin embargo, estos valores son pequeños y se pueden controlar a través de
mejores resoluciones.

5.2.3. Flujo de Hartmann en tres dimensiones

Se hace ahora la extensión del problema a tres dimensiones, donde se considerará
una tuberia tal que las tapas superior (y = ymax) e inferior (y = ymin) serán por las
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cuales el fluido tendrá su flujo. Las demás se considerarán como paredes completa-
mente estáticas.

Considerando la malla con Nx = Nz = 40 puntos y Ny = 20, Se induce un cam-
po magnético constante B0 en la dirección x, tal que las condiciones iniciales
del sistema son B = (B0, 0, 0) para el campo magnético, y no hay ningún tipo
de velocidad incicialmente, u = (0, 0, 0).

El hecho de que exista un campo magnético y de considerar una fuerza que
empuje al fluido en la dirección y, se tendrán finalmente los perfiles de la Fi-
gura 5.15, tanto para la componente By del campo magnético así mismo la
componente de la velocidad Vy.

Figura 5.15: Corte del flujo de Hartmann en tres dimensiones sobre el plano x− z a
una altura y = (ymax + ymin)/2.

Figura 5.16: Corte del flujo de Hartmann en tres dimensiones sobre el plano x− z a
una altura y = (ymax + ymin)/2.
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Por otro lado si se realiza un corte sobre el plano x−y se esperaría encontrar la
magnitud de la componente de la velocidad vy y del campo magnético By para
compararse con los perfiles analíticos descritos en el problema en dos dimen-
siones y compararlos. En la Figura 5.16 se observa como el campo magnético
empata de manera perfecta con el resultado esperado. Sin embargo, existe un
desfase en la solución analítica de la velocidad.

5.2.4. Flujo de Hartmann en tres dimensiones con número de
Prandtl magnético bajo

Todo lo anterior se ha resuelto para problemas donde los números de Reynolds,
magnético e hidrodinámico son alrededor del mismo orden. Sin embargo, en la natu-
raleza no siempre es el caso. Hay fluidos en los cuales los números de Reynolds ya no
son del mismo orden, si no que difieren por varios ordenes de magnitud, para ello se
hará uso del número de Prandtl magnético:

Prm =
Rem
Re

(5.13)

donde el valor Rem corresponde al número de Reynolds magnético y Re al número de
Reynolds en el fluido, modelar el núcleo de la Tierra corresponde tomar como valores
del número de Prandtl del orden de ∼ 10−6 o en problemas típicos de dinamos en
laboratorios a valores del orden de ∼ 10−2 [15].

Para poder resolver dichos problemas no es suficiente con el código que se tiene,
ya que ocurren problemas al tomar valores de τ y τm con una gran diferencia capaz
de llegar a diferencias de un orden ∼ 10−7 entre los números de Reynolds, entoces
de recurre a tomar un valor efectivo en el número de Prandtl magnético, es necesario
modifica la forma en la que se han escrito las ecuaciones, comenzando con la ecuación
de inducción magnética [16].

Se reescribe la ecuación (5.14) introduciendo un parámetro 0 < γm ≤ 1, que recibe
el nombre de parámetro de preacondicionamiento

geqβj = ω̄β

[
Bj +

Ξβj

c2
sm

(
uiBj −Biuj

γm

)]
(5.14)

existe una varición además en el tiempo de relajación magnético, de manera que se
tiene ahora un tiempo de relajación preacondicionado

ηm = γmc
2
sm

(
τm −

1

2

)
(5.15)

realizando el análisis de Chapman-Enskog para estas nuevas ecuaciones reacondicio-
nadas se llega a una forma de la ecuación de inducción

∂B

∂t
+

1

γm
∇× (u×B) =

1

γm
η∇2B (5.16)
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Tomando en cuenta la adimensionalización de dicha ecuación se tiene que

γm
∂B

∂t
+∇× (u×B) =

1

Rem
∇2B (5.17)

sin embargo, como se mecionó anteriormente, particularmente en los metales líquidos
el número de Prandtl tiende a ser muy pequeño. Es decir, que el número de Reynolds
es mucho mayor que el número de Reynolds magnético y por ende Prm = Rem/Re =
ν/ηm � 1, esto se reduce a tomar valores de ηm más pequeños aproximando τm a 0.5.
Pero a valores muy cercanos a 0.5 existe inestabilidad numérica.

Dicha situación se puede controlar asumiendo que en el caso estático, se tiene la
ecuación

∇× (u×B) =
1

Rem
∇2B (5.18)

esta ecuación es escalada por un factor χ, para obtener un valor del número de Rey-
nolds efectivo, Rem = χRem, resultando en un número de Prandtl efectivo Prm,eff =
χPrm

χ∇× (u×B) =
1

Rem
∇2B (5.19)

así la ecuación preacondicionada es tal que

∂B

∂t
+

χ

γm
∇× (u×B) =

1

γm
ηm∇2B. (5.20)

Para recuperar nuevamente las ecuaciones de forma discretizada es necesario cam-
biar la ecuación (5.14) por

geqβj = ω̄β

[
Bj +

Ξβj

c2
sm

χ

γm
(uiBj −Biuj)

]
(5.21)

Se resulve este problema, usando una malla de Nx = Nz = 40 y Ny = 20, se
usan como condiciones iniciales B = (B0, 0, 0) y u = (0, 0, 0). γm = 1 y los
valores τ = τm = 0.83. El valor efectivo del número de Prandtl se toma usando
χ = 10−7 y el valor de γm = 1. De esto se obtienen los siguientes resultados.

Se puede apreciar como el valor del campo magnético es del orden de ∼ 10−9, esto
debido a que en la ecuación (5.20) el segundo término contribuye muy poco y no hay
cambios grandes por la presencia de la velocidad. El Rem efectivo es muy pequeño,
lo que se puede traducir en una resistividad muy grande o conductividad pequeña.
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Figura 5.17: Flujo de Hartmann en tres dimensiones con un número de Prandtl del
orden de ∼ 10−7.
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Capítulo 6

Conclusiones

Se implementó en FORTRAN un código numérico para implementar el método
de Lattice Boltzmann en problemas de hidrodinámica y de magnetohirodinámica, en
dos y tres dimensiones. De los problemas de hidrodinámica se resolvieron el flujo de
Poiseuille en dos dimensiones y el flujo de Couette, los vórtices de Green-Taylor y el
flujo de Couette en una caja cuadrada en dos y tres dimensiones. De acuerdo resul-
tados obtenidos garantizó que el código funciona y el criterio de convergencia que se
debe. Posteriormente se resuelven por medio del método extendido a magnetohidro-
dinámica el problema de los vórtices de Orszag-Tang en dos dimensiones y el flujo de
Hartmann en dos y tres dimensiones.

Además se presentó una forma de modificar las ecuaciones de la inducción mag-
nética con el propósito de usar diferencias grandes entre números de Reynolds y
Reynolds magnético manteniendo la estabilidad del código, útiles para trabajar con
problemas con números de Prandtl bajos.

Sin embargo, las condiciones del campo magnético se mantuvienen forzadas a ser
el resultado que se espera, esto se puede arreglar modificando la geometría de la malla
de manera que se pueda extender la malla para analizar el comportamiento del campo
magnético en el exterior de las paredes. Otras modificaciones posibles para no solo
usar un número de Prandtl efectivo son la implementación de múltiples tiempos de
relajación, y así permitir el uso de números de Reynolds altos .

Muchos de los otros trabajos en Lattice Boltzmann para magnetohidrodinámica
recurren a una forma distinta de calcular la propagación y la colisión .

Como posibles aplicaciones a problemas que ya incluyan sistemas mas complejos
son las mantas térmicas que rodean los aceleradores de fusión y en las cuáles circula
metal líquido, las cuáles presentan ya no solo un tipo de fluido si no que se presentan
en capas. El transporte de medicamentos en la sangre y aumentar su eficiencia, etc.
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Apéndice A

Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite se pueden contruir a partir de una función de peso

ω(x) =
1√
2π
ex

2/2 (A.1)

así a n-orden, los polinomios de hermite se contruyen como

H(n)(x) = (−1)n
1

ω(x)

dn

dxn
ω(x) (A.2)

donde n es entero. Por ejemplo los primeros seis polinomios en una dimensión
serían

H(0)(x) = 1, H(1)(x) = x (A.3)

H(2)(x) = x2 − 1, H(3)(x) = x3 − 3x

H(4)(x) = x4 − 6x2 + 3, H(5)(x) = x5 − 10x3 + 15X.

Si uno se extiende a d dimensiones, se tiene que

H(n)(x) = (−1)n
1

ω(x)
∇(n)ω(x), ω(x) =

1

(2π)d/2
e−x

2/2 (A.4)

con H(n) y ∇(n) tensores de rango n. Sus componentes se pueden escribir como
H

(n)
α1...αn y ∇(n)

α1...αn donde se tiene n indices corriendo de 1 a d.

A.1. Ortogonalidad y expansión en serie

En una dimensión los polinomios son ortogonales con respecto a ω(x)∫ ∞
−∞

ω(x)H(n)(x)H(m)(x)dx = n!δ(2)
nm (A.5)

Llevandolo a d dimensiones se tiene que
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∫
ω(x)H(n)

α (x)H
(m)
β (x)ddx =

d∏
i=1

ni!δ
(2)
nmδ

(n+m)
αβ (A.6)

En una dimensión los polinomios de hermite forman una base completa en los R,
de manera que una función continua bien comportada f(x) ∈ R se puede representar
en series de polinomios de Hermite

f(x) = ω(x)
∞∑
n=0

1

n!
a(n)H(n)(x), a(n) =

∫
f(x)H(n)(x)dx (A.7)

y en d dimensiones

f(x) = ω(x)
∞∑
n=0

1

n!
a(n) ·H(n)(x), a(n) =

∫
f(x)H(n)(x)ddx (A.8)



Apéndice B

Cuadratura de Gauss-Hermite

Una propiedad muy útil de los polinomios de Hermite para integraciones numéri-
cas es la regla de la cuadratura de Gauss-Hermite. La integral de una función f(x)
multiplicada por la función de peso ω(x) se puede aproximar por una serie finita de
funciones valuadas en puntos xi, llamados absisas, es decir,∫ ∞

−∞
ω(x)f(x)dx ≈

q∑
i=1

wif(xi). (B.1)

Eligiendo xi como las n raices de los polinomios de Hermite a orden n, H(n)(xi) =
0, y q = n, se garantiza que cualquier polinomio P (N)(x) de orden N = 2n − 1 se
puede integrar exactamente∫ ∞

−∞
ω(x)P (N)(x)dx ≈

n∑
i=1

wiP
(N)(xi) (B.2)

con los pesos determinados por

wi =
n!

(nH(n−1)(xi))
2 . (B.3)
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Apéndice C

Condiciones de Frontera

Condiciones de Frontera periódicas en el modelo D3Q27
Bajo el mismo procedimiento para D2Q9 se tiene que para las condiciones perió-

dicas son, añadiento las tapas de enfrente z = zmax con f frenα y atrás z = zmin con
fatrasα :

Tapa Izquierda Tapa Derecha

f izq1 = fder1 fder2 = f izq2

f izq7 = fder7 fder8 = f izq8

f izq9 = fder9 fder10 = f izq10

f izq13 = fder13 fder14 = f izq14

f izq15 = fder15 fder16 = f izq16

f izq19 = fder19 fder20 = f izq20

f izq21 = fder21 fder22 = f izq22

f izq23 = fder23 fder24 = f izq24

f izq26 = fder26 fder25 = f izq25

se sigue la misma logica para las otras tapas, de tal manera que las funciones de
distribución para cada una de ellas son

Tapa Norte :f4, f8, f12, f13, f18, f20, f22, f23 y f26

Tapa Sur :f3, f7, f11, f14, f17, f19, f21, f24 y f25

Tapa Enfrente :f6, f10, f12, f15, f17, f20, f21, f24 y f26

Tapa Atrás :f5, f9, f11, f16, f18, f29, f22, f23 y f25

Para el modelo D2Q19 se presentan las mismas condiciones por las propiedades
de la malla desde f0 hasta f18, las demás simplmente no se toman en cuenta.
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Condiciones de Frontera de Rebote en el modelos D3Q27 Considerando lo
mismo que se realizó para D2Q9 se tiene que usando nuevamente que la colisión en
las fronteras

f̄α(xF, t) = fα(xF, t)−
1

τ
(fα(xF, t)− f eqα (xF, t)) (C.1)

y para la propagagación en las fronteras

Tapa Izquierda Tapa Derecha

f izq1 (t+ ∆t) = fder2 (t) fder2 (t+ ∆t) = f izq1 (t)

f izq7 (t+ ∆t) = fder8 (t) fder8 (t+ ∆t) = f izq7 (t)

f izq9 (t+ ∆t) = fder10 (t) fder10 (t+ ∆t) = f izq9 (t)

f izq13 (t+ ∆t) = fder14 (t) fder14 (t+ ∆t) = f izq13 (t)

f izq15 (t+ ∆t) = fder16 (t) fder16 (t+ ∆t) = f izq15 (t)

f izq19 (t+ ∆t) = fder20 (t) fder20 (t+ ∆t) = f izq19 (t)

f izq21 (t+ ∆t) = fder22 (t) fder22 (t+ ∆t) = f izq21 (t)

f izq23 (t+ ∆t) = fder24 (t) fder24 (t+ ∆t) = f izq23 (t)

f izq26 (t+ ∆t) = fder25 (t) fder25 (t+ ∆t) = f izq26 (t)

Tapa Norte Tapa Sur

f izq4 (t+ ∆t) = fder3 (t) fder3 (t+ ∆t) = f izq4 (t)

f izq8 (t+ ∆t) = fder7 (t) fder7 (t+ ∆t) = f izq8 (t)

f izq12 (t+ ∆t) = fder11 (t) fder11 (t+ ∆t) = f izq12 (t)

f izq13 (t+ ∆t) = fder14 (t) fder14 (t+ ∆t) = f izq13 (t)

f izq18 (t+ ∆t) = fder17 (t) fder17 (t+ ∆t) = f izq18 (t)

f izq20 (t+ ∆t) = fder19 (t) fder19 (t+ ∆t) = f izq20 (t)

f izq22 (t+ ∆t) = fder21 (t) fder21 (t+ ∆t) = f izq22 (t)

f izq23 (t+ ∆t) = fder24 (t) fder24 (t+ ∆t) = f izq23 (t)

f izq26 (t+ ∆t) = fder25 (t) fder25 (t+ ∆t) = f izq26 (t)
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Tapa Enfrente Tapa Atrás

f izq6 (t+ ∆t) = fder5 (t) fder5 (t+ ∆t) = f izq6 (t)

f izq10 (t+ ∆t) = fder9 (t) fder9 (t+ ∆t) = f izq10 (t)

f izq12 (t+ ∆t) = fder11 (t) fder11 (t+ ∆t) = f izq12 (t)

f izq15 (t+ ∆t) = fder16 (t) fder16 (t+ ∆t) = f izq15 (t)

f izq17 (t+ ∆t) = fder18 (t) fder18 (t+ ∆t) = f izq17 (t)

f izq20 (t+ ∆t) = fder19 (t) fder19 (t+ ∆t) = f izq20 (t)

f izq21 (t+ ∆t) = fder22 (t) fder22 (t+ ∆t) = f izq21 (t)

f izq24 (t+ ∆t) = fder23 (t) fder23 (t+ ∆t) = f izq24 (t)

f izq26 (t+ ∆t) = fder25 (t) fder25 (t+ ∆t) = f izq26 (t)
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Apéndice D

Análisis de Chapman-Enskog

D.1. Análisis para la función de distribución f

El propósito del análisis de Chapman-Enskog es el de recuperar las ecuaciones de
Navier-Stockes por medio de expansiones multiescala de la función de distribución,
y del espacio y tiempo. Esto se describe a continuación de manera muy compacta y
breve:

Se hace una expansión de la función de distribución en el equilibrio, alrededor de
el numero de Knudsen, que se llamará ε, tal que,

fα = f (0)
α + εf (1)

α + ε2f (2)
α + ... (D.1)

donde el primer término del lado derecho f (0)
α corresponde a la función de distribución

en el equilibrio f eq.
Por otro lado

∂

∂t
=

(
∂

∂t

)(0)

+ ε

(
∂

∂t

)(1)

+ ε2
(
∂

∂t

)(2)

+ ..., (D.2)

sin embargo, por herarquia de escalas y por evitar problemas al recuperar las variables
macroscópicas se tiene que las expansiones apropiadas en el tiempo y el espacio:

∆t∂tfα = ∆t(ε∂
(1)
t fα + ε2∂

(2)
t fα + ...), ∆tξα · ∇fα = ∆t(εξα · ∇1)fα (D.3)

a estas expansiones se les conoce como expansiones a multiples escalas.
Reescribiendo nuevamente la ecuación de Boltzmann discretizada:

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t)− fα(x, t) = −∆t

τ
(fα(x, t)− f eqα (x, t)), (D.4)

se hace la expansión de fα(x + ξα∆t, t + ∆t) alrededor de ∆t y ξα∆t, por lo que se
tiene la expresión

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) =
∞∑
n=0

∆tn

n!
D

(n)
tα fα(x, t) (D.5)
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con Dtα ≡ (∂t + ξα · ∇), de esta manera, y con f(x, t) = f se tiene que

fα + ∆t(∂t + ξα ·∇)fα +
∆t2

2
(∂t + ξα ·∇)2fα +O(∆t3)− fα = −∆t

τ
(fα− f eqα ), (D.6)

donde los términos f se cancelan. Sustituyendo (D.3) en la ecuación anterior se tiene
que, solo hasta órdenes de O(ε2) ,

∆t(ε∂
(1)
t + ε2∂

(2)
t + εξα · ∇1)fα +

∆t2

2
(ε∂

(1)
t + ε2∂

(2)
t + εξα · ∇1)2fα

= −∆t

τ
(fα − f eqα ). (D.7)

Sustituyendo ahora la ecuación (D.1) en la ecuación anterior se tiene que

∆t(ε∂
(1)
t + ε2∂

(2)
t + εξα · ∇1)(f (0)

α + εf (1)
α )

+
∆t2

2
(ε∂

(1)
t + ε2∂

(2)
t + εξα · ∇1)2(f (0)

α + εf (1)
α ) = −∆t

τ
(εf (1)

α + ε2f (2)
α ) (D.8)

Recordando que
∑

α fα =
∑

α f
eq
α = ρ,

∑
α ξαfα =

∑
α ξαf

eq
α = ρu, se tiene

entonces que
∑

α fα
(n) = 0 y

∑
α ξαfα = 0 para n ≥ 1.

Se tiene que para los términos de orden O(1), se reafirma que f (0)
α = f eq. Entoces

para los siguientes órdenes:

O(ε) (∂
(1)
t + ξα · ∇1)f (0)

α = −1

τ
f (1)
α (D.9)

O(ε2) ∂
(2)
t f (0)

α + (∂
(1)
t + ξα · ∇1)f (1)

α +
∆t

2
(∂

(1)
t + ξα · ∇1)2f (0)

α = −1

τ
f (2)
α (D.10)

Al multiplicar la ecuación (D.9) por (∂
(1)
t + ξα · ∇1) en ambos lados, se puede

modificar la ecuación (D.10) de modo que se tenga finalmente:

O(ε) (∂
(1)
t + ξα · ∇1)f (0)

α = −1

τ
f (1)
α (D.11)

O(ε2) ∂
(2)
t f (0)

α + (∂
(1)
t + ξα · ∇1)

(
1 +

∆t

2τ

)
f (1)
α = −1

τ
f (2)
α (D.12)

Al tomarse los momentos cero, primero y segundo de la ecuación (D.11), se llega
a que

∂
(1)
t ρ+∇1 · (ρu) = 0 (D.13)

∂
(1)
t (ρu) +∇1 · (ρc2

sI + ρuu) = 0 (D.14)
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Al tomarse el momento cero y el primero de la ecuación (D.12), se llega a que

∂
(2)
t ρ = 0 (D.15)

∂
(2)
t (ρu) +∇1 ·

(
1− ∆t

2τ

)
Π1 = 0 (D.16)

Finalmente aparecen las relaciones

p = c2
sρ, η = ρc2

s

(
τ − ∆t

2

)
. (D.17)

D.2. Análisis para la función de distribución g

Se hace una expansión de la función de distribución en el equilibrio, un número
pequeño ε similar a la función de distribución f , tal que,

gβ = g
(0)
β + εg

(1)
β + ε2g

(2)
β + ... (D.18)

donde el primer término del lado derecho f (0)
α corresponde a la función de distribución

en el equilibrio f eq.
Las expansiones apropiadas en el tiempo y el espacio:

∆t∂tgβ = ∆t(ε∂
(1)
t gβ + ε2∂

(2)
t gβ + ...), ∆t(Ξβ · ∇)gβ = ∆t(εΞα · ∇1)gβ (D.19)

a estas expansiones se les conoce como expansiones a multiples escalas.
Reescribiendo nuevamente el similar a la ecuación de Boltzmann discretizada:

gβ(x + Ξβ∆t, t+ ∆t)− gβ(x, t) = −∆t

τm
(gβ(x, t)− geqβ (x, t)), (D.20)

se hace la expansión de gβ(x + Ξβ∆t, t+ ∆t) alrededor de ∆t y Ξβ∆t, por lo que se
tiene la expresión

gβ(x + Ξβ∆t, t+ ∆t) =
∞∑
n=0

∆tn

n!
D

(n)
tβ gβ(x, t) (D.21)

con Dtβ ≡ (∂t + Ξβ · ∇), de esta manera, y con gβ(x, t) = gβ se tiene que

gβ+∆t(∂t+Xiβ ·∇)gβ+
∆t2

2
(∂t+Ξβ ·∇)2gβ+O(∆t3)−gβ = −∆t

τm
(gβ−geqβ ), (D.22)

donde los términos f se cancelan. Sustituyendo (D.19) en la ecuación anterior se tiene
que, solo hasta órdenes de O(ε2) ,
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∆t(ε∂
(1)
t + ε2∂

(2)
t + εΞβ · ∇1)gβ +

∆t2

2
(ε∂

(1)
t + ε2∂

(2)
t + εΞβ · ∇1)2gβ

= −∆t

τm
(gβ − geqβ ). (D.23)

Sustituyendo ahora la ecuación (D.18) en la ecuación anterior se tiene que

∆t(ε∂
(1)
t + ε2∂

(2)
t + εΞβ · ∇1)(g

(0)
β + εg

(1)
β )

+
∆t2

2
(ε∂

(1)
t + ε2∂

(2)
t + εΞβ · ∇1)2(g

(0)
β + εg

(1)
β ) = −∆t

τm
(εg

(1)
β + ε2g

(2)
β )

(D.24)

Recordando que
∑

β gβ =
∑

β geqβ = B, es decir, que a órdenes mayores no hay
contribución al campo magnético, se tiene entonces que

∑
β gβ

(n) = 0 para n ≥ 1. Se
tiene que para los términos de orden O(1), se reafirma que g

(0)
β = geqβ . Entoces bajo el

mismo argumento usado en f se tiene que la forma final de las ecuaciones a órdenes
O(ε) y O(ε2) es

O(ε) (∂
(1)
t + Ξβ · ∇1)g

(0)
β = − 1

τm
g

(1)
β (D.25)

O(ε2) ∂
(2)
t g

(0)
β + (∂

(1)
t + Ξβ · ∇1)

(
1 +

∆t

2τm

)
g

(1)
β = − 1

τm
g

(2)
β (D.26)

Al tomarse los momentos cero, primero de estas ecuaciones, se llega a que

∂tB + ∂i(Λ
(0)
ij + εΛ

(1)
ij ) = 0 (D.27)

con
Λ

(n)
ij =

∑
β

Ξiβg
(n)
jβ . (D.28)

Con ε = 0 se recuperan las ecuaciones de la magnetogidrodinámica ideal y eli-
giendo la función en el equilibrio que satisfaga los momentos

∑
β gβ = B y Λ

(0)
ij =

uiBj −Biuj, la elección más simple es:

geqiβ = ω̄β(Bi + Ξiβ/c
2
cm(uiBj −Biuj)). (D.29)

Para los modelos D2Q5 y D2Q7, csm =
√

1/3 y csm =
√

!/4 respectivamente.
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