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Resumen

En este trabajo se presenta una forma de extender método de Lattice Boltzmann a
problemas en magnetohidrodinamica. Introduciendo una funcién de distribucion vec-
torial para recuperar la ecuaciéon de la inducciéon magnética. Se resuelven de manera
numérica problemas de magnetohidrodinamica en dos y tres dimensiones incluyendo
diferencias altas entre el nimero de Reynolds y el nimero de Reynolds magnético.

Palabras clave: Magnetohidrodinamica, Método de Lattice Boltzmann, Dinami-
ca de Fluidos, Métodos Numéricos.
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Abstract

In this work a way to extend the Lattice Boltzmann method to magnetohydrody-
namics problems in presented. Introducing a vectorial distribution function to repro-
duce the magnetic induction equation. Some problems in magnetohydrodynamics are
solved numerically in two and three dimensions also used the high differences between
the Reynolds and magnetic Reynolds numbers.

Keywords: Magnetohydrodynamics, Lattice Boltzmann Method, Fluid Dyna-
mics, Numerical Methods.
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Capitulo 1

Introduccion

El método de Lattice Boltzmann, surge como un método computacional para re-
solver problemas de la mecanica de fluidos, una manera de resolver numéricamente
la ecuacion de Boltzmann alternativa a las ecuaciones de Navier-Stokes. Donde ahora
las variables hidrodinamicas se calculan a través de los momentos de la funciéon de
distribucion [1]. Con este método se hacen estudios de diferentes tipos de problemas.

Sin embargo, existen una variedad de fluidos que al estar en presencia de campos
magnéticos, su dinamica se ve afectada, dichos cambios en su comportamiento por
los campos magnéticos son descritos por las ecuaciones de la magnetohidrodinamica.
Trabajos previos implementan el método de Lattice Boltzmann, donde se recuperen
todas las variables macroscopicas por los momentos de una funciéon de distribucion
[2], [3]. Pero una forma méas simple, la cudl se usa para este trabajo, es a través de
una funciéon de distribucion vectorial propuesta por Dellar [4], tal que al calcular sus
momentoa se recuperen el campo magnético y las ecuaciones de Navier-Stockes. Al-
gunos ejemplos de estos fluidos son el nicleo terrestre, el agua de mar o los metales
liquidos, con multiples aplicaciones.

El contenido del trabajo esta distribuido como sigue: en el capitulo 2 se presentan
los conceptos fundamentales de la mecénica de fluidos y de la teoria cinética, nece-
sarios para llegar a la ecuacion de Lattice Boltzmann. En el capitulo 3 los conceptos
fundamentales de la magnetohidrodinamica. En el capitulo 4 se presenta la teoria del
método de Lattice Boltzmann, algunos modelos en dos y tres dimensiones, asi como la
extesion a magnetohidrodindmica y como implementarse. En el capitulo 5 se presen-
tan los resultados de las pruebas numéricas que se elaboraron, tanto en problemas de
hidrodinamica como de magnetohidrodinamica en dos y tres dimensiones, ademas la
forma de incluir nimeros de Prandtl bajos. Por tdltimo se presentan las conclusiones
donde se describen las posibles aplicaciones y trabajo a futuro.
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Capitulo 2
Hidrodindmica y Teoria Cinética

Uno de los elementos naturales més observado e importante para el desarrollo
humano ha sido el agua, y este fluido en particular ha llevado a muchos filésofos y
cientificos a querer caracterizar su comportamiento, de manera que pudiera ser explo-
tado para el desarrollo humano. Como primer contribuciéon a la dinamica de fluidos
aparece Bernouilli, quien publicé una ecuaciéon de conservacion de energia para fluidos
ideales. Posteriormente aparecieron Leonhard Euler, Claude-Louis Navier y George
Gabriel Stokes con sus ecuaciones de continuidad y de momento més realistas en la
dindmica de fluidos.

En este capitulo se describen las ecuaciones que dictan la dinamica de un fluido,
a través de la conservacion de masa y momento. Se describe la teoria cinética, que es
la base del método de Lattice Boltzmann y adicionalmente diferentes descripciones
de las escalas de un fluido, como la descripcién macroscopica, la mesoscopica y como
estan relacionadas [5].

2.1. Navier-Stokes y teoria de continuidad

Dando un pequeno repaso a la dindmica de fluidos aparecen la ecuacion de conti-
nuidad, las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion de estado, las cuales se detallan
brevemente en las siguientes secciones [6].

2.1.1. Ecuacién de continuidad

El campo de la dindmica de fluidos estudia los fenémenos de los fluidos a escalas
macroscopicas, esto implica que se le considera como un continuo. Cuando se habla
de un elemento de fluido, se toma un elemento de volumen lo suficientemente pequeno
en comparacion con el tamano del sistema pero lo suficientemente grande en compa-
racion con el tamano de las moléculas individuales.

Considérese un elemento de volumen V; con densidad p, la masa de dicho ele-
mento es simplemente fVo pdV . Si se considera el cambio de la masa en el tiempo,

3



4 CAPITULO 2. HIDRODINAMICA Y TEORIA CINETICA

mateméaticamente se escribe

5i o =—¢
AV = — u-dA 2.1
5 | P m@ﬂ (2.1)

donde la integral cerrada representa la superficie del elemento de volumen V4, u la
velocidad del fluido y dA el diferencial de &rea con vector normal a la superficie
saliendo del elemento de volumen. Usando el teorema de la divergencia

/ @dV V- (pu)dV (2.2)
Vo Vo
. de esto se deduce que

dp

at+v (pu) =0 (2.3)

con Vj estacionario y arbitrario. La ecuacion (2.3) es la ecuacion de continuidad en la
dindmica de fluidos y es una ecuacion diferencial parcial que denota la conservacion
de masa. El vector

pu = j (2.4)

es llamado densidad de momento o flujo de densidad de masa.

Introduciendo la derivada material

D 0

—_ == 2.
o Tw Vv, (2.5)
la ecuacion de continuidad (2.3) se escribe finalmente como
Dp
=0. 2.6
T TPV = (2.6)

2.1.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

Siguiendo el analisis anterior se puede considerar el cambio del momento de un
elemento de fluido con densidad p y velocidad u, ocupando un volumen pequeno V.
Para un fluido ideal, el cambio del momento se puede deber a, (i) el flujo de momento
que entra o sale del elemento del fluido, (ii) a las diferencias de presion p y (iii) a
fuerzas externas F. De manera que se escribe la siguiente ecuaciéon de balance de
momento

pudV = j{ puu - dA — pdA—I—/ FdV (2.7)
dt o Vo Vo

donde uu denota el producto externo con componentes w;u;, con los indices latinos
(1,7, k) seran para denotar las componentes vectoriales o tensoriales dado el caso.
Aplicando el teorema de la divergencia, la ecuaciéon queda escrita como



2.1. NAVIER-STOKES Y TEORIA DE CONTINUIDAD 5

0
/ ﬂdv =— [ V:(puu)dV — [ VpdV +/ FdV. (2.8)
Vo 8t VO VO VO
De la ecuacion (2.8) se obtiene la ecuacion de Euler:
dpu
W +V. (U.ll) = —Vp + F, (29)

una ecuacion diferencial parcial que describe la conservacion de momento en un fluido

ideal.

Escrito en una forma méas general, llamada también la ecuaciéon de momento de
Cauchy
dpu

& TV I=F (2.10)

con II el tensor de flujo de densidad de momento

Hij = PpUU; — O0yj. (211)

El término o;; es llamado el tensor de esfuerzos y representa la transferencia de
momento del fluido tal que no necesariamente contiene valores en la diagonal.

La transferencia del flujo de momento en la ecuacién de Euler solo incluye la
transferencia que es reversible, donde el flujo de masas o las diferencias de presion
son cantidades conservadas. Para fluidos reales, es necesario incluir términos de visco-
sidad o fricciéon interna que cause disipacion y transferencia irreversible de momento
de un elemento de fluido a otro.

Para establecer la forma del este tensor de esferzos de viscosidad o', su contribu-
cién debe ser cero si el flujo es uniforme. Si el gradiente de velocidad es pequeno, la
transferencia de momento debido a la viscosidad es puede representarse con términos
proporcionales a las primeras derivadas de la velocidad. Un tensor que satisface esto
es

ol =1 <8ui + auj) IR (2.12)

&%’j 8:62 i]a_xk

donde 7 y ¢ son coeficientes de viscosidad, d;; una delta de Kronecker. Usualmente
isotropicos y uniformes. Usualmente este tensor se descompone en dos partes

Ugj — (3%‘ n Ju; B 25 (9uk> g6 Ouy, (2.13)

Or; ' dw; 3 "o, Y 0wy

con 7 la viscosidad de corte y la combinacion ng = 2n/3 + ¢ la viscosidad de bulto.

Con lo anterior el tensor de esfuerzos se escribe como o;; = 07; — pd;;. Sustituyendo
en la ecuacién de momento se obtienen las ecuaciones de Navier-Stokes:
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d(pu;) Opusu;  Op 0 Ou;  Ou, 21\ Ouy
ot oz,  om om " *

+ — — | =—0;| +F. (2.14
Ox;  Ouy B 3 ) Oxy, ”] i )

Asumiendo que las viscosidades son constantes y considerando un fluido incom-
presible, p constante, la ecuacion (2.3) se reduce a V-u = 0. Y la ecuacion (2.14) pasa
a la ecuacion de Navier-Stokes en su forma mas comun, la ecuacién de Navier-Stokes
incompresible

Du
"Dt
donde, A =V -V = 9?/0x;0x; es el operador de Laplace.

— —Vp+nAu+F (2.15)

2.1.3. Ecuacion de estado

Se tienen ya cuatro ecuaciones, la ecuacion de continuidad que describe la conser-
vacion de la masa y la ecuacion vectorial de la conservacion de momento que describe
la ecuaciéon de Euler o Navier-Stokes.

Sin embargo, el sistema de ecuaciones atin no es cerrado ya que las incognitas
son la densidad, la presion y las tres componentes de la velocidad. Para ello se debe
anadir una ecuacion extra al sistema, por las propiedades termodinamicas pueden ser
relacionadas las variables de estado del fluido, tales como la densidad, la presion, la
temperatura, la energia interna y la entropia. Por las funciones de estado se puede
relacionar cualquiera de una de las variables de estado con otras dos creando asi una
ecuacion de estado.

Para un gas ideal una ecuaciéon de estado muy conocida es

p = pRT (2.16)

que relaciona la presion con la densidad y la temperatura T' a través de la constante
especifica del gas R, con unidades [R] = J/(kgK)?.

Otra ecuacion de estado que describe a un gas ideal es aquella que relaciona
presion, densidad y entropi

.
P (ﬁ) pla—so)/es (2.17)

bo Po

donde ya se hace uso de las capacidades calorificas, a volumen y presion constantes,
¢y Y ¢p respectivamene y v el cociente de ellos y llamado indice adiabatico v = ¢,/c,.

Con ¢, = (0e/0T)y y ¢, = (0(e + p)/p/OT).

Si se asume que la entropia es constante s = sg, la ecuacion de estado es
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o\”

p=po (—) (2.18)
Po

y se obtiene un sistema de ecuaciones cerrado. Otra forma es tomar la ecuaciéon de gas

ideal (2.16) y mantener la temperatura constante 7' & Tj, asi se obtiene la ecuacion
de estado isotérmica

p = pRTy, (2.19)

para relacionar linealmente la presion y la densidad. Para perturbaciones pequenas
de un estado de referencia, se pueden aproximar haciendo uso de la derivada total
de forma que dichas desviaciones son respecto a pg, po ¥ So. Asi la ecuacion (2.18) se
simplifica a

p = po+ ciop (2.20)
con ¢ la velocidad del sonido y descrito por ¢2 = (9p/dp)s.

Para la ecuacion (2.18), ¢ = /vRTy, y para la ecuacion isotérmica (2.19), la
velocidad del sonido es ¢, = v/ R1Tj

2.2. Escalas

Para analizar los problemas en la escala macroscopica, es necesario hacer un ana-
lisis de las escalas de longitud y de tiempo en los que se esté trabajando. Dado esto,
comenzando de lo més pequeno a lo méas grande se tiene (1) el tamano de una mo-
lécula o particula dado por [, (2) luego la distancia promedio entre colisiones de
estas, descrito por la distancia de camino libre medio l,,f,, (3) la longitud tipica de
los gradientes en los sistemas, [ y por tltimo, (4) el tamano del sistema [s. El orden
de tamanos se considera, [, < l,,r, < | <[; como se muestra en la figura 2.1.

Por otro lado la escala temporal. A tiempos muy cortos se tiene el timpo de colision
te ~ 1, /vy, es decir, que la duracion en un evento en una colision entre particulas es
el promedio de la velocidad térmica de las mismas, vy = (kg1 /m)'/?, kp la constante
de Boltzmann. Usualmente se asume que t. — 0, es decir, sucede instantaneamente.
El tiempo de vuelo libre medio se define como t,,¢, = Ly sp/vr, que es la escala en la
que opera la teoria cinética y donde el sistema se relaja a su equilibrio a través de las
colisiones.

A escalas un poco més grandes, donde ya existe flujo hidrodinamico de un elemento
de fluido a otro. Estan las escalas de la dindmica advectiva y la difusiva, la escala de
tiempo mas corta es la advectiva teon, ~ [/u y posterior la difusiva t4p ~ 12 /v con v
la viscosidad cinematica. El radio entre estas dos escalas es de relevancia ya que esta
relacionado con el nimero de Reynolds:

Re — tairs _ Ul (2.21)

tCOTL’U v
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Escala microscépica

Figura 2.1: Representacion de las diferentes escalas de longitud en un problema de
dindmica de fluidos

Una escala macroscopica también importante es la escala de tiempo acustica,
tsound ~ Cs, donde ¢, es la velocidad del sonido en el fluido. Y donde el niimero Mach
se deine como

Mg = Joownd _ % (2.22)
tconv CS
el radio entre las escalas de tiempo advectiva y de sonido. Es importante porque para
que un fluido pueda asumirse incompresible es necesario que el nimeros de Match sea
del orden de Ma< 0.1.
El ntmero de Knudsen se define el radio entre el camino libre medio y la escala
de longitud representativa

Kn = iz (2.23)

Estos nimeros son adimensionales y son de suma importancia, ya que de las
ecuaciones adimensionales, si el nimero de Reynolds e el mismo, la fidica de ambos
problemas es la misma y simplemente estan escalados a diferentes escalas de longitud
y velocidades. A esto se le conoce como ley de similitud.

Si se renormalizan las ecuaciones de Navier-Stokes con la escala de longitud [ y la
velocidad caracteristica del fluido V, se tiene

u D Fi 0 [ 0
. s P Fr— g_‘'2 VI =1V (224
v P T VY o Vor (2.24)

y quedan en su forma adimensional
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du* N
P = VP Re

donde puede apreciarse el nimero de Reynolds.

A*u* 4 F* (2.25)

2.3. Teoria cinética

La teoria cinética estudia el comportamiento de sistemas que yacen entre la escala
macroscopica y la microscopica, es decir, en una escala mesoscopica. Esto a través de
una distribucion de particulas, que se desenvuelve en escalas de tiempo alrededor del
tiempo libre medio de colision t,,,,.

Los problemas maés simples son casos de gases muy diluidos, donde las particulas
invierten muy poco de su tiempo colisionando, equivalente a asumir que las colisiones
se dan una a una. Como cada atomo colisiona elasticamente se conserva su energia
traslacional y todo lleva a realizar un estudio estadistico completamente clasico [7].

La longitud de onda de una molécula debe ser mucho mas pequena que el promedio
en la separacion entre moléculas

1
h V3

o= s <oy~ ) (220
con Ap la longitud de Debye, h la constante de planck, m la masa de la molécula, V' el
volumen y N el nimero de moléculas. Bajo esta condiciéon, cada molécula se representa
como una particula con posiciéon y momento bien definidos y se consideran ahora
indistinguibles, y una forma de simplificar el problema es ignorando la estructura
atomica de las paredes en las que el gas este encerrado. No es de interés el estudio
individial de cada una de las particulas sino de un conjunto de ellas a través de una
funcion de distribucion.

2.3.1. Funcioén de distribucién y sus momentos

La variable fundamental de la teoria cinética es la funcién de distribucién de par-
ticulas f(x,&,t), que representa simultaneamente la densidad de masa en el espacio
fisico tridimensional y el espacio de velocidades tridimensional, es decir, la densidad
de particulas con velocidad & = (&,,&,,£,) con posicién x al tiempo t.

La funcion de distribucion esta conectada con las variables macroscopicas a traves

de sus momentos. La densidad de masa es la integral en el espacio de velocidades de
la funciéon

plx,1) = / F(x. &, 0)d%, (2.27)

la densidad de momento se calcula tomando en cuenta la contribuciéon & f
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plx, thu(x, 1) = / £ (x. & 1), (2.28)

y similarmente la densidad de energia total, dada por
ple1EGxt) = [ IEP S € e (229)

2.3.2. Funcién de distribucién en equilibrio

A un tiempo suficientemente largo, se asume que su funcion de distribucion de
un gas, f(x,&,t), alcanzara una distribuciéon en equilibrio f¢(x, &, t) isotropica en el
espacio de velocidades alrededor de & = u, que en un sistema de referencia moviéndose
con velocidad u, la funcion de distribucion de equilibrio se escribe como f4(x, |v]|,t):

FUNVE) = fevg + vy +02) = fip () fib(vy) fip(v2). (2.30)

La funcion de distribucion en equilibrio en tres dimensiones es el producto de tres

funciones de distribucion en el equilibrio en una dimensiéon. Manteniendo la velocidad

constante [v|* = v} + v + v? = cte implica f*(|v|*) = cte. Tomando el logaritmo

natural In f°9(v7) +1n f(v7) +1n f(v2) = cte. Esto se completa si en una dimension
el equilibrio tiene la forma In f{%(v2) = a + bv2,a y b constantes. Asi

In f75(02) +In fif(v2) +1In fih(v2) = 3a + b(v2 4 v} + v2) = cte. (2.31)
La forma final de la funcién de distribuciéon en equilibrio en tres dimensiones es

Fe(Jv]) = edeebl’! (2.32)

donde a y b se calculan de manera explicita, tal que los momento de la funciéon de
distribucién en el equilibrio sean los mismos que para f. De esta manera se obtiene
que

1 i 2/(2RT
R e A (239

llamada también la distribucién de Maxwell-Boltzmann.

2.3.3. Ecuacién de Boltzmann y el operador de colision

Como f depende de x, & v de t, al escribir su derivada total resulta

df af\ dt of \ dx; of \ d¢;

— === — ] == — | = 2.34

at (&)ﬁ+<%)cﬁ+ o€, ) (2:34)
analizando cada uno de los términos del lado derecho se tiene que, dt/dt = 1,
dxj/dt = & la velocidad de la particula y de la segunda ley de Newton d¢;/dt = F}/p.
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Reescribiendo con estos términos y con la notacion Q(f) = df /dt, se obtiene la ecua-
cién de Boltzmann

of of | EFof
o 9o, g A %)

El término (f) es llamado el operador de colision. Se sabe que las colisiones
conservan masa, momento y energia traslacional. Esto implica que los momentos del
operador de colisién son cero

/Q(f)d?’g =0, (2.36)
/Q(f)d3€ =0, (2.37)
[ et —o, (239

/|v|29(f)d3£ =0 (2.39)

que representan conservacion de masa, momento, energia total e interna respectiva-
mente.

El operador de colision de la ecuacion de Boltzmann tiene una forma complicada
donde se consideran todas las posibles formas de colisién entre dos particulas, para
alguna eleccion de fuerzas intermoleculares. Para Lattice Boltzmann este operador se
basa generalmente en una forma simple, el operador de colision BGK

f) =~ (F ~ ). (2.40)

Llamado asi por sus inventores Bhatnagar, Gross y Krook. Donde la constante 7
es conocida como el tiempo de relajaciéon, que determina la velocidad con la que la
funcion de distribucion tiende al equilibrio.

2.3.4. Ecuaciones de conservacién macroscopicas

Las ecuaciones macroscopicas de la mecénica de fluidos se obtienen directamente
de los momentos de la ecuacion de Boltzmann, introduciendo asi una notacion general
de dichos momentos

to— [ fa% = (2.41)
II, = / & FdPE = puy, (2.42)

I, — / €6, (2.43)
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I — / CEjenfde. (2.44)

Los dos primeros representan los momentos para la masa y la densidad de momen-
to. Otras cantidades que se obtienen al tratar los términos de fuerza, que se obtienen
a través de integracion por partes son

/ OF d*¢ =0, (2.45)

¢,
/fzaf d3€ = zga (246)
/ §ige iy —2pu;. (2.47)

2.3.4.1. Ecuacion de conservacion de masa

La ecuacion de continuidad describe la conservacion de masa y se obtiene direc-
tamente al integrar la ecuaciéon de boltzmann en el espacio de velocidades

0 0 Fy [ Of pe_
5 | 10es g [ereer 2 [ Shee= [anee ay

Lo que se obtiene es, como se menciond, la ecuacion de continudad que no depende
de la forma particular de f

9p  9(puy)
ot T o,

=0. (2.49)

2.3.4.2. Ecuaciones de conservacion de momento

De manera similar, multiplicando por ; e integrando nuevamente en el espacio de
velocidades, se obtienen las ecuaciones

=F, 2.50
donde II;; se define como en tensor de flujo de momento,
Hij = pUU; + /Uivjfd3€. (251)
Lo que se obtiene finalmente es la ecuacion de momento de Cauchy
Opui) | Opuiu;) _ 0oy
= F;, 2.52

que no estaré cerrada hasta conocer el tensor de esfuerzos

oij = —/vivjfdgf. (2.53)
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2.3.4.3. Ecuaciéon de conservacion de energia

Finalmente, se obtiene la ecuacion para la energia a través de la traza de el segundo
momento, es decir, multiplicando por ;§; e integrando en el espacio de velocidades
ot 2 Ox j

Simplificando como se hizo para la ecuaciéon de momento se obtiene la ecuacion
de la energia total

pE) | 0(pu;E) _ O(uioi;) g
— Fu, — 24 2.55
o o, or, % T Bg, (2.55)
con q el flujo de calor dado por ¢; = (1/2) [ vvv; fd3¢.
Se obtiene de aqui también la ecuacion de la energia interna
d(pe) | O(puje) Qui g
= 0j; — . 2.56
ot oz,  “Yon, 0w (2.56)

2.3.5. Teorema H de Boltzmann

Existe una relacion entre la entropia y la funcion de distribucion f. Boltzmann
mostro que la cantidad

H:/flnfd% (2.57)

solo puede decrecer y que alcanza el valor minimo cuando la funcién de disribucion
f, alcanza el equilibrio.

Esto se puede mostrar de la ecuacion de Boltzmann, multiplicandola por (1+1n f)

0 0
E/flnfd?’éqt g /5f1nfd3§:/lnf§2(f)d3§. (2.58)

Donde ésta es una ecuacion de balance para una cantidad a la que se le llamara
‘H y tiene la forma de una ecuacién de momento, similar a las de masa, momento y
energia. Asi [&fIn fd*¢ = H es el flujo de la cantidad H, separarable en su forma
advectiva y diffusiva.

Sustituyendo el operador de colisién por el operador BGK se obtiene

/m FQUf)d3e = %/feq In <f{q) (1 - f{q) 43¢ <0, (2.59)

para f = f° la integral es idénticamente cero. Como consecuencia de la ecuaciéon
anterior
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OH OH
—— + <0. 2.60
Se observa que H solo decrece hasta que la funciéon de distribucién alcanza el
equilibrio. A simple vista es un analogo a la entropia en termodinamica hasta que
alcanza el equilibrio y llega a su entropia maxima. Y de hecho, para gases ideales ‘H
es proporcional a la densidad de entropia

ps = —RH. (2.61)



Capitulo 3

Magnetohidrodinamica

Cuando un material conductor transporta una corriente en el interior de una
region con campo magnético, aparecen ciertas fuerzas magnéticas sobre las particulas
que componen al conductor. Si ahora se considera a dicho conductor como un fluido,
la dinamica se vera afectada por la existencia de campos magnéticos y corrientes
inducidos. Dichos fenémenos se pueden estudiar a través de la magnetohidrodinamica,
donde se combinan las diciplinas de la hidrodinamica y el electromagnetismo.

3.1. Electrodinamica

Bajo el interés de entender las propiedades eléctricas y magnéticas de un material,
se escribe un breve repaso de electrodinamica [8]. Posteriormente su conexion con las
ecuaciones de la hidrodinamica, para dar lugar a las ecuaciones de la magnetohidro-
dindmica [9]. Por simplicidad se asume que de las propiedades de los materiales, la
conductividad eléctrica (o) es espacialmente uniforme y que el medio es incompresible.

3.1.1. El campo eléctrico y la fuerza de Lorentz

La dinamica de una particula con carga ¢ y velocidad u estara definda por la
ecuacion

f =g¢E; + ¢E; + qu x B, (3.1)

donde el primer término de la ecuacion es el de la fuerza electrostatica o de Coulomb,
el segundo término es el campo eléctrico inducido por las variaciones del campo mag-
nético y el tercer término es el de la fuerza magnética, que surge por el movimiento
de la carga a través del campo magnético presente.

De acuerdo con la ley de Coulomb, el campo electrostatico (Eg) es irrotacional y
la ley de Gauss fija la divergencia de Eg, tal que

V xE;=0, V-E; = p./eo (3.2)

15
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donde, p. es la densidad total de carga y ¢, la permitividad en el vacio.

El campo eléctrico inducido, por otro lado, tiene divergencia cero, mientras que
su rotacional es finito y gobernado por la ley de Faraday

0B
ot

Combinando ambos campos eléctricos E = E; + E;, se obtienen las siguientes
ecuaciones:

V-E=p./e (Ley de Gauss), (3.4)

0B
VxXE= ~5 (Ley de Faraday), (3.5)
f=q¢(E+uxB) (Fuerza de Lorentz). (3.6)

3.1.2. Ley de Ohm y fuerza volumétrica de Lorentz

Para un conductor estacionario se tiene que la densidad de corriente, J, es propor-
cional a la fuerza experimentada por las cargas libres. Se escribe de forma convencional
como la ley de Ohm, J = ¢E. Sin embargo, si el medio se mueve a cierta velocidad
u, la densidad de corriente J se relaciona adicionalmente con el campo magnético B,
asi la ecuacion queda findlmente como

J=o(E+uxB). (3.7)

Sumando las ecuaciones de la fuerza de Lorentz (3.6) sobre una unidad de volumen
del conductor, > ¢ es ahora la densidad de carga p. y > qu la densidad de coriente,
J. De esta manera la version volumétrica es

F=pE+JxB (3.8)

donde F es ahora la fuerza por unidad de volumen actuando sobre el conductor.
Tomado la divergencia de (3.7), usando la ley de Gauss y con (?7?) se obtiene

Ipe | pe

— V:-(uxB)=0 3.9
oV (uxB) =0, (39)
donde 7, = €y/0 es el tiempo de relajacion de la carga, para un metal conductor
tipico toma valores alrededor de 107'®segundos. Considerando u = 0 se obtiene

Ope /Ot + pe/Te = 0, v las soluciones estan dadas por

Pe = pe(O)e_t/Te. (3.10)

Para problemas mas adelante se consideran escalas de tiempo mas largas, por lo
que este término se desprecia y la ley de la fuerza queda simplificada a

F=1JxB, (3.11)
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equivalente a decir que existe una coservacion de carga, que la variacion en densidad
de carga es tan pequena que

V-J=0. (3.12)

3.1.3. Leyes de Ampére y Biot-Savart

La ley de Ampére-Maxwell describe como se generan campos magnéticos a partir
de corrientes eléctricas de la siguiente manera

8E} | (3.13)

VxB=pu|d+e—

H [ 075;
el segundo término del lado derecho fue introducido por Maxwell como una correcién
a la ley de Ampére y llamado desplazamiento de corriente. Tomando la divergencia

de esta ecuacion y usando ley de Gauss

-E
asi
0 Ope
V-J——GDEV-E——(%. (3.15)

Esto es solo la ecuacion de la conservacion de carga, la cudl, sin el término de
desplazamiento de corriente, seria violada. Por otro lado, combinando ley de Gauss y
conservacion de carga se obtiene

OE
V- |J+e—]| =0, 3.16
{ 0 875] (3.16)
sin embargo, la correcion de Maxwell no es necesaria al momento de describir las
ecuaciones de la magnetohidrodinamica. A partir de que el término dp./0t es des-
preciable, por lo que se llega a que €g0E/0t sera pequeno cuando se describa la

magnetohidrodinamica. Esto es

OE

Dadas las condiciones anteriores basta con la forma pre-Maxwell tomando tnica-
mente la forma diferencial de la ley de Ampére

V x B =pld. (3.18)

Esto es consistente con (3.13) donde la divergencia demanda V - J = 0.

En general J no es solenoidal, dado que la conservacion requiere V - J = 0p./0t,
pero la ley de Amperé no aplica a menos que V -J =0
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3.1.4. Ley de Faraday

La ley de Faraday dice que

0B
ot’
el efecto de un campo magnético que varia en el tiempo induce un campo eléctrico.

Como V - (V x E) = 0, implica que 0B/0t es solenoidal, de hecho indica que B es
soleniodal por si.

VXE=-— (3.19)

V-B=0. (3.20)

Calculando el rotacional del campo magnético y tomando en cuenta que es sole-
noidal V-B =0, y de que V x V x B = —V?B, tiene como consecuencia

V2B = —uV x J. (3.21)

3.1.5. Ecuaciones de Maxwell

Cuando se combinan la ley de la fuerza y la ley de la conservaciéon de la carga, y
todo lo que se sabe de electrodinamica clasica, discutiendo su significado daorigen a
las ecuaciones de Maxwell en su forma reducida

V-E= &, (Ley de Gauss) (3.22)
€0

V-B=0, (Naturaleza de B) (3.23)

B
VXxE= _88_757 (Ley de Faraday) (3.24)
OE .

VxB=pul(J+ €0 ) (Ecuacion de Ampere-Maxwell) (3.25)
9pe y

V-J= o (Conservacion de Carga) (3.26)

f=¢(E+uxB). (Fuerza de Lorentz) (3.27)

3.1.6. Forma reducida de las ecuaciones de Maxwell para mag-
netohidrodinamica

Se dedujo que la fuerza eléctrica, ¢E, es muy pequena comparada con la fuerza de
Lorentz, por lo que F = J x B. Similarmente la contibuciéon del cambio en la densidad
de la carga eléctrica dp./dt, por ende V - J = 0.

Entonces, para llegar a las ecuaciones de la magnetohidrodindmica ya se hab
obtenido ya las ecuaciones:
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= Ley de Ampére y la conservacion de la carga
V xB=ud, V-J=0. (3.28)

» Ley de Faraday y la contriccion sobre la divergencia del campo magnético (La
no existencia de los monopolos magnéticos)

B
VXE:—a—, V-B=0. (3.29)
ot
= Ley de Ohm y la fuerza de Lorentz por unidad de volumen
J=0(E+uxB), F=JxB (3.30)

Estas son las ecuaciones constituyen una base fundamental de las leyes de la
electrodinamica y que darén forma a las ecuaciones de la MHD.

3.1.7. Ecuaciéon de trasporte del campo magnético

Combinando las leyes de Ohm y Ampére con la ecuacion de Faraday se obtiene
una expresion que relaciona u con B

0B
—E:—VXE:—VX [(J/o)—uxB]=Vx[uxB-VxB/us] (3.31)
Por la restriccion de la divergencia del campo magnético, se tiene que VxV xB =
—V?B, y de esta manera se obtiene la llamada ecuaciéon de induccién magnética

0B
E =V x (u X B) + anQB, (332)
con 7, = (uo)~t, llamada difusividad o resistividad magnética. En el caso de un

conductor perfecto se tiene que 1, = 0 y por lo que la ecuacion de induccion magnética
queda reducida a

OB
o =V x (uxB). (3.33)

3.2. Ecuaciones de la Magnetohidrodinamica

A partir de las ecuaciones reducidas de Maxwell

V x B =uld, V-J=0, (3.34)
B
VXE:—%—t, V-B=0, (3.35)
complementadas con la ley de Ohm y la fuerza de Lorentz
J=0(E+uxB), F=JxB, (3.36)

y complementando con las ecuaciones de la hidrodinamica, se daré forma a las ecua-
ciones de magnetohidrodinamica.
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3.2.1. Ecuaciones de MHD y su forma adimensional

Se obtuvo la ecuacion de induccién magnética

0B
- = V x (ux B) 41, V’B, (3.37)
o tomando en cuenta que u y B son solenoidales
DB
D (B-V)u+1,V’B (3.38)

Por otro lado se tiene la ecuacion de Navier-Stokes, que incorporéandole como
fuerza externa esté la fuerza de Lorentz en forma volumétrica, queda de la forma

pjltl — _Vp+ wV2u+J xB, (3.39)

de esta ecuacion se puede calcular la vorticidad de u, w =V x u

Dw

Dt

Reorganizando las ecuaciones se obtiene finalmente el siguiente sistema de ecua-
ciones, escrito unicamente en términos de u, B y p:

=(w-V)u+vViw+p 'V x (J x B). (3.40)

ou

pgp Hru-Vu=—Vp+pViutJxB, (3.41)
80_1153 =V x (ux B) + 1, V’B, (3.42)
Vou=o, (3.43)

V-B=0. (3.44)

Con una la velocidad caracteristica U, una longitud caracteristica L y una mag-
nitud del campo magnético caracteristica B, ademés de el tiempo y la presion carac-
teristicos con L/U y poU? respectivamente. Haciendo uno de los siguientes niimeros

Re = —, Nimero de Reynolds (3.45)
v
LU .
Re,, = —, Namero de Reynolds magnético (3.46)
m
H = BL (E) : Niamero de Hartmann (3.47)
n

las ecuaciones de la magnetohidrodinamica escritas de forma adimensional son

du _ P 2
pg+pu~Vu——Vp+EV u+ NJ x B, (3.48)
OB 1,
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V-u=0,
V-B=0.

donde N es llamado el pardmetro de interaccion, N = H?/Re.
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Capitulo 4

Método de Lattice Boltzmann para
Hidrodinamica y MHD

Existen una gran variedad de técnicas numéricas para resolver problemas de di-
namica de fluidos, la mayoria basados en métodos de diferencias finitas y voliimenes
finitos, donde las ecuaciones de conservaciéon en el continuo son discretizadas y se
resulelven computacionalmente. Estos métodos se pueden extender a flujos en MHD
introduciendo algtin procedimiento para resolver la ecuacion de inducciéon e incluyen-
do el término de la fuerza de Lorentz. Este trabajo consiste en realizar esa extension
con el método de Lattice Boltzmnn.

4.1. Lattice Boltzmann en hidrodinamica

En este capitulo se discretiza la ecuaciéon de Boltzmann en dos pasos. Primero
discretizando el espacio-tiempo por el método de caracteristicas y posteriormente la
discretizacion el espacio de velocidades limitandose a un conjunto finito de velocida-
des. El resultado de estos pasos es la ecuacion de Lattice Boltzmann [5].

4.1.1. Discretizacion de la ecuacion de Boltzmann

Tomando la ecuacion de Boltzmann en el espacio de velocidades continuo

of ., of  Fof f—r

ot & ox; * p 0¢&; (7) T (4.1)
y la funcién de distribuciéon en equilibrio

Fp, %, T, &) = =L (E-w?*/CRT) (4.2)

(2nRT)4/2

se escribiran de forma que sea mas facil manejarlas de forma numérica.

23



24CAPITULO 4. METODO DE LATTICE BOLTZMANN PARA HIDRODINAMICA'Y MHD

4.1.1.1. Adimensionalizacién

Los fenomenos fisicos ocurren en diferentes escalas de tiempo y espacio, una forma
de clasificar todos estos fenémenos es a través de sus escalas caracteristicas. Se anali-
zan las propiedades de algtun fluido a través de su longitud caracteristica [, velocidad
V' y densidad pg. El tiempo caracterisco viene dado por to =1/V.

Introduciendo las derivadas adimensionales

0 [ 0 0 0 0 0
o=V o lar  ae = Voe 43)

se obtiene la ecuacion de Boltzmann adimensional realizando las sustituciones apro-
piadas

of* of Frof*

¥ — = Q*(f* 4.4
donde f* = fV4¢/py, F* = Fl/(poV?), p* = p/po vy Q* = QIV?/py, mientras que la
funcién de distribucion en el equilibrio queda de la forma

feas — W(g(emmzm (4.5)
m

donde la temperatura en forma adimensional se escribe como 6* = RT/V2.

Finalmente usando el caso libre de fuerzas, se reescribe la ecuacién de Boltzmann
y la funciéon de distribucion en equilibrio como

0 0
(9_J7:+€i8£ =Q(f), (4.6)
fea — mg)d/ge—@—u)?/(zex (4.7)

4.1.1.2. Leyes de Conservacion

Tomando la ecuaciéon de Boltzmann en el espacio de velocidades continuo, se deben
satisfacer las leyes de conservacion tal que

plx,1) = / f(x. 6, )€ = / (0,6, u,0)d%, (48)
p(x, thu(x, £) = / €F(x. &, 1)d% = / (0,6, w, 0)Ed, (4.9)
plx, 1) E(x, ) = / €12 (x, &, )%, (4.10)

De las ecuaciones de continuidad, se ha asumido que se ha aplicado Chapman-
Enskog, es decir, que

/h(é)f(x,ﬁ,t)dEZ /h(é)feq(xjﬁ,t)dﬁ (4.11)
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donde h(&) es una combinacion lineal de cantidades conservadas
h(& =A+B-£€+CE €. (4.12)

4.1.1.3. Discretizacion en el tiempo

La discretizacion del tiempo se hace a través del método de caracteristicas, el cuél
explota la existencia de trayectorias en el espacio de variables independientes de las
ecuaciones diferenciales parciales que permitan simplificarlas a ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Se puede reescribir la ecuacion de Boltzmann como

Vo= (4.13)
donde

d 9

=, (4.14)

se ha asumido nuevamente que la funciéon de distribuciéon f es continua, sin embargo,
se puede realizar con las funciones ya discretizadas en el espacio de velocidades.

Multiplicando por e*/” en ambos lados

daf
i/ 4
“

reescribiendo todo el lado izquierdo de la ecuaciéon como

1 1
+ ;fet/T = ;feqet/f, (4.15)

d(fet/T) t/Tdf

b 4.16
o p7iR f (4.16)

a se obtiene que

d(fet/T) 1 gt/
= — T, 4.1
dt Tf ¢ (4.17)

Integrando sobre un intervao temporal At, se obtiene por un lado

At , , At
/ d(fe'/T) = fe'T| = f(x+EALE t+ AT — f(x,€,1) (4.18)
0 0
y por otro lado se tiene
At 1 , 1 At ,
/ —feaetat = = | feUx+ & €t + e Tt (4.19)
o T T Jo

se escribe finalmente, combinando las ecuaciones (4.18), (4.19) y despejando f(x +

EALE t+ At):
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1 At ,
f(x+EALEt+ At) = —e A7 fex+ & &t +t)e!mdt + e AT F(x,€,1).
T 0
(4.20)
Si se asume At muy pequeno y [ suave, se puede expandir a f¢? como

fUx+ & Et+t) = (1 — —> fUx, &, t) + i—/tfe‘I(x + EAL &t + AL) + O(A).

(4.21)
Sustituyendo la ecuacion (4.21) en la integral (4.20), y expandiendo en serie de
Taylor e™2/7 =1 — (At/7) + O(At?) se obtiene finalmente que

f(X + EAt7€’t + At) - f(Xagvt) = _%(f(xvg7t) - feq<X7£7t>>' (422>

4.1.1.4. Discretizacion en el espacio de velocidades

La discretizacion en el espacio de velocidades se puede derivar a partir de una
expasion en el niimero de Mach o a partir de la expasion en serie de Hermite, ambas
aproximaciones dan la misma forma del equilibrio para las ecuaciones de Navier-
Stockes, a cierto orden.

La expasion sobre el niimero de Mach a la funcién de distribucion en el equilibrio,

eq _ P —(£—u)?/(20)
f (p7X767€) - (27T9)d/26

_ P —£2/(20) (€-u/(0)—u?/20)
= e e
Eu | (Eu)? P

— P ¢
(2r6)2¢ L2+ 7o~ gg| TOW)

sin embargo, al tratar de obtener mejores resultados a érdenes mayores ya no es fac-

tible.

Por otro lado, si se parte de la expansion de los polinomios de Hermite, que se
deescriben un poco més a detalle en el Apéndice A, la funcién de distribuciéon en el
equilibrio toma la forma

Fp,u,0,8) = w( Z e(p,u, 0) - H™M(E), (4.24)
=0
éw%gmm:/}wAmaQHW@m% (4.25)

donde w(&) es de la forma
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1

“&) = (2m) /2 e e

y reescribiendo la funcién de distribuciéon en equilibrio como

eq __ P (5 B 11)
=g (557).
amea — 05/2 w (5_—\/;’) H(n)(f)ddf

con un cambio de variable = (£ — u)/v/#, se obtiene

almes = p/w (n) H™ (V0n + u)d®y.

Los primeros cuatro polinomios de Hermite son

HO =1,

H =¢

HY = &€ - 63,

Hz(j312 = &k — ( i€k + 0k + 0ji&i)

y dadas estas ecuaciones se calculan los coeficientes a(™*? y se obtiene que

a0eq — P,
51)7eq = pPu;,
a2 = plugu; + (0 — 1),
Z] - p(uluj + ( ) zg);
ali " = p [wsujug + (0 = 1)(Sijus + ju; + Opiu;)]

Expandiendo la serie iinicamente hasta orden dos, se obtiene

2

I, 0,0, €) ~ w( Z " (p,u,0) - H(€)

= w(&)p {1 + & + 5

L iy + (0 — 1)8) (685 — 6

27

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.38)

(4.39)

Para finalmente discretizar el espacio de veocidades, se emplea la cuadratura de

Gauss-Hermite, que permite aproximar integrales de la forma [

w(€)¥(&)dE a una

sumatoria finita considerando las raices de los polinomios de Hermite, ver Apéndice

B,
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[w@o@ie~ > v, (4.40)

La cuadratura de Gauss-Hermite garantiza que si ®(£) es un polinomio de orden
@, la integral se puede calcular de forma exacta

t/me@@@ms=§)%@@@@ (4.41)

con niimero de absisas al menos de N = (Q +1)/2 y wq = n!/(nH"V(£,))%. Asi se
obtiene un set finito discreto en el espacio de velocidades y la funcion de distribuciéon
en el equilibrio es

[l = f(€) = wap [1 + Eaitti + %(uzu] + (0 — 1)5ij)(£ai£aj - 61)} . (4.42)

Si se asume que se esta en el caso isotérmico, se considera que 6 = 1, por lo que
se tendra que la ecuacion toma la forma

;q = WapP |:1 + faiui + %(uiuj)(faifaj — 5, ):| . (443)

Se puede escribir ademés que f(x,€,,t) = fa(x,1).
Usando la discretizacion espacial y temporal con la el espacio de velocidades se

obtiene la llamada ecuaciéon de Boltzmann discretizada o ecuacién de Lattice Boltz-
mann;

1
falx+ &t t+ A) = fa(x, 1) = =~ (falx,t) = fT(x,1)). (4.44)
Donde se tomaran los pasos al resolver numéricamente como:

= Collision:

Falo ) = fulbe,t) = ~(falxot) = FE90x, 1), (1.45)

= Propagacion
fa(x + EALE+ At) = fo(x,1). (4.46)

Los momentos macroscopicos se calculan ahora como

p= fa=1_ [, (4.47)
pu=> Eufo=> &t (4.48)
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Dependiendo de las dimensiones y de las velocidades descritas se escriben los
modelos DdQq, donde d significara la dimensién y ¢ el niimero de velocidades en que
se discretiza.

Modelo D2Q9

Se describe a continuaciéon el proceso para calcular los pesos y valores de las
diferentes velocidades discretizadas [1].

Calcular los momentos hidrodinamicos es equivalente a evaluar la siguiente integral

N EGI (.49
donde 9(§) corresponde a un polinomio de & y si se escribe como ¥, ,(§) = ¢}
_ [ P /@0 emen fou (Eu? WP
= / @nf)7 S {1 T T T g Ty (4.50)

asumiendo ademés que se estéd en el caso isotérmico (§ = 1) se obtiene que

2 2
- P —£2/2¢men . (511) _U_
= / (2m)7° Sy [1 et 5 | Batlls (4.51)
escribiendo
Im - /fmeedéa (452>
se tiene que
p u’
I = - |:ImIn (1 + ?) + (ug L1 I + uy]mInJrl)} (4.53)
1
+L [§<uilm+21n +uy L "+ uxuyfmfw} : (4.54)

Solo basta con calcular las integrales para valores de m < 5, por los momentos
que son necesarios y asi resolviendo las integrales se llega a que [, = I3 = I5; = 0,
mientras que

IO _ /oo 6_52/2d§ _ /_271" /OO 526_52/2115 _ /—27_(_7 /OO 546_62/2d£ =3 /27.‘.'
B ) B (4.55)

Tomando las tres velocidades diferentes con & = 0, y resolviendo para & y & se
obtiene el sistema de ecuaciones

wo + w1 + wy = V2,
w11 + w2 = 0,
wi&f + wafh = V2,
wi&] 4 was =0,
i +waty =32,
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Resolviendo el sistema de ecuaciones wy = 2v/27/3 y wy = wy = v/27/6, reempla-
zando en la integral como sumatoria por Gauss-Hermite de estos valores se obtiene
que

szfm_ vor (2€o + 51 + £2> (4.56)

sustituyendo en la ecuacion (4.54)

2
p
= Z iwien, (1= ) + Eiatty + &gy + G5t + 2upuy iy + €0y -

(4.57)
Se reescribe & ; = (&,&j,) ¥y por otro lado el momento que se esta calculando

¢m,n(§i,j) =& ]T‘Lya asi

2
p
= Z Wit n (&) (1= 0%) + &5 - u+ (& w)°) (4.58)
reemplazando las combinaciones de los omega se obtiene que
oy 4/9 i=j=2, a=0.
We=—2=¢1/9 i=1,5j=2,.., a=1,2,3,4. (4.59)
T 1/36 i=j=1,.., a=5,6,7,8.

Asi finalmente se obtiene la funcién de distribucién en equilibrio para el modelo
D2Q9 es

(€ - u)° “2] (4.60)

U= wap |1+ (€q - 1) + 2 — —
o p { (€a 1) 5 5

De las ecuaciones se obtiene &, tiene factores de V3. Y como simplificaciéon se
asume ¢; = £,/v/3 y para los modelos que se describiran a continuacion, el valor de
la velocidad del sonido toma el valor de ¢; = 1/1/3, por propiedades de la malla y de
ser el caso isotérmico. Por lo que se ha reescrito la ecuacion de la forma:

o) (oo w28,

222 (461)

e

S

Lo que une a las ecuaciones de Lattice Boltzmann con las ecuaciones de Navier-
Stockes es el anélisis de Chapman-Enskog. Por medio de dicho anélisis se puede
mostrar que el comportamiento de las ecuaciones de Lattice resultan en el comporta-
miento de las ecuaciones de Navier-Stockes relacionando la viscosidad con el tiempo

de relajacion como
At
v=c (T — 7) , (4.62)
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Notacion Velocidades Nfimero Longitud | Pesos
C; |Cz| Wi
D2Q9 (0,0) 1 0 4/9
(£1,0), (0, £1) 4 1 1/9
(+£1,+1) 4 V2 1/36
D3Q19 | (0,0,0) 1 0 1/3
(£1,0,0), (0, £1,0), (0,0, 1) 6 1 1/18
(£1, | ,0), (£1,0,£1), (0, £1,£1) | 12 V2 1/36
D3Q27 | (0,0,0) 1 0 8/27
(£1,0,0), (0, £1,0), (0,0, £1) 6 1 2/27
(£1,+1,0), (£1,0,41), (0, £1,+1) | 12 V2 1/54
(1, £1, £1) 8 V3 1/216

Tabla 4.1: Tabla de los velocidades y sus pesos de acuerdo al modelo

dicho analisis se puede encontrar en el Apéndice D.1.

En la Tabla 4.1.1.4 se muestran las velocidades y los pesos de cada una de ellas,
para los diferentes modelos usados en este trabajo para la parte hidrodindmica. Y en
la Figura 4.1 se puede observar una representacion gréafica de las velocidades discre-
tizadas de los modelos descritos en la tabla.

6 2 21
15
3=
0
—6
7 4 8 22 18 23

Figura 4.1: Representacion grafica de las velocidades en los modelos D2Q9 y D3Q27
respectivamente. El modelo D3Q19 corresponde a las mismas velocidades que el mo-
delo D3Q27 sin tomar en cuenta las ultimas ocho, correspondientes a las rojas.
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4.1.2. Implementacion

Para implementar un cédigo numérico en Lattice Boltzmann se deben de seguir
los pasos que se muetran a continuacion:

= Se establecen condiciones iniciales tanto para la densidad p, como para la velo-

cidad u.

» Se calcula la funcion de distribucion en el equilibrio f£9, de la ecuacion (4.61).

» Se realiza el paso de collision, ecuacion (4.45).

= Se realiza el paso de propagacion, ecuacion (4.46).

= Se establecen las condiciones de frontera adecuadas al problema.

= Se calculan los momentos macroscopicos, p = > fo, pu = > €afa-

= Se repite desde el calculo de la funcién de distribucion en el equilibrio, al si-
guiente paso de tiempo t + At.

Maés adelante se muestra un diagrama que corresponde al orden de la implemen-
tacion del método en problemas de hidrodinamica.

4.1.2.1. Condiciones de Frontera

Para problemas de hidrodinamica se consideraréan tres tipos de condiciones de
frontera:

= Condiciones de frontera periodicas: que corresponde a pensar que el sistema
descrito en la malla usada se repite de manera infinita en el espacio y el mismo
fendémenos en ese espacio se repite infinitamente en todo el espacio.

» Condiciones de frontera de rebote, que corresponde a pensar que el fluido re-
bota en las paredes, esto se haré sin realizar ningin tipo de interacciéon con las
paredes, es decir, que el material de las paredes no interacciona con el fluido.
Estas paredes se pueden mover.

» Condiciones de frontera tipo Zou-He para simular gradientes de presiéon entre
dos de las fronteras del sistema.

Se describen las formas de implementar las condiciones de frontera para el modelo
D2Q9 a manera de ejemplo. Las de los otros modelos se podran encontrar en el

Apéndice C.
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[ Inicio }

Condiciones Iniciales

[ p,u

Se calcula la funciéon de equilibrio

. 11)2

—

Colision
[ Ful,8) = fulx, 1) — B (fulbx, 1) — [29(%,1) ]
Propagacion t+ At
( _ N\
fa(x+ co At t + At) = f,(x,1)
\ J
a )
Condiciones de Frontera
G J
Calculo de nuevos momentos

p=Zf:fa ; J
pa=73", Cufa

S

Condiciones de Frontera Periddicas en el modelo D2Q9

Se les mencionaré a las fronteras por el nombre de: tapa izquierda a la que corres-
ponde a T = Ty, con fi%4 tapa derecha a la que corresponde a & = T4, con f4¢
tapa norte a la que corresponde con y = Y4, con fr y tapa sur a la que corres-
ponde con y = Ypin con f347 . De la figura (4.2) se observa que para las funciones de
distribucion en la tapa izquierda fi?, fi** y fi*? no tienen informacion en el paso de
propagacion por lo que se debe considerar que clase de paredes se estan tomando en
cuenta.

Para las condiciones de frontera periddicas, se considera que el sistema es infinito
pero la dinamica es igual all de la malla usada, por lo que se considera que para las
diferentes fronteras seran:
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IZQUIERDA
/
/
v
<N\

[
VYHO3IY3d

Figura 4.2: Fronteras correspondientes a las tapas izquierda y derecha. En rojo las
funciones de distribucion desconocidas en el paso de propagacion.

Tapa Izquierda Tapa Derecha
izq __ pder der __ pizq
1 =1 3 = J3
izq __ pder der __ pizq
5 —Js 6 — Je
izq __ pder der __ pizq
8 — J8 7 =7

Tapa Norte Tapa Sur
nor __ psur sur __  fnor
4 = Ja 2 = J2
nor __ psur sur __ pnor
7 — 7 5 —Js
nor __ psur sur __  pnor
s — Js8 6 —J6

Condiciones de Frontera de Rebote en el modelo D2Q9

Se usan para casos de fronteras solidas estaticas o en movimiento. Se considera
que para este caso las particulas que llegan a las paredes en el paso de propagacion,
rebotan. Existen dos formas de considerar la discretizacion espacial, en las que los
puntos son el centro de una celda o en que conforman parte de las paredes del sistema.
En este trabajo se hace uso de que son el centro de la celda, de esta manera al rebotar
las particulas deberian regresar a la misma seccion de celdas.

Definiendo en el paso de colisiéon y en alguna frontera particular

Falxm, £) = falxm ) — ~(falxe £) — F29(xp, 1)), (4.63)

-
con xy correspondiendo a los nodos de la frontera, como por ejemplo en la frontera
izquierda Xg = (Zymin, y). En el paso de propagacion se definen como condiciones de
frontera que:
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Figura 4.3: Fronteras correspondientes a las tapas norte y sur. En rojo las funciones
de distribuciéon desconocidas en el paso de propagacion.

Tapa Izquierda Tapa Derecha
(4 At) = fler(t) der(t 4 At) = f29(t)
L4 ALY = fler(t) der(t 4 At) = f9(t)
U+ AL) = fler(t) der(t 4 At) = fH9(t)
Tapa Norte Tapa Sur
’I’LOT‘ (t + At) sur (t) S’LLT (t + At) nor (t)
nor(t _|_ At) sur (t) sur(t _|_ At) TLOT‘ (t)
7’LO’I1 (t + At) SUT (t) S'UJ‘ (t + At) TLOT’ (t)

Condiciones de Frontera tipo Zou-He en el modelo D2Q9

Estas condiciones se basan la idea de condiciones de rebote por Zou y He [10].
Con estas condiciones se puede simular un gradiente de presion, en esta seccién se
realiza para las tapas izquierda y derecha, para hacerlo en as tapas norte y sur se
sigue el mismo procedimiento. Para este tipo de condiciones se hara uso del hecho

que p=>3_, faydeu=(1/p) 3, cafa

Como se mencion6 existe una relaciéon de la presion y la densidad tomando en
cuenta la ecuacion de estado isotérmica, como p = ¢?p, asi se puede establecer una
diferencia de presion como una diferencia de densidad.

Cosiderando la tapa izquierda con una presion mayor p;, = c>pi,, las funcio-
nes de distribucion desconocidas son fi, f5 y fs, v usando el hecho de que u, =
(1/p) >, Czafa se tiene que, despejando estas
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i+ s+ fs=Fs+ fo+ f7+ puain,
y de la densidad

hi+ s+ fs=pm—(fot+ fot fs+ fut fo+ f7),

asi se puede construir una forma de calcular la densidad en la frontera con variables
conocidas

Ugin = —(fo + fo+ fo+2(fs + fo + f1))/pin + 1. (4.64)

Por otro lado, para cerrar el sistema, se asume lo sugerio por Zou y He, de consi-
derar que en el rebote, las funciones de distribucién en el no equilibrio normales a la
superficie se sigue satisfaciendo, es decir, que se cumple que para f7° = f, — 2. En
el caso de la tapa izquierda

= h- = A=
asi
fhi=Ff-K"+ A"
Se conocen f3?y f1?, sustituyendolas se obtiene que

Asi finalmente se obtienen las relaciones

fs=fo+ (fo— f1)/2+ pintizin/6 — pintiyin/2. (4.67)

Para la tapa derecha y siguiendo los mismos pasos y se obtiene que:

Ugour = (fo + fa + fa +2(f1 + f5 + [3))/ Pour — 1, (4.68)
f3 = f1 = 2pouttizout/3, (4.69)
fr=1Ffs+ (fo— f1)/2 = poutUzout /6 — Pouttiyout/2, (4.70)
fo = fs— (fo— f1)/2 = pouttzout/6 + Poutuyout/z (4.71)

4.2. Extension del método de Lattice Boltzmann a
MagnetohidrodiniAmica

El método de Lattice Boltzmann se puede extender a MHD, resolviendo la ecua-
cion de induccién magnética de una manera similar a la ecuaciéon de continuidad que
se usa en hidrodinadmica, debido a la forma de esta. Introduciendo una funcion de
distribucion vectorial para recuperar el campo magnético, y se contruye una ecuacion
del tipo Boltzmann tal que se recupere la ecuacion de inducciéon magnética.
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4.2.1. Fuerza de Lorentz y Tensor de Maxwell

Usando la ecuacion de Boltzmann con el término correspondiente a la fuerza de
Lorentz, se obtiene que

Ofa  0Ofa dfa Ofa

+u +—(E+uxB) —— = 4.72

875 8xa ma( ) 8501 at coll ( )

Modelar las ecuaciones de la magnetohidrodinamica no solo requiere de las ecua-

ciones de continuidad y Navier-Stokes como ha sido hasta entonces, ahora también

se require de recuperar la evolucion del campo magnético dada por la ecuacion de
induccion.

En el método de Lattice Boltzmann existe no solo una forma de recuperar las
ecuaciones que dictan la dindmica del fluido [11]. Una forma es, al calcular la ecuacion
de momento, hacer uso de una formulacién de la ecuacién de Boltzmann con fuerzas
externas, asi la ecuacion ya discretizada seria de la forma que la funcion de distribucion
en equilibrio se mantenga como hasta ahora se ha manejado. En cambio se modifica
la ecuacion del operador de colision, y debido a la fuerza de Lorentz es modificado
también el calculo de los momentos, de tal manera que:

pu—Zeafa J><B)A

. (4.73)

Sin embargo, otra forma de recuperar las ecuaciones de la dinamica del fluido y a la
que se recurrira en este trabajo es el de recuperar las ecuaciones del momento mante-
niendo la forma del operador de colisién y modificando las funciones de distribucién en
el equilibrio tal que al calcular los momentos se recuperé la fuerza de Lorentz [11],[12].

Se tiene que la ecuacién de momento es de la forma

dpu
ot

donde se puede remplazar el término J x B con

+V-(pI+puu) =J x B+ V- (uS5) (4.74)

1
JxB=(VxB)xB=V- {55@|B|2 — BZBJ} , (4.75)

esto implica que la ecuacién de momento tome la forma, para una viscosidad tendiendo
a cero (v =0), de

(’3pu
ot

Para lo que se mencion6 anteriormente en la ecuacion (4.73) es necesario agregar
términos de la fuerza al calcular los momentos mcroscépicos. Pero si se observa bien
la forma de la ecuacion de momento (4.76), tiene las mismas caacterisicas que la ecua-
cion de Navier-Stockes salvo los ttlimos dos términos. Existe una forma de agregar

1
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estos dos términos a la funcién de distribucion en el equilibrio tal que al calcular
los momentos macroscopicos se recupere la ecuaciéon de continuidad y la de Navier-
Stockes con el término de la fuerza. Y esto se puede aniadiendo los siguientes términos
a la funcion de distribucién en el equilibrio tanto en dos como en tres dimensiones:

5B - (6 B2 (@.77)

SIFIENIES

B - (€ B2 (4.78)

Se recurre a esta forma ya que es mas simple de implementar numéricamente, de
manera que las funciones de distribuciéon en equilibrio quedan de la siguiente forma:

(ca ) | (Cau)? u?} Y

eq _ 1 - Ha
Ja wap[ - 2 2ct 22| 2

S

SBulleal? — (ea Bu2 | (479

(ca-u) | (cq-u)? uj L Wa EIBQIZICQIZ—(Ca'Ba)Q]- (4.80)

2 4 T 9.2 4
c2 2c; 2cs 2ct

Jod = wap [1 +

4.2.2. Modelo de la Ecuaciéon de Induccién Magnética

Una forma de resolver la ecuacion de induccion magnética es usando un analogo a
la formulaciéon de Lattice Boltzmann. No es posible contruir una formulacién cinética
para la ecuacion de inducciéon de forma que se use una funcién de distribucion escalar
tipo BGK. Entonces se propone una funciéon de distribucion vectorial nos permita
recuperar la ecuacion de induccion al integrarla [4]. Fisicamente no es posible describir
la evolucion del campo magnético con una teoria cinética, sin embargo, numéricamente
se probara con la funcién de distribucién antes mencionada, tal que

B=) g (4.81)
B

Esta funciéon de distribucion debe satisfacer la forma del operador BGK, entonces

g _ At .
8—t6 + =8 vgﬁ = —T—(gﬂ — gﬂq), (482)

donde =z corresponde al valor de las velocidades ya discretizadas en la nueva malla
para el campo magnético.

La forma mas simple de escribir la funcién de distribucién del campo magnético, tal
que al calcular los momentos macroscopicos se recuperen, tanto el campo magnético
como las propiedades de este [13], como que V - B = 0 es la siguiente

—_

95; = @s | B+ =7 (wiB; — Baj) |, (4.83)

sm
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donde nuevamente los pasos de colision y propagacion seran de la forma que se hace
para problemas de hidrodinamica,

= Collisién:

_ 1 e
gﬁ(xa t) = gﬁ(xa t) - —(gg(x, t) - gﬁq(xv t))a (484)
= Propagacion
gg(X + EIBAt, t + At) = gB(X, t). (485)

Con los = nuevos, y 7, el tiempo de relajacién relacionado con la resistividad
magnética 1, como 1, = 2, (T, —At/2). Pero a diferencia de la parte hidrodinamica,
en el analisis de Chapman-Enskog descrito en el Apéndice D.2, ahora el corresondiente
a la velocidad del sonido que esta relacionado ahora con la resistividad magnética y
la malla, varia en su valor como ¢y, = \/m en dos dimensiones y como ¢, = 1/ 1/4
en tres dimensiones, para las discretizaciones en la tabla [14].

Notacion Velocidad g Nimero | Longitud |Zs| | Pesos wg
D2Q5 | (0,0) 1 0 1/3
(£1,0),(0,41) 4 1 1/6
D3Q7 | (0,0,0) 1 0 1/4
(£1,0,0),(0,£1,0),(0,0,£1) | 6 1 1/8
2 1.
A ;
) 3
6
5
! e
4

Figura 4.4: Representacion grafica de las velocidades discretas para los modelos D2Q5
y D3Q7 respectivamente, empleados para las mallas del campo magnético.
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4.2.3. Implementacion

Para implementar el c6digo numérico en Lattice Boltzmann se deben de seguir a
continuacion los siguientes pasos.

= Se establecen condiciones iniciales tanto para la densidad p, como para la velo-
cidad u y el campo magnético B.

= Se calcula la funcion de distribucion en el equilibrio f£9, de la ecuacion (4.61)
Y g5}, de las ecuaciones (4.79) o (4.80).

» Se realizan los pasos de collision, ecuaciones (4.45) y (4.84).
» Se realizan los pasos de propagacion, ecuaciones (4.46) y (4.84).

= Se establecen las condiciones de frontera adecuadas del problema, tanto para el
fluido como para el campo magnético.

= Se calculan los momentos macroscopicos, p =3 fa,pu = afoa y B =585

= Se repite el calculo desde las funciones de distribuciéon en el equilibrio, para el
siguiente paso de tiempo t + At.

Condiciones de Frontera A diferencia del caso iinicamente hidrodinamico, deben
considerarse ahora también las condiciones de frontera para el campo magnético. Para
el caso de condiciones periddicas es simple debido a las pocas direcciones de la funcion
de disrtibuciéon vectorial g tanto en dos como en tres dimensiones:

Tapa Izquierda 2D

Tapa Derecha 2D

g’ = gl g = gy
Tapa Norte 2D Tapa Sur 2D

g = g g5 = gy
y
Tapa Izquierda 3D Tapa Derecha 3D

g’ =gl g = gy
Tapa Norte 3D Tapa Sur 3D

A il g3" = gg”

Tapa Enfrente 3D

nor sur

s — 86

Tapa Atras 3D

sur nor

g5 —8s
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Sin embargo, al existir algtin tipo de pared en las fronteras para el fluido, este no
puede ser considerado como un tipo de rebote para el campo magnético. El trata-
miento del campo magnético en las fronteras debe tomarse con més cuidado por las
propiedades de este. Dependiendo del tipo del problema que se esté describiendo mas
adelante se detallara que condiciones de frontera seréan las adecuadas para el campo
magnético.

A continuacion se presenta un diagrama general para implementar el método ya
extendido a magnetohidrodindmica.
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Condiciones Iniciales

Se calculan la funciones de equilibrio

Colision

. t+ At
Propagacion

Calculo de nuevos momentos

donde, el valor de N corresponde a 2 o 3 en dos y tres dimensiones respectivamente.



Capitulo 5

Simulaciones Numeéricas

Ya se tiene la teoria para resolver problemas hidrodindmicos y mahnetohidrodi-
namicos, se procede ahora a implementar el método en algunos codigos numéricos
paa resolver algunos problemas, con el fin de probar bajo que condiciones funciona el
método.

5.1. Hidrodindmica

Se desarrollaron cédigos numeéricos para resolver diferentes problemas en hidro-
dindamica, tanto en dos como en tres dimensiones. En dos dimensiones se resuelven
los flujos de Couette, flujo de Poiseuille, el flujo de Couette en una caja cuadrada
y los vortices de Green-Taylor. En tres dimensiones los anteriores salvo el flujo de
Poiseuille.

5.1.1. Flujos de Couette

Considérese un fluido incompresible libre de fuerzas y sin gradiente de presion,
entre dos placas paralelas separadas a una distancia d, en el cual una de las tapas
se fija a velocidad constante u = (ug,0,0) mientras que la otra se mantiene fija,
u = (0,0,0). Bajo estas condiciones la solucion a la ecuacion de Navier-Stokes (2.14)
es

U

donde el perfil de velocidades se muestra la figura (5.1) y se le conoce como flujo de
Couette.

Para resolver numéricamente el caso del flujo de Couette, la placa inferior se man-
tiene estatica, mientras que la placa superior se mantiene a una velocidad constante
up. Las mallas tienen dimensiones N, x N, en dos dimensiones y N, x N, X N, en tres
dimensiones. La distancia d esta definida por d = N,Ay. Se resuelve para los mode-
los diferentes D2Q9 y D3Q27, tanto en dos como en tres dimensiones respectivamente.
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Ya U
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uy)

y=0

Figura 5.1: Perfil de velocidades para el flujo de Couette.

Recordando que se esta trabajando en unidades de malla, por lo que Az = Ay =

Az =1 al igual que At = 1.

El codigo se resuelve para los siguientes casos:

» En dos dimensiones, las condiciones de frontera para la tapa inferior son co-

nidiciones de rebote, mientras que para la superior son condiciones de rebote
considerando que la tapa se estda moviendo a una velovidad constante u = wug
en la direccion z. Para las tapas izquierda y derecha se usan condiciones de
frontera periddicas.

Como primer dato, se us6 una malla de N, = N, = 29 puntos, y un valor de
ug = 0.1. Para la cual se usaron diferentes valores para el tiempo de relajacion
de 7 =057, 7 =0.7, 7 = 0.83 y 7 = 0.96 como se observa en la Figura 5.2.
La solucién analitica no depende de la viscosidad por lo que todos los perfiles
tienden a la solucién.

0.1

u, con 7=0.57

u, con 7=0.7
u, con T=0.83 *
cos | U, con 7=0.96
u, analitica

Figura 5.2: Perfil de velocidades para el flujo de Couette con diferentes valores para
el tiempo de relajacion 7. A un tiempo N; = 10000 en todos los casos.

Posteriormente se seleccion6 el valor de 7 = 0.7 para aumentar la resolucion de

la malla y analizar la convergencia del problema. Por la construcciéon del método se
espera un orden de convergencia a segundo orden en las ecuaciones de Navier-Stockes.
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Una forma de medir es fijando en nimero de Reynolds para un problema y cambiando
la escala de la longitud como d = aN,, el tiempo al ser reescalado queda como ta* y
para mantener el Reynolds la velocidad se reescala como ug/a.

Se aumentaron los valores de la malla a N, = N, =59 y N, = N, = 119 puntos.
Donde se obtiene que al ajustar la escala de los resultados se mantiene el mismo perfil,
y no solo eso, si no que el error para cada caso disminye a segundo orden, tal como
era esperado, esto se observa en la Figura 5.1.1.

0.08 -

0.06 -

Uy

0.04 -

Uy

'(20x29) ——

Uy (58x58)
uy (119x119)
uy {analitica) =&

Uy~Uy anaiitica

-0.00001 ¢
-0.00001 | ¥
-0,00002 |

-0.00002 -

&
8
2
3

-0.00003 -

Uyl pnaggea (29x29) ——
A" (g~ anaiica) (59x59)

16" (ly anaiitica) (1192118) =

0,02 [ s - % ~

-0.00004 [

1] 5 3 5 : -0.00005

Figura 5.3: Flujo de Couette en dos dimensiones para diferentes mallas. Del lado
izquiero la grafica del perfil de velocidades para un tiempo de relajacion de 7 = 0.7
y a un tiempo t = N; con N; = 10000, N, = 40000 y N, = 16000 para las mallas
[29 x 29], [59 x 59] y [119 x 119] respectivamente. Del lado derecho la diferencia entre
el valor numérico y el analitico multiplicado por un factor de 2* con a la resolucién
de la malla.

= En tres dimensiones, las condiciones de frontera para la placa superior se con-
sideran de rebote con la propiedad de que se mueve en el eje z a una velocidad
constante u = (ug, 0,0), la placa inferior se mantiene fija y se consideran con-
diciones de frontera de rebote. Las placas izquierda y derecha se mantienen
con condiciones de frontera periodicas, al igual que las placas de enfrente y la
trasera.

Al igual que el caso de dos dimensiones, el perfil de velocidades es independiente
al valor de 7 que se tome. Se realiza el mismo analisis que se hace en dos
dimensiones para el valor de 7 = 0.7. Ahora se consideran las mallas N, =
Ny=N, =10, N, = N, = N, = 20y N, = N, = N, = 40 puntos, el valor
de la velocidad de la placa superior es de ug = 0.1. En la Figura 5.4 se observa
como se mantiene el perfil de velocidades y la convergencia de la solucion.

Este caso se reproduce igual que en dos dimensiones por la simetria de el problema,
como es de esperarse.
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Figura 5.4: Flujo de Couette en tres dimensiones a diferentes mallas. Del lado izquier-
do el perfil de velocidades para un tiempo de relajacion es 7 = 0.7 y el tiempo al cual
se obtiene la grafica es t = N; con N; = 1000, N, = 4000 y N, = 16000 para las
mallas [10 x 10], [20 x 20 x 20] y [40 x 40 x 40] respectivamente. Del lado derecho la
diferencia entre el valor numérico y el analitico multiplicados por el valor 2" con n la
resolucion de la malla.

5.1.2. Vortices de Green-Taylor 2D y 3D

Otro problema que se resulve con el método de Lattice Boltzmann es el de los
vortices de Green-Taylor, los cuales tienen una solucion analitica:

k k
u(x,t) = (—@ / k_y cos k,x sin kyy, k_x sin k,x cos k:yy> et (5.2)

Y

_ u% <ky ks ) —t/t
P =po—po— | — cos2k,x + — cos2k,y | et (5.3)
4 \ k, k,
donde ky = 27/ Zyaz, ky = 270 /Ymaa ¥ €l valor tg = 1/(v(k] + k7).
Estos vortices siempre mantienen su forma, pero van disminuyendo exponecial-
mente en su magnitud. Se obtienen los siguientes resultados para el problema a dos
y tres dimensiones:

» En dos dimensiones se considera la malla de IV, = N, = 50 puntos, las condicio-
nes iniciales corresponden a las ecuaciones analiticas (5.2) y (5.3) a un tiempo
t = 0, se usaron diferentes viscosidades para el anélisis pero se toma el caso
particular de la viscosidad v = 0.063, con pg = 0, pp = 1 y ug = 0.1 . Para
este problema las condiciones de frontera se consideran peridédicas en todas las
tapas.

En la Figura 5.5 se observa como efectivamente el orden de la velocidad disminuye
en forma exponencial. Se muestra el perfil en las dos dimensiones con el objetivo de
mostrar que no se pierde la forma inicial del sistema, Ginicamente la magnitud de las
velocidades.
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Figura 5.5: Vortices de Green-Taylor en dos dimensiones. Para una malla de [50 x 50]
puntos, v = 0.063. Del lado izquierdo el perfil de velocidades a un tiemo t = 0, del
lado derecho el perfil a un tiempo t = N; = 10000.

» En tres dimensiones se consider6 la malla N, = N, = N, = 25 puntos, las
condiciones iniciales corresponden a las siguientes ecuaciones:

u(x,t) = ug (sin(k,z) cos(ky,y) cos(k,z), — cos(k,x) sin(k,y) cos(k.2),0), (5.4)

2

p=po— po% (cos 2k, + cos 2k,y + cos 2k, z) , (5.5)

con ky = 27/ Tmaz, ky = 27 Ymaz ¥ k2 = 27/ Zpaq. Los valores que se usaron
fueron uy = 0.1, v = 0.063. De manera similar el resultado que se espera es
similar al de dos dimensiones, salvo que ahora se tiene una velocidad en z, pero
como se considero v, = 0, se obtienen graficas muy similares.

En la Figura 5.6, se observa un corte en el eje x, y podemos observar el mismo
tipo de comportamiento con la velocidad decayendo exponencialmente.Por otro lado
en la Figura 5.7 se observa el perfil inicial de la densidad, el perfil de la densidad al
tiempo t = N; = 10000 no se grafico, ya que los ordenes de diferencia en la magnituda
variaban en un orden de ~ 1074,

5.1.3. Flujo de Couette en Caja Cuadrada

Considérese ahora el caso de el flujo de Couette, salvo que ahora las tapas izquier-
da y derecha en dos dimensiones, y anadiendo las de enfrente y la trasera en tres
dimensiones tendran condiciones de frontera de rebote y estéticas, tal como se hizo
con la tapa inferior. La superior se mantiene con condiciones de rebote y moviéndose
a una velocidad constante ug en la direccién x. Este problema en particular no tiene
solucione analitica, pero se conoce muy bien por su propiedad de originar vortices en
las esquinas de la caja al contener un fluido mas viscoso.
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Figura 5.6: Vortices de Green-Taylor en tres dimensiones. Las malla que se uso fue de
[25 x 25] puntos. A la izquierda el perfil inicial dado por las ecuaciones (5.2) y (5.5).
A la derecha el perfil de velocidades a un tiempo t="70

1.015

x

Figura 5.7: Perfil inicial de la densidad en los Vortices de Green-Taylor.

Se desarrollaron diferentes pruebas a diferentes viscosidades, para comenzar a
observar dichos vértices en las esquinas tal como se muestra a continuacion:

= Para el caso de dos dimensiones se tomaron tres casos diferentes, todos para
mallas de N, = N, = 100 puntos, la tapa superior se consider6 a una velocidad
constante de uy = 0.1, con la diferencia de que se usaron las viscosidades de
v =20.05, v =0.083 y v = 0.15.

En la Figura 5.8 se observa el comportamiento en la dindmica del fluido al variar
las viscosidades, ademés de como se van generando pequenos vortices al aumentar
la viscosidad en las esquinas inferiores derechas, formandose también en la esquina
inefior izquierda.

= Para el caso de tres dimensiones se tomo6 tinicamente un caso, una malla de
N, = N, = 100 puntos y N, = 10 puntos, la placa superior se consider6 a
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Figura 5.8: Flujo de Couette en una cavidad cuadrada. Las viscosidades que corres-
ponden a cada grafica corresponden a v = 0.05, v = 0.083 y v = 0.15 de arriba a
abajo, del lado izquierdo el campo de velocidades en la esquina inferior derecha de
cada una, multiplicadas por un valor de 1100, 1400 y 1800 respectivamente.

una velocidad constante de magnitud uy = 0.1 en la direccion x, y viscosidad de
v = 0.15. Se realizaron dos cortes, unos en el eje z y otro en el eje x para observar
bien el comportamiento. En la Figura 5.9 se observa el comportamiento similar
al que es en dos dimensiones, pero no el necesario para formar mas vortices que
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el principal.

x|

Figura 5.9: Corte en el plano z = (zmax + zmin)/2 para el flujo de Couette en una
cavidad en tres dimensiones. La viscosidad es del valor de v = 0.15 y a un tiempo

t = 4000

5.1.4. Flujo de Poiseuille

Considérese ahora un fluido entre dos placas paralelas separadas a una distancia d,
con las placas fijas sin movimiento, libre de fuerzas, pero con un gradiente de presion
constante. La solucion a la ecuacion de Navier-Stokes (2.14) es tal que el perfil de
velocidades esta dapo por la ecuacion:

U (y) = —id—py(y —d) (5.6)

2n dx
donde dp/dzx corresponde al gradiente de presion constante, eta es la viscocidad
cinematica, relacionada con la viscosidad de bulto como n = pv, dicho perfil de
velocidad se muestra en la Figura 5.10 y se le conoce como flujo de Pouseuille.

ya
y= d u=0
I
u(y)
y =0 u=0

Figura 5.10: Flujo de Pouseuille
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Para resolver numéricamente el flujo de Poiseuille se consideran dos tapas paraleas
fijas, para este caso se toman las tapas inferior y superior. Para las tapas izquierda
y derecha se consideran con entrada y salida de flujo dado un grandiente de presion
constante, y para ello se emplean las condiciones de frontera de Zou-He.

Este problema se resolvié iinicamente en dos diemnsiones. Para realizaro en tres
diemnsiones era necesario un analisis mas exhaustivo en las fronteras en las cué-
les era usado el gradiente de presion. A continuacion los resultados numéricos y los
parametros usados:

= Se emplearon condiciones de frontera de rebote tanto para la tapa superior como
para la inferior, donde ambas tapas se mantienen fijas. Para las tapas izquierda
y derecha exite un gradiente de presion por lo que se usan condicones tipo Zou-
He, se usaron dos diferentes viscosidades v = 0.143 y v = 0.1 en una malla de
N, =50y N, = 30 puntos.

15

U fu, v=0.143 ——

u. v=0.143

x analitica

fu. v=0.1

LT S v
101 """'-—;‘,‘ux anah‘licafuc v=0.1
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Figura 5.11: Perfil de velocidades del flujo de Pouseuille. Se obtuvo para una malla
de 50 x 30 puntos. A viscosidades de v = 0.143 y v = 0.1.

En la Figura 5.11 se observa la grafica obtenida por los dos diferentes datos ob-
tuvidos para dos diferentes tiempos de relajacion. De acuerdo con la literatura el
método no funciona perfectamente para diferentes tiempos de relajacion o viscosida-
des, el que mas empata es del valor 7 = 0.143, ya que tal como puede observarse la
solucion analitica depende de esta. Asi cambiando el valor del tiempo de relajacion,
se observa un retraso en el perfil de velocidades al usar una viscosidad més pequena.
Esto como ya esta documentado y se observa en los datos obtenidos, garantiza que el
codigo numeérico esta trabajando como se esperaba.

5.2. Magnetohidrodinamica

Ahora que ya se obtuvieron resultados aceptables en la parte de hidrodinamica,
es hora de llevar a cabo los ajustes necesarios para implementar el codigo de Lattice
Boltzmann que permita resolver las ecuaciones de la magnetohidrodinamica.
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5.2.1. Flujo de Hartmann en dos dimensiones

Existen algunas soluciones analiticas a las ecacuiones de la magnetohidrodinamica,
una de ellas es suponer que se tienen dos tapas paralelas separadas a una distancia
2L sobre el eje x, entre ellas existe un flujo hidrodinamico en la direcciéon y debido
a la existencia de una fuerza F' constante en esa direccion (direccion y). Ademas se
induce un campo magnético constante en la direccion x, B = (B, 0,0). El resultado
de resolver la ecuacion de Navier-Stokes con la fuerza de Lorentz es:

u = (0,u(x),0) y B = (By, B(x),0) (5.7)
on FL hHa/L
n cosh Hx
S U b .
u(=) By tanh H'\ pov ( cosh H ) ’ (5:8)

B(z) (5.9)

_?0 simhH L

El perfil de velocidades y el de campo magnético es tal como se muestra en la
Figura 5.12 y es conocido como flujo de Hartmann. De acuerdo con este problema,
se espera que concuerden con las soluciones del método de Lattice Boltzmann dadas
las mismas condiciones iniciales para obtener dicho flujo.

_FL (sinth/L x)

u(x) B(x)

2L 2L

Figura 5.12: Perfil de velocidad y campo magnético en el flujo de Hartmann.

Se utilizan los siguientes parametros:

= En dos dimensiones, para el caso del fluido se emplean para las tapas izquierda
y derecha condiciones de frontera de rebote, con las tapas fijas en el fluido.
Para las tapas superior e inferior se emplea condiciones de frontera periddicas
tanto para el fluido como para el campo magnético. Para el campo magnético
se mencion6 en el capitulo de magnetohidrodinamica que no es nada simple
debido a las propiedades del campo magnético. Para este problema y por como
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se comporta la soluciéon analitica, el campo en la direccién y es cero por lo que
se forza a que sea asi en las tapas izquierda y derecha ,y que se mantenga como
By en la direccién .

Una parte muy importante de este problema fue el hecho de que se empleo una
fuerza en lugar de un gradiente de presion, lo que resulto en una modificacién
a la funcion de distribucion en el equilibrio como

e (ca-u)  (cq- u)2 u’ 1 1 21 .12 2
o = Wap |1+ c? + 2ct B 2c2 + 2c§wa §|Ba| [€al” = (ca - Ba)
Weq
— — Frcazcay (5.10)

S

esto si se observa al realizar los calculos de los momentos macroscoépicos man-
tiene la densidad constante, sin embargo para el segundo momento si hay una
variacion en la velocidad debida a la variacion de x.

Los resultados son los que se obtienen en las graficas de la Figura (5.13). Para todas
ellas se usaron mallas de N, = 50 y N, = 60 puntos, y se hicireon diferentes varia-
ciones tanto en la intensidad del campo magnético By, asi como en las viscosidades y
las resistividades para encontrar las variaciones en las cualés el cédigo funciona mejor.

Con respecto a lo anterior se consideran como condiciones iniciales para la veloci-
dad u = (0,0,0) y pra el campo magnético B = (By, 0,0)

En negro By = 0.01, en rojo By = 0.05 y en azul By = 0.1. Posteriormente se
vario el tiempo de relajacion tanto el hidrodindmico como el magnético, se tomaron
tres diferentes valores 7 = 7,,, = 0.57, 7 = 7, = 0.7y 7 = 7, = 0.83, de arriba
abajo respectivamente. Obsérvese que conforme el valor del By aumenta, se obtienen
perfiles mas pequenos tanto en la velocidad como en el campo magnético.

El valor en el que se obtienen mejores resultados es en el de By = 0.1 y para
valores del nimero de Hartmann hasta de 130 con dicho valor.

El céaculo de la corriente y la vorticidad concuerda con los datos obtenidos para
generar la dindmica mostrada. Por otro lado la divergencia del campo magnético, se
mantiene cercana a cero V- B ~ 1074,

5.2.2. Vértices de Orszag-Tang en dos dimensiones

Para los vortices de Orszag-Tang se consideran las siguientes condiciones iniciales
para la velocidad y el campo magnético:

u = ug(—sin (k,y), sin (k,z)), (5.11)
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Figura 5.13: Flujo de Hartmann

B = By(sin (k,y), —sin (2k,x))

con ky = 27/ Tmaz ¥ ky = 27 /Ymas- Dadas estas condiciones inciciales tomando nue-
vamente diferentes valores para los pardmetros de 7 y 7, se observa un tipo de
comportamiento muy similar pero a diferentes magnitudes y a tiempos desfazados.

(5.12)

= Se muestra en la Figura 5.14 los datos correspondientes para 7 = 7, = 0.57 y
con uy = By = 0.1, la malla es de N, = N, = 160 puntos.
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Figura 5.14: Magnitud del campo magnético, vorticidad w, corriente J y divergencia
del campo magnético para el vortice de Orzag Tang en t=600.

De las graficas en la Figura 5.14, se tiene arriba a la izquierda el perfil de la mag-
nitud del campo magnético, arriba a la derecha la vorticidad w = V x u, abajo a
la izquierda la corriente J = V x B y por tltimo abajo a la derecha se tiene una
presentacion de la divergencia del campo magnético V - B.

Que siendo comparado con el mismo problema en otros trabajos, se obtiene el
perfil deseado del problema.

Algo importante a notar es que la divergencia del campo magnético no es comple-
tamente cero, esto debido a los errores numéricos que aparecen en la resolucion del
problema. Sin embargo, estos valores son pequenos y se pueden controlar a través de
mejores resoluciones.

5.2.3. Flujo de Hartmann en tres dimensiones

Se hace ahora la extension del problema a tres dimensiones, donde se consideraré
una tuberia tal que las tapas superior (y = Ymae) € inferior (y = yn) seran por las
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cuales el fluido tendra su flujo. Las demés se considerardn como paredes completa-
mente estaticas.

» Considerando la malla con N, = N, = 40 puntos y N, = 20, Se induce un cam-
po magnético constante By en la direccion x, tal que las condiciones iniciales
del sistema son B = (By, 0,0) para el campo magnético, y no hay ningun tipo
de velocidad incicialmente, u = (0,0, 0).

El hecho de que exista un campo magnético y de considerar una fuerza que
empuje al fluido en la direccién y, se tendran finalmente los perfiles de la Fi-
gura 5.15, tanto para la componente B, del campo magnético asi mismo la
componente de la velocidad V.

0.004 0.006
0.003 0.006 0.005
0.002

0.001 aps;: 0.004
0 0.004 | 0.003
-0.001 L

-0.002 Y008 A
-0.003 0.002 - 0.001
-0.004 0.001 0

4 1

Figura 5.15: Corte del flujo de Hartmann en tres dimensiones sobre el plano z — z a
una altura ¥y = (Ymaz + Ymin)/2-

0.004 ~
0,003 0.006

0.002 0.005 |
0.001 0.004 H

iaiost v,0.003
-0.002 0.002

9003 0.001
-0.004

Figura 5.16: Corte del flujo de Hartmann en tres dimensiones sobre el plano = — z a
una altura ¥y = (Ymaz + Ymin)/2-
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Por otro lado si se realiza un corte sobre el plano x — y se esperaria encontrar la
magnitud de la componente de la velocidad v, y del campo magnético B, para
compararse con los perfiles analiticos descritos en el problema en dos dimen-
siones y compararlos. En la Figura 5.16 se observa como el campo magnético
empata de manera perfecta con el resultado esperado. Sin embargo, existe un
desfase en la solucion analitica de la velocidad.

5.2.4. Flujo de Hartmann en tres dimensiones con niimero de
Prandtl magnético bajo

Todo lo anterior se ha resuelto para problemas donde los nimeros de Reynolds,
magnético e hidrodinamico son alrededor del mismo orden. Sin embargo, en la natu-
raleza no siempre es el caso. Hay fluidos en los cuales los nimeros de Reynolds ya no
son del mismo orden, si no que difieren por varios ordenes de magnitud, para ello se
hara uso del nimero de Prandtl magnético:

Re,,

Pr,, = oo (5.13)
donde el valor Re,, corresponde al nimero de Reynolds magnético y Re al niimero de
Reynolds en el fluido, modelar el ntcleo de la Tierra corresponde tomar como valores
del niimero de Prandtl del orden de ~ 107% o en problemas tipicos de dinamos en
laboratorios a valores del orden de ~ 1072 [15].

Para poder resolver dichos problemas no es suficiente con el cédigo que se tiene,
ya que ocurren problemas al tomar valores de 7 y 7, con una gran diferencia capaz
de llegar a diferencias de un orden ~ 10~7 entre los niimeros de Reynolds, entoces
de recurre a tomar un valor efectivo en el nimero de Prandtl magnético, es necesario
modifica la forma en la que se han escrito las ecuaciones, comenzando con la ecuacion
de induccién magnética [16].

Se reescribe la ecuacion (5.14) introduciendo un parametro 0 < 7, < 1, que recibe
el nombre de parametro de preacondicionamiento

e _ =3 UZB — BZU
957 = s lBj +57 (—j J)} (5.14)

sm Tm
existe una varicion ademas en el tiempo de relajacion magnético, de manera que se
tiene ahora un tiempo de relajacion preacondicionado

1
T = YmCam <Tm — 5) (5.15)

realizando el analisis de Chapman-Enskog para estas nuevas ecuaciones reacondicio-
nadas se llega a una forma de la ecuaciéon de induccion
0B

1 1
—_— 4+ — B)= —nV°’B 1
ot VX (xB)= ¥ (5.16)



o8 CAPITULO 5. SIMULACIONES NUMERICAS

Tomando en cuenta la adimensionalizaciéon de dicha ecuacion se tiene que

L v (5.17)

B
’ymaa—tJer (ux B) = -
sin embargo, como se meciond anteriormente, particularmente en los metales liquidos
el nimero de Prandtl tiende a ser muy pequeno. Es decir, que el niimero de Reynolds
es mucho mayor que el nimero de Reynolds magnético y por ende Pr,, = Re,,/Re =
v/nm < 1, esto se reduce a tomar valores de 7,, méas pequenos aproximando 7,, a 0.5.
Pero a valores muy cercanos a 0.5 existe inestabilidad numérica.

Dicha situacion se puede controlar asumiendo que en el caso estatico, se tiene la
ecuacion

1
Vx(uxB)=—-—V’B 5.18
(uxB) = - (515
esta ecuacion es escalada por un factor x, para obtener un valor del nimero de Rey-
nolds efectivo, Re,, = xRe,,, resultando en un nimero de Prandtl efectivo Pr, .¢y =
XPrm

1
\Y B) = -—V’B 5.19
XV (uxB) = (5.19)
asi la ecuacion preacondicionada es tal que
oB x 1 9
— + —V x B)=—n,V°B. 5.20
SV nxB) = (5.20)

Para recuperar nuevamente las ecuaciones de forma discretizada es necesario cam-
biar la ecuaciéon (5.14) por

e - =g; X
gﬁ?’ = CUB Bj + %— (uzB] — B,u]) (521)

= Se resulve este problema, usando una malla de N, = N, = 40 y N, = 20, se
usan como condiciones iniciales B = (B;,0,0) y u = (0,0,0). 7, = 1 y los
valores 7 = 7, = 0.83. El valor efectivo del ntimero de Prandtl se toma usando
x = 1077 y el valor de ,, = 1. De esto se obtienen los siguientes resultados.

Se puede apreciar como el valor del campo magnético es del orden de ~ 107, esto
debido a que en la ecuacion (5.20) el segundo término contribuye muy poco y no hay
cambios grandes por la presencia de la velocidad. El Re,, efectivo es muy pequeno,
lo que se puede traducir en una resistividad muy grande o conductividad pequena.
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Figura 5.17: Flujo de Hartmann en tres dimensiones con un nimero de Prandtl del
orden de ~ 1077,
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Capitulo 6

Conclusiones

Se implementdé en FORTRAN un coédigo numérico para implementar el método
de Lattice Boltzmann en problemas de hidrodindmica y de magnetohirodinamica, en
dos y tres dimensiones. De los problemas de hidrodinamica se resolvieron el flujo de
Poiseuille en dos dimensiones y el flujo de Couette, los vortices de Green-Taylor y el
flujo de Couette en una caja cuadrada en dos y tres dimensiones. De acuerdo resul-
tados obtenidos garantizo que el codigo funciona y el criterio de convergencia que se
debe. Posteriormente se resuelven por medio del método extendido a magnetohidro-
dindmica el problema de los vortices de Orszag-Tang en dos dimensiones y el flujo de
Hartmann en dos y tres dimensiones.

Ademas se presenté una forma de modificar las ecuaciones de la induccién mag-
nética con el propoésito de usar diferencias grandes entre nimeros de Reynolds y
Reynolds magnético manteniendo la estabilidad del codigo, ttiles para trabajar con
problemas con nimeros de Prandtl bajos.

Sin embargo, las condiciones del campo magnético se mantuvienen forzadas a ser
el resultado que se espera, esto se puede arreglar modificando la geometria de la malla
de manera que se pueda extender la malla para analizar el comportamiento del campo
magnético en el exterior de las paredes. Otras modificaciones posibles para no solo
usar un numero de Prandtl efectivo son la implementacion de miltiples tiempos de
relajacion, y asi permitir el uso de nimeros de Reynolds altos .

Muchos de los otros trabajos en Lattice Boltzmann para magnetohidrodinamica
recurren a una forma distinta de calcular la propagacion y la colision .

Como posibles aplicaciones a problemas que ya incluyan sistemas mas complejos
son las mantas térmicas que rodean los aceleradores de fusiéon y en las cuédles circula
metal liquido, las cuales presentan ya no solo un tipo de fluido si no que se presentan
en capas. El transporte de medicamentos en la sangre y aumentar su eficiencia, etc.
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Apéndice A
Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite se pueden contruir a partir de una funcién de peso

w(r) = ! e’/ (A.1)

asi a n-orden, los polinomios de hermite se contruyen como

HO ) = (1) (A2)

m%w@)

donde n es entero. Por ejemplo los primeros seis polinomios en una dimension
serian

HO(z) =1, HY(z) =z (A.3)
H(z) = 2% — 1, H®(z) = 2% - 3z
HW(z) = 2* — 622 + 3, H®(z) = 2° — 102® + 15X.

Si uno se extiende a d dimensiones, se tiene que

H"(x) = (—1)nﬁv(")w(x), w(x) = (273)6[/2 e (A.4)

con H™ y V™ tensores de rango n. Sus componentes se pueden escribir como
H((Jf)an y Vg?an donde se tiene n indices corriendo de 1 a d.

A.1. Ortogonalidad y expansion en serie

En una dimension los polinomios son ortogonales con respecto a w(x)

/OO w(z)H™ () H™ (2)dx = n6?) (A.5)

[e.e]

Llevandolo a d dimensiones se tiene que
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/ (x)H (x)H :U—an'dnm(ngrm (A.6)

En una dimensién los polinomios de hermite forman una base completa en los R,
de manera que una funcioén continua bien comportada f(z) € R se puede representar
en series de polinomios de Hermite

=1

Zn_ o™ g™ a(”):/f(x)H(")(x)dx (A7)

=0

y en d dimensiones

f(x) = w(x) Z —a< ) H™ (x), a = / F(x)H™ (x)d% (A.8)



Apéndice B
Cuadratura de Gauss-Hermite

Una propiedad muy ttil de los polinomios de Hermite para integraciones numéri-
cas es la regla de la cuadratura de Gauss-Hermite. La integral de una funcion f(x)
multiplicada por la funcién de peso w(x) se puede aproximar por una serie finita de
funciones valuadas en puntos z;, llamados absisas, es decir,

—00

/OO w(z) f(z)dr ~ szf(xl) (B.1)

Eligiendo x; como las n raices de los polinomios de Hermite a orden n, H™ (z;) =
0, y ¢ = n, se garantiza que cualquier polinomio P®) (x) de orden N = 2n — 1 se
puede integrar exactamente

/_OO w(x)PWM (z)dx ~ inP(N) (x;) (B.2)

o0

con los pesos determinados por

n!
(nHO) ()°

Ww; =
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Apéndice C
Condiciones de Frontera

Condiciones de Frontera periédicas en el modelo D3Q27
Bajo el mismo procedimiento para D2Q9 se tiene que para las condiciones perio-
dicas son, anadiento las tapas de enfrente z = 2,4, con fI"™" y atrds z = 2, con

fatras .
a :
Tapa Izquierda Tapa Derecha

izq __ pder der __ pizq
1 - J1 2 - J2

izq __ pder der __ pizq
T J7 8 - J8

izq __ pder der __ pizq
9 — J9 10 — J10
1zq __ prder der __ pizq
13 — J13 14 — J14
i2q __ grder der __ rizq
15 — J15 16 — J16
izq __ pder der __ pizq
19 — J19 20 — J20
izq __ pder der __ pizq
21 — J21 22 T J22
izq __ pder der __ pizq
23 T J23 24 T J24
izq __ pder der __ pizq
26 — J26 25 T J25

se sigue la misma logica para las otras tapas, de tal manera que las funciones de
distribucion para cada una de ellas son

Tapa Norte :f4, fs, fi2, f13, fis, f20, fo2, fo3 ¥ fa6
Tapa Sur :fs, f7, fi1, fia, [i7, fr9, fo1, foa ¥ fos
Tapa Enfrente :fs, fi0, fi2, fi5, fi7, f20, fo1, f2a ¥ fos

Tapa Atras :fs, fo, f11, f16, f18, f20, f22, f23 ¥ fo5
Para el modelo D2Q19 se presentan las mismas condiciones por las propiedades

de la malla desde f, hasta f;8, las demas simplmente no se toman en cuenta.
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Condiciones de Frontera de Rebote en el modelos D3Q27 Considerando lo
mismo que se realizé para D2Q9 se tiene que usando nuevamente que la colisién en
las fronteras

o, £) = falers ) = = (fax, £) = f27(xe,1) (1)

y para la propagagacion en las fronteras

Tapa Izquierda Tapa Derecha

zzq(t+ At) = fler(t) der (4 4 At) = f{zQ(t)

q(t + At) = fder(t) der(t 4+ At) = f;zq(t)

ot + At) = d”(t) der(t 4+ At) = f7(t)
zzq(t+ At) = fler (1) der(p 1 At) = zzQ(t)
zzq(t+ At) = fler(t) der(t 1 At) = zz(J(t)
zzq(t_'_ At) = fler(t) der(4 4 Af) = ZZQ(t)
zzq(t+ At) = fler (1) der (4 4 Af) = lzq(t)
zzq(t+ At) = fder (1) der (4 4 Af) = zzQ(t)
zzq(t+ At) = fler(t) der (4 4 At) = zZQ(t)

Tapa Norte Tapa Sur

zzq(t+ At) = fler(t) der (4 4 At) = ZZQ(t)

Ut + At) = fler(t) der(t 4+ At) = f “(t)
zzq<t+ At) = fler (1) der(t 4 At) = ZZQ(t)
zzq(t+ At) = fler (1) der(t 4 At) = zZQ(t)
zzq(t+ At) = fler(t) der(t 1 At) = ZZQ(t)
zzq( AL = fler(p) der(t 1 At) = ZZQ(t)
zzq<t+ At) = fder (1) der (4 4 Af) = zzCI(t)
zzq(t+ At) = fler (1) der (4 4 AF) = zzQ(t)
zzq(t+ At) = fler(t) der (4 4 At) = zz(J(t)



Tapa Enfrente

Ea( AL = flen(t)
10" (t+ At) = f5(2)
(4 AL) = 2 (¢)
4 AL) = O (1)
(4 At) = fler(r)
0 AL) = flen(t)
Ea( AL = ()
Ea( AL = flen()
S+ A1) = (1)

Tapa Atras

der (t + At)

der(t + At)
er (4 At)
er (t + At)
e (t + At)
§"(t+ At)
er (4 At)
er (t + At)
(e + A

der
der
der
der
der
der

zzq
zzq
zzq
zzq
zzq
zzq
zzq
zzq
zzq

(t)
o (t)
2 (t)
5 (t)
7' (t)
o (t)
(1)
(1)
6 (t)
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Apéndice D

Analisis de Chapman-Enskog

D.1. Analisis para la funcién de distribuciéon f

El propésito del anélisis de Chapman-FEnskog es el de recuperar las ecuaciones de
Navier-Stockes por medio de expansiones multiescala de la funcién de distribucion,
y del espacio y tiempo. Esto se describe a continuaciéon de manera muy compacta y
breve:

Se hace una expansion de la funciéon de distribucion en el equilibrio, alrededor de
el numero de Knudsen, que se llamara ¢, tal que,

fa=fO pefl 4 2@ 4 (D.1)

donde el primer término del lado derecho fc(yo) corresponde a la funcién de distribucién

en el equilibrio f¢4.
o B (0) o 1) ) (2

Por otro lado
sin embargo, por herarquia de escalas y por evitar problemas al recuperar las variables
macroscopicas se tiene que las expansiones apropiadas en el tiempo y el espacio:

AtO,fo = AV fo + €20 fo + ...), AtE, Vi, =At(e€, -V, (D.3)

a estas expansiones se les conoce como expansiones a multiples escalas.
Reescribiendo nuevamente la ecuacion de Boltzmann discretizada:

At
fa(x + EaAta t+ At) - foe(xa t) = _T(fa(xa t) - féq(X, t))? (D4)
se hace la expansion de f,(x + {,At, t + At) alrededor de At y £,At, por lo que se

tiene la expresion

= At
fax+ &AL t+ AL =)

n=0

D fa(x, ) (D.5)

n!
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con Dy, = (0; + &, - V), de esta manera, y con f(x,t) = f se tiene que

ot DO+ €0 V) ot o (06,9 O — £ = =2~ f20), (D)

donde los términos f se cancelan. Sustituyendo (D.3) en la ecuacion anterior se tiene
que, solo hasta érdenes de O(e?) ,

A2
At(e({)lfl) + e + €€y V) o+ Tt(eﬁt(l) + 20 4+ €€, V2 fa
At
) 0.7)

Sustituyendo ahora la ecuacion (D.1) en la ecuaciéon anterior se tiene que

At(edf + @0 + €, - V(O + ef)

At? At
+5 (€0 + 07 + e VAL +ef) = = (efP + E1P) (D8)
Recordando que Y fo = >, [ = p, Y. &ufa = D, & f57 = pu, se tiene
entonces que y M =0y Y o€afa=0paran>1.
Se tiene que para los términos de orden O(1), se reafirma que fo(éo) = f°. Entoces
para los siguientes 6rdenes:

0(¢) @ €, VYA =14 (DY)
T
O o+ (0 + €, VIO + SO €, VD = 11 (D.10)

Al multiplicar la ecuacion (D.9) por (8t(1) + &, - V') en ambos lados, se puede
modificar la ecuacion (D.10) de modo que se tenga finalmente:

1

O(e) O + &0 YOI = 1Y (D-11)
T
o) A @ e v (1450 0= (D

Al tomarse los momentos cero, primero y segundo de la ecuacion (D.11), se llega
a que

0V p+ V' (pu) =0 (D.13)
oM (pu) + V' - (pcI + puu) = 0 (D.14)
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Al tomarse el momento cero y el primero de la ecuacion (D.12), se llega a que

oPp=0 (D.15)

At
0 (pu) + V' - (1 - E) o' =0 (D.16)

Finalmente aparecen las relaciones

At
p==cp,  n=pc (T - 7) : (D.17)

D.2. Anailisis para la funcién de distribucién g

Se hace una expansion de la funcion de distribucién en el equilibrio, un ntimero
pequeno ¢ similar a la funcién de distribucion f, tal que,

gs =gy +egl +egl) + .. (D.18)
donde el primer término del lado derecho féo) corresponde a la funcién de distribucién

en el equilibrio f¢9.
Las expansiones apropiadas en el tiempo y el espacio:

Atd,gs = At(edVgs + 0P gs + ), ALEg - V)gs = At(eE, - VV)gs (D.19)

a estas expansiones se les conoce como expansiones a multiples escalas.
Reescribiendo nuevamente el similar a la ecuacion de Boltzmann discretizadas:

At
gg(X + EﬁAtu t+ At) - gﬂ(X7 t) = _T_(gﬂ(xa t) o g;q(xv t))? (D20>

se hace la expansion de gg(x + EgAt, t + At) alrededor de At y EgAt, por lo que se
tiene la expresion

A
gs(x + BpAt t+ AL) =)

n=0

—DiFes(x.1) (D-21)

con Dig = (0; + Ep - V), de esta manera, y con gs(x,t) = gs se tiene que

) At? _ At .
gB+At(at+XZB'v)gﬁ"'_T(at+='ﬁ'v>2g6+o(At3>_gﬁ = —T—(gﬁ—ggq% (D.22)

donde los términos f se cancelan. Sustituyendo (D.19) en la ecuacion anterior se tiene
que, solo hasta érdenes de O(e?) ,
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At?
At )
=——(8s —85): (D.23)

Tm

Sustituyendo ahora la ecuacion (D.18) en la ecuacion anterior se tiene que

At(e@t(l) + 628152) +eEgs - Vl)(g(ﬁo) + eg(ﬁl))

At?
—l—T(e@t(l) + 2o 4 €Eg - VI)Q(g(ﬁo) + eg(ﬁl)) =

At
A cgl) 4 )

" (D.24)

Recordando que }"; g5 = > ;85" = B, es decir, que a 6rdenes mayores no hay

contribucion al campo magnético, se tiene entonces que » 8 gg(") =0 paran > 1. Se

tiene que para los términos de orden O(1), se reafirma que gg)) = g!. Entoces bajo el

mismo argumento usado en f se tiene que la forma final de las ecuaciones a érdenes

O(e) y O(é?) es

— 1

O(e) 0" + 85 vl)gg” — _T_gg” (D.25)
_ At 1

O(&) 07gY + () + 85 V) (1 T ?) g = —T—g(;) (D.26)

Al tomarse los momentos cero, primero de estas ecuaciones, se llega a que

OB+ 0,(AY +eAl)) =0 (D.27)
con

AP =3 "l (D.28)
B

Con € = 0 se recuperan las ecuaciones de la magnetogidrodinamica ideal y eli-
giendo la funcion en el equilibrio que satisfaga los momentos 58 =By AS-)) =
u;B; — Bjuj, la eleccién mas simple es:

955 = @s(Bi + Zip/ oy (ui B — Byuy)). (D.29)
Para los modelos D2Q5 y D2Q7, ¢s = \/1/3 ¥y ¢sm = +/!/4 respectivamente.
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