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Resumen.

Una reformulacion topolégica de la conjetura de Vaught afirma que si X es un G—espacio polaco
entonces |X/G| = w o existe un conjunto perfecto P tal que para cualesquiera dos puntos en P se
encuentran en orbitas distintas. Es esta version de la conjetura de Vaught el tema central de este

trabajo.

Abstract.
A topological reformulation of the Vaught conjecture says if X is a Polish G—space then | X/G| =
w or there is a perfect set P such that for any two points at P are in different orbits. Is this version of

the Vaugh conjecture the central subject of this work.

Palabras Clave: espacios Polacos, axioma de coloraciones abiertas, OC' A, conjunto perfecto y

conjuntos analiticos.



1. INTRODUCCION

«Nadie nos expulsaré del paraiso que Cantor ha creado para nosotros» estas fueron las palabras
que David Hilbert pronuncié tras quedar fascinado con la teoria de conjuntos. En el ano de 1900,
dentro del congreso internacional de matematicas que se celebraba en Paris, Hilbert dio una ponencia
sobre los problemas mateméticos mas importantes de aquella época; que poco después se convertirian
en los famosos veintitrés problemas que guiarian la matemaética del siglo XX. El primer problema de
esa lista fue la hipdtesis del continuo, ;existe un conjunto de numeros reales cuya cardinalidad sea
estrictamente mayor a la de los nimeros naturales pero menor que a la de los nimeros reales? o en
términos maéas conjuntistas ;2* = w1? En contra de la intuicién este problema no se puede responder
ni con un si, ni con un no; se puede demostrar, como lo hizo Cohen, que la axiomatica de la teoria de
conjuntos no puede decidir, sin caer en contradiccion, que exista o no dicho conjunto.

Los matematicos no tardaron mucho tiempo en darse cuenta que la indesirnibilidad de la hipo-
tesis del continuo implicaba la posibilidad de que otros problemas matematicos sean también indiser-
nibles; como lo son los invariantes cardinales del continuo y probablemente la conjetura de Vaught.
En 1961 Vaught conjeturo que si 7' es una teoria en un lenguaje contable de primer orden entonces
T tiene una cantidad contable de modelos, salvo isomorfismo, o bien una cantidad continua. Como
puede observarse, si la hipétesis del continuo es correcta entonces la conjetura de Vaught es cierta
trivialmente.

Una reformulacion topologica de la conjetura de Vaught afirma que si X es un G—espacio polaco
entonces |X/G| = w o existe un conjunto perfecto P tal que para cualesquiera dos puntos en P se
encuentran en orbitas distintas. Es esta versién de la conjetura de Vaught el tema central de este
trabajo.

Con el fin de otorgarle al lector las herramientas necesarias para comprender, con mayor faci-
lidad, la dltima seccién, titulada «la conjetura de Vaughty, el contenido de las secciones previas es
completamente puntual y no pretende desarrollar con profundidad esos temas. Ademaés, un anélisis
mas exhaustivo de las primeras secciones rebasaria los lineamientos de una tesina.

Quizéa los dos teoremas mas importantes que se presentaran en este trabajo son el teorema de
Silver y el teorema de Sami. El primero nos dice que la conjetura de Vaught es cierta cuando la relacién
inducida por las érbitas de la acciéon es coanalitica, mientras que el segundo afirma que cuando el grupo
G es abeliano también se satisface la conjetura de Vaught. Ademas de estos dos grandes resultados
se usara el axioma de coloraciones abiertas (OCA* (X) dice que si Ky U K; = [X]* es una particion
abierta entonces existe Y C X subespacio perfecto, no vacio, compacto y 0—homogéneo o X es 0 — 1
homogéneo) para demostrar algunos resultados relacionados con la conjetura de Vaught. Pese a que
las demostraciones usando OC A* son sencillas, los enunciados que se demuestran son muy reveladores
y muy probablemente en un futuro se puedan probar mas relaciones entre la conjetura de Vaught y
OCA*.



2. EspAcios PoLACOS

Definicion. Un espacio Polaco es un espacio topolégico cuya topologia estd inducida por una métrica

completa y contiene un subconjunto denso numerable.

Ejemplos Los siguientes son espacios Polacos:

= R con la topologia usual
» w con la topologia discreta (que se genera con la métrica discreta)
= C([0,1]) el espacio de las funciones continuas del intervalo a R con la topologia generada por

la métrica d (f, g) = sup {|f(z) — g(x)| : € [0,1]}

Recordemos que en un espacio métrico la separabilidad equivale al segundo axioma de numerabilidad,
luego un espacio Polaco puede definirse, alternativamente, como un espacio topolégico completamente
metrizable y segundo numerable; es decir, con una base numerable.

Teniendo en cuenta que todo subespacio de un espacio segundo numerable es segundo numerable
y que todo subespacio cerrado de un espacio métrico completo es completo, concluimos que todo
subespacio cerrado de un espacio Polaco es también un espacio Polaco. Mas atin, se puede demostrar
que todo subespacio de un espacio Polaco es Polaco si y s6lo si es un conjunto G (*). De este resultado
se sigue que I = R\ Q es un espacio Polaco ya que es un conjunto Gs.

También podemos observar que todo espacio topologico homeomorfo a un espacio Polaco es tam-
bién un espacio Polaco, pues un homeomorfismo entre ambos permite transportar la métrica completa
que induce la topologia de uno a una métrica completa que induzca la del otro.

Ademaés, se puede mostrar que la clase de los espacios Polacos es cerrada bajo productos y
uniones numerables. De ahi que el espacio de Baire w®, el conjunto de Cantor 2¢ y el cubo de Hilbert
[0,1]“ sean espacios Polacos. Estos tres espacios polacos, como lo veremos en este trabajo, juegan un
papel importante dentro de la teoria descriptiva de conjuntos; en particular se puede demostrar que
todo espacio Polaco se encaja en el cubo de Hilbert (?).

Una forma util e intuitiva de percibir los abiertos de w“ es por medio de los conos que ge-
neran las funciones de w<* = {f:n — w:n €w}. Dada t € w<¥ se define el cono de ¢ como
[t] ={f €w”:tC f}; de este modo {[t] : t € w<“} es una base para w*. Andlogamente {[t] : t € 2<¥}
es una base para 2¢. Tomando en cuenta esta relaciéon que hay entre w* y w<% parece natural pen-
sar que ciertas estructuras en w<% nos pueden ser ttiles para poder entender con mayor facilidad la

topologia en w®. Las siguientes definiciones siguen esta linea de pensamiento.

Definicién. Sea A un conjunto. Decimos que T C A<% es un arbol si y solo si para toda t € T y
n € dom (t) se cumple que t [,€ T. Ademas, diremos que un arbol T C A<“ esta bien podado si y

solo si para toda t € T existe a € A tal que t —~ a € T, donde t —~ a denota la funcién concatenacion.

Definicién. Dado T' C A<% un arbol definimos el conjunto de las ramas de T' como el conjunto
[T]={fe€AY:Vnedom(f)(f I.€T)}

Proposicion 1. La funcion T — [T] es una biyeccion entre los drboles bien podados en A<% y los

subconjuntos cerrados no vacios de A“.

1vid. Alexander S. Kechris, Classical Descriptive Set Theory, p.17
2vid. Alexander S. Kechris, Classical Descriptive Set Theory, p.22



Demostracion. Sean
F ={F C A¥ : F es cerrado no vacio}

T ={T C A<“ : T es un arbol bien podado}

Veamos que si T' € T entonces [T] es cerrado. Si f € A“ \ [T] entonces existe n € w tal que f [, ¢ T,
luego [f 1n] N[T] = 0. Como [f [,] es un abierto contenido en A“ \ [T, entonces este conjunto es un
abierto; y asi [T] es un cerrado. De este modo la funcion ¢ : T — F esta bien definida. Notemos que
siT,S €T con T # S entonces, como son arboles bien podados, [T] # [S] (pues al tener un elemento
distinto generan una rama distinta); de lo que se infiere que ¢ es inyectiva. Ademas, si definimos
Y:F—Tcomop(F)={fln:n€wy f€F}sesigue que poth =Idry 1pop = Idsr con lo que

se concluye que ¢ es suprayectiva. O
Proposicion 2. Sea X un espacio polaco. Existe 7 : w” — X continua y suprayectiva.

Demostracion. Sea U = {U, : n € w} una base para X. Para cada f € w* construimos la familia
VI ={V,} :n€w} de forma recursiva como sigue: Vj = Uy y supongamos que ya hemos definido
VI Asi,
yi = Uson Usnrny) € Vi Adiam (Upin)) < g
Uk k=min{m € w:cl(Uy) CV,/ Ndiam (Uy) < 32+ }

Consideremos H : w* — X como H (f) € (V7. Como el espacio X es completo entonces
N V' # 0y por ser un espacio Hausdorff se cumple que |ﬂ Vf‘ = 1; por lo que la funcién H esta bien
definida.

Observemos que si € X entonces podemos construir por recursion la familia V = {Uy, : n € w},
como U es base, existe ko € w tal que x € Uy, € U. Si Uk ya esta definida entonces Uy, € U es tal que
kny1 = min {m cw:cl(Up) C U, Ndiam (Un) < 5=

se tiene por construccion que H (f) =V = z, de lo que se infiere que H es suprayectiva.

n+1
L }. Notemos que si definimos f = (k, : n € w)

Por otra parte, si U,, es un abierto entonces

H! [Un] = U {t cwY:Jdkew|c (Ut(k)) Cc U, ANdiam (Ut(k)) < 2k1+1:| }

que es un abierto; de ahi que H sea una funcién continua. O

Proposicion 3. Todo espacio no vacio métrico completo perfecto contiene un subespacio homeomorfo

a 2%,

Demostracion. Como el espacio X es no vacio y perfecto, entonces X tiene al menos dos puntos digamos
Ty, 21y € X. Sean A(gy, A1y € T abiertos tales que x (o) € Ay, (1) € Ay, cl (Ay) Nel (Agy) =0
y

diam (A<0>) ,diam (A< >)

1
2
Supongamos que A, con s € 2<% ya fue definido. Como cl ( ) es un espacio perfecto entonces, del

mismo modo que en el caso base, existen dos abiertos cl (A(s—~)),cl (As—~1y) € Ay tales que

cl (A<SAO>) Necl (A §A1>) 0



y diam (As—~oy) , diam (As—~1y) < ﬁ Asi, podemos definir ¢ : 2 — X como ¢ (f) € (e, Art

nt

O

Teorema 4. (Cantor-Bendizson) Todo espacio polaco puede dividirse de forma dnica en un con-
junto perfecto y en un conjunto abierto a lo mds numerable. A dicho conjunto perfecto lo llamaremos

el nicleo perfecto de X.

Demostracion. Sea X un espacio polaco y definimos
P = {x € X : z es punto de condensacion en X}

que por definicion es perfectoy V = X \ P.

P es un conjunto cerrado y V es abierto:

Sea z € X \ P. Entonces existe z € U € 7 tal que |U| < w, en consecuencia U N P = (; por
consiguiente U C X \ P = V. Por lo tanto, V es abierto y P es cerrado.

V' es numerable:

Como X es un espacio segundo numerable entonces existe una cantidad numerable de abiertos
{U, : n € w} tales que V = J

V| = |U,ew Un| < w pues unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

new Un v para toda n € w se cumple que |U,| < w. En consecuencia

La descomposicién es tnica:

Supongamos que X = P’ UV’ donde P’ es un conjunto perfecto y V'’ es un conjunto abierto
numerable.

Veamos que P’ C P. Sea ¢ € P’ y supongamos que z € V = X \ P. Como = ¢ P entonces
existe z € U € 7 tal que |U| < w. Sin embargo, U N P’ es un conjunto G5 de X (todo conjunto cerrado
en un espacio métrico es G5) que es un espacio polaco; luego U N P’ es un espacio polaco cerrado en
P’ (yaque X \UNP =UNV'que es un abierto). Ademéas, U N P’ es perfecto en P’ pues si existe
zeUNP yWertalque {z} =WnNUNP)=(WnNU)N P’ se seguiria que P’ no es perfecto lo
que es una contradiccion. Por la proposicion 3 se sigue que 2% — U N P’ lo que contradice el hecho de
que |U| < w. Por lo tanto z € P, de donde P’ C P.

Por otra parte, si z € Py € V! = X \ P’ entonces existe U € 7 un abierto con z € U C V’;
sin embargo como x € P se sigue que |U| > w lo que contradice el hecho de que V' es numerable. Asi,
PCP.

De lo anterior se deduce que P = P’ y por consiguiente V =X\ P =X\ P =V". d

Observacion 5. Del teorema, anterior se deduce que todo espacio Polaco es o bien numerable o tiene

cardinalidad 2%.

Observacion 6. Siguiendo la demostracién del teorema de Cantor-Bendixon se puede demostrar que si
X es un espacio métrico hereditariamente Lindeldf entonces todo subconjunto cerrado no numerable

de X tiene un nucleo perfecto no vacio.



3. ConNJuNTOS BOREL Y CONJUNTOS ANALITICOS

Definicién. Sea (X,7) un espacio topolédgico. Decimos que A C X es un conjunto Borel (A €
Borel (X)), si A pertenece a la sigma algebra generada por la topologia 7.

Teorema 7. Sea (X,7) un espacio Polaco y A € Borel (X). Existe T4 una topologia para X tal que
T C7a, A es clopen en T4, (X,74) es polaco y Borel (X,7) = Borel (X,74).

Afirmacion 1: Si A es un conjunto cerrado en (X, 7) entonces existe 74 una topologia para X
tal que 7 C 74, A es clopen en 74, (X,74) es Polaco y Borel (X,7) = Borel (X,74).

Demostracion. Consideremos 74 la topologia generada por TU{A}. Observemos que se cumple que 7 C
T4, Aesclopenen 74y Borel (X, 7) = Borel (X, 74) (pues A € Borel (X)). Ademés como A es cerrado
se tiene que (A,7 [4) y (X \ 4,7 [x\4) son espacios Polacos; luego (4,7 [4) P (X \ 4,7 [x\4) es un
conjunto Polaco. Como (A, 7 [4) @ (X \ A, 7 [x\a) = (X,74) se sigue que (X,74) es un espacio
Polaco. g

Afirmacion 2: Sea (X, 7) un espacio Polaco, (7, : n € w) una sucesiéon de topologias Polacas de

X tal que para toda n € w se cumple que 7 C 7, y sea 7, la topologia que tiene a J Tp COMO

new
subbase. Entonces 7, es una topologia Polaca; ademéas se cumple que si 7,, C Borel (X, 7) entonces

Borel (X, 7,) = Borel (X,T).

Demostracion. Como cada (X, 7,) es un espacio Polaco entonces []
Sea A la diagonal de []
Polaco con la topologia relativa del producto. Consideremos ¢ : (X,7,) — (4,7 [a) dada por

new (X, 7,) es un espacio Polaco.

new (X, ) que al ser un conjunto cerrado se sigue que también es un conjunto
¢ (z) = f, donde f, es la funciéon constante = y 7% denota a la topologia producto. Como ¢ es biyectiva
basta probar que es continua y abierta;p es continua ya que si U € 7, entonces ¢! [7r_1 [UH =U.
Ademas, ¢ es abierta pues si U € 7, entonces ¢ [U] = 7~ [U] N A. De lo anterior se deduce que ¢ es

un isomorfismo, de ahi que (X, 7,,) es un espacio Polaco. O

Demostracion. Regresando a la prueba del teorema. Sea S la coleccién de los subconjuntos de X para
los cuales se satisface el teorema. Notemos que:

I) 7 CS.Si Ac7entonces X \ A es un conjunto cerrado y por la afirmacion 1 existe 7x\ 4 una
topologia para X tal que 7 C 7x\4, X \ A es clopen en 7x\ 4 (que implica que A es clopen en 7x\ 4),
(X,7x\4) es Polaco y Borel (X,7) = Borel (X, 7x\ ). Observemos que 7x\ 4 testifica que 4 € S.

II) X € Sy S es cerrado por complementacion: X € S pues 7 misma satisface las propiedades.
Ademas si A € S entonces existe 74 donde A es clopen luego 74 testifica que X \ A € S.

IIT) S es cerrado por uniones numerables: Si {A, :n € w} C S existen {7, : n € w} tal que
para cada n € w, T, satisface las propiedades de S. Por la afirmacién 2, 7, es una topologia de X
donde |

es Polaco y

A,, es un 7,-abierto (ya que 7, tiene a |J Tn ¥ A, es un 1, —abierto), 7 C 7, (X, 7,)

new new

Borel (X, 1) = Borel (X, 7,,)

Como X\
T C 7, C 7x\a, X \ Aesclopen en 7x\(y _ 4, (que implica que (J

new An es T,-cerrado, aplicando el lema 1 existe TX\U,,c,, An UDA topologia para X tal que

new An €s clopen en 7x\y A),
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(X, TX\U, c0 A") es Polaco y Borel (X, 7) = Borel (X, 1,) = Borel (X, TX\U, c0 An>- Observemos que
TX\U, ., A, testifica que Uneco An € S.

De los puntos anteriores se sigue que S es una sigma algebra que contiene a la topologia 7 de
X. De la minimalidad de la sigma &lgebra se sigue que Borel (X,7) C S lo que demuestra el teorema.

Observemos que S = Borel (X, 7) ya que si A € S entonces
A €7y C Borel (X,74) = Borel (X, 1)
O

Corolario 8. (PSP) Si (X,7) es un espacio Polaco y A € Borel (X) entonces |A| <w o A contiene

un subconjunto perfecto de X.

Demostracion. Por el teorema 7 (A,74) es un espacio polaco con 7 C 74, luego por el teorema de
Cantor Bendixon A se descompone en su nicleo perfecto P (segin la topologia 74) y un conjunto
abierto numerable. De este modo si |A| > w entonces P # ), por lo que el conjunto de Cantor se encaja
en P; decir 2 = (C,74) C P C A. Sin embargo, como 7 C 74 se sigue que Iy : (C,74) — (C,7)
es continua, biyectiva y cerrada (pues (C,74) es compacto y (C,7) es Hausdorff); es decir I; es un

isomorfismo. Por lo tanto A contiene un subconjunto perfecto de X en 7. 0

Corolario 9. Sea X un espacio topoldgico y A € Borel (X). Eziste f : w* — A continua y supra-

yectiva.

Demostracion. Por el teorema 7 (A, 74) es un espacio Polaco con 7 C 74 y por una proposiciéon anterior
sabemos que existe [ : w¥ — (A,74) una funcién continua tal que f[F] = A. Pero como 7 C 74
entonces

id: (Ay7a) — (A7)

es continua, luego ido f : FF — (A, 7) es una funcion continua y suprayectiva. O

Definicion. Sea X un espacio Polaco y A C X. Decimos que A es un conjunto analitico si y sélo si
existe un conjunto Polaco Yy f : Y — X una funcién continua tal que f [Y] = A. Asimismo, diremos

que A C X es coanalitico si es el complemento de un conjunto analitico.
Ejemplo Los conjuntos Polacos y los Borelianos son conjuntos analiticos.
Proposicion 10. Sea X un espacio Polaco y A C X. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X es un conjunto analitico

2. X es la imagen continua del espacio de Baire w“

3. Existe F' C w® x X un conjunto cerrado tal que 7x [F] = A

4. Existe F' C 2¥ x X un conjunto G5 tal que nx [F] = A

5. Existe Y un espacio Polaco y B CY x X un conjunto Borel tal que 7x [B] = A

Para la prueba de esta proposicion véase [2]

Observacion 11. Del inciso 5 se sigue que si B C X XY es un conjunto Borel, donde Y es un espacio Po-
laco, entonces {z € X : Jy € Y ({(z,y) € B)} es un conjunto analiticoy {zr € X :Vy € Y ({(z,y) € B)}

es un conjunto coanalitico.
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Definicién. (Jerarquia de Borel) Dado X un espacio topologico y 1 < a < w; definimos por

recursion los conjuntos Zg (X), Hg (X),A% (X) C P (X) como se muestra a continuacion:
1L Y0 (X)={UCX:Ué€rx}
2 [ (X) = {FCX:X\Fexy(x)}
3. 30 (X) {UWA : A, € 1%, (X) con ay, < a}
H (X) = {F CX:X\FeY" (X)} {mnean :B, €Y’ (X) conay, < a}
AL (X) =20 (X) NI (X)

Observacion 12. Notemos lo siguiente:

1. Zg (X) es el conjunto de los conjuntos F, de la topologia y Hg (X) es el conjunto de los
conjuntos Gy de la topologia.

0 . . . . .
> o (X) es cerrada bajo uniones numerables e intersecciones finitas.

0 . . . :
[1., (X) es cerrada bajo intersecciones numerables y uniones finitas.

AY (X) es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas.

oUW

Zg (X)), Hoa (X) y AY (X) son cerradas bajo imagenes inversas de funciones continuas; es
decir, si f : X — Y es una funcién continua y A € 30 (V) entonces f~'[A] € 0 (X)
(respectivamente para las clases Hg (X) y AY (X)).

6. Si X es un espacio metrizable entonces Zg (X)U Hg (X) C A2, (X),

Borel(X)= | Z = U [I®= U A, x)

1<a<w; « 1<a<w; « 1<a<w;

y si ademds X es infinito y separable entonces |Borel (X)| = 2¢.

Definicion. Decimos que f: X — Y es una funcién Borel si la preimagen de un Boreliano en Y es

un Boreliano en X.

Proposiciéon 13. Sea (X, 7) un espacio Polaco, Y un espacio topoldgico segundo numerable y una
funcion Borel f: X — Y. Entonces existe Ty una topologia en X que hace continua a f, (X,7¢) es
Polaco y cumple que Borel (X, 7) = Borel (X, 7¢). En particular, si Y es un espacio Polaco entonces

f1X] es un conjunto analitico.

Demostracion. Sea B = {U, : n € w} una base numerable de Y. Como la funcion es Borel,
{f'U]:new}

es una coleccion de conjuntos Borel de X. Para cada n € w existe 7, una topologia que hace polaco a
X tal que f~1[U,] € 7, y Borel (X,7) = Borel (X,7,), luego existe 7., una topologia que hace Polaco
a X tal que 7, C 7, para toda n € w 'y Borel (X,7) = Borel (X,7,). Observemos que 7, es una

topologia en X que hace continua a f. O

Proposicion 14. Sea X un espacio Polaco. Zi (X)y H} (X) son cerrados por intersecciones y

uniones numerables.

Demostracion. Como H} (X) son los complementos de Z} (X), basta demostrar la proposicion tni-

camente para Zi (X).
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I) Z} (X) es cerrada bajo uniones numerables:

Sea {4, :ne€w} C Z} (X). Por la definiciéon de conjunto analitico, para cada n € w existe
frniw — X

una funcion continua tal que f, [w*] = A,. Definimos F : w x w* — X como F (n,z) = f, (z), que es
una funcién continua ya que si U C X es un conjunto abierto entonces F~* [U] =, ., {n} x f,, ! [U]
que es un conjunto abierto en w x w*. Observemos que F [w X w¥] = Uned A, por consiguiente
U,hco An es la imagen continua de un espacio Polaco; es decir |, .., An € Zi (X).

IT) "1 (X) es cerrada bajo intersecciones numerables:

Sea {A, :n€w} C Z} (X). Por la definicion de conjunto analitico, para cada n € w existe
fniw® — X
una funcién continua tal que f, [w*] = A,. Consideremos F C (w*)“ definido como

F={{yn:necw) e W) :Yn,m(fn(yn) = fm (ym))}

veamos que F es un conjunto cerrado (y por consiguiente, F' es Polaco). Si (y, : n € w) ¢ F existen
n # m tales que fp, (yn) # fn (Ym), como X es Hausdorff, existen U € V (f,, (yn)) vy V € V (fmn (ym))
conjuntos abiertos tales que U NV = 0; luego 7' [, [U]] N7~ [f7[V]] es un conjunto abierto
de (y, : n € w) contenido en (w*)* \ F, de lo que podemos inferir que F es un conjunto cerrado. Por
otra parte, definimos f : F — X como f ({y, : n € w)) = fo (yo) (que es continua ya que f = fyom
que es la composicion de dos funciones continuas) y notemos que f [F] = 1, ., An. Esto es claro ya
que si (Y, :n Ew) € Fyn € wentonces f ((yn, :n €w)) = fo(yo) = fn (Yn) € fnw*] = Ap, lo que
implica que (y, : n € w) € [, ., An- Por otra parte, si € (.., A, consideremos (y, : n € w) tal que

para cada n € w fy (yn) = =, en consecuencia (y, :n€w) € F'y f({yn:ne€w)) = fo(yo) = x. De

lo anterior hemos demostrado que [, .., A, es la imagen continua de un conjunto Polaco; es decir,
1
Mhew An € 21 (X). O

Proposicion 15. Sean X, Y espacios polacos y f : X — Y wuna funcién continua. Si A € Zi (X)
entonces f[A] € Ei (Y).

Demostracion. Por definicion si A € Zi (X) entonces existe g : w* — X una funciéon continua con
g[w¥] = A. Luego, fog:w“ — X es continua y cumple que f o glw*] = f[A]; por consiguiente
1

FiAl€ > (V). O
Proposicion 16. Sean X, Y espacios polacos y f : X — Y wuna funcion continua. Si B € Zi (Y)
entonces f~1 [B] € Z% (X).

Demostracion. Por definiciéon si B € Z} (Y), existe FF CY X w* un conjunto cerrado tal que

my [F] =B

Definiendo ¢ : X x w® — Y x w® como ¢ = (f,id) se tiene que wx [¢~' [F]] = f~![B]; es decir
f~1[B] es la proyeccién de un conjunto cerrado de X x w* por lo que f~![B] € Zi (X). O

Definicion. Sea X un espacio polaco y A, B C X. Se dice que A y B son Borel separados si existe C
un conjunto Borel de X talque ACCy CNB=4.
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Lema 17. Si {P, :i € w} y {Q; : i € w} son familias de subconjuntos de un espacio polaco X tal que
para cada i,j < w se cumple que P; y Q; son Borel separados entonces J,,c,, Pn ¥ U, c., @n s0n Borel

separados.

Demostracion. Para cada i, j < w existe B; ; € Borel (X) tal que P; C B; j y B; j N Q; = (). Luego
U () Bij € Borel (X)
1EW jEW

testifica que U,,c,, Pn ¥ U, e, @n son Borel separados. O

Teorema 18. Teorema de separacion de Luzin Sea X un espacio Polaco y A, B € Z} (X) ajenos

entonces A y B son Borel separados.

Demostracion. Supongamos para reduccion al absurdo que A y B no son Borel separados. Por defini-
cion de conjunto analitico existen f : w® — Ay g : w* — B dos funciones continuas y suprayectivas.
Por recurcién construiremos z,y € w* tales que f (z) € A, f (y) € B y para toda n € w se cumple que
flz 1] ¥ 9lly [n]] no son Borel separados. El caso base es precisamente f [[0]] = Ay ¢[[0]] = B que
por suposicion no son Borel separados. Supongamos por induccioén que ya hemos construido « [, y ¥ [»
que no son Borel separado. Como f [[& [n]] = Upew, £ (2 1) ~ K] ¥ ¢[y 1)l = Urew 911 Tn) ~ K]
entonces, aplicando el lema anterior, existe p y ¢ tales que g [[(z [.) —~ p]] ¥ ¢[[(¥ [») — ¢]] no son Borel
separados; luego definimos 2 (n) = p y y (n) = ¢. Sin embargo, como f (z) # g (y) existe U,V € 7x
tales que f(z) € U, g(y) € Vy UNV = (. Por la continuidad de f y g existe N € w tal que
FllzIn]] CUvyglly In]] €V, lo que implica que f [[x [n]] ¥y gy [~]] son Borel separados que es una
contradiccion. O

Corolario 19. A € Borel (X) si y sdlo si A € Z} (X)n Hi (X).

Demostracion. Basta demostrar el regreso. Sea A € Z% (X)n H} (X), aplicando el teorema de sepa-
racion de Luzin existe B € Borel (X) tal que A C By BN (X \ A) = ). De lo que podemos inferir
que A C B C A, de ahi que A = B € Borel (X) d

Corolario 20. Sea X un espacio Polaco. Si {A,, : n € w} es una familia de conjuntos analiticos ajenos

entre si entonces existe una familia {B,, : n € w} de conjuntos Borel ajenos entre si tales que A,, C B,,.
Demostracion. Se sigue del teorema de separaciéon de Luzin y aplicando recursion. O

Definicién. (Operacién de Suslin) Sea X un espacio Polaco y B = {B;:s € w<¥} C P(X)

entonces al conjunto A (B) = U, ¢ (e, Byin se le conoce como la operacion de Suslin.

Teorema 21. (Luzin) Sea X y Y espacios polacos, f : X — Y una funcion continua y A un
conjunto Borel de X. Si f [4 es inyectiva entonces f [A] € Borel (Y). Ademds, el resultado también

es valido si solo se pide que f sea una funcion Borel.

Demostracion. Como A € Borel (X) existe F' C w® un conjunto cerrado y g : F — X una funcion
continua tal que g [F] = A. Por consiguiente podemos suponer sin perdida de generalidad que X = w®
y A C w* es un conjunto cerrado. Dado que A es cerrado existe T C w<* un arbol tal que [T] = A.
Para cada s € w<“ definimos (A), = AN|[s]y As = f[(4s)] € Z} (Y). Observemos que como f [4 es

inyectiva si s L t entonces A; N A; = 0; es decir, {As : s € w<“} es una familia de conjuntos analiticos
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entre si. Por el teorema de separacion de Luzin existe B = {B; : s € w<*} una familia de conjuntos
Borel ajenos entre si tales que As C By C ¢l (4s).
Afirmamos que A (B) = f [A] donde A (B) es la operaciéon de Suslin.
2| Six € f[A] entonces existe y € A C w* tal que f (y) = z. Luego
2 € () Aypn € () Bytn
new new
lo que implica que = € A (B).

CJ] Si x € A(B) entonces existe y € w® tal que € [),c,, Bytn € peo ¢l (Ayrn). Entonces
existe (Yn),c,, tal que yn € (4),; =AN[y ]y d(z, f (yn)) < L. Por la continuidad de f obtenemos
que f (limp—0oyn) = @ y por construccion limy, ooy, = y. Por tanto z € A.

Por otra parte, como B = {B; : s € w<*} es una familia de conjuntos entre si se sigue que

flAl=AB)= () |J B. € Borel (Y)
new sewn

Notemos que este resultado también es valido si sélo se pide que f sea una funcién Borel ya que
por la proposicién 13 existird 8 una topologia Polaca que extiende a la topologia de X y que hace a f

continua. 0

Proposiciéon 22. (Cédigos Borel) Existen Pt P~ € Hi (wx X) y D Cw tales que i) para toda
n€w Pf =X\ P, , donde P} y P, denotan sus respectivas rebanadas en la coordenada n, y ii) Si
A€ Al (X)hay n € D tal que A= P;.

Para la demostracion de esta proposicion véase [7]

4. TEORIA DE JUEGOS

Definicion. Sea X un espacio topologico. El juego de Choquet Gx es definido como sigue:

= En la primera jugada, el jugador I elige un abierto Uy € 7
s FEnseguida el jugador I7 elige un abierto V € 7 tal que Vy C Uy

= Fl jugador elije U; € 7 tal que Uy C Vj, y asi sucesivamente

Diremos que el jugador 11 gana si (),c,, Un =, Va # 0, en caso contrario el jugador I gana.

Definicion. Decimos que un espacio topologico es de Choquet si el jugador IT7 tiene estrategia gana-

dora en el juego de Choquet.

Teorema 23. (Oztoby) Un espacio topolégico X es de Baire si y solo si el jugador I no tiene

estrategia ganadora en el juego de Choquet.

Demostracion.
<—| Supongamos que X no es un espacio de Bare, entonces existe una familia {U,, : n € w} de

densos abiertos tal que [ U,, = 0. De esta manera, si V,, representa cualquier respuesta del jugador

new

IT en el juego de Choquet entonces o = (Uy, Vo, Vo N Uy, V1, ...) es una jugada ganadora para el jugador
I ya que (N, ¢, Un = 0.
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—>| Supongamos que existe o una estrategia ganadora para el jugador I y queX es un subes-
pacio de Baire. Sea Uy el primer movimiento de acuerdo a o. Mostraremos que Uy no es de Baire.
Construiremos un arbol T bien podado cuyos elementos son jugadas finitas de o que cumpla que si

p= (Uo,Vb, . Un) eT

entonces U, = {Up+1 : (Uo, Vo, -..; Un, Vi, Upn11) € 0} consiste de conjuntos abiertos ajenos por pares
y Wn =U{Up : |p| = 2n} es un conjunto denso en U, (aplicando el lema de Zorn podemos construir
una familia maximal ajena por pares. De la maximalidad concluiriamos que W, es denso en U,,). Sin
perdida de generalidad podemos suponer que W, 11 C W,,. Dado que X = Uj es un espacio de Baire
W, #0

U, # 0 que contradice el hecho de que o es una estrategia ganadora para el

(ya que subespacios abiertos de un espacio de Baire también son de Baire) se sigue que ﬂnew

que implica que [

new

jugador I. 0

Definicion. Decimos que un espacio topolédgico es de Choquet si el jugador 11 tiene estrategia gana-
dora en el juego de Choquet.

Observacion 24. Si X es un espacio de Choquet entonces X es un espacio de Baire. Esto es claro ya
que si el jugador I7 tiene estrategia ganadora entonces el jugador I no tiene estrategia ganadora; y

por el teorema de Oxtoby se tiene que X es un espacio de Baire.
Definicion. Sea X un espacio topolégico. El juego fuerte de Choquet es definido como sigue:

= En la primera jugada, el jugador I elige un abierto Uy € 7 y un punto zy € Uy
= Enseguida el jugador /I elige un abierto V) € 7 tal que z¢y € V5 C Uy

= El jugador elije U; € 7 y un punto z; tal que z; € Uy C Vj, y asi sucesivamente

Diremos que el jugador 11 gana si (),c,, Un = (,eco, Va # 0, en caso contrario el jugador I gana.

Definicion. Diremos que un espacio topologico X es fuertemente Choquet si en X el jugador 11 tiene

estrategia ganadora.
Observacion 25. Si X es fuertemente Choquet entonces es Choquet.

Proposicion 26. Si X es fuertemente Choquet, f : X — Y es una funcion continua, sobreyectiva y

abierta entonces Y es fuertemente Choquet.

Demostracion. Supongamos que X es fuertemente Choquet, f : X — Y es una funcién continua,
sobreyectiva y abierta. En resumen, un juego fuerte de Choquet en Y induce un juego fuerte de
Choquet en X; como la funcién es abierta podemos regresar las respuestas del jugador I7 en X
al juego en Y. A continuacion procederemos a formalizar esta idea. Vamos a definir por recursion
los conjuntos {VT}/ 'n € w} que son las respuestas del jugador I en Y, el conjunto {VnX 'n € w}
que son las respuestas del jugador I7 en X y {UX :n € w} las respuestas del jugador I en X. Su-
pongamos por hipétesis de induccion que ya hemos definido V', VX y U)X para toda j < n. Si
Yn+1 € Upny1 es una respuesta del jugador I en Y, entonces como f es continua y sobre entonces defini-
mos U;X,; = f~1 [U,] que es un abierto no vacio. Asi, definimos V;;X | como la respuesta del jugador I a
la jugada (Ug*, V5*, ..., Uz, 1) que existe porque X es fuertemente Choquet. Ahora, como f es un abier-
to entonces definimos V.Y, ; = f[V;X,]. Como X es fuertemente Choquet entonces ., Vi1 # 0,

n

luego MNpew Vit = Muew [ [ViS1] # 0. Por consiguiente Y es fuertemente Choquet. O
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5. OCA(X)

Definicién. (Todorchevich) Sea X un espacio topologico y K C [X]?. Decimos que K es abierto si
y so6lo si para cualesquier x # y € K existen abiertos U,V C X tales que x € U y y € V se satisface
que {{a,b}:a#b, acU, bV} CK.

Definicién. (Todorchevich) Decimos que [X]° = Ko U K, es una particion O-abierta (donde K

puede ser un conjunto vacio) si K es abierto.

Definicién. (Todorchevich) Dada una particion KoUK, = [X]?, decimos que Y C X es i-homogéneo
para i € {0,1} si para cualesquier x # y € Y se tiene que {z,y} € K;.

Definicién. (Todorchevich)?® Decimos que X satisface OCA (X) si y sélo si X es Hausdorff y
para cualesquier particion 0-abierta Ko L K; = [X]? existe Y € [X]“* 0-homogéneo o hay una familia

{X,, : n € w} de conjuntos 1-homogéneos tales que X =J, . Xp.

new N
Definicién. (Todorchevich) Decimos que X satisface OCA* (X) si y solo si X es Hausdorff y para
cualesquier particion O-abierta Ko U K; = [X ]2 existe Y C X subespacio perfecto, no vacio, compacto

y 0-homogéneo o hay una familia {X,, : n € w} de conjuntos 1-homogéneos tales que X =J . Xp.

new
Proposicion 27. (Todorchevich) Sean X y Y espacios topoldgicos, donde Y es Hausdorff y f :
X — Y es una funcion continua y suprayectiva. Si X satisface OCA(X) entonces Y satisface
OCA(Y).

Demostracion. Sean Lo U Ly = [Y]” una particion abierta. Consideremos

Ko={{z,y}: f(z)# f(y), {f(2),f(y)} € Lo}

y K, = [X]*\ Ko. Veamos que Kj es abierto. Si z # y € Kq entonces f (z) # f(y) vy {f(z),f ()}
pertenece a Ly, como Ly es abierto y Y es Hausdorff existen abiertos U,V C Y talesquex € U,y € V
y UNV = ; dado que f es continua entonces f~![U] y f~1[V] son abiertos en X y cumple que si
z€ f71 U]y w e f~1[V] entonces, como UNV =10, f(2) # f(w) y {f(2), f(w)} € Lo que implica
que {z,w} € K. Por consiguiente Ky es abierto.

Por otra parte, por como definimos la particién se tiene que si Z C X es i-homogéneo entonces
f [Z] es i-homogéneo con i € {0, 2}.

Como X satisface OCA(X) entonces hay dos casos:

Caso I : existe Z € [X]“" 0-homogéneo entonces f [Z] es 0-homogéneo

Caso I1 : existe una familia {X,, : n € w} de conjuntos 1-homogéneos tales que X =J . Xn.

Entonces cada f [X,] es 1-homogéneo y como la funcién es suprayectiva se tiene que Y = {J,,c,, f [Xn].

new

De los casos anteriores se tiene que Y satisface OCA(X). O

Proposiciéon 28. (Todorchevich) Sean X y Y espacios topoldgicos, donde Y es Hausdorff y f :
X — Y es una funcion continua y suprayectiva. Si X satisface OCA*(X) entonces Y satisface
OCA*(Y).

Demostracion. La demostracion es igual que la anterior modificando el caso I: Si Z C X es un subes-
pacio compacto y perfecto entonces f[Z] CY es compacto, cerrado y 0-homogeneo, luego der (f [Z]),

el conjunto derivado de f[Z], es un conjunto compacto, perfecto y 0—homogeneo. 0

3Vid. S. Todorchevich & I. Farah, Some applications of the method of forcing, p.79
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Proposiciéon 29. (Todorchevich) w* satisface OCA* (w®).

Demostracion. Sea KgUK; = [w*]” una particién abierta y supongamos que w® no es 0 —1—homogéneo

(w* no es la unién numerable de conjuntos 1-homogéneo). Sea
¥ = {0 € w*¥: o] es 1-homogéneo}

Construiremos un esquema de cantor (A, :s € w<¥) de abiertos basicos en w* tales que A, no es
o—1-—homogéneo y si € Asoyy € As~1 entonces {z,y} € Ky. Supongamos que ya hemos definido
A con s € w<. Como |¥| = w, As = 2“ y no es 0 —1-homogéneo entonces existen f # g € A\, ¢y, [0]
tales que {f, g} € Kp; dado que la particién es abierta existen abiertos As—gy As—~1 con f € Ag o
y g€ Agq tales quesix € A, gy y € As—1 entonces {z,y} € Ky. Observemos que A,; no es
o — 1-homogéneo ya que h € As—; \ U,cx [0] con h € {f, g}, pues si A,—; fuera 0 — 1—homogéneo
entonces h € | J, 5, [o]. Con esto se concluye la recurcion, asi (A : s € w<) es un esquema de cantor
con la propiedad de que si € A9y y € As—~1 entonces {x,y} € Kpy.

Veamos que (|J

de Cantor) es 0-homogéneo. Sean f # g € (U e, As ¥ consideremos s € w<* tal que f € A, y

scw As que en un conjunto perfecto y compacto (pues es isomorfo al conjunto

g € As—1, por construccion tenemos que {f, g} € Ky. De donde (U, .., As es 0-homogeneo O

SEw

Corolario 30. (Todorchevich) Si X es analitico entonces X satisface OCA* (X).

Demostracion. Si X es un conjunto analitico, existe una funciéon continua f : w® — X suprayectiva.

Como w* satisface OCA* (w*) entonces por la proposicion anterior X satisface OCA* (X). d

Corolario 31. (PSP) Si X es un conjunto analitico con | X| > w entonces existe un conjunto perfecto

y compacto P C X.

Demostracion. Consideremos KoU() = [X]* que es una particién abierta. Como X satisface OCA* (X)
y X no puede ser o-1-homogéneo entonces existe un conjunto perfecto y compacto P C X que es K-

homogéneo. d

Proposicion 32. Si X es Hausdorff, hereditariamente Lindeldf y fuertemente Choquet, entonces se
satisface OCA (X). Mds ain, si X no es o-1-homogeneo existe H C X con |H| = 2¥ un conjunto

0-homogeneo.

Demostracion. Sea [X]2 = KoUK, una particién abierta y supongamos que X no es o —1—homogéneo.
Consideremos F = {U € 7 : U es 0 — 1 homogeneo}, como X es hereditariamente Lindeldf existe ' C
F con |F'| = w tal que JF = |JF'; de esto se sigue que X \ [JF no es o-1-homogéneo. Dado que
K, es abierta y X Hausdorff, existen =,y € X \ UF con {z,y} € Koy Up,U; C X \ |JF tales que
UoNUy =0, Uy xU; C Ko, x € Uy y y € Uy. Ademas, por la definicién de F se sigue que Uy y U no son
o-1-homogéneo ya que z,y ¢ | J F. Aplicando este mismo procedimiento podemos construir un esquema
de Cantor H = Uf@w Mhew (Usr,), que es no vacio ya que al ser X fuertemente Choquet se cumple
(Ugy,)| =1 utilizando
una funcién de eleccion. Asi, H es un conjunto no numerable 0-homogeneo (ya que si z,y € H existe
newy s, te2" tal que {z,y} € Us x Uy C Kyp) . O

que (e, (Usr,) # 0 y sin perdida de generalidad podemos suponer que ’ﬂ

new

Teorema 33. (Dushnik-Miller) Para cualquier cardinal k se cumple que k — (k,w)?.



17

. 2 s
Demostracion. Sea c: [k]” — 2 una coloracion.

Ik
Caso I: VX C k (\X| —k—3daecX (‘A’a ﬂX’ - k)) donde

Ay={fek:a<fyclap) =1}

En este caso, por recurcién, se puede construir el conjunto 1-homogeneo de cardinalidad w.

Caso IT: 3X C k (|X| —kAVaeX (‘A; mX) < k:))

Si k es regular:

En este caso, por recurcién y la regularidad de k, se puede construir el conjunto 0-homogeneo
de cardinalidad k.

Si k es singular:

En tal caso existe A\ < k, {4, : @ < A} una familia de subconjuntos de k ajenos entre si y
acxAa Yy A< Ao = ko < k.
Por el caso anterior, para cada o < A se tiene que ko, — (kq,w); por lo que existe K, C A, tal

(ko : @ < A) cardinales regulares tales que k = | |

que | K| = ko y ¢[Kqa)® = {0} (si existiera un o < A tal que Kes un conjunto 1-homogeneo entonces
habriamos terminado).

Por la hipotesis general para cada v € K, se tiene que‘A; nx ) < k, como k es limite
existe k, tal que ‘A;I’WX‘ < ky. Como ko > A, por el principio de casillas existe £, tal que

Lo = {x e K, : ‘A; N X’ < kﬁa} tiene cardinalidad k. Sin perdida de generalidad supongamos que
si &y = a.
Para cada a < X sea Hy, = Z, \ U{A; rr €U, <, Zw} y H = Uycn Ha- Como cada k, es

regular se tiene que |H,| = ko. Por construccion H es 0-homogeneo y
|H| = sup{|Hqa|: o < A} = sup{ko :aa< A} =k

O

Proposicion 34. Sea [w“]z = Ky U Ky una particion 1-abierta tal que para cualesquier Vi,...,V,
abiertos que no son 1-homogéneos existen {x; : i < n} C w® con x; € V; y se satisface que para toda
i # j {xi,x;} € Ky entonces existe P C w* un conjunto perfecto 0-homogéneo o existe {X, : n € w}

tal que X = X, y cada X, es 1—homogéneo.

new

Demostracion. Sea [w*]> = K, U K; una particion l-abierta y supongamos que w® no es o — 1-
homogéneo. Consideremos F = {U € 7: U es 0 — 1 homogeneo}, como w* es hereditariamente Lin-
deldf existe F' C F con |F'| = w tal que |JF = |JF'; de esto se sigue que w* \ |JF no es o-1-
homogéneo. Dado que w® es regular y w“ \ [JF no es o — 1—homogéneo, existen gy, 2y € w* \ JF
con {$<0>,$<0>} € Koy U<0>,U<1> € 1¢ tales que Ty € U<0>, Ty € U<1>, cl (U(())) Necl (U<1>) =0y
d(U) ,d(Un) < 5r-

Supongamos por induccién que ya han sido definidos {z, : 0 € 2"} y {U, : 0 € 2"} tales que
2o € Us\UF, cl (Us)Ncl (Ugr) = 0, d (Uy) < 5557 y para cualesquier o # o se tiene que {z4, 24/} € Ko.
Observemos que cada U, no es 1-homogéneo ya que z, € U, \|JF, por consiguiente para cada o existen
2770, 2771 € U, \ U F tales que {779 2771} € K. Dado que w* es Hausdorff, para cada o existen

Us~0,Us~1 € T con Uy ~9,Us~1 C U, tales que 2770 € Uy, 2771 € Up—1, d(Us~;) < 57
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Yy Uspo NUy~1 = 0. Como {Uy—~; : 0 € 2™,i € 2} son abiertos que no son 1-homogéneos, aplicando
la hipotesis existen {x,—~;: 0 € 2",i € 2} tales que x5~; € Uy—~; ¥y si 0 # o' e i,j € 2 entonces
{.’L’U,\i,$a,\j} S K().

Por recursién podemos construir un esquema de Cantor H = Ufezw N (Uyy,,) tal que

1
2lo]

= 1. Notemos que ¢ : 2 — (w*“,7) definida como {¢ (f)} = ,c., (Us,) es un

new

MNpew (Usr,) # 0 (pues w es un espacio métrico completo) y dado que d(Us,) < se cumple

que ‘nnEw (Uf[n)
encaje, ya que es inyectiva y como veremos a continuacién f es continua. En efecto, sit € <%y f € 2%

son tales que ¢ (f) € [t] entonces existe n € w tal que Uy, C [t] (pues diam (Uy;,,) — 0), notemos
que por construccion ¢ [f [,] € Uyy, C [t]; de lo que se infiere que ¢ es continua. Por consiguiente,
© [2¢] es un conjunto perfecto.

Veamos que para cualesquier 5,24 € ¢ [2¥], {zf, 2,4} € Ko. En efecto como 2y € (.., (Usp,) ¥
Ty € Npew (Ugt,) entonces (Tf1n),c., — 5 ¥ (Tgin), e, — Tqg- Por construccion (s, rg1n) € Ko
Y (Tfin, Tgtn) —> (XTf,x4), al ser Ky cerrado (pues la particiéon es l-abierta) se tiene que (zy,x4)
pertenece a K. O
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6. PROPIEDAD DE BAIRE

Definicion. Sea X un espacio Polaco. Decimos que A C X tiene la propiedad de Baire si hay un
conjunto abierto U tal que AAU es magro.

Notacion Denotaremos por BP (X) a todos los subconjuntos de X que tengan la propiedad de Baire

y por M (X) el conjunto de todos los magros de X.
Observacion 35. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:

1. Todo conjunto abierto tiene la propiedad de Baire.

2. Todo conjunto cerrado tiene la propiedad de Baire (ya que si F' es cerrado entonces F'\ int (F')
es un conjunto denso en ninguna parte).

3. BP es cerrado por complementos (si AA U es magro entonces (X \ A) Aint (X \ U) es magro).

4. BP es cerrada por uniones numerables (si A,, AU, es magro entonces (Unew An) A (Unew Un)

es un conjunto magro.

5. Por los puntos anteriores se tiene que BP es una oc—algebra que contiene a los Borelianos.

Proposicion 36. Sea X un espacio polaco. A € Z} (X) siy solo si existe { By : 0 € w<“} una familia
de cerrados tales que A = A(B,).

Demostracion. Supongamos que existe {B, : 0 € w<“} una familia de cerrados tales que A = A(B,).
Sin perdida de generalidad es una familia decreciente tal que § (By;,) — 0 para toda f € w®. Asi
existe ¢ : w* — A como ¢ (f) € ,c,, Brr,.» de lo que se infiere que A es un conjunto analitico.
Supongamos que A es un conjunto analitico, sea ¢ : w* — A una funcién continua y suprayec-
tiva. Definimos B; = cl (¢ [[t]]) para toda t € w<¥, asi A = A (B;) ya que ¢ (f) € ,c., Bsr O

n"

Proposicion 37. Sea X un espacio topoldgico sequndo numerable y A C X. Entonces existe B C X
con A C B tal que B tiene la propiedad de Baire y si A C B’ con B’ € BP (X) entonces B\ B’ es

magro.
Demostracion. Sea {U, : n € w} una base numerable para X. Consideremos
U=J{Un:U.nAecM(X)}
y F'=X\U. Observemos que A\ F'=ANU =y ¢y UnN A€ M (X). Por consiguiente
B=FU(A\F)eBP

(pues es la union de dos conjuntos que tiene la propiedad de Baire). Por otra parte, si B’ € BP'y
A C B, entonces B\ B’ € BP; luego existe V € 7 tal que VA (B\ B’) € M (X). Veamos que
B\ B’ € M (X), supongamos que B\ B’ ¢ M (X).
Sivnew (U, CV — U, N(B\ B') =0) entonces VN (B\ B’) =, luego
(B\B')=(B\B)\VCVA(B\B)eM(X)
que contradice el hecho de que B\ B’ ¢ M (X). Por lo tanto In € w (U, CV AU, N (B\ B') # 0),
luego U, \ (B\ B") CV\ (B\ B’') € M (X). Dado que B\ B’ C F'\ A entonces

U.NACU,\(B\B) e M(X)
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luego por definicion U,, CU = X \ F que implica que U, N (B\ B") CU, N F\ A = 0 que contradice
el hecho de que U, N (B \ B’) # 0. Por reduccién al absurdo B\ B’ € M (X). O

Proposicion 38. Sea X un espacio topoldgico segundo numerable. Si (A, : 0 € w<¥) C BP(X)
entonces A (A,) tiene la propiedad de Baire.

Demostracion. Sin perdida de generalidad A; C A, si s C t. Para cada t € w<“ definimos A? =
Uyot Niew Ayt € A¢. Por la proposicion anterior existe B C X tal que A* C B, B* € BP (X) y si
W 2 A; con W € BP (X) entonces B\ W € M (X) (x). Sin perdida de generalidad B* C A; (xx) y
B' C B*si s Ct. Sea Cy = B\ U, B"". Notemos que A" C (J,c, A"™" C U,e, B, lo que
implica B*\|J,,c,, B"™" € M (X) por (%), de ahi que C' = [J, ¢, < (Bt \ Unew BtA") € M (X) (x*x).

Con la notacion anterior A = A (A,). Afirmamos que B®\C C A, Si z € B?\C entonces existe
y(0) € w tal que z € BWO) vy por recurcion existe y € w<* tal que z € Nnew BY'™ € Nhew Ay
(aplicando (xx)). Como B? \ C' C A? entonces BY \ A C C € M (X) (por * * %), que implica que
B\ A? € M (X). Luego B® A A? = B\ A ¢ M (X), de ahi concluimos que A = A € BP (X). O

n

Corolario 39. Sea X un espacio Polaco, Z} (X), H} (X)C BP(X).

Demostracion. Si A € Zi (X) entonces existe {B, : 0 € w<¥} una familia de cerrados tales que A =
A (B,). Como cada B, satisface la propiedad de Baire, entonces A = A (B,) € BP (X).
Como BP (X) es cerrado por complementos entonces H} (X) € BP(X). O

Proposicién 40. Si A € Zi (w®) entonces existe una familia {B, : 0 € w<“} de clopens basicos tales
que A= A(B,).

Demostracion. Si A € 3.1 (w*) entonces existe T C w* xw® tal que A = {z € w* : Jy € w* ((z,y) € [T])}.
Para cada o € w<% definimos B, = {x € wY: <w [‘U‘,a> € T} y asi A= A(B,). O

Definicion. Sean X,Y espacios topologicos. Una funcién f: X — Y es Baire medible si la imagen

inversa de cualquier abierto de Y tiene la propiedad de Baire en X

Proposicion 41. Sean X, Y espacios topologicos y f : X — Y es Baire medible. Si 'Y es sequndo

numerable, hay un conjunto G C X que es la interseccion de abiertos densos tal que f [¢ es continua.

Demostracion. Sea {U, : n € w} base numerable para Y. Como f es Baire medible, para cada n € w
existe V,, € X un abierto y F;, la uniéon numerable de cerrados densos en ninguna parte tales que
YU AV, C F,. Sea G = (), X \ F,, observemos que por definicion X \ F,, es la interseccién
numerable de densos en ninguna parte, por lo que G es la interseccién de abiertos densos. Por otra

parte notemos que f~[U,]NG =V, NG € 7x |g, por lo que f |¢ es continua. O
Proposicion 42. Sea X un espacio polaco perfecto y Y sequndo numerable. Si
{fi: X" —Y:icw}

es una familia de funciones Baire medibles entonces hay un conjunto de Cantor C' C X tal que f; [cni

es continua pare toda 1.

Demostracion. Basta probar que si f : X? — Y es Baire medible entonces hay un conjunto de Cantor

C C X tal que f [z es continua y luego generalizar la prueba.
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Dado que f es Baire medible existe R C X? tal que f [g es continua y R es un conjunto
denso G5 comagro. Sean {A,, : n € w} C X? una familia de cerrados densos en ninguna parte tales que
X2\ R=J, An.

Como Ay es denso en ninguna parte y X2\ Ay es un abierto no vacié (es no vacio porque X es
de segunda categoria) existen V,W C X abiertos no vacios tales que (V x W) N Ay = . Nuevamente,
dado que W x V es un abierto no vacio existe Vo C V 'y Wy C W tales que (Wy x Vo) NAg =0, y
por lo anterior también se cumple que (Vo x Wy) N Ag = 0. Note que, como el espacio es perfecto, se
puede garantizar que Vo NWy = 0 y diam (Vy) , diam (W) < % De forma recursiva podemos construir

un esquema de cantor

C= U ﬂVfrn U U mWfrn

fe2w new fe2v ncw

por construcciéon C? C Ry por lo tanto f [¢2 es continua. O

Teorema 43. (Galvin) Sea X un espacio Polaco perfecto y [X]2 = PyU...U Py_1 una particion
donde cada P; tiene la propiedad de Baire (esto es P = {(m,y> € X%:{z,y} € Pi} tiene la BP en

K3

X?2). Entonces hay un conjunto de cantor C C X que es i—homogéneo.

Demostracion. Consideremos la funcion fX?2 — w como

Fllaay =] Tt Ve
0 =1y
que es Baire medible pues si i # 0 entonces f~![{i +1}] = P € BP(X) y f~'[{0}] = A € BP (X).
Por la proposicion anterior existe ¥ C X un conjunto de cantor tal que f [y2 es continua. Sea
Qi = P, N[Y]?, observemos que QF = {(z,y) € Y?: {z,y} € Q;} = {(z,y) € Y2 : f(z,y) =i} es
abierto en Y2 (pues Qf = f~![{i}] es un abierto ya que f |y2 es continua. Reemplazando X por Y
y P; por Q; podemos suponer sin perdida de generalidad que cada P} es abierto. Procediendo por
induccion basta demostrar el caso cuando [X]2 = Py U Py con P§ y Py abiertos en X2.

Consideremos la particion Py U P;, como Pj es un conjunto abierto en X? se tiene que la
coloracion es 0—abierta. Aplicando OCA* (X)) (en realidad seria OC A* (Y) sin hacer la suposicion) se
tienen los siguientes dos casos:

Caso 1. Existe P un conjunto perfecto 0—homogéneo. En tal caso existe un cantor 0—homogéneo

Caso 2. X es 0 — 1—homogéneo. Consideremos la particion [X ]2 = P U Py que es abierta, por
lo que se tienen los siguientes casos.

Caso 2.1. Existe R C X perfecto tal que [R]2 C Py. En tal caso existe un cantor 1—homogéneo

Caso 2.2. X es 0 — 0—homogéneo. En tal caso X = Un A, = Un B,, donde A,, es 0—homogéneo
y B,, es 1—homogéneo. Observemos que | B, N 4,,| = 1 para cualesquier n, m € w, por lo que |B,| < w;

asi | X| = |U,, Bn| < w que contradice el hecho de que X sea un espacio Polaco perfecto. O
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7. 'TEORIA DESCRIPTIVA EFECTIVA
Sea X = w* x (w*)! con k,1 € w,
Sx ={((m1,....mp,01,...,00) : Vi < k(m; €w) yVj<l(o; €w™) )}
y dado o = (my, ..., mg, 01, ...,07) € Sx definimos
No ={(n1, ek, f1, f1) Vi< k(ny =my) yVi<I(fi 20:)}

es decir, N, es el cono definido por o.
Definicién. Sea X = w* x (w¥)".

1. Decimos que A C X es 2(1) (X,rec) si existe f : w — X una funcién recursiva tal que

A= LJneu;]VfOﬂ'
2. Decimos que A C X es H? (X,rec)si X\ A€ Z? (X, rec).
3. Decimos que A C X es Z} (X, rec) si existe B € H(1) (X X w¥, rec) tal que

A={reX:Jycw’((z,y) € B)}.
4. Decimos que A C X es [[; (X,rec)si X\ A € Zi (X, rec).
Observacion 44. Sea X = wk x (w*)".

E? (X, rec) C E? (X)

I} (X, rec) C II} (X)

Del mismo modo, usando funciones recursivas f con ordculos (una funcién fija * € w® que

podemos utilizar para definir el valor f(n) en la recursién) definimos los conjuntos Z? (X, z,rec),
[T (X, rec), 321 (X, z,rec) y I1, (X, @, rec)

Observacion 45. Los conjuntos 2(1) (X, z,rec), H(l) (X, z,rec), Zi (X, z,rec) y Hi (X, z,rec) son nu-

merables ya que soélo existe una cantidad numerable de funciones recursivas.

Proposicién 46. Sea X = w" x (w*)".

(X)) = U XV (X, x,rec)

reEWY

0 (X) = U Y (X, z, rec)
TEWY

XH(X) = U X1(X,z,rec)
rew*

I (X) = U I} (X, z,rec)

rewv
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Demostracion. Basta probar que Z? (X) € Uyew 2(1) (X,z,rec). Sea A C X abierto, como X tiene
Definimos f : w — X como f (n) = oy(n)
Nyny- g

una base numerable existe x € w* tal que A = J, ¢, No, -

1A H A w —
que es una funcién recursiva con ordculo x € w* y se cumple que que A =J, .,

Observacion 47. Por la proposicién anterior si se quiere probar una propiedad para todos los conjuntos
Z} (X)) bastara probarla para todos los conjuntos Z} (X, z,rec) y andlogamente para las demaés clases.
Y generalmente, si se da una prueba para todos los conjuntos Zi (X, rec) sblo se tiene que relativizar

las funciones recursivas empleando el ordculo x y se tendrd una prueba para todos los conjuntos
1
Yo (X, z,rec).

Definicion. La topologia Gandy-Harrington sobre X es la topologia generada por los conjuntos

Z} (X, rec). A esta topologia la denotaremos como 7¢ (X).
Observacion 48. Las siguientes afirmaciones se satisfacen:

1. Como Y7 (X, rec) es numerable entonces 7¢ es segundo numerable.

2. Por la observacion 1 se tiene que 7 es hereditariamente Lindel6f.

3. Para toda t € w<% se tiene que [t] € 7¢ (pues f : w — Sx tal que f(n) =t para toda n es
una funcioén recursiva).

4. 7(G) x 7(G) € 7¢ (X x X) (La diagonal pertenece a 7¢ (X X X) pero no se puede ver como
un cuadrado).

5. Las proyecciones 7 : (X X X, 7¢ (X x X)) — (X, 7(G)) son abiertas (sabemos que los conjun-

tos analiticos se preservan bajo funciones continuas).

Proposicion 49. (w¥,7¢) es un espacio fuertemente Choquet. Esto implica que es Choquet y satisface

el teorema de Baire (*).

Demostracion. Sea (xg,Up) la tirada del jugador T tal que z¢ € Uy. Sin perdida de generalidad Uy €
Z} (X, rec), entonces existe T' C w® X w* un arbol recursivo tal que « [Ty] = Up. Como zy € m [Tp]

existe yo € w* tal que (wg,y0) € [To]- Sea so = zo |1, tJ =yo |1 ¥ sea
T (so,tg) = {(a,b) eTy: (agso\/soga)/\(bgtg\/tggb)}

Consideremos Vy = 7 [Tp (so,t))] € 7 [Ty] = Uy, observemos que zq € Vy y al ser Tp (so,t)) un arbol
recursivo se tiene que V € Zi (X, rec), es decir Vj es un abierto en la topologia 7. Asi el jugador IT
juega Vj.

Sea ((xo,Up), Vo, (x1,U1)) una jugada parcial. Sin perdida de generalidad U; € Zi (X, rec),
entonces existe 77 C w* xw® un arbol recursivo tal que 7 [T1] = Uy. Como z1 € 7 [Tp] existe y, € w* tal
que (z1,y4) € [To]- Sea s1 = x1 [2, t9 =yl |2 (observemos que sy C s; y t§ C t7). Por otra parte como
z1 € 7 [T}] existe y1 € w* tal que (xg,y1) € [T1] yseat] =y [1. Tomando Vi =(),o, 7 [TZ— (sk,i,t};_i)}
obtenemos que V; € Zi (X,rec) 1 € Vi C U;. Asi el jugador 11 juega Vj. -

Por recursion, dada ((zo,Up), Vo, ..., (xn, U,)) una jugada parcial existe T; C w* X w* un arbol
recursivo con ¢ < n de tal manera que 7 [T,,] = U,, junto con secuencias sg C ... C s, y t§ C ... C "

n

tal que (sg,t}) € Th y Vi = ﬂignﬂ [Ti (sk,i,t};_i)]. Tomando = Uy, 5k ¥ ¥n = Upe, th se tiene

4vid. L. A. Harrington, A. S. Kechris, & A. Louveau, «A Glimm-Effross Dichotomy for Borel equivalence relarionsy,
p.917.
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que z € 7 [I,] = U para toda n € w, ya que (z,y,) € [T,,] pues por construcciéon (sg,t}) € T),. Por

consiguiente [ U, # 0, lo que implica que el jugador I tiene estrategia ganadora. De lo anterior

ncw

podemos concluir que 7¢ es fuertemente Choquet. O

Proposiciéon 50. Si [w“]2 = KoUK es una coloracion abierta en (w”,7q) y w* no es o-1-homogéneo
entonces existe P C w* tal que P es un conjunto perfecto en (w®,7) y 0-homogéneo, donde T es la

topologia de Baire.

Demostracion. Sea [w‘”]2 = Ky U K; una particién abierta y supongamos que (w“,7g) no es o —
1—homogéneo. Consideremos F = {U € 7:U es 0 — 1 homogeneo}, como w* es hereditariamente
Lindelof existe 7/ C F con |F'| = w tal que |JF = JF'; de esto se sigue que w* \ |JF no es
o — 1—-homogéneo. Dado que Ky es abierta y (w*,7¢) es Hausdorff, existen xy, 2 € w* \ JF
con {x<0>,x<0>} € Koy Uy, Upny € 7¢ tales que Ugy NUny = 0, (x) Uy x Uny € Ko, 20y €
Uy, zy € Uny, Uiy € |20y 1] ¥ Uy € [z1y 11]- Dado que (w*,7¢) es fuertemente Choquet
existen Vi), V(1) € 7g en la estrategia ganadora tales que Vioy C U, Viiy € Uny, Ty € Vioys
ry € Vi1y. Ademds, por la definicion de F se sigue que Vigy y V(qy no son o — 1—-homogéneo ya
que x .y, z(1y ¢ |JF. Aplicando este mismo procedimiento podemos construir un esquema de Cantor
H=Ujeow Nnew (Vi) tal que N, o, (Vi) # 0 (pues cada V;, pertenece a la estrategia ganadora) y
= 1. Notemos que ¢ : 2* — (w*,7) definida

dado que U, C [, [|4/] se cumple que |,c,, (Usy,)
como {9 (f)} = ,ew (Usr,) es un encaje, ya que es inyectiva y como veremos a continuacién f es
continua. En efecto, si t € w<“ y f € 2¥ son tales que ¢ (f) € [t] entonces existe n € w tal que
Urr,, C [t] (pues diam (Uy,,,) — 0), notemos que por construccion ¢ [f [,] C Uy, C [t]; de lo que se

infiere que ¢ es continua. Por consiguiente ¢ [2“] es un conjunto perfecto y por () satisface que para

cualesquier z,y € ¢ [2¥], {z,y} € K. O
Corolario 51. (w¥,7q) satisface OCA*.

Demostracion. Por la proposicion 50 sabemos que si (w*, 7¢) no es 0 — 1—homogéneo entonces existe
P C w¥ tal que P es un conjunto perfecto en (w,7) y 0—homogéneo, donde 7 es la topologia de Baire.
Como 7 C 7¢ entonces P es un conjunto cerrado en 7¢. Dado que (w¥,7¢) es hereditariamente Lin-
denloff podemos considerar N (P) C P el nucleo perfecto de P; es decir N (P) es (P, 7¢ | p) —perfecto

pero como P es cerrado en 7¢, entonces N (P) es (w¥, 7¢) perfecto. O

Teorema 52. (Becker) Sea (X, T) un espacio Polaco. Si f D 7 es una topologia que hace a X segundo
numerable (o hereditariamente Lindenldf) y fuertemente Choquet entonces 8 C Z} (X, 7).

Demostracion. Sea A € § y o una estrategia ganadora para el jugador I1. Como (A, 5 [4) es fuerte-

mente Choquet podemos construir un arbol 7" con las siguientes caracteristicas
T (0) = {cl, (A)}

T1)={Vep:(xA4)),V)ecoa}

T (2k) = {clT (U,) € X1 (X) : {Un : n € w} C B es una cubierta abierta de V € T (2k — 1) y diam, (cl, (U,)) <

)
?r"_‘
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T(Qk‘—l— 1) = {Vk €f: ((xo,A),V07..., (.%‘k,Uk> ,Vk) coy (A,Vb, ...,Uk) S T(2k‘)}

Afirmamos que A =, ¢ o e, ¢r (Uyj2n) = A (Uy,) donde Uyj2, € T'(2n). Por construccion
para cada 2k, si {cl; (Uy,) : n € w} C T (2k) se tiene que {U, : n € w} C S es una cubierta abierta de
V € T (2k — 1), lo que implica que A C A (U,,). Por otra parte, si z € A (U, ) entonces existe y € w* tal
que z € (¢, clr (Uyj2n) pero como como o es una estrategia ganadora se tiene que (), .., Uyr2n # 05 y
por el hecho de que diam; (cl; (Uy,)) < 3¢ se tiene que 2 = (., clr (Uyi2n) = Npew (Uyr2n) € A. De
lo anterior inferimos que A es el resultado de aplicar la operacién de Suslin a una familia de cerrados
en 7, por consiguiente A € 3.1 (X). O

Proposicion 53. Si A C w* X w¥ es 7¢ (w*) X 7¢ (W) —denso en ninguna parte entonces
A" ={(z,y,2) : (z,2) € A}

es ¢ (W X w¥) X 7¢ (w*) denso en ninguna parte.

Demostracion. Sean B € 7¢ (w¥ x w*)y C € 7¢ (w*). Como A C w¥ xw es 7¢ (w¥) X 7 (w*) —denso
en ninguna parte existe By C mo[B] € 7¢ (w¥) y C1 C C tal que (By xCi) N A = 0, luego
[BN (w¥ x By) x C1] N A* = {). Por lo que A* es denso en ninguna parte. O

Proposicion 54. Zi (w¥), Hi (w¥) € BP (w¥,7¢ (w¥)) ¥y

X1 (w¥ x w?), I} (w* x w?) € BP (w¥ x w*,7q (w*) x 7¢ (w*))

Demostracion. Se sigue del hecho de que todo conjunto analitico es la operacién de Suslin de clopens
basicos y del hecho de que BP es cerrado por la operacion de Suslin (como los clopens bésicos también
son abiertos en la topologia de Gandy entonces tiene la propiedad de Baire) .

En el caso del producto sélo hay que generalizar la proposicién anterior con mas variables. [
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8. GRupros ToPOLOGICOS

Definicién. Un grupo topologico es una terna (G, 7,-) tal que:

—_

. (G, T) es un espacio topologico

N

(G, -, e) es un grupo

w

. la funcién f : G x G — G definida como f (z,y) = = - y es continua. Es decir, para cualquier
abierto U C G con x -y € U existen abiertos VC Gy W C Gtalesquez eV, ye Wy

VW={a-b:aeVbeW}CU

4. la funcién f : G x G — G definida como f (z) = 27! es continua. Es decir, para cualquier
abierto U € G con 7' € U existe V C G abierto tal que € Vy V=t ={a"l:aecV} CU.

Observacion 55. Las traslaciones, izquierdas y derechas (g — ag y g — ga), e inversiones g — g~ !

son homeomorfismos de G.

Observacion 56. Sea G un grupo topoldgico y g € G. Si U es una base para el elemento neutro e
entonces {gU : U € U} es una base local para g. Asi, {gU : U € U,g € G} es una base para G.

Demostracion. Si W C G es un abierto con g € G, entonces g~ 'W es un abierto para e. Como U es

una base existe U € U tal que U C g~ 'W; por consiguiente gU C W. O

Proposicion 57. Sea G un grupo topolégico y U una base para el elemento neutro e. Se satisfacen las

siguientes afirmaciones:

1. Paratoda U € { hay V € U tal que V2 C U
2. Para toda U € Y hay V € U tal que V—! CU
3. ParatodaUelUd yxeUhay Vel tal que 2V CU
4. Paratoda U €U yx €U hay V € U tal que Vo=t CU
Las afirmaciones 1, 2 y 4 se siguen de la continuidad de los mapeos respectivos: (z,y) — x -y,

(z,y) — 271 y g — zgz~!. La afirmacion 3 se sigue de que U es un abierto.

Proposicion 58. Todo grupo topoldgico tiene una base local U para e que consiste de conjuntos simé-

tricos; es decir, si U € U entonces U = UL,

Demostracion. Dado W un abierto con e € W definimos U = W N W1 C W y satisface que U =
Ufl‘ O

Proposicion 59. Sea G un grupo topoldgico. Para cualquier vecindad U de e existe V un abierto de
e tal que cl (V) CU.

Demostracion. Consideremos V un abierto de e tal que V = V=1 y V2 C U. Afirmamos que cl (V) C U.
En efecto, si € cl (V) entonces por definiciéon de conjunto cerrado se tiene que =V NV # 0; por lo
que existe 2v; = v € 2V NV. Asi, z =vpu; L € VV 1 =VV =V2CU. O

Corolario 60. Si G es un grupo topoldgico Ty entonces G es regular.

Demostracion. Por la proposicion 59 se sigue que G satisface el axioma de regularidad para e y apli-

cando traslaciones se tiene que G satisface el axioma de regularidad para cualquiera de sus puntos. O
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Proposiciéon 61. Sea G un grupo Polaco con elemento neutro e y {U, : n € w} C V (e) una familia
de vecindades simétricas tales que U,+1 C U, para cada n € w. Entonces existe d una pseudométrica

izquierda invariante tal que:

1. d(z,y) =0siysolosiy 'z € N,e, Un
2. Si y~ !z € Uy entonces d (x,y) < 272
3. Si y~'x ¢ Uy, entonces d (x,y) > 27F
4

. Si para todo x € G y n € w se cumple que zU,z~' = U,, entonces d es derecha invariante y
d(z,y)=d(z "y
)

Demostracion. Para cada n € w definimos Vo—n = U, si r es diadico con r = 2+ + ... + 2 < 1
entonces definimos V., = Vo-i; Vo—i1,.. Vo1, vy si r > 1 definimos V, = G. Observemos que si r < s
entonces V, C V;. Para cada € G definimos ¢ (z) = inf{r:ze€V,} yd: G x G — R como
d(z,y) = sup{|le (9x) — ¢ (gy)| : g € G}. Notemos que d es una pseudométrica izquierda invariante ya
que

d(ax,ay) = sup{|p (gax) — ¢ (gay)| : g € G} = sup{|p (92) — v (gy)| : g € G} = d (z,y)

Ademas satisface las propiedades buscadas:

1. d(z,y) = 0 si y solo si para toda g € G se cumple que |p (gx) — ¢ (gy)| = 0, en particular
para g = y !
y~ 'z €N, eo Un entonces ¢ (y~'z) = 0, lo que implica que

se tiene que ¢ (yflx) = 0; lo que implica que y~ 'z € Mhew Un- Inversamente, si

d(z,y) = sup{le(gz) — gy : 9 €GY <o (y =) —e (¥ 'y)|=¢(y ') =0

2. Siy 'z € Uy = Vor entonces d (z,y) < ¢ (y~to) <278 <27hF2,

3. Siy~lz ¢ Uy = Vo« entonces, como la familia es decreciente, para toda n > k y~'z ¢ U, =
Va—n ; de ahi que d (x,y) > 27F

4. si para todo x € G y n € w se cumple que aU,a~! = U,, entonces ¢ (axail) = ¢ (a), de ahi

que

d(za,ya) = sup {|¢ (gza) — ¢ (gya)| : g € G} = {|¢ (agraa®") — ¢ (agyaa™")| : g € G} =

= sup{|p (agz) — ¢ (agy)| : g € G} = sup{|p (92) — ¢ (9y)| : g € G} = d (x,y)

Es decir, d es derecha invariante. Por ser d izquierda y derecha invariante se sigue que
d(z,y)=d(e,y'e) =d(z"ty™")

O

Teorema 62. (Birkoff-Kakutani) Sea G un grupo topoldgico Ty con elemento neutro e. Entonces

G es metrizable si y sdlo si existe una base numerable de e.

5Vid. Edwin Hewiitt & Kenneth A. Ross, Abstract Harmonic Analysis, p. 68
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Demostracion. Sea {U, :n € w} CV (e). Por la proposicion 61 existe d : G x G — R una pseudomé-

trica que cumple las propiedades 1—4. Como G un grupo Polaco Tj entonces {e} = U,, de ahi que,

new

por 1,d(z,y) = 0siysolosiy~tx €N, ., U, = {e} que equivale a que y = x. Por consiguiente d es una

new

métrica. Ademaés d es compatible con la topologia ya que, por 2y 3, By (e7 2”“) CU, C By (e, 2”“*2).

Asi, podemos concluir que d es metrizable. O

Proposicion 63. Sea G un grupo topoldgico, F C G cerrado y a ¢ F. Eziste una funcion f : G — R
tal que f (a) =0 y f[F] = {1}. En particular, si G es Ty entonces G es Tychonoff.

Demostracion. Sea {U, :n € w} CV (e) tales que Uyy1 C U, y aU, N F = . Sea d la pseudométrica
generada por dicha familia que cumple que si y~'z ¢ U, entonces d (x,y) > 27". Definimos f (z) =
min {1,2d (a,x)}. Observemos que f (a) = min{1,2d (a,a)} =0y si € F entonces a~'x ¢ U; luego
d(x,a) > 271; por consiguiente, f (z) = 1. O

Definicién. Decimos que un grupo topoléogico (G,T,-) es un grupo polaco si (G,T) es un espacio

polaco.

Proposicion 64. Un subgrupo H de un grupo polaco G es polaco si y sdolo si H es Gy si y solo si H
es cerrado (°).

Demostracion. Sabemos que un subespacio H de un espacio polaco es polaco si y sblo si H es G y
que todo subconjunto cerrado de un espacio polaco es Gy, por lo cual sélo basta probar que si H es
(s entonces H es cerrado.

Supongamos que existe x € ¢l (H) \ H. Como H es G5 y denso en ¢l (H) entonces existe
UX. Como
H es isomorfo a las clases laterales de H; es decir H = xH, existe una familia de densos abiertos
{UzH . n € w} tal que zH =

interseccion numerable de abiertos densos es no vacia, se tiene que ) #

una familia de densos abiertos {UZ# :n € w} (relativos a cl (H)) tales que H = ), .,

new UZH Por el teorema de Baire (aplicado al espacio polaco ¢l (H)) la
UENN,c, U = HNzH

new new - n

lo que es una contradiccién ya que las clases laterales son ajenas. Asi podemos concluir que H = ¢l (H)

que es un conjunto cerrado. O

Observacion 65. Si G es un espacio Polaco y H subgrupo de G entonces la funcién cociente canénica
g de G a G/p es abierta.

Demostracion. Sea U C G abierto. Notemos que ¢ ' [q[U]] = UH = U,y Uh que es un abierto,

luego ¢ [U] es un abierto en el cociente. O
Proposicion 66. Si G es un espacio Polaco y H subgrupo cerrado de G entonces G/ es polaco.

Demostracion. Sea G un espacio polaco y H subgrupo cerrado de G. Como G es Polaco entonces G es
fuertemente Choquet. Por otra parte sabemos que si X es fuertemente Choquet, f : X — Y es una
funcién continua, sobreyectiva y abierta entonces Y es fuertemente Choquet. Tomando ¢ : G — G/ g
la funcién cociente que es continua, sobreyectiva y abierta, se sigue que G/ g es fuertemente Choquet.

Por otra parte, como G es segundo numerable y ¢ : G — G/g es suprayectiva y abierta,
entonces G/ p es segundo numerable. Ademas si d es una métrica en G entonces d* : G/y X G/g —

6vid. Alexander S. Kechris, The descriptive set theory of Polish group actions, p. 4.
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[0,1] con d* (xH,yH) = inf{d(a,b) :a € xtH y b € yH} es una métrica compatible con la topologia
cociente.
De lo anterior tenemos que G/ es fuertemente Choquet, metrizable y segundo numerable; luego

G/ y es un espacio Polaco. O

Corolario 67. Si G es un grupo Polaco, H es un subgrupo normal de G y cerrado como subespacio,

entonces el grupo cociente G/ es un grupo Polaco con la topologia cociente.
Se sigue de la proposicion 66
Corolario 68. Si G es un grupo Polaco, H es un subgrupo cerrado entonces |G : Hl <w o [G : H] = 2¥

Demostracion. Si G es un grupo Polaco y H es un subgrupo cerrado entonces H es un espacio polaco;
luego G/ es un espacio polaco entonces |G : H] = |G/y| € {w,2%}. O

Corolario 69. Si G es un grupo Polaco, H es un subgrupo cerrado y abierto entonces [G : H| < w.
Demostracion. Como H es abierto y gH = H entonces gH es abierto. Asi, {gH : g € G} es una parti-
cion de abiertos de GG. Como G es separable, cualquier particién de abiertos tiene que ser numerable;
por consiguiente
G:H]=|G/u|={9H : g€ G} <w
O

Definicién. Sea G un grupo y X un conjunto. Una accién de G en X es una funciéon - : G x X — X

tal que:

l.ecx=x

2. gh-x =g- (h-x) para cualesquier g,h € G

Observacion 70. Toda J : Gx X — X una accién es abierta. En efecto si U x V' C G x X es un abierto,
entonces J [U x V] = {J,cp J [{u} x V]. Como J [{,3xx es un isomorfismo topolégico entonces cada

J[{u} x V] es un conjunto abierto, lo que lo implica que J [U x V] es un abierto.

Definicion. Sea G un grupo topologico y X un espacio topolégico. Decimos que X es un G—espacio
topoldgico si existe una accién continua de G en X. En particular, si G es un grupo Polaco y X es un

espacio polaco diremos que X es un G—espacio Polaco.

Si X es un G—espacio topolégico podemos definir la siguiente relacién de equivalencia sobre X:

xFy siy sélo si existe algin g € G tal que g -z = y.

Definicion. A las clases de equivalencia formadas por la relacion E las llamamos orbitas y las deno-

tamos por Gz. Asimismo al conjunto de todas las orbitas lo denotamos como X/G.

Definicion. Sea X un G—espacio y x € X. Definimos el estabilizador como el conjunto
G,={9€G:g-z=2za}

que es un subgrupo de G.

Notacion Si J: G x X — X es una acciéon entonces denotaremos por E; a la relacion inducida por

las orbitas generadas por la acciéon J.
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Observacion 71. Si G, X son espacios Polacos y a : G x X — X es una accion continua, entonces para
toda € X podemos definir ¢, : G — X como ¢, (9) = « (g, ). Observemos que G, = (¢,) " [{z}],
lo que implica que G, < G es un conjunto cerrado; y por lo tanto es un grupo Polaco. Por esto ultimo
también se tiene que G/¢, es un espacio polaco. Asi, hay morfismo G — Gz y G — G, por el

teorema de transgresion existe un morfismo G, — Gz.

Definicién. Sea X un espacio topologico y F' (X) el conjunto de los cerrados de X. F (X)) es el espacio

de Effros Borel con la topologia generada por los conjuntos de la forma
(Uy={FeF(X):FNnU #0}
donde U € 7.

Definicion. (Kuratowski-Ryll-Narzewski) Sea X un espacio Polaco. Entonces existe una sucesion
de funciones Borel d,, : F(X) — X tal que si F € F(X) es no vacio entonces {d,, (F):n € w} es

denso en F.

Demostracion. Como X es segundo numerable existe {U,, : n € w} una base numerable para X. Dada
esta base podemos construir un esquema de Suslin (U, : 0 € w<*) de elementos de la base tales que:
Up=X, Us =Unew Us~n, el (Us~n) € Us y diam (Uy) < ﬁ ().

Definimos f : w* — X como f(z) = (), ., Us que es continua. Por otra parte, para cada
F € F(X) no vacio definimos Tp = {s € w<¥: FNU; # 0} y ar la minima rama (con el orden
lexicografico) que pertenece a Tr. Sea d : F (X) — X como d(F) = f(ap) € Fsi F £ 0y d(0) =z
fijo. Consideremos g : F' () \ {#} — w® como g (F) = ap, observemos que d = f o g. Notemos que
g(F) e ls]siysolosi FNUs # 0y Vt <je s (FNU; = 0), luego g~ [s] = (U) NN, F (X)\ ({Us);
es decir g1 [s] es la interseccion de un conjunto abierto con un conjunto cerrado, de lo que podemos
inferir que g es una funcién Borel. Por consiguiente, al ser d la composicién de dos funciones Borel, d
es una funcion Borel. Analogamente para cada n € w existe d, : F' (X) — X existe una funcion Borel
tal que si F NU, # 0 entonces d}, (F) € F NV,. Definimos d,, : F (X) — X como

d (F) FnU,#0

dn (F) =
d(F) FnU, =10

Como d,, se define por medio de dos funciones Borel se sigue que ella también es Borel y por
construccion {d, (F):n € w} es denso en F. O

Definicion. Sea X un conjunto, A C X y E una relacion de equivalencia. Decimos que
Ap={reX:FyecA((z,y) € A)}
es la F—saturacion de A.

Definicién. Sea X un conjunto, A C X y F una relacién de equivalencia. S : X — X es un selector
Borel si zEy implica que s (z) = s (y) y s (x) Ex. Asimismo, decimos que 7' C X es una transversal si

las clases de equivalencia intersectan a T en un sélo punto.

"Para mas detalles véase la prueba de que todo espacio Polaco es imagen continua del espacio w®
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Proposicion 72. Sea X un espacio Polaco y E una relacion de equivalencia. Si las clases de equiva-

lencia son cerradas y la E—saturacion de todo conjunto abierto es Borel entonces X admite un selector
Borel.

Demostracion. Sea ¢ : X — F (X)) definida como ¢ (z) = [z] (dado que las clases son cerradas ¢ esta
bien definida) y d : F'(X) — X como d(F) = f (ar) € F (definida en la demostracion del teorema
de Kuratowski-Ryll-Narzewski) que es una funciéon Borel. Definimos S : X — X como S = d o .
Basta probar que ¢ es Borel para concluir que S es Borel. Notemos que ¢! ((U)) = [U]y que por
hipétesis es un conjunto Borel, de lo que inferimos que ¢ es Borel. O

Teorema 73. (Dizxmier) Sea G un grupo polaco y H un subgrupo cerrado de G. Hay una funcion
Borel sy : G/g — G tal que sy (xH) € xH; es decir sy es un selector Borel para las clases
izquierdas del cociente de H. En particular hay una transversal Ty para H; es decir, un conjunto

Borel que intersecta a cualquier clase izquierda xH en exactamente un punto.

Demostracion. Por la proposicion 72 basta demostrar que la saturaciéon de todo conjunto abierto es
Borel. Sea U C G un abierto y E la relacion inducida por las clases laterales izquierdas, observemos

que [U]y = UH = J,cy Uh que es un abierto (en particular un conjunto Borel). O
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9. CONJETURA DE VAUGHT

La conjetura de Vaught original, CV O, proviene de la légica matematica; esta nos dice que
si T es una teoria en un lenguaje contable de primer orden entonces T tiene una cantidad contable
de modelos, salvo isomorfismo, o bien una cantidad continua de modelos. La version topologica de la
conjetura de Vaught, CVT, afirma que si X es un G—espacio polaco entonces el espacio de érbitas X/
es numerable o existe un conjunto perfecto P tal que para cualesquiera dos puntos en P se encuentran
en oOrbitas distintas. A continuacién mostraremos la relaciéon que hay entre CVT y CVO.

Sea L un lenguaje numerable de primer orden formado unicamente por una relacién binaria
R y denotemos por Mod (L) el conjunto de todas las estructuras del lenguaje £ que tienen a w
como dominio. A Mod (L) se le puede dotar de la topologia generada por los conjuntos de la forma
{A e Mod(L):AE ¢ (ki,...,k,)} donde ¢ es una formula de lenguaje Ly kyq, ..., k, € w. Observemos

ademés que Mod (L) se puede encajar abiertamente en {0,1}***

mediante la asignacion 20 — x g
donde x g es la funcién caracteristica de la interpretacion de R bajo 2, lo que implica que Mod (L)
es un espacio polaco. Por otra parte, si denotamos por S,, C w“ el conjunto de biyecciones de w
en w, entonces S, s un grupo polaco con la operacion de grupo «composiciony. Ademas, S, actiia
sobre Mod (L) con la accion - donde 7 - 2 denota a la estructura tal que 7 -2 = R (n,m) si y sélo
si2A = R(m(n),m(m)). De esta manera, Mod (L) es un S, —espacio polaco donde las orbitas son
precisamente las clases de equivalencia formadas por la relacién de isomorfismo entre estructuras. De
ahi que si se satisface la conjetura de Vaught topologica, CVT, entonces Mod (L) tiene una cantidad
contable o continua de o6rbitas, luego habria una cantidad numerable o continua de modelos salvo
isomorfismo; con lo que se satisface la conjetura de Vaught original, CV O, para el lenguaje L.

Dado X un espacio polaco, G un grupo Polaco y J : G x X — X una accién diremos que
se satisface CVT (G, X, J) cuando la conjetura de Vaught topolégica es verdadera para G, X y J.
Anélogamente, si E C X x X es una relacion de equivalencia diremos que se satisface CVT (X, E) si
|X/E| = w o existe un conjunto perfecto P tal que para cualesquiera dos puntos en P se encuentran
en EF—orbitas distintas.

Observacion 74. Sea X es un espacio topologico con d(X) = w y G es un grupo topoldgico que actaa
sobre X, donde d (X) denota la minima cardinalidad de un conjunto denso sobre X. Si las érbitas, Gz,
son abiertas entonces |X/¢| < w (pues |X/g| < d(X) = w ); en particular se satisface CVT (G, X, J).

El resultado también es cierto si se pide que cada érbita contiene un abierto.

Definicion. Sea X un espacio topologico. Decimos que x € X es un p—punto si para cada familia
{Va : n € w} de vecindades de z existe V € V (x) tal que V C ) . V.

Proposicion 75. Si f : X — Y es continua, Y es un espacio métrico y x € X es un p—punto,

entonces [ es constante en una vecindad de x.

Por la continuidad de f para cada n € w elegimos V;, € V (z) tal que d (f (z), f (y)) < %—&-1 para
toda y € V,,. Al ser x un p—punto, existe V € V (z)tal que V' C V,, para toda n. Observemos que por

construccion si y € V entonces d (f (x), f (y)) = 0; es decir f es constante en V.
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Proposicion 76. Sea X un espacio métrico separable y G un grupo topolégico que actia sobre X con
la accion J. Si para toda x € X existe g € G yy € X tales que y € Gz y {g,y) € G x X es un
p—punto, entonces |X/q| < w.

Demostracion. Si{g,y) € G x X es un p—punto existen abiertos U, y V,, tales que (g,y) € U, xV, y J

es constante en U, x V,,. Por consiguiente V;, C Gy y de la observacion 74 se tiene que | X/¢| <w. O

Proposicion 77. Si para cualquier relacion de equivalencia R C w* x w* se satisface CVT (w*, R)

entonces CVT (X, E) es cierto para cualquier espacio Polaco X y toda relacion de equivalencia E.

Demostracion. Sea X un espacio Polaco, F una relacion sobre X y f : w* — X una funcién continua
(que existe porque X es Polaco). Consideremos R C w® xw* definida como xRy siy solosi f (x) Ef (y).
Por hipotesis se satisface CVT (w*, R) de lo que obtenemos dos casos

Caso I: |w*/g| < w. Esto implica que | X/g| < |w*/g| < w.

Caso I1 : Existe P C w® un conjunto perfecto tal que para toda x,y € P (z,y) ¢ R.

Notemos que f [p es inyectiva, pues si z,y € Py f(z) = f (y) entonces

(f(@),fy) =(f(x),f(z) e E

lo que implica que (z,y) € R que es una contradicciéon

Como P es polaco (pues es un conjunto cerrado) y perfecto, 2¥ < P <i> X. Por consiguiente
2w Jy x| luego g[2¢] € X es cerrado (pues al ser g es continua y 2¥ compacto, entonces g [2¥] es
compacto dentro de un espaci6 Hausdorff; de lo que se infiere que g [2] es cerrado). Ademas, al ser g
un encaje se sigue que g [2“] no tiene puntos aislados. En resumen g [2%] es un conjunto perfecto tal
que para toda para cualesquier x,y € g [2¥], (z,y) ¢ E.

De los casos anteriores concluimos que se satisface CVT (X, E). O

El siguiente teorema nos dice que la conjetura de Vaught es cierta para espacios y grupos

topoldgicos que no son necesariamente Polacos.

Proposiciéon 78. Sea (X, 7) un espacio topoldgico que satisface OCA* (X) y E C X x X una relacion
de equivalencia. Si para cualesquier x,y € X, con [x] # [y], existen U,V € 7x tales que x €U, y € V
y[UlpNV =0, donde (U], ={z€ X :3w e U ((w,z) € E)}, entonces se satisface CVT (X, E). Si
ademds X es de sequnda categoria y X x X \ E es un conjunto denso abierto entonces existe P C X

un conjunto perfecto no vacio tal que para cualesquier x,y € P se tiene que (x,y) ¢ E.

Demostracion. Sea Ko U Ky = [X]? la siguiente particion: Ko = {{x,y} € [X)?:[2] # [y]} y K1 =
[X]? \ Ko. Observemos que la hipotesis nos garantiza que KoL K; = [X]° es una particion abierta.
Aplicando OCA* (X) tenemos dos casos.

Caso 1: Existe P C X un subespacio perfecto, no vacio, compacto y 0—homogéneo. Por la
definicion de Ky se cumple que para cualesquier z,y € P, [x] # [y]; es decir cualesquiera dos elementos

del perfecto P se encuentran en clases de equivalencia distintas.
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Caso 2: Hay una familia {X,, : n € w} de conjuntos 1—homogéneos tales que X = J, ¢, Xn ¥
sin perdida de generalidad podemos suponer que los conjuntos X, son maximales. Por la definicién de
K, y la maximalidad de X, se tiene que cada X,, es una orbita; de ahi que |X/p| <w

Por ambos casos concluimos que se satisface CVT (X, E).

Ahora, supongamos que X es de segunda categoria y X x X \ E es un conjunto denso abierto.
Bajo tales hipotesis el caso 2 es imposible, como veremos a continuacion. Como X es de segunda
categoria, existe n € w tal que int (cl (X,,)) # 0. Dado que X x X \ E es un conjunto denso entonces
existe a,b € X tales que (a,b) € (X x X \ E)N[int (cl (X,)) x int (cl (X,))]- Bajo la hipotesis de que
X x X\ E es abierto existen A, B € T tales que

(a,b) € Ax B C (X x X\ E)N[int (cl (X)) x int (cl (Xn))] C el (Xn % Xn)

que es una contradicciéon ya que A x BC X x X\ Ey (A X B)N (X, x X,,) # 0; es decir hay una
pareja que es de color 0 y color 1 al mismo tiempo. Al ser el caso 2 imposible, entonces siempre se
satisface el caso 1; por lo tanto existe P C X un conjunto perfecto no vacio tal que para cualesquier

x,y € P se tiene que (x,y) ¢ E. O

Corolario 79. Sea X un espacio topoldgico que satisfaga OCA* (X) y E C X x X. Si X/ g, el espacio
de drbitas, es Hausdorff entonces se satisface CVT (X, E).

Se sigue de la proposicion 78.

Corolario 80. Sea (X, 7) un espacio topoldgico que satisface OCA* (X) y E C X x X es una relacion
de equivalencia. Si X x X \ E es abierto en la topologia producto entonces se satisface CVT (X, E)

Se sigue de la proposicién 78.

Corolario 81. Sea X un espacio topoldgico que satisface OCA* (X) y G un grupo que actia sobre X
con la accion J. Si G es compacto entonces se satisface CVT (G, X, J).

Demostracion. Sea E = {(x,y) : g € G ({g,z,y) € G5)} la relacion inducida por las orbitas de J
acx © F una red
tal que (Ta,Ya)ocx — (2,%). Para cada o € X existe g, € G tal que (ga,%a;¥a) € Gy. Como

donde G es la grafica de J. Veamos que F es un conjunto cerrado. Sea (Zq,Yq)

G es compacto existe (gaw) (ga)a@\ una subred tal que (gaw) — g; por consiguiente

yeEA < yEA
<g%,x%,yaW >weA — (g, z,y). Como J es continua, entonces (g, x,y) € G, por consiguiente (x,y) €
E; que muestra que E es un conjunto cerrado. Dado que X satisface OCA* (X) y E es un conjunto

cerrado entonces, por la proposicion 78, se satisface CVT (G, X, J). O

Corolario 82. Sea (X,7) un espacio polaco y E C X x X una relacidn de equivalencia. Si X es

o—cerrado, es decir, X = F,, donde cada F,, es un conjunto cerrado, y si (x) para cualesquier

new

z,y € X, con [z] # [y], existen U,V € 7p, tales que x € U, y € V y [U] NV = 0; entonces se satisface
CVT (X, E).
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Demostracion. Como X es un espacio Polaco y cada Fj, es un conjunto cerrado, entonces todo F;, es
un espacio Polaco; en particular, cada F, satisface OC A* (F,,). Por la hipotesis () y la proposicion
78 se satisface CVT (F,, E |r, xF,) para cada n € w; de ahi que se tengan los siguientes dos casos.

Caso I: Existe n € wy P, C F, un conjunto perfecto tal que para cualesquier z,y € P,
[z]p, # Y], donde [z], esla orbita de x de la relacion E [r, xF, -

Como F,, es un conjunto cerrado, entonces P,, C X es un conjunto perfecto en (X, 7). Ademas,
observe que si [7], # [y]p entonces [z] # [y]. Por consiguiente existe P C X un conjunto (X,7)
perfecto tal que para cualesquier z,y € P, [z] # [y].

Caso I1. Para toda n € w, |Fy /g1y o | < w.

Dado que X =, .,
tal que [z] = U, cp. [Tn]p, - De este modo, |X/g| <), . |Fn/Eanan’ <w.

De los casos anteriores se sigue que CVT (X, E) se satisface. O

F,, entonces para toda x € X existe una sucesion (z,),.p con D, Cw

El corolario anterior da pie a la siguiente definicién

Definicién. Sea (X, 7) un espacio topolégico y E C X x X una relacion de equivalencia. Decimos que
Y C X es una reduccion OCA* de X y FE, siy solosi, I) Y es cerrado, IT) Y satisface OCA* (Y, 7 |y),
III) para todo z € X se cumple que [z], NY # @ y IV) para cualesquier z,y € Y, con [z| # [y,
existen U,V € 7 |y tales que z € U, y € V y [U], NV = . Ademas, diremos que Y es una cuasi
reduccion OCA* de X y F si se satisface I, [Ty IV.

Corolario 83. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y E C X x X wuna relacion de equivalencia. Si 'Y es
una reduccion OCA* de X y E, entonces se satisface CVT (X, E).

Demostracion. Como se satisface OCA* (Y') y para cualesquier z,y € Y existen U,V € 7 [y tales que
relU,yeVyl[UlyNV =0, entonces, por la proposicion 78, se satisface CVT (Y, E [y xy); de ahi
que se tengan los siguientes dos casos:

Caso I: Existe P C Y un conjunto perfecto tal que para cualesquier z,y € P, [z]y # [y],- donde
[z], es la orbita de = de la relacion E [y xy.

Como Y es un conjunto cerrado, entonces P C X es un conjunto perfecto en (X, 7). Ademas,
observe que si [z]y # [y]y entonces [z] # [y]. Por consiguiente existe P C X un conjunto (X,7)
perfecto tal que para cualesquier x,y € P, [x] # [y].

Caso I1. |Y/ply .y | < w.

Dado que para todo « € X se cumple que [z], NY # 0, entonces

|X/E| < ‘Y/ETYXY‘ <w

De los casos anteriores se sigue que CVT (X, E) se satisface. 0

Observacion 84. Sea X un espacio Polaco y E C X x X una relacién de equivalencia. Si existe P C X
un conjunto perfecto tal que para cualesquier (x) x,y € P, con x # y, se cumple que [z] # [y]; entonces

P es una cuasi reduccion OCA* para X y E.

Demostracion. Como P es perfecto, entonces P es cerrado. Por esto mismo, P es Polaco; lo que implica
que P satisface OCA*. Ademas, al ser P Hausdorff, si z # y existen U,V € 7 [p tales que = € U,
y €V yUNV =0; aplicando (x) se sigue que [U]NV =UNV = . O
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Proposicion 85. Sea X un espacio Polaco, G un grupo topoldgico que actia sobre X y E la relacion

inducida por las orbitas. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X/¢ es Hausdorff
2. E es un conjunto cerrado.

Demostracion. En lo sucesivo sea p : X — X/ la proyecciéon natural.
=] Como (p,p) : X x X — X/g x X/g es continua 'y D C X/g x X/ la diagonal es un
conjunto cerrado entonces E = (p,jo)*1 [D] es un conjunto cerrado.

<—|Sea ¢: X x X — X X X/ax¢ la proyeccion orbital de la accion producto es decir,

(9,h) (z,y) = (92, hy)

Usando el teorema de transgresion ¢ (p,p)”" : X/g x X/¢ — X x X/Gxq es un isomorfismo. En
particular, q(p,p)_1 es cerrada que implica (por el teorema de transgresién) que ¢ es cerrada para
los conjuntos (p,p)-saturados (decimos que U es g saturado si g~1[g[U]] = U). Observemos que

E = (p,p)” ' [D] es un conjunto (p, p)-saturado. Por consiguiente ¢ [E] = g [(p,p)_1 [D]] es un conjunto

cerrado, luego (por ser g (p, p)f1 un isomorfismo) D es un conjunto cerrado. O

Proposicion 86. Sea E € ]_H (w¥ x w¥) una relacion de equivalencia. Si existen Ay y Ag conjuntos

analiticos en w* tales que w* X w* \ E = A; X Ag entonces se satisface CVT (w*, E).

Demostracion. Por hipotesis w* X w¥ \ E € 7¢ (w*) X 7¢ (w*) donde 7¢ (w*) es la topologia de Gandy.

Luego, la particion Ko U K; = [X]? con
Ko = {{z.y} € (X" : (w,) ¢ B}

y K1 = [X]*\ Ko es una particion O—abierta. Si (w”,7¢) es o — 1—homogéneo entonces |X/p| < w
y en caso contrario, aplicando la proposicion 50, existe P C w“ un conjunto perfecto en (w*,7) y
0—homogéneo donde 7 es la topologia de Baire; por la definicion de K se cumple que para cualesquier
x,y € P, (x,y) ¢ E. O

Proposicion 87. Sea X un espacio topoldgico con |X| =k y E C X x X una relacion de equivalencia.
Si las clases de equivalencia inducidas por la relacion E tienen cardinalidad finita, entonces | X/g| = k.
En particular, si X es un espacio Polaco no numerable cuyas clases de equivalencia son de cardinalidad

finita, entonces | X/g| = 2%.

Demostracion. Consideremos la particion Ko = {{z,y} : (x,y) ¢ E} y K1 = [X]*\ Ko. Por el teorema
33 de Dushnik-Miller sabemos que k — (k,w)?. Sin embargo, por hipotesis, no puede existir un
conjunto 1-homogeneo de tamano w porque todas las orbitas son de cardinalidad finita; por lo que
existe H C X un conjunto 0—homogeneo tal que |H| = k (esto significa que hay al menos k clases de

equivalencia). Por consiguiente k < | X/¢g| < |X| = k. ]

Proposicion 88. Sea X un espacio Polaco perfecto y E C X x X wuna relacion de equivalencia. Si

FE tiene la propiedad de Baire y las clases de equivalencia inducidas por la relacion E mo admiten
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un conjunto perfecto, entonces existe P C X un conjunto perfecto no vacio tal que para cualesquier

x,y € P se tiene que (x,y) ¢ E.

Demostracién. Consideremos la particion [X]? = Ko U K; donde Ko = {{z,y}: (z,y) € E} y K1 =
{{z,y}: (z,y) ¢ E}. Dado que F tiene la propiedad de Baire y X es un espacio Polaco perfecto,
aplicando el teorema 43 de Galvin, existe P C X un conjunto perfecto no vacio tal que P es 0-
homogéneo o 1—homogéneo. Bajo la hipdtesis de que las clases de equivalencia inducidas por la relacion
E no admiten un conjunto perfecto, entonces P es 0-homogéneo; lo que implica que para cualesquier

x,y € P se tiene que (x,y) ¢ E. O

Proposicion 89. Sea E una relacion de equivalencia sobre w® y U un abierto no vacio tal que
EN(U x U) es magro. Eziste un conjunto perfecto tal que cualesquiera dos de sus puntos se encuentran

en orbitas distintas.

Demostracion. Sea EN (U xU) =
Para demostrar la proposiciéon basta construir un esquema de Cantor (U, : o € 2<“) de clopens no

new An donde cada A, es un conjunto denso en ninguna parte.
vacios con las siguientes propiedades:

Uy CU

Us~0,Us~1 CUs

diam (Uy) < I%I

UyoNUyg~1 = 0

Si |o| = n entonces EN (Up~g X Up~1) NU;<,, Ai =0

Sea Uy C U cualquier clopen bésico y supong;;mos por hipétesis inductiva que ya fue construido
U, con |o| = n. Como A, 11 es un conjunto denso en ninguna parte y U, x U, # () existen U, —o C U,
Yy Us~1 C Uy tal que EN(Ug~o X Up~1) U< ppyq Ai = 0 con Us~oNUy~1 = (esto tltimo se puede
pedir gracias a la topologia de w* ya que si U:,,\o N U, ~1 # B solo hay que tomarse dos conos ajenos
dentro de U, ¢ y U, ~1 respectivamente). Asi queda construido el esquema de cantor

Observemos que si {z;} =) Uy, entonces por la propiedad 4 y 5 se cumple que si f, g € 2%

ncw

entonces xy y o4 no estdn E relacionados. O

Teorema 90. (Silver) Sea X un espacio Polaco y E una relacion de equivalencia sobre X. Si E €
I} (X x X) entonces se satisface CVT (X, E) (®).

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que X = w* y E € Il (w¥,rec). Podemos
asumir esto ya que al ser X Polaco existe f : w*¥ — X una funcién continua y suprayectiva y
FUE] € I ().
Definimos
V={zeX:-3U €] (w rec)(x €U C [z]g)}
Observemos que si V' = () entonces s6lo hay una cantidad numerable de 6rbitas (pues cada orbita

contiene un conjunto Borel recursivo y |A% (w®, rec)| = w); por lo que podemos suponer que V # 0.

8Vid. David Marker, Descriptive Set Theory, p. 76
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I) Siz €V entonces ~3U € 31 (w¥,rec) (x € U C [z],). En particular
V={zeX:-3U e X (w rec)(zeUC[z]p)}

Por contradiccion supongamos que x € V' y existe U € Zi (w¥,rec) tal que z € U C [z].
Notemos que las 6rbitas son coanaliticas ya que y € [z] siy s6losiVz € U ((y,2) € E), lo que implica
que

X\ [zl =m [ xw\ E)N(w* x U)] € I} (w*, rec)
Aplicando el teorema de separacion de conjuntos analiticos para U y X \ [z] 5, existe W € A{ (w®, rec)
tal que x € U C W C [z] que contradice el hecho de que z € V.

IT) Afirmamos que V € 37 (w¥, rec)

Por definicién = € V siy solo si VU € Al (w¥,rec) (x € U — Jy € U (z,y) ¢ F). Aplicando c6-
digos de Borel se tiene que z € VsiysolosiVn € w[(n € DAz € PF) — Jy e w (y € P A (z,y) ¢ E)].
De ahi que

V= ﬂ m [P} x PF\ E] € 2} (v, rec)
neD

III) E tiene la propiedad de Baire en 7¢ (w®) x 7¢ (w*)

Es claro ya que FE C (w* x w*, T X 7) es coanalitico.

IV) ENV x V es magro en 7¢ (w¥) X 7 (w*)

Supongamos por contradiccion que E N (V x V) no es magro en 7 (w*) x 7¢ (w*). Como E
tiene la propiedad de Baire en 74 (w*) X 7¢ (w*) existe W € 7¢ (w¥) X 7¢ (w¥) tal que EAW es un
conjunto magro. Como ENV x V no es magro entonces (ENV x V)NW # . Dado que V x V es un
abierto en 7¢ (W) x 7¢ (W) y (ENV x V)NW # 0, existen A, B € 7 (w*) abiertos no vacios tales
que EN(VXV)CAxBCV xVyFE escomagroen A X B.

Sea

Ay ={{xg, 1) EAX A: {xg,m1) ¢ E} =(AXx A) N’ xw?\ E) € 7¢ (w) X 76 (w*)

Observemos que si A7 = () entonces A C w* \ V que es una contradiccion (si A; = () entonces
reAC[z]lpy A€ E} (w¥,rec) de lo cual se infiere que = ¢ V). Asi Ay es un abierto no vacio en
T (W¥) X 76 (w¥).

Sea C; = {(zo,x1,y) : (xvo,21) € A1, y € By (x;,y) ¢ E} parai =0, 1.

Afirmamos que C; es 7¢ (w¥ X w*) X 7¢ (w*) es magro para ¢ = 0, 1. Como F es 7¢ (w*) X7 (w®)
comagro en A x B existe {D,, : n € w} 7¢ (w¥) X 7¢ (w¥) —densos en ninguna parte tales que

{<I7y>€AXB:<I7y>¢E}: UDn

new

Para cada n € w definimos D! = {(zg,z1,y): (z;,y) € Dp} es 76 (W X w*) X 7¢ (w*)-denso en

ninguna parte y notemos que C; C |J D¢, Por lo tanto C; es magro.

new

Como 7¢ (w* X w¥) x 7¢ (w*) satisface el teorema de categoria de Baire, A; x B es un abierto
en 7¢ (W¥ X w¥) X 7¢ (w*) y CoUC es magro entonces (A; x B)\ (Cp U C1) no es un conjunto magro;
en particular (4; x B) \ (Co UCy) # 0. Sin embargo, si (zo,z1,y) € (41 x B) \ (Co U C1) entonces
(xo0,21) ¢ E, (x0,y) € E'y (x1,y) € E; lo que contradice que F sea una relaciéon de equivalencia. Por

reduccion al absurdo concluimos que ENV x V es magro en 7¢ (w¥) X 7¢ (w*).
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Sean (A, :n € w) densos en ninguna parte en 7g (W) X 7 (w*) tales que E N (V xV) =
U,cw An- Consideremos T' C w<* x w<* un arbol tal que V = {z € w<¥: Iy € w<¥ ((z,y) € [T])}.
Construyendo por recursién un esquema de Cantor (U, : o € 2<¥) C %1 (w¥,rec), (T7 : 0 € 2<¥) una
familia de arboles, (1, : 0 € 2<¥) Cw<¥ y (n? : 0 C 7 € w<¥) tales que
.Up CU
U, CU,sitTCo
BN (Us0 X Us~1) NUjc)p) Ai = 0
T Cw xws Uy, ={z€w? : Jy cw<¥ ((z,y) € [T°])} y si 0 C 7 entonces T™ C T°
. Si o C 7 entonces py C pir y Uy C [pto]

e N N

.Sio C 7y C o entonces nZ €0 y eIy (ur CxAn? CyA(z,y) € [T7])
Notemos que ¢ : 2 — (w*, 7) definida como ¢ (f) = ¢, #4f1, €s un encaje, luego ¢ [2*] es
un conjunto perfecto y por 3) satisface que para cualesquier z,y € ¢ [2¥], (z,y) ¢ E. O

Teorema 91. (Ramez L. Sami) Sea J : G x S — S wuna accion de un grupo polaco G a un
conjunto polaco. Si para toda x € S se cumple que el estabilizador G, es un subgrupo normal de G,
entonces se satisface CVT (G, X,J)(®)

Demostracion. Observemos que si z,y € Sy g € G son tales que J (¢g,z) = y entonces gG,g~' = G,
(pues si f € G, entonces gfg~ ' (y) = gf (xr) = gx =y y si f € G entonces g~ fg(z) = g7 ' fy =
g 'y = z, lo que implica que g~ 'fg € G, y asi f = g9~ 'fgg~! € gG,g~"'). Como G, es normal
entonces gG,g~ ' = G, luego si J (g,z) =y entonces G, = G.

Por otra parte, consideremos la siguiente relacion xRy si y sélo si G, = G, que podemos escribir
como xRy siy solo si Vg € G (J (g,2) =x +— J (g9,y) = y); asi,

R={(z,y):Vge G(J (g,z) =z +— J(9,y) =y)}

que es un conjunto cerrado (en particular es un conjunto Borel y por lo tanto coanalitico), ya que si
(Tn,Yn) es una sucesion en R y es tal que (x,,yn) — (z,y) entonces por la continuidad de J se sigue
que
J(g,2) = J (g, limy—00®n) = liMn—yood (g, Tn) = limp—ooTn = @
si y sélo si
J(9:y) = J (9, limn—s00yn) = limp—sood (9,Yn) = limn—socyn =y
para toda g € G, luego (x,y) € T. Aplicando el teorema de Silver para R se tienen dos casos.
Caso I: Hay un conjunto perfecto de R—clases. Este mismo conjunto perfecto testifica que
hay una cantidad perfecta de J—drbitas, ya que como lo observamos anteriormente se cumple que si
J (g, ) = y entonces G, = G; es decir si xE y implica que zRy.
Caso II: Hay una cantidad contable de R—clases. Veamos que en este caso se cumple que E
es una relacion Borel y aplicando el teorema de Silver para E; se tendria el resultado deseado. Sea
(Cp, : n € w) una enumeracion de las R—clases tal que G, es el estabilizador de los elementos de C,.

Notemos que para cada n ntumero natural se satisface que C,, es un conjunto cerrado pues
Co={ye€S:VgeG(J(g,an) =10 J(39:y) =y)}

9Vid. Ramez L. Sami., «Polish group actions and the Vaught conjecturey, p. 338
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Aplicando el teorema de Dixmier sabemos que para cada n € w existe K, un selector Borel de G /¢, .
Observemos que si z,y € C,, y xE y entonces A ={g € G : J(g9,2) =y} = 9G,, € G/g,, con g € A,
por lo que |K, N A| = 1. En consecuencia, para cualquier z,y € C,,, xEyy si y solo si existe una tnica
g € K,, tal que J (g,z) = y. Consideremos

Dz{(g,x,y):a:,yeCnyEI!gEKn(J(g,a:):y)}: U(GXCnXCn) NG ;N U(KnXXXX)

new new
que es un conjunto Borel ya que cada C,, y K, son Borel y la grafica G; también es Borel.
Luego, Ej |c,= {{(z,y) € Ej : x,y € Cp} = m1,2[D] es un conjunto Borel (ya quer; 2 es una funciéon

Borel inyectiva) de ahi que E; =J, ., E; ¢, es un conjunto Borel. O

new

Corolario 92. (Ramez L. Sami) La conjetura de Vaught topoldgica se satisface para grupos Hamil-

tonianos y grupos abelianos.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema 91. 0
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