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Resumen

En este trabajo de tesis se propone una metodologia para analizar el problema
de flujos de potencia mediante un método no-iterativo. Dicho método se basa en la
expansion de series de potencia de cada voltaje nodal y la evaluacién de los
coeficientes de series de potencia a través de una aproximacion de fraccion continua.

El objetivo de esta tesis versa en desarrollar una metodologia para analizar el
problema de flujos de potencia mediante un método no-iterativo. Se presenta una
descripcion del algoritmo de FPFC y de la metodologia para el analisis de flujos de
potencia; Una ves que se haya realizado lo anterior, se hace una comparacion del
algoritmo FPFC con el de flujo de potencia iterativo de Newton-Raphson (FPNR) con
fines de validacion del método. Se realiza una descripcion sobre los métodos
utilizados para la solucion del algoritmo no-iterativo. Asimismo, se describe la
transformacion de las ecuaciones de balance de potencia para expresarlas en funcion
de una variable compleja. Asi como también realizar varias simulaciones para obtener
las graficas con resultados que demuestren la veracidad del algoritmo a estudiar y las

conclusiones generales.
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Capitulo 1

Introduccion

La solucion del problema de flujos de potencia es requerido para cualquier tipo de
analisis que se realiza en sistemas eléctricos de potencia. Esto tiene como consecuencia el
desarrollo de métodos de solucion los cuales estdn asociados a la planeacion, operacion,
control, distribuciéon y disefio de la expansiéon futura de los sistemas de potencia.
Actualmente se resuelven ecuaciones de flujos de potencia basados en los métodos
iterativos los cuales pueden implementarse muy eficientemente. Sin embargo, la necesidad
de suponer una condicion inicial puede provocar que no se logre la convergencia del
método. Lo anterior hace deseable desarrollar un algoritmo de flujos de potencia no-
iterativo que no requiera de suponer una condicion inicial. La descripcion de este tipo de
algoritmos es el objetivo de esta tesis. Para tal motivo, se describe un método basado en

series de potencia y fracciones continuas.

1.1 Antecedentes

Los primeros desarrollos de métodos de solucion de ecuaciones algebraicas no lineales
asociadas al problema de flujos de potencia en sistemas eléctricos fueron hechos por el
Grupo AIA en el afio 2002. Dicho estudio comenzo con el algoritmo AGORA (Algoritmos
Fiables para la Observacion Avanzada de la Red) [AIA 2004]. AGORA fue la primera
herramienta confiable utilizada para la restauracion de sistemas eléctricos de potencia,
basada en un algoritmo de flujos de potencia No-Iterativo. Los antecedentes de la
metodologia para el analisis del problema de flujos de potencia son casi nulos lo cual nos
ubica como pioneros en el desarrollo de este método innovador y novedoso en el cual se
esta incursionando. Esto nos lleva a la importancia del estudio de este método para poder
asi contar con una herramienta computacional confiable para el analisis estacionario de

sistemas eléctricos de potencia.



1.2 Objetivo

Desarrollar una metodologia para analizar el problema de flujos de potencia
mediante un método no-iterativo. Dicho método se basa en la expansion de series de
potencia de cada voltaje nodal y la evaluacion de los coeficientes de series de potencia a

través de una aproximacion de fraccion continua.

1.3 Justificacion
Los estudios de flujos de potencia son de gran importancia en la planeacion y disefio de
los sistemas de potencia, asi como también en la determinacion de las mejores condiciones

de operacion de los sistemas existentes.

El desarrollo de sistemas automaticos de control en tiempo real y sistemas de soporte
de decisiones en sistemas eléctricos de potencia requiere de la existencia de observacion
inteligente y monitoreo en tiempo real de la red eléctrica, asi como de herramientas de
analisis y simulacién con un grado de seguridad y precision no garantizados por los

métodos tradicionales usados en la industria.

Los programas digitales utilizados actualmente por la industria eléctrica para resolver

las ecuaciones de flujos de potencia estan basados en métodos iterativos, tales como:

¢ Gauss-Seidel.
¢ Newton-Raphson.
« Desacoplado rapido.

¢ Flujo de carga de segundo orden.

Estas metodologias son eficientes si se provee una condicidn inicial suficientemente
cercana a la solucion final del problema presentado. En cualquier caso, la convergencia del
algoritmo no puede asegurarse, ya que el método no siempre es capaz de encontrar la
solucion fisicamente factible. Y lo que es peor, en algunos casos pueden proporcionar
soluciones incorrectas en relacion a la red eléctrica, aportandole al operador conclusiones

equivocas para que este tome decisiones en la operacion de la red. Adicionalmente, en

2



muchas situaciones se requiere la intervencidon manual de expertos con el objeto de
modificar ligeramente el problema para hacerlo convergente. En consecuencia, esta
metodologia no es totalmente confiable ya que no garantiza una solucion real. El algoritmo
descrito en este trabajo utiliza procedimientos radicalmente diferentes; es determinista y

no-iterativo.

1.4 Metodologia

El desarrollo del presente trabajo consiste, primeramente en una descripcion
matematica de un algoritmo de flujos de potencia basado en fracciones continuas (FPFC) y
de su aplicacion para el andlisis de flujos de potencia; una vez hecho lo anterior, se realiza
una comparacion del algoritmo FPFC con el de flujo de potencia iterativo basado en la
técnica de Newton-Raphson (FPNR) con fines de validacion del método. Para lo anterior se
realizan varias simulaciones con el fin de obtener resultados que demuestren la veracidad

del algoritmo a estudiar.

1.5Contenido de la tesis

En el capitulo 1 se da una breve introduccion a este trabajo, resalta la importancia y los
beneficios del método a estudiar, asi como también se describe el objetivo del trabajo.

En el capitulo 2 se obtienen las ecuaciones de flujo de potencia, también se explica la
clasificacion de los nodos, y se obtiene la solucion de las ecuaciones no lineales de balance
de potencia de manera iterativa mediante su linealizacion por medio de la serie de Taylor.

En el capitulo 3 se presenta una descripcién sobre los métodos utilizados para la
solucion del algoritmo no-iterativo y también se describe la transformacion de las
ecuaciones de balance de potencia para expresarlas en funcién de una variable compleja
para aplicar los métodos de fracciones continuas y a funciones racionales.

En el capitulo 4 se presentan las simulaciones con los resultados obtenidos mediante el
algoritmo de FPFC realizando la comparacion con el método de FPNR, también se realizan
las graficas con el fin de observar dicha comparacion.

En el capitulo 5 se presentan conclusiones finales y trabajos futuros.



Capitulo 2

Flujos de Potencia

2.1 Introduccion

El estudio de flujos de potencia se define como el proceso de solucién que
proporciona los voltajes en estado estacionario en todos los nodos que conforman la red
eléctrica bajo el analisis, y en base a los cuales se calculan los flujos de potencia activa y
reactiva inyectados en terminales de cada elemento de transmision bajo la suposicion de

valores conocidos de potencia generada y consumida.

Un método de solucion de flujos de potencia debe tener por lo menos cinco

propiedades:

+ Un algoritmo matematico eficiente que permita obtener la solucion rapidamente, tal
que pueda utilizarse para aplicaciones en tiempo real (en linea), y solucion de redes
de gran escala.

» Bajos requerimientos de almacenamiento en memoria.

+ (Confiabilidad hacia la solucion.

e Versatilidad. Los componentes convencionales de la red eléctrica estan modelados
por sus circuitos equivalentes en términos de inductancia, capacitancia y resistencia.
Sin embargo, se debe tener la capacidad de manejar modelos especiales de
elementos del sistema eléctrico, tales como la relacion de taps en transformadores, o

circuitos convertidores.

En general existen dos métodos de analisis que se diferencian por la manera en que
obtienen las ecuaciones matematicas de flujos de potencia en terminales de los elementos,
estos son métodos de mallas y nodos. El andlisis de malla se basa en la ley de voltajes de
Kirchhoff, mientras que el método de nodos se base en la ley de corrientes de Kirchhoff. A
través del tiempo, la comunidad eléctrica ha demostrado que el andlisis nodal es el mas

adecuado para estudios de flujos de potencia mediante computadora digital.



El analisis nodal posee las siguientes ventajas:

* La numeracién de nodos, realizada simplemente por inspeccion de un diagrama del
sistema.

» Lapreparacion de datos es facil.

* El numero de ecuaciones y variables generalmente es menor que el resultante de
utilizar el método de mallas.

* Las ramas paralelas no incrementan el nimero de variables o ecuaciones.

* Los voltajes nodales estan disponibles directamente de la solucion y las corrientes
en las ramas son calculadas facilmente.

* Los transformadores con tap fuera del nominal pueden representarse facilmente.

Una vez definido el método para la obtencion de las ecuaciones de flujos de potencia a
resolver, es necesario solucionar estas ecuaciones. Debido a su caracteristica no lineal,
estas ecuaciones son linealizadas alrededor de una solucion propuesta, la cual es mejorada
de manera iterativa. En este capitulo se presenta la solucion iterativa generalmente utilizada

en los programas convencionales de flujos de potencia.

2.2 Ecuaciones de flujo de potencia

La aplicacion mas ampliamente utilizada por el ingeniero de potencia es la herramienta
conocida como flujos de potencia o flujos de cargas, ya que permite obtener el punto de
operacion estacionario de una red eléctrica estipulando que la potencia de generacion,
potencia de carga y la potencia intercambiada a través de los elementos de transmision debe
sumar cero en cada nodo del sistema, tanto para potencia activa como potencia reactiva.
Matematicamente, estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de balance de potencia

y se expresan de la siguiente manera,

AP =P,

i Gi

P,-P=P"-P =0 (2.1

AQ,' = QG[ - QLi _Qi = QiSCh - Qi =0 (2~2)

Las variables P, y Q. representan las potencias activa y reactiva, respectivamente, que

son inyectadas al nodo i por un generador. Las variables P, y Q,, representan las



potencias activa y reactiva, respectivamente, extraidas por la carga conectada al nodo i. En

el problema de flujos de potencia estas variables son conocidas, y pueden agruparse en

variables referidas como potencia activa especificada P’ y potencia reactiva especificada

** Sin embargo, las potencias activa y reactiva, P ., inyectadas en terminales de
g p y iy ¢, my

i
cada elemento de transmision deben de ser calculadas por medio de las ecuaciones de flujos
de potencia. Este célculo es necesario debido a que estas potencias dependen de los voltajes
nodales, los cuales no se conocen. Cuando la suma de estas potencias calculadas en un
nodo i es igual a la potencia especificada en este mismo nodo, el balance de potencia es

satisfecho.

Con la finalidad de obtener las ecuaciones de flujos de potencia inyectadas es necesario
encontrar las relaciones existentes entre las corrientes y voltajes nodales en terminales de

un elemento de transmision. En base a la figura 2.1, la corriente total inyectada al nodo £,
identificada por [, , es igual a la suma de las corrientes fluyendo a través de los elementos

serie y derivacion que conforman al elemento de transmision, tal como se expresa en la

ecuacion (2.3).

ket z kit T < mk

.,k — —_—
y ;r‘e I ;Fr

Figura 2.1 Circuito equivalente 7T de un elemento de transmision.

il

I, =1, +I" (2.3)

km



Aplicando la ley de corrientes de Kirchhoff a los nodos £y m de la figura 2.1. La

ecuacion fasorial (2.3) puede ser expresada en funcion de los voltajes nodales fasoriales

I7k y V’"7
I7 _Vm —sh =
I, ="y, (2.4)
Zkom
jk:)jkm(yk_vrn)+;;h[7k (2.5)
I =@ =i Wi =2,V m (2.6)

En este caso, Zkim es la impedancia serie de la linea de transmisién, y,, es la admitancia

C . s —sh .
serie primitiva, dada por el inverso de Zkm ; por ultimo, y, corresponde a la mitad del

valor de la admitancia en paralelo primitiva.

Similarmente para el nodo m,

= — —sh\7  — =

In ==Y, W=y Vi (2.7)
Las ecuaciones anteriores pueden ser escritas de manera matricial en funcién de las

admitancias primitivas como se indica por (2.8),

_ _ —sh — _

{Ik]:{yknﬁ—yk = Vim ]{Vk:| (2.8)

7 7 — —sh I7 :
m ymk ymk+ym m

O simplemente, en funcion de las admitancias nodales, tal que
jk Ykk Ykm Vk
- =l _ _ (2.9)
Im Ymk Ymm Vm

Generalmente, los elementos fasoriales de la matriz de admitancia nodal y los voltajes
nodales se expresan en coordenadas rectangulares y polares, respectivamente; obteniéndose

lo siguiente,

Y: =G, + jB, (2.10)
Vi=Ve'" =V (cos8 + jsin8)) (2.11)

donde i=k, y j=k, m



La potencia compleja conformada por las potencias activa y reactiva puede calcularse en el

nodo k por la siguiente ecuacion,
S,=P.+jO, =Vilx (2.12)
=Y, YV +Y V)
donde 7 es la corriente compleja conjugada inyectada en el nodo k.
Las expresiones para P, y O, pueden obtenerse al sustituir (2.10) y (2.11) en (2.12) e
igualar la parte real e imaginaria de las ecuaciones resultantes. De lo anterior se obtiene,

Pk = /szkk + Vka (ka COS(O/\' - () ) + Bkm Sln( ok - 0/71 )) (2' 13)

O, =V?By + V.V, (G,,sin(0, —0,) - B, cos(¢, =0,,)) (2.14)
Similarmente para el nodo m
P, =V:G, +V V(G cos(8,—8,)+B, sin(8 —6,)) (2.15)

m mm m m

Qm = _I/rrr?Bmm + VmV;c(Gmlc Sin( 6

7

—-6,)—B,, cos(&, —6,)) (2.16)

Las ecuaciones (2.13) a (2.16) son llamadas ecuaciones de flujo de potencia. Estas
ecuaciones calculan los valores de la potencia neta activa y reactiva inyectada a los nodos &

y m. Asimismo, para el caso bajo analisis, estas potencias representan las potencias
inyectadas a las terminales del elemento de transmision; ie, P, =F; y O, =(, donde
i=km; j=kmyi#].

En general, un sistema eléctrico consiste de mas de dos nodos. De tal manera, la relacion

entre los voltajes y corrientes nodales en un sistema de N nodos es expresada por

;1 }—’11 }_721 }_71N lVVl
72 . ?21 }_722 }_711 I72 i (2.17)
]N ?m ?Nz }_INN I7NJ
o simplemente
I =YV (2.18)

donde 1 es un vector complejo de Nx1 que representa las inyecciones de corriente nodal,
V' es un vector complejo de Nx1 que representa los voltajes nodales, y Ysus es la matriz de

8



admitancia nodal de N x N elementos complejos Yii. En este caso, la corriente total

inyectada a cualquier nodo i es,
- X
Ii:YilVl+Y/2V2+-~+Y/NVNZZIYUV, (2.19)
!

De tal manera, las potencias activa y reactiva netas inyectadas al nodo i son expresadas

como, [Grainger 1996]

N
B =VG,+V,> .V (G;cos8(6,—6,)+B,sin(6,-6))  (2.20)
Jj-1

N
Q, =-V’'B,+V,> V(G,;sin(6,—6,)+B,cos(8. —6,))  (2.21)
=

La complejidad del problema de flujos de potencia es patente de las ecuaciones
nolineales anteriores, que muestran que la potencia inyectada en un nodo cualesquiera es
funcién de la magnitud y angulo de voltaje existente en todos los nodos del sistema. De tal
manera, y opuesto al caso de dos nodos, estas ecuaciones representan la suma de todas
aquellas potencias inyectadas a cada elemento de transmision conectado al nodo i, tal como

se muestra en la figura 2.2.

(b)

Figura 2.2 Balance de potencia en el nodo 1. (a) Potencia activa (b) Potencia reactiva.



Debe puntualizarse que representaciones alternas de las ecuaciones de flujo de potencia
pueden ser derivadas; sin embargo, la formulacién descrita es la mas conveniente para el

desarrollo de las ideas contenidas en el presente trabajo.

2.2.1 Formulacion de balance energético nodal
Una vez deducidas las ecuaciones de flujo de potencia, es posible obtener las
ecuaciones de balance energético o de potencia en cada nodo del sistema.
Las ecuaciones de balance de potencia en el nodo k para el caso de dos nodos son:

AP, =P~ B, ~V Gy + V), (G, cos(8, ~8,) + B, sin(8, -6,))} =0 (2.22)

lriQk = QGk - QLk - {_Vk2Bkk + Vka (ka S]Il( Hk - 9»1) - Bkm COS(Gk _6.1)1 ))} = 0 (223)
Ecuaciones similares se obtienen para el nodo m al intercambiar los subindices & por m.

Finalmente, las ecuaciones generales de balance de potencia en el nodo i son:

AP, =P, - P, _{V'ZGH"'V,'

1

V(G cos(# -8,)+B,sin(8, -8,))} =0 (2.24)

J

~.
il

,MZ

N
80, =06 -0, ~{-V2B, 4V, V(G sin(6,~8)~B,cos(@, -8 )} =0 (2.25)

J=!

2.2.2 Tipos de nodos

Basicamente un estudio de flujos consiste en el célculo de inyecciones de potencia y
voltaje en los nodos de una red eléctrica, bajo condiciones de una operacion previamente
establecidas. En cada uno de estos nodos se tienen cuatro cantidades fisicas que deben ser
calculadas: potencia activa, potencia reactiva, asi como magnitud y angulo de fase del
voltaje. Las cantidades de potencia son consideradas variables controlables porque ellas
pueden ser modificadas para satisfacer el balance generacion-carga. Desde otro punto de
vista, los valores de voltaje determinan un Unico estado operativo del sistema eléctrico; es
decir, estos valores son las variables de estado. Debido a que hay solo dos ecuaciones para
cada nodo, dos de las cuatro cantidades fisicas necesitan ser especificadas para resolver las
ecuaciones de flujo de potencia. Matematicamente, cualesquiera dos variables pueden ser
especificadas; sin embargo, la eleccion esta basada en cudl variable puede ser fisicamente
controlada asi como los dispositivos conectados a un nodo particular. En la formulacion

basica de flujos de potencia, los nodos son clasificados como sigue:

10



¢ Nodo Generador PV: En cualquier nodo donde un generador es conectado, la
magnitud de voltaje ¥, puede ser mantenida constante ajustando la generacion de

potencia reactiva. Ademas, la generacion de potencia activa P, es también

conocida. Las otras dos cantidades &y Q.. son calculados. Los limites de

generacion de potencia reactiva son especificados dependiendo de la caracteristica

del generador individual, O, .un <O < O rux.

¢ Nodo Generador PQ: Si el generador no puede suministrar el soporte de potencia
reactiva necesario para mantener la magnitud de voltaje en un valor especifico, la

potencia reactiva es fijada en el limite violado y la magnitud de voltaje es liberada.

En este caso, la potencia activa generada £, y la potencia reactiva O, estan

especificadas mientras los parametros V; y &, seran calculados.

e Nodo de carga PQ: Las variables de control F;; y Og; son cero si no hay
generador conectado en el bus i. También, las potencias activa y reactiva

(F,;,Q,,) extraidas del nodo por la carga son conocidas mediante mediciones. De

estas especificaciones, V; y &, son calculados.

14

¢ Nodo Slack (compensacion). Un nodo generador es seleccionado como nodo slack
donde las variables de estado de voltaje V,;,..y &, son especificados. Solo

hay un nodo slack en un sistema de potencia y su funcion es absorber el desbalance

de potencia de la red debido a las pérdidas del sistema, las cuales no son conocidas
antes del calculo de flujos de potencia. Normalmente, &, , es seleccionado como

la referencia para los angulos de fase de voltaje para los nodos.

2.2.3 Solucion convencional de las ecuaciones de balance de potencia

La técnica convencional universalmente utilizada para la solucion de las ecuaciones

de balance de potencia es expandir estas ecuaciones en una serie de potencias infinita,

11



truncar la serie conservando solo el término lineal y resolver de manera iterativa las

ecuaciones linealizadas a partir de una solucion inicial propuesta.

Entre los métodos existentes para resolver el problema de flujos de potencia, el
método de Newton-Raphson (NR) ha probado ser exitoso para el andlisis de grandes
sistemas debido a los beneficios sustanciales en términos de convergencia. El método NR
es una técnica iterativa derivada de la serie de Taylor para resolver un conjunto de

ecuaciones no lineales de la forma:

fl X5 Xyt tts Xy

fomxxy L pae g (2.26)

fn Xis Xyttt Xy

donde F se emplea para representar el conjunto de N ecuaciones no lineales dadas por

(2.24) y (2.25), y x es el vector de N variables de estado desconocidas.

La técnica NR utilizada para encontrar x es derivada al realizar la expansion en series de
Taylor de F(X) alrededor de una estimacion inicial x’. Esta expansion es expresada

matematicamente como,

ol ~2
FX) = F(x")+ X 4y LEFEX)

2,1 &F(X)
éx 20 &*X %

AX* AX oy LEFN Ty (2.27)
31 OX

X n! &'X "

X"

donde el termino AX es el incremento que debe sumarse a la estimacion inicial para
obtener el valor de x que satisface a la ecuacion (2.26). En este caso, la solucion seria no
iterativa si se toman todos los elementos términos de la serie de Taylor y se encuentra el
valor de AX. Sin embargo, esto implicaria obtener matrices de derivadas parciales de alto
orden, lo cual implicaria un gran requerimiento de memoria computacional. Para evitar lo
anterior, la serie se trunca al término lineal y se resuelva para AX como se indica a

continuacion.
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Expresando de manera explicita solo el término lineal en (2.27), se obtiene,

2
F(X):F(XO)+MAX+iw AX? +iao (2.28)
oxX 21 X |,
Expandiendo (2.28),
X X o X |
x ] [AX ] o i [x,-x°]
rx X of, X o, X of, X X‘Xlo
2: =" . + ox, ox, ox, 27 |+tao. (2.29)
LX ] x : o X,-X,
X e x o x oF, X ST
X—x"
L axl axﬁ axn dy=x?
J X°
o simplemente:
F X =F X' +J X" X-X’ +tao. (2.30)

donde J(X’) es la matriz Jacobiana de F(X) evaluada en X=X". r.a.0. denota los términos de

orden superior de la serie de Taylor; i.e. (X-Xo )k, k=1,2,..., 0.

Para obtener una formula recursiva apropiada para encontrar X, se asume que X'
es el valor calculado por el algoritmo en la iteracion i+1 y que esta suficientemente cerca
al valor X’ calculado en la iteracion anterior i. En base a esta suposicion, todos los términos
de alto orden en la ecuacién (2.30) pueden ser despreciados para obtener la relacion

aproximada siguiente,

F X" ~F X' +J X' X"-X (2.31)

, . i+1 , . ., .
Ademas, si se asume que X' esta suficientemente cerca de la solucion, es decir que

X" = X", tal que se cumple la siguiente aproximacion F X' =F X" =0, la ecuacion

(2.32) se convierte en,
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F X' +J X X"-X' =0 (2.32)
Entonces, la formula que es la base del proceso iterativo NR para resolver un

sistema de ecuaciones no lineal es:

X =xX[1 X |F X (2.33)

La solucion iterativa puede ser expresada como una funcion del vector de

correcciones AX' = X" — X’ que es calculado por la ecuacion siguiente,
. . .
AX =-[J X' ] F X' (2.34)
Actualizando las variables de estado por,

X =X"+4X’ (2.35)

El proceso es repetido para los valores actualizados de X en la ecuacion (2.34). En

resumen, el algoritmo NR produce una solucion aproximacion al problema no lineal
resolviendo para AX en el problema lineal J(X')4X' =-F(X'). El método empieza de una
suposicion inicial X’ y actualiza la solucién en cada iteracién i, es decir X' = X'+ AX",

i+1 . . . .
hasta que F(X'") se aproxima a cero dentro de una tolerancia de convergencia especificada.

2.3 Conclusiones

En el presente capitulo se obtuvieron las ecuaciones de flujo de potencia con la
finalidad de encontrar las relaciones existentes entre las corrientes y voltajes nodales en
terminales de un elemento de transmision. También se explico de manera general la
clasificacion de los nodos debido a la importancia que estos tienen en la formulacion basica
de los flujos de potencia. Por ultimo, se describié la manera en que el conjunto de
ecuaciones no lineales de balance de potencia son solucionadas de manera iterativa

mediante su linealizacién por medio de la serie de Taylor.
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Capitulo 3

Flujos de Potencia No Iterativo

3.1 Introduccion

En el contexto de lo descrito en el capitulo 2, el procedimiento no iterativo para la
solucion del conjunto de las ecuaciones de balance de potencia consistiria en calcular cada
uno de los términos de la expansion de series de Taylor, y resolver para el incremento de
las variables de estado. En base a esta premisa, un algoritmo no iterativo, propuesto en
[Bonet 2004] y [Alsaffar 2005], para la solucion de estas ecuaciones de balance de potencia
en el dominio de variable compleja se describe en éste capitulo. De manera conceptual, este
algoritmo consiste en expresar los valores de voltajes nodales por medio de la serie de
MacLaurin en el dominio de variable compleja. Después, esta serie puede ser expresada en
forma de fracciones continuas, o por una aproximacion racional de cociente de polinomios,
con la finalidad de encontrar la solucidon para los voltajes. Detalles de lo anterior se

presentan a continuacion.
3.2 Fracciones continuas

La aplicacion de fracciones continuas permite representar nimeros racionales y
reales por medio de nimeros enteros. Por ejemplo, el namero real 4.46236 es el resultado
aproximado de la division 415/93. Este nimero real puede ser representado mediante una
secuencia de operaciones de numeros enteros. Intuitivamente, se podria decir que este
numero real es aproximadamente 4+1/2. Sin embargo, el nimero 2 en el denominador es
incorrecto, debe ser un poco mayor tal que la aproximacion ahora sea 4+1(2+1/6). En este
caso, el nimero 6 en el denominador debe ser un poco mayor, es decir 6+1/7. De tal

manera la aproximacion del nimero real mediante fracciones continuas es,
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%z4.46236 cdp— 1 G.1)

2+

Desde el punto de vista matemadtico, si f es una funcion, es posible obtener una
secuencia iterativa asociada a f escogiendo una condicion inicial xo y generando una

secuencia {x, } mediante la relacion x,_, = f(x, ), donde la funciéon f(x,) puede contener
cualquier tipo de expresiones matematicas. A manera de ejemplo, si se considera {a,} como
una secuencia dada, es posible obtener una nueva secuencia {f } considerando 5, =0y
siempre sumando un nuevo termino a, para obtener B = ,+a,. En este caso se itera
mediante la traslacion ¢ (z):=z+a,. Si el limite g:=1im 3, existe, se ha obtenido una
serie infinita. Dependiendo de como sea definida la funcion f(x,), y si el limite existe, es

el tipo de serie infinita obtenida; Por ejemplo la serie de Taylor dada por (2.27). De igual

manera, una serie infinita de productos se obtiene al iterar con las rotaciones ¢ (z):=a,z .

Asumiendo que los simbolos N y Ny denotan los conjuntos N:={1,2,3,..} y

No:={0,1,2,3,...}  respectivamente; y considerando el par de secuencias

< {a,} . xo1D, % o, > €8 posible iterar para obtener una secuencia {se } de la forma,

se =b,+ (3.2)

conocida como fraccion continua. Los elementos a,y b, pueden ser nimeros reales o

complejos y son llamados n-ésimo numerador parcial y #n-ésimo denominador parcial,
respectivamente, de la fraccion continua. La ecuacion (3.2) puede ser escrita de manera mas

compacta de la siguiente forma,

se =h+r L L (3.3.1)
b +b,+b, +
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se:%+§(ﬂq (3.32)
m=1 '\ bm

Al truncar a un numero finito de elementos las fracciones continuas, se obtiene lo siguiente,

al & & . an—l an (34)

b_l+b2 +b3 + .brhi +E

La expresion anterior es equivalente a (3.3.1) considerando a,,, =0. El valor de se, es

n+l

- . . . , A
llamado el n-ésimo aproximante de la fraccion contintia y se denota por la razon , tal

n

que,
se =2=p+ar B DG Gy (3.5)
B, b+b,+b,+ b +b,
donde
A _b (3.6.1)
B, 1
A _p 4 _bbta (3.6.2)
Bl bl bl
4, _ b, + a b, bb,+a, +a,b, _ b, A +a, A, (3.6.3)
B, s b,b, +a, b,B, +a,B,
1 b2
Ay a, _ b, b, bb,+a, +ab, +a, bb,+a, _ by A, +a, 4, (3.6.4)
. b+ a, b, b,b+a, +ab, bB, +a,B
b+&
2
b,
4 _bdarad, ., (3.6.5)

B bB_ +aB ,

i i1
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En general, una fraccion continua converge y tiene un valor v si,

fim| 2 )= 3.7)
n w:!\B

n

En otras palabras, si existe el limite de las divisiones conforme 7 — oo, este define el

n

valor de la funcion continua. De lo contrario, la fraccion continua diverge.

Es posible construir diferentes fracciones continuas que sean equivalentes, si y solo si todos

) A . ) )
sus aproximantes se, = E’ tienen el mismo valor; es decir,

i

e a ) "y
b+ K ﬂ{—dﬁK(ﬁ (3.8)
mzl bl?l ) m=1 l‘ d”ﬂ

A manera de ejemplo, la fraccion continua (3.2) puede ser expresada por (3.9) al dividir el
“primer” numerador y denominador entre by, y por la division del “n-ésimo” numerador y
denominador entre b, para n=2,3,4,...,tal que elementos del denominador se reducen a la
unidad.

a, /bl
1+ az/blbz
1+ a3/b2b3

1+,

se =b,+ (3.9)

Esta libertad de construir las fracciones continuas mediante diferentes elementos

constituye un grupo de transformaciones equivalentes.

En el contexto de esta tesis, se aplica el concepto de representar una serie por medio
de fracciones continuas, tal que esta representacion tenga una mejor convergencia que la
correspondiente a la serie. A manera de ejemplo se considera la serie de MacLaurin dada
por (3.10),

f($)=c,+es+c,8° +c5° +o (3.10)
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Considerando la sumatoria a partir del segundo término del lado derecho de (3.10),

se define la siguiente serie reciproca,

2 3 G G2
CS+C, 8"+ =g I+—=5 +—=5"+--
¢ G
2 3 1 1 2 -
CS+C, S +ew =g 1+ s +cy 57+

Sustituyendo (3.11.2) en (3.10), se obtiene

CSs

S($)=¢,+

1 1
l+c's +c, s° 4
Obteniendo la serie reciproca del término del denominador,
1 1
1 1 2 1 3 1 ( & C:; 2
¢ S +e, s 4 s+ =00 8 L1+;1S +—8

1 2 13 1 2 2 2
¢ 8 tey, sTHcy s =0 s L4els +ey s

Sustituyendo (3.13.2) en (3.12),

f(s):Co"'(

Qs )
1+ 2 : 22
l+c¢ s +¢, 57+

Obteniendo la serie reciproca del término del segundo denominador,

2 2
2 22 23 2 c G
¢ s +e,) sTHe st He=0 s |14 s
2 2
cl Cl
-1
2 2 2 2 3 1 3 3.2
S o) s e sTH=c s 4T s ey sT

(3.11.1)

(3.11.2)

(3.12)

(3.13.1)

(3.13.2)

(3.14)

(3.15.1)

(3.15.2)
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Sustituyendo (3.15.2) en (3.14),

S($)=c¢,+ (3.16)

1+

|
3 3
l+c s +c, s+ J

TN

Del procedimiento anterior es claro que formando las series reciprocas se puede

obtener de manera iterativa la fraccion parcial (3.17) correspondiente a (3.10),

f(s)=co+—‘+ (3.17)

j-1
donde C/ = C%'ll para j=1 i>1. El coeficiente corresponde al coeficiente original de la
1

serie cuando j—1=0.

De manera general (3.17) puede ser expresada por (3.18), tal que (3.17) es solo un
caso especial.

as a,S S

— == = .. 3.18
b +b, + b, + (3.18)

se =h,+

Al igual que lo descrito anteriormente, al truncar a un numero finito de elementos

las fracciones continuas, se obtiene su n-ésimo aproximante dado por,

se (s)= bl _p S s a8 a4 (3.19)
B (s) b +b, +b+ b +5b
donde
As) by (3.20.1)
By(s) 1
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A (s) _p S bb, +as

= 3.20.2
B,(s) ’ b, b, ( )
4,(5) _ b+ as _ _ b, bb,+as +a,sh, _bA(s)+a,s4,(s) (3.203)
B, (s) b+ 25 b,b, +ays b,B, +a,sB,
1 bz
A, (s) - as B b, b, bb, +as +a,sh, +as bbh, +as b A (5)+aysA (s)
Bi(s) ' g, S b, bb +a,s +ash, b,B,(s)+a,sB,(s)
Loy
2 b3
(3.20.4)
AI(S) bAl l(g)+agAl Q(Y) 122 (3.20.5)
B,(s) sz (($)+a,5B,_,(5)
En general, la fraccion continua converge y tiene un valor v si,
i (A )_, (3.21)
M B0

De tal manera, en base a lo descrito anteriormente se concluye que para obtener el valor

vde la serie por medio de fracciones continuas es necesario lo siguiente:

1. Definir el nimero n de elementos de la fraccidén continua.

2. Obtener los elementos de la fraccion continua {a,},.,.{b,}

n S nell 0

4,(5)
B,(s)

3. Obtener el aproximante se, (s) de la fraccion contintia dado por la division

El valor de este aproximante es igual al valor v de la serie.

3.3 Aproximaciones de Padé

La serie f(s)dada en (3.10) puede ser aproximada por un cociente R, , (s) de dos

polinomios P,(s) y 0, (s) de grados N y M; respectivamente, dentro de un intervalo

|:Siniciul s Sﬁmll :| 5 tal que
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By (s)
Sinicia
Oy (s)

Ry v (s)= P ESES (3.22)

En este caso, para un numero fijo de operaciones, puede ser posible hallar una
aproximacion racional cuyo error, dentro del intervalo [s,,,,c,al,sﬁ,m,}, es menor que el de

cualquier otra aproximacion polinomial.

El método de Padé requiere que f(s) y su derivada sean continuas en s=0. Existen dos

razones para considerar el desarrollo de la aproximacion en el punto s=0. Primero, las
manipulaciones algebraicas suelen ser mas simples. Segundo, siempre es posible usar un
cambio de variable para formular el problema y trabajar sobre un intervalo en el que esté

contenido el punto s =0. Los polinomios que se usan en (3.22) son,

Py(s)=py+ ps+ pzsz oot pNSN (323)

Oy () =g, +qs +q,5" +---+q,,s" (3.24)

Los polinomios en (3.23) y (3.24) se construyen de manera que f(s) y Ry, (s) coincidan

en s=0 , y que lo mismo ocurra con sus derivadas desde orden 1 hasta las derivadas de

orden N+ M . En particular, cuando Q,(s)=1, la aproximacion es simplemente el desarrollo
de la serie de Maclaurin de f(s). Una vez definido el valor de N+ A7, puede probarse que el
error es menor cuando P,(s) y O, (s) tienen el mismo grado o bien cuando el grado de

P, (s) es una unidad mas que el grado de Q,, (s) [Alsaffar 2005].

Debe notarse que el término constante de Q, (s) es ¢, =1, que es permisible porque no
puede ser cero y el cociente R, , (s) no cambia si dividimos P,(s) y O, (s) por la misma
constante. En consecuencia, la funcion racional R, ,(s) tiene N+M +1 coeficientes

desconocidos. Considerando que f(s) es analitica y que su serie de Maclaurin es
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f()=a,+as+as’ ++as" + (3.25)

se forma la diferencia f(s)Q,,(s)—P,(s) = Z(s):

w N M NN ©
(ZOaI.S”J{Z;q/S }| Z;p,s’ = WZ;{ 1C/Sj (3.26)

El subindice en el simbolo de la suma del miembro derecho de (3.26) comienza en

j=N+M+1 porque las N+M primeras derivadas de f(s) y R,,(s) deben coincidir en

s=0.

Efectuando la multiplicacién en el miembro izquierdo de (3.26) e igualando a cero los

coeficientes de las potencias de s/ para ;=01...N+M, se obtiene el sistema de

ecuaciones lineales dados por (3.27) y (3.28).

0=a, - p,
0=qa,+a -p,
0=q,a,+qa +a,—p, (327)

0=q,a,+q,a, +qu, +a, - p,

0=9yay v+ Ay gy T+ ay — Py

0= PoiOy prin T Py @y Tt qiay +ay.,

0= Py p1i2 T Pry@yags Tt iy, +ay,,

(3.28)
0= pyay Dy Gy T T @y T Ay
La ecuacion (3.28) se puede escribir en forma matricial,
Ay Ay On_ma !— q, —! Ay
Ay 7 Ay ys Ay_ya || 42 __ Gyia (3.29)
Dyt 0 Ayp Ay gM Sy
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La ecuacion (3.27) se puede expresar como,

min{ N, Af)

Pv=ay+ Y qay, (3.30)

il

Se debe notar que en cada ecuacion se verifica que la suma de los subindices de los
factores de cada producto es el mismo y que su suma va creciendo desde 0 hasta N+ 7.
Las M ecuaciones que aparecen en (3.29) solo involucran las incognitas ¢,,q,,...,q,, Y son
las que hay que resolver en primer lugar; luego se utiliza su solucion en (3.30) para calcular

Pos -4y - Hecho lo anterior, es posible evaluar R, , (s) para encontrar la solucion de la

serie f(s).

3.4 Algoritmo no iterativo para la solucion de las ecuaciones de potencia

por fracciones contintas

En ésta seccidn se presenta la formulacion matemadtica asociada a la representacion
de las ecuaciones de balance de potencia por medio de fracciones continuas. Esto permitira
realizar estudios de flujos de potencia en sistemas eléctricos sin recurrir al método iterativo

convencional descrito en el capitulo 2.

3.4.1 Transformacion de las ecuaciones de flujo de potencia

En ésta seccion se deriva la transformacion de las ecuaciones de inyecciones de
flujos de potencia que permite expresar sus variables desconocidas, voltajes nodales, por
medio de la serie de MacLaurin en el plano de variable compleja. Para propositos de la

derivacidon matematica se considera un sistema de N nodos, definiendo el nodo 1 como

Slack, V,,, esun elemento complejo de la matriz de admitancia nodal, S, es la potencia

complejay ¥, el voltaje complejo en el nodo k. La variable compleja es definida como s.

En base a la ecuacion (2.19), la ecuacion de flujo de potencia en el nodo &, S, =V, 7, ,
puede ser escrita como se indica en (3.31),
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N
itzznliran (3'31)
Vk m=1

Para resolver la ecuacion (3.31), ésta se expresa en el dominio de variable compleja s
de una manera tal que la solucién para s =0es conocida, y para s =1 se obtengan las
ecuaciones de flujos de potencia originales; es decir (3.31). Lo anterior se logra al expresar

(3.26) en el dominio s de la siguiente manera

S: N N
st==2 B V,()-(1-9Y L,
Vi (s)

m=1 m=1

Vy(s) =1+ (1—s)V,

V(s)= sV, +(1—s) (3.32)
V.(0)=1,9m
Vm (1) = I/m’ v’n

Hecho lo anterior, ahora se define una transformacion funcional para que una
funcion analitica pueda ser expresada como un conjunto de secuencias infinitas. Esta

transformacion r es,

avmq (3.33)

ﬂﬂ@%fw=%{&n

s=0

donde f[n] es el n-ésimo coeficiente de la expansion de f(s) en la serie de MacLaurin.
Esta expansion se expresa matematicamente por,

S(s)=f10]+ fLls + f12]s* ++--+ fn]s" +-- (3.34)
con las siguientes propiedades [Alsaffar 2005]
r f(s) = fln]
() =4,
(s)=¢, (3.35)

¢ sf(s) = fln-1]
r F(9g(s) = f®g Inl=Y flilgln—i]

donde el operador ®es una convolucion. Ademads, ¢, ,es equivalente a una funcion
impulso &(n)que es igual a 1 cuando n = 0 y es igual a cero en caso contrario.
Similarmente, ¢,, es una funcién impulso &¢n—1) que es igual a 1 cuando n =1y es cero

en caso contrario.
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En el contexto del problema analizado, la ecuacion (3.34) corresponde al voltaje
nodal complejo expresado en el dominio s por medio de la serie de MacLaurin. Para el

voltaje en el nodo k se tiene V,(s)=V,[0]+V,[1]s +V,[2]s* +---+V,[n]s" +---. Debe puntualizarse

que la ecuacion anterior y la (3.34) son muy similares en su expresion matematica a la
ecuacion (2.27) que esta en funcion de la serie de Taylor. Obviamente con variables
diferentes, pues mientras que en (2.27) se tienen ecuaciones de balance de potencia, en

(3.34) se tienen voltajes nodales complejos.

3.4.2 Calculo de los coeficientes de la serie de MacLaurin
En esta seccion se describe el planteamiento matematico para el calculo de los
coeficientes de la serie de MacLaurin, correspondientes a los voltajes nodales. La primera

ecuacion en (3.32) puede ser manipulada algebraicamente de la siguiente manera,

ZY ,,,<s)—st G +(1- s);Ym
1
M=y
Zm V,(5) =S, (9)+(1—Y); o (3.36)

[Z mj Y, Vi(s)= sSW(s)+<1—s)Z

Z WV (8) = S, (5) - n]V<s>+<1—s)an

m=2 m=1

De lo anterior se obtiene

Z "V ($)=sS, W, ()=, sV, +(1—5) +(1—s)zl,” (3.37)

m=2 m=1
Aplicando las transformaciones (3.35) en ambos lados de la ecuacion (3.37); se
obtiene,
N L
ZYJaan[n] = SILI/VA [n_ 1] - ¢7L1V +(¢n(] ¢nl) +(¢n0 ¢nl)L Jom (3.38)
m=2 m=1
La ecuacion (3.38) fue obtenida considerando la inyeccidon de potencia en el k-ésimo
nodo. Considerando los N-1 nodos del sistema, la ecuacion (3.38) puede ser expresada en

forma matricial de la siguiente manera,
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Yo By oo B
Yo Yo o Ty |[Vili|_

Y Y Yo [ ViInl]

_ N 7
S W [n 1] ”I ‘f'an (Y;ZO ‘f'ﬂl + (4',5110 - ¢nl )Z lem

m=1 (339)

Ynl Y’n ‘ﬁzl ) : 3m

m=1

S n=11-Y,, 8.V, +(4,, 9,

SI/I/VN* [n @;V + (¢10 ¢nl ) )(¢110 ¢11 )Z Nm

m=1

La soluciéon de (3.39) permite obtener el n-€simo coeficiente de la serie de
MacClaurin para cada uno de los voltajes nodales. El vector de términos independientes b

se muestra en su forma general. Cuando # es igual a cero o 1, toma la forma siguiente,

N b
S 01-Y, V-1 =) T,
m=1
* H* ]v
b_ S3W'3 [0]_Y31 I/I_-1 _ZYSm
e (3.40)

S W [0] ’\’l Z /\4m

L m=1

Pero si n>2, la siguiente forma del vector b puede ser usada,

[ s.w, [n-11]

S, [n—1
p=| S (3.41)

S Wyln—1]

De las ecuaciones (3.38) y (3.39) se observa que es necesario conocer las
inyecciones de potencia nodales en cada uno de los nodos, Si, asi como los coeficientes

W, n—1 , para encontrar los coeficientes de voltajes 7,[n] (m=1,..N). Las potencias
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inyectadas son especificadas, tal que se consideran variables conocidas. Los coeficientes

W, se obtienen al considerar que,

W, xV, [nl=4g,
L

[0]

W), (s)=1

ACRE (3.42)

Tal que la expresion de recurrencia obtenida mediante el operador de convolucién

es,

AGESWATAS) (3.43)

En resumen, los pasos para el célculo de los coeficientes de voltaje en la expansion

de la serie de MacLaurin de orden # son, [Alsaffar 2005]

1. Inicializacion, V,[0]=W,[0]=1 k=2,.N
2. Para i=1:n
(a) Calcular v,[i], k=2..N resolviendo el sistema de ecuaciones lineales (3.39)

(b) Calcular w,[i], k=2..N resolviendo la ecuacion (3.43)

Al final de este proceso de computo, el cual se muestra esquematicamente en la

Figura 3.1, se obtiene la serie de MacLaurin dada por (3.44).

V. (s) =V [0]+V,[1]s +V,[2]s® +---+V,[n]s" (3.44)
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Foolo ke T

L————%Ewﬁ%)l l

o[k Eq.(3.43) | Pt

\—| Eq.(3.38) | ....................................................... J{
oo (2 -] Eq.(3.43) [ ¥, 12 ]

| £q.(3.38) | |

i3 . 13 | S — _| Eq(343) | _________________________ 1~ R I3 ]

[ Eq.(3.38) I—l

¥, L lF—1 Ea.(343) |—— 7. [5]

Figura 3.1. Representacion esquematica para calcular los coeficientes de 7, (i) .
Los wvalores calculados de V,[i], k=2..N y W][i], k=2..N pueden ser

almacenados en una matriz para simplificar el algoritmo, como sigue:

7,01 V0] - F[0]]

L ECU IR (3.45)
KL Vi e V)
L0 0] - W10

PR LAURRAU S (3.46)
W’Z-[n] W;[n] WN.[n]_
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Una problemadtica de ésta formulacién es que la expansion en series de potencia
(3.34) no converge para s=1 [Alsaffar 2005]. Sin embargo, una expansion de esta serie en
fracciones continuas si converge para s=1 [Bonet 2004]. A continuacion se describe como

se obtiene la expansion en fracciones continuas.

3.4.3 Expansion en fracciones continuas

Existen diversos métodos para la construccion de la aproximacion algebraica de una
serie de potencias por medio de fracciones continuas [Mathews y Fink 1999]. En ésta

seccion se presenta el método de Viskovatov empleado en esta tesis [Khovanskii 1963].

Este método permite construir la expansion en fracciones continuas, o
equivalentemente las sucesiones de aproximaciones de Padé, de una serie de potencia dada.
A continuacion se presenta el proceso de construccion de las fracciones continuas mediante

este método, describiéndose la derivacion matematica detallada en el Apéndice A.

La serie de potencia (3.44) representando el voltaje nodal complejo en el nodo &

puede ser expresada por la siguiente serie de potencia

S =L00 [0 fsT bt f08" +e (3.47)

Esta puede expresarse como,

) =1+s fi+f)s 4ot £ +-
0 s
=Jo* 1 (3.48)
[f+fs+ A [0 J

La division dada en (3.48) puede expresarse como,

1 fls+ fls* ++ fls"
L g (3.49)
Fr+ s et fs"T 4 S+ s e 5T '

donde,
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I _
Ja

Sustituyendo (3.49) en (3.48), se obtiene:

o bien

La division dada en (3.53) puede expresarse como,

donde :

S

@)= 1)+

C +

1

f11s+f1s2+- +f1

f10+f2S+ +f0171

La ecuacioén anterior puede expresarse como,

N

f(s):ﬁ)+ Sﬁ1+](21s+ flnl
C1+ ] Onl
fl”+fs+ “+fs
fs)=f+ .
ij §
_](10+J(20S+ fO nl
L fl+fls ++ nls”l

ﬁ0+fés+ +f0n1

fl‘1+.f2S ++fn1 n 1

f s+ st 4+ fls

f +f2s +-
A

fll
zfzo_czle
=1y =Cfy
= fua = oty

+fn1S”_1

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)
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Sustituyendo (3.54) en (3.53) y realizando operaciones algebraicas se obtiene,

S
fl)=f+
)
G+ ) (3.56)
)

C, +
2 f11+f21S +_..+ﬁ1lsl1—l [

Lflz+jfs ot js""J

Continuando con el proceso anterior se obtienen las fracciones continuas de la serie de

potencia dada,

S S
C+C, +C, + (3.57)
3.4.4 Solucion de la expansion en fracciones continuas

Una vez obtenida la ecuacion (3.57), es necesario obtener el aproximante para que
proporcione la solucion al problema de flujos de potencia. El aproximante A4, (s)/ B, (s) de
orden n de la fraccién continua se calcula mediante las ecuaciones (3.20). En el caso de la

fraccion continua (3.57) este aproximante se obtiene usando las siguientes relaciones

recursivas,

Ay () = 1
A(s)=Cf +s (3.58)
A(s)=CA_(s)+s4_,(s) i>2

B,(s)=1

B,(s)=C, (3.59)

B(s)=CB_(s)+sB_,(s) i22

Al considerar s=1, la evaluacion del aproximante de orden » mediante (3.58) y (3.59)

es equivalente a evaluar la serie de potencia (3.44), obteniéndose el valor complejo de

32



V,(s). Puesto que este computo debe hacerse para cada voltaje nodal, se calcularan N

aproximantes, tal como se expresa en la ecuacion (3.60).

} (3.60)

La figura 3.2 muestra en forma esquematica el proceso computacional para obtener

el aproximante de orden 7.

Vi[C] V1] Ve[2] Vi[3] Vi[n]

| | J'i | |

| METODO DE VISKOVATOV |

I I i I I

Aq[S] Ai[S] AifS] A3jS]| o o o |AdfS] —l
RED DE

| t T ! | i SOLUCION

Biq[S] Bi[S] BqfS] B:[S}| @ ® ® |B(S] —T

Figura 3.2 Proceso computacional para obtener la aproximacion de orden #.

3.5 Algoritmo no iterativo para la solucion de las ecuaciones de potencia

por aproximaciones de Padé

En este caso se aproxima la serie de MacLaurin (3.44) asociada a cada voltaje nodal
por medio de la funcion racional (3.22), donde los coeficientes de los polinomios son
calculados mediante las ecuaciones (3.29) y (3.30). Hecho lo anterior se evalua la funcion

racional en s=1, obteniéndose el valor de los voltajes nodales.
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3.6 Conclusiones

En el presente capitulo se realizo una descripcion sobre los métodos utilizados para la
solucion del algoritmo no-iterativo. Asimismo, se describid la transformacion de las
ecuaciones de balance de potencia para expresarlas en funcidon de una variable compleja,

con el fin de aplicar los métodos de fracciones continuas y a funciones racionales.
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Capitulo 4

Casos de estudio

4.1 Introduccion

En éste capitulo se presentan los resultados obtenidos al realizar estudio de flujos de
potencia por medio del método no iterativo denominado Flujos de Potencia basado en
Fracciones Continuas (FPFC). Las redes eléctricas utilizadas para validar la efectividad del
método no iterativo son las siguientes: IEEE-5, IEEE-14, IEEE-30, IEEE-57 [Zamora
2004]. Los resultados obtenidos con la aplicacion del FPFC son comparados con aquellos
obtenidos mediante un programa de flujos de potencia basado en el método de Newton-

Raphson (FPNR) para propdsitos de validacion [Fuerte 1997].

De acuerdo a la formulacion descrita en el capitulo 2, la aplicacion del método no
iterativo requiere del conocimiento de las potencias nodales inyectadas por los generadores.
Lo anterior no permite la aplicacion de esta metodologia cuando se tienen nodos tipo PV en
el sistema eléctrico, ya que el valor de potencia reactiva es desconocido. Para evitar esta
problematica, el valor de potencia reactiva inyectada por un generador hacia un nodo tipo
PV es primeramente calculada mediante la aplicacion del FPNR. Conocido este valor, se

proporciona como dato para la aplicacion del FPFC.

Para todos los casos de estudios se considera una potencia base igual a 100 MVA y
una magnitud de voltaje base de 400 kV. En el andlisis de flujo de potencia realizado
mediante FPNR se toma un criterio de convergencia igual a le™'? p.u, mientras que 18
coeficientes de la serie de potencia fueron considerados en la aplicacion del algoritmo de
FPFC. Por ultimo, para observar el efecto que tiene éste numero de coeficientes en el
resultado obtenido, se realiza el estudio de una red de 2 nodos operando cerca de su limite

de voltaje estatico.
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4.2 Red eléctrica de 5 nodos

La red eléctrica de 5 nodos se muestra en la Figura 4.1. El estudio realizado

mediante el FPNR logra la convergencia en cuatro iteraciones. Los resultados obtenidos

con ambos algoritmos se ilustran en la Figura 4.2. Las magnitudes de voltaje se muestran

en la Figura 4.2 (a), observandose que ambos resultados son practicamente iguales. De

igual forma, la Figura 4.2 (b) muestra que los angulos de fase de cada voltaje nodal son

iguales.

1.06

elm main lake

1.05 +

1.04 4

103 4

102 +

1.01

0.99

0.98

0.97

(a)

south

Figura 4.1 Red de 5 nodos.

north

wWme->A4r-rg<
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H FPFC i fl

WEPNR o | |
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-2.9 : :
-39 1
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-5.9

(b)

north

O r
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m FPEC
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Figura 4.2. Resultados del sistema de 5 nodos. (a) Magnitudes de voltaje. (b) Angulos de

voltaje.
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4.3 Red eléctrica de 14 nodos

En esta seccion se analiza el sistema IEEE-14 mostrado en la Figura 4.3. El método
iterativo obtuvo solucion en 4 iteraciones. Los resultados obtenidos por ambos algoritmos

son los mismos y se ilustran en la Figura 4.4.
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Figura 4.3 Red de 14 nodos del IEEE.
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11 W FPFC T
mFPNR
1.08 +
1.06 iy = 4 {
= FPFC
= mFPNR
1.04
5 i = L <
=13 -+
1.02
I I I ]

1

VM= ArQ<
o -~ w w -
nogrcozr

[=]

[=]

17

(a) (b)
Figura 4.4. Resultados del sistema de 14 nodos. (a) Magnitudes de voltaje. (b) Angulos de
voltaje.
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4.4 Red eléctrica de 30 nodos

Para el estudio de éste caso se utiliza el sistema IEEE-30 que se muestra en la
Figura 4.5. El algoritmo de FPNR logré la convergencia en la sexta iteracion. Los

resultados obtenidos con ambos algoritmos son los mismos y se ilustran en la Figura 4.6.

Figura 4.5 red de 30 nodos del IEEE

1 35 7 9 1113 15 17 19 71 23 25 27 29 1 3 5 7 92111371517 1921 23 3527 29

108 - A
BEPFC -1 N
W FPNR E
107 - =l L
- g
105 - v
0 -7
L W FPFC
T 9
103 1 A HFPNR
] -11
E
101 | S 43 4
-15 4
099 +
poa7 4 -19
(a) (b) ,
Figura 4.6. Resultados del sistema de 30 nodos. (a) Magnitudes de voltaje. (b) Angulos de
voltaje.
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4.5 Red eléctrica de 57 nodos

La red eléctrica del sistema de 57 nodos se muestra en la Figura 4.7. El algoritmo de

FPNR logré la convergencia en la quinta iteracion. Los resultados obtenidos con los

algoritmos FPNR y FPFC se ilustran en la Figura 4.8 (a) muestra las magnitudes de voltaje

obtenidas mediante ambos algoritmos, se observa que los resultados obtenidos son iguales.

Los angulos de los voltajes también son iguales, tal como se observa en la Figura 4.8 (b).
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099 -

0.97
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Figura 4.7 Red de 57 nodos del IEEE.
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Figura 4.8. Resultados del sistema de 57 nodos. (a) Magnitudes de voltaje. (b) Angulos de

voltaje.
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4.6 Red eléctrica de 2 nodos

El ultimo sistema que se analiza es el de 2 nodos, esto con el proposito de observar el
efecto que produce al ingresar diferente numero de términos o coeficientes, para el analisis
se utilizo el algoritmo de flujos de potencia de fracciones continuas (FPFC) de viskovatov y
flujos de potencia del método de Padé, estos comparandolo con el método flujos de
potencia de Newton-Raphson (FPNR). En los casos de estudio se consideran 9, 16, 25, 145,

1000 y 2000 términos, también se considero diferente valor de carga para cada caso.

En la figura 4.9 se representa la red de 2 nodos donde Z, =0+ 0.2 y V, =1£0. A

continuacion se presentan las tablas con los resultados numéricos obtenidos de las
simulaciones realizadas y también se presentan las graficas con el margen de error de

efectividad.

Se=Pe+iQe

N ¥:

StaPL+jQL

Figura 4.9 Red de 2 nodos

4.6.1 VISKOVATOYV Vs FPNR

Los resultados obtenidos de las simulaciones de ambos algoritmos con diferente valor
de carga y nimero de términos, se muestran a continuacion en la tabla 4.1 en la cual se
podra observar el efecto y los resultados que se tienen conforme se va aumentando el

namero de términos.
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Flujos convencional Viskovatov
Carga Magnitud | Angulo | Iteraciones | Magnitud | Angulo | Términos
80+j20 0.94309 | -9.7677 4 0.94309 -9.7677 9
, 0.77056 | -11.984 5 0.77063 -11.98 9
804580 0.77056 -11.984 16
0.64031 -14.47 6 0.6446 -14.308 9
80+j105 0.64051 -14.465 16
0.64031 -14.47 25
0.56072 | -16.579 8 0.59011 -15.537 9
‘ 0.56993 -16.304 16
8OHLS 0.56317 | -16493 | 25
0.56073 -16.578 145
0.52498 | -17.744 17 0.58293 -15.708 9
0.55788 -16.666 16
0.54592 -17.011 25
804112.2 0.53342 | -17.466 | 145
0.528007 | -17.633 1000
0.527106 | -17.659 2000

En la figura 4.10 se muestra la grafica donde se aprecia el

Tabla 4.1Resultados de 1a Red de 2 nodos

comparar los resultados de ambos algoritmos.
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Figura 4.10 % Error del metodo de Viskovatov Vs FPNR

porcentaje de error al
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Como se podra observar en el caso 5 hay un rango de error que se puede apreciar sin

embargo este se puede reducir al 0 % aumentando el numero de términos esto se dejo asi

con la finalidad de poder observar el efecto.

4.6.2 PADE Vs FPNR

Los datos que se generaron de las simulaciones realizadas con el algoritmo de Padé y

FPNR se muestran a continuacion en la Tabla 4.2 con diferente valor de carga y nimero de

términos como se hizo con el algoritmo anterior.

Flujos convencional Padé
Carga Magnitud | Angulo | Iteraciones | Magnitud Angulo | Términos
80+j20 0.94309 | -9.7677 4 0.94309 -9.7677 9
80+i80 0.77056 | -11.984 5 0.77063 -11.98 9
0.77056 -11.984 16
0.64031 -14.47 6 0.6446 -14.308 9
805105 0.64051 -14.465 16
0.65656 -14.49 25
0.56072 | -16.579 8 0.59011 -15.537 9
0.62397 -15 25
0.58275 -17.049 145
0.52498 | -17.744 17 0.58293 -15.708 9
0.55788 -16.666 16
0.62528 -15.194 25
80+112.2 0.5858 | -16.664 | 145
0.53805 -17.19 1000
no no 2000
converge | converge

Tabla 4.2 Resultados de la Red de 2 nodos
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En la figura 4.11 se muestra la grafica donde se aprecia el porcentaje de error al

comparar los resultados de ambos algoritmos.
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Figura4.11 % Error del metodo de Padé Vs FPNR

Como se puede observar en el caso 3, 4, y 5 hay un rango de error que se puede
apreciar esto es debido a que en el algoritmo de Padé hay problemas de convergencia
cuando se toma un valor alto de términos pero los resultados que arroja el algoritmo
satisfacen el balance de potencia nodal aunque esto no quiere decir que sea una respuesta

factible.

4.7 Conclusiones

En los estudios realizados a los sistemas, los resultados obtenidos mediante el

algoritmo de FPFC son correctos e iguales a los que se obtuvieron mediante un algoritmo
de FPNR. Sin embargo, se puede obtener una solucion ficticia del andlisis de FPFC.
En los resultados que se presentaron hay que tomar en cuenta que el nimero de coeficientes
para la serie de potencia en el algoritmo de FPFC tiene un efecto en la exactitud de la
solucion. Sin embargo, la solucion obtenida con distintos nimeros de coeficientes no
difiere demasiado.

Para el andlisis del sistema de 2 nodos se logro observar que con el método de Padé
hay un problema de convergencia cuando se toman muchos términos, no sucediendo asi
con el método de fracciones continuas de Viskovatov; sin embargo, las soluciones son
correctas ya que ambos satisfacen el balance de potencia nodal, aunque la solucion obtenida

mediante el algoritmo de Padé no representa una solucion factible.
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Con respecto a los términos de tiempo de computo, se logro observar con el algoritmo
FPFC, que conforme se aumenta el numero de nodos o carga el tiempo de respuesta va
aumentando sin embargo esto depende de la construccion de la serie de fracciones

continuas , tal que esta representacion tenga una mejor convergencia.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1 Conclusiones

Las metodologias convencionales iterativas de célculo de flujos de potencia en sistemas
eléctricos convergen rapidamente a una solucion si se proporcionan condiciones iniciales
suficientemente cercanas a esta. Sin embargo, si estas condiciones iniciales no son
adecuadas, el proceso de solucion requerirda de un gran nimero de iteraciones para
encontrar la solucion de flujos de potencia, o en el peor de los casos divergira. Debido a
esta problematica, en la presente investigacion se mostrd el desarrollo matematico de un
algoritmo para resolver el problema de flujo de potencia de una forma no iterativa. Para
lograr lo anterior las ecuaciones de flujos de potencia se descomponen en series de potencia
por medio de la serie de MacLaurin, y posteriormente se evaliian haciendo uso de la teoria
de aproximaciones algebraicas por medio del método de Viskovatov y aproximaciones de

Padé.

El algoritmo de flujos de potencia no-iterativo basado en series de potencia y fracciones
continuas no tiene la necesidad de suponer una condicion inicial. Por tal motivo, el
algoritmo de flujos de potencia de fracciones continuas (FPFC) garantiza la obtencion de
una solucidn, en caso de que esta exista, siendo una herramienta computacional confiable

para el analisis estacionario de sistemas eléctricos de potencia.

En el analisis y estudios realizados a diferentes sistemas eléctricos, los resultados que
se obtuvieron mediante el algoritmo de FPFC son iguales a los que se obtuvieron mediante
un algoritmo convencional de analisis de flujos de potencia basado en la técnica de
Newton-Rapshon. En estos resultados se mostré numéricamente que el numero de
coeficientes utilizados en la serie de potencia en el algoritmo de FPFC tiene un efecto en la
precision de la solucion. Sin embargo, la solucion obtenida con distintos numeros de

coeficientes no difiere demasiado.
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5.2 Trabajos futuros

En este apartado se listan tres ideas que pueden ser consideradas para extender el

trabajo descrito en esta tesis.

Desarrollar una mejora en la formulacion del algoritmo para disminuir el

nimero de coeficientes y acortar el tiempo de computo del método.

Cuantificar el efecto que tiene la manera en que se expresa la expansion en
fracciones continuas sobre la solucion de flujos de potencia. Este efecto se debe
cuantificar en términos del tipo de solucion factible y el tiempo de coémputo

requerido para la obtencion de la solucion.
Realizar una investigacion a fondo sobre el método de Padé¢, ya que es otro

algoritmo que puede desarrollar y aportar informacion sobre la factibilidad de la

solucion de flujos de potencia.
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APENDICE A

Descripcion del archivo de datos para FPFC

El objetivo de este apéndice es describir como estan conformados los archivos de datos
que se utilizan para el programa de Flujos de Potencia de Fracciones Continuas (FPFC).

El archivo de datos se forma de las siguientes caracteristicas:

1.

2
3
4.
5
6

Para realizar la descripcion del archivo de datos se tomara el utilizado para la
simulacion de la red de 5 nodos que a continuacidon se muestra.

Datos generales.

Datos de lineas de transmision.

Red IEEE-5

100 400 18

. Numero de nodos eléctricos y componentes del sistema.

. Datos del nodo de referencia o Slack.

. Datos de los generadores.

. Datos de carga.

570001400000000

north 1.06 0.0

north south 0.02

north lake
south lake
south main
south elm
lake main

main elm

south 40.0-61.5929 -300 300 1.0

0.08
0.06
0.06
0.04
0.01
0.08

0.06 0 0.06
0.24 0 0.05
0.18 0 0.04
0.18 0 0.04
0.12 0 0.03
0.03 0 0.02
0.24 0 0.05



south 20 10

lake 45 15
main 40 5
elm 60 10

1. Datos generales.

Estos datos consisten en las cantidades base en MV A y KV asi como los términos que

debe satisfacer el método para la convergencia.

Los datos son dados de la siguiente manera:
100 400 18
donde:
100 es la cantidad base en MVA.
400 es la cantidad base en KV.

18 es numero de términos.

2. Numero de nodos eléctricos y componentes del sistema.

Estos datos estdn compuestos de la siguiente forma.

57000140000000

donde:

5 es ¢l numero de nodos o subestaciones.

7 es €l numero de lineas de transmision.

0 es el numero de transformadores convencionales.
0 es el numero de transformadores con cambiador.
0 es ¢l numero de transformadores con defasadores.
1 es el nimero de generadores.

4 es el namero de cargas.

0 es el nimero de ASC (modelo VSC).

0 es el numero de compensadores fijos en derivacion.

0 es el nimero de HVDC.
0 es el numero de SVC (modelo VSC).
0 es el nimero de CFPU.
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0 es el nuimero de SVC (modelo TCR).
0 es el numero ASC (modelo TCSC).

3. Datos del nodo de referencia o Slack.

Estos datos son leidos de la siguiente forma.
north 1.06 0.0
donde:
north es el nombre del nodo de referencia o slack.
1.06 es la magnitud de voltaje nodal en (pu).

0.0 es el Angulo de la magnitud de voltaje nodal y es fija en (grados).

4. Datos de lineas de transmision.

Estos datos estdn compuestos de la siguiente forma:
north south 0.02 0.06 0 0.06
donde:
north es el nodo de envid o de transmision.
South es el nodo receptor.
0.02 es el valor de la resistencia serie total en (pu).
0.06 es el valor de la reactancia serie inductiva total en (pu).
0 es el valor de la conductancia en derivacion total en (pu).

0.06 es el valor de la suceptancia en derivacion total en (pu).

5. Datos de los generadores.

Estos datos se leen de la siguiente forma:
south 40.0 -61.5929 -300 300 1.0
donde:
south  es el nodo del generador conectado.
40.0 es el valor de potencia activa producida por el generador (MW).

-61.5929 es el valor de potencia reactiva producida por el generador (MVAR).



-300 es el limite mas bajo de la potencia reactiva producida por el generador

(MVAR).
300 es el limite més alto de la potencia reactiva producida por el generador
(MVAR).
1.0 es el valor para controlar la magnitud de voltaje nodal en (pu).

6. Datos de la carga.

Estos datos son leidos de la siguiente forma.
south 20 10
donde:
south es el nodo donde la carga es conectada.
20 es el flujo de potencia activa (MW).
10 es el flujo de potencia reactiva (MVAR).
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APENDICE B
Respuestas de las redes de prueba.

Las simulaciones del capitulo 3 fueron realizadas con 4 redes de prueba IEEE-5,
IEEE-14, IEEE-30 y IEEE-57. A continuacion se presentan las tablas con las respuestas
que generaron los métodos FPFC y FPNR.

Red IEEE-5

Con 18 términos

VOLTAJES ANGULOS
NODO FPNR FPFC FPNR FPFC
elm 0,971696 0,971696 -5,76495 -5,76495
main 0,984132 0,984132 -4,95702 -4,95702
lake 0,987247 0,987247 -4,63669 -4,63668
south 1 1 -2,06123 -2,06123
north 1,06 1,06 0 0

Tabla B.1 respuestas de la red IEEE-5 nodos.
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Red IEEE-14

Con 18 términos

VOLTAJES ANGULOS

NODO FPNR FPFC FPNR FPFC
nod 1 1,06 1,06 0 0
nod 2 1,045 1,045 -4,98095 -4,98094
nod 3 1,01 1,01 -12,718 -12,7179
nod 4 1,01862 1,01862 -10,3242 -10,3241
nod 5 1,02026 1,02026 -8,78258 -8,78251
nod 6 1,07 1,07 -14,2227 -14,2226
nod 7 1,06195 1,06195 -13,3682 -13,3682
nod 8 1,09 1,09 -13,3682 -13,3682
nod 9 1,05635 1,05635 -14,9466 -14,9465
nod 10 1,05133 1,05133 -15,1043 -15,1042
nod 11 1,05708 1,05708 -14,7953 -14,7952
nod 12 1,05522 1,05522 -15,0774 -15,0773
nod 13 1,05044 1,05044 -15,1589 -15,1588
nod 14 1,03579 1,0358 -16,0389 -16,0388

Tabla B.2 respuestas de la red IEEE-14 nodos.
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Red IEEE-30

Con 18 términos

VOLTAJES ANGULOS

NODO FPNR FPFC FPNR FPFC
nod 1 1,06 1,06 0 0
nod 2 1,0428 1,0428 -5,49732 -5,49732
nod 3 1,02047 1,02047 -7,99237 -7,99237
nod 4 1,01161 1,01161 -9,64811 -9,64811
nod 5 1,01 1,01 -14,3977 -14,3977
nod 6 1,01013 1,01013 -11,3784 -11,3784
nod 7 1,0023 1,0023 -13,1455 -13,1455
nod 8 1,01 1,01 -12,1295 -12,1295
nod 9 1,05077 1,05077 -14,4308 -14,4308
nod 10 1,04491 1,04491 -16,0258 -16,0258
nod 11 1,082 1,082 -14,4308 -14,4308
nod 12 1,05713 1,05713 -15,2919 -15,2919
nod 13 1,071 1,071 -15,2919 -15,2919
nod 14 1,04226 1,04226 -16,1816 -16,1816
nod 15 1,03765 1,03765 -16,2703 -16,2703
nod 16 1,04476 1,04475 -15,8757 -15,8757
nod 17 1,03954 1,03954 -16,188 -16,188
nod 18 1,02805 1,02805 -16,8789 -16,8789
nod 19 1,02551 1,02551 -17,0491 -17,0491
nod 20 1,02958 1,02958 -16,8507 -16,8507
nod 21 1,03252 1,03252 -16,4692 -16,4692
nod 22 1,03305 1,03305 -16,4552 -16,4552
nod 23 1,0271 1,02771 -16,6555 -16,6555
nod 24 1,02143 1,02143 -16,8246 -16,8246
nod 25 1,01722 1,01722 -16,3915 -16,3915
nod 26 0,999537 0,999537 -16,8112 -16,8112
nod 27 1,02315 1,02315 -15,8638 -15,8638
nod 28 1,00671 1,00671 -12,0035 -12,0035
nod 29 1,00331 1,00331 -17,094 -17,094
nod 30 0,99183 0,99183 -17,977 -17,977

Tabla B.3 respuestas de la red IEEE-30 nodos.

53



Red IEEE-57

Con 18 términos

VOLTAJES ANGULOS
NODO FPNR FPFC FPNR FPFC

1 1,04 1,04 0 0

2 1,01 1,01 -1,18809 -1,18809
3 0,985 0,985 -5,98781 -5,98781
4 0,980782 0,980782 -7,33697 -7,33697
5 0,9765 0,976499 -8,54583 -8,54583
6 0,98 0,98 -8,67345 -8,67345
7 0,984212 0,984212 -7,60068 -7,60067
8 1,005 1,005 -4,47717 -4,47717
9 0,98 0,98 -9,58396 -9,58396
10 0,986277 0,986277 -11,4489 -11,4489
11 0,973994 0,973994 -10,1932 -10,1932
12 1,015 1,015 -10,4707 -10,4707
13 0,978935 0,978935 -9,80398 -9,80398
14 0,970242 0,970242 -9,35096 -9,35096
15 0,988072 0,988072 -7,19054 -7,19054
16 1,01337 1,01337 -8,85856 -8,85856
17 1,01745 1,01745 -5,3957 -5,3957
18 1,00068 1,00068 -11,7289 -11,7289
19 0,97025 0,97025 -13,2274 -13,2274
20 0,963924 0,963924 -13,4463 -13,4463
21 1,00871 1,00871 -12,9306 -12,9306
22 1,00996 1,00996 -12,8762 -12,8762
23 1,00855 1,00855 -12,9413 -12,9413
24 0,999395 0,999395 -13,2928 -13,2928
25 0,98271 0,98271 -18,172 -18,172
26 0,958962 0,958962 -12,9822 -12,9822
27 0,981612 0,981612 -11,5134 -11,5134
28 0,996721 0,996721 -10,481 -10,481
29 1,01025 1,01025 -9,77081 -9,77081
30 0,962858 0,962858 -18,7182 -18,7182
31 0,936143 0,936143 -19,3822 -19,3822
32 0,950094 0,950094 -18,5114 -18,5114
33 0,9478 0,9478 -18,551 -18,551
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34 0,959417 0,959417 -14,1498 -14,1498
35 0,966428 0,966428 -13,9072 -13,9072
36 0,976043 0,976043 -13,6359 -13,6359
37 0,985103 0,985103 -13,4473 -13,4473
38 1,01304 1,01304 -12,7367 -12,7367
39 0,983038 0,983038 -13,4923 -13,4923
40 0,973022 0,973022 -13,6592 -13,6592
41 0,996296 0,996296 -14,0759 -14,0759
42 0,966632 0,966632 -15,5326 -15,5326
43 1,00961 1,00961 -11,3542 -11,3542
44 1,01699 1,01699 -11,8579 -11,8579
45 1,03611 1,03611 -9,27013 -9,27013
46 1,05993 1,05993 -11,1162 -11,1162
47 1,03343 1,03343 -12,5121 -12,5121
48 1,02755 1,02755 -12,6119 -12,6119
49 1,03648 1,03648 -12,9378 -12,9378
50 1,02351 1,02351 -13,4131 -13,4131
51 1,05233 1,05233 -12,5322 -12,5322
52 0,980389 0,980389 -11,4966 -11,4966
53 0,970964 0,970964 -12,2516 -12,2516
54 0,996329 0,996329 -11,7087 -11,7087
55 1,03079 1,03079 -10,8003 -10,8003
56 0,968498 0,968498 -16,0656 -16,0656
57 0,964973 0,964973 -16,5845 -16,5845

Tabla B.4 respuestas de la red IEEE-57 nodos.
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APENDICE C

Método de Viskovatov.

En éste apéndice se presenta el método de Viskovatov empleado en esta tesis. A
continuacion se presenta el proceso de construccion de las fracciones continuas mediante

este método, describiéndose la derivacion matematica detallada.

)=+ L5+ f)s7 +oet f157 4 (C.1)
Esta serie puede expresarse por una fraccion continua, donde:

f()=f, +5(fy + fo5 + e, +fs" 4 (C.2.1)
= fi+ s (C2.2)

Analizando el denominador de (C.2.2).

1+(£s+£s2 +....J—{is +%S2 + J

! _po_ A h S (C.3)
SiH oS Hont fos" 4 SiH oSttt fos" T4
) 1 .
Asumiendo C, =— (C.4), se tiene.
S
polt C,(fos+ fos® + ot [,8" " ) = C(fos+ 187+t 15" +00) (C.5)
Si+ oS+t f87 4

Tenemos la siguiente expresion:

/i
1=2L=Cf, (C.6)

f-l 1/1

Sustituyendo (C.6) en (C.5), y realizando operaciones aritméticas.

_ Cifi +Ci(fos+ fo8" ot fo5" " 4. )= C(fys+ fi5> +ot £,8" +.0) (C.7.1)

D 2 n-1
fi+fos+ s+ + 8"+
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po Gl + o5+ [y it [o8" T )= Cl(fys+ fi8T et fo87 )

D

fit fos+ fi85 et fo8"

_G U + o5+ 38 et fo8" 4 )= C(fos + fo487 i+ £8" +10)

1 1.2 1 n—1
Bis+B,s”+...+B,_s" +..)

fi+fos+ fos? ot fo8"

La ecuacioén (C.7.3) puede expresarse como:

1

Donde:
5o L
1
A
B --L
2
N
B! = _h
’ A

Sustituyendo (C.8) en (C.2.2) se obtiene,

f(s)=f, +

Para obtener la fraccion continua en (C.10) puede expresarse como:

f(s)=fy +

f()=fo +

+
fit oS+ fo87 ot f,8" +

Bls+Bis* +...+B) 5" +...

i +f2s+f3s2 +..t+fs" "+

B/ +Bls+...+ Bl s

5 +f2s+f3s2 +.ot f 8" gus

+
fi+ fos+ fi87 4ot fo8" T+
Bl +Bls+Bis’ +...+ B} s"*

(C.7.2)

(C.7.3)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11.1)

(C.11.2)
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()=

S
Jo+
C N
n n
f1+f2s+ AT+
Bl +Bis+..+ B s" " +...

Analizando el denominador de (C.11.3)

f1+f2s+ A+

Bl +BYs 4.+

Necesitamos expresar esto como sigue.

D=C

polinomio

2
B! +Bs +....

+B,i_|s”_l +

Para lograr esto, realizamos lo siguiente:

_ fi+ s+

B/ +B)s+...

Expresando f; en funcion de C, y B, , tenemos,

N

=C,B,

Por lo tanto:

) =

A h
B -/
N

S

/o

De la ecuacion (C.13) se tiene

D= C,(B! + B)s +...+) + polinomio

Bl +B)s+....

n-1
+B, s

Igualando (C.17) y (C.12),
fi+fos+ont+ f5"

Esto significa que el polinomio es,

polinomio =(f, + f,s +....

=(/i

_CzBll)+(f2

=C,(B} +Bjs+...B,s""

~C,B))s +....

+ f,s"")~C,(B +Bys+...B,s""

+ (fnsn—l

+...) + polinomio

~C,B,s" ") +...

+...)

(C.11.3)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19.1)

(C.19.2)
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Donde f; —C,B; =0 de (C.16)

polinomio = (f, =C,B))s +...+(f, =C,B,)s"" +... (C.20.1)
=Bls+...+B_s"" +... (C.20.2)
Donde:

B12 =f2 _CzB;
B} = f,-C,B;

(C.21)
Bf = fn—l _CzB;n
Otra manera de obtener esta deduccion es la siguiente,
(fi+ fos+..)+C,(Bys+Bis* +..)=C,(Bys + Bys” +....)
P= B +Bls+.. (€221
fi+C,(Bis+Bis” +..)+(fo,s+ f35> +..) = C,(Bis + Bis® +....)
b= Bl + Bs +.... (€222)
oSG Bt Bl +.) 4 &, - C,BY)s+(f, —C,B)s* +... 23
- B +Bys+.... (C.223)
Suponiendo
f,=C,B| (C.23)
:)
D- C,B +C,(B)s +Bs’ +...1.9)1+ gz ~C,B))s+(f; —C,By)s” +... (C24.1)
L+ Bys+...
_Cy(B/ +B,s+Bys’ +...) + &, - C,B)s +(f, =C,B})s” +... _
D= (C.24.2)
B! +Bls+...
-C,B, —C,By)s” +...
D — Cz + (fZ 2 Z)f + (.}1(;3 2 3)S + (C.24.3)
B +B,s+....
De las ecuaciones (C.13), (C.15) y (C.20.2) o (C.24) obtenemos
Bls+B})s® +...
p=c,+BFB)s ¥ (C.25)

B! +Bls+....
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Sustituyendo (C.25) en (C.11.3)

S
f6)=fy + -
Cl + 2 2 2
Bls+B;ys” +...
C B' +B!
| S+
Donde
|
C,=—
h
B! :—6‘51 n=1
1
¢,
Bl
B>=f  —C,B, n=1I,..

La ecuacion (C.26) puede expresarse como,

S
f(s)= fo + 5
C + 5 5
Co+ s(B +B5s +....)
: B' +Bls+
. L8+
S
f(s) :fo + S
C +
C, + 5
B! +B)s +....

\ Bl +B;s+.... )

Analizando la expresion del polinomio, se tiene,

1 1 . .
B +Bys +.. N polinomio
= oo+

Bl +Bjs+... Bl +Bjs+..

D
Siguiendo la misma idea antes descrita

— Bl1

C, =—
3 Blz

por lo tanto de (C.29) se obtiene

B! + B)s+....= C,(B} + B}s +....) + polinomio

(C.26)

(C.27.1)

(C.27.2)

(C.27.3)

(C.27.4)

(C.28.1)

(C.28.2)

(C.29)

(C.30)
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Por lo tanto

polinomio = Bl —C,B} +(B) —C,B})s +.... (C31)

De (C.30) finalmente obtenemos
polinomio = (By —C,B;)s +(By —C,B;)s” +...+ (B, —C,B})s"™ +....

=Bls+B)s*+..+B, 5" +.. (C.32)

Sustituyendo (C.32) en (C.29),

1 1 3 3.2
D=Blz+Bzf +""=C3+Blj+B§S +... (C33.1)
B +Bjs+... B +Bjs+...
B +Bjs+...
_c, B rBast.) (C.33.2)
Bl +Bys+...
_C 4+ S (C.33.3)
> B+ Bls+.. o
Bl +Bjs+...
donde
Bf :B;n _CaBj-l
sustituyendo (C.33.3) dentro de (C.28.2)
(C.34)
F$)=fo + -
S
C, +
C, + s
C3 + - >
(B> +B2s+..)
Bl +Bis+..
En este caso
C, L (C.35.1)
fi
B! i n=1... (C.35.2)
/i
c, =1 (C.35.3)
Bl
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B, =f,,-CB,, n=l,. (C.35.4)

¢, -5 (C.35.5)
Bl
B’ =B -C,B, (C.35.6)

continuando con este proceso, tenemos que

) =fy+ fis+ fos +ont fi5" +... (C.36)
S
s)= £+ C.37
S =1y C,+Cy+Cy o, (€37)
Donde,
C, L (C.38.1) B! /AR
/i /i
C2=Lﬁ (C.38.2) B =f  —-CB n=zl
Bl
. :g;i (C.38.3) B =B, -CB n>l
1
n=-2 o
BT p>3 (C.38.4) B =B} -C,B! k=3
"B n=l

Con el fin de describir la ultima deduccion de una forma mdas compacta y de manera

computacional podemos expresar las variables de la siguiente manera.

1, =a’ (C.39)
¢, =C, (C.40)
B =d" (C.A41)

Por lo tanto la serie (C.13) es dado como,

f()=ay +als+ays® +...+a’s" +.... (C.42)

Donde la fraccidn continuda es,
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o C.43
f( ) 0 Cl +C2 +C3 o ( )
1
(ol (C.44.1)
a
L ., (C.44.2)
n n-1 o
a
—— ao
P (C.45.1)
a;

ar/f = a;l;._lz - Ckaml k (C452)
n
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