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Resumen

El esta tesis se aplican técnicas tradicionales como son los diagramas de bloques donde
se adquiere la Funcion de Transferencia de un sistema fisico, asi mismo, por medio del
analisis de ecuaciones diferenciales para llegar a obtener las variables de estado o en dado

caso la Funcidn de Transferencia.

Se muestran ejemplos sencillos tanto eléctricos, mecanicos y de nivel de liquido usando
la metodologia tradicional y posteriormente compararla con los resultados obtenidos con la
técnica de bond graph.

Después se aborda el tema de Bond Graph para dar a conocer las bases necesarias a la
aplicacion de dicho método al modelado de sistemas fisicos como son: eléctricos,
mecanicos y de nivel de liquido, aplicando las dos maneras de obtener las variables de
estado y la Funcion de Transferencia en Bond Graph, extrayendo asi la matriz de estructura
union y las trayectorias causales y lazos causales para la adquisicion de las variables de

estado y funcion de transferencia.

Tomando los ejemplos desarrollados en la metodologia tradicional, se vuelven a
resolver en bond graph en sus dos formas para asi mismo hacer las comparaciones y
demostrar que se llegar al mismo resultado en ambos métodos, con la diferencia que en

Bond Graph es mas simplificado.
Finalmente, se plantean ejemplos resueltos de sistemas fisicos tanto eléctricos,

mecanicos como de un nivel de liquido mas complejos resueltos exclusivamente en bond

graph.

v



Contenido

pag.
PN 16 1011001 1S) 11101 P il
DedICAOTIA. . . e eeeee e e i1
RESUMEN. .. ..ot v
L7071 1153 11 ¢ o J \%
Capitulo 1. Introduccion.......................oooiiiiiiiiiiii 1
I BN 1T [ 1 1
S © ] ] 157701 3
1.3 JUSHHICACION. ..ot e 3
1.4 Metodologia.....oouuiint i e 3
1.5 Contenido de tSIS. .. .uutntintitit ittt 4

Capitulo 2. Realizacion de un sistema y modelado en Bond Graph.........
2.1 Metodologia tradicional.............co.ooiiiiiiiiii i
2.1.1 Modelado de sistemas eleéCtriCoS. .........vvuuiiiiieiiiiiiiiineeeaes
2.1.2 Modelado de siStemas MECANICO. ... ..ouueuueineeineiiinieiiieienieaeenenns
2.1.3 Modelado de sistema de nivel de liquido.............coocceeiiiniinnne.
2.2 Bond Graph........ooooiiii e
2.2.1 Modelado de sistemas eléctriCoS. .........ovuiruiiiiiiiiiiiiieiieane,
2.2.2 Modelado de sistemas MeCANICOS. ... .ceuuueureneiniiiiiiiiniiieeneeanannn.

2.2.3 Modelado de sistema nivel de liquido............c.ooeviiiiiiiii ...



Capitulo 3. Determinacion de la relacion y funcion de transferencia
enBond Graph.................. 52
3.1 Obtencion de la funcidén de transferencia y variables de estado....................... 52
3.1.1 Sistema el€CtriCo.....ovvieiiiiiiiie e, 00
3.1.2 SiStema MECANICO. .. ..uuenntntet ettt et 74

3.1.3 Sistema de nivel de liquido.............c.coeviiiiiiiiiiiiiieeieeeeee. 80

Capitulo 4. Aplicaciones de metodologia............................................ 86
4.1 SiStema @lECHIICO. vttt 86
4.2 SISteMA MECANICO. .. ut ettt et et et et et et e et et et e e eaeeneaneenans 97
4.3 Sistemade nivel de Hquido...........ooiiiiiiiii 109
Capitulo 5. Conclusiones......................coiiiiiiiiiiiiii e, 120
Referencias................oooooiiiiiii 121

vi



Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se hara una pequeia resefia historia del surgimiento de la técnica de
Bond Graph, mencionando a los creadores de dicha técnica, asi como también se mostrara
un panorama de los elementos que componen el trabajo de esta tesis, su objetivo principal y

lo que se presentara en cada capitulo.

1.1 Antecedentes

Un Bond Graph es un método grafico para el modelado de sistemas fisicos en el que
los puertos del componente de energia estan conectados por curvas que especifican la
transferencia de energia entre los componentes del sistema. Es similar al diagrama de

bloques y la sefial grafica de flujo.

Esta herramienta es un enfoque general que permite construir modelos de sistemas:

e FEléctricos
e Mecéanicos

» Hidraulicos, etcétera.

A través del tiempo, teniendo la necesidad de encontrar una mejor manera de dar
explicacion a los diferentes fendémenos fisicos, en el siglo XIX, Lord Kelvin y James Clerk
Maxwell observaron que una amplia gama de fendmenos dan lugar a formas similares de
las ecuaciones, llevando a la busqueda de analogias entre el flujo de calor y fuerza eléctrica

y entre las lineas de la fuerza y agilidad de fluidos.

En los afios 1940 y 1950, H.M. (Hank) Paynter del MIT (Massachusetts Institute of

Technology) trabajé en proyectos de ingenieria interdisciplinario que incluyen plantas



hidroeléctricas, la computacion analogica y digital, la dindmica no lineal y control. En base
a esta experiencia obtenida senald que formas similares a las ecuaciones son generadas por
los sistemas dindmicos en una amplia variedad de dominios (por ejemplo eléctrica, nivel de
liquido y mecanica), es decir, estos sistemas son analogos. Paynter incorporo la nocion de

un puerto de energia en su metodologia, y por lo tanto el Bond Graph fue desarrollado.

Posteriormente, se convirtid en una metodologia, junto con Karnopp y Rosenberg en
sus libros de texto (1968, 1975, 1983 y 1990), asi mismo disefian la primera herramienta
computacional (ENPORT) que soporta simulaciones bajo modelos obtenidos mediante

diagramas de Bond Graph.

Los primeros promotores destacados de las técnicas del modelado de bond graph que
proponian en ser llevados a la practica fueron J. Thoma (1975), van Dixhoorn (1982), y
Dransfield P. Ellos contribuyeron sustancialmente a la difusiéon del modelado de Bond
Graph en Europa, Australia, Japén, China y la India. Van Dixhoorn fundé una IMACS
(International Association for Mathematics and Computers in Simulation) el cual tiene
un Comité Técnico en el Modelado de Bond Graph presidido por el Sr. J. Thoma por
muchos afios. Jan van Dixhoorn realiza un rapido prototipo de diagrama de bloques basado
en el software TUTSIM, el cual se puede utilizar para ingresar diagramas causales simples
de Bond Graph, y ha sido la base para crear mas tarde nuevas herramientas para
computadoras personales. Esto ultimo sent6 las bases para el desarrollo de la tan famosa
herramienta computacional, basada en puertos de Bond Graph, 20-Sim de la Universidad de

Twente.

Mediante la formulacion de Breedveld (1984, 1985), de un marco basado en la
termodinamica, ¢l desarrolla un Bond Graph donde hace una descripcion del modelado para

una teoria de sistemas.

Hoy en dia, el éxito en el modelado de sistemas dindmicos utilizando Bond Graph se
refleja en una serie de conferencias como es la conferencia de IMACS, primer conferencia

internacional SCS explicitamente dedicada a los modelos de Bond Graph en 1993 en San



Diego, en esta conferencia se invitd a una sesion plenaria para el modelado grafico de
bonds dada por Cellier , en la edicion de 1990 segunda parte del libro de texto bien
conocido de Karnopp y Rosenberg vy el nuevo libro de texto de Jean Thoma que fue
publicado también en 1990, se han dado seminarios en la industria, y un nimero creciente

de empresas que utilizan graficos de bonds, especialmente en Francia.

Por tultimo, pero no menos importante, los modeladores de Bond Graph se organizan en
asociaciones nacionales, como el club de Bond Graph en los Paises Bajos, o el Club de

Bond Graphistes en Francia.

1.2. Objetivos

Realizar una comparativa entre el modelado de sistemas dinamicos por el método
tradicional (ecuaciones diferenciales, diagramas de bloques, etc.) contra el modelado de
sistemas dinamicos en Bond Graph (matriz de estructura unién y trayectoria causal — lazo
causal) donde se determinan las variables de estados y funcion de transferencia en cada uno
de ellos. Lo cudl demostrard la simplicidad, rapidez y eficiencia del Bond Graph contra el

método tradicional en sistemas eléctricos, mecanicos y de nivel de liquido.

1.3 Justificacion

Se pretende dar a conocer una técnica que ya tiene tiempo que fue desarrollada pero
que no es muy utilizada en el area de control para la formulacion del modelado de sistemas
eléctricos, mecanico y nivel de liquido, ya que es una técnica rapida, grafica y muy
eficiente, lo cual ayuda a simplificar pasos matematicos y obtener resultados en poco

tiempo en comparacion de los métodos tradicionales.

1.4 Metodologia

El método de investigacion a desarrollar es de forma inductiva a deductiva, lo cual
lleva a redactar una resefla historica de los antecedentes, fundamentos basicos asi como el

planteamiento de las necesidades originadas por la técnica de Bond Graph.



Es necesaria también la implementacion de ejemplos simples tanto en el método
tradicional y el método de Bond Graph donde en cada uno de ellos se obtendran los

mismos resultados.

Se hace uso tanto de lapiz y papel para resolver el modelado de los ejemplos planteados
en este trabajo tanto en el método tradicional como en el método de Bond Graph. También
cabe mencionar que a causa de la complejidad de algunas ecuaciones obtenidas en los
ejercicios elaborados se hace uso del programa de Matlab para resolver suma de matrices,
restas, multiplicacion, etcétera o simplificar algunas ecuaciones muy grandes obtenidas en
algunos ejercicio ya que el resolverlas a mano implicaria invertir tiempo y errores a la hora

de realizar. El desarrollo del tema sera basado en el esquema estructurado en la figura 1.1

Finalmente se desarrollaran ejemplos complejos que por el método tradicional se
tardaria mucho tiempo en resolver, mientras que en Bond Graph se desarrolla en un tiempo
mas corto, mencionando que los ejemplos planteados son resueltos por matriz de estructura

unioén y trayectoria causal — lazo causal.

1.5 Contenido de la tesis

En el capitulo 1 titulado “Introduccion” se da una pequefia explicacion de los
antecedentes historicos de Bond Graph, los objetivos que se lograran obtener, la
justificacion de la investigacion de esta tesis, la metodologia planteada y sobre todo se

explica de una forma resumida el desarrollo de este tema.

El capitulo 2 titulado “Realizacioén de un sistema y modelado en Bond Graph™ se habla
sobre la metodologia tradicional asi como se muestra un ejemplo simple de sistema
eléctrico, mecanico e hidraulico. Posteriormente, se explica los elementos necesarios para
la implementacion del modelado de sistemas eléctricos, mecanicos y nivel de liquido a
través de la técnica de Bond Graph utilizando los mismos ejemplos empleados en el método

tradicional, pero modelados en Bond Graph.
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Figura 1.1 Esquema de la Metodologia empleada

El capitulo 3 titulado “Determinacion de la realizacion y funcion de transferencia en
Bond Graph”, se explica la forma de obtener la funcion de transferencia y variables de

estado en un sistema eléctrico, mecanico y nivel de liquido en Bond Graph mediante las



dos técnicas: Matriz de Estructura de Union y Trazo Causal - Lazo Casual, utilizando los

mismo ejemplos empleados en el Capitulo 1.

El capitulo 4 titulado “Aplicaciones de metodologia” se desarrolla un ejercicio
detallado de cada unos de los sistemas dindmicos: eléctricos, mecanico y nivel de liquido
en Bond Graph obteniendo sus variables de estado y la funcion de transferencia por medio

de Matriz de Estructura de Union y Trayectoria Causal-Lazo Causal.

Finalmente en el capitulo 5 titulado “Conclusiones” se exponen las conclusiones
obtenida durante el desarrollo de esta tesis, lo cual, en dado caso se realizan comentarios

que ayuden a enriquecer la técnica de Bond Graph.



Capitulo 2

Realizacion de un sistema y modelado en

Bond Graph

En este capitulo se hablard en una primera parte sobre el método tradicional,
empezando por dar a conocer técnicas principales que son utilizadas para el modelado de
sistemas dinamicos lo cual se explicard un poco sobre diagramas de bloques, funcion de
transferencia y variables de estado. De esta manera, se resolvera un ejemplo simple de cada

sistema: eléctrico, mecanico e hidraulico.

En la segunda parte se explicara en que consiste el método de Bond Graph y como es
utilizado para la realizacion de modelado de sistemas dinamicos, empleando los mismos

ejemplos del método tradicional.

2.1 Metodologia tradicional

Un modelo matematico de un sistema dindmico se define como un conjunto de ecuaciones

que representan la dinamica del sistema con precision:

k =Ax+Bu 2.1)

| =cx+Du (2.2)

Los modelos matematicos pueden adoptar muchas formas distintas, dependiendo del

sistema del que se trate y de las circunstancias especificas.

Para esto, existen técnicas diferentes las cuales pueden ser una mas conveniente que

otra como diagramas de bloques y métodos matematicos; los cuales se apoyan de leyes



como de Kirchhoff, Newton, Bernoulli y D"Alembert, obteniendo asi mismo las variables
de estado y la funcioén de transferencia donde esta ultima hace uso de la Transformada de

Laplace.

A continuacidon se mencionan elementos necesarios utilizados para el modelado de
sistemas fisicos como son en: Transformada de Laplace, diagramas de bloques y espacio de

estados.

Transformada de Laplace

La Transformada de Laplace € 1 es un medio operativo que aporta muchas ventajas

cuando se usa para resolver ecuaciones diferenciales lineales. Mediante el uso de la
transformada de Laplace, es posible convertir muchas funciones comunes, tales como las
funciones senoidales, las funciones senoidales amortiguadas y las funciones exponenciales,

en funciones algebraicas de una variable s compleja.

Una ventaja de la Transformada de Laplace es que permite el uso de técnicas graficas
para predecir el desempefio del sistema, sin tener que resolver las ecuaciones diferenciales

del sistema.

La Funcion de Transferencia (F.T.) de un sistema descrito mediante una ecuacion
diferencial lineal e invariante con el tiempo se define como el cociente entre la
Transformada de Laplace de la Salida (Funcion de respuesta) y la Transformada de Laplace
de la Entrada (Funcion de excitacion) bajo la suposicion de que todas las condiciones

iniciales son cero:

Gis) - £Salida)

B &(Entrada) @3)

Diagrama de Bloques

Un diagrama de bloques de un sistema es una representacion grafica de las funciones
que lleva a cabo cada componente y el flujo de sefiales. Tal diagrama muestra las relaciones

existentes entre los diversos componente.



A diferencia de una representacion matematica puramente abstracta, un diagrama de
bloques tiene la ventaja de indicar en forma mas realista el flujo de las sefiales del sistema

real.

En el diagrama de bloques se enlazan una con otra las variables del sistema, mediante
bloques funcionales. El bloque funcional o simplemente bloque es un simbolo para
representar la operacion matemadtica que sobre la sefal de entrada hace el bloque para

producir la salida.

Las F.T. de los componentes por lo general se introducen en los bloques
correspondientes, que se conectan mediante flechas para indicar la direccion del flujo de

sefiales.

Las ventajas de la representacion mediante diagramas de bloques de un sistema esta en
la facilidad de formar el diagrama de bloques general de todo el sistema con sélo conectar
los bloques de los componentes de acuerdo con el flujo de sefales y en que es posible
evaluar la cantidad de cada componente al desempefio general del sistema, aun asi, es

dificil saber por inspeccidn encontrar la Funcidon de Transferencia del sistema.

Los elementos basicos del Diagrama de Bloques son:

a) Punto Suma: Este elemento indica si se deben de sumar o restar las
sefiales. Es importante que las cantidades que se sumen o resten tengan

las mismas dimensiones y las mismas unidades y se muestra en la figura

2.1.

a a-h a atb

b b

a) b)

Figura 2.1 a) Punto de suma donde las sefiales se restan. b) Punto de suma donde las sefiales se suman



b) Punto de Ramificaciéon: Un punto de ramificacion es aquel a partir del

cual la senal de un bloque va de modo concurrente a otro bloque o

puntos de suma.

A continuacion se muestra un ejemplo de un diagrama de bloques con sus respectivos

elementos en la figura 2.2:

Punto Suma

|

R(S) E(S)

C(S)

G(S)

L

Punto de
Ramificacién

Figura 2.2 Ejemplo de un diagrama de bloques de un sistema en lazo cerrado, especificando los

elementos principales que conforman a un diagrama de bloques.

Procedimiento 2.1 El procedimiento para dibujar un diagrama de bloque es:

1. Escribir las ecuaciones que describen el comportamiento dinamico de cada

componente que conforman el sistema.

2. A continuacidn tomar las Transformadas de Laplace de estas ecuaciones, suponiendo

que las condiciones iniciales son cero.
3. Representar individualmente en forma de bloques cada ecuacion expresada por la

Transformada de Laplace.

4. Integre los elementos en un diagrama de bloques completo.

10



Ejemplo 2.1 Resolver el circuito RC de la figura 2.3 a través de Diagramas de

Bloques:
R
- AN
eﬂ‘ i C ol
Figura 2.3 Circuito RC
Solucion:

Las ecuaciones para el circuito son:

L_&ie
R
Y
fidt
“= 0

(2.4)

(2.5)

La Transformada de Laplace de las ecuaciones (2.4) y (2.5) con condiciones iniciales

iguales a cero se vuelve:

Y
_1S
Ey®)="~g

Para la ec. (2.6) el diagrama de bloque en la figura 2.4:

(2.6)

2.7)

11



E(S) 1 I(S)

E«(S)

Figura 2.4 Diagrama de bloque de la resistencia del circuito RC

Para la ec. (2.7) su respectivo diagrama de bloques queda:

I(S) E«S)

CS

Figura 2.5 Diagrama de bloque del capacitor del circuito RC

Finalmente, el diagrama de bloques de la ec. (2.7) se muestra en la figura 2.6:

E(S) s T ES)

Figura 2.6 Diagrama de bloque del circuito RC

Espacio de estados
En necesario definir primero algunos conceptos que son necesarios como son: espacio

de un sistema dinamico, variable de estados, vector de estado y espacio de estados.

Estado de un sistema dindamico: Es el conjunto de variables mas pequefio (llamadas

variables de estado), de forma que el conocimiento de estas variables en t = t,, junto con el

12



conocimiento de la entrada para t=t,, determinando el comportamiento del sistema en

cualquier t > t,.

Variables de estado: Son las variables que constituyen el menor conjunto de variables
que determinan el estado del sistema dindmico. Si al menos se necesitan n variables

X;,X,...,X, para describir completamente el comportamiento de un sistema dinamico,

entonces tales n variables son un conjunto de variables de estado.

Vector de estados: Un vector de estados es un vector que determina univocamente el

estado del sistema x(t) en cualquier instante del tiempo t = t, especificado.

Espacio de estados: Se le conoce al espacio n-dimensiones cuyos ejes de coordenadas
estan formados por el eje x,, eje X,...., ¢je x, donde Xx,X,,...,X, son las variables de

n

estados. Cualquier estado se puede representar como un punto en el espacio de estados.

En el andlisis en el espacio de estados se centra la atencion en los tres tipos de variables
que aparecen en el modelado de los sistemas dindmicos:
* Variables de Entrada
* Variables de Salida
* Variables de Estado

La representacion en el espacio de estados de un sistema dado no es Unica, salvo que el
numero de variables de estado sea el mismo para cualquier que sea la representacion en

variables de estado de un mismo sistema.

Las ecuaciones de estado y de salida linealizadas son:

x(t) = A(H)x(t)+ B(t)u(t) 2.8)
y(t) = C(Dx(t) + D(H)u(t) (2.9)

13



Donde A(t) se denomina matriz de estado, B(t) matriz de entrada, C(t) matriz de salida

y D(t) matriz de transmision directa.

Si el sistema no involucra el tiempo t, siendo un sistema invariante con el tiempo

queda:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

De esta manera se puede ver reflejado de la siguiente manera:

k =Ax+Bu
| =cx+Du
donde

%,(1) |
X, ()

I(t) :: ' es el vector de estados.

()]

En el vector de estado también:

u () ]

u,(t)
TOE3N es el vector de entradas.
0, (0,
Entonces:

A, Matriz del sistema

B... Matriz de entrada

Y Vector de salida

p

(2.10)
2.11)

(2.12)
(2.13)

14



C Matriz de salida

pxn
D,.. Matriz de acoplamiento directo entrada/salida
u(t) Vector de entrada de orden m
x(t) Vector de estados de orden n

Ahora reconociendo cada parte de la ecuacion de estados y la ecuacion de salida se
explicara la formulacion en el espacio de estados para la representacion de sistemas fisicos
y lo primero que se debe realizar para seleccionar un estado, es seleccionar el vector de

estados, que debe elegirse de acuerdo con las siguientes condiciones:

1. Debe escoger un nimero minimo de variables de estado como las componentes
del vector de estado. Este nimero minimo de variables de estado es suficiente
para describir por completo el estado del sistema. El nimero minimo necesario
es igual al orden de la ecuacion diferencia que describe dicho el sistema. Otra
forma de determinar el numero de variantes de estado es contar el numero de
elementos independientes que almacena energia del sistema.

2. Las componentes del vector de estado (es decir, este nimero minimo de

variables de estado) deben ser linealmente independientes.

Dentro de este método es necesario hacer la relacion de la funcion de transferencia y
las ecuaciones en el espacio de estado. Primero hay que obtener la funcion de transferencia
de un sistema con una sola entrada y una sola salida a partir de las ecuaciones en el espacio

de estado, teniendo un sistema cuya funcion de transferencia se obtiene:

Y _

XS~ G(S) (2.13)

Este sistema se representa en el espacio de estados mediante las ecuaciones:

x = Ax +Bu (2.14)
y=Cx+Du (2.15)

15



donde “x” es el vector de estado, “x” es la entrada e “y” es la salida. La transformada de

Laplace de las ecuaciones (2.14) y (2.15) se obtiene mediante:

SX(S) - x(0) = AX(S) + BU(S) (2.16)
Y(S) = CX(S) + DU(S) (2.17)

Como las condiciones iniciales para x € , en la F.T. es cero y quedan las ecuaciones de

la siguiente manera:
SX(S)—-AX(s) = BU(s) (2.18)
quedando de la siguiente manera:
(S-I-A)X(S) =BU(S) (2.19)
Después multiplicando la ec. (2.18) por (SI-A)™" queda:
X(S)=(S-1-A)"'BU(S) (2.20)

Sustituyendo la ecuacion (2.20) en la ecuacion (2.17) queda:

YS) = s 1-2)'B+D [(s) 2.21)
Haciendo la relacion de la salida con la entrada queda:

Y6

——~2CS-I-A)Y'B+D 2.22

16



La representacion en el espacio de estados de sistemas de n-ésimo orden representados
mediante ecuaciones diferenciales lineales en las que la funciéon de excitacion no contiene

términos derivados como el sistema de n-ésimo orden es el siguiente:

y® +ay"V 4+ +a_ y+ay=u (2.23)
Teniendo la siguiente forma la Funcion de Transferencia:
Y6) _ o (2.24)
U(s) s"+as" +..+a,_s+a,
Por lo tanto, se puede definir como:
X =Yy
X, =Y
: (2.25)
x, =y""
Siendo la ec. (2.25) descrita como
X, =X,
X, = X,
(2.26)
Xn = Xn
X, =a,X, —..—aX,+Uu

Asi mismo, para la obtencion de las ecuaciones de estado expresadas en las ecuaciones

(2.14) y (2.15) queda que:
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X, ) )
. O 1 O 0 _Xl_ _O_
2 X 0
0 0 1. 0 2
s ' ' St (2.27)
X |—a, —a,, —-a,, —a, | X 11
_xn i
de tal manera
0 1 0... 0 ] 0]
0 0 I... 0 0
A=l - ' ' B=|" (2.28)
| —3, —a, T3, —a | _1_
]
X,
J .
y=[ 0. o] (2.29)
_Xﬂ_
siendo
c=fo.0 y D=0 (2.30)

Ahora bien, para la representacion en el espacio de estados de sistemas de n-ésimo
orden representada mediante ecuaciones diferenciales lineales en las que la funcion de

excitacion contiene términos derivados se presenta a continuacion:

Y(S) b,S"+bS" +..+b,_S+b,
US) S"+aS"'+.+a,_S+a,

2.31)
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Lo cual, para obtener las variables de estado se representa lo siguiente:

Xy _ -
N 0 1 0... 0
X,
0 0 1 0
Xn-1 |~ a, —a,, —a4,, —§
x T
X,
L] 0. o] +b,u
Xn—l
,Xn _
Sabiendo que:
x = Ax +Bu
y=Cx+Du
por tal:
Xl —
. 0
X3
0
X = A=l -
Xn 1 __an
y
c=[ o. o

(2.32)

(2.33)

(2.34)
(2.35)

(2.36)

(2.37)
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2.1.1 Modelado de un sistema eléctrico

Las leyes fundamentales que gobiernan los circuitos eléctricos son las leyes de
Kirchhoff:
¢ Ley de Corrientes de Kirchhoff
¢ Ley de Voltajes de Kirchhoff

a) Ley de Corrientes de Kirchhoff (LCK) establece que:

“La suma algebraica de todas las corrientes (I) que entran y salen de un nodo es cero”

I =L +L+1L;+.+I =0 (2.38)

n

Considerando corriente positiva cuando sale de un punto y la que entra es considerada

negativa.

b) Ley de Voltajes de Kirchhoff (LVK) estable que:

“En cualquier instante determinado, la suma algebraica de los voltajes (V) alrededor

de cualquier malla en un circuito eléctrico es cero”

ZV, =V +V,+Vi+..+V, =0 (2.39)

Un modelo matematico de un circuito eléctrico se obtiene aplicando una o ambas leyes

de Kirchhoff.

Para esto se utilizan dos métodos:

» Analisis de Mallas

» Analisis de Nodos
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Analisis de Mallas

Este método consiste en obtener la Funcion de Transferencia usando la Ley de Voltajes

de Kirchhoff y de esta manera se suman voltajes alrededor de las mallas.

Procedimiento 2.2 Se recomiendan los siguientes pasos para mallas complejas:

. Sustituir los valores de los elementos pasivos con sus impedancias.
. Sustituir todas las fuentes y variables del tiempo con su transformada de Laplace.
. Suponer una corriente de transformada y una direccidon de corriente en cada malla.

1
2
3
4.
5
6

Escribir la Ley de Voltajes de Kirchhoff alrededor de cada malla.

. De las ecuaciones simultaneas despejar la salida.

. Finalmente formar la Funcién de Transferencia.

Analisis de Nodos

Por medio de este otro método se puede obtener las funciones de transferencia

mediante la ley de corrientes que fluyen de los nodos.

Procedimiento 2.3 Los pasos recomendados para redes eléctricas de nodos multiples

son los siguientes:

1.

Sustituir los valores de los elementos pasivos con sus admitancias.

. Sustituir todas las fuentes y variables en el tiempo con su Transformada de Laplace.
. Sustituir las fuentes de voltaje transformadas con fuentes de corriente transformadas.

2
3
4.
5
6

Escribir la Ley de Corrientes de Kirchhoff en cada nodo.

. Despejar la salida de las ecuaciones simultdneas

. Formar la Funcidon de Transferencia.

A continuacién se muestra la tabla 2.1 de la representacion de capacitores, resistores e

inductores:

21



Tabla 2.1 Relacion de voltaje-corriente, voltaje-carga e impedancias para capacitores, resistores e

inductores
Impedancia . .
) . . Admitancia
Voltaje- Corriente- Voltaje- V(s)
Componentes 2(s) =~ I(s)
Corriente Voltaje Carga I(s) Y(s) = v
(s)
TE o]
v(t) = — Ji(z)dt| . dv(t) 1 1
t)= t)= —q(t — C
C; i(t)=C &t v(t) CQ() s s
Capacitor (C)
—— v(t) =Ri(t
®) ® i) = L v(t) v(t) ) R 1_.g
Resistor (R) R dt R
— i t ()
v(t) = Ld® -t J‘v(t)dt vin=L—03 Ls L
Inductor (L) dt L Ls

I
Ejemplo 2.2 Encontrar la Funcién de Transferencia 2 (5)

en la figura 2.7:

Soluciodn:

Vit b D =

V(s)
R1 RZ
[ ] [ ]
LI L

T

Figura 2.7 Circuito Eléctrico

En la malla I se aplica la LVK:

—V(S)+RIII(S>+% [9-L© Fo

1

Separando términos:

del circuito que se muestra

(2.40)
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RIS+ o I(S) I(S) 73

quedando la malla I con la ec.:

v+

Para la malla II se vuelve aplicar la LVK donde queda:

Cl]l )~ 1O =V(E)

1
RoL(S)+LSL(S) ~ g G(S) ~1:(8) >0
y separando los términos:
R,L,(S)+LSL,(S) - I (S)+ I ,(8)=0

asi mismo se realiza la agrupacion:

l/R sLs+ L )12(3) I(S) 0

\

Quedando la malla II de la ec. (2.45)

1 1)
- C—SII(S)+(R2 +1LS+ — |L(S)=0

CS)

La ecs. (2.42) y (2.46) forman la siguiente matriz:

1 1
Relo -k “Il(ﬂ ‘{V(S)J
_ R2+LS+LJ L(S) 0
CS CS

Resolviendo la ec. (2.46) nos queda de la siguiente manera:

LS’ +CSR, +1V 6
L,(S) _| R,(CLS* +CSR,(S) +1+LS+R,
L(S) V)

R,(CLS’ +CSR, +1)+LS+R, |

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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De la ec. (2.46) solo se toma la ecuacion necesaria para obtencion de la F.T. planteada
en el problema:

V(S)

L(S) = : (2.49)
R,(CLS" +CSR R, +LS+R, +R,
Despejando nos queda finalmente que:
LG) ! (2.50)

V(S) S’CR.L+€CRR,+LS+R, +R,

2.1.2 Modelado de un sistema mecanico

Para el modelado de los sistemas mecanicos se emplea principalmente la Segunda Ley
de Newton que tiene que ver el Principio de D"Alembert y la Tercera Ley de Newton donde

estas leyes que se aplica a cualquier sistema mecanico.

a) Segunda Ley de Newton establece que:

“La suma de fuerzas que actuan sobre un cuerpo es igual a cero, la suma de momentos

sobre un cuerpo es cero”

Este concepto se expresa de mejor manera en la siguiente ecuacion:

Zfuerzas = Ma (2.51)

b) Tercera Ley de Newton establece que:

“A toda accion existe siempre una reaccion de igual magnitud, pero en sentido

contrario”

c¢) Principio de D’ Alembert:

“Las fuerzas aplicadas a un elemento, junto con las fuerzas de inercia, forman un
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b2l

sistema en equilibrio

Los sistemas mecanicos se dividen en dos partes:

» Sistemas Mecanicos de Translacion

» Sistemas Mecanicos Rotacionales

Sistemas Mecanicos de Traslacion

Los sistemas mecanicos de traslacion son redes eléctricas en paralelo al punto que hay

analogias entre componentes eléctricos y mecéanicos y variables.

Este tipo de sistemas mecanicos, al igual que las redes eléctricas, tienen tres
componentes lineales pasivos. Dos de ellos, el resorte y la masa, son elementos que

almacena energia; uno de ellos, el amortiguamiento viscoso, disipa energia.

Los dos elementos que almacenan energia son analogos a los dos elementos eléctricos

que almacenan energia: el inductor y el capacitor.

El disipador de energia es analogo a la resistencia eléctrica. De esta manera los

elementos son los siguientes:

K= Constante de Resorte
Fv= Coeficiente de friccion viscosa

M=Masa
Se realiza una comparacién y se puede decir que la fuerza es anédloga a la corriente y la
velocidad al voltaje. Asi mismo, el resorte es andlogo al inductor; el amortiguador viscosa,

es analogo al resistor, y la masa es analoga al capacitor.

A continuacion se presenta la tabla 2.2 donde se muestran cada uno de los elementos

anteriores con sus respetivas representaciones:
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Tabla 2.2 Relacion de fuerza-velocidad, fuerza-desplazamiento e impedancia para resortes,

amortiguadores viscosos y masa de traslacion.

Impedancia
C t Fuerza-Velocidad Fuerza-
omponentes uerza-Velocida F(S)
i Zm(S) = —=
Desplazamiento ®) X(s)
-f—.x(tj ¢
IV —nn
K f(t) =K I v(r)dr £(t) = Kx () K
0
Resorte
x(t)
KO
Fv f(t) =1, v(t) f(t)=f, 0] f,S
dt
Amortiguamiento
Viscoso
x(t)
. . dv(t) d?x(t)
M " f(ty=M——~ f(t)=M 2
E =M= (M=M= MS
Masa

Sistemas Mecanicos de Rotacion

Los sistemas mecénicos rotacionales se manejan en la misma forma que los sistemas
mecanicos de traslacion, excepto que un par sustituye a la fuerza y un desplazamiento

angular sustituye al desplazamiento lineal.

Los componentes mecéanicos para los sistemas rotacionales son los mismos que para los
sistemas de traslacion, salvo que los componentes experimentan rotacion en lugar de
traslacion.

En este tipo de sistemas mecanicos se utilizan variables como:

K= Constante de Resorte

D=Coeficiente de Friccidn Viscosa

J=Momento de Inercia
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Los valores se pueden hallar si se toma la transformada de Laplace, suponiendo
condiciones iniciales cero. El concepto de grados de libertad se presenta para sistemas de
rotacion, excepto que se prueba un punto de movimiento al giro; mientras se mantienen

inmoviles todos los otros puntos de movimiento.

El nimero de puntos de movimiento que se puede girar, en lo que todos los otros se
mantienen inmovil, es igual al numero de ecuaciones de movimiento necesario para

describir el sistema.

Escribir las ecuaciones de movimiento para los sistemas de rotacion es semejante a
escribir las ecuaciones para los sistemas de traslacion; la unica diferencia es que el

diagrama de cuerpo libre consta de pares en lugar de fuerzas.

A continuacion se presenta la tabla 2.3 donde se muestra la forma de ser representados

dichos elementos:

TABLA 2.3 Relacion de par velocidad angular, par desplazamiento angular € impedancia para resortes,

amortiguadores viscosos e inercia rotacional.

. . Impedancia
Par Velocidad Par Desplazamiento
Componentes T(S)
Angular Angular Zy(S) = ——
2(S)
T{t) 8(t)
¥ t
T(t)=K |ea(r)dr T(t) = K&(t) K
0
Resorte
Tury 6(1)
P
U T(t) = Deu(t) T(t)=D % DS
Amortiguador Viscoso
TiH) All)
dm(t) d’8(t)
T(t)=1 =] 2
3 O=7= TM=1=5 IR
Inercia

27




A continuacion se ha elegido un ejemplo de un sistema mecanico.

Ejemplo 2.3 Encontrar la F.T., ;/((SS)) y sus variables estado de un sistema mecanico de

traslacion el cual es presentado en la figura 2.8:

1y xit)
- K
] VA
o= Ma [—® it
[ 1]
o—]
[T
B

Figura 2.8 Sistema Mecanico de Traslacion

Solucion:
Para la obtencion de la F.T. se dibuja el diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura

2.9:

—T— V(1)
K J‘u’[t} | E—
fit)
BV(t) ¢—— —»
Ma V() §— |

Figura 2.9 Diagrama de cuerpo libre en el dominio del tiempo

Ahora aplicando la Segunda Ley de Newton, se escriben asi mismo las ecuaciones
diferenciales:

K [v(t)dt + Bv(t) + Ma : =f(t) (2.52)
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Se aplica la Transformada de Laplace conforme a cada elemento del sistema mecanico

de traslacion apreciadas en la figura 2.10:

—T—® V(S)
K % “«
BV(S)4—| —» F(5)
MaS V(S) 4—

Figura 2.10 Diagrama de cuerpo libre en el dominio de Laplace

Asi mismo, aplicando transformada de Laplace, suponiendo condiciones iniciales cero,

nos queda:

K Vés) +BV(S) + MaSV(S) = F(S) (2.53)

Realizando el despeje correspondiente, la funcion de transferencia es:

_ VO _ S

G(S) = e
F(S) MaS> +BS+K

(2.54)

Ya que se ha logrado tener la funcion de transferencia el paso siguiente es obtener las
variables. Para esto es necesario que la ec. (2.50) tome la forma de la ec. (2.29) y para esto

se realiza lo siguiente:

S
G(S) = ]13\482‘ < (2.55)
S+
Ma Ma

Teniendo la forma que tiene la ec. (2.55) se puede aplicar la ec. (2.30) y (2.31)

quedando:
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;Zd 0 Lo x, €0
il T S - [
Xz(:_] L Ma MaJ X, €
donde
0 1 0
A= _ K _EW B{1
Ma MaJ IJ
y
« [ 1 ]xC
Cilo
3o W]
siendo

2.1.3 Modelado de nivel de liquido

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

El control de nivel de liquido es muy importante en nuestra vida diaria donde lo

podemos encontrar en depositos (pilas, aljibes, tinacos, etc.), los cuales, el flujo entre ellos

es uno de los problemas mas comunes que se presentan sobre todo en los procesos

industriales tales como: la industria petroquimica, la de fabricacion de papel y los de

tratamiento de agua. En todos estos procesos industriales, los liquidos son procesados por

tratamientos quimicos en los tanques, pero siempre el nivel de flujo entre ellos es regulado.

Ademas cabe mencionar que el sistema de nivel de liquido lo encontramos también en el

bafio de nuestros hogares, en la palanca adjunta a la valvula del tanque de la taza

permitiendo el flujo del agua dentro del tanque hasta que el flotador sube cerrando la

valvula, asi que, este sistema se utiliza frecuentemente en los procesos de control.
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Con frecuencia los procesos industriales implican un flujo de liquido a través de tubos

y tanques conectados.

Para iniciar el estudio de los sistemas de nivel de liquidos es necesario definir los

conceptos de resistencia, el flujo y capacitancia en un tanque que almacena un fluido.

Resistencia

La resistencia R debida a una restriccion es lineal cuando el flujo es laminar y se comporta
como un sistema no lineal cuando el flujo es turbulento. En ambos casos se define como el

cociente de la diferencia de niveles en el recipiente entre el cambio en el gasto.

Cambio en la diferencia de nivel, m

Cambio en la velocidad de flujo, M’

R = (2.60)

seg

Para el flujo laminar el gasto es proporcional a la columna hidrostatica mientras que

para el flujo turbulento es proporcional a la raiz cuadrada de la columna hidrostatica:
Q=K,«/H 2.61)

donde:
Q = gasto en [13/seg:
K, = coeficient de proporciomlidad para flujo laminar llz/seg:
K, = coeficient de proporciomlidad para flujoturbulento I[12/seg_

H = columna hidrostatica [n:

Para un sistema con flujo laminar tenemos:
dH H
R _ —

=T 2.62
Q- Q (2.62)
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De igual manera se tiene para una resistencia con flujo turbulento debida a una

restriccion por

R -4 (2.63)
dQ
donde la diferencia del gasto es:
K
dQ= —dH 2.64
Q 2 JH (2.64)
con lo cual la expresion para la resistencia al flujo turbulento queda como:
R, = KdH = 2VH (2.65)
can K

2-H

despejando K, de la ec.(2.61) y sustituyendo los valores en la ec. (2.65) tenemos finalmente

que:

R =" (2.66)

Capacitancia

La capacidad C de un tanque se define como el cambio necesario en la cantidad de

liquido almacenado, para producir un cambio de una unidad en el potencial:

C= Cambio en el liquido almaceando, m’

. (2.67)
Cambio en la altura, m

Lo cual resulta en unidades de area por lo que la capacitancia de un tanque se puede

considerar como la seccion transversal del tanque bajo estudio.
Por otro lado para resolver este tipo de sistemas las leyes principales que se aplican

son: la Ley de Balance de Presiones y Conservacion de la Masa, donde las variables de

interés son las presiones (P) y el gasto (q).
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a) Ley de Balance de Presiones estable que:

“La suma de las caidas y de presion alrededor de una malla hidrdulica es igual a

cero”

SP=0 (2.68)

b) Ley de Conservacion de la masa la cual establece que:

“La suma algebraica de gastos en un nodo es igual a cero”, o bien “las variables

de volumen con respecto al tiempo es igual a la suma de gastos de entrada menos la

suma de gastos de salida”

dv
Y oyg -3 2.69
" q; —24, (2.69)

Ejemplo 2.4 Encontrar la F.T. Q6 asi como sus variables de estado del sistema de

1

nivel de liquido presentado en la figura 2.11.

R,

Y

Medidor /" !

de
Fluyjo

Figura 2.11 Sistema de Nivel de Liquido
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Soluciodn:

Dada q,(t) y q,(t) como salida y entrada respectivamente, la figura 2.12 muestra

relacion de los gastos:

Q.(S) QS8)
—» G(S) —»

Figura 2.12 Relacion de los gastos de entrada y salida para la obtencion de la funcion

de transferencia

El volumen del liquido en el tanque del sistema de nivel de liquido es:

v(t) = Ch(t) (2.70)

Al aplicar la transformada de Laplace a la ec. (2.70) queda:

V(S) = CH(S) 2.71)

Haciendo un balance del caudal que entra y sale del deposito obtenemos:

dv
q;(H)—q,(t) = a

(2.72)

Aplicar la transformada de Laplace a la ec. (2.72) tenemos:

Q;(S) —Q,(t) =SV(S) (2.73)
Asi mismo,
h(t)=q,(HR, (2.74)
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Donde de igual manera se le aplica la transformada de Laplace a la ec. (2.74):
H(S)=Q,(S)R, (2.75)
Sustituyendo las ecs. (2.71) y (2.75) en la ec.(2.73):
Q;(8) = Q (1) =SCQ, (SR, (2.76)
Con lo anterior la funcion de transferencia queda:

Q) _ 1

G(S)
Q.(S) R,CS+1

(2.77)

Después de haber obtenido la Funcion de Transferencia, podemos adquirir las variables
de estado donde lo primero que hay que hacer es que la ec. (2.77) tenga la forma de la ec.

(2.29), por lo cual es necesario realizar lo siguiente:

R,C

G(S) = (2.78)

—

0o

Teniendo la forma requerida se hace uso de las ecs. (2.30) y (2.31) para la obtencion de

las ecuaciones de estado:

{%H- ! } N 2.79)

R,C
donde
1 _
A=|- B=| (2.80)
R,C -
y

l}{l ]K 2.81)
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siendo

C {L} D=0 (2.82)

2.2 Bond Graph

Bond Graph es una representacion grafica de un sistema dinamico donde una coleccion
de componentes interactian unos con otros a través de puertos de energia. Estos

componentes colocados en el sistema describen como fluye la potencia a través del sistema.
El modelado en Bond Graph es una potente herramienta para el modelado de sistemas

de ingenieria, especialmente cuando existen diferentes dominios fisicos involucrados.

Bond Graph permite construir modelos de sistemas eléctricos, mecanicos e hidraulicos

utilizando solamente un pequefio conjunto de elementos ideales.

El componente fundamental de un Bond Graph es el bond de energia utilizado para

acoplar los puertos de energia de los componentes del sistema.

Un bond es dibujado como un borde con una media flecha muestra apreciar en la figura

2.13 en la que se puede observar hacia donde va el esfuerzo e(t) y flujo f(t).

o) —
7
L f(t)

Figura 2.13 Bond con la direccion del esfuerzo e (t) y flujo f(t).
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La direccion de esta flecha indica la media direccion positiva del flujo de energia. En
principio, la fuente de tension proporciona una potencia y los demds elementos absorber
energia. Las partes principales de un sistema son llamadas subsistemas y las partes no
reducibles son llamadas componentes y basicamente, un subsistema es una parte de un
sistema que es modelado como un sistema en si mismo, donde un componente es modelado

como una entidad.

Los lugares en los cuales los subsistemas pueden ser interconectados son llamados
puertos. Los sistemas multipuertos son denotados por puertos-n, donde n es el nimero de

puertos.

Las variables que describen la unién de dos multipuertos que son conectados son
llamadas variables de potencia, las cuales son esfuerzo e(t) y flujo f(t). Estas variables
también son llamadas variables de bond generalizadas debido a que pueden ser utilizadas
en todos los dominios de energia.

En sistemas que almacenan energia es necesario definir variables que representen el

estado del sistema llamados variables de energia denominadas momento p(t) o esfuerzo

acumulado e,(t) y desplazamiento q(t) o flujo acumulado f,(t), estdn dadas por:

p(D) =e, (0= [e(e)r (2.83)

q(t) = £,(H)= ]If(r)dr (2.84)

En la tabla 2.4 se muestra las variables generalizadas para sistemas eléctricos,

mecanicos de traslacion y de rotacion asi como de nivel de liquido:
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Tabla 2.4 Variables generalizadas de sistemas eléctricos, mecanicos de traslacion, de rotacion y nivel

del liquido
Mecanico de Mecanico Nivel de
Variables General Eléctrico
Traslacion | de Rotacion | Liquido
v(t) F(t) () P.(t)
Esfuerzo e(t)
Voltaje Fuerza Par Presion
) @(t)
. i(t) V() Q(t)
Flujo f(t) ' Velocidad
Corriente Velocidad Caudal
angular
A(t) Py (1) H(t) Py(t)
Momento p(t) = _[e(t)dt Enlace de Momento Momento | Integral de
Flujo Rotacional angular presion
q(t) x(t) &(t) V(t)
Desplazamiento | q(t)= _[f(t)dt
Carga Distancia Angulo Volumen
Potencia P(t) - e(H)f (1) v(1)i(t) F(t)V(1) 7(t)e(6) P.(DV(t)
E(p) = j f(p)dp _[i(x‘t)d/?. j V(P )Py j w(H)dH j Q(P, )P,
Energia
E@)= [e@ydp feda [Feoax fr@ne | [paviav

Como anteriormente se menciono los sistemas se interconectan por puertos los cuales

se clasifican en:

» Puertos 1 — Pasivos, Activos o Fuentes

» Puertos 2 - Elementos ideales

» Puertos 3 — Elementos de Unidén

Puertos 1 - Pasivos, Activos o Fuentes

Los elementos pasivos son aquellos que representan disipacion de potencia y dos

formas de almacenamiento de energia. Se les conoce como Puertos-1 Pasivos a todos

aquellos elementos que intercambian potencia en un puerto o elemento sencillo pasivo.
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Los elementos graficos de bonds son los siguientes:

* C: elemento de almacenamiento para una variable de tipo g, por ejemplo,
condensador, resorte, etcétera.

» [: elemento de almacenamiento para una variable de tipo p, ejemplo inductor, resorte
mecanico, etcétera.

* R: resistencia de disipacion de energia libre, por ejemplo, resistencia eléctrica, la
friccidn mecanica, etcétera.

» SE, SF: fuentes, por ejemplo, red eléctrica (fuente de tension), la gravedad (fuente

vigor), la bomba (fuente de flujo).
En la tabla 2.5 se muestran los elementos de disipacion R, de almacenamiento de flujo

C y de almacenamiento de esfuerzo I, para sistemas eléctricos, sistemas mecéanicos y

sistemas de nivel de liquido.

Tabla 2.5. Elementos pasivos de almacenamiento R, C e I.

Nivel del
Elemento Relacion Eléctrico Mecanico
Liquido
Lineal v(t) =Ri(t) F(t) =bV(t) AP, (t) =RQ(t)
R
No-Lineal v(t) =g(i) F(t) =e(V) AP =p(Q)
c Lineal v(t) = é J'idt F(t) =k J'th P.(t)=C J’Ath
No-Lineal v(t)=¢(q) F(t) = (%) P.(t) = (V)
. . 1 1 B
| Lineal i(t) = . J-th V(t) = M J.th Q(t) =1 jAPrdt
No-Lineal i(t) =p(4) V(t) = ¢(P) Q(t) = ¢(P,)

Los elementos que introducen

tipos de fuentes:

energia al sistema son llamados fuentes. Existen dos




¢ Fuentes de esfuerzo (voltaje, fuerza o presion), la cual se denota como MS,

¢  Fuentes de flujo (corriente, velocidad o caudal), la cual se denota como MS,

A continuacion se nuestra su representacion en la figura 2.14:

MS, —— MS}——
a) b)

Figura 2.13 Puertos-1 Activos: a) Fuente de esfuerzo y b) Fuente de flujo

Puertos 2 - Elementos ideales

Existen dos elementos ideales puerto-2, llamados transformador (TF) y girador (GY),
que son sistemas lineales que cambian la relacion entre las variables de flujo y esfuerzo.
TF: transformador, por ejemplo, un transformador eléctrico, ruedas dentadas, la palanca.
GY: girador, por ejemplo, motor eléctrico, bomba centrifuga. Caracterizandose por tener
dos puertos, y una relacion lineal entre esfuerzo y flujos. Los Bonds que representan a un

transformador TF y a un girador GY se muestra en figura 2.15:

e (t) TF e, (t) e (t) e (t)
——> TF——; —— GT——
£(t) £(t) R {()

Figura 2.15 Representacion en Bond Graph de un transformador (TF) y un girador (GY).

Estos elementos juegan un papel muy importante para el modelado de la conversion de

potencia de un dominio fisico a otro.
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Puertos 3 — Elementos de Union

Este tipo de puertos se llaman uniones ya que sirven para interconectar tres o mas
puertos de energia dentro de un subsistema, los cuales representan en forma de multipuertor

los dos tipos de conexiones en serie y en paralelo.

La union de flujo, uniéon-0 o unioén de esfuerzo comun es utilizada para la conexion en

paralelo (ver figura 2.16).

e,() |£,(D)
e (t) e,(t)

t0” S i

Figura 2.16 Union 0 para la conexion en paralelo.

Las relaciones de interconexion que describen una unién de flujo estan dadas por:

&) =e,(t)=ey(t) (2.85)
£ () +6,(t)+6,(t) = 0 (2.86)

De esta manera se observa que los esfuerzos en todos los bonds son siempre iguales y

la suma algebraica de los flujos es cero.

El otro elemento de puerto-3, es la union de esfuerzo, union-1 o de flujo comun para la

conexion en serie (ver figura 2.17).
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e,(D|£,(1)
e (t) e,(t)

O

Figura 2.17 Union-1 para la conexion en serie.

Las relaciones de interconexidn para este elemento son:

f,(t) = £,(t) = £5(t) (2.87)

e, ()+e,(t)+e,(t)=0 (2.88)

Los puertos de conexion de esfuerzo y flujo pueden extenderse a puertos de 3 o mas

puertos.

Una propiedad muy importante en esta técnica es la causalidad o relacion causa-efecto.
Las relaciones de causa-efecto para esfuerzos y flujos son representadas en direcciones
opuestas. Una marca en un bond, llamada trazo causal, indica como e(t) y f(t)

simultaneamente son determinados causalmente en un bond.

Las diferentes maneras de expresar la causalidad en un bond se puede expresar como

se observa en la figura 2.18.

El trazo causal indica un sentido de entrada-salida para e(t) y f(t) en cada puerto de los
dos componentes juntos. El esfuerzo entra en un bond en el mismo sentido del trazo causal

y por consecuencia el flujo va en direccidon contraria.
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Figura 2.18 Diferentes maneras de expresar la causalidad en un bond

Se deben cumplir reglas, las cuales son mostradas en la tabla 2.6:

Tabla 2.6 Causalidad para los multipuertos basicos

} TF} {TF |

—GY— FH—GY—

Causalidad Restrictiva T l T
—lo— —0— F—o0—

I |

11 —1i— —7—d
Causalidad Derivativa I — C—
Causalidad Integral —1I Cl—
Causalidad Arbitraria —R R}I—
Causalidad Necesaria MS.— M Sf |

En la tabla 2.7 se muestran los Puertos 1 con la causalidad correspondiente a cada

elemento considerado:
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Tabla 2.7 Formas Causales para Puertos 1

Elemento Forma Causal Relacion Causal
Fuente de Esfuerzo MS,———] e(FEC
Fuente de Flujo MS, —— fFCETFC
——R e [C
Resistencia _ -
—R ‘[“(}(IJR"1 [(4
’7t
—C e (:‘: (I}C"lL J-f (ar
Capacitancia
——iC 1G4 beeC
t
—_— 1 fC-o" Ie(_ar
Inductancia
—1 e :z (;it [DIf (j

Procedimiento 2.4 Para poder obtener las ecuaciones diferenciales es necesario aplicar

las reglas establecidas en la tabla 2.6 y seguir el siguiente procedimiento en orden estricto:

1. Considerar cualquier MS,o Ms, y asignar su causalidad requerida e
inmediatamente extender las implicaciones causales, usando las restricciones de 0,
1, TF, y GY.

2. Asignar causalidad integral a los elementos C e I respetando las restricciones de la
Tabla 2.6.

3. Escoger cualquier R que no esté asignado y dar una causalidad arbitraria a R.

Extender las implicaciones usando 0, 1, TF, y GY.

Se dice que un Bond Graph es Causalmente Correcto, cuando no existe conflicto de

causalidad entre los elementos y las uniones.
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Por otro lado, es necesario mencionar que la causalidad derivativa se presenta cuando
un sistema contiene elementos de almacenamiento de energia que no son dindmicamente

independientes, en una asignacion de causalidad integral predefinida.

El numero de elementos que almacenan energia en causalidad integral es el nimero de
ecuaciones diferenciales linealmente independientes y el nimero de elementos
almacenadores en causalidad derivativa es el numero de ecuaciones diferenciales

linealmente dependientes.

Mediante la creacion de la bond graph, el disefio y andlisis de la estructura de un
sistema a menudo pueden llevarse a cabo usando sélo 1apiz y papel y para esto es necesario

seguir un procedimiento estricto para cada uno de los sistemas fisicos.

2.2.1 Modelado de sistemas eléctricos

Al realizar la representacion de sistemas eléctricos en Bond Graph se utiliza el

Procedimiento 2.5 el cual se presenta a continuacion:

1. Dibujar una uniéon-0 (union paralelo) para cada corriente distinta en el circuito, es
decir, donde las trayectorias paralelas coincidan.

2. Dibujar una unidon-1 (unidén serie) para los voltajes diferentes y conectar el
componente apropiado de Bond Graph por un bond en esa union. La direccion de la
semiflecha en cada bond indica la direccion asumida del flujo de potencia, es decir,
a partir de fuentes y hacia elementos almacenadores y elementos disipadores.

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, nuevamente indicando la direccion de flujo
de potencia.

4. Remover el punto de referencia donde el nodo sea tierra, el cual tiene un voltaje de
cero.

5. Simplificar la grafica de acuerdo a las siguientes reglas (figura 2.19):
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Figura 2.19 Regla para simplificar los bonds.

6. Finalmente se le aplica el procedimiento 2.4 para la aplicacion de la causalidad

correspondiente.

Ejemplo 2.5 De la figura 2.7 obtener el modelado por medio de Bond Graph.

Solucion:

Utilizando el procedimiento 2.5 se tiene:

1. Se dibujan las uniones 0 las cuales representan las uniones en paralelo o los nodos

del sistema (figura 2.20):

Figura 2.20 Representacion de la uniones 0

2. Se dibujan las uniones 1 que representan las uniones en serie, asi como también se

afnaden las conexiones de los componentes que conforman el circuito (figura 2.21):
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Figura 2.21 Representacion de las uniones con los compontes que conforman el circuito

3. Se realizan las conexiones adyacentes indicando la direccion del flujo de potencia e

identificando el punto de referencia que es la tierra (figura 2.22):

R:R1 R:R2

F ]
\ i
L

r&—— Punto de
referencia

Figura 2.22 Diagrama con las conexiones adyacentes indicando el punto de referencia

4. Se renueve el punto de referencia, eliminando los bond que quedan sueltos apreciado

en la figura 2.23:

R:R1 R:R2
0 1 0 1 0
l
1 —_— cC
/|1 I—— |1
MSe

Figura 2.23 Diagrama sin el punto de referencia y los bonds adyacentes a él.
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5. Haciendo uso del paso nimero 5 planteado en el procedimiento 2.5 queda (figura

2.24):
R:R1 R:R2
.
MSe -1 =0 - 1
L -
c:C l:L

Figura 2.24 Reducciéon del Bond Graph

6. Ya tendiendo el Bond Graph reducido se le aplica las reglas de causalidad
establecidas en el procedimiento 2.4 apoyadas en la tabla 2.6. La figura 2.25 muestra

el resultado de la aplicacion de estas reglas.

R:R1 R:gz2
v
MSe 1] —0 A1
[ -
c.c l:L

Figura 2.25 Bond Graph del circuito eléctrico
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2.2.2 Modelado de sistemas mecanicos

El procedimiento utilizado para el modelado de sistemas mecéanicos es similar al

método de construccion para redes eléctricas.

Procedimiento 2.6

1. Para cada velocidad distinta establecer una union-1.

2. Insertar los elementos de generacion de fuerzas de puerto-1 entre el par apropiado de
uniones-1 usando uniones -0. También, afiadir inercias a sus respectivas uniones-1.

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, nuevamente indicando la direccion de flujo
de potencia.

4. Remover la unioén-0 que presente el punto de referencia recordando que para este
sistema el nodo particular de tierra es cualquier velocidad cero; remover todos los
bonds conectados a esta union.

5. Simplificar el bond de acuerdo a la regla establecida la figura 2.19.

6. Aplicar las reglas de causalidad descritas en el procedimiento 2.4

Ejemplo 2.6 De la figura 2.8 obtener el modelado en Bond Graph

Soluciodn:

Aplicando los pasos 1, 2, y 3 del procedimiento 2.6 se obtiene la figura 2.26.

| :-Ma REB
N
f’; ) ™
MSe 71—0——1—0 .
| » +— Punto de
- referencia
|
c- L
K

Figura 2.26 Modelado del sistema mecanico
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A continuacion se aplican los pasos 4, 5 y 6 los cuales se pueden observar en la figura

2.27.

MSe RB

i

c- L
K

Figura 2.27 Bond Graph del sistema mecanico de traslacion

2.2.3 Modelado de nivel de liquido

El modelado de nivel de liquido puede ser tratado como un circuito siempre y cuando
el flujo de volumen sea conservativo y el fluido sea cercanamente incompresible. Para ellos

se plantea el Procedimiento 2.7 que consiste en:

1. Dibujar para cada presion distinta una union-0, esto indica que la conexion es
paralela.

2. Insertar cada elemento entre el par de uniones-0 apropiadas, usando uniones-1 y
afiadiendo fuentes de presion y de flujo.

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, indicando la direccion de flujo de potencia.

4. Definir todas las presiones relativas a una presion de referencia (la mayoria de veces
es la atmosférica) y eliminar la unién 0 de referencia y sus bonds adyacentes a éste.

5. Simplificar el bond con la ayuda de la figura 2.18

6. Aplicar el procedimiento 2.4 el cual trata de la causalidad de los sistemas.
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Ejemplo 2.7 Obtener el bond Graph de la figura 2.11

Solucion:

Se dibujan las uniones 0-1 donde las conexiones estan en serio o bien en paralelo (ver

figura 2.28).

1 0 1

Figura 2.28 Uni6n-0 y unién-1

Se completa el paso 2 colocando los elementos y fuentes que conforman el sistema y se

aplica el paso 3 y 4 (figura 2.29).

M ST 1

0 . ;
e L B 4/ «—— Puntode
C:

referencia
C

Figura 2.29 Bond Graph con los elementos que conforman al sistema de nivel de liquido

Se completa el paso 4 eliminando el punto de referencia. Se aplica inmediatamente el

paso 6 al no existir el paso 5, quedando el Bond Graph como se aprecia en la figura 2.30.

RR, RR,

A1

C

Figura 2.30 Bond Graph del sistema de Nivel de Liquido
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Capitulo 3

Determinacion de la Funcion de

Transferencia y variables de estado en

Bond Graph

Dentro de la metodologia de Bond Graph existen dos maneras de obtener la funcion de
transferencia asi como las variables de estado. En esta parte del tema se comenzard
explicando el primer método que es por medio de la obtencion de la Matriz de Estructura de
Unidn calculando primero las variables de estado y después continuando con la funcién de
transferencia. En el segundo método a desarrollar es a través de Trayectorias Causales -
Lazos Causales donde primero se puede obtener las variables de estado o bien la funcion de
transferencia ya en este caso el orden a realizar no es necesario como en el caso del primer
método. Se tomaran los ejemplos de los sistemas utilizados en el capitulo 2 para asi mismo

comparar los resultados.

3.1 Obtencion de la Funcion de Transferencia y variables de estado en

Bond Graph

Bond Graph es una técnica grafica con dos maneras diferentes de obtener las variables
de estado y la Funcion de Transferencia. Estos métodos son a través de la Matriz de

Estructura Unidén y por medio de Trayectoria Causal-Lazo Causal.
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Matriz de Estructura de Union

El conjunto de los nueve componentes ya vistos en la seccion 2.2 que conforman un

bond graph (R, C, I, TF, GY, Se, Sf,0 y 1) més uno nuevo que es D que denota la salida o

detector, pueden clasificarse en cinco grupos o campos de acuerdo a su poder o las

propiedades de la energia:

a) El campo de la disipacion de R, en el que se pierde la energia del sistema.

b) El campo de almacenamiento de C e I, que son la energia conservativa.

c¢) El grupo general de conexiones de estructura 0,1, TF, y GY, que conserva la energia.

d) Los campos de origen Se y Sf'y e) el campo D que es el detector .

Dicha clasificacion recibe el nombre de Estructura de Union, su representacion grafica

se aprecia en la figura 3.1.

LC

Se, (SE
v
h 4
Zy
¢ | D.
” 0,1, TF,GY =
—. ™
D
%
y
D

Figura 3.1 Diagrama de la Estructura de Union de un Bond Graph

Los puntos representan el conjunto de todos los vinculos que unen la estructura de la

salida al campo dado. Al vinculo que conectalos camposa la estructura de cruce se
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llaman bonds externos (R, C, I, MSe y MSf),y los bondsque se unen

a un elemento de la estructura de union son llamados bonds internos (TF, GY, 0,1).

Los vectores asociados en la figura 3.1 se definen como:

X =Vector de estado € enl, q en Ci

X =Vector de las derivadas de X en funcidéndel tiempo
Z =Vector de estado complementario €en I, e en C_

U =Vector de la fuente de salida € en S, fen S,

D. =Vector de entrada al campo R

D, =Vector de salida del campo R

Para sistemas lineales con coeficientes constantes, tanto de almacenamiento como de
disipacion, las limitaciones de campo pueden expresarse en forma matricial.

Para el campo de disipacion se escribe:

Dout :LDin (31)

donde L es una matriz diagonal cuadrada de dimension igual al nimero de elementos que

conforman el puerto del campo R. Los valores de la diagonal son los parametros de las R.

Para el campo de almacenamiento con causalidad integral se escribe:

Z=FX (3.2)

donde F es una matriz cuadrada en forma de diagonal, con dimensiones igual al numero de
elementos que conforman el puerto del campo C e I. Los valores de la diagonal son los

parametros de C e L.

La relacion que tienen los vectores dentro de la estructura de union, llamada Matriz de

Estructura de Unién es:
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donde S es

(3.3)

(3.4)

Los elementos que conforman la matriz S toman valores dentro del conjunto

& +£1, +n, +r donde ny r son los modulos del transformador y girador.

Las submatrices S; tiene dos propiedades principales: S, y S,,(que es la dimension

de Z y la dimension de D , ) son matrices cuadradas antisimétricas y S, (dimensiones de

D,,) es la matriz transpuesta negativa de S,,(dimensiones X) y viceversa. Estas dos

propiedades estan basadas en el principio de conservacion de energia.

La expansion de la ec.(3.3) es:
x=S5,Z+S,D,, +S,u
D, =S5,Z2+S,,D_, +S,u
y=S,,2+8S,,D

+S,;u

out

Tomando la ec. (3.6) y sustituyendo en ella las ecs. (3.1) y (3.2) quedando:

D, =S, FX+S,LD, +S,;u

Despejando D, nos queda:

D, = ¢-S,L 'S, FX+¢{-S,L 'S,.,u

(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

(3.9)
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Ahora tomamos la ec. (3.5) y sustituimos en ella las ec. (3.1) y (3.2):

x =8, FX+S,LD,, +S,5u

Sustituyendo la ec. (3.8) en ec. (3.10) nos queda:

X =8, FX+8,48, FX+S,48,,u+S;;u

donde
H= L(_Szzle

Asi que:

X = By +SpSy +:FX + En + S, 485, ]J

Por lo tanto

S

A=8€,+8,8, F

B =5, +85,45,

Tomando la ec. (3.7) y sustituimos las ecs. (3.1) y (3.2) quedando:

y=S; FX+S,,LD, +S;;u

Sustituyendo la ec.(3.8) en la ec.(3.16) nos queda:
y =S, FX+S, 48, FX+S,,4S,,u+8S,;u

donde s eslaec. (3.11). Laec. (3.16) al agrupar los términos nos queda:

y= [31 +S,448,, EX + l33 + 55, 4S5 ﬂ

(3.10)

3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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entonces

C= i31 +S 3,48, }‘ (3.19)

D=S,;+S,,48,, (3.20)

Ya teniendo los variables de estado a través de las ecs. (3.13), (3.14), (3.18) y (3.19) se
aplica la ec. (2.22) obtenida en el capitulo 2, de esta manera se obtienen la Funcion de

Transferencia del sistema que se esté resolviendo.

Trayectoria Causal- Lazo Causal

Un bond graph muestra no s6lo estructuras topograficas de un sistema si no también la
organizacion causal, donde esta ultima indica las relaciones de causa y efecto, esta

estructura causal da la nocion de Trayectoria Causal.

Una trayectoria causal de una estructura de union es una secuencia alternante de bonds

y nodos tal que:

» Para una grafica que no tiene la causalidad aplicada a sus elementos o bonds, la
secuencia forma una cadena sencilla.

* Todos los nodos en la secuencia tienen una completa y correcta causalidad establecida
por medio del procedimiento.

* Dos bonds de una trayectoria causal tiene en el mismo nodo orientaciones causales

opuestas.
Existen 5 trayectorias causales:

1. Trayectoria causal simple: es aquella que a través de la misma, sigue solamente una

misma variable, tal como se muestra en la siguiente figura 3.2.
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e € e ¢
—
) A0 1 A A1 - !
L +“— < <
f f f f f

Figura 3.2 Trayectoria causal simple

Trayectoria causal mezclada: directa es aquella trayectoria donde existe un cambio

de variable debido a la presencia de un GY (ver figura 3.3).

e e
= 1t - GY — 41—y ---
f f
Figura 3.3 Trayectoria causal mezclada directa
Trayectoria causal mezclada indirecta: es aquella trayectoria que se da cuando

existe un cambio de la trayectoria al pasar a través de algiin elemento R, C, o I (ver

figura 3.4).

Figura 3.4 Trayectoria causal mezclada indirecta

Trayectoria causal directa: es una trayectoria causal entre una entrada y un detector
(salida).
Trayectoria causal indirecta: es una trayectoria que pasa a través de elementos R, C

o I, las relaciones constitutivas de estos elementos deben ser tomadas en cuenta.
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La funcidn caracteristica de una trayectoria causal esta definida como la funcién la cual
enlaza la variable de salida del elemento correspondiente al origen de la trayectoria, a la

variable de entrada del elemento formando el fin de la trayectoria.

La funcion caracteristica, indexada i, para una trayectoria causal directa mezclada o

simple es:

T,=€10™ ]J—IIImJ 6 1] {rk 6 1] (3.21)

tal que
n, y n, representa el nimero total de cambios de orientacion de los bonds,

respectivamente en las uniones -0 mientras se siga la variable de flujo y mientras que en las

uniones -1 se siga la variable de esfuerzo. Lo antes mencionada se puede apreciar mejor en

la figura 3.5.
- [ 0 1 - - - = = b 0 I - = o DD_ l
¥ ; ¥ ; = L a ={}
£ f £ i !
ny=0
cre >0 T T — 0=W~} . n;=0
£ £ f f
e
L’ — L' L, By= 4]
PR — 1 —4 - . .. 1 1 1 - 8= 1
[ =4 (] k4 £ {}
— — —> —> By
- = 4[:1 : I - : ’,.= - n!z G
Figura 3.5 Principales cambios de orientacion de Bonds
m,, _ y I, 1 son los modulos de los elementos TF y GY los cuales intervienen en la
m, Iy

trayectoria causal, dependiendo de sus causalidades.
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También es necesario tomar en cuenta las conexiones causales y sus correspondientes

transmitancias las cuales se pueden observar en la tabla 3.1.

Tabla 3.1 Conexiones causales y sus transmitancias

Conexion Causal Transmitancia
1
C 10 | —4dR -
RCS
R
Ik 11 ——R -—
IS
B 1
I = 11 —- C CSZ
R, k= 1 ——R, _R,
Rl
C K 0 A TF | AR — I 5
RCSm
C GY R
k= 1) | I I
‘ R SCr?

Un lazo causal es una trayectoria causal sencilla cerrada.
Un lazo Mason es un lazo causal de la salida de un puerto a la entrada del mismo sin

trazar el mismo bond en la misma direccion mas de una vez.

El polinomio caracteristico esta dado por:

D€>1-ZL,€3ZL, € 2L, €. (322)

donde L, € es el producto de las ganancias de lazo del K™ conjunto del r" lazo de

Mason, los cuales no se tocan unos con otros.
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La L, € ganancia del J " lazo de Mason esta definida por:

2 2
- +0 I l 7 1
L, 6 =¢1™" n[mj 6 N (rk o _} [1Gh (3.23)
Ik m J T, h
J k /
n, y n, representan el nimero total de cambios de orientacion de los bonds,
respectivamente en las uniones -0, al seguir a la variable de flujo; y en las uniones -1 al
seguir a la variables de esfuerzo; I denota el producto de m, 6 %1 yr, 0 % son los
> J k

moddulos de los elementos de TF y GY, los cuales son incluidos en la trayectoria causal,

dependiendo de sus causalidades y l;[ designa el producto de ganancias de los elementos

que componen el lazo.

Un lazo individual es que lazo causal que existe en un Bond Graph formado por un
elemento disipativo y un elemento de almacenamiento o dos elementos de almacenamiento

(ver figura 3.6).

Figura 3.6 Lazos individuales

Los lazos disjuntos se forman entre dos o mas lazos individuales, los cuales no se tocan

entre si, como se puede ver en la figura 3.7.

|’ﬁ~:
| T 4—————— Lazo Individual
! |
Sf | 'y 41 1
T T
:C‘: :aRf:

-

Figura 3.7 Bond Graph con dos lazos individuales y son ademas disjuntos
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Para la obtener las variables de estado se aplica el siguiente procedimiento:

Procedimiento 3.1

1.

Identificar el nimero de elementos de almacenamiento € _y enumerar cada uno de

ellos.

Identificar el niimero de elementos disipativos €,y enumerar cada uno de ellos.
Obtener la variable A, estableciendo relacion entre elementos disipativos y
elementos de almacenamiento, tomando en cuenta que:

3a) A serd una matriz cuadrada que dependera del ntimero de elementos de
almacenamiento: A .

3b) Los valores de la diagonal (figura 3.6) de A sera la % de los lazos causales
individuales que forman un elemento de almacenamiento con cada uno de los
elementos disipativos, recordando que la trayectoria causal establecida solo se pasa

una vez por el elemento disipativo.

Diagonal

Figura 3.6 Diagonal de la matriz A

Ejemplo 3.1:

- Para a;; se suman los lazos existentes entre el elemento de almacenamiento (:
con cada uno de los elementos disipativos.

- Para a,, se suman los lazos existentes entre el elemento de almacenamiento Q:
con cada uno de los elementos disipativos, etc.

3c¢) Para los valores externos a la diagonal se obtienen a base de trayectorias

causales formadas entre un elemento de almacenamiento y otro elemento de
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almacenamiento. El sub-indice de cada termino de la matriz A nos indican los

elementos que conforman la trayectoria causal (ver figura 3.7).

a #Elemento de almacensmiento

\— # Elemento de almacenamiento
Figura 3.7 Termino a indicando lo sub-indices que corresponde a cada elemento
Ejemplo 3.2:
- Para a,, es la trayectoria causal del elemento de almacenamiento Q.:al otro

elemento de almacenamiento € _

3d) El signo en cada caso depende de la ec. (3.23)
3e) En caso de no existir un lazo causal o una trayectoria causal entre sus

elementos, automaticamente el valor correspondiente es 0.

4. La obtencion de los valores para la variable B

by, b, ... by
bZl b22 c bef
_bnxl ban bmj‘l ]

se tiene a partir de las trayectorias causales establecidas entre las fuentes € _y elementos
de almacenamiento § , tomando en cuenta:

4a) Al realizar la trayectoria causal pasar solamente por elementos disipativos.
4b) El subindice de cada termino de la matriz B nos indica los elementos que conforman

la trayectoria causal (ver figura 3.8).

63



b — HEuente
nxf
# Elemento de almacensmiento

Figura 3.8 Termino b indicando lo sub-indices que corresponde a cada elemento

Ejemplo 3.3:
Para b, la trayectoria causal se realiza de la fuente (: y elemento de
almacenamiento € .

4c) El signo resulta de la ec. (3.23).

4d) En caso existir trayectoria causal, el resultado sera un 0.

5. La obtencién de los elementos que conforman la matriz C

Cll ClZ Clxn
Cy  Cp Coxn
C=| . Ceee (3.25)
_Cdxl Cde e Cdxn |

se obtiene con la relacion de los elementos de almacenamiento | y detectores ; por lo cual

se toma en cuenta lo siguiente:
5a) La trayectoria causal debe pasar solamente por elementos disipativos.

5b) El sub-indice de cada término de la matriz C nos indica los elementos que

conforman la trayectoria causal (figura 3.9).

C, —— # Elemento d= almacenamiento

\— # Detector

Figura 3.9 Termino ¢ indicando lo sub-indices que corresponde a cada elemento

64



Ejemplo 3.4:
Para c,, la trayectoria causal va del elemento de almacenamiento € _al detector € .

5¢) El signo correspondiente a cada elemento se obtiene de utilizar la ec. (3.23)

5d) En caso de no existir trayectoria causal, colocar un 0.

6. Finalmente, para la obtencion de los términos de la variable D

dll d12 ce dle
d21 d22 s d2xf
D= . C e (3.26)
_ddxl dde t ddxf _

se establece la relacion de las trayectorias causales entre fuentes € y detectores €

tomando en cuenta los siguiente criterios:
6a) Pasar unicamente por elementos disipativos.
6b) El sub-indice de cada término de la matriz D indica los elementos los cuales se

hace la relacion de la trayectoria causal (figura 3.10)

d l_ # Fuente
fiin)

\— # Detector

Figura 3.10: Termino d indicando lo sub-indices que corresponde a cada elemento

6¢) El signo correspondiente a cada término se obtiene de la ec. (3.23)

6d) En caso de no existir trayectoria causal, automaticamente corresponde un 0.

7. En cualquiera de los casos recordar que se encuentra en el dominio de la Laplace, asi
que cada vez que se pase por un elemento de almacenamiento agregar el grado

correspondiente a la variable S.

Para la obtencién de la Funcion de Transferencia se aplica la siguiente formula:
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G¢ = LLIHO—‘ (3.27)

donde
P es la trayectoria causal de la fuente € al detector €  permitiendo pasar s6lo una

vez por elementos disipativos y elementos de almacenamiento.

L, son todos aquellos lazos individuales que NO tocan la trayectoria de P.

A=1-€L,—ZL,, ,+ZLy - (3.28)
siendo
L, todos los lazos individuales que forman el Bond Graph.
L,, aquellos lazos disjuntos formados entre dos lazos individuales.

L,;, lazos disjuntos formados entre tres lazos individuales, etc.

3.1.1. Sistema Eléctrico

Tomando el ejemplo 2.2 el cual, es un sistema eléctrico, se volvera a resolver pero
utilizando la técnica de Bond Graph: Matriz Estructura Union y Trayectoria Causal-Lazo

Causal.

Matriz Estructura Union

Tomando el bond graph correspondiente a dicho sistema visto en la figura 2.25, se

enumeran los bonds, lo cual se puede apreciar en la figura 3.11:
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R:et R:ar

fat]

1 3 4 -
S 41 2,

MSe 41| —~ 0
C:c

Figura 3.11: Bond Graph del sistema eléctrico con sus bonds enumerados

A continuacion se obtienen lo vectores clave:

Fqs _|—f5 [_65 - - -
) ] e
|
]

Utilizando la ec. (3.1), D,,, queda:

|—f2 L 0—| c,
= Rl

les] | 0 R, |LEs

L=diag JL,RZ
&

Asi mismo se hace uso de la ec.(3.2), quedando z:

donde

donde

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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F=diag4— L& (3.34)
C L)

Para la obtencion de la matriz unidn se sustituyen los valores en la ec.(3.3) :
1[0 =11 1 0 | 0 Je,]
e | |1 0 |0 -1]0]f

e l=|-1 0 |0 0o | 1]f (3.35)

siendo

- - - =0 (3.36)

Teniendo la Matriz de Estructura Union se procede a la obtencion de las variables de

estado y para esto se comenzara con la sustitucion de valores en la ec.(3.12):

R, (3.37)
0

quedando
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i= | (3.38)

0 —11 1 0] - oT[l 01
A= J+ | R, | |C ! (3.39)
1 0] |o -1 0 1]|lg =~
§ Lo R L L]
Resolviendo lo anterior
1 _1]
A=| RC LJ (3.40)
1 _Ry
C L

Para la obtencion de la variable de estado B se utiliza la ec. (3.15), donde sdlo se

sustituyen valores:
[ o { 1 1
B_M [0 1]L0 RJ’LO

Resolviendo las matrices anteriores queda que:

1 (3.41)
|

B= EJ (3.42)

Obteniendo la variable de estado C en base a la ec. (3.19) queda:

1 1
= 1} [ 0 R, 1 (3.43)
0 1 =
\ [0 R, o -
Realizando operaciones:
C:[O i] (3.44)
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Aplicando la ec. (3.20) se obtiene la variable de estado D:

ook F oln, °M?

Resolviendo las operaciones anteriores se obtiene lo siguiente:

[0 R,|

D=}

Después de haber obtenido las variables de estado, las ecuaciones de estado quedan:

QiR -Riw;

=
| I

J

LP7J

0

L

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Ahora para la obtencion de la funcidon de transferencia se sustituyen los valores de las
ecs. (3.40), (3.42), (3.44) y (3.46) en la ec. (2.22):

ool 14

A\

Comenzando a resolver la ec. (3.49):

1 S+
Gn(s):l:() f}

1
R,C
1

[SS]

C
IR
Gll(s)=[0 f:l 1

Ql

donde

Resolviendo queda:

1

"R.C
1
C

L
R
S+—%
L

1
L

-1

RN
L R,
& 0
L
T
R
1{1
_0_
T
1_
Al R
-O_

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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_ S’R,CL+S(R,R,C+L)+R, +R,

A 3.53
R,CL (3.33)
Llamando al numerador A, y por tal motivo la ec. (3.53) queda:
A
e (3.54)
R,CL
Continuando la solucion de la ec. (3.51) nos queda:
G,,(S) —[ Lt (3.55)
7 IRCL A '
Sustituyendo la ec. (3.54) en la ec. (3.55):
[ 1 |rRCL
G, (S)=| 1 (3.56)
| R,CL | A,
Quedando finalmente:
1
G,,(S) (3.57)

" S’R,CL+S(R,R,C+L)+R, +R,

Trayectoria Causal-Lazo Causal

Usando el Bond Graph de la figura 3.6 y aplicando el procedimiento 3.1, haciendo
antes que nada la observacion que el sistema es de segundo orden; sabiendo esto se
comienza a calcular los términos de la variable de estado A:

1

a,, =(,3,2,2,3,5) = - 3.58
n=( ) R,C (3.58)
R
ay = (7963677) = _TZ (359)
1
a, =(7745) =—— (3.60)
L
1
1, =(5547) = < (3.61)

Sustituyendo los valores en la matriz A nos queda:
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|
—
—_
—

Ql— &
0
=

—

Para la variable B se tiene:
1
b,, =(1,2,2,3,5) = —
11 ( ) Rl

b, =0

Sustituyendo los valores de las ecs. (3.63) y (3.64) en la ec. (3.24):

E
B=|R,

Calculando la variable C:

¢, =0

cn=am&=%

Quedando:

Calculando D nos queda:

d, =0

Para la obtencion de la Funcion de Transferencia se realiza lo siguiente

Lazos individuales

Ll = (2a3a5a5a3’2) = 1
R,CS
L —647743———1—
2 s Tyl sl sy CLSZ

R
L, =(7,6,6,7)=~—2

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)
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Lazos disjuntos

R,

bo b TR
1

(3.74)

Obteniendo el denominador de la ec. (3.24) por medio de la ec. (3.28) se tiene que:
A=1-L,-L,-L,+L, (3.75)
Sustituyendo las ecs. (3.71), (3.72), (3.73) y (3.74) en la ec. (3.76) tenemos que:

a=ty L 1 R Ry (3.76)
R,CS CLS® LS R,CLS
Resolviendo tenemos:
2
A:S R1CL+S(R1R2C;LL)+R1+R2 (3.77)
R,CLS
De esta manera llamaremos al numerador como A, quedando:
Al
S 3.78
R,CLS’ ©.78)
Trayecto directo
De la ec. (3.24) se calcula el numerador, el cual es el siguiente:
1
P, =(1,2,23,554,7,78)=——(1-0 3.79
= ) RICLSZ( ) (3.79)

Sustituyendo los valores de la ecs. (3.78) y (3.79) en la ec. (3.24) da como resultado:

R,CLS?
G,S=— "~ 3.80
11( ) R1CLsz -Al ( )
Y finalmente F.T queda como:
1
G, (9) (3.81)

" S°R,CL+S(R,R,C+L)+R, +R,

Los valores de las variables de estado y funcion de transferencia obtenidos a través de
la matriz estructura unidn y trayectoria causal-lazo causal, son los mismos resultados que

en el ejemplo 2.2.
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3.1.2. Sistema Mecanico

Considerando el ejemplo 2.3 de un sistema mecdanico, se resuelve ahora utilizando la

técnica de Bond Graph: Matriz Estructura Unidn y Trayectoria Causal-Lazo Causal.

Matriz Estructura Union

Tomando el bond graph correspondiente a dicho sistema visto en la figura 2.27, se

enumeran los bonds, lo cual se puede apreciar en la figura 3.12:

I :Ma

c- L
K

Figura 3.12: Bond Graph del sistema mecanico con los bonds enumerados

Obteniendo los vectores clave se tiene:
T )
xz’r X= ) zZ= y=[8_ u=[l
Lpzj Lez J ._f7
Din:'J: Dout:[3:
Haciendo uso de la ec. (3.1) tenemos:

LB

donde
L=diag
Asi mismo, para obtener z en base a los vectores clave se usa la ec. (3.2):

R

szJ 0 Ma ._sz

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)
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{ 1 l{
F =diagsK,— 3.87
g{t Ma | ( )

Para la obtencion de la matriz de estructura union se sustituyen los vectores clave en la

ec. (3.3):

_ (3.88)

De esta manera se procede a la obtencion de las variables de estado empleando la ec.

(3.12):

n=R.Ad-P_R_Z (3.89)
Resolviendo ec. (3.89) queda que:

u=R (3.90)
Para la obtencion de la variable A se sustituyen los valores de la ec. (3.87), los

extraidos de la matriz expresa en la ec. (3.88) y ec. (3.90) en la ec. (3.14), la cual queda de

A=( ’ 1}{0%{} 1:{K (1) (3.91)

- _ 0
L1-1 0 1 J Ma

la siguiente manera:

\

Solucionando la ec. (3.92) queda que:

0 hi
_ a
A= B (3.92)
- K -
Ma

Para la obtencion de la variable de estado B se hace uso de la ec. (3.15) donde se

sustituyen los valores extraidos de la ecs. (3.88) y (3.90):
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B= m {_OJ RIb (3.93)

Resolviendo las matrices anteriores queda:

Fo]
B= (3.94)
1

Para el calculo de la variable de estado C es necesario sustituir los valores extraidos de

las ecs. (3.87), (3.88) y (3.90) en ec. (3.19):

o _|K 0
c=qp 1+p kP 1 o L (3.95)
L Ma
Realizando las operaciones queda:
o L]
C=0 — 3.96
0 Mal (3.96)

Aplicando la ec. (3.20) y usando los valores de las ecs. (3.88) y (3.90) se obtiene la

variable de estado D:

p=f+b kb (3.97)

Realizando las operaciones anteriores se obtiene lo siguiente:

D=} (3.98)

Teniendo las variables de estado, las ecuaciones de estado conforme a la ec. (3.11) y

(3.18):
f, 0 —|Pq4 0 -
MEIT INEHL
€, K - —||p, 1

I = [o 1] E“] (3.100)

Ahora para la funcién de transferencia se sustituyen los valores de las ecs. (3.92),

(3.94), (3.96) y (3.98) en la ec. (2.22):
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| Ma
L |
oo LI 'lfﬂ
' allg g+ B—J 1
L Ma
B 1
Gn<s>={o L} S \a Ma—‘1|:0]
A —x SJA !
donde
gLl
A_‘[S+ a) « Ma
Resolviendo:

A MaS? + BS+K
Ma

Nombrando al numerador A, y asi conviniendo que:

A=t
Ma

Retomando la solucion de la ec. (3.103) queda:

GII(S) = [%}%

Sustituyendo la ec. (3.106) en la ec. (3.107):

S [Ma
G, S = {——l o
MaJ A

Finalmente la F.T. es:

S
MaS? + BS+K

Gn(s) =

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)
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Trayectoria Causal - Lazo Causal

Considerando el bond graph de la figura 3.12 y realizando la observacion del bond
graph del sistema mecanico a resolver, se puede decir que el sistema es de segundo orden;

utilizando el procedimiento 3.1 se comienza calculando los términos de la variable A:

a, =0 (3.110)
B
a, =(2332)= o (3.111)
1
a, =(2,24)= Ma (3.112)
1
a, =(44,2) = K (3.113)
Resultando:
0o
A= M]g (3.114)
-K - =
Ma

Continuando con los pasos se calcula la variable B:
b, =0 (3.115)
b,, =(1,2) =1 (3.116)
Sustituyendo los valores de las ecs. (3.115) y (3.116) en la ec. (3.24):

0
B{ } (3.117)
1

Calculando la variable C:

;=0 (3.118)
1
c, =(2,2,23) =—
Ma (3.119)
Sustituyendo los valores de las ecs. (3.118) y (3.119) en ec. (3.25):
C= ’70 L} (3.120)
| Ma
Calculando finalmente la variable D:
d, =0 (3.121)
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Con el valor obtenido en la ec. (3.121) se sustituye en la ec. (3.26):
D=} (3.122)
Para la adquirir la Funcion de Transferencia es necesario obtener los lazos individuales

y los lazos disjuntos los cuales de muestran a continuacion:

Lazos individuales

L =(2332)=— (3.123)

B
MaS
K

L,=(2,442)=- (3.124)

MaS?

Lazos disjuntos

Los lazos disjuntos en este sistema no existen asi que el valor para ellos es 0.
Continuando con el proceso de la obtencién de la F.T., es necesario calcular el

denominador el cual se conoce como A

A=1-L,-L, (3.125)
Sustituyendo las ecs. (3.123) y (3.124) en la ec. (3.125) queda:
A=1+ B + K2 (3.126)
MaS MaS
2
A=MaS +BZS+K (3.127)
MaS
A1
= 3.128
MaS’ ( )
donde
A, =MaS’ + BS+K (3.129)
Trayectoria directa
De la ec. (3.24) se calcula el numerador el cual resulta lo siguiente:
1
P, =(,2,223)=——(1-0 3.130
= ) Mas( ) (3.130)

Entonces sustituyendo valores de las ecs. (3.128) y (3.130) en la ec. (3.24) y

reduciendo la ecuacion queda:
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MaS*

G,(S)= 3.131
n(S) MaSA, (3.131)
Y finalmente, la F.T. queda:
G, (S)= 5 (3.132)
7 MaS® +BS+K '

Estos valores obtenidos tanto de las variables de estado y funcion de transferencia
mediante la matriz estructura unidon y trayectoria causal-lazo causal, son los mismos

resultados que en el ejemplo 2.3.

3.1.3. Sistema de Nivel de Liquido

El ejemplo 2.4 muestra la solucidon de un sistema de nivel de liquido, el cual en esta
seccion se resolvera utilizando la técnica de Bond Graph: Matriz Estructura Union y

Trayectoria Causal-Lazo Causal.

Matriz Estructura Union
El bond Graph correspondiente a este ejemplo es el presentado en la figura 2.30, el cual

los bond que lo conforma se han enumerado como se puede apreciar en la figura 3.13:

RR, R:R,

MSF1
MSF

Figura 3.13: Bond Graph del sistema de nivel de liquido con los bonds enumerados

Sacando los vectores clave:

x=h,. x=L_ z=Lk_. y=F_ u=|. (3.133)
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r‘z] |Vez—l
D = | D= | (3.134)
& ] R

Empleando la ec. (3.1) se adquiere D_, queda que:

out

fz [Rl 0 fz
L —izl 0 1 L ] (3.135)
L% R, [t™e

:
L = diag] Rl,ll (3.136)
L R

en el cual

Asi mismo se obtiene z se utilizando la ec. (3.2):

- " 1 "l -
=~ 3.137
I4 _ LCJ I14_ ( )

donde
1 ]

F =diags — 3.138
lag{Cf ( )

Para la obtencion de la matriz de estructura union se recurre a la ec. (3.3), teniendo

como resultado:

= (3.139)

£l oo 1 10 ||t

De esta manera se procede a la obtencion de las variables de estado y para esto es

necesario obtener , por lo tanto se emplea la ec. (3.12) quedando:

M= N (1)-”’71 O]—’VO 0] N (1)-JY (3.140)
o bl ool )

2
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ﬂzrg ow

0 1 | (3.141)
L Ry
Para la obtencion de la variable A se extraen los valores adquiridos en las ec. (3.138) y

(3.141) y se sustituyen en la ec. (3.14):

_{l}l -1&1? (1)] { (3.142)

L Rz

Resolviendo queda:

1
A:[— RZC} (3.143)

Para la obtencion de la variable de estado B se utiliza la ec. (3.15) donde se sustituyen

—| rl
J } (3.144)
0

B=[ (3.145)

los valores extraidos en las ec. (3.139) quedando:

Rl

B=T1 1

0
R
R,

reflejando

Para obtener la variable de estado C se sustituyen los valores de las ecs. (3.138),

(3.139) y (3.141) en la ec. (3.96) quedando:

J 0 107 ) :
c=| P+ 1 1 J [c} (3.146)
R, |LI

Realizando operaciones

1
{Rz—c} (3.147)

Aplicando la ec. (3.20) se obtiene la variable de estado D, sustituyendo en ella los

valores de las ec. (3.139) y (3.141) dando como resultado:
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=Lﬁ

\~°

1
—

} (3.148)
L 0

D=p (3.149)

e
[

Teniendo las variables de estado, las ecuaciones de estado quedan:

e Ll 3150

- 1
L=
7 LR

zC] . (3.151)

Ahora para la obtencion de la funcidn de transferencia se sustituyen los valores de las

ecs. (3.143), (3.145), (3.147) y (3.149) en la ec. (2.22):

6= 1Y L [s ]! e (3.152)
" LchJ\“ L chJ | '
Finalmente la F.T. queda:
1
G, (S=-— — 3.153
1(S) R,CS+1 ( )

Trayectoria Causal-Lazo Causal

Usando el bond graph de la figura 3.14 y el procedimiento 3.1 se procede a obtener las
variables de estado pero antes hay que mencionar que el el sistema es de primera grado.

Comenzando a calcular la variable de estado A conforme al procedimiento queda:

a, =(4,5,6,6,54)=- ! (3.154)
2
haciendo la sustitucion:
1
A=|— (3.155)
CR,
Para calcular la variable se tiene:

n=(13,4)=1 (3.156)

quedando:
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B=[ (3.157)

Calculando la variable C:

c,, =(4,45,6,6,7)= C11{2 (3.158)
resultando:
C ={ ! } (3.159)
CR,
Calculando D:

d,=0 (3.160)

Teniendo finalmente
D=p (3.161)

Para la obtencion de la Funcion de Transferencia es necesario obtener los lazos

individuales y lazos disjuntos.

Lazos individuales

L, =(4,5,6,6,54) =— R;CS (3.162)
Lazos disjuntos
Como no existen lo lazos disjuntos en el bond Graph, estos tiene el valor de 0
Sacando primero el denominador de la ec. (3.24) que es el A , quedando asi:
A=1-L, (3.163)
Ahora sustituyendo de la ec. (3.162) en la ec. (3.163) nos queda que:
A=:1+R21CS (3.164)
Resolviendo nos queda que:
A= % (3.165)

De esta manera llamaremos al numerador de la ec. (3.165) como A, quedando:
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A= (3.166)
R,CS
Trayecto directo
Retomando la ec. (3.24) se calcula ahora el numerador quedando asi:
. 1
P, =(13,4,4,5,6,6,7) = 1-0 3.166
1= ) R,CS 1-0) (3.166)
1
P, = (3.167)
R,CS
Sustituyendo los valores en las ecs. (3.166) y (3.167) en la ec. (3.24) obtenemos la F.T
quedando:
G, (S) = RS (3.168)
R,CS- A,
Finalmente tenemos:
1
G,S=——— 3.169
n(S) R,CS+1 (3.169)

Se observa que valores obtenidos tanto de las variables de estado y funcion de
transferencia mediante la matriz estructura union y trayectoria causal-lazo causal, son los

mismos resultados adquiridos en el ejemplo 2.4.
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Capitulo 4

Aplicaciones de Metodologia

Como se mostr6 en los capitulos anteriores la forma de resolver los sistemas fisicos a
través de la metodologia tradicional puede ser demasiado complicada en la aplicacion de
sistemas dindmicos con varios elementos que los conforma, el cual su modelado
matematico resulta demasiado largo y tedioso. Por lo cual, en este capitulo, se plantean
ejemplos resueltos solamente con el método de Bond Graph tanto por la matriz de
estructura union y por medio de Trayectoria Causal - Lazo Causal en sistemas eléctricos,

mecanicos e hidraulicos.

4.1 Sistema Eléctrico

El sistema eléctrico que se modelara en esta parte es el mostrado en la figura 4.1:

Ly
Rl
Ay,
\
71
CZ

&
o
S

_ﬁ
Ly |
A

Figura 4.1 Sistema eléctrico con multiples componentes

El Bond Graph de dicho sistema se puede apreciar en la figura 4.2 donde también se
puede apreciar la enumeracion de sus bonds ya que es una ayuda a la hora de identificar los

esfuerzos y los flujos que conforman el sistema.
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R:m¢ (FET S 7 0= — Q2
3 N
2 6
MSeEt — 41— 0 —>—1 > —iR:R2
M ‘ i 21
20 ]: 18 f
- C:cr A 2
11
oy 0 ——]:e2
12
,
o3

Figura 4.2 Bond Graph del sistema eléctrico

Matriz de Estructura Union

Obteniendo los vectores clave:

q4 f, €y

b, €, f;

Pu €1 £,

91 | fl, €12

Aplicando la ec. (3.1) queda:

donde

. fzo1 -
X =| qy x =| f; z=| ¢, y= u=l1_

4.1)

(4.2)

(4.3)
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r
L = diag] . Ll (4.4)
IRy Ry

Asi mismo se obtiene z en base a la ec. (3.2):

- 1 0 0 o o071
e4 Cl 1 q4
0 — 0 0 O
f; L, P,
1 4.5
eg 1=/ 0 0 C—Z 0 0 ds (4.5)
£,y 0O 0 0 L 0 {iPn
L2
¢ q
e lo 0 0 0 LH
L CS_
donde
) I 1 1 1 1
F:dlagﬁ[—,,,,—¥ (4.6)
LC1 L, C L, C3J
Para la obtencion de la matriz de estructura union se aplica la ec. (3.3) quedando:
(f,7 [0 0o o o0 O | 1 -1 | 07
€4
e, 0 0 1 0 0 | 0 0 | O
f
£ llo =10 0 o 0o 1 | ol
(&
eyl |0 0 0 0 1 |0 o0 | 0]
f
£, 10 0 0 =1 0 | 0 1 | 0]
€
e, | |[-1 0 0 0 0 | 0 0 | 1
f2
e 1 0 -1 0 =1 ] 0 0 | 0
f9
f,|] O 0 0 0 0 | 1 0 | 0
(5]
£, [0 0 0 0 0 [0 1 | 0] (4.7)

De esta manera se procede a la obtencion de las variables de estado obteniendo antes

que nada u en base a la ec. (3.12):
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(4.8)

w0
R, (4.9)

Para la obtencion de la variable A se aplica ec. (3.14) la cual queda expresada de la

siguiente manera:

i o i Lo 0 0 o
00 0 0 o] 1 -1 Cll
00 1 0 ofllo ol O 0 0 410
& 2{[-1to o000 |
A=[]0 -1 0 0 of+|o 1 Ly 0 0 — 0 0
o “|l1 0 -10 -1 Czl
00 0 0 1] [0 0 R, o 0o o L o
LZ
0 0 0 -1 0[ 0 1 1
- - 0o 0 0 0 —
L C3_

Resolviendo da como resultado:

o111 1 1
L N 0
Cl Rl R2 CZRZ C3R2
0 0 1 0 0
CZ
A= ! IR T S S, (4.11)
CIRZ Ll CZRZ C3R2
0 0 0 0 1
C3
| R
L CIRZ CZRZ L2 C3R2

0 I -1

W (4.12)

0 0 O 1
R 0
B=|0(+0 1 !
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Resolviendo lo anterior queda que:

O_W'»—

B=| ¢ (4.13)

0
0

Para la obtener la variable de estado C se aplica la ec. (3.19) quedando expresada de la

siguiente manera:

Lo 0 0 o
Cl
1
0 — 0 0 0
Lo b 4.14
0000010}R —10000} 1 (4.14)
C= * ! 0 0 — 0 0
0000 0 014[01101014 c,
R, | J1o o o 1 0
LZ
o 0 0 o0 -
L C3_
Haciendo operaciones:
_CIR 0 0 0
c=| (4.15)

A B
CIRZ CZRZ C3R2

Aplicando la ec. (3.20) se obtiene la variable de estado D la cual queda de la siguiente

manera:
o] [1 0] o0 1]
o o' °J[R [ | (4.16)
0] [0 1]j o —10]
sz
quedando:
1]
D=|R, (4.17)
0
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Después de haber obtenido las variables de estado, las ecuaciones de estado quedan

expresadas conforme a las ecs. (3.11) y (3.18):

_1_(1_+1_] o L
_f4_ C (R, R, C,R,
0 0 b 0
67 C2
0 R E S
' CR, L, C,R,
“u 0 0 0 0
£z 1 N
| CR, C,R, L
y
f Loy 0 0
[20}_ CR,
f, 1 0 — 1 0 —
CIRZ C2R2

Py
qs

Pn

q2 |

O__;U‘»—A

k-

(e}

L 0]

(4.18)

(4.19)

Ahora para la obtencion de la funcion de transferencia se utiliza la ec. (2.22) donde se

sustituyen en ella los valores encontrados en las ecs. (4.11), (4.13), (4.15) y (4.17)

quedando:
_L[L+L] o Lo L]}
1000 0] | CG\R R, C.R, CiR, 18
1 R
0 0 — 0 0 1
G, o] [1 -0 0 0 o 01000 C, 0
o R 4] GR sfo o1 0 of- ! L —
6] | Lo by ! CR, L CR, CR, [ °
CR, C,R C,R, 00010 0 0 0 0 L 0
00001 | | . Ci o
CR, © TR, LR
(4.20)
Resolviendo
SS CICZCSLILZRZ } S4 CICZLILZ + Cl(j3LlL2 + C2C3L1L2 }
SHOMNE +S'C,C,LR, +C,C,L,R, } 1 g
1G, (9] +S’CL,+CL,+C,L, +C,L, ¥SCR,+1|A

S*C,C,L.L, +S*C,L, +C,L, ¥1
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donde
A=8°C,C,C,LL,R R, +S$*€CC,LL,R, +CC,LL,R +CC,LL,R,+C,C,L.L,R, +
+$’€,C,LRR,+C,C,L,R R, +C,L,L, +C,L L, #
+$*C,L,R, +C,LR, +C LR, +CL,R, +C,LR, +C,L,R, +SCRR, +L, +L, ¥R, +R,

(4.22)
De esta manera quedan las F.T de la siguiente manera:
$°€,C,CLL,R, +$'CC,LL,+CCLL,+CCLL,
+S'C,C,LR,+CC,L,R, +
2 et
G, (S)= +S"CL, +AC1L2 +C,L,+C,L, +SCR, +1 (4.23)
4 2 ™
G, (S) = s*C,C,L,L,+S*C,L,+C,L, 1 (4.24)

A

Trayectoria Causal-Lazo Causal

Usando el Bond Graph de la figura 4.2 se puede ver a simple vista que el sistema es de
quinto grado. Aplicando el procedimiento 3.1 se obtiene las variables de estado.
Para el llenado de la diagonal de la variable A se tiene:

1 1

a“: (4’3’2’2’3’4) + (43539797574) - CR CR
1M 1%

a,=0

a,=0

! a,=(121099,10,12) = - !

2522 352

a33 = (87699999638) =

Para el resto de la matriz de la variable A se tiene:

a,=0 a,=(8,8,6,99,54) = ! a,,=(12,12,10,9,9,5,4) = 1
C,R, CR,
1
a,5= 0 a, = 0 A,y = (89897) = C—
2
1
a, = 0 A, = 0 a; = (454’5)9’9’6’8) = CR
1-%2
332 = (7)7)8) - --],_11 a34 = (1 2’1 2)1 0)9)976’8) ==
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a, =(445909,1012) = CR, a,, =0
1 1
a,, =(838,6,99,10]12) =- a, =(1L1L12)=-——
CZ 2 Lz
a, =0 a, =0 a, = !
2 = 5 = =
5 5 54 C3
De esta manera la variable de estado A queda expresada de la siguiente manera:
_ ) . .
N ! ! 0
Cl le RQJ C2R2 C3R2
0 0 CL 0 0
2
4.25
Ao 1 11 . (4.25)
CR, L, C,R, CR,
1 o L1 1
CR, C,R, CiR, L,
0 0 0 S 0
L C3 i
Para la obtencion de la variable B se tiene:
bll = (172329374) = ]RI_ b21 = 0 b31 =0 b41 = O bSl =0
1
Quedando la matriz de la siguiente manera:
_L_
Rl
0
B=| (4.26)
0
. 0 J
Para la obtencion de la variable C se tiene:
1
Ci = (474737272920) = ClRl Cpp, = 0 Ci3 = 0 Ciy = 0 Cis = 0
1 1
¢y =(4,4,599.21) = Cp =0 c,; =(8,8,6,9.9,21) = —
CR, R,

ey = (121210992 =~ .
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Quedando la matriz C:

(— c lR 0 0 0 0
C= 11 (4.27)
1 1 1
0 - - 0
CIRZ CZRZ C3R2 J
Por ultimo se calcula la variable D:
1
d,, =(1,2,2,20) = R—l d, =0
Donde su resultado es:
(1
D=|R, (4.28)

Ahora para obtener la funcion de transferencia se obtiene:

Lazos individuales

Ll = (453a2a2a3’4) == 1 L2 = (4a5a9>9a5’4) = 1
CR,S C,R,S
1 1
L3 = (7a8>857) = - 2 L4 = (8a659a956’8) =
C,L,S C,R,S
L, =(12,109,9,10,12) =~ : L, =(12111112)=- : ;
C,R,S C,L,S
Lazos disjuntos
L. =L L = ' L -L.L - b
P ¢ LRSS T CC,RR,S?
L.=L -L - L. =L -L S S
P CCRR,S? o T ¢ CRL,S
L,=L, L=+ L,=L, L= '
#7 CCR,LS 0720 CCR,L,S?
L,=L, L=+ L, =L, L= L1
BT CLGR,LS o T ¢,CLL,S?
L,=L, L= L., =L,-L,-L,=- !
Tt T C,CR,L,S? BT ¢ C,CRRLLS!
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1 1

L.=L -L,-L =- L =L-L -L =-
pe C,C,C,R,L,L,S’ deo AT C,C,CR,R,L,S!

6

1

L, =L,-L,-L,=-
2o e C,C,CR,LL,S?

Sacando el denominador A de la ec. (3.24) no queda que:

Azl_‘ﬂ +L2 +L3 +L4 +EL5 +Lo _L13 _L14_L15 _Llo _L4o _L24 _Lze _Lss _L3o +L135 +
+L14<> +L13<> +L23e -

(4.29)

Sustituyendo los valores tanto de los lazos individuales como de lazos disjuntos en la
ec. (4.29) nos queda de la siguiente manera:

+ ! + ! + ! + ! + ! + ! + = ! + = ! +
SC,R, SCR, S°C,L, SC,R, SC,R, S°C,L, SC,C,LR, S°C,C,RR,

+ ! >+ ! + ! + = ! + = ! + = +
C,C,RR,S* SCC,.L,R, SC,C,L,R, SCC,LR, SCC,L,R, SC,C,LR,

+ ! + ! + ! + = ! + = !
s‘c,C,L,L,S, S‘CC,C.LRR, S'CC,C.L,RR, S°C,C,C,LL,R, 8CC,CiL,L,R,

(4.30)
Simplificando nos queda:

A=$°C,C,C,.L,L,R,R, +$*€,C,L,.L,R, +C,C,LL,R, +C,C,LL,R, +C,C,L L,R, ¥ (4.31

+$*€,C,LRR,+C,C,L,RR, +C,L L, +C,LL, + )

+$*€C,L,R, +C,LR, +C LR, +CL,R, +C, LR, +C,L,R, S CRR,+L, +L, +R,+R,

Trayecto Directo

Esta parte se obtiene sacando el numerado de la ec. (3.24), observando también que

existen dos trayectos directos, el primero queda:

P, =€2220 J1-L,-L,~-L,~L,—L,+L, +L,, +L,, + Ly, +Ly —Ly)  (4.31)

Sustituyendo en la ec. (4.31) los valores de los lazos individuales y disjuntos que no
tocan la trayectoria directa, queda expresado de la siguiente manera:

1 1 1 1 1 1 1

— + + + + + +
R, SCRR, SC,LR, SC,R,R, SC,RR, S°C,L,R, S°C,C,L,RR,
1 1 1 1 1
+ + + + +
s’c,c,LR,R, S§C,C,L,RR, S°C,C,LRR, S'C,C,L,L,R, S°C,C,Ci,L,L,RR,

P11 -

(4.32)
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El segundo trayecto directo queda como:
P, =(1,2,2,3,4,459,921)(1-L, - L, +L;) (4.33)
De igual manera como se hizo para obtener el primer trayecto, se sustituyen en la ec.

(4.94) todas las trayectorias que no tocan el trayecto directo quedando como:

1 1 1 1

P, = + 3 + + (4.34)
SCRR, SCC,LRR, SCCL,RR, SCCCLL,RR,

Al tener dos trayectos directos, significa la obtencion de dos Funciones de

Transferencia las cuales quedan expresadas de la siguiente manera en base a la ec. (3.24):

[fzo—‘ Gll G_, -
|= b (4.35)

fZlJ G21 e‘
Para G,,(S) queda:

Gy (8)="1 (4.36)

Sustituyendo la ec. (4.32) en la ec. (4.36) nos queda que:

s°¢,C,C,LLR, +$*€C,LL,+CC,L L, +C,C,L,L, *+
+$°€,C,LR, +CC,L,R, *+
+$°C,L,+CL,+C,L, +C,L, +SCR, +1

G,,(S)= A (4.37)
Para G,,(S):
P21
Gy (S)="2 (4.38)
A
Sustituyendo la ec. (4.34) en la ec. (4.38):
4 2 ™
G, (S) = S*C,C,L,L,+S°C,L, +C,L, 1 439)

A
Se aprecia que tanto los resultados obtenidos a través de la matriz de estructura unién

como los obtenidos por trayectoria causal-lazo causal son iguales mismos.
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4.2 Sistema Mecanico

El sistema mecanico que se modelara en esta seccion es el mostrado en la figura 4.3:

Figura 4.3 Sistema mecanico con multiples componentes

El diagrama en Bond Graph es:

1
c:-L
ki
2
Df"L';- | m MSEZ
L o,
1 ‘i/s,‘ 1
MSF—' 0> 415 01 44 2 |y
4 7
MSe,

Figura 4.4 Bond Graph del sistema mecanico

Matriz de Estructura Union

En base al bond graph de la figura 4.4 se procede a obtener los vectores clave los

cuales quedan expresados de la siguiente manera:
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i q, ] | f, | —ez ]
fe) f,
Ps . €6 f,
X = X = z= y=|1, U=|e, (4.40)
9 f € [ [
£ €
| P12 | 1 €12 | R
D=k D=k (4.41)

Teniendo los vectores clave se puede calcular D_, usando la ec. (3.1):

out

E+E L (4.42)

donde
L=H (4.43)

Asi mismo para obtener z se aplica la ec. (3.2) quedando asi:

1
f, 0 - 0 O Pe
= (4.44)
e, 0 0 k, O Qs
1
_f12_ | 0 0 0 ﬂ_ | P12 |
donde
F=dia l’k i k i¥ (4.45)
g]\ 19 m b 27 UJ .

Para la obtencion de la matriz de estructura unidn es necesario hacer uso de la ec. (3.3),

quedando expresada:
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0 0]e,
1 0| f,
0 0)fe,
0 1]|f,
0 0] e
0 0f|f
0 0f]|e,
0 0]]|e,

(4.46)

Para la obtencion de las variables de estado es necesario obtener # por medio de la ec.

(3.12) y sustituyendo valores queda:

-k,

(4.47)

De esta manera haciendo uso de la ec. (3.14) se le sustituyen los valores extraidos de

las ec. (4.45), (4.46) y (4.47) asi se obtiene la variable A:

0 -1
10
A=
0 1
0 0

donde el resultado es:

o -1 o
m
K, -2 g,
A- m
0o — 0
m
0o
L m

Bt o 1]

k, 0 0
o L o
m
0 0 Kk,
0 0 0
0
b
U
b
U
_b
U |

Ahora para obtener la variable de estado B utilizamos la ec. (3.15):

0
0
. (4.48)
1
U
(4.49)
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B= + |F o o

Haciendo célculos queda:

0 00

0 0 1

Ahora para obtener la variable C se aplica la ec. (3.19):

k, 0 0
0 1 0 -1 0
( 1o o oo
C=\0—1oo~+0[10—1 m
| . 0 0 k
Lo 1 o o] |o
0 0 0
dando como resultado:
o L o -1
m Uu
C=0 —L 0 0
m
0 1 0 0
b m -
Finalmente se calcula la variable D con la ec. (3.20):
[0 0 0] [0]
I ]
D:‘l 0o ol+olpPp oo
0 0 0] 0]
Resolviendo queda:
00 OW
D=[1 0 0]
0 00

De las ec. (3.13) y (3.18) se obtienen las ecuaciones de estado:

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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| 1 1 _ ;
£E11° o ¢ 9 0fq,] [1 00
f
L . 01 of|
. b b
S E TR e, (4.56)
f, 0o — 0 —— 1|9 0 00
m u ell
eo] Lo ® P |(lpe) Lo 0 1]
L m U
! 170q, |
110 0 =] Tooo o[,
P
g l=lo =L 0 o |[I"]+<l1 0 olle, (4.57)
m
1 q9
£, O — 0 o0 0 0 0]fey
L m i p12J

Teniendo las variables de estado se obtiene la Funcion de Transferencia recurriendo a

la ec. (2.22) donde se sustituyen los resultados de las ecs. (4.49), (4.51), (4.53) y (4.55):

= -

1
o Lo, ! 1ooo] |0 -~ 0 0 100
G, ()] Jo 0 0 — 0 -
[“W[ W m U o100 [k -2 %k, 21| ]o 1 o (458)
'GZI(S)‘=l1 0 0‘+0 -~ 0 o0 |[s - m u
m 0010 |o L o —Lilfooo
[Ga®] [0 00 o L o o m u
m 0001 |y b  _biifoo1
2
L m Ul
Resolviendo
G,(S)] [0 0 0 Sk, U s*u -S*m+ Sk,

G,(S)|=|1 0 0]+|—(S%k,U+Sbk, +kk,) —(S*U+Sb+k,) —(S?b+5Sk,) i
G,(S)| |0 0 0| | SkU+sbk +kk, SU+Sb+Sk,  Sb+Sk,
(4.59)
donde
A =UmS* + S’ (mb +Ub) +S* (k, U + k,m + k,U) + Sbk, +k k, (4.60)

La estructura de los resultados obtenidos queda como:
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fo) G, (S) G, G| 1,
f21| =G, (8 G,L(S) G, ||e,
£, G;,(S) G, (S) G5 | ey

Entonces las funciones de transferencia quedan expresadas:

2
G,,(S) = Sku (4.61)
S*U
G, (S)= (4.62)
A
3
G,\(S)= S'm+ Sk, (4.63)
4 3 ™ 2 o~
GZI(S)=Sm’u+S (nb+’L;bjS € m+k, U _ (4.64)
& U+Sbrk h
G, (S)=- A 2~ (4.65)
i .
G,.(S) = —‘%Sk% (4.66)
3 2 -
GSI(S):_GUJrSAbkaJkL 4.67)
3 2 -
G32(S)=—‘;U+SAb+Sk2* (4.68)
i .
G,.(S) = —‘;b%SkL (4.69)

Trayectoria causal - Lazo causal

Utilizando el bond graph de la figura 4.4 se obtienen los elementos que conforman a la
matriz A segun el procedimiento 3.1 observando antes que nada que el sistema es de cuarto
orden:

a, =0 a, =(6,6,3,132) = ;é a,=0a,=0 a, =(2,2,133,6) =k,
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b

a,, =(6,5,7,8,8,7,5,6) =—— a,, =(9,9,7,5,6) = -k,
m
b 1
a,, =(12,12,10,7,8,8,7,5,6) = — a, =0 a,, =(6,6,5,7,9)= —
u m
1
a; =0 ay, =(12,12,10,7,9) = U
b
a, =0 a, =(6,6,5,7,8,8,7,10,12) = —
m
a, =(99,7,1012) =k, a, =(1210,7,8,8,7,10,12) = _”Z
De esta manera la matriz A queda:
0 - kS 0 0
m
) b oy, b
A= 1m Ul (4.70)
0 — 0o -—
m u
0o P oy _b
L m Ul
Siguiendo el procedimiento, se contintia el calculo de la variable B:
b, =(1,132)=1 b, =0 b, =0
b,, =0 b, =(4,6)=1 b,, =0
b, =0 b,, =0 b, =0
b41=0 b42=0 b43=1
Sustituyendo los valores en la ec. (3.32) queda:
(1 0 0]
0 10
B= (4.71)
0 00
[0 0 1]
Para la obtencion de la variable C se tiene:
¢, =0 c,, =(6,6,5,7,81) = 1 c,=0 ¢, =(121210,7,81) = - 1
m u
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Cy =0 Cy =(6,6,31321) = i Cpy =0 Cypy =0

¢, =0 Cy, =(6,6,61) = IIH ;3 =0 €y =0

Sustituyendo los valores anterior en la ec. (3.19) queda:

o L o _1
m u
C=(0 - 1— 0O O (4.72)
m
1
o — 0 0
- m -
Obteniendo la variable D:
d, =0 d,=0 d; =0
d, = 1321 =1 d, =0 dy, =0
d,, =0 d,, =0 d,; =0

De esta manera, lo valores anteriores se acomodan en la ec. (3.20), la cual queda

expresada de la siguiente manera:

[0 0 0]
D:f 0 o; (4.73)

Para la obtencion de la Funcidon de Transferencia es necesarios adquirir los lazos

individuales y los lazos disjuntos.

Lazos individuales

L =€133663132 = —k—lz L, = €,57.88,7,56 = _ b
mS mS
] kz ™ k2
L, = €57.99,7,56 = - L, =€2,107,99,7,10,12 > T
b

L.=4€210,7,887,10,12 =——
5 e US
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Lazos disjuntos

k k kb
L14=L1'L4:"m,1u§4 Ls=L,-L; =_m’£lS3
Utilizando la ec. (3.28) sacamos el denominador:
A=1-€Q +L,+L,+L, +L,—L,, —L,, (4.74)
Sustituyendo
A=1+ k‘2+i+ k22+ k22+i+ k1k24+ k1b3 (4.75)
mS® mS mS® US" US mUS" mUS
Desarrollando el polinomio:
mUS* +S° @U+bm >S* €, U+k,U+k,m +Sbk, +kk,
A= - - - (4.76)
mUS
Al cual al numerador de la ec. (4.77) se llamard A, quedando la ecuaciéon como:
A
A=—"1 4.77
mUs* ( )

Trayecto Directo

Es necesario obtener el numerado de la ec. (3.28) y para esto es necesario mencionar
que existen nueve trayectos directos.

El primer trayecto que se obtiene de la entrada 1 a la salida 1:

P, =4€]132,2,133,6,6,5,7.8 1_21 -0) (4.78)
dando como resultado:
k
P, = ! 4.79
)= (4.79)

Calculando el segundo trayecto que va de la entrada 2 a la salida 1:

P, =(4,6,6,5,7.81)(1-0) (4.80)
siendo
1

El tercer trayecto directo va de la entrada 3 a la salida 1:

P, =(111210,7,8)(1-L,) (4.82)

resultando
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UmS’® -k, US

T
El cuarto trayecto es de la entrada 1 a la salida 2:
P, =€1321(0-L,-L,~L,—L,+0)

deduciendo que
_ €2US° + bmUS® +k,m>US* + bm*US®
- m>U’S*
El siguiente trayecto directo va de la entrada 2 a la salida 2:

P, =(4,6,6,3,13,21) (1-L,-L,)

P21

quedando

~k,m*US’ —-bm*US* - m*U’S’
P22 = m3u286

El sexto trayecto directo va de la entrada 3 a la salida 2 deduciéndose:

P, =(11121210,7,8,8,7,5,6,6,3,13,21)(1 - 0)
y resultando

~bUmS* - k, UmS’
Um*s*

P23 =

Séptimo trayecto va de la entrada 1 a la salida 3:
P, = €13,2,2,133,6,6,61 €-L,-L,
obteniendo

_ km*U’S” +k k,m*US’ +k,bm*US°

P31 m3u2s9

El trayecto directo nimero ocho va de la entrada 2 a la salida 3:
P, = €,6661 -L,-L,
dando como resultado:
m*U’S’ +k,m*US* + bm*US’
P, = 37124
m U°S

Finalmente el altimo trayecto va de la entrada 3 a la salida 3:

P,, = €1,12,10,7,8,7,5,6,6,61 -0 _

bUmMS’* +k, UmS*
T UnmSt

P33

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)
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La matriz con las funciones de transferencia dados en este sistema queda como:

[ fﬂ {G”@ G,(S) GB(S)} fll
|=

le\ G, (S) G, Gx(9)]|e, (4.96)

[leJ G5, (S) G,(S) G33(S)J enJ

Es necesario utilizar la ec. (3.24) y sustituir los valore obtenidos en cada trayectoria
directa:

Para G,,(S) se utiliza el valor de la ec. (4.79):

G,(S= P (4.96)
A1
mUs*
Simplificando da como resultado:
2
G, (S)=  US (4.97)
Al
Para G,,(S) se usa el valor obtenido en la ec. (4.81):
P12
G,(8)=—2— (4.98)
Al
mUS*
quedando
us’
G,8)=— (4.99)
Al
Para G,(S) se utiliza la ec. (4.83):
P13
G,;(8) = (4.100)
Al
mUS*
deduciéndose entonces
3 —
G, (5= —kS 4.101)

1

Para G,,(S) el valor correspondiente es el de la ec. (4.85):
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P21

G,,(S) = (4.102)
Al
mUS*
resultando
G, (S) = ‘n’u+bm}2+ bUS+k,m (4.103)
S°A,
Para G,,(S) usamos el valor de la ec. (4.87):
P22
G,(S)=—2— (4.104)
Al
mUS*
obteniendo
Gzz(S)z_S b.+swsb, (4.105)
Al
La ec. (4.89) es el valor para obtener G,;(S):
P23
G,(S)= (4.106)
Al
mUS*
el resultado es
X -
G, (S) = _SO+k, (4.107)
Al
Para G,,(S) el valor correspondiente a utilizar es el de la ec. (4.91):
P31
G, S=—7" (4.108)
Al
mUS*
sustituyendo el valores queda:
. 2
G (S) = - k,US” +k,bS +k k, (4.109)
Al
La ec. (4.93) se toma para obtener G,(S):
P32
G;,(S) = (4.110)
Al
mUS*

resultando
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SSQ+b ¥k, +b

G,(S=- 4.111
»(S) A ( )
Finalmente para obtener G,;(S) se utiliza la ec. (4.95):
P33
G (S)y=—7> (4.112)
AJ
mUS*
quedando
5 -
N k
G,,(S) =—“;“2f (4.113)
1

Los resultados obtenidos en los dos métodos de bond graph son los mismos valores

tanto en las variables de estado como en la funcion de transferencia.

4.3 Sistema de Nivel de Liquido

El sistema de nivel de liquido del cual se obtendran las variables de estado y su funcion

de transferencia es el sistema presentado en la figura 4.5.

Medidor
R, R4 de

k1 _%: v Flujo

Figura 4.5 Sistema de nivel de liquido

El bond correspondiente de dicho sistema se observa en la figura 4.6:
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RR, D,Y, RR,

T \. T

2 9 7
msrg———0—*4 i1t o0 42 apy,

3 5 B 11

4 £ 4

c.C, RR, cC, RR,

Figura 4.6 Bond Graph del sistema de nivel de liquido con varios componentes

Ya modelado el sistema de nivel de liquido se resolvera a continuacion por medio de la

matriz de estructura union y por trayectoria causal-lazo causal.

Matriz de Estructura de Union

Obteniendo los vectores clave se tiene:

q; » f; €3 f -
x—[ ] X{J Z_I: } y_[ ] u=f 4114
ds f Cs f,,

€, f,
s f;
Din = Dout = (4115)
€, f,
L €1 i
Aplicando la ec. (3.1) obtenemos:
_ ! 0 0 01 _
f, R, ©,
1
f, 0 R— 0 0 e,
= 2 1 (4.116)
f; 0 0 — 0]|¢
R,
| £ 0 0 0 1 {len
L R4 a

donde
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siendo

1

F = diag{l,l}
LG Gy

(4.117)

(4.118)

(4.119)

Para la obtenciéon de la matriz de estructura unién se sustituyen lo valores

correspondientes conforme a la ec. (3.3):

1770 0 | =1 =1 0 0 | 1
£, 00 ] 0 1 -1 -110

e, |1 0] 0 0 0 0 |0
es| |1 -1 ] 0 0 0 0 | O
e7201|0000|0
e,/ 10 1 ] 0 0 0 0 | O

f,] 0 0] 0 0 0 1 |0

(4.120)

Se procede a la obtencion de las variables de estado donde antes que nada es necesario

calcular u, por lo cual se sustituyen los valores obtenidos en las ecs. (4.117) y (4.120)

quedando:
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- . - a5 1
S 0 0 0 - o - - 1 0 0 0
R, 1 0 0 O 0 0 0 Of|R,
1 1
o — O 0 0 — 0 0
- R, 01 00 B 0 0 0O R, (4.121)
o 0o L of/loo1oljoooollo o L o
R, R,
0 0 0 L 100 0 1} |0 0 0 O] 0 0 0 L
| R4_ L R4_/
y el resultado es el siguiente
RS 0O 0 0
Rl
0 Rl 0 0
U= 2 ! (4.122)
0o 0 — 0
R3
0 0 O i
i R,
Para la obtencion de la variable A aplica la ec. (3.14) quedando:
1— 0 0 0 |_ .
R, 1 0
0 1 0 0 L 0
N (o OL(—l -1 0 0 R, e 4.123)
oo/ o 1 -1-1/lo o 1 oflo 1]llo L
R, L C,
0 0 0 L O 1
L R4_
Entonces al resolver la ec. (4.123) queda de la siguiente manera:
1 ( 11 ] 1
_ —+—
A= CAR R,y CR, (4.124)
1 11 1 1)
L CR, CzLR3 R, R4J
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Para la obtencién de la variable de estado B se hace uso de la ec. (3.15) y haciendo las

sustituciones correspondientes queda:

(e}

(4.125)

(4.126)

Obteniendo la variable de estado C se aplica la ec. (3.19) en la cual se sustituyen las

ecs. (4.119), (4.120) y (4.122):

Realizando operaciones resulta:

Lo 0 o,

R, 1
1

0 — 0 0 |[;
RZ

o o L offo

R3

o o o L

R,

11

C CIRZ CZRZ

0 1

L C.R,

(4.127)

(4.128)

Aplicando la ec. (3.20) y sustituyendo en ella los valores obtenido en las ecs. (4.120) y

(4.122) se encuentra la variable de estado D:
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LI S 01_
R, 0]
1
0] fo 1 0 0]| 0 N 0 0 1lo
D=| |+ © (4.129)
0] ]J0o 00 I]fo o — o [|O
R3
o o o _[|LO
L R4_

Resolviendo las operaciones anteriores se obtiene lo siguiente:
D=} (4.130)

Después de haber obtenido las variables de estado, las ecuaciones de estado quedan:

1 ( 1,1 j 1
f3 "c|lrR TR 3 1 -
|: }: CAR R, R [q }[ } I (4.131)

I I
f9 B 3
[ }JCIRz R {q} (4.132)

fl, [ 0 qs
C,R,

Ahora para la obtencion de la funcion de transferencia se sustituyen los valores

obtenidos en las ecs. (4.124), (4.126), (4.128) y (4.130) en la ec. (2.22) quedando:

-1

(R 1(1 s A 1
[G“(S)-‘: 0 L|CR,  CR,||g 1o ~ CILR1 R2J C,R, 1 (4.133)
6] (o] | o L 01 1 S ) o
C2R4 Cle Cz R3 2 4
Resolviendo la parte inversa de la ecuacion resulta:
1 1 1 1
G (S) - S+ + + 1
" — CR, C,R, CR, CR, C,R; - (4.134)
G,©®) | o :
C,R, CR,
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donde el A es:

ofse e [t ek e ook (el ) s

+ + +
k ClRl C1R2 C2R4 C2R2 C2R3

Resolviendo la ec. (4.135) queda como:
) S S S S 1 1 1 S
S7+ + + + + + + +
C2R4 C2R2 C2R3 CIRI C1C2R1R4 CICZRIRZ C1C2R1R3 CIRZ (4136)
+ ! + !
C,C,R,R, C,C,R,R,

Multiplicando la ec. (4.136) por 812 nos queda:

R R SR S 1 N 1 N 1
C,R,;S CR,S CRS CRS CCRR,S  CCRR,S CCRRS (4137)

A=SZ(1+

+ ! + ! + !
C,R,S C,C,R,R,S*> C,C,R,R,S’
Al desarrollar el polinomio queda:

}c.C,RR,R,R2+SCRR, &R, +R,R, +R R, ¥SC,R,R:Q, +R, *+

C,C,®,R, +R,R, +R,R, +R R, +R,R, ]
A= (4.138)
C,C,R,R,R,R,

De esta manera, el numerador serd llamado A, , quedando entonces:

A
= ! (4.139)
C,C R,R,R R,
Retomando la ec. (4.134) se sustituye en ella la ec. (4.139):
SC,R;R, +R,;+R,
(Gn(s)]: C1C2R2R3R4 C1C2R1R2R3R4 (4140)
(G, (S) - A,
C,C,R,R,
Asi mismo resolviendo para G,,(S):
G“(S):SCZR3R4+R3+R4 (4.141)
Al
Y resolviendo para G,,(S):
R R
G, (S)=—"- (4.142)
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Trayectoria Causal - Lazo Causal

Aprovechando la figura 4.6, se puede observar que nuestro sistema es de segundo
orden; de esta manera obtienen las trayectorias causales y los lazos causales requeridos.
Asi mismo usando el procedimiento 3.1 se comenzard por encontrar los términos que

conforman a la matriz A:

1{1 1) 1

a, = |€223 ) €45543 =- C—L— T J a,, =(8,8,6,5,5,4,3) = c

2°%2

1

a, =(3,3,4,5,5,6,.8) =

17%2

a,, =4€7,78 465568 > €10,]1111108 > _CI(RI+ L+ IJ

Resultando entonces

1) 1
C L R J C,R
A= AT 2 (4.143)
1 1 ( 111 }
- — +
L CiR, C2KR3 R, R4)

Para la obtencion de la variable B los términos quedan como:
b, =(13)="1 by, =0

Los valores obtenidos son sustituidos en la ec. (3.24) reflejando lo siguiente:

1
B= { } (4.144)
0

Para la obtencidn de la variable C se tiene:

¢, = 634559 =

c,=0
C1R2 12

1

‘ ~ 1
c, = €.8,6,559 =- c ¢, =(88,10,1L1112) = C

2°%2 2°%4

Donde los estos valores se sustituyen en la ec. (3.25) y dando como resultado:
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C- ‘ CR, (4.145)
1 1
!_ CZRZ C2R4
Finalmente, calculando la variable D:
d, =0 d, =0
La expresamos segun la ec. (3.26) quedando de la siguiente manera:
0
D= (4.146)
0

Para la obtencion de la Funcidén de Transferencia del sistema es necesario obtener las

lazos individuales asi como los lazos disjuntos.

Lazos individuales
L =6223 =- : L,=645543 =~ !
CR;S CR,S
: L4 = ea6a5>556a8:= - !
R,C,S

L =¢778 =—
} “ GRS

L,= €I0ILILI08 =~
C,R,S

Lazos disjuntos
L.=L -L N S L =L -L N S
B CCRR,S T CCRR,S?
L,=L L= 1 L.=L, L=
P CCRR,S » 72 CC,R,R,S
L,=L,-L SR
? 72 CCRRS
Siguiendo la estructura de la ec. (3.24) se opta por tener primero el A:
A=1-€,+L,+L,+ L, +L, L ,-L,~L-L,—L, (4.147)

donde en la ec. (4.147) se realizan las sustituciones de los lazos individuales y disjuntos

descritos con anterioridad, queda:
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(11 1 1 1 1 1 1

+ + + + + + >+ 5
CRS CRS CRS CRS CRS CCRRS  CCRRS 1 e

1 1 1 )
+ 2 + 2 + 2
C,C,RR,S*> C,C,R,R,S> C,C,R,R,S

Desarrollando el polinomio:

J:c.c,RR,R,R2+SCRR, ®,R,+R,R, +R,R, ¥SC,R,R?Q, +R,

+SC,C, QR,R,+R,R, +R,R, +R,R, +R R, _
A= . (4.149)
S’C,C,R,R,R,R,

Donde al numerador de la ec. (4.149) se le llamara A, que dando entonces:

A
A= 1 (4.150)
S°C,C,R,R,R,R,

Travecto Directo

Resolviendo la estructura de la ec. (3.24), (a continuacion el numerador
correspondiente a cada trayectoria existen).
La primera trayectoria directa es de la entrada 1 a la salida 1 quedando:

P11 = (39374955599E1_L3 _LS) (451)

Y realizando las sustituciones de los lazos individuales y disjuntos que no tocan el
trayecto queda:
_ SC,R,;R, +R; +R,

P, = 4.152
" (CC,R,R,R,S’ (4.152)

La segunda trayectoria va de la entrada 1 a la salida 2 quedando expresada de la
siguiente manera:
P, =(1,3,3,4,5,5,6,8,8,10,1 L1 1,12) (1-0) (4.153)
Sustituyendo los valores indicados en la ec. (4.153) queda entonces:

1

p=_ - 4.154
" C,C,R,R,S’ (#4159

Asi la estructura de las Funciones de Transferencia del sistema de nivel de liquido

queda como:
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f9 Glle,a -
<o
le !_(}21e

Para G,,(S) le corresponde la ec. (4.152) resultando:

P1l

Al
S°C,C,R,R,R,R,

Gn(s) =

y haciendo las operaciones correspondientes obtenemos:

SC,R;R, +R;+R,

G, ()= A,
Para G,,(S) le toca la ec. (4.154) quedando:
P
G,,(S) = Azll
S°C,C,R,R,R,R,
y el resultado es:
R,R
G, (S = ,1A :

1

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

Se puede observar que los valores obtenidos a través de la matriz de estructura union

como de trayectoria causal-lazo causal son los mismos; cabe mencionar que tanto por un

método como por otro se obtiene todas las funciones de transferencia relacionadas con este

sistema.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado ejemplos del método tradicional (diagramas de bloque,
ecuaciones diferenciales, etc) asi como del método de Bond Graph (Matriz de estructura de
unién y Trayectoria Causal- Lazo Causal), demostrando que el método de Bond Graph es
mas eficiente sobre los métodos tradicionales a la hora de modelar un sistema fisico y
adquirir las variables de estado y Funcion de Transferencia. Ademas, el método de Bond

Graph es mas facil, rapido y practico aun cuando aun cuando utiliza elementos como es la

ecuacion G sz D+C€l- A B: empleada también en el método tradicional.

Conocido las sencillas reglas que se plantean en Bond Graph que son muy faciles al
aplicarlas a sistemas fisicos como fue el caso de sistemas eléctricos, mecanicos y de nivel
de liquido, es suficiente para comenzar el modelado de sistemas dindmicos mas grandes

que en el método tradicional resultaria imposibles de resolver.
Por otro lado se deja abierto para aportaciones sobre la aplicacion no sélo en el ambito

de sistemas eléctricos, mecanicos y nivel de liquido, sino que en sistemas como biologicos,

economicos, estadisticos, quimicos, etc.

120



Referencias

1. LAZARO Castillo, Isidro I. Ingenieria de sistemas de control continuo. México. Ed.

COECYT. 2008.
2. NICE, Norman S. Sistemas de control para ingenieria. México, Ed. CECSA. 2006.

3. OGATA, Katsuhito. Ingenieria de control moderno. México. Ed. Pearson Prentice Hall.

2007.

4. ROSENBERG, Ronald C. ; KARNOOP, Dean C. Introduction to physical system
dynamics. Estados Unidos de América. Ed. McGraw-Hill. 1976

5. Técnicas de Control, Basadas en el Dominio Fisico para Sistemas LTI MIMO.
Aplicacion a la Maquina Sincrona, Universidad Auténoma de Nuevo Leon. Gilberto

Gonzalez Avalos. 2004.

121



