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Resumen

La energia juega un papel muy importante cuando se tienen sistemas conformados
por diferentes dominios fisicos y mas atin cuando las energia interactia entre ellos,
por lo que obtener el modelo matematico de un sistema mediante la teoria clasica
que hace uso de leyes y teoremas en la mayoria de los casos puede resultar bastante
tedioso y confuso, ademéas de que puede tomar un tiempo considerable el modelar
un sistema. Es por eso que en este trabajo de tesis se presentan los conceptos bésicos
para la descripcion de un sistema mediante el modelado con Bond Graph el cual
es una manera de modelar sistemas de diferentes dominios de energia de manera
grafica y sencilla .

Se dan a conocer los conceptos y elementos de la teoria de Bond Graph necesarios
para poder realizar un modelado, se presentan ejemplos de circuitos eléctricos para
poder comprender los pasos, reglas y procedimientos que se deben seguir para un
correcto modelado con Bond Graph, ademas se introduce el concepto de causalidad
el cual es uno de los pilares fundamentales de esta teoria. Mediante esta herramienta
de modelado se tiene la particularidad de que se minimiza el tiempo de obtencién del
modelo matematico de un sistema, lo cual se traduce en la obtencién de resultados
de una simulacion en un corto periodo de tiempo.

También se explica porqué es importante el analisis de la respuesta a la frecuencia
en sistemas, el cual se hace a partir de la funcién de transferencia de un sistema,
ademas de que una vez que se obtiene la funcion de transferencia se puede disenar
un controlador para obtener la respuesta deseada ante una entrada en el sistema.

Se describe la manera de obtener la funcién de transferencia de un sistema a partir
de las variables de estado, donde éstas se determinan a partir del modelo en Bond
Graph en causalidad integral, después se describe matematicamente la relacién que
existe entre aplicar causalidad integral o causalidad derivativa a un sistema.

Por 1ltimo, se describe un nuevo procedimiento por el cual es posible determinar
la funciéon de transferencia de un sistema de manera rapida y sencilla insertando
un nuevo elemento de disipacién de energia multiplicado por la variable compleja s
en cada union donde existe un elemento de almacenamiento de energia, todo esto
cuando se tiene el Bond Graph del sistema en causalidad integral, posteriormente a
este Bond Graph se le cambia la causalidad a derivativa y se obtienen sus variables
de estado, obteniendo asi la funciéon de transferencia del sistema. Este nuevo proce-
dimiento se ejemplifica mediante dos casos de estudio, el primer caso serd un motor
de cd y el segundo caso de estudio serd un sistema de nivel de liquido conformado
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por dos tanques, finalmente se dan las conclusiones obtenidas durante la realizacion
de este trabajo de tesis.
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Abstract

The energy plays an important role when you have made up different physical do-
mains and more when energy interacts between them, so you get the mathematical
model of a system using the classical theory that makes use of laws and theorems in
most cases it can be quite tedious and confusing, also you can take a considerable
time modeling a system.That’s why in thi thesis the basic concepts for the descrip-
tion of a systema are presented using Bond Graph which is a way to model systems
of different power domains graphically and easily.

Disclosed concepts and elements of Bond Graph theory necessary to perform mode-
ling, examples of electrical circuits are presented to understand the steps, rules and
procedures that must be followed for a correct modeling with Bond Graph, further
introduces the concept of causality which is one of the cornerstones of this theory.
Through this modeling tool has the peculiarity that the time to obtain the mathe-
matical model of a system, which results in obtaining simulation results in a short
period of time is minimized.

It also explains why it is important to analyze the frequency response systems, which
is based on the transfer function of a system, and that once the transfer function is
obtained can be designed a controller for obtain the desired response to input into
the system.

Described how to get the transfer function of a system from the state variables,
where they are determined from Bond Graph model in integral causality, then the
relationship between implementing integral causality or derivative causality is des-
cribed mathematically.

Finally, a new procedure by which it is possible to determine the transfer function
of a system quickly and easily by inserting a new element of power dissipation
multiplied by the complex variable s at each junction where a storage element exist,
all this when you have the Bond Graph in integral causality of the system, then this
Bond Graph is changed to derivative causality and state variables are obtained, thus
obtaining the transfer function of the system. This new procedure is exemplified by
two case studies, the first case is a dc motor and the second case study will be a
liquid level system that consists of two tanks, finally give the conclusions obtained
during the thesis.
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1 Introduccion

1.1. La respuesta a la frecuencia en sistemas

Cuando se desea utilizar y controlar un sistema real, una de las cosas que debemos
saber primero es conocer como se comporta el sistema si se aplican diferentes senales
de entrada. Una manera para encontrar la respuesta del sistema es aplicar una senial
de prueba a la entrada y observar la salida del sistema. Aunque es posible utilizar
diferentes senales, una entrada senoidal es simple y muy 1til como la senal de prueba
por que generalmente la respuesta del sistema es también una senal senoidal pero
con una amplitud y fase diferentes a la senal de entrada. El andlisis de la respuesta a
la frecuencia es una version especial de la respuesta dinamica del sistema y consiste
en analizar la salida del sistema en términos de amplitud y fase cuando distintas
seniales de entrada senoidal se aplican al sistema.

Estas son las principales razones por las cuales el analisis de la respuesta a la frecuen-
cia es muy importante. Especialmente, las mediciones de respuesta a la frecuencia
pueden ser usadas para cuantificar directamente el rendimiento del sistema y direc-
tamente disefiar el controlador requerido. Esto es un avance muy significativo para
los métodos de identificacién de sistemas por que la mayoria de métodos para iden-
tificar la dindmica de un sistema a partir de datos de entrada y salida no pueden ser
usados directamente para el andlisis y diseno. Tipicamente se requiere mayor proce-
samiento y manipulacién de datos antes de que puedan ser usados. Con la respuesta
a la frecuencia tenemos exactamente lo que necesitamos.

El analisis de la respuesta a la frecuencia es también muy util porque la senal
senoidal es una senal de prueba muy conocida que tiene algunas propiedades muy
importantes:

= Solamente se utiliza una frecuencia cada vez y la amplitud de la senoidal
puede cambiarse para cada frecuencia. Esto significa que si el sistema tiene
una fuerte resonancia en ciertos valores de frecuencia, la amplitud de entrada
puede ser reducida para prevenir cualquier dano al sistema. De la misma forma,
si el sistema tiene una ganancia muy pequefia en cierto rango de frecuencias
entonces es posible incrementar la amplitud de la senal de prueba.

= El método es muy selectivo con respecto a la frecuencia por lo cual puede
rechazar ruido en la estrada excelentemente y de forma controlable.

= Otras senales de prueba distintas a la senal senoidal exhiben problemas con las
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no linealidades en el sistema por lo que se requieren técnicas especiales para
cada caso.

Se debe saber que la informacién que se busca en el analisis de un sistema de control
es normalmente la respuesta temporal de éste, sin embargo, la respuesta temporal
es dificil de obtener analiticamente a causa de la cantidad de calculos que implica.
Por consiguiente la respuesta a la frecuencia de un sistema de control se obtiene
a menudo por medio de métodos graficos (representaciones polares y rectangulares
tales como los diagramas de Nyquist y Bode), donde el punto de partida para el
analisis de respuesta en frecuencia es la funcién de transferencia.

También, es importante mencionar que el analisis a la respuesta en frecuencia es
considerado como pasado de moda por algunos investigadores. En algunos lugares
ni siquiera se ensefia en los cursos de dindmica de sistemas. Ciertamente se desa-
rroll6 muchos afios atras, pero para el ingeniero de control en la vida real, es una
herramienta muy valiosa y practica para encontrar un buen diseno, por lo que cada
ingeniero de control deberia conocerla.

1.2. Objetivo

El objetivo de este trabajo de tesis es dar a conocer y promover la herramienta de
Bond Graph que puede ser utilizada para determinar la respuesta a la frecuencia de
algunos sistemas fisicos y de esta manera demostrar la simplicidad, rapidez y efi-
ciencia que se tiene mediante el uso de Bond Graph contra algin método tradicional
de modelado de sistemas eléctricos, mecanicos, etc.

1.3. Justificacion

Debido a la gran variedad de dominios de energia que se tienen en un sistema, es
necesario tener las herramientas para el modelado y andalisis que permitan estudiar
el sistema en un mismo dominio de energia, esto se logra mediante el uso de la
herramienta de Bond Graph, es por eso que se pretende dar a conocer esta técnica
que tiene tiempo que fue desarrollada pero que no es muy utilizada en el area de
control para la formulacion del modelado de sistemas, debido a que esta técnica es
rapida, grafica y muy eficiente, con lo cual ayuda a simplificar pasos matematicos y
obtener resultados en poco tiempo en comparacion con los métodos tradicionales.

1.4. Metodologia

Un modelo matematico de un sistema se define como un conjunto de ecuaciones que
representan la dindmica del sistema con una cierta precisiéon. Los modelos mate-
maticos pueden adoptar muchas formas distintas, dependiendo del sistema del que
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se trate y de las circunstancias especificas. Para esto, existen técnicas diferentes
las cuales pueden ser una mas conveniente que otra como diagramas de bloques y
métodos matematicos; los cuales se apoyan de leyes como de Kirchhoff, Newton o
Bernoulli, obteniendo asi las variables de estado y la funcién de transferencia donde
esta ultima hace uso de la Transformada de Laplace.

Para realizar esta tesis primero se inicia con el estudio de lo que es un sistema,
después se daran a conocer los elementos, procedimientos y reglas para realizar un
modelado con Bond Graph. Se analizaran dos casos de estudio donde se obtendra su
respuesta a la frecuencia empleando este método, con ello se demostrara la eficiencia
y rapidez de Bond Graph. Al final se dan las conclusiones y recomendaciones acerca
del uso de Bond Graph para determinar la respuesta a la frecuencia de un sistema.
Se hace uso de lapiz y papel para resolver el modelado de los ejemplos planteados.
Debido a la complejidad de algunas ecuaciones se usa el software Mathematica para
resolver las operaciones matriciales y simplificar algunas ecuaciones que de realizar
a mano implicarian tiempo y posibles errores a la hora de resolverlas.

1.5. Contenido de la tesis

La presente tesis consta de 5 capitulos que se encuentran descritos de manera general
y organizados de la siguiente manera:

En el capitulo 1 titulado "Introduccion” se presenta la importancia sobre este trabajo
de tesis utilizando la herramienta de Bond Graph, destacando lo importante que
es modelar un sistema para conocer cémo es que se comporta éste, se menciona
también por qué es importante obtener la respuesta en frecuencia de sistemas, se da
el objetivo, la justificacién y la metodologia que se seguird en esta investigacion.

En el capitulo 2 titulado "Modelado en Bond Graph y Respuesta a la Frecuencia" se
da la definicién de un sistema y su clasificacion, también se explica que es modelado
y su importancia. Posteriormente, se explica que es Bond Graph y cuales son los
elementos basicos necesarios para realizar un modelo, se dan a conocer las reglas y
procedimientos para hacer un correcto modelado mediante Bond Graph, esto se de-
muestra mediante el modelado de algunos circuitos eléctricos, por tltimo se describe
el procedimiento para obtener la estructura de unién y a partir de ésta obtener la
representacion en espacio de estados, esto también se demuestra con el ejemplo de
un circuito eléctrico.

En el capitulo 3 titulado "La Respuesta a la Frecuencia de un Sistema Modelado
en Bond Graph" se da una breve explicacion de la importancia del modelado en
espacio de estados y el uso de la funciéon de transferencia para analizar sistemas,
asi mismo se presenta el procedimiento tradicional que se sigue para determinar la
funcion de transferencia a partir de las ecuaciones de estado. También se presenta
la manera de obtener la matriz estructura de unién cuando a un Bond Graph se le
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aplica causalidad derivativa y como a partir de ésta se obtiene la representacién en
espacio de estados de un sistema.

Posteriormente se demuestra matematicamente y mediante un ejemplo la relaciéon
que existe entre un Bond Graph en causalidad integral y un Bond Graph en causali-
dad derivativa, demostrandose que teniendo la relacién constitutiva F' y las variables
de estado A, B, Cy D del Bond Graph en causalidad integral es posible determinar
las variables de estado A*, B*, C* y D* del Bond Graph en causalidad derivativa.

Por 1ltimo se presenta un procedimiento por medio del cual es posible determinar la
funcion de transferencia de un sistema de manera sencilla y en unos cuantos pasos,
mediante la introduccién de un nuevo elemento de disipacion en cada unién donde
existe un elemento de almacenamiento de energia, esto se realiza cuando se tiene
el Bond Graph en causalidad integral, ahora llamado Bond Graph Transformado, a
éste se le cambia la causalidad integral por causalidad derivativa, obteniéndose el
Bond Graph de Frecuencia, del cual se obtendra la funcién de transferencia de un
sistema, todo esto se muestra mediante un ejemplo.

En el capitulo 4 titulado "Casos de Estudio" se analizan dos sistemas, de los cuales
se obtendran sus funciones de transferencia por el método descrito en el capitulo
3, el primer caso corresponde al motor de cd y el segundo caso corresponde a un
sistema de nivel de liquido con dos tanques.

Por ltimo en el capitulo 5 titulado "Conclusiones y Recomendaciones" se presentan
las conclusiones a cerca de este trabajo de tesis asi como las recomendaciones para
futuros trabajos con este tema y por ende dar a conocer aiin mas la herramienta de

Bond Graph.



2 Modelado en Bond Graph y
Respuesta a la Frecuencia

2.1. Introduccion

En la actualidad el control automatico representa un papel muy importante para el
avance de la ingenieria y la ciencia. Por lo que representa una gran importancia en los
sistemas de vehiculos espaciales, guiado de misiles, control numérico de las maquinas-
herramienta de las industrias de manufactura, en el diseno de sistemas de pilotos
automaticos en la industria aeroespacial, y en el disefio de automoviles y camiones
en la industria automotriz. También es esencial en las operaciones industriales como
el control de presion, temperatura, humedad, viscosidad y flujo en las industrias que
realizan diferentes procesos [9].

Gracias a los avances que se han tenido en el control automatico se puede obtener
un desempeno 6ptimo de los sistemas dindmicos, mejorar la productividad, alige-
rar la carga de muchas operaciones manuales repetitivas y rutinarias, asi como de
otras actividades, es por esto que los ingenieros y cientificos deben tener un buen
conocimiento de este campo [9].

Es muy importante entender y ser capaz de determinar la respuesta dindmica de un
sistema, ya que esto se hace continuamente en la ensenanza de la ingenieria y debido
a que ahora las computadoras digitales se han vuelto més baratas y compactas, se
usan cada vez mas cémo parte integral de los sistemas de control, por ejemplo en
sistemas mecanicos, procesos quimicos, biolégicos, biomédicos, econémicos y otras
muchas areas.

2.2. Sistema

Un sistema es aquel que se define como una combinaciéon de componentes que in-
teractiian conjuntamente para realizar un objetivo determinado [9]. Donde un com-
ponente es una unidad particular en su funciéon dentro del sistema. Esta definicion
no se limita a los sistemas fisicos, se puede aplicar también a fenémenos dindmi-
cos abstractos, tales como los que se encuentran en la economia, el transporte, el
crecimiento poblacional y la biologia [8].
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Un sistema se llama dinamico si su salida en el presente depende de una entrada
en el pasado; por el contrario si su salida en curso depende solamente de la entrada
en curso, el sistema se conoce como estatico. Se dice que la salida de un sistema
estatico permanece constante si la entrada no cambia. En un sistema dinamico la
salida cambia con el tiempo cuando el sistema no esta en un su estado de equilibrio
[3].

Es importante resaltar el hecho de que no es necesario conocer el funcionamiento
interno de un sistema, o como actian entre si los diversos elementos, para poder
caracterizar éste. Para ello, solo se necesita conocer la relaciéon que existe entre la
entrada y la salida del proceso que realiza el mismo principio (principio de caja
negra). El aspecto mas importante de un sistema es el conocimiento de su dindmica,
es decir, como se comporta la senal de salida frente a una variacion de la senal de
entrada. Si se tiene un conocimiento preciso de la relacion entrada/salida es posible
predecir la respuesta del sistema y asi seleccionar una accion de control adecuada
para mejorarla.

En cualquier sistema fisico, la energia puede almacenarse, disiparse o intercambiarse
y cuando se unen dos sistemas, aparecen distintos flujos de potencia entre ellos. En
la Figura 2.1 se muestra la representacion de un sistema mediante diagrama de
bloques.

Sistema
Entrada Salida

Figura 2.1: Representacion de un sistema mediante diagrama de bloques.

2.2.1. Clasificacion de Sistemas

Los sistemas se pueden clasificar en sistemas lineales y no lineales, otra posible
clasificacion los divide en sistemas variantes o invariantes en el tiempo.

= Sistemas lineales: Estos sistemas son aquellos que pueden ser descritos me-
diante ecuaciones diferenciales. La propiedad mas importante de los sistemas
lineales es que permiten el principio de superposicion. Este principio establece
que la respuesta producida por la aplicacién simultdnea de dos funciones de
excitacion diferentes o entradas, es la suma de dos respuestas individuales.
En consecuencia, en los sistemas lineales la respuesta a varias entradas puede
calcularse tratando una entrada cada vez y después sumando los resultados.
Como resultado del principio de superposicién, las complicadas soluciones de
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las ecuaciones diferenciales lineales se pueden obtener de la suma de solu-
ciones simples. Esta propiedad puede utilizarse para determinar de un modo
experimental si un sistema es o no lineal.

= Sistemas no lineales: Estos sistemas son aquellos que no son lineales; es de-
cir se caracterizan por ecuaciones diferenciales no lineales. Para este tipo de
sistemas, el principio de superposiciéon no es aplicable. En general, los procedi-
mientos para encontrar la solucién de problemas que involucran tales sistemas
son extremadamente complicados. A causa de la dificultad matematica que
representan los sistemas no lineales, con frecuencia es necesario linealizarlos
alrededor de una condicién de operacion. Una vez que un sistema no lineal
se aproxima mediante un modelo matematico lineal, se deben usar términos
lineales para propositos de andlisis y disefio. En la Figura 2.2 se muestran
algunos ejemplos de sistemas no lineales.

A A A

Saturacion de un operacional Caracteristica cuadratica Zona muerta
de un diodo

Figura 2.2: Sistemas no lineales.

Los sistemas lineales son usualmente descritos matematicamente en uno de los si-
guientes dominios: dominio del tiempo y dominio de la frecuencia.

2.3. Modelado

En la actualidad cada vez es mayor la necesidad de modelar y simular sistemas
dinamicos y se ha vuelto cada vez mas importante en el proceso de diseno y analisis
debido a que con la simulacién podemos obtener el comportamiento del sistema y
por lo tanto, también podemos obtener informacion critica sin la necesidad de tener
un prototipo de prueba el cual tiene un costo mucho mayor que el desarrollo de la
simulacién del mismo [1].

Es muy importante tener en cuenta que una descripciéon completa y precisa de un
sistema fisico puede resultar demasiado compleja y laboriosa, es por eso que debe-
mos modelar el sistema llegando a un compromiso entre la exactitud y la sencillez
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requeridas. En cualquier caso se debe garantizar que el modelo obtenido responda
a las exigencias iniciales del estudio, pues ello determina el rango de valides de un
modelo. De hecho, un modelo sera valido mientras se cumplan las hipétesis que han
permitido simplificarlo.

Mediante la aplicacién de las leyes fisicas a un sistema en especifico, es posible desa-
rrollar un modelo matematico que lo describa. Tal sistema puede incluir parametros
desconocidos, los cuales se deben evaluar mediante pruebas reales. Sin embargo,
algunas veces las leyes fisicas que gobiernan el comportamiento de un sistema no
estan completamente definidas, y la formulacién de un modelo matematico puede
resultar imposible. Si esto sucede, se puede utilizar un procedimiento de modelado
experimental. En este procedimiento, se somete al sistema a un conjunto de entradas
conocidas y se miden sus salidas. A partir de las relaciones de entrada y salida se
deriva entonces el modelo matematico [8].

Cabe mencionar que ningiin modelo matemético puede representar cualquier com-
ponente o sistema fisico con precision.

Para poder obtener el modelo matematico de un sistema se pueden seguir diferentes
metodologias de solucién; dentro de los métodos mas utilizados se encuentran el
método de la funcién de transferencia y el método de las variables de estado. La
funcién de transferencia es valida sélo para sistemas lineales, mientras que el método
de variables de estado es valido tanto para sistemas lineales como para sistemas no
lineales. En particular para este trabajo de tesis se utilizara la técnica llamada Bond
Graph, que se puede utilizar tanto para sistemas lineales como para sistemas no
lineales [7].

2.4. Bond Graph

2.4.1. Introduccion

La teoria de Bond Graph fue desarrollada por el profesor H. M. Paynter del Instituto
Tecnolégico de Massachussets, E.U. en el ano de 1961 y consiste en un procedimiento
por medio del cual el trabajo de obtener las ecuaciones diferenciales que describen el
modelo matematico de un sistema fisico pueda ser efectuado por una computadora,
esta técnica se encuentra posicionada entre el sistema fisico de cualquier proceso y
los modelos matematicos asociados a esté. Para que este concepto se lleve acabo
es necesario que la descripcion del sistema sea de forma clara, de manera que al
introducir los datos a la computadora se pueda llevar a cabo un procedimiento algo-
ritmico que permita obtener las ecuaciones diferenciales y su solucién. El lenguaje
en el que es posible transportar un sistema fisico a un diagrama gréfico y ser resuelto
por una computadora se conoce como Bond Graph [10].

Un Bond Graph son graficos de dominio independiente que describen el compor-
tamiento dinamico de los sistemas fisicos. Esto quiere decir que los sistemas de
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diferentes dominios de energia (hidraulico, mecanico, eléctrico, actustico, termodi-
namico, etc.) se describen de la misma forma, esto es una gran ventaja cuando se
tienen diferentes sistemas acoplados o trabajando en conjunto en un proceso ya sea
industrial, econémico o biologico. El modelado mediante Bond Graph es una pode-
rosa herramienta para modelar sistemas en ingenieria. Ademas los submodelos de
Bond Graph pueden ser reutilizados debido a que pueden ser vistos como una forma
de modelado de sistemas fisicos orientada a objetos. Un modelo en Bond Graph
permite conocer informacién sobre las interacciones de energia entre sus elementos,
lo que da origen a tener un mejor entendimiento de la dinamica del sistema.

Gracias a que Bond Graph es un método grafico, al tener modelado un sistema se
pueden observar de forma directa algunas caracteristicas o propiedades del siste-
ma, como pueden ser el orden (que estd ligado directamente con la dependencia
e independencia lineal de los elementos), la observabilidad y la controlabilidad sin
necesidad de realizar operaciones matematicas mas complejas como las requeridas
para conocer la observabilidad y controlabilidad utilizando métodos tradicionales
(con uso de ecuaciones diferenciales e inversién de matrices) [1].

En particular el modelado en Bond Graph representa un enfoque unificado para el
modelado y manipulacion de sistemas dinamicos de ingenieria que permite obtener
sus ecuaciones de estado, basado en una representacion grafica y la generalizacion
de los conceptos de variable de flujo y esfuerzo [2]. En un sistema dindmico existe
una coleccién de componentes que interactiian unos con otros a través de puertos
de energia, donde estos componentes describen como fluye la potencia a través del
sistema [5].

En un modelo de Bond Graph, un sistema fisico se representa por elementos pasivos
bésicos que pueden ser capaces de intercambiar potencia: resistencias (R), capaci-
tancias (C') e inercias (I). Aunque estos nombres sugieren una aplicacién directa en
sistemas eléctricos, son usados en otros dominios de igual forma. Generalmente mo-
delan: disipacion de energia, almacenamiento de energia potencial y almacenamiento
de energia cinética, respectivamente.

Cada elemento tiene uno o mas puertos de energia donde el intercambio de potencia
puede ocurrir. Esta potencia (P) es expresada como un producto de dos variables
conjuntas: esfuerzo (e) y flujo (f) en general como funcién de tiempo (t). Estos
nombres son usados extensamente en todos los dominios pero tienen un tinico nombre
en cada dominio. En un sistema eléctrico, es costumbre seleccionar el voltaje (o
potencial eléctrico) como la variable de esfuerzo, y la corriente como la variable de
flujo. En un sistema mecanico traslacional, la fuerza sera tratada como esfuerzo, y la
velocidad como flujo. En un sistema rotacional, el par es asumido como el esfuerzo,
y la velocidad angular como flujo. Variables adicionales son definidas: momento (p)
como la integral de tiempo del esfuerzo y el desplazamiento (q) como la integral de
tiempo del flujo. En la Tabla 2.1 se dan a conocer las variables generalizadas para
diferentes sistemas [11].
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Tabla 2.1: Variables generalizadas de algunos sistemas.

Sistema Esfuerzo Flujo Momento | Desplazamiento
Fisico () (f) (p) (a)
Mecanica Fuerza Velocidad Mﬁgfarito Desplazamiento
Traslacional f(N) Vi(m/s) PN ) X (m)
Mecanica Par VAGSgC;(lijrd hizgflr;o Angulo girado
Rotacional M (N -m) w(rad - s) H(N -m-s) 0 (rad)
Hidraulica Presion Caudal Momento Volumen
p (N/m?) Q (/) P (N-5/m?) (m)
. . Voltaje Corriente Flujo Carga
Electricidad
e(V) I (Amp) F(V-s) Q(c)
Sistemas Temperatura Flclgl(; rde Calor
Térmicos T (K
(k) () @
2.4.2. Componentes Basicos de un Bond Graph

El concepto de Bond Graph incluye el puerto y el bond, elementos, variables, cau-
salidad y relaciones constitutivas. En la Figura 2.3 se muestra el concepto bésico de
Bond Graph. Entre dos elementos, siempre existe un bond de energia, donde éste se
utiliza para acoplar los puertos de energia de los elementos del sistema. Cada bond
tiene dos variables de potencia, una es esfuerzo (e), y la otra es flujo (f) asociadas
a €l. La energia fluird a través del bond en cualquier direccién. Los puertos son
los lugares en los cuales se tiene la transferencia de energia entre los elementos de
un sistema. Se puede decir también que son los que realizan el contacto entre los
subsistemas.

.....

..........

Figura 2.3: Bond y puertos.

Un bond se representa mediante una semiflecha indicando la direccion de ésta cémo
fluye la energia entre los puertos al cual estd conectado, en la Figura 2.4 se muestra
su representacion [2].

10
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e(t)
f(t)

Figura 2.4: Bond con sus variables de potencia.

Bond Graph consiste de nueve tipos de elementos, estos son fuente de esfuerzo (S.),
fuente de flujo (Sy), inductor ([), capacitor (C), resistencia (R), transformador
(T'F), girador (GY'), unién-0 y unién-1. Estas designaciones se derivan de sistemas
mecatronicos, pero no se refieren a estas clases de elementos en otros sistemas. Los
elementos antes mencionados se pueden dividir en tres categorias: elementos puerto-
1, elementos puerto-2 y elementos puerto-3 o elementos multipuertos.

2.4.3. Elementos puerto-1

Los elementos puerto-1 incluyen elementos activos, los cuales tienen como funcion
suministrar potencia al sistema, su representacion se muestra en la Figura 2.5, y
los elementos pasivos, los cuales son los elementos idealizados porque no contienen
fuentes de energia, su representacion se da en la Figura 2.6. S, y S; son elementos
puerto-1 activos, representando fuente de esfuerzo (voltaje, fuerza o presion) y fuente
de flujo (corriente, velocidad o caudal), respectivamente. Los elementos I, C, y R son
elementos puerto-1 pasivos representando el inductor (almacenamiento de esfuerzo),
capacitor (almacenamiento de flujo) y resistencia (disipacion), respectivamente.

Se / Sf /

Figura 2.5: Elementos activos S, y 5.

Figura 2.6: Elementos pasivos.

11
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Existe otra forma de representar a una fuente con entrada de comando, y se muestra
en la Figura 2.7, que a diferencia de las fuentes normales sobre las que no se tiene un
control, las fuentes M Se y M .S f pueden ser controladas mediante una senal externa
o perturbacién proveniente de una parte del sistema o incluso de otro. La letra M
significa modulacién, propiedad de estas fuentes que permite variar la salida de la
variable de esfuerzo o de flujo [10].

MSe /MSf —

Figura 2.7: Elementos activos MS. y MSy.

2.4.4. Elementos puerto-2

Los elementos puerto-2 son dos elementos ideales, llamados transformador (T'F)
y girador (GY'), los cuales son sistemas lineales que cambian la relacién entre las
variables de flujo y esfuerzo. Caracterizandose por tener dos puertos, y una relacion
lineal entre esfuerzos y flujos. El transformador no crea, almacena o disipa energia,
éste conserva la potencia y transmite el factor de potencia con un escalar de potencia
que es definido por el médulo del transformador [2]. El girador que es usado en més
de los casos donde la potencia de un dominio fisico es transferida a otro.

Los bonds que representan a un transformador y a un girador se muestran en la
Figura 2.8, donde n y 7 son los modulos del transformador y del girador, respecti-
vamente.

€1 (t) TF €9 (t)
Al = fa(t) -
e1(t) oy es(t)
fi(t) = fa(t) :

Figura 2.8: Elemento transformador y de un girador.

La relacion de las variables de bond generalizadas para el transformador estan dadas
por:

e1(t) = ney(t) (2.1)

12
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hilt) = () (22)

y la relacién de las variables de bond generalizadas para el girador son:

e1(t) = rf2(t) (2.3)
1
fit) = ~ea(t) (2.4)

Es muy importante mencionar que estos elementos juegan un papel muy importante
para el modelado de la conversion de potencia de un dominio fisico a otro.

2.4.5. Elementos puerto-3 o multipuertos

Estos puertos-3 son llamados uniones dado que sirven para interconectar tres o mas
puertos de energia dentro de un subsistema. Estos puertos-3 representan una de
las ideas fundamentales del formalismo de Bond Graph, representan en forma de
multipuerto los dos tipos de conexiones (serie y paralelo) [2].

Se considera la uniéon-0 o unién de esfuerzo comun para la conexién en paralelo. En
la Figura 2.9 se representa esta union.

~
=

!

™

“

~

-~

~
(3]
()

el (t) €2 (t)

f1(t); N fa(t)

Figura 2.9: Union-0.

0

Las relaciones de interconexién que describen a la unién-0 estdn dadas por:

e1(t) = ea(t) = es(t) (2.5)

13
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fi(t) + fo(t) + f3(t) = 0 (2.6)

Estas ecuaciones especifican que en una unién-0, los esfuerzos en todos los bonds
son siempre iguales y la suma algebraica de los flujos es cero.

El otro elemento es la union-1 o de flujo comiin para la conexién en serie, su repre-
sentacion se muestra en la Figura 2.10.

€3 (t)
f3(t)

el (t) €2 (t)
F1(2) 7 N\ £2()

Figura 2.10: Unién-1.

Las relaciones de interconexién para la union-1 son:

fi(t) = fa(t) = f3(t) (2.7)

el(t) + 62(t) + eg(t) =0 (28)

Se observa que en esta uniéon-1, los flujos en los bonds son siempre iguales y la suma
algebraica de las variables de esfuerzo en los bonds es cero.

Las variables en Bond Graph incluyen esfuerzo, flujo, momento, desplazamiento,
potencia y energia. Las siguientes son variables y relaciones constitutivas de Bond
Graph (Thoma, 1975 y 1990; Karnopp, et al 2000).

e(t) es una cantidad de esfuerzo, y f(¢) es una cantidad de flujo. El producto del
esfuerzo y flujo es la potencia instantanea, P(t), fluyendo entre dos multipuertos. En
un sistema dinamico las variables de esfuerzo y de flujo, y por lo tanto la potencia,
fluctian en el tiempo.

P(t) =e(t)f(t) (2.9)

14
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El momento p(t), es definido como la integral de tiempo de un esfuerzo. Que es:

p(t) E/ e(t)dt :p0+/t e(t)dt (2.10)

Un desplazamiento variable, ¢(t), es la integral de tiempo de un flujo variable:

o(t) = / F(t)dt = g0 + / F(t)dt (2.11)

La energia, E(t), que ha pasado hacia dentro o fuera de un puerto es la integral de
tiempo de la potencia, P(t). Que es:

E(t) = / ' P(t)di= / e () (2.12)

La Figura 2.11 muestra la relaciéon entre las variables. En adicién a las relaciones
constitutivas de “ esfuerzo y momento” y “flujo y desplazamiento”, esto también
implica las relaciones constitutivas de los elementos I, C'; y R como:

g;q:O*e,C:g;e:R*f,RZE (2.13)

pzl*f,fzf . 7

\IC’

C l«—R—|

Figura 2.11: Relaciones entre las variables (Cellier, 2002).

La Tabla 2.2 muestra los elementos de disipacion R, almacenamiento de flujo C'y
almacenamiento de esfuerzo I para sistemas eléctricos, mecanicos e hidraulicos [5].

15
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Tabla 2.2: Puertos pasivos.

Elemento| Relacién Eléctrico Mecéanico Hidraulico

R Lineal v (t) = Ri(t) F(t)=bV (t) AP. = (t) = RQ (t)
No lineal v = (i) F=¢p((V) AP =p(Q)

o Lineal v(t)=4Jidt | F(t)=k [Vdt | P.(t)=C [ AQdt
No lineal v—@(é}) F(t =s0( ) P (t) =¢ (V)

7 Lineal i(t)=1 [vdt Vity==+1[Fdt| Qt)=1 [ AP.dt
No lineal | i(f) = ¢ (}) V() =¢(P) Q) = (1)

2.4.6. Bond activo

El bond activo utiliza sélo una de las dos senales, esfuerzo (e) o flujo (f) en una
direccion a diferencia de lo representado por una semiflecha que posee dos senales. Se
representa por una flecha completa como se muestra en la Figura 2.12 y representa
una senal con un consumo de potencia de cero, se utiliza para transmitir una senal
de flujo o esfuerzo de un bloque de un sistema a otro, sin que se consuma energia

[10].

A

P

Figura 2.12: Bond activo.

En la Figura 2.13 se muestra el uso de un bond activo [2].

N\
3

N2

S

7
/

6~

Figura 2.13: Ejemplo de un Bond Graph con un bond activo.
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El bond activo que entra a M S, indica que E(t) es modulada por e(t), asi, E(t) =
Gey(t), donde G es a ganancia de voltaje.

El bond activo viene de una unién-0, el voltaje ey(t) es el mismo que eq, e3 y e3.
Ademas, el bond activo tiene potencia cero debido a que se considera que la corriente
correspondiente a e(t) es despreciable. La suma de las corrientes en la union-0, se
debe unicamente a i1, iy € 3.

2.4.6.1. Detectores

Los detectores en la metodologia de Bond Graph son empleados como sensores de
medicién de alguna de las variables: esfuerzo y flujo, y son expresados por D, para
los detectores de esfuerzo y Dy para los detectores de flujo. Estos elementos no con-
sumen potencia, es por eso que se les considera como elementos de instrumentacion
ideales para la medicién. Su representacion grafica en Bond Graph se muestra en la

Figura 2.14 [10].
>
o

Figura 2.14: Detectores de esfuerzo y flujo.

2.4.7. Causalidad

La causalidad establece la relacion de causa y efecto entre los factores de potencia,
que son esfuerzo y flujo. En cada bond, la entrada y la salida son caracterizadas por
el trazo causal que se coloca al extremo de un lado de un bond. En la Figura 2.15a),
el esfuerzo es la salida de A y el flujo es la salida de B; en la Figura 2.15b), el esfuerzo
es la salida de B y el flujo es la salida de A. El esfuerzo y el flujo siempre se mueven
en direcciones opuestas. El trazo causal siempre indica la direccion de la senal del
esfuerzo.

17
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———— Sistema,

A ]ec I B Sis;fma
a)

| B

Sistema [————1 Sistema

AF———8B | 4

b)

L, | B

Figura 2.15: Trazo causal.

2.4.7.1. Propiedades del puerto causal

Cada tipo de puerto tiene un cierta propiedad causal. Las principales causalidades
son descritas a continuacion.

Causalidad necesaria: Esté tipo de causalidad sélo se aplica a los elementos
activos o fuentes en los cuales no puede asignarse una causalidad diferente.
Una fuente de esfuerzo solo puede proporcionar esfuerzo a los elementos de un
sistema y la de flujo solo flujo.

Causalidad integral: Esta causalidad tiene una gran importancia y se presenta
en los elementos almacenadores de esfuerzo y flujo. En el caso del elemento I
tiene una causalidad integral que se define como la integral de entrada e(t) y
se relaciona con la salida f(t).

£t 2 / e(t) dt (2.14)

Causalidad restrictiva: Esta causalidad se aplica al los elementos puerto-3
(uniones) e ideales puerto-2 (giradores y transformadores), ya que una vez
que se asigna la causalidad en alguno de sus bonds esta determinada la cau-
salidad de los demés en ese elemento y no puede ser cambiada. En la union-0
s6lo un bond lleva el trazo causal cerca de esta unién y en la unién-1 sélo un
bond lleva el trazo causal lejos de la union.

Causalidad derivativa: Este tipo de causalidad se presenta cuando un sistema
contiene elementos de almacenamiento de energia que no son dindmicamente
independientes, en una asignacion de causalidad integral, su representacion
para este caso es:

eft) = L (1)) (215)

Causalidad arbitraria: Esta se presenta en los elementos disipadores, no impor-
ta la causalidad integral, ya que esté elemento no tiene términos con definicion
integral en sus relaciones constitutivas.
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2.4.7.2. La causalidad derivativa en un Bond Graph

La causalidad derivativa se presenta cuando un sistema contiene elementos de alma-
cenamiento de energia que no son dindmicamente independientes, en un asignacion
de causalidad integral predefinida. Esto se presenta por ejemplo, cuando en un sis-
tema eléctrico, se encuentran dos capacitores en paralelo como se muestra en la
Figura 2.16 [2].

R

El Cl CQ

Figura 2.16: Circuito eléctrico en causalidad derivativa.

En la Tabla 2.3 se muestran las causalidades de los elementos que conforman el
modelado en Bond Graph [10].

Tabla 2.3: Causalidades para los elementos en Bond Graph.

’ Elemento \ Causalidad Restrictiva ‘
Union-0 —jo— —o— —o}—
Union-1 —1F 1 b— —41—

Transformador | —71TF'— ‘ —TFFH—
Girador HGY F ‘ —GY —
Causalidad Necesaria
Fuentes MS, — ‘ MSyb—
Causalidad
Integral \ Derivativa
Inercia —/ ‘ e
Capacitancia —C —HC
Causalidad Arbitraria
Resistencia —R ‘ ——R
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2.4.8. Procedimiento para la asignaciéon de causalidad en un
multipuerto

1. Considerar cualquier MS, o M Sy y asignar su causalidad necesaria y en se-
guida extender las implicaciones causales, usando las restricciones de 0, 1, T'F’
y GY que se muestran en el Tabla 2.3.

2. Asignar causalidad integral a los elementos C' e I respetando las restricciones
de la Tabla 2.3.

3. Escoger cualquier R que no este asignada y darle una causalidad arbitraria.
Extender las implicacion usando 0, 1, TF' y GY de la Tabla 2.3.

Se dice que un Bond Graph es C'lausalmente correcto, cuando no existe conflicto de
causalidad entre los elementos y las uniones [2].

En la Tabla 2.4 se muestra la relacion causal y forma causal de los elementos R, C,
I, MS.y MS; (elementos puerto-1).

Tabla 2.4: Relacién causal y relacién causal de los elementos puerto-1.

Elemento Forma Causal Relacion Causal
Integral \ Derivativa Integral \ Derivativa
Resistencia —AR |—R e(t) =Pr{f(t)} | f(t) = PR {e(®)}
Capacitancia —C | —C e(t) =0 {[ f(t)dt} | f(t) = 2{Dc - e(t)}
Inercia —Al [F—=1 f) =2 {[e(t)dt} | e(t) = 2{®;- (1)}

Fuente de MSe — e(t) = E(t)

esfuerzo

Fuente de MSy—> f(t) = F(t)

flujo

*®, = representa las relacién constitutiva en causalidad integral del elemento x.

2.4.9. Procedimiento para modelar sistemas en Bond Graph

El modelado en Bond Graph se ha descrito como una herramienta para modelar sis-
temas de diferentes dominios fisicos en uno generalizado, es asi como se describieron
previamente, los elementos y las restricciones para ser usados; sin embargo no se ha
abordado un tema importante que es ;Coémo es que se construyen? ;Qué pasos se
deben de seguir?, por ésto a continuacion se explica cuales son los pasos a seguir
para cambiar el dominio de energia de un sistema al dominio de Bond Graph.
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2.4 Bond Graph

2.4.9.1. Creacion y reduccion de modelos en Bond Graph

A continuacién se plantea un procedimiento general para la construccién y diseno
del modelo que es aplicable a los sistemas eléctricos, mecénicos e hidraulicos [10].

1. Para un sistema en el que exista un punto donde las trayectorias de esfuerzo
o flujo coincidan, se debera crear una unién-0 o unién-1 segiin sea el caso en
el sistema.

2. Dibujar una unién-1 o unién-0 para cada componente en una trayectoria serie
o paralela y conectar el componente apropiado de Bond Graph por medio de
un bond en esa unién. La direccién de la semiflecha en cada bond indica la
direccion asumida del flujo de potencia, es decir, a partir de fuentes hacia
elementos almacenadores y disipadores.

3. Dibujar bonds entre uniones adyacentes, indicando la direccion en que se estara
transfiriendo el flujo de potencia.

4. Se debe remover la unién-0 que representard el punto de referencia, también
se deberan remover los bonds que estén conectados a esta union.

5. Se podré reducir el Bond Graph mediante las siguientes reglas cuando se ten-
gan uniones como las que se muestran en la Figura 2.17.

6. Asignar causalidades a los elementos, comenzando con las fuentes (causalidad
necesaria), después a los elementos almacenadores (causalidad integral) y para
finalizar a los elementos disipadores (causalidad arbitraria).

—1 7 — 7 -0 7 — 7

Figura 2.17: Regla para la reduccion de uniones.

Este procedimiento es generalizado ya que existen variantes en la colocacion de
uniones. Lo que es posible sin ninguna restriccion es el procedimiento 4, 5 y 6 no
importando el sistema.

A continuacién se muestra el procedimiento para crear el modelo de Bond Graph
especificamente para un sistema eléctrico.

2.4.10. Modelado de sistemas eléctricos
El procedimiento descrito anteriormente es un procedimiento general para obtener

el Bond Graph de un sistema. Para el caso de sistemas eléctricos, se realizan las
siguientes observaciones:
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2.4 Bond Graph

= En el paso 1, para cada voltaje distinto en el circuito le corresponde una unién-
0.

= En el paso 2, se colocan uniones-1 entre las uniones-0, si existe un elemento
puerto-1 en el sistema o circuito eléctrico y de éste se derivara el elemento
puerto-1.

= Consideraciéon en el paso 4, en este caso se deberd de considerar el nodo de
referencia como la tierra en el circuito.

= Por ultimo, también en el paso 4, eliminar todos los bonds que van al nodo
de referencia y reducir las uniones-0 y uniones-1 para después asignar las cau-
salidades a los elementos (iniciando con las fuentes, seguido de los elementos
almacenadores, uniones y elementos pasivos).

Considérese el circuito eléctrico de la Figura 2.18 del cual se obtendra su Bond
Graph, aplicando el procedimiento descrito anteriormente.

Ch R R

i 1 1 ” W
FE

Rs
Cs
%Lz
O O

L a a

Figura 2.18: Circuito eléctrico para modelar en Bond Graph.

Primeramente identificamos los diferentes voltajes en el circuito y colocamos la
union-0, también se coloca la union-1 entre las uniones-0 y se deriva el elemento
puerto-1 de la union-1 e identificamos el nodo de referencia o tierra en el circuito.

Cl R R3 R5

W ] W

O<—Il<—0O0 o -1

] e

Ri—A TP !
L] N v,

L nodo de referencia

Figura 2.19: Aplicacién del paso 1, 2 y 3.
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2.4 Bond Graph

A continuacién en la Figura 2.20 a) se elimina el nodo de referencia y se reduce la
union-0 y en b) se reduce la unién-1 mediante las reglas de reduccién de uniones

61' 1 }132 13 Ii' 5
om0 { og—As—o0—1—&0 } { o160 )
R = s
Ri~—r »)—FV—TFV—»—&’Q {'}E“z }—‘—7TF——7¥ I—/Cz
{ S 1w K1~ V1 mo—I~—5

a |
L4 ) Lo
R, Ch

Rs C'2
L1vi:—|\—:'r—/:|v1v!:flx’%‘r—TFv{:—‘lx?\}—lv ﬂl—‘:?rll—:'rﬂTF—{?vIT:lvlﬁJ\—{?vlibLg
1—=R,4

ra '

Vi

b)

Figura 2.20: Aplicacién del Paso 4. a) Eliminacién del nodo de referencia con sus
bonds y reduccion de la unién-0, b)Reduccién de la union-1.

En la Figura 2.21 se muestra la representacién del circuito en Bond Graph con la
asignacion de causalidad integral a sus elementos.

Ry
Lik—1——C,

r

1—Rs Rs

|
Vi—A1—=10 11 s 11} Cy
| |

Ry Rs Lo

Figura 2.21: Representacion del circuito anterior en Bond Graph

23



2.4 Bond Graph

2.4.11. Estructura de unién en sistemas multipuerto

La estructura de unién es una representacion andloga a una representacion en espacio
de estados tradicional en donde se visualiza la dindmica del sistema, la diferencia
radica en que se utilizan variables de energia y no los estados en si, aunque se sabe
la relacion entre estas variables de energia y sus estados correspondientes, por lo que
a partir de esta representacion podemos obtener una representacion en espacio de
estados tradicional [1].

Un diagrama a bloques de la estructura de uniéon de un modelo se muestra en la
Figura 2.22, donde se puede ver con claridad todos los elementos que conforman
cualquier sistema dinamico. Para la obtencion de la estructura de unién de un sis-
tema, es necesario conocer los vectores clave y las relaciones de campo o relaciones
constitutivas.

2.4.12. \Vectores clave o vectores significativos

En los modelos de Bond Graph es posible clasificar a los elementos o puertos que
conectan a R, C, I, MS, y MS; como bonds externos y a los que se conectan con
los elementos 0, 1, TF, y GY se les conoce cominmente como bonds internos.

Fuentes
M S M Sy
. U
Qg L 4%—‘ g Dzn
E —2 > Uniones ™ Disipadores
§ C —Z>0717TF,GY<D0ut R
Y
Y
Detectores
D

Figura 2.22: Diagrama a bloques de la estructura de unién de un Bond Graph.

En la Figura 2.22 se puede apreciar la composiciéon de los elementos para cada blo-
que, desde las fuentes (M S,y M Sy ) elementos almacenadores ( Ly C'), disipadores
(R), detectores (D) y por tltimo se tiene en la estructura de unién donde intervienen
los transformadores, giradores y uniones 0 y 1 (T'F, GY, uniéon — 1y unién — 0) [7].
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2.4 Bond Graph

Los vectores clave en Bond Graph son los que representan a un sistema fisico de
diferente o mismo dominio de energia. Estos vectores se muestran en la Figura 2.22
en forma de diagrama a bloques, haciendo notar las variables que son objeto de
estudio en todo sistema representado en Bond Graph; comenzando con u(t) la cual
aporta todas las variables de potencia (esfuerzos y flujos) definidos por los elementos
activos o fuentes en la estructura de unién. Los estados z(t) y x4(f) compuestos
de las variables de energia: momento generalizado p(t) el cual se encuentra en los
elementos almacenadores flujo (1) y desplazamiento generalizado ¢(t) en elementos
C' en causalidad integral y derivativa respectivamente; z(t) y z4(t) son las variables
de co-energia, ya sea en causalidad integral o derivativa segiin se estén empleando,
Din(t) v Doyi(t) es una combinacién de los esfuerzos y flujos que se estan analizando
en el sistema estos contienen los intercambios de energia entre el campo de disipaciéon
y la estructura de unién y Y'(¢) son los detectores ya sea de esfuerzo o flujo.

2.4.13. Relaciones de campo y ecuaciones de estado

Las relaciones de campo no lineales de los elementos de almacenamiento y de disi-
pacion de la Figura 2.22 se muestran en las expresiones siguientes.

2(t) = Pp(x) (2.16)
Zd<t) = @Fd(xd) (217)
Dout<t) = (I)L(Dln) (218)
donde:
s & Representa una funcién que relaciona cada z; con x; para i =1,..., n.
= &, Denota una funcién que relaciona cada zg con g parai=1,..., m.
= ®; Se refiere a una funciéon que relaciona cada D,,;; con D;,; parai=1,..., r.

Donde n es el nimero de elementos de almacenamiento en causalidad integral, m
es el nimero de elementos en causalidad derivativa y r es el nimero de elementos
disipadores [1].

El comportamiento de un elemento especifico se describe por una ley fisica la cual
se conoce como relacion constitutiva. Si las relaciones constitutivas son lineales
tenemos:

z(t) = Fx(t) (2.19)
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2.4 Bond Graph

Dout(t) = LDy (t) (2.21)

donde, L, F, y Fy son matrices reales de dimensién r X r, n X n y m X m, respec-
tivamente. Por lo tanto las relaciones de la estructura de unién estan dadas por la
siguiente ecuacion:

Din(t) | =S| Dout(t) (2.22)
y(t) u(t)
Donde:
Si1 Sz Sis
S = 521 522 523 (223)
Sa1 Sza Sso

Los elementos dentro de la matriz de estructura de unién S toman valores dentro del
conjunto {0, £1, +m, +r} en los cuales m y r son los médulos de transformacién
del TF y GY. La matriz S se encuentra dividida de acuerdo a la dimensién de los
vectores clave que la forman. Las submatrices Sy1, S12 ¥ S presentan las siguientes
propiedades que deben de ser consideradas al momento de crear la matriz S:

= P1.- 511 y So son matrices cuadradas antisimétricas.
s P2.- 515 es la matriz transpuesta negativa de So; y viceversa (5’12 = —S2Tl>.

Las propiedades P1 y P2 que representa la matriz S estan basadas en el principio
de la conservacion de la energia.

A continuacién se muestra la deduccion de las ecuaciones Dy, &, v y a partir de las
relaciones de estructura de union.

Dy, = So12 4 S22 Dyt + Sasu

De las relaciones constitutivas tenemos que D,,; = LD;,, por lo que la sustituimos
en la ecuacion anterior y realizamos operaciones.
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2.4 Bond Graph

Dy, = 5912 4 S22 LDy, + Sasu

Dy, — S92L Dy, = S912 4 Sazu

(I — S2L) Dy = So12 + Sazu

De la expresion anterior se despeja D, para encontrar su valor.

Din = (I — SzzL)_l (521z —|— 52311,) (224)

Ahora se determinara el valor de %:

T = S11z 4+ S12Dpu + Sisu

Se sustituye el valor de D,,; en la ecuacién anterior.

T = S11z+ S12LD;, + Sizu

Ahora se sustituye el valor de la Ecuacion (2.24) en la ecuacién anterior.

T = 5112 + SlgL ([ — SQQL)il (5212 + Sggu) + Sl3u

Donde M:

M =L(I— S,L)"" (2.25)

& = S112 + S1aM (So12 + Sazu) + Sisu

Realizando operaciones se tiene que:
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2.4 Bond Graph

T = S112 + S12MSa1 2 + S1oM Sozu + Sizu

Factorizando z y u se tiene la siguiente ecuacion:

T = (SH + 512M521) Z+ (513 + SuMSgg)U

De las relaciones constitutivas tenemos que z = F'x, por lo que la sustituimos en la
ecuacion anterior y obtenemos .

T = (811 -+ SlgMSm) Fax+ (Slg + SmMSQg)U

De la ecuacién anterior se asignan los siguientes valores a las variables A y B.

A = (8114 S12MS2) F (2.26)

B - (513 + 512M523) (227)

Por lo que finalmente se obtiene la ecuacién de estado.

& = Ax + Bu (2.28)

A continuacién se realiza el mismo procedimiento que se utilizé para determinar ,
pero ahora para determinar el valor de y:

Yy = S312 + S32 Dyt + Sazu

y = S312 + S32LDjy, + Sszu

y = Ss12 + SsoL (I — 522L)_1 (S212 + Sazu) + Sszu
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2.4 Bond Graph

y = Ss12 + S5oM (Sa12 + Sazu) + Sszu

y = S312 + S39M S912 + S3aM Sozu + Ss3u

y = (531 + S32MSs1) 2z + (Sa3 + S32M Sag) w

y = (Ss1 + S32MS91) Fx + (S33 + S32M Sas) u

De la ecuacién anterior se asignan los siguientes valore a las variables C'y D.

C = (Ss1 + S52MSz) F (2.29)

D = (S35 + S32 M Ss3) (2.30)

Por 1ltimo se obtiene la ecuacién de salida en espacio de estados.

y=Cx + Du (2.31)

Las ecuaciones de estado en un sistema LTT (lineal con pardmetros invariantes en el
tiempo) y MIMO (multiple entrada multiple salida) son representadas mediante la
Ecuacién (2.28) y la Ecuacion (2.31) .

Donde A se denomina matriz de estado, B matriz de entrada, C' matriz de salida y
D matriz de transmision directa.

Todas estas expresiones permiten la obtencion del modelo de un sistema fisico en va-
riables de estado, utilizando la representacion de Bond Graph, ademaés es importante
notar que un sistema representado en Bond Graph contiene las relaciones causales
que determinan propiedades estructurales como controlabilidad y observabilidad.
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2.4 Bond Graph

2.4.14. Procedimiento para la obtenciéon de la estructura de
uniéon de un modelo en Bond Graph.

1. Una vez obtenido el modelo en Bond Graph, se enumeran los bonds.

2. Se crean los vectores clave, tomando en cuenta la Figura 2.23.

L
X X Z

[—DP———e—f
C—4q—f—ce

Figura 2.23: Reglas para obtener los vectores clave.

Donde p es el momento generalizado, ¢ es el desplazamiento generalizado,
f v e son los flujos y esfuerzos (corriente y voltaje en un sistema eléctrico
respectivamente).

El ntimero asignado a cada bond se usa como subindice.
3. Para establecer las relaciones constitutivas se considera:

Z =Fx — F = diag(M%, o Min) donde M,, son los elementos almacena-

dores de energia en causalidad integral.
Dy = LDy, = L = diag (Nl,...,Nn,...N%, ,]% ) donde N,, y N,, son
los elementos resistivos y de conductancia respectivamente.

4. La matriz S se obtiene aplicando las reglas de interconexién que describen una
union de flujo comin (Unién-1), asi como de una unién de esfuerzo comin
(Unién-0). Para asi tener completa la estructura de unién del modelo.

2.4.15. Ejemplo: Obtencion de la estructura de unién de un
modelo en Bond Graph.

A continuacion en la Figura 2.24 se muestra a manera de ejemplo un circuito de dos
mallas del cual se obtendra su representaciéon en Bond Graph, los vectores clave,
sus relaciones constitutivas, su estructura de unién y finalmente su representacion
en espacio de estados.
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2.4 Bond Graph

Ll‘%? Vl@ %?LQ

Figura 2.24: Circuito de dos mallas.

En la Figura 2.25 se muestra la representacion en Bond Graph del circuito anterior
asi como la numeracién se sus bonds.

Rs D,

Figura 2.25: Bond Graph del circuito de la Figura 2.24.

Una vez que se tiene la representacion en Bond Graph del circuito se obtienen sus
vectores clave y las relaciones constitutivas, éstas se muestran a continuacién.

Los vectores clave son los siguientes:

a5 /s €5 £, e

e | Po PR L fe Dw=| f Do = | e
q9 fo €9 i €11
P1o €10 f 10
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2.4 Bond Graph

() v=| 1
u={e y=1 f
1 i

y las relaciones constitutivas son:

z=Fr y Doy = LDy,

L0 0 0
° 001 L9 0 1 €2 Ry 0 O fa
fe | _ It Pe _

0 0 1 0 ) €7 0 Rl 0 f7
€ G @ e 0 0 R Ji1
f10 0O 0 0 is P10

Donde:
1 1 1 1
F=di —_—— = — L=di Rs, R, R
Zag{CH’Ll’CQ’LQ} ) ZCLg{ 3y 411, 2}

Mediante la obtencion de los vectores clave obtenemos las relaciones de estructura
de unién y la la matriz S, estas se muestran a continuacion.

s 01 0 0 0 0 0 0
e -1 0 0 0 -1 -1 0 1 es
fo 0 0 0 1 0 0 0 0 Jo
€10 0 0 -1 0 -1 0 -1 1 €9
fa B 0101 000 0 J10
fr - 0100) 000 0 €2
fir 000 1 000 0 er
€12 0 0 0O -1 0 0 1 €11
fia 0100 0 00 0 (e)
fia 0001 0 00 0

Como podemos observar nuestra estructura de uniéon es correcta ya que Si; v Soo
son matrices cuadradas antisimétricas y Si» es la matriz transpuesta negativa de So;
y viceversa. Con esto se procede a la obtencién de las variables de estado A, B, C,
D para la representacion en espacio de estado del circuito.
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2.4 Bond Graph

Se tiene que:

M = L([ — SQQL)il — 522 =0 ... M=1L

Sustituyendo los valores correspondientes en la Ecuacion (2.26) y la Ecuacién (2.27)
y realizando las operaciones indicadas se obtiene el valor de Ay B :

o A 0 0 0

e 1

A=l o 0 o L vB=1y
R 1 —Ro—R

0 o o T !

Sustituyendo el valor de los vectores clave asi como de A y B en la Ecuacién (2.28)
se obtiene la representacion en espacio de estados del circuito de dos mallas.

s 01 RLR 0 (3% qs 0
B S Ol | F R A Y
fg O 0 O fz o9 0
€10 0 —% —C% %;RB P1o 1

Ahora se sustituyen los valores correspondientes en la Ecuacién (2.29) y la Ecuacion
(2.30) y se realizan las operaciones correspondientes para obtener el valor de C'y D:

0 -0 & 1
C=|0 & 0 0 y D=1|0
0 0 0 & 0

Se sustituye el valor de los vectores clave asi como de C'y D en la Ecuacién (2.31)
obteniendo la representacion de la salida en espacio de estados del circuito de dos
mallas.

€12 0_%0_% ZS 1

6
Al D))
H L2 P1o
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2.5 Respuesta en la frecuencia

2.5. Respuesta en la frecuencia

Cuando se aplica una entrada senoidal a un sistema lineal, éste tiende a vibrar
a su propia frecuencia natural asi como a seguir la frecuencia de la entrada. En
presencia de amortiguamiento, esta porcién del movimiento no sostenido por la
entrada senoidal desaparecera gradualmente. Como resultado, la respuesta en estado
permanente es senoidal a la misma frecuencia que la entrada. La salida en estado
permanente difiere de la entrada solamente por la amplitud y el angulo de fase. Asi
que la relacién de las amplitudes de salida / entrada y el dangulo de fase entre salida
y la senoide de entrada son los dos tnicos parametros necesarios para predecir la
salida de un sistema lineal cuando la entrada es una senoide. En general, la relacion
de amplitudes y el dngulo de fase dependen de la frecuencia de entrada [8].

El concepto respuesta en frecuencia se refiere a la respuesta que presenta un sistema
de control en estado estable ante una entrada senoidal. Para todas las frecuencias
de cero a infinito, la respuesta en frecuencia caracteristica de un sistema puede
ser completamente descrita mediante la relacién de amplitud salida / entrada y el
angulo de fase entre la salida y la senoide de entrada. Fn este método de analisis de
sistemas, variamos la frecuencia de la sefial de entrada dentro de una amplia escala
y estudiamos la respuesta resultante [8].

Hay tres razones principales para considerar con énfasis la respuesta en frecuencia
en el andlisis de sistemas [8].

1. Muchos fen6menos naturales son de naturaleza senoidal (por ejemplo, los mo-
vimientos armoénicos simples generalmente son generados en sistemas eléctricos
y mecanicos).

2. Cualquier senal periédica puede representarse mediante una serie de compo-
nentes senoidales.

3. Las sefiales senoidales son importantes en las comunicaciones tanto como en
la generacién y transmision de potencia eléctrica.

Una ventaja del empleo de este método es la facil disponibilidad de sefiales de prueba
sinusoidales para diversos intervalos de frecuencia y amplitudes ya que en general son
sencillas y pueden ser muy precisas dependiendo del tipo de generadores de senales
senoidales y equipos de medicién empleados en dichas pruebas [6]. Comtnmente, las
funciones de transferencia de los sistemas mas complejos se determinan experimen-
talmente mediante pruebas de respuesta en frecuencia debido a que es el método
mas seguro y sencillo para el andlisis de dichos sistemas. Ademas, este enfoque tiene
la ventaja de que permite diseniar un sistema de control en el que se desprecian los
efectos inconvenientes del ruido, asi como su extensién en en el analisis y diseno de
ciertos sistemas de control no lineales.

Una segunda ventaja de este método es que puede obtenerse la funcién de trans-
ferencia que describe el comportamiento sinusoidal en el estado estacionario de un
sistema, reemplazando s por jw en la funcién de transferencia del sistema G(s). La
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2.5 Respuesta en la frecuencia

funcién de transferencia que representa el comportamiento sinusoidal en el estado
estacionario de un sistema es, entonces, una funcion de la variable compleja jw y de
su propia funcién compleja G(jw) que tiene una magnitud y un dngulo de fase. La
magnitud y el angulo de fase de G(jw) se representan facilmente mediante gréaficas
que proporcionan un conocimiento significativo para el andlisis y disefio de sistemas
de control [6].

Por lo general, se utilizan tres representaciones graficas para visualizar el compor-
tamiento de la funcién de transferencia sinusoidal con respecto a la frecuencia, los
cuales son [9]:

1. Diagramas de Bode.

Los diagramas de Bode estan formados por dos graficas: en la primera se
presenta el logaritmo de la magnitud de una funcién de transferencia sinusoidal
y en la otra el angulo de fase, ambas se grafican contra la frecuencia en la escala
logaritmica. El diagrama de Bode se considera como una de las herramientas
basicas mas potentes para analizar y disenar sistemas de control.

2. Diagramas POLARES o de Nyquist.

Los diagramas polares representan un diagrama de magnitud en funcion del
angulo de fase de una funcién de transferencia sinusoidal G(jw). Una ventaja
de utilizar un diagrama polar es que se presentan las caracteristicas de res-
puesta en frecuencia de un sistema en todo el rango de frecuencias, en un sélo
diagrama.

Ademas, este tipo de diagramas es 1util para determinar la estabilidad de un
sistema de lazo cerrado a partir de la respuesta en frecuencia de un lazo abierto
(criterio de Nyquist). Para poder construir el diagrama de Nyquist, se requiere
calcular la magnitud | G(jw) | y el angulo de fase ZG(jw) para cada frecuencia
w , la cual debe variar desde cero hasta infinito.

3. Diagramas de magnitud logaritmica contra fase o diagramas de Nichols.

Otro método para representar graficamente la caracteristica de la respuesta
en frecuencia es utilizar los diagramas de Nichols, estos diagramas son una
representacion de la magnitud logaritmica en decibeles del médulo en funcién
del angulo de fase. Los diagramas de Bode usan dos curvas para representarlos,
mientras que los de Nichols emplean una tnica curva. Estos diagramas pueden
construirse facilmente a partir de los diagramas de Bode. La mayor ventaja de
estos diagramas es la facilidad para determinar la estabilidad relativa.
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3 La Respuesta a la Frecuencia de un
Sistema Modelado en Bond Graph

3.1. Introduccidon

Con la llegada de la exploracion espacial, los requerimientos de los sistemas de con-
trol aumentaron en alcance. El modelado de sistemas mediante el uso de ecuaciones
diferenciales lineales, invariantes con el tiempo, asi como de funciones de transferen-
cia subsiguientes, se hizo inadecuado. El método en el espacio de estados (también
conocido como método moderno, o en el dominio del tiempo) es un método unifica-
do para modelar, analizar y disefiar una amplia variedad de sistemas. Por ejemplo,
se puede usar el método en el espacio de estados para representar sistemas no li-
neales que tengan juego, saturaciéon y zona muerta. Del mismo modo, se pueden
manejar comodamente sistemas con condiciones iniciales diferentes de cero. Los sis-
temas variantes con el tiempo (por ejemplo, los proyectiles con variantes niveles de
combustible; el ascenso en un avién que vuela a diferentes altitudes) pueden ser
representados en el espacio de estados. Los sistemas de multiples entradas y salidas
(por ejemplo, un vehiculo con la direccién de entrada y velocidad de entrada que
produzcan una direccién de salida y una velocidad de salida) pueden ser represen-
tados de manera compacta en el espacio de estados con un modelo semejantes en
forma y complejidad al empleado para los sistemas de una sola entrada y una salida.

El método de la transformada de Laplace es un método operacional que puede
usarse ventajosamente en la solucion de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes
en el tiempo. Su ventaja principal es que la diferenciacion de la funcion del tiempo
corresponde a la multiplicacion de la transformada por una variable compleja s [8].

La funcién de transferencia de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, inva-
riantes en el tiempo, se define como la relacion de la transformada de Laplace de la
salida (funcién de respuesta) y la transformada de Laplace de la entrada (funcién
impulsora) bajo la suposiciéon que todas las condiciones sean cero [8].

Considérese el sistema lineal definido por la siguiente ecuacion diferencial:
agz'™ +ayz" V) 4y i+ ans = bop"™ +bip"™ Y by ptbp (0> m)

donde z es la salida del sistema y p es la entrada.
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3.1 Introduccién

£[salida)

Funcion detransferencia = G<3) = m condiciones iniciales cero

Gls) = X(5) _ bos™ 4+ bis™ Tt + -+ bno15 + b
P(s) aps™ + a1s" M+ a, 15+ a,

Al usar el concepto de funcién de transferencia, es posible representar la dinamica
de los sistemas mediante ecuaciones algebraicas en s. Si la potencia mas alta de s
en el denominador de la funcién de transferencia es igual a n, el sistema se llama
sistema de orden n — esimo [8].

El enfoque de funcién de transferencia, se usa extensamente para en el analisis y el
diseno de sistemas. A continuacién hacen algunos comentarios acerca de la funciéon
de transferencia [9]:

1. La funcién de transferencia de un sistema es un modelo matematico que implica
un método operacional de expresar la ecuacion diferencial que relaciona la
variable de salida con la variable de entrada.

2. La funcion de transferencia es una propiedad del sistema en si mismo, inde-
pendiente de la magnitud y naturaleza de la funciéon de entrada o excitacion.

3. La funcién de transferencia incluye las unidades necesarias para relacionar la
entrada con la salida; sin embargo, no proporciona informacién alguna con-
cerniente a la estructura fisica del sistema. (Las funciones de transferencia de
muchos sistemas fisicamente diferentes pueden ser idénticas.)

4. Sila funcién de transferencia de un sistema se conoce, puede estudiarse la sali-
da o respuesta para varias formas de entrada teniendo presente la comprensioén
de la naturaleza del sistema.

5. Si no se conoce la funciéon de transferencia de un sistema, ésta puede esta-
blecerse experimentalmente introduciendo entradas conocidas y estudiando la
salida del sistema. Una vez establecida, una funcién de transferencia se da una
descripcion completa de las caracteristicas dinamicas del sistema, sin recurrir
a su descripcion fisica.

El modelado y control de sistemas basado en la transformada de Laplace, es un
enfoque muy sencillo y de facil aplicacion. Permite analizar sistemas utilizando una
serie de reglas algebraicas en lugar de trabajar con ecuaciones diferenciales. Los
sistemas reales presentan no linealidades, pueden tener mas de una entrada o salida,
sus parametros cambian en el tiempo y sus condiciones iniciales no siempre tienen
un valor de cero. Afortunadamente, para muchos sistemas es posible considerar esas
limitaciones, trabajar sobre un punto de interés, linealizar y utilizar las ventajas del
andlisis por Laplace.
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3.2 Obtencién de la funciéon de transferencia a partir de la representacién en
espacio de estados

3.2. Obtencion de la funcion de transferencia a
partir de la representacion en espacio de
estados

En esta secciéon se usara la transformada de Laplace para poder pasar de la repre-
sentacion de un sistema en el dominio del tiempo mediante sus ecuaciones de estado
a su representacion en el dominio de la frecuencia mediante su funcion de transfe-
rencia.La Figura 3.1 ilustra la relacién entre el dominio del tiempo y el dominio de
la frecuencia.

T iermpo Frecuencia
£ = Az + Bu /_\ U(s) —3| G(s) _Y(S),
y=Cx+ Du

Figura 3.1: Del espacio de estados a la funcién de transferencia.

De las ecuaciones de estado se toma la transformada de Laplace, suponiendo condi-
ciones iniciales cero y considerando A, B, C'y D como constantes se tiene:

£i(t) = £Ax(t) + £Bu(t)
sz(s) = Ax(s) + Bu(s)
sz(s) — Ax(s) = Bu(s)
(sI — A)x(s) = Bu(s)

despejamos z(s) y obtenemos su valor.

x(s) = (sI — A)~' Bu(s) (3.1)

donde [ es la matriz de identidad.

Ahora se realizan las mismas operaciones para la ecuaciéon de salida y se encuentra
y(s).

Ly(t) = £ Cx(t) + £Du(t)

y(s) = Cx(s) + Du(s) (3.2)
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3.3 Ejemplo: Obtencion de la funcion de transferencia de un circuito RLC por el
método tradicional y por el método de Bond Graph

sustituyendo el valor de x(s) en y(s) y realizando operaciones se encuentra el nuevo
valor de y(s).

y(s) = C(sI — A)~'Bu(s) + Du(s)

se factoriza u(s) y se obtiene:

y(s) = |D+C(sI — A)7'B| u(s) (3.3)

donde el termino [D + C(sI — A)~!B] se llama matriz de funciones de transferencia,
puesto que relaciona el vector de salida, y(s), con el vector de entrada, u(s). Por lo
tanto la funcién de transferencia se define como sigue:

G(s) = yls) =D+ C(sI—A)'B (3.4)

3.3. Ejemplo: Obtencién de la funcién de
transferencia de un circuito RLC por el método
tradicional y por el método de Bond Graph

En esta parte se muestra un ejemplo sencillo donde se determinara la funcién de
transferencia de un circuito RLC serie, con esto se demostrara que se llega al mismo
resultado usando Bond Graph y el método tradicional. En la Figura 3.2 [8]se muestra
un circuito RLC serie en el cual e; es el voltaje de entrada y e, es el voltaje de salida.

|

&) C— €o

Figura 3.2: Circuito RLC serie.
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3.3 Ejemplo: Obtencion de la funcion de transferencia de un circuito RLC por el
método tradicional y por el método de Bond Graph

Aplicando la ley de voltajes de Kirchoff al circuito resultan las siguientes ecuaciones:

L— +Rz—|—/zdt—ez

1
C/idtzeo

Al tomar la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo condi-
ciones iniciales de cero, tenemos:

LsI(s) + RI(s )+é81< ) = Ei(s)

11

——1 E,

£ 1(5) = Bils)
Por lo tanto tomando la relacion de la transformada de Laplace de la salida y
la transformada de Laplace de entrada, donde la funcién de transferencia de este

circuito es [8]:

= = 3.5

Ei(s) LCs>+ RCs+1 (3:5)
A continuacién se utilizard el método de Bond Graph para obtener la funcién de
transferencia del circuito mostrado en la Figura 3.2, en la Figura 3.3 se muestra el
Bond Graph del circuito en estudio.

Ll Deo
'K
2 6

4 4

R, Ch

Figura 3.3: Bond Graph del circuito RLC serie.
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3.3 Ejemplo: Obtencion de la funcion de transferencia de un circuito RLC por el
método tradicional y por el método de Bond Graph

Los vectores clave del circuito son los siguientes:

Se determinan las relaciones constitutivas del circuito:

z=Fx

fa _ L% 0 b2
€5 0 C% ds
Do = LDy,

(e3) = (1) (f3)

Mediante la obtencién de los vectores clave obtenemos la relacion de estructura de

union y la matriz S.
0 -1 —1 1
1 0 0 0

(fs) | 10 0 (0) (e3)
0 1 (0) (0) (e1)

Se observa que la submatriz Sy, = 0, por lo tanto M = L.

M =L(I—SpLl)™ — Su=0 . M=L

A continuacion se determina el valor de la matriz de estados A y de la matriz de
entrada B, sustituyendo los valores correspondientes en la Ecuacién (2.26) y la la
Ecuacién (2.27) y realizando operaciones se tiene:
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3.3 Ejemplo: Obtencion de la funcion de transferencia de un circuito RLC por el
método tradicional y por el método de Bond Graph

_R 1 1
()
1

Sustituyendo el valor de las matrices A y B en la Ecuacién (2.28) se obtiene la
ecuacion de estados del circuito:

€2 —% —% b2 1
()= 0 ) () =)

Ahora se procede a determinar el valor de la matriz de salida C' y de la matriz
de transmision directa D, se sustituyen los valores correspondientes en la Ecuacion
(2.29) y la Ecuacién (2.30) y realizando operaciones se tiene:

C=(0 &) y D=(0)

Sustituyendo el valor de las matrices C'y D en la Ecuacién (2.31) se obtiene la
ecuacion de salida del circuito:

(eg) = ( 0 é)(ij)ﬂo)el

Ahora utilizando la Ecuacion(3.4) y sustituyendo el valor de las matrices A, B, C'y
D se puede encontrar la funciéon de transferencia del circuito realizando las siguientes
operaciones matriciales:

co-o (o 2)((5 1) -(F ) ()

o (0 &) )<é>

s 1
2, _1 5By - SR
0 2 stont T C1 (52+011L1+ Lll) 1
G(S> = ( CT ) 1 sL1+Rq 0
sRy sRy

1 1
L1<82+C1L1+L1) L1<s2+01L1+L1)

o 1 sL1+Ry 1
S) = 1 sR 1 sR
(s) ( C1Ly (82+01L1+ Lll) 01L1(52+01L1+ Lll) ) 0
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3.4 Bond Graph en causalidad derivativa

66 = (am(rrom ) )

Por lo tanto, la funciéon de transferencia del circuito es:

Con esto se comprueba que la Ecuacién (3.5) y la Ecuacién (3.6) son iguales, por
lo que se llega al mismo resultado utilizando el método tradicional y el método de
Bond Graph.

3.4. Bond Graph en causalidad derivativa

Se conoce que el Bond Graph en causalidad derivativa ha sido usado para el anélisis
estructural de las propiedades de controlabilidad y observabilidad de un sistema
lineal invariante en el tiempo y para determinar la representacién en espacio de
estados. La configuraciéon de la estructura de union de un Bond Graph en causalidad
derivativa se muestra en la Figura 3.4, nétese que los vectores clave entre las uniones
y los elementos de almacenamiento estan cambiados respecto a la Figura 2.22.

Fuentes
M S M Sy
. U
SE L ¥ i - Dind -
S <«——1 [niones D—>Dzszpadores
§ <Z— 0 ,]_ ,TF, GY (% R
£ C Z, A
—
Y
Detectores
D

Figura 3.4: Estructura de uniéon de un Bond Graph en causalidad derivativa.
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3.4 Bond Graph en causalidad derivativa

La estructura de uniéon estéd dada por:

z Hyw Hyy Hiys T
Dind - HQl H22 H23 Doutd (37)
Yy Hsy Hszy Hss Uu

Donde las submatrices de H tienen las mismas propiedades que S. También, los
vectores clave de los elementos de disipacion D;,g ¥ Douta son definidos de la misma
manera que D;, v D, considerando que:

Doutd = LdDind (38)

De la Ecuacién (3.7) se obtiene el valor de D, :

Din, = Hn% + Ha Doy, + Hazu (3.9)
Sustituyendo el valor de la Ecuacién (3.8) en la Ecuacién (3.9) y realizando opera-

ciones se obtiene el valor de D;,q4.

Din, = Hot + Hyo LDy, + Hasu

Din, — Hyo LDy, = Hort + Hasu

(I — HyoLg)Djp, = Ho1 + Hagu

D, = (I — H22Ld)_1 (Hund + Hozu) (3.10)

También de la Ecuacién (3.7) se obtiene el valor de z.
z = Hlli. + H12Doutd -+ ng’U, (311)

Sustituyendo la Ecuacién (3.8) y la Ecuacién (3.10) en la Ecuacién (3.11) y reali-
zando operaciones se encuentra el valor de z.
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3.4 Bond Graph en causalidad derivativa

z = Hll.jf + ngLd (I — HQQLd)_l (Hgl.j] + H23u) + H13u

z = [Hn + HioLg (I — szLd)fl H21} T+ [H13 + HisLg (I — szLd)f1 st} u

z=A"t+ B*u (3.12)

Donde A*, B* y M, se definen a continuacion:

A* = [Hn + leMngl] (3.13)
B* = [Hy3 + HygMyHys] (3.14)
My = Lq(I — HyLg)™" (3.15)

Ahora se procede a determinar el valor de y de la Ecuacién (3.7).

y = Hs1& + HoLgDjn, + Hszu (3.16)

Se sustituyen los valores de la Ecuacién (3.10) en la Ecuacion (3.16) y realizando
operaciones se obtiene:

Y = Hgli' + H32Ld (I — Hgng)il (HQli' + Hzgu) + Hggu

Y= {H31 + Hso Ly (I — H22Ld>_1 H21} T+ [H32Ld (I — H22Ld)_1 Has + H33} U

y = [Hs1 + HsoMyHo | & + [Hss + HsaMgHos) u
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3.4 Bond Graph en causalidad derivativa

y = C*i + D*u (3.17)

Donde C*, D* se definen a continuacion:

C* - H31 + H32MdH21 (318)

D* = Hsg + H3y MyHys (3.19)

3.4.1. Ejemplo: Obtencion de la estructura de unién de un
circuito modelado en Bond Graph en causalidad
derivativa

En esta parte se realizara un ejemplo para obtener la estructura de unién del circuito
mostrado en la Figura 3.5 haciendo uso de Bond Graph en causalidad derivativa.

Ry

Figura 3.5: Circuito de dos mallas.

En la Figura 3.6 se muestra la representacion del Bond Graph en causalidad deri-
vativa del circuito de la Figura 3.5
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3.4 Bond Graph en causalidad derivativa

R4 V%Y

2 6

1 3 5 7
Vl > > > /=R2
4 8

c, Dy

Figura 3.6: Bond Graph en causalidad derivativa del circuito de dos mallas.

A partir de la representacion en Bond Graph se obtienen los vectores clave y las
relaciones constitutivas, éstas se muestran a continuacién:

_ [ @ [ Ja | € ) [ e
() #= (i) == (2) 2= (5) o= (3)
u=(e) y=(4%)

z=Fzx Yy Doutd:LdDind

()-(6 G ()= 2)(2)

Mediante los vectores clave obtenemos las relaciones de estructura de union y la
matriz H.

€4 0 0 -1 0 1 fa
e 0 0 0 1 0 es
f _ 1 0 0 1 0 e (3.20)
er 0 —1 -1 0 1 Jr
fs (o 0) (0 1) 0 el
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3.4 Bond Graph en causalidad derivativa

Como podemos observar nuestra estructura de uniéon es correcta ya que Si; v Soo
son matrices cuadradas antisimétricas y Si2 es la matriz transpuesta negativa de So;
y viceversa. Con esto se procede a la obtencién de las variables de estado A*, B*,
C*, D* para la representacion en espacio de estado del circuito.

Primeramente se determina el valor de My sustituyendo el valor de Hyy de la Ecua-
ci6én (3.20) y el valor de L, en la Ecuacién (3.15) y realizando operaciones se obtiene:

Ri1Ro Ry

_ Ri1+R Ri1+R

Md — ( ! 14}-%12 1-{ 2 > (3.21)
Ri+R2 Ri+R2

Ahora se determina A* sustituyendo los valores de la Ecuacién (3.20) y la Ecuacion
(3.21) en la Ecuacién (3.13) obtenemos:

_ RiRo R
AF = ( R1]-%|-1R2 R1+f%2 )

" Ri+R:  Ri+R2

También se determina B* sustituyendo el valor de la Ecuacion (3.21) y los valores
correspondientes de la Ecuacién (3.20) en la Ecuacién (3.14) y realizando operaciones
se tiene:

R
B = ( RitRe >
Ri1+R2
Finalmente sustituyendo los valores de A* y B* en la Ecuacién (3.12) se encuentra
el valor de la ecuacion de estados z .

_ _RiRo Ry Ro
€4 ) _ RitR: FRitRs fa L Rtk ( e )
f __ 1 e 1 1
6 Ri+Ry R1+Rz 6 Ri+R>
Se procede a determinar el valor de C* sustituyendo el valor de la Ecuacion (3.21)

y las submatrices correspondientes de la Ecuacién (3.20) en la Ecuacién (3.18) y
realizando operaciones se tiene:

* R . 1
¢ _( Ri+R2 R1+R> )
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3.5 La relacién de Bond Graph en causalidad integral y causalidad derivativa

Se determina el valor de D* sustituyendo el valor de la Ecuacién (3.21) y las sub-
matrices correspondientes de la Ecuacion (3.20) en la Ecuacién (3.19) y haciendo
operaciones se tiene:

D= ( RliRQ )

Por 1ltimo se sustituyen los valores de C* y D* en la Ecuacién (3.17) y se encuentra
el valor de la ecuacién de salida y.

()= (alim b ) () + () ()

3.5. La relacion de Bond Graph en causalidad
integral y causalidad derivativa

A continuacién se da a conocer matematicamente la relacién que existe entre un
Bond Graph en causalidad integral y un Bond Graph sen causalidad derivativa.

(A,B,C,D)€«—»(A*, B*,C*, D*)
- ~~——— - ~~_
BG GD

CS.FD

Figura 3.7: Relacion entre BGI y BGD.

En la Figura 3.7 se muestra la relacién que existe en un sistema fisico entre BGI y
BGD, en particular en esta secciéon se mostrarda como a partir de las variables de
estado en BGI es posible obtener las variables de estado en BGD.

Se tienen las ecuaciones que representan al sistema en espacio de estados usando
Bond Graph en causalidad integral:
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3.5 La relacién de Bond Graph en causalidad integral y causalidad derivativa

T = Az + Bu

y=Cx+ Du

También se tienen las ecuaciones que representan al sistema en espacio de estado
mediante Bond Graph en causalidad derivativa:

z =A%z + B*u

y=C"t+ D*u

Tenemos que:
z=Fx
Sustituyendo z en la Ecuacién (3.12) y haciendo operaciones tenemos:

At + B'u=Fx

se despeja & y encontramos su valor:

i = (A" Fr— (A% B*u

se realiza lo siguiente y se encuentra el valor de A* relacionado con Bond Graph en
causalidad integral.

A= (A)'F= (A = AF ' = 4" = (AF') ' = P4~

A*=FA! (3.22)
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3.5 La relacién de Bond Graph en causalidad integral y causalidad derivativa

se hace lo mismo para encontrar el valor de B* que lo relaciona con Bond Graph en
causalidad integral.

B=—(A")"'B*—= B*=-A"B=— B*=-FA™'B

|B*=—FA'B (3.23)

Se encuentra el valor de y sustituyendo el valor de & en la Ecuacién (3.17)y realizando
operaciones se tiene:

y=0C" [(A*)*1 Fz— (A9 B*u} + D*u
y=C" (A Fr+ D' = C* (A" B u
Se tiene en cuenta la ecuacion de salida en BGI para la deducciéon de C* y D*.
y=Cx+ Du
Si se hace lo siguiente se encuentra el valor de C* que lo relaciona con Bond Graph
en causalidad integral.
C=C"A)V'"F=CF'=C"A)"'=C"=CF A" = C* = CF ' FA™!
(3.24)

Se realiza lo mismo para encontrar el valor de D*.

D= D*-C*(A")' B* = D* = D+C" (A*) ' B* = D* = D+CF A" (A")"' B*

D* = D+CF 'B*— D* = D4+CF! (—FA—lB) — D*=D-CF'FA'B

D*=D—-CA'B (3.25)
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3.5 La relacién de Bond Graph en causalidad integral y causalidad derivativa

3.5.1. Ejemplo: Comprobacién de la relacion entre GBIl y BGD

En esta parte se muestra la comprobacion de la relacion que existe al aplicar a un
Bond Graph causalidad integral y causalidad derivativa. Esto se hace empleando el
ejemplo del circuito de dos mallas mostrado en la Figura 3.5.

En la Figura 3.8 se muestra el Bond Graph en causalidad integral del circuito de la
Figura 3.5.

Ry L+

Figura 3.8: BGI del circuito de dos mallas.

De la representacion en Bond Graph mostrada en la Figura 3.8 se obtienen las
matrices A, B, C, Dy F'.

1
(v 7)
Ly

Sustituyendo las matrices correspondientes en la Ecuacién (3.22) se encuentra A*:

1 _ 1 _ 1\t _ _RiRs Ry
* C CiR L _ Ri1+R Ri1+R
A a ( 01 L ) < i 1 _ié > a ( B 1R1 : - : ; : )
Ll Cl L1 R1+R2 R1+R2

De igual forma se toman las matrices correspondientes y se sustituyen en la Ecuacion
(3.23)para encontrar B*:
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3.6 Procedimiento para determinar un Bond Graph en el dominio de la frecuencia.

1 g 1 1Nt/ Ry
B* T ( Cl ; ) ( CilRl ﬁl > ( Rl ) B < RITRZ )
4 4 __ 1o L
0 Ly Ch Ly 0 Ri+R2

A continuacién también se sustituyen las matrices en la Ecuacion (3.24) y se obtiene
el valor de C*:

S NS B
* 1 C1Ry Ly —( B —
" = ( 0 Ly ) ( 1 _Ry - Ri+R2 Ri1+Rs

Cy L1

Finalmente se encuentra el valor de D* sustituyendo las matrices en la Ecuacion
(3.25) :

pe(0)-(0 )77 k) (F)=(ntm)

[/

Con esto se comprueba que teniendo la representacion en espacio de estados median-
te Bond Graph en causalidad integral podemos pasar directamente aplicando estas
formulas a la representacién en espacio de estados de un Bond Graph en causalidad
derivativa.

3.6. Procedimiento para determinar un Bond Graph
en el dominio de la frecuencia.

El problema que se considera en esta seccion es determinar la respuesta en el dominio
de la frecuencia cuando una representacion en variables de estado es modelada por
un Bond Graph de un sistema. El procedimiento propuesto es el siguiente [4] [3]:

1. Se considera el Bond Graph con causalidad integral del sistema. Este paso
produce la descripcién de (A, B, C, y D).

2. Se asigna el negativo a las relaciones constitutivas de los elementos de alma-
cenamiento.

ze = —Fux, (3.26)

y la matriz de estado es —A.
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3.6 Procedimiento para determinar un Bond Graph en el dominio de la frecuencia.

3. Se conecta un elemento de disipacién en la respectiva unién para cada elemento
de almacenamiento. El valor de este nuevo elemento es s multiplicado por el
valor dado al elemento de almacenamiento, donde s es el operador de Laplace.
La representacion en variables de estado de este nuevo Bond Graph es llamado
Bond Graph Transformado (BGT) y se define como:

2y = Asxs + Bu (3.27)

ys = Cszs + Du (3.28)
donde :

As = (sl — A) (3.29)

C, = —C (3.30)

la relacién de este nuevo sistema es (A,, B, Cs, D).

4. Obtener el Bond Graph en causalidad derivativa, llamado Bond Graph de
Frecuencia (BGF) del BGT, entonces las variables de estado en el dominio de
Laplace son:

z(s) = F~'Bru(s) (3.31)

y las salidas del sistema en el dominio de Laplace son:

y(s) = Du(s) (3.32)

donde Bf y D7 son determinadas por la Ecuacién (3.14) y la Ecuacion (3.19)
con BGF.

Mediante el uso de la relacion de la Ecuacion (3.23) con la Ecuacién (3.29), la
Ecuacion (3.26) y la Ecuacion (3.31) probamos la Ecuacién (3.1). De la Ecua-
cién (3.25), Ecuacién (3.29), Ecuacién (3.30) y la Ecuacién (3.32) probamos
la Ecuacién (3.3).
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3.6 Procedimiento para determinar un Bond Graph en el dominio de la frecuencia.

3.6.1. Ejemplo : Obtenciéon de un Bond Graph en el dominio
de la frecuencia de un circuito de dos mallas

Considere el circuito de la Figura 3.5 donde su representacion en Bond Graph con
causalidad integral es representado en la Figura 3.8. Los vectores clave de este cir-
cuito en BGI son:

_ [ 4a . fa [ € [ €2 _f2
=(n) =(0) () 2=(R) P (2)

w=(a) v=(5)

las relaciones constitutivas del circuito son las siguientes:
10
F = ( Gr ) (3.33)
0

I ( a0 > (3.34)

0 —1 1 0 0
1 0 (0—1) 0
S — 10 00 1
0 1 00 0
(01) 0 0 0

El Bond Graph Transformado se muestra en la Figura 3.9, aqui cada elemento de
almacenamiento tiene un trazo causal con el nuevo resistor y el valor de de cada
elemento de almacenamiento es el negativo del valor original. Con esto la matriz de
estado del sistema es (sI — A).
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3.6 Procedimiento para determinar un Bond Graph en el dominio de la frecuencia.

Ry R, —La R: sl

Figura 3.9: Bond Graph Transformado del circuito de dos mallas.

Con el fin de obtener el Bond Graph de Frecuencia del circuito de dos mallas ob-
tenemos el Bond Graph con causalidad derivativa del Bond Graph Transformado,
este se muestra en la Figura 3.10

Rl R:€CI _Ll R:SL1

Figura 3.10: Bond Graph de Frecuencia del circuito de dos mallas

Los vectores clave del Bond Graph de Frecuencia son:

f2 €2
s €6 s f6
ind — €g out — f9
f1o €10

26



3.6 Procedimiento para determinar un Bond Graph en el dominio de la frecuencia.

y la relacién constitutiva es:

R, 0 O 0
. 0 = 0 0
Li=| o © 1y (3.35)
18
0 0 0 Iss
La estructura de unién del Bond Graph de Frecuencia es:
€4 0 0 -1 0 0 0 1 fa
fr 0 0 0 100 0 er
fo 1 0 0 11 0 0 €9
€6 = 0 —1 -1 0 0 -1 1 fe
€9 0 O -1 00 O 1 fo
f10 0 O 0 1.0 O 0 €10
(1) (00) (oro0) (o)/\ (a)
(3.36)

Mediante la sustitucién de la Ecuacién (3.35) y la submatriz Hsy de la Ecuacion
(3.36) en la Ecuacién (3.15) obtenemos:

C1R1s(L1s+R2) CiR1s Ri(Lis+R2) _C’1L17R182
A A A A
_Cikis Cis+Ry _R _Lis(Cist+Ri)
— A A A A
Mg = _ Ri(Lis+R2) _ Ry Lis+R1+Ry LiR;s (337)
A A A A
_ C1L1R;s? Lis(Cis+R1)  _ LiRys L15(C1R15+C1 Ras+RaR1)s

A A A A

donde:

A= ClL182 -+ 01R13 + ClRQS -+ L1R15 + RlRQ

Sustituyendo la Ecuacion (3.37)y las submatrices de la Ecuacion (3.36) en la Ecua-
ci6én (3.14) obtenemos el valor de B*.

sC1(sL1+R2)

B* — C1L1s?4+C1R1s+L1R15+C1R25+R1R> (3 38)

S sC1 :
C1L15%24+C1R1s+L1R15+C1Ras+R1Ro
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3.6 Procedimiento para determinar un Bond Graph en el dominio de la frecuencia.

Mediante el uso de la Ecuacion (3.33) y la Ecuacién (3.38), se realizan las operaciones
correspondientes para encontrar el valor de la respuesta de las variables de estado
en el dominio de la frecuencia mediante la Ecuacién (3.31):

SC%(SL1+R2)
2(s) = ClL182+ClR1S—Z€V11]E%5+ClR25+R1R2 u(s) (3.39)
C1L152+C1R1s+L1R1s+C1Ros+R1 Ra

Por ltimo sustituimos el valor de la Ecuacion (3.37) y las submatrices de la Ecuacién
(3.36) para obtener el valor de D*:

* sCq
D - ( ClL152+01R18+L1R18+01R28+R1R2 ) (340)

Sustituimos el valor de la Ecuacién (3.40) en la Ecuacion (3.32)y obtenemos:

y(8> = ( C1L152+C1R15+Z?I{215+01R25+R1R2 )U(S) (341)
donde:
G(s) = 1) sC1 (3.42)

U’(S) N ClLls2 + ClRlS + LlRls + OlRQS + R1R2

La Ecuacion (3.42) describe al circuito en el dominio de la frecuencia mediante su
funcién de transferencia, se demuestra que siguiendo el procedimiento propuesto se
puede determinar la funcién de transferencia de un sistema de manera rapida y
sencilla.
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4 Casos de Estudio

4.1. QObtencion de la funcion de transferencia de un
motor de CD.

Las maquinas de cd tienen una gran importancia histérica debido a que su empleo
como generadores o dinamos representaron el primer procedimiento para producir
energia eléctrica a gran escala.

Donde quiera que exista progreso, la presencia del motor eléctrico es imprescindible.
Es lo que acciona maquinas y equipos al servicio del hombre. Los motores de co-
rriente directa rara vez se utiliza en aplicaciones industriales ordinarias ya que todos
los sistemas eléctricos suministran corriente alterna, sin embargo en aplicaciones es-
peciales como fabrica de acero, minas y trenes eléctricos, en ocasiones es conveniente
transformar la corriente alterna en corriente directa para utilizar motores de cd y
poder transformar la energia eléctrica en energia mecanica para de esta manera im-
pulsar dispositivos tales como malacates, ventiladores, bombas, calandrias y carros
ya que combina las ventajas de la utilizacion de la energia eléctrica a bajo costo,
facilidad de transporte y limpieza ademas de su construccién simple, costo reducido,
gran versatilidad de adaptacion a las cargas diversas y mejores rendimientos.

La principal ventaja de los motores de cd frente a los motores de ca ha sido su
mayor grado de flexibilidad para el control de la velocidad y del par, ya que se
pueden variar dentro de un amplio intervalo sin perder su alta eficiencia, lo cual
ha hecho muy interesante su aplicacion en diversos accionamientos industriales. Sin
embargo, debe destacarse que debido al gran desarrollo que ha tenido la electrénica
de potencia, su aplicacién incluso en estos campos, en los que mantenia su primacia
hasta finales del siglo XX, se ha ido reduciendo en pro de los motores de ca, cuyo
coste de fabricacion y mantenimiento es mas reducido. No obstante, la versatilidad
de las maquinas de corriente directa y la relativa simplicidad de sus sistemas de
mando garantizan su uso continuo en diversas aplicaciones.

Hoy en dia, este planteamiento general puede ser cuestionado porque la disponi-
bilidad de manejadores eléctricos complejos han hecho posible utilizar motores de
corriente alterna en aplicaciones de velocidad variable. No obstante, ain existen
millones de motores de cd en servicio y se estan produciendo algunos millones mas
cada ano.

En la Figura 4.1 se muestra el circuito que representa al motor de cd, el cual sera
el primer caso de estudio y del cual se obtendran dos funciones de transferencia que
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4.1 Obtencién de la funcion de transferencia de un motor de CD.

relacionen la salidas de la corriente en la armadura y la velocidad angular cuando
se aplica un voltaje de entrada.

Figura 4.1: Motor de CD.

En la Figura 4.2 se tiene la representaciéon en Bond Graph en causalidad integral
del motor de cd.

R: R, R:b
/ /
2 6

MS, : V. AT gy 2A1 21

9 r
3 \ 7
/ 4

1L, 2 I-J

Figura 4.2: Bond Graph con causalidad integral del motor de CD.

A partir del BGI del motor de cd se obtienen los vectores clave y las relaciones
constitutivas:

|

Il
VR
o Hl-
e O
~

~

Il
VR
o &
> O
~__—
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4.1 Obtencién de la funcion de transferencia de un motor de CD.

En la Figura 4.3 se muestra el Bond Graph Transformado del motor de cd.

R]-R R:sL,
MSe:Va /|1I / T I1 )Yl
9 ’I“
3 \ 7
I:—1L, e I:—J

Figura 4.3: Bond Graph Transformado del motor de CD.

En la Figura 4.4 se tiene el Bond Graph de Frecuencia en causalidad derivativa el
cual se obtiene a partir del BGT.

Ta R:sL, T
MSe:Va /Ill 7 Y 5/= )Yl
I\ 7

I:—-J

Figura 4.4: Bond Graph de Frecuencia del motor de CD.

A continuacion se determinan los vectores clave D}, v D3, ., v la relacion constitutiva
L3 a partir del Bond Graph de Frecuencia.

€2 f2
€6 f6
) - DS =
ind flO outd €10
f11 €11
R% 0O O 0
0§ 0 0
s _ 4.1
La 0 0 sL, O (4.1)
0O 0 0 sJ
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4.1 Obtencién de la funcion de transferencia de un motor de CD.

La Ecuacién (4.2)representa la estructura de union del motor de cd.

00 1000 0
(oo) <o1oo> (0)
-1 0 0 —r -1 0 1
0 -1 ro0 0 -1 0
0 0 1 0 0 0 0 (4.2)
0 0 01 0 0 0
00 0100 0
<00> <1000> (0)

Se sustituye la Ecuacién (4.1) y la submatriz Hay de la Ecuacion (4.2) en la Ecuacion
(3.15) y se obtiene M,:

btJs _r _ sLa(b+Js) Jrs
A A A A
T sLatha _rslg _ Js(sLa+Ra)
A A A A

Ma= | sparss)  porg  sLa(Ra®rioe?) e, (4.3)

A A A A

Jrs  Js(sLatRa) _ Jrs’La Js(bsLa+bRa-+r?)
A A A A

Donde:
A =3s?JL,+ s(bL, + JR,) + bR, + r*

Se sustituye el valor de la Ecuacién (4.3) junto con las submatrices correspondientes
de la Ecuacién (4.2) en la Ecuacién (3.19) para poder obtener las salidas del sistema
motor de cd en el dominio de la Laplace representadas por la Ecuacién (3.32).

La Ecuacién (4.4) representa las dos funciones de transferencia que describen el
comportamiento del motor de cd en el dominio de la frecuencia.

(28) N (glg) u(s) (4.4)

Donde:

Gals) = 2 _ i
W= U(s) T $2JLa+ 5 (bLy + JRa) + bRa + 12
Ys(s) sJ+0b
GQ(S) = =

u(s)  82JLg 4 5 (bLy + JRy) + bRy + 12
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

4.2. Modelado de un sistema de nivel de liquido

El control de nivel de liquido es muy importante en nuestra vida diaria ya que lo
podemos encontrar en depésitos (pilas, aljibes; tinacos,etc.), en los cuales, el flujo
entre ellos es un de los problemas m&as comunes que se presentan sobre todo en
los procesos industriales tales como: la industria petroquimica, la de fabricacion
de papel y los de tratamiento del agua. En todos estos procesos industriales, los
liquidos son procesados por tratamientos quimicos en los tanques, pero siempre el
nivel de flujo entre ellos es regulado. Ademas cabe mencionar que el sistema de nivel
de liquido lo encontramos también en el bano de nuestros hogares, en la palanca
adjunta a la valvula del tanque de la taza, permitiendo el flujo del agua dentro del
tanque hasta que el flotador sube cerrando la valvula, asi que, este sistema se utiliza
frecuentemente en los procesos de control.

Con frecuencia los procesos industriales implican un flujo de liquido a través de tubos
y tanques conectados. En la Figura 4.5 se muestra el segundo caso de estudio del
cual se obtendran dos funciones de transferencia ya que tenemos dos salidas de flujo,
una en cada tanque y una entrada en el tanque 1 del sistema de nivel de liquido.

Figura 4.5: Sistema de nivel de liquido con dos tanques.

En la Figura 4.6 se tiene la representacion del sistema de nivel de liquido en BGI.

R:Rfi I:1I1 R:Rfs I:1I
\ \
2 5 8 11

MSy : Qll——70——7| 1|——70——7| 1Y 3»Df:Y,

[ 3]
3 DY, 12/

C Cl R : R1 CICQ RZR2

Figura 4.6: BGI del sistema de nivel de liquido.
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

A continuacién se determinan los vectores clave del sistema a partir del BGI:

q3 f3 €3 €2 f2
= P p=| & z = fs Dy, = Jo Dy = °
q9 f9 €9 €s f8
P11 €11 fn fi2 €12

“(0) = (52)

y las relaciones constitutivas del sistema son las siguientes:

1

&0 00 A0 0 0

0O — 0 0 0 R 0 0
F = Ly L = 1

00 & 0 0 0 7 0

0O 0 O L% 0 0 0 Ry

En la Figura 4.7 se muestra el Bond Graph Transformado del sistema de nivel de
liquido.

Il R SIlR Rf2 502 I: —Ig R: sl 2

AVAVAVAY,

[ 14
1 }Df Y,

7 IIMI i

Figura 4.7: Bond Graph Transformado

MSy: Qi

En la Figura 4.8 se muestra el Bond Graph de Frecuencia en causalidad derivativa
el cual se obtiene a partir del BGT.
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

Rfl 501 I: —Il R: SIlR RfQ SOQ 1 _12

AVAVAYAY]

I 14 }Df Y,

178

Figura 4.8: Bond Graph con Causalidad Derivativa de BGT

MSy: Qi

A continuacion se obtienen los vectores clave D3 ; v D3, a partir del Bond Graph

de Frecuencia.

out

f2 €2
€6 e
/s €g
Dia=| 2| Do | 1
fi6 €16
€17 f17
fis €18

Igualmente se obtiene la relacién constitutiva L del BGF.

‘»—‘OOOO

(4.5)

Vo)
S OO OO

S OO0
]

o

V2)

h

=
‘HOOOOOO
OO O OO oo

w0

(e
O Q
VA
h
N

N

cococococo o™
=
cocococooFo
cocococoP oo
o
cococoFrooo

La Ecuacion (4.6) representa la estructura de unién del sistema de nivel de liquido.
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

0000 1 00000O0O00O0 0
0000 01 00O0O0O0O0 0
0000 001 0O0O0O0O0 0
0000 00010O0O0O0 0
-1 0 0 0 o -1 0 0 -1 0 0 O 1
o -1 0 O 1 0 -1 0 0 -1 0 0 0
o 0 -1 0 o1 0 -1 0 0 -1 0 0
o 0 0 -1 o 0o 1 0 0 0 0 -1 0
o 0 0 O 1 0 0 O O 0 0 O 0
o 0 0 0 o1 0 O O 0 0 O 0
o 0 0 O o o 1 o0 0 0 0 O 0
o 0 0 O o 0o o0 1 0 0 0 0 0
0000 01 000O0O0O0 0
0000 0001O0O0O0O0 0

(4.6)

Sustituyendo la Ecuacion (4.5) y la submatriz Hsy de la Ecuacion (4.6) en la Ecua-
ci6én (3.15) y realizando operaciones se obtiene My:

En _Eip Eiz _Eu _Eis Eis __Eirx Eig
A A A A A A A A
Ey  Ezx  _Ez  Eaa  __FEas __ Eyw  Ear  __Ezs
A A A A A A A A
k31 Ezp Es3 B3 __ E3s __Eszs _ E3r  Esg
A A A A A A A A
By Eg B3 Ea  _Ess  __Esse  _ Euar  _ Eag
_ A A A
My = é?l _h @ _@ Ess Ese _@ Ess (4 7)
A A A A A A A A
Ee1  Esa __Eez  Eea  __Ees  Ees Eer  _ Ees
A A A A A A A A
B Erg Erzs B _Ers B Err Erg
A A A A A A A A
kg1 Exo Eg3 Egqe  __Ess __Ese __ Esr  Esg
A A A A A A A A
Donde:

Eu = 840102L1L2Rf1 + 83 (ClCQLQRlRfl + 01C2L1R2Rf1 + ClCQLlRflRfQ
+ ClchnglRfQ + ClLlLQRflRfQ ) + 52 (ClchleRfl + ClCQRlRflRfQ
+ C1LaRy Ry Rpg + C1CoRa Ry Ryy + C1 L RoRpy Rya ) + sC1 Ry Ry Rypy Ryo

E21 = 830102L2Rf1 + 82 (ClLQRflRfQ + CIC2Rf1Rf2 + CICQR2Rf1 )
+ SCleRflRfQ

E31 = 830102L2Rf1Rf2 + 820102R2Rf1Rf2

E41 = SQClczRflng
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

= 8302L1L2Rf1 + §? (CQL]_Rf]_RfQ + CoLoRs1 Rpo + CoLoRy Ry + CoLi Ro Ry
+ LlLQRflRfQ ) + s ( OQRlRflRfQ + CQRQRflRfQ + CgRleRfl + LgRlRflng
+ LiRyRp Ryo ) + RiRoRy1 Ry

E61 = 840102L1L2Rf1 + 83( C]_CQLlRQRf]_ -+ ClchlRflRfQ + ClLlLQRflRfQ)
+ 8201L1R2Rf1Rf2

E71 = 8201L2Rf1Rf2 + SClRQRflRfQ

E81 = 830102L2Rf1Rf2

E12 = 830102L2Rf1 + 52 (ClLQRflRfQ + Clchflng + Olc2R2Rfl ) + SCleRflng

E22 = 830102[12 + 82 (0102R2 + CQLQRfl + ClchfQ + ClLQRfQ ) +s ( CgRngl
+ CyRpRpa + CiRoRyo + LoRp1Ryy ) + RoRp1 Ryo

Esy = s°C1CyLo Ry + 5° (CoLa Ryt Ry + C1CoRy Ry ) + sCo Ry Ry Ry

Eyy = 320102Rf2 + sCoR 1 Ryo

Esy = *CoLaRyy + s (CoRp1Rys + CoRoRyy + LoRyp1 Ry ) + RoRy1 Ryo

E62 = 840102[/1[/2 + 83 (ClchlRQ + CQLlLQRfl + ClCQLlRfQ + ClLlLQRfQ )
+ 82 (CQLlRflRfQ + CQLlRQRfl + ClLlRQRfQ + LngRflRfQ ) + SLlRQRflRfQ
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

= 3201L2Rf2 + S ( CleRfQ + LQRflRfQ ) + RQRflRfQ

Egy = 830102L2Rf2 + SQCQLQRflRfQ

E13 = 830102L2Rf1Rf2 + 520102R2Rf1Rf2

E23 = 830102L2Rf2 + 52 (CQLQRflRfQ + CngRngg ) + 8C2R2Rf1Rf2

FEsz = 340102L1L2Rf2 + s* (C1C2LaR Ry + C1Cy L1 Ro Ry + C1C2 Lo Ry Ry
+ CQLlLQRflRfQ ) + 82 (CQLQRlRflRfQ + ClCQRQRflRfQ + ClcQRlRQRfQ
+ CQLleRflsz ) + SCQRlRQRflRfQ

E43 = 830102L1Rf2 + 82 (CQLlRflRfQ + ClchflRfQ + ClCQRlRfQ )
+ SCQRlRflRfQ

Es3 = s*ColaRy 1 Rpg + sCoRy Ry Ry

Eg3 = s*C1CyL1LyRyo + 8* (CoLy LoRp  Ryy + C1CoL1 Ry Ryy ) + 82 CoLi RyRpy Ry

Ers = $C1 Ly LyRypy + 52 (CyLyRp1 Rys + C1LoRy Rys + Cy Ly Ry R + Ly LRy Ry )
+ s ( CleRflsz + ClRlRQRfQ + LgRlRflng + LleRflng ) + RleRflng

Fss = s*C1CyL1LyRys + 8% (C1CyLoRpy Rys + CoLyLoR gy Rys + C1CoLy Ry Rys)
+ SZCQLQRlRflRfQ
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

E14 = SzclchflRfQ

E24 = 820102Rf2 + SCQRflRfQ

E34 = SBClCQLlng + 52 (CQLlRflRfQ + ClCQRflRfQ + ClchlRfQ ) + SCQRlRflRfQ

Ey = 830102[/1 + 2 (CngRfl + CIOQRfl + ClLlRfQ + Olchfz + C1C3R; )
+s(CLRpRys + CoRpiRps + CoRiRyy + CLR Ry + LiRj1 Ry ) + RiRpi Ry

E54 = SCzRflng

FEey = 830102L1Rf2 -+ S2C2L1Rf1Rf2

Ery = 8201L1Rf2 +s ( ClRflng + ClRlng + LlRflng) + RiRpi Ry

Egy = s'C1CoL1Ly + $° (C1CoLoRyy + CoLiLaRy1 + C1CoLoRys + C1Li Ly Ryo
+ ClchgRl ) + 32 (CngRflsz + CQLQRflRfQ + CngRlRfl + CleRlng
+ L1 LoRpiRyy ) + sLoR1 Ry Ryo

Eyy = $°CoLy LoRpy + 8% (CoLy Ry Rys + CoLoRpi Rys + CoLoRy Ry + CoLy Ry Ry
+ L1 LoRpiRyy ) + s (CoRiRp1Rys + CoRoRp1 Ryo + CoR1RoRpy + LoRy1 Ry Ryo
+ LlRQRflRfQ ) + RlRQRflRfQ

E25 = 8202L2Rf1 + s ( CQRflRfQ + CQRQRfl + LQRflng) —+ RQRflRfQ

69



4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

E35 = 8202L2Rf1Rf2 + SCQRQRflRfQ

E45 == SCQRflRfQ

Fss = 3302L1L2 + 52 (CQLngl + CQLlRfQ + CQLQRfQ + CyLoRy + Cy L1 Ry
4 LiLyRys) + 5 (CoRyRy1 + CoRyRys + CoRiRys + CoRy Ry + LyRy Ry
+ CoRp1 R+ LoRp1Rys + L1RoRyo ) + RoRp1Rpo + RiRoRyo

Egs = s°Col1LyRyy + 5* (ColiRy1Rya + CoLiRoRyy + LiLoRy1 Ryo)
+ SLlRQRflRfQ

B = 8L2Rf1Rf2 + RQRflRfQ

E85 == 8202L2Rf1Rf2

FEig = 340102L1L2Rf1 + s (C1C2LiRp\Ryo + C1L1LoRp1 Ryg + C1Co L1 Ry Ry )

By = s"C10y L1 Ly + 8* (CoLy LaRyy + C1CoLy Ryy + C1 Ly Ly Ry + C1Co Ly Ry )
+ 52 (OQLlRflRfQ + CoL1RoRyy + CiL1RoRyo + L1 LoRs1 Ryo )+ sLiRy R Ry

Eg@ = 840102L1L2Rf2 + 83 (CQLngRflRfQ + ClcQLleng ) + SQCQLlRQRflRfQ

E46 = 830102L1Rf2 + SQCQLlRflRfQ
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

Esg = $3CoLy LyRyy + s° (CoLy Ry Ry + CoLiRoRyy + LiLoRpy Rys ) + sLiRo Ry Ry

Ego = s* (C1CoLy LRy + C1CoLy LoRyy + C1Coly LyRy ) + 8° (C1Co Ly Ry Ry
+ CyLy LR Ry + CyOyLy RoRyy + CyOyLy Ry Ry + CyLi Ly Ry Ry
+ C1Cy LRy Rps + C1 L1 LoRp1 Ryy + CoL1 LoRp1 Ryo + C1Co L1 Ry Ry )
2 (CoLy Ry Rpi Ry + CoLyi RiRyRyy + CyLy Ry RoR g + Ly Lo Ry Ry Ryo
4+ C\LiRsR;1Rys + oLy RoR1 Rys ) + sLi R RoRyi Ryo

Erg = s’ChLiLyRys + 5° (C1L1Rs Ry + L1 LyRp1 Rys ) + sLiRs Ry1 Ry

E86 = 840102L1L2Rf2 + SBCQLngRflRfQ

Evr = 5201L2Rf1Rf2 + sC1RaR 1 Ryo

E27 = 8201L2Rf2 + s ( ClRQRfQ + LQRflRfQ) + RzRflsz

E3; = s°CiL1LyRyy + s* (C1LoRy  Ryo + CiLoRy Ryy + C1Li Ry Ry + Ly LaRpy Ry
+ s ( CiRoRpRyg + Ci1R1RyRyo + LoRiRp1 Rpo + LiRoRp1 Ryo )+ RiRyRp Ry

E47 = 3201L1Rf2 + s ( ClRflRfQ + ClRlRfQ + LlRflng) + RlRflng

Esr = sLoRp Rys + ReRp1 Ryo

Egr = $°C1 Ly LyRyy + 5° (C1 Ly RyRyy + L1 LyRp1 Ry ) + sLy RyRy1 R
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

Er = sCiL1Ly + 8> (C1LaRgy + C1 Ly Rpy + C1 Lo Ry + C1LyRy + C1 L1 Ry
+ LiLoRsy ) + s (C1RoRyy + CiRiRyo + C1Ri Ry + L1 Ry Ryy + LyR Ry
+ C1Rp1Rpy + C1RyRpy + LiRp Rpg + LyRpy Rpg ) + RiRo Ry
+ RiRjp1Ryg + RoRp1 Ryo

E87 = SBClLlLQRfZ + 82 (CleRflsz + OngRlRfQ + LlLQRflRfQ )
+ sLoR1 Ry Ryo

E18 = 830102L2Rf1Rf2

Fas = 830102L2Rf2 + 8202L2Rf1Rf2

Fss = 840102L1L2Rf2 + s3 <0102L2Rf1Rf2 + OQL]_LQRf]_RfQ + C]_OQLQR]_RfQ )
+ 8202L2R1Rf1Rf2

E48 = 840102L1L2 + 83 (ClchQRfl + CQLlLQRfl + ClcQLQRfQ + ClchQRl
+ CILlLQRfQ ) + s? (ClLQRflRfQ + OQLQRflRfQ + OQLQRlRfl + CngRlng
+ LlLQRflRfQ ) + SLgRlRflng

E58 == 8202L2Rf1Rf2

E68 = 840102L1L2Rf2 + SSCQLlLQRflRfQ

Frs = $3C1L1 LRy + s° (C1LyRp Ry + C1LoRi Rys + L LoRp1 Rys)
+ SLQRlRflRfQ
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4.2 Modelado de un sistema de nivel de liquido

Egs = s* (C1CyLy Ly Ry + C1CoLy LRy ) + 5 (C1Cy Lo Ry Ry + C1Cy Loy Ry Ry
+ CyLyLaRy Ry + C1CoLaRy Ry + C1CoLy Ry Ry + C1 Ly Lo Ry Ryo
+ C1Cy Lo Ry Ryg + ColyLyRp1 Ry ) + 8% (CoLyRyRoRyy + CyLaRy RoRyo
+ CoLyRiRy1 Rpg + C1LoRy Ry Rpg + CoLoRo Ry Rys + L1 LoRo Ry Ryo)
+ sLoRiRyRy1 Ry

A = s*C1CyLy Ly + 8° (C1C Lo Ry + C1Co L1 Ry + C1CyLyRpy + Coly Loy Ryy
+ C1Cy Ly Ry + C1CoLoRys + CiL1LoRys ) + 8* (C1Co Ry Ry + Co Ly Ry Ry
+ C1CyRoRpy + CoL1RyRyy + C1Co R Ryg + Ci1 Lo Ry Ry + C1C2Ro Ryo
+ CiLiRyRyo + C1CoRp1 Ry + CoLi Ry Ryg + Ci LoR 1 Ryg + CoLoRp1 Ryo
+ L1LyRpRyy) + s (CoR1RoRp1 + C1R1RyRpo + CoR1Rp1 Ryo + LoR1 Ry Ryo
+ C1RyRp1 Rys + CoRoRp1 Ryps + LiRoRp1 Rys ) + RiRo Ry Ryo
Sustituimos el valor de la Ecuacién (4.7) y las submatrices correspondientes de

la Ecuacién (4.6) en la Ecuacién (3.19) para obtener las salidas del sistema en el
dominio de Laplace representadas por la Ecuacién (3.32).

La Ecuacién (4.8) representa las dos funciones de transferencia que describen el
comportamiento del sistema de nivel de liquido en el dominio de la frecuencia.

( o) ) - ( G )““) (43)

B Yi(s) B s3C CoLay Ry + 82(C1L2Rf13f2 + C1C2 Ry Rey + C1Cy Ry Ryy ) + sCyL Ry Rey Ry
u(s) A

_ Ys(s) _ s*C1CyRn R
u(s) A

A= s*C1CyL1 Ly + 53 (C1Cy Ly Ry + C1Cy Lo Ry + C1Cy Ly Ry + Cy Ly Ly Ry
+ C1CyLy Rey + C1Cy Lo Ry + C1 Ly Ly Rey) + *(Co Ly Ry Ry + C1Co Ry Ry
+ CoLi Ry Ry + C1Cy Ry Ry + Cy Ly Ry Ryy + C1Cy Ry Ry + C1Cy Ry Ry
+ CoLy Ry Ry + C1 Lo Ry Ryp + Co Lo Ryy Ry + C1Co Ryy Ry + C1 Ly Ro Ry
+ L1 Ly R Ry) 4 s(Co Ry Ry Ry + Cy Ry Ro Ry + C1R1 Ry Ryy + Lo Ry Ry Ry
+ C1Ry Ry Ry + CoRy Ry Ry + L1 Ry Ry Rp) + Ry Ry Ry R
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5 Conclusiones y Recomendaciones

Durante este trabajo de tesis se dio a conocer la herramienta de Bond Graph, que
es una alternativa de modelado para determinar las ecuaciones de estado de un
sistema y se demostrd que una vez que se tiene el conocimiento basico de las reglas,
conceptos y elementos se puede modelar cualquier sistema fisico que sea pequenio de
manera sencilla, tal como se hizo con los ejemplos de circuitos eléctricos y una vez
que se alcanza un mayor conocimiento de la herramienta de Bond Graph es posible
comenzar a modelar sistemas de diferente dominio de energia mas complejos que en
comparacion con algiin método tradicional de modelado serian casi imposibles de
modelar.

Se demostro la eficiencia, la simplicidad y la rapidez para determinar la funciéon de
transferencia de un sistema mediante el planteamiento de un nuevo procedimiento, el
cual consiste en introducir un nuevo elemento de disipacion de energia en cada uniéon
donde existe un elemento de almacenamiento de energia y posteriormente aplicar
causalidad derivativa al Bond Graph del sistema. Con este nuevo procedimiento se
tiene la certeza de que obtener la funcion de transferencia de cualquier sistema que
se desee analizar ahorrara tiempo y esfuerzo computacional principalmente en la
solucién del término (sI — A)~".

Este tema se deja abierto para futuras aplicaciones del nuevo método de obtencion
de la funcién de transferencia en otros sistemas de diferente dominio de energia como
pueden ser hidraulicos, quimicos y biologicos.

Se deja a consideracion del lector la comprobaciéon de las funciones de transferencia
de los dos casos de estudio por algtin otro método tradicional, pero siempre teniendo
presente que le llevard un tiempo considerable obtenerlas ademas de que serda mas
complicado y laborioso por lo que se puede caer en errores de calculos y por ende
falsos resultados.

También, se deja a consideraciéon del lector la obtencion del diagrama de Bode o de
Nyquist de las funciones de transferencia de los dos casos de estudio para estudiar
el comportamiento de los sistemas y en caso de ser necesario implementar algin
control clasico como el P, PI, y PID para mejorar la respuesta ante una senal de
entrada en el sistema.

Se debe tener presente que al realizar el modelado y la obtencién de la funcién de
transferencia se deben seguir los procedimientos planteados asi como tener mucho
cuidado de respetar las restricciones causales de los elementos de Bond Graph, sélo
asi se podran tener resultados confiables.
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