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Resumen

En esta tesis presentamos un algoritmo para congelar estados ligados en el continuo
comenzando con la construccién de potenciales cuanticos para una ecuaciéon de Schrodin-
ger dependiente del tiempo. Los potenciales generados poseen un estado tal que después
de cierto umbral de tiempo tp, cuando el potencial ya no cambia, el estado que evoluciona
se vuelve un estado ligado en el continuo, cuya densidad de probabilidad se congela. Tras
factorizar una fase geométrica, dicho estado satisface una ecuaciéon de Schrodinger esta-
cionaria con un potencial independiente del tiempo. Este procedimiento puede extenderse

para considerar més de un estado ligado en el continuo.
Palabras Clave: Mecanica cuantica supersimétrica, estados ligados en el continuo,

fase geométrica, ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo, ecuacién de Schrodinger

estacionaria.
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Abstract

In this thesis we present an algorithm to freeze bound states in the continuum starig
from the construction of time-dependent potentials for the Schréodinger equation via su-
persymmetric quantum mechanics. The generated potentials have a quantum state with
the property that after a particular threshold time tF, when the potential does no longer
change, the evolving state becomes a bound state in the continuum, its probability distri-
bution freezes. After the factorization of a geometric phase, the state satisfies a stationary
Schrodinger equation with time-independent potential. The procedure can be extended to

support more than one bound state in the continuum.

Keywords: Supersymmetric quantum mechanics, bound states in the continuum, geo-

metric phase, time-dependent Schrédinger equation, stationary Schrodinger equation.



Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza encontramos, tipicamente, ondas que se propagan y ondas que perma-
necen confinadas. En el primer caso, tenemos por ejemplo a la luz, el sonido o particulas
libres en mécanica cuantica. Por otro lado, en el segundo caso encontramos electrones
unidos a atomos y moléculas, luz confinada en fibras 6pticas, asi como el confinamiento
parcial del sonido en instrumentos musicales. En este caso, las frecuencias de oscilacion
permitidas se conocen como espectro de onda. Para determinar si una onda puede ser per-
fectamente confinada (es decir, si existe un “estado ligado”) o no en un sistema abierto, una
regla simple es mirar su frecuencia: Si la frecuencia esta fuera del rango espectral continuo
(atravesado por las ondas que se propagan), puede existir un estado ligado ya que no hay
una forma de que irradie. Por el contrario, un estado de una onda con frecuencia dentro
del espectro continuo s6lo puede ser una resonancia que filtra e irradia hasta el infinito. Sin
embargo, un estado ligado en el continuo (BIC) es una excepcion a esta regla convencional,
ya que se encuentra dentro del continuo y coexiste con ondas extendidas, pero permanece
perfectamente confinado sin radiacion [1].

Los lugares mas simples para encontrar BICs son en sistemas donde los acoplamientos
de ciertas resonancias a los modos de radiacion estan prohibidos por simetria o separabi-

lidad. Cuando un sistema exhibe una simetria de reflexion o una simetria rotacional, los
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modos de diferentes clases de simetria se desacoplan por completo. Es comtn encontrar un
estado ligado de una clase de simetria incrustado en el espectro continuo de modos de otra
clase, y su acoplamiento esté prohibido siempre que se conserve dicha simetria. También
se puede aprovechar la separabilidad para construir BICs. Por ejemplo, consideremos un

sistema bidimensional con hamiltoniano de la forma:
H = H,(x) + H,(y), (L.1)

donde H, actta tnicamente sobre la variable x, y H, sobre la variable y. Se pueden resolver

por separado los eigen-problemas unidimensionales,

Hop{"(z) = E{y(x),

Hypy™(y) = B (y). (1.2)

Si ™ () y wg(/m) (y) son estados ligados de un problema unidimensional, su producto
& (x)wl(,m)(y) esté ligado en ambas dimensiones y permanecera localizado incluso si su
valor propio EM +E?Sm) se encuentra dentro del espectro continuo de los estados extendidos
para el hamiltoniano bidimensional. El acoplamiento al estado extendido esta prohibido
por la separabilidad.

Cuando el niimero de canales de radiacion es pequeno, se puede suprimir completamente
la radiacion de todos los canales ajustando los parametros de un sistema. En términos
generales, si la radiacion se caracteriza por N grados de libertad, es necesario ajustar al
menos N pardametros para lograr un BIC. Tal supresion puede interpretarse como un efecto
de interferencia donde dos o méas componentes radiantes se cancelan entre si.

Los BICs de Fabry-Pérot se encuentran cominmente en sistemas con dos resonancias
idénticas acopladas a un solo canal de radiacion. Existen en ondas de agua entre dos

obstéaculos |2,3] como se propuso por primera vez por M. Mclver, estos a veces se denominan

modos atrapados de chapoteo [4]. Dichos BICs también se han estudiado en cavidades
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acusticas [5]. Una propiedad tnica de los BICs de Fabry-Pérot es que los dos resonadores
interactian fuertemente a través de la radiaciéon, incluso cuando estan muy separados.
Estas interacciones de largo alcance se han estudiado en cavidades o qubits acoplados a
través de una guia de ondas [6,7]| y para dos solitones con fugas acoplados a través del
espacio libre de radiacion [8]. Los BICs de Friedrich-Wintgen se han estudiado en modelos
de capas continuas [9], colisiones de dtomos frios [10], aislantes topologicos bidimensionales
con defectos [11] y para grafos cuanticos [12], billar cuantico [13] o 4tomos de impurezas
[14,15] unidos a cables. En actstica, se han estudiado en cavidades multirresonantes [5,16].
En o6ptica, se han estudiado en objetos dieléctricos multirresonantes en guias de ondas de
microondas [17,18], y el ldser de estado oscuro descrito en la Ref. [19] es también un BIC de
Friedrich-Wintgen si se ignora la radiacion intrinseca de las cavidades de los microanillos.

También tenemos el caso de una sola resonancia que puede convertirse en un BIC
cuando se sintonizan suficientes parametros. Se puede pensar que la resonancia tnica en
,s1 misma, surge de dos (o mas) conjuntos de ondas, y la radiacion de las ondas que la
constituyen se puede ajustar para cancelarse entre si.

En lugar de buscar la presencia de BIC en un sistema determinado, se puede dar
la vuelta al problema: comenzar con un BIC deseado y determinar qué sistema puede
soportar este estado ligado y el espectro continuo que lo contiene. Tal construccion inversa
se puede lograr disenando el potencial, la tasa de salto o la forma limite de la estructura.
Los BICs se discutieron por primera vez en la mecénica cuéntica en el trabajo seminal de
von Neumann y Wigner [20], donde construyen un estado que es un modo cero localizado

y normalizable de la forma

sin(r?)
Vi) =—5—" (1.3)
en el potencial
2 4
V(r) =5 +9, (1.4)

que solo admite soluciones de espectro continuo para valores propios de energia no nulos.
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Estos autores consideraron ,ademaés, una funciéon de onda que incluia la modulacion del
perfil de particula libre. Al analizar el comportamiento del modo cuando » — co con una
energia F > 0 integrada en el continuo, construyen un potencial periddico a partir de la

funcion de onda modulada
V2i)(r)
Y(r)

tal que V(r — oo) ~ —|Vy| < E. Al exigir la normalizabilidad del estado, el potencial asi

V(r)=FE+

(1.5)

construido exhibe un comportamiento oscilatorio con la mitad del periodo de la funcién
de onda, de tal forma que la localizaciéon requerida para la normalizacién del estado puede
entenderse como el resultado de su reflexion sobre el espejo de Bragg generado por las
crestas de la oscilacion del potencial. La familia de potenciales de von Neumann-Wigner
ha sido revisada continuamente durante casi un siglo (ver, por ejemplo,Refs. [21-23]). Se

sabe que los potenciales de la forma

v(r) = 25mir) (16)

r

admiten un BIC de energia F = b?/4 siempre que |a| > |b| [24]. Estos estados cuéanticos se
han estudiado bajo varios enfoques, incluida la ecuacién de Gelfan-Levitan [25] o el enfo-
que de dispersion inversa [23,26], las transformaciones de Darboux [27-29|, supersimetria
(SUSY) [30-32], entre otros.

Una construcciéon mas relevante experimentalmente es disenar la tasa de salto entre los
vecinos cercanos en un modelo de amarre fuerte. Tal construccion puede llevarse a cabo
a través de la transformacion SUSY [33,34] y ha sido realizada por Corrielli et al. en la
Ref. [35] en una matriz de guias de ondas opticas acopladas, donde la tasa de salto se
ajusta por la distancia entre las guias de ondas vecinas.

Otro metodo es, en lugar de disenar la ecuacion de onda en si, también se puede disenar
la forma del contorno para lograr BICs. M. Mclver propuso por primera vez dicho método

en el contexto de las ondas de agua [2].
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Los BICs también se han estudiado en grafeno [36], algunos materiales topologicamente
aislantes [37] y, desde el punto de vista formal, modelando la ecuacion de Dirac en un espa-
cio curvo [38]. Un denominador comun en estos casos es el cardcter estatico del potencial
efectivo en la ecuacion de onda que gobierna el sistema subyacente. Actualmente los BICs
se consideran como un fenémeno ondulatorio general.

Aunque la completitud del espectro continuo de un operador de onda podria sugerir
que, en principio, cualquier funcién de onda cuadrado integrable localizada puede expre-
sarse como una combinacion de estos estados, en el caso de la ecuacién de Schrodinger, se
debe tener cuidado ya que en lo que se refiere a la realizacion de los BIC. Por ejemplo, en
el caso de potenciales dependientes del tiempo, cuando la evoluciéon temporal del potencial
esta congelado, no se garantiza que combinaciones de este tipo sean autométicamente so-
luciones a la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria, como demostraremos en este trabajo de
Tesis basado en nuestro articulo [39]. La ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
se puede resolver exactamente en un punado de casos, como pozos potenciales con paredes
moviles [40-42|. Se conocen varias aproximaciones para explorar las propiedades analiticas
de las funciones de onda dependientes del tiempo y los valores propios de la energia (con-
sulte, por ejemplo, Ref. [43] y sus referencias), incluida la aproximacion adiabatica [44] y
la teoria de la perturbaciones [41]|. Una estrategia poderosa para construir soluciones de-
pendientes del tiempo para la ecuacién de Schrodinger a partir de su version estacionaria
es a través de transformaciones puntuales [45-49]. Estas transformaciones, en combinacion
con la SUSY de primer orden independientes del tiempo, han permitido extender el nu-
mero de ejemplos dependientes del tiempo resolubles, desde el pozo de potencial infinito
con una pared movil hasta el potencial trigonométrico Péschl-Teller [42], transformando
la ecuacion de Schrodinger estacionaria a una ecuacion dependiente del tiempo que en el
pasado/futuro remoto se conecta con las soluciones de la particula libre.

Esta tesis presenta un marco general para la construccion de potenciales dependientes

del tiempo para la ecuacion de Schréodinger empleando supersimetria de segundo orden en
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combinacion con transformaciones puntuales. Construimos un BIC para el caso dependien-
te del tiempo mediante la transformacion puntual del problema estacionario, modificando
el potencial y la funcién de onda. Luego, asumimos que después de un tiempo especifico,
toda la dependencia temporal del potencial se congela, de modo que el potencial vuelve
a ser estacionario y exploramos el comportamiento del estado normalizable. Curiosamen-
te, se ve que el BIC congelable no es una soluciéon propia de la ecuaciéon de Schrodinger
estacionaria en el potencial congelado, sino que resuelve una ecuaciéon que incluye un po-
tencial vectorial que, sin embargo, no genera un campo magnético. Por lo tanto, mediante
una transformacién de norma apropiada, removemos el potencial vectorial y observamos
el BIC que permanece congelado cuando el potencial deja de evolucionar en el tiempo.
Ejemplificamos estas caracteristicas a partir de la funcién de onda de una particula libre
en el semieje positivo real. Ampliamos atin mas este sistema mediante la construccion de
un segundo BIC. Por lo tanto, ilustramos el procedimiento para encontrar sistemas mas
complejos que admitan un namero finito [50,51| e infinito 23,52, 53| de BICs. Con este
fin, hemos organizado el resto del trabajo de la siguiente manera: En el siguiente Capitulo
presentamos el marco teérico de la supersimetria de segundo orden como herramienta para
generar BICs. El Capitulo 3 presenta algunos ejemplos de la construccion de BICs con este
algoritmo confluente y en el Capitulo 4 presentamos nuestras conclusiones y perspectivas

para trabajo futuro.



Capitulo 2

Preliminares

Antes de pasar a la técnica general, presentemos las tres herramientas principales que
necesitamos para generar potenciales dependientes del tiempo con estados ligados en el
continuo congelables. Primero, la mecénica cuéntica supersimétrica confluente permite mo-
dificar el espectro de un hamiltoniano cuantico. Una transformacién puntual proporciona
dindmica al sistema. Finalmente, una transformacién de norma facilita la interpretacion

de los resultados.

2.1. Mecanica Cuantica Supersimétrica (SUSY-QM)

La Mecénica Cuantica Supersimétrica o SUSY-QM es una técnica que nos permite
encontrar soluciones a una ecuaciéon de Schrédinger dado que conocemos una solucion
de otra ecuacion de Schrédinger con diferente término potencial [54-59]. En su forma
més simple, consideramos un hamiltoniano cuéntico unidimensional Hy y un operador

diferencial de primer orden L]; que mapea las soluciones de la ecuacion de valores propios

Hyp = By, (2.1)
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en soluciones de

donde H; es un hamiltoniano con un término potencial deformado. En esta Tesis, consi-
deramos la supersimetria confluente, que es una transformacion SUSY de segundo orden
que puede verse como dos iteraciones de transformaciones de primer orden [27,60-71].
En aras de la claridad, repasemos las partes necesarias del formalismo requerido para este
trabajo. Comenzamos considerando un hamiltoniano hermitiano Hy con un potencial inde-
pendiente del tiempo Vi (y) que podria tener espectro discreto, continuo o ambos. Ademas,
consideramos como conocidas algunas soluciones de la ecuaciéon de valores propios:
pe

Hop = Ev, donde Hy= I + Vo(y), (2.3)

Yy € (Yo, yr) C Ry E es el eigenvalor de energia del sistema. Luego, aplicamos dos pasos

muy especificos de 1-SUSY para llegar a una transformacion SUSY confluente.

Supersimetria de primer orden

Como primer paso, proponemos la relacién de entrelazamiento
H\L! = L1H,, (2.4)

donde

d o
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u = u(y) es una funcion llamada semilla o funcidn de transformacion. Al sustituir (2.5) en

la relacion de entrelazamiento (2.4) encontramos que V; y u deben cumplir

d2
Vily) = Voly) —2— 5 Inu, —u"+ Vou=eu, (2.6)

dy?
donde € es una constante de integracion real llamada energia de factorizacion. Notemos
que u satisface la ecuacion inicial de Schrédinger para el pardmetro de energia € pero
no le imponemos las condiciones de contorno del problema fisico inicial. De la expresion
(2.6) vemos que para tener un potencial regular V; la funcién de transformacién u no
debe anularse. Aplicando el operador LI sobre una solucion 1) podemos obtener funciones
propias 1[} x th del hamiltoniano Hy; la ecuacion de entrelazamiento (2.4) lo garantiza.

En otras palabras, el operador Li mapea el espacio de soluciones de

en el espacio de soluciones

Hyp = Ei). (2.8)

Existe un mapeo inverso y se puede encontrar a partir de la relaciéon de entrelazamiento
formalmente adjunta (2.4),

HoLy = L\H;, (2.9)

donde
L=zt ¥ (2.10)
1 dy U. .
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Tengamos en cuenta que los operadores L y L1 factorizan los hamiltonianos Hy y H;

como

LIl = Hy—e

LIL, = H —e (2.11)

Tales factorizaciones son ttiles para encontrar el estado escondido de Hy, esto es, el estado

aniquilado por L, el cual satisface la ecuacion
Hi, = €. (2.12)

Resolviendo la ecuacion diferencial de primer orden L1, = 0 encontramos que

~

1
bely) = Caty)’ (2.13)

donde ¢, es una constante de normalizaciéon cuando 1), es normalizable, de lo contrario

¢e = 1. Ahora, cualquier otra solucién de
Hyp = Ev), (2.14)
ademés de @Ze se puede obtener como @/A) X LMJ. Como sabemos que
LL = Hy —e, (2.15)

podemos calcular la constante de normalizacion. Asumiendo |¢|> = 1, vemos que

s 1 t
Y= —lew. (2.16)



CAPITULO 2. PRELIMINARES 11

Asi, partiendo de una ecuaciéon de Schrodinger
Hyy = Ev, (2.17)
con potencial Vj, vy soluciones v, obtenemos una ecuaciéon de Schrédinger
Hyp = Ev, (2.18)
con un potencial V3, y soluciones . y v, ec. ( (2.6),(2.13)) y funciones propias 1-SUSY.

Supersimetria confluente de segundo orden

Podemos iterar el procedimiento y obtener un segundo hamiltoniano H,. La seleccion

de la funcién de transformacion v y la energia de factorizacion € resolviendo correctamente
Hyv = ev, (2.19)

fijara Hy y consecuentemente sus funciones propias. Existen muchas variaciones de la se-
gunda iteracion que conducen a diferentes sistemas. La mas comin es cuando € # ¢ se
toman como constantes reales. Aqui consideramos el caso ¢ = ¢ € R . Una vez que fijamos
la constante de factorizacidon, necesitamos seleccionar una funciéon de transformacion v.
Una eleccion razonable es el estado escondido v = 1/u, pero esta eleccion da como resul-
tado Hy = Hy. Como queremos generar un hamiltoniano diferente al inicial, Hy # Hy,

necesitamos usar una solucién general de Hyv = ev; esto se puede hacer usando la formula

v = % (w + /yj ug(z)dz) : (2.20)

de reduccion de orden,
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donde w es una constante real. El potencial asociado a la segunda iteracion se escribe

2

d
Valy) = Vl(y)—?d—lenU

& 1 ’ 2d
= Vo(y)—Qd—y2 n(w—i—/you z) (2.21)

Los hamiltonianos Hy y Hs estdn entrelazados por el operador

Lt = oirt
d v d
S e N A Bl 2.22
( @+v>(cw+U)’ (222
va que HoL' = LTH,.
Las soluciones de la ecuacion Hoi) = Etv se pueden encontrar aplicando LT a las

soluciones de Hyy) = Ev como

1

t
= L. (2.23)

P =

Ademas, el estado escondido asociado a la energia de factorizacion e es

- 1 U
-C-=0—— 2.24
we EU ew+fy U,2d2’7 ( )

Y0
donde C, es una constante de normalizacion, si 1. es cuadrado integrable. En la transfor-
macion SUSY de primer orden, la funcién de transformaciéon u debe carecer de nodos para
producir un potencial regular V;. En el caso confluente, esta restricciéon cambia a que la

funcién

y
w+/ u?dz, (2.25)
Yo
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no debe anularse. Podemos cumplir este requisito seleccionando u tal que

lim u(y) =0 0 lim u(y) = 0. (2.26)

Y—Ye Y—Yr

Entonces se puede garantizar que existen constantes w y yo que mantienen V5 regular.

2.1.1. Transformacion Puntual

Podemos relacionar una ecuaciéon de Schrodinger unidimensional e independiente del
tiempo con una dependiente del tiempo usando una transformacién puntual, véase, por
ejemplo, [45,46]. Ademaés, la conexion entre una supersimetria dependiente del tiempo
presentada en [54,72| y la version independiente del tiempo se realizé en [73|. La combi-
nacion de SUSY-QM y transformaciones puntuales se aproveché atn mas en [42, 74-77].
En particular, consideremos la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo del socio

potencial SUSY V,(y):

d? -

d? (y) + (B = Va(y))¥(y) = 0. (2.27)

Ahora, consideremos las funciones arbitrarias A = A(t) y B = B(t) y definamos la variable

y en términos de un parametro temporal ¢ y una nueva variable espacial  como:

y(2.1) = zexp {4 / tA(T)dTl 49 / " B(r) exp {4 / TA(%)d%} ar. (2.98)

to to 70

Entonces, la funcion

b t) = Dly(et))exp {—z’ [A(t)x2 + B(t)e+ E /t: exp {8 / A(%)d%} dr
+/t [2iA(T) + B*(7)] dT} } (2.29)

to
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es solucién de la ecuacion
O 0) + S0(w,t) = V ()62, 6) = 0. (2.30)

Esta es es una ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo (ESDT) donde el potencial

viene dado por

Viet) = exp l8 /t:A(T)dT] Vg(y(:c,t))Jr[%A(t)—llAQ(t)] .
4 {%B(t) - 4A(t)B(t)] .. (2.31)

En la ultima expresion, tenemos tres términos. El primero involucra el potencial V5 en
términos de x, t con un coeficiente dependiente del tiempo. Los dos tltimos términos
son monomios cuadraticos y lineales en la coordenada x con coeficientes dependientes del
tiempo. Igualemos estos dos tltimos términos a cero con el objetivo de obtener un potencial
V' con una forma similar al potencial V5. Este problema fue estudiado en [42|. Igualando
tales coeficientes a cero, obtenemos un sistema de ecuaciones; cuya solucioén por integracion

directa es:

1 Co
— B(t) =
At + ¢’ (*) At +c;’

A(t) = (2.32)

donde ¢; y ¢ son constantes reales. Una vez conocidas estas dos funciones, se puede evaluar

el cambio de variable definido en (2.28),

2 — co

y(w,t) = 2+ o)

(2.33)

Asi, dada la ecuaciéon estacionaria de Schrédinger

U+ (B = Va(y))Y =0, (2.34)
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donde
Vo = Va(y), (2.35)

podemos encontrar una soluciéon de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
104 + Opzd — Vo = 0, (2.36)

donde

1 —( 2zx+c i ) E +c3
1) = . 2.37
oz, 1) Nz (2(4t—|—c1)> eXp{4t+c1 {x Qrt—y ’ (2.37)

y
1 2x + Co
Vix,t) = % ) 2.38
@0 = G oy (2(4t—|—cl)> (2:38)
Hay una singularidad que debemos evitar en t = —¢; /4, por lo que el dominio del tiempo

no puede ser una linea real completa. El dominio de la coordenada x podria ser el mismo

de la variable y, dependiendo del sistema fisico.

2.1.2. Invariancia de norma y fase geométrica

La ecuaciéon de Schrodinger para una particula con carga ¢ y masa m en un potencial
electromagnético se escribe en términos del potencial escalar ¢ y vectorial A en lugar
de las variables de el campo eléctrico E y campo magnético B lo que permite escribir el

hamiltoniano como
p + qA)?
o PEAA (2.39)
2m

La invariancia de norma de las ecuaciones de Maxwell implica que los campos eléctrico y

magnético
A
E=-Vp-—- %—t, B=VxA, (2.40)
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no cambian si las siguientes transformaciones se realizan simultaneamente,

A
A—A'=A+V) <,0—>g0':gp—aa—t, (2.41)

donde A = A(z,t) es una funcién escalar. La ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo

iOp = Hup, (2.42)

retiene esta caracteristica si, ademas de las transformaciones en la eq. (2.41), la funciéon

de onda cambia de acuerdo con

= Y = e, (2.43)

Esto permite seleccionar A de tal forma que si en un determinado instante de tiempo ¢y el
potencial vectorial A # 0 pero antes teniamos A = 0, uno todavia puede tener una ecua-
cién de Schrodinger sin potencial vectorial ajustando el potencial escalar apropiadamente.

En particular, seleccionando

Mz, t) = g(2)O(t — tp), (2.44)

podemos cambiar el potencial escalar de tal manera que la ecuacién dependiente del tiempo
que gobierna este estado nunca desarrolle un potencial vectorial.
Ademés, en la situacion en la que la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

oY _ (Pp+qA)°
ot 2m

i Y+ gy (2.45)

implica un potencial vectorial A tal que V x A = 0, podemos factorizar directamente una

fase geométrica

Y = e, (2.46)

con

g= q/A - dx, (2.47)
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donde g no depende del camino de integraciéon en la regién donde se anula el rotacional de

A de tal forma que la funciéon 1 verifica

oY p?
Zat—zmw+qwh (2.48)

es decir, una ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo sin potencial vectorial.

2.1.3. BIC Congelado

Nuestro objetivo es construir un potencial resoluble dependiente del tiempo. Este po-

tencial cambia en el tiempo hasta un tiempo de congelamiento tr, luego ya no varia:

Vir,t) 0<t<tp,
Vi(z,t) = (2.49)

Le pedimos a este potencial que tenga al menos un BIC cuando ¢t > tg; estos estados se
conocen como estados ligados en el continuo congelables.

Partimos de un potencial resoluble y estacionario Vj(y) con espectro continuo. Luego,
el primer paso es construir su socio SUSY confluente V5(y) usando el algoritmo presentado
anteriormente. La energia de factorizacion e debe estar en el espectro continuo de Hy. Como
consecuencia, la solucién semilla es una funcién no normalizable. Estudiemos primero el
caso en que el dominio del potencial es toda la linea real. Para este caso Vy(y) debe ser un

potencial acotado. Es mas, le pedimos

lim Vo(y) = Ve lim Vo(y) = Vi, Vi# Vi (2.50)
Yy—+00

Yy——00

Sin pérdida de generalidad, consideraremos V;, > V,.. Otros requisitos que imponemos a
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Vo(y) son

0 o0 Yb Yo
| Wiy <oe. [y <o [ Pa <o [Ty <o (251)
Y Ya —0o0 —00

a

donde y,, ¥, son constantes con valor absoluto arbitrariamente grande.
Dado que el comportamiento asintético de las soluciones de la ecuacion de Schrodinger
es importante, revisemos algunos resultados generales que utilizaremos. Se sabe (ver, por

ejemplo, el Teorema 4.6, p.84 en [78]), que las soluciones de la ecuacion
— "+ oo = kP, (2.52)

para una funcion vy(y) que satisface vg — 0 cuando y — oo y

[ vty < oo [y <, (2.53)
Ya

Ya

tienen la siguiente forma asintética cuando y — oo:

YT (y) = exp (@kz /?J \/1— Uok(zz)dz> (1+0(1)),
6+ (y) = exp (-@k /y Ji- “f;f(?dz) (14 o(1)). (2.54)

Dado que la sustitucion de y por —y no cambia ni la forma de las condiciones ni la ecuaciéon

(2.53), entonces la solucion se comporta asintoticamente cuando y — —oo como

Vv (y) = exp <zk: /yb \/1— %dz) (1+0(1)),
¢ (y) =exp (—ik’ /yb \/1- %dz) (1+o0(1)). (2.55)

La siguiente consideracion es seleccionar una energia de factorizacion V, > € > V.. Para
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aplicar los resultados (2.54) identificamos
vy = Vo =V, (2.56)
al analizar el comportamiento asintotico en y — 0o, entonces

UHy) o exp (iVe— Vo) (1+0(1)),
o' (y) o exp(—ive— Vo y) (1+0(1)), (2.57)

es decir, solo tendremos soluciones oscilatorias. Debemos seleccionar una funcién semilla

4 como una superposicion, tal que u sea una funcion real. Podemos escribir

u o sin (W Y+ (5) , (2.58)

donde 4 es una fase. Al estudiar el comportamiento asintético de u en y — —o0, podemos

usar

vo = Vo — Vi (2.59)

De (2.55), las soluciones de la ecuacion de Schrodinger tienen la forma

0o(y) o exp (VVi—ey) (14 o(1),
0 (y) o< exp(—vVimey) (1+a(1), (2.60)

el posible comportamiento de u es una superposiciéon de funciones exponenciales divergen-
tes y convergentes. Debemos elegir solo la solucion convergente, u o< ¢~ (y). Al elegir u con
estos comportamientos cuando |y| — oo, garantizamos que hay rangos para los parametros

Yo vy w en (2.21) donde V5 es un potencial regular.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 20

Ademés, cuando y — 400 entonces

2k sin(2(ky + 9)) [cos(2(ky + 6)) + 1]
sin(2(ky+9)) +

2
+ «I» sin(2 +5

Voo Vo +2

—V,, (2.61)

donde k? = € — V,, y w, es una constante. El estado escondido se comporta como

sin(ky + 6)

155 ™~ sn
(2(2ké;+5)) +y+w

— 0. (2.62)

Cuando y — —o0, el potencial y los estados ocultos se comportan como

16 3 2Ky B KY
Vo Vom o Vi Y e~ o 0, (2.63)
2Ky 2 ery
(6 + 2/<cwb) ok + Wy

donde
K=V, —e (2.64)

Asi, los potenciales Vi y V5 tienen el mismo limite cuando y — 4o0o. Ademas, estos

resultados sugieren que la funcion 1. es una solucién cuadrada integrable de

Hye = €ty (2.65)

con un valor propio incrustado en el espectro continuo, en otras palabras, podria ser un
BIC. Tales situaciones han sido discutidas en [30].

Si partimos de un potencial V;(y) definido en el semieje (0, c0), el potencial puede ser
acotado o no acotado, pero atn necesitamos Vy(y) — V, cuando y — oo. Ademaés, Vy(y)
debe satisfacer las dos primeras condiciones en (2.51). Entonces, la eleccion correcta de la
energia de factorizacion es € > V., como parte del espectro continuo. El comportamiento
de u cuando y — 400 es oscilatorio, como se explica en (2.57). Una vez maés, es necesario

elegir una solucion real. El comportamiento de u a la izquierda debe elegirse para que u
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no diverja. De hecho, se necesita

lim u(y) =0, (2.66)

y—0

para que el estado perdido v, podria satisfacer la condicion de frontera 1 (0) = 0.

Ahora, podemos asociar a V,(y) un potencial dependiente del tiempo V' (z,t) a través
de la transformacion puntual. En la ecuacion (2.37) podemos ver como se transforma cual-
quier solucién de Hytp = E1p. Recordemos que las soluciones 1) se obtienen a partir de
soluciones de Hyptp = E1) como en (2.23), 1) podria ser un estado limite o de dispersion.
También hay un BIC 9, introducido por la transformacién SUSY confluente que tam-
bién se transforma como en (2.37), se llama ¢.(x,t). Esta funcion resuelve la ecuacion de

Schrédinger dependiente del tiempo
101 e + OprPe — V. = 0, (2.67)

y serd cuadrado integrable, ¢(z,t) estd garantizado si la preimagen ¢ (y) es también una

funcién de cuadrado integrable,

ol = [ loto)ds

o0

2
- 1 R 21“"62

= / o) |*dy

= |7, (2.68)

donde usamos el cambio de variable (2.33). Ni ¢(z,t) o ¢.(x,t) son estados estacionarios,

evolucionan en el tiempo y no son funciones propias del operador

— Oz + V. (2.69)
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Nuestro siguiente paso es seleccionar un tiempo de congelacion tr. En cualquier mo-

mento t > tp, las funciones ¢(z,tr) y ¢.(x,tr) satisfacen la ecuacion de valores propios:

[(—Z% + Ax(x)) + V(LtF)] P(z,tr) = ﬁﬁb(%tﬂa (2.70)

donde
Ay (z) = —=0,9(x) = —(22 — )/ (4t + 1), (2.71)

siendo
g(x) = ﬁ (x2 —Ccox + b Z 62) (2.72)

la fase que acompafia a las funciones de onda (2.37). La ecuacion (2.70) es la ecuacion
de Schrodinger de una particula cargada en un campo magnético con potencial vectorial
A = (A;,0,0), pero un campo magnético nulo ya que B = V x A = 0. Aqui usamos
la transformacion de norma presentada anteriormente, que permite introducir un vector
potencial A(z,t) = (A.(x,t),0,0) donde A,(x,t) = —O(t —tp)0.g(x), entonces la funcion

a trozos

0
br(z,t) = o) st<tr (2.73)

. 2x+-c B
¥ <2<4tF+Z>> exp <_—(4tF+c1>2t> t=2tp.

sera la solucion de

En particular, la funcion

ez, 0<t<tp,
dpe(z,t) = #elat) = (2.74)

n 2x+c i€
Ue (st ) oo (~miamt) t2te
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es un paquete de ondas dependiente del tiempo antes del tiempo de congelaciéon, pero
después de tg, se convertira en un estado ligado en el continuo que satisface la ecuaciéon

de valores propios

H¢Fe = 5¢Fea (275)

donde

€

e (2.76)

E =

En el siguiente Capitulo mostraremos algunos ejemplos para exponer de mejor manera

las aplicaciones de la teoria.



Capitulo 3
Ejemplos

En este Capitulo, construimos dos potenciales con estados ligados congelables en el
continuo. En el primer ejemplo, partimos de la particula libre definida en el semieje y > 0
y generamos un potencial dependiente del tiempo con un solo BIC congelable. Para un
segundo ejemplo, mostramos que podemos iterar el algoritmo para construir un potencial
con dos BIC congelables. Ademas, usando la simetria de inversiéon temporal, construimos

potenciales con mas BICs congelables.

3.1. Agregando un solo BIC congelado para la particula
libre

Comenzamos nuestra discusion considerando el potencial

Vo(y) =0, (3.1)

para la particula libre, definido en el semieje y € (0, 00) como en [39]. Elegimos una energia

de factorizacion

e=k>>0 (3.2)

24
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u(y) = sin(ky). (3.3)

Usando la transformaciéon supersimétrica confluente, el potencial V; se transforma como

en (2.21). Explicitamente,

_ 16k2[1 — k(2w + y) sin(2ky) — cos(2ky)]

Valy) [sin(2ky) — 2k(20 + 92

. (3.4)

Para tener un potencial regular usamos yo = 0y w > 0. El estado escondido (2.24) asociado

a la energia de factorizacion € es

- 4k sin(ky)

Ye(y) = C.

© 2k(2w + y) — sin(2ky)’ (3:5)

que es de cuadrado integrable. Para verificar esta afirmacion, centrémonos en la cola os-
cilante de la funcién. Podemos ver que el cuadrado del estado escondido esta acotado por

arriba por una funcién de cuadrado integrable de y = m/4k para y — oo, como:

122 = |CJ? / " 10e)|P dy + / N h&(y)fdy)

™

k

9 T —2 * Ak sin(ky) ?
= d
el w(8kw + m — 2) * /Ik ‘ 2k(2w + y) — sin(2ky) Y
—2 0 Ak ?
< |C.? T d
< |G w(8kw + m — 2) +/4wk 2k2w +y) — 1 y)

1 8k
=|CP -4+ ——-—-—=]). 3.6
I (w+8kw+7r—2) (3:6)

Para una energfa E, = ¢* # ¢, la funcion de onda v (y), ver (2.23), es

~ . dksin®(ky) [k cot(ky) sin(qy) — g cos(qy)]
VW) =~ — k) k(2w T y) — sn(Zhy)]

— sin(qy). (3.7)
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En la Fig. 3.1 el potencial V4(y), junto con las densidades de probabilidad del estado
escondido 9 (y) y un estado de dispersién () son mostrados, para w = 1. Observamos
que la funciéon de onda del BIC tiene una funcién envolvente que tiende a cero cuando

y — 0o, mientras que el estado ¥(y) no esta localizado.

3

y

Figura 3.1: Socio potencial SUSY confluente V5(y) de la particula libre (curva azul) y
densidades de probabilidad [¢.(y)|? (naranja) y |¢(y)|? (verde) para los parametros w = 1,
e=1yq¢g*=2.

Ahora, usamos la transformacion puntual presentada en (2.33-2.38), donde establece-

mos ¢; = 1, co =0yt € [0,00). Esta seleccion hace © = y para t = 0. Entonces

y V5 se transforma como:

_ 16k? [1 — k (2w + 557 sin (F55) — cos (#55)]

PO T T i () - 2k 4 8 )

(3.9)

Analogamente, para el BIC dependiente del tiempo, la funciéon de onda asociada para la
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energia € es explicitamente

+k2 . 2
4ik+/4t + 1 exp [ (16t+4 )} sin (4f+1)

(4t + 1) sin (ftlfl) — 2k(2w + 8wt + )’

de(z,t) = (3.10)

El estado esta localizado y el primer maximo en la densidad de probabilidad se amplia y
disminuye en altura a medida que aumenta el tiempo. Para estados con energia £ = ¢* # ¢,

la correspondiente funciéon de onda dependiente del tiempo tiene la forma explicita

4m +q

e eXp\[/% } [Xq(:v,t) ~ sin (Mq—ilﬂ , (3.11)

donde

4k sin® (4t+1) [ cot <4t+1) sin (4t+1) qcos (4t+1)]

(¢° = #2) [4kw + 3535 — sin (5737)

XQ(% t) =

Este estado no esté localizado en ningtin momento.

Finalmente, consideramos una particula cargada en el potencial:

Ve, t) 0<t<tp,
Vi(z,t) = (3.12)

V(l’,tp) t Z tF.

donde V (z,t) viene dado por (3.9), y tr es el tiempo de congelacion. La forma del potencial
en t = 0 es oscilatoria en todo el dominio z € [0,00), la amplitud de tales oscilaciones
disminuye a 1/x. Este potencial es de hecho una familia parametrizada por w > 0. Cuanto
menor sea el valor de w, més profundo sera el primer minimo del potencial. Las soluciones

de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

10,0F + Opedr + Vidr = 0, (3.13)

se pueden construir como (3.7), (3.10) y (3.11); estos estados no son normalizables. Ademaés,
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el estado ¢p. termina como un BIC. Se construye como en (3.64) donde 1 se da en
(3.38) v ¢ en (3.10). Es cuadrado integrable para todos los tiempos ¢ > 0 debido a las
relaciones (3.49) y (3.40). Cuando t > tp, el estado ¢p. se convierte en el tnico estado

limite estacionario del hamiltoniano

con energia

R FTEE (3.15)

Dado que €p > V(z,tr) cuando x — oo, entonces ¢p. es un estado ligado en el continuo
congelado. En la Fig. 3.2a, mostramos el potencial Vr(z,t). Su forma cambia en el tiempo
y su perfil espacial oscila como se esperaba, tendiendo a cero cuando z — oo. La Fig. 3.2b
muestra la densidad de probabilidad del BIC congelable agregado, |¢r.(x,t)]?. Se puede ver
como varia en el tiempo hasta tr = 0, 2, cuando se vuelve estacionario. El comportamiento

de |¢pp(z,t)|?, para E = 2 en diferentes momentos se muestra en la Fig. 3.2c.

Figura 3.2: Sistema con un solo BIC congelable. El potencial Vg(x,t) (a) y las densidades
de probabilidad de ¢p(z,t) (b) y ¢r(x,t) (c). Aquiw=1e=1,¢*=2y tpr=0.2.
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3.1.1. Sistema con dos BICs congelados

Podemos iterar la transformacion SUSY confluente para agregar més de un BIC. Con
cada iteracion, la longitud de las expresiones del potencial socio SUSY y las soluciones de
la correspondiente ecuacion de Schrodinger podrian aumentar drasticamente. Para ilustrar
el procedimiento, tomamos el sistema estacionario encontrado en el ejemplo anterior con
el término potencial V5(y) como en (3.4), el tnico BIC #.(y) con energia ¢ = k% como
en (3.38), y estados de dispersioén t(y) con energia E, = ¢* # k* dados por (3.44). Para
simplificar la notacion, hagamos los siguientes reemplazos € — €1, k — k1 y w — wy. A
continuacion, encontramos un socio SUSY confluente de V5. Como queremos agregar un
segundo BIC, debemos seleccionar una segunda energia de factorizacion e, = k3 # €. La

solucion semilla de esta transformacion sera el estado de dispersiéon asociado a €s:

() = L L{y(y) _ Ak sin?(k1y) [k1 cot(kyy) sin(kay) — ky cos(kay)]
TR (5 — k2) [2hs (21 + ) — sin(2ky)]

— sin(kqy). (3.16)
De (2.21), podemos ver que el socio SUSY del potencial V5 se convierte en

Vilo) = Vo)~ 20 (s + [ udaz). (3.17)

La integral en la expresion anterior se puede calcular analiticamente, lamentablemente
la expresion explicita de Vj(y) es demasiado larga para mostrarla en esta Tesis. Este
potencial depende de los pardmetros w; y ws, diferentes valores de estos parametros dan
diferentes potenciales, en otras palabras V, es una familia biparamétrica de socios SUSY

de potenciales de la particula libre.
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El primer BIC corresponde al estado escondido (2.24) que tiene la forma:

Ug
wy + [} u3dz
1 L)

7;62 (y) =

= , 3.18
wy + [} uddz (k3 — ki) (3.18)
y satisface la ecuacion de eigenvalores
H4J€2 = 62&627 (319)
donde
d2

Para construir el segundo BIC y los estados de dispersion, necesitamos los operadores de
entrelazamiento de esta transformacion. De forma andloga a las ecuaciones (2.5) y (2.22),

los operadores son
/ /
d  u d v

L= Ll = (3.21)

_d_y Uy’ _d_y vy

1 y
Vg = — (w2 +/ u%dz) . (3.22)
() 0

Podemos obtener el segundo BIC aplicando el operador de composicion LZL;E sobre el

estado escondido . (y), ver (3.38):

donde

~ _ 1 trt T
¢61 (y) (k% . l%%) L4L3w5<y)7 (323)

que satisface

H4{/;€1 = 611261' (324)
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Finalmente, los estados de dispersion con energia E # ¢;, ¢ = 1,2 son:

- 1
YW B E -

LYLYLL LT (y), (3.25)
satisfaciendo la ecuacion de Schrédinger
Hyb = E. (3.26)

Lamentablemente, las expresiones explicitas del BICs zzq, QZQ y los estados de dispersion
{/; del hamiltoniano H4(y) son demasiado largas escribirlas en esta Tesis. En la Fig. 3.3
mostramos la gréfica del potencial Vj (curva azul), los BICs agregados 1), (curva naranja),
QZQ (curva roja), y un estado de dispersion QZ (curva verde). Los parametros que usamos
son wy = 1, wy = 2, las energfas de factorizacion k% = 1, k2 = 2, y la energia del estado de
dispersion es ¢> = 3. Para mostrar que 1@, i = 1,2 son funciones de cuadrado integrables,

encontramos una envolvente de cuadrado integrable de la forma

a;
b +y

‘ > 10 (v). (3.27)

Usando métodos numéricos, se encuentra que a; = 2,71104, by = 6,79476, ay = 2,47686, y
by = 8,38096 dan un ajuste apropiado.
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0 10 20
y

Figura 3.3: Socio potencial SUSY confluente V,(y) de la particula libre (linea azul) y densi-
dades de probabilidad |1, (y)|? (naranja), |1, (y)|* (rojo) y |¢(y)|? (verde). Los pardmetros
toman los valores w; =1, wy =2, k2 =1,k3 =2, ¢* =3,y tr = 0,2.

Como en el ejemplo previo, usamos la transformacion puntual presentada en el Capitulo
anterior para obtener un potencial dependiente del tiempo de (3.17) y sus funciones de
onda de las expresiones (3.18, 3.23, 3.25). Recordemos que usamos ¢; = 1, ¢o = 0, luego t €
[0, 00). El siguiente paso es elegir un tiempo de congelacion tr y enseguida construimos el
potencial temporal (2.49). Consideramos nuevamente un potencial vectorial A = (A,,0,0),

donde
2x

Atp +1°

Ag(z,t) = —O(t — t) (3.28)

Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo asociada a Vi se
construyen como en (3.63), para estados de dispersion, o (3.64), para BICs. Las energias

de los BICs congelados después de tr son

€;

=— =1,2. 2
et (329)

€rq

Usando un tiempo de congelacion tp = 0,2, representamos Vi en la Fig. 3.4a, las densidades



CAPITULO 3. EJEMPLOS 33

de probabilidad de los BICs congelados ¢, en la Fig. 3.4b, ¢, en la Fig. 3.4c, y un estado
de dispersion ¢ en la Fig. 3.4d.

Figura 3.4: Sistema con dos BIC congelables. Potencial Vg(z,t) (a) y densidades de pro-
babilidad de ¢p, (z,t) (b), ppe,(x,t) (¢), y ¢pr(x,t) (d) en diferentes momentos ¢ > 0. Los
parametros toman los valores w; = 1, wy =2, kI =1,k3 =2, ¢* =3,y tr =0,2.

Simetria de inversién temporal

Dado que nuestro sistema es hermitiano, existe una simetria de inversion temporal.
Tomando el complejo conjugado de la ecuacion de Schrodinger y reemplazando ¢ — —t

podemos ver que ¢}.(x,—t) resuelve la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
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para el potencial Vp(z, —t). La ventaja de usar esta transformacion es que en ¢ = 0 la
amplitud de las oscilaciones son menores que en t = ¢z, de hecho, si se elige correctamente
el parametro ¢; (recordemos que en este ejemplo usamos ¢; = 1), la forma del potencial
Vr(z,0) se asemeja al potencial de particula libre y el potencial congelado presentara osci-
laciones con mayores amplitudes. En la Fig. 3.5 aplicamos la transformacion de inversion
temporal sobre el ejemplo que fue considerado para crear la Fig. 3.4. Se puede ver que
el potencial Vr en la Fig. 3.5a tiene una forma plana en ¢t = 0 y luego las oscilaciones se
vuelven mas visibles y mas estrechas a medida que aumenta ¢, lo mismo es cierto para el
BIC congelable ¢, en la Fig. 3.5b, ¢pe, en la Fig. 3.5¢, y el estado de dispersion ¢ en

la Fig. 3.5d después de la transformacion.
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Figura 3.5: Sistema con dos BIC’s utilizando la simetria de inversiéon temporal. Potencial
Vr(x,t) (a), y densidades de probabilidad de ¢pe, (z,t) (b), ¢pe,(x,t) (¢) ¥y ¢p(z,t) (d).
Los parametros toman los valores wy = 1, wo =2, ky = 1,k2 =2, ¢ =3y tp = 0,2.

3.2. Potencial escaléon dependiente del tiempo con un

BIC congelado

En esta Seccion, partimos del conocido potencial escalén como un sistema indepen-
diente del tiempo. Entonces, usando la supersimetria confluente, anadimos un solo BIC.

Ademas, con la transformacion puntual previamente introducida, transformamos el siste-
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ma estacionario en un sistema dependiente del tiempo con un potencial explicitamente
dependiente del tiempo. Esto lo hacemos de acuerdo a nuestra Ref. [79].

Comenzamos nuestra discuciéon considerando el potencial

~

vV oy <o,
Vo(y) = ' (3.30)

0 y>0,

definido a lo largo del eje y € (—o0, 00) donde V es una constante positiva. Las soluciones
del sistema son conocidas en la literatura (ver [80,81]). Nos restringimos al caso 0 < E, <

A

V', las soluciones son:

ex <0,
U(y) = P ' (3.31)

cos(qy) + ¢ sin(qy) ¥ >0,

con la energia

E,=¢ (3.32)

p=1/V—E, (3.33)

Asi, para ejecutar la transformacion supersimétrica confluente, elegimos una energia de

factorizacion tal que 0 < e < V. La solucion semilla u(y) tiene la forma:

exp(k 0,
u(y) = P V= (3.34)

cos(ky) + %sin(ky) y >0,

con

K= e (3.35)
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2=V —e (3.36)

Notemos que u(y) — 0 cuando y — —oo. Entonces, de (2.21) obtenemos explicitamente

el socio supersimétrico de V:

~

16 exp(2ky) k3w
V- (exp(2ry)+2Kkw)? Yy <0

] (3.37)
32k> (k cos(ky) + K sin(ky)%) y >0,

donde las funciones o(y) y 0(y) son

i(y) = [(K*+ £*) (K2 + k) + 2k*w] sin(ky) — k [(F* + &%) (ky + 1) + 2k*kw]

o(y) = [2ky(kK* + &) + 4k°w — 2kk cos(2ky) + (K* — K?) sin(Qky)}2 :

Podemos calcular directamente de (2.21) el estado escondido asociado a la energia de

factorizacion e:

2k exp(Ky)
— RW X K y S 07
Dly) = C. 2rw-+exp(2ry) (3.38)
4k® (cos(ky)+  sin(ky)) >0
Ye(y) y ’

donde
Ve(y) = (K* — £?)sin(2ky) — 2kk cos(2ky) + 4wk® + 2ky (k* + k) .

Para demostar que 9, es una funcién de cuadrado integrable, pocedemos de la siguiente
manera:

Primero, separamos la integral

e’ 0 [e')
152 = / . dy = / [ dy + / [ dy. (3.39)

—00
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La primera integral puede ser calculada anaiticamente:

. 2 1
Py — [CP] 2t ( )
/mw y=1CPy St (——

Para la segunda integral, podemos mostrar que es envuelta por una funciéon de cuadrado

integrable:
00 | T PR 2
B1GP [ testin) gaintio)
|Ce[? 0 Ve(y)
- /°° 4k* k2 + K2 p
= o |dwkd + 2ky (2 + k2| Y
00 a 2 (12
[l =5 (3.40)
donde
2
B 2k 2wk (3.41)

=V R
La Fig. 3.6 muestra un ajuste (realizado previamnete) del médulo al cuadrado de la
ec. (3.38) for y > 0.

Para una energia

E=q #e¢, (3.42)
la funcion de onda es solucion a
Hy = Ev, (3.43)
que es construida usando (2.23), y (3.31). Se tiene
[(K—p)cxp(py)} J} ( ) <0
- R ) -y y=Vy
Ply)=q L T (3.44)
Y+ (y)—q c;;(_q]zg—qpsm(qy) y >0,

con las expresiones
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2kwo(k + p) + (p — k) exp(2ky)

v-ly) = 2kw + exp(2ky) ’
- k*(psin(qy) + gcos(qy)) | 4k(ssin(ky) + k cos(ky))
Uiy) = + 5
q be(y)
k
X [E (H cos(ky) — k sin(k:y)) <,0 sin(qy) + ¢ Cos(qy))
+ (/i sin(ky) + kcos(ky)) (q sin(qy) — pcos(qy))] :
o12f .
010 i}
N 0osfi :
= 0.06-:': ........ 2
004 Fit |A(y) |
0.02f
0.00_I “-_."' ‘:‘.__o"“.‘\.__.'I'"“- ______ '-..: _____________ I
0 5 10 15 20
y
Figura 3.6: |1(y)|? vy una funcién envolvente de la forma A(y) = by con a = 2k(K* +

E2)7Y2 b = 2wk%(k? + k)L La escala de la grifica se fijacon V =5 k=1, k=2y
C. =1, en las unidades apropiadas.

En la Fig. 3.7 se muestran las densidades de probabilidad del estado escondido |t (y)|? y
del estado de dispersién |¢)(y)|? a lo largo del potencial V(). Observamos que la funcion
de onda del BIC tiene una funcion envolvente que tiende a cero cuando |y| — oo, mientras

el estado 9 () no est4 localizado.
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e .

Va(y)

y

Figura 3.7: Se muestra el potencial V(y), junto con las densidades de probabilidad del
estado perdido |¢(y)|* y un estado de dispersion [¢(y)[*. La escala del grafico se fija con
V=bk=1rk=2qg=V2yw=4

El siguiente paso es construir un potencial dependiente del tiempo para (3.37) usando
la transformacion puntual presentada en (2.33,2.38). Notemos que x = y a t = 0. Entonces

V' se transforma en un potencial a trozos:

1 . 16k3w exp (22
V(x,t) = AT V- p(‘;t;l) > (3.45)
(4t +1) [211&) + exp(4t+1)}

si x < 0, de lo contrario

Via,t) = % [kcos (Af%) + msm< ki ) @(y(x’t))} . (3.46)

En la Fig. 3.8 (arriba) mostramos el potencial V(x,t) at = 0,t = 0,1 y t =0,2. Su

forma cambia en el tiempo y su perfil espacial oscila como se esperaba, anuldndose cuando
x — 00. Anélogamente para el BIC dependiente del tiempo. La funciéon de onda asociada

a la energia € es explicitamente
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1 iz + )] - T
Ol 1) = 4t+1eXp{4t—+14}w€ <4t+1)' (347)

Esta funcion es solucion a la ecuacion de Schrodiger dependiente del tiempo
1010 + OpzPpe — Vpe = 0, (3.48)

y es una funciéon de cuadrado integrable debido a que 1. (y) también lo es:

6P = / 6ol ) P

_ €T 2
v <4t+1> ‘ de

1 o0
- / [Be()dy = 151 (3.49)

1)

donde usamos el cambio de variable (2.33). La densidad de probabilidad de phi.psilon se
muestra en la Fig. 3.8 (centro) a distintos tiempos. Este estado esté localizado y el primer
pico en la probabilidad de densidad aumenta y disminuye la altura (oscilaciones) a medida
que aumenta el tiempo.

Para estados con energia F, = ¢* # €, la correspondiente funcién de onda dependiente

del tiempo tiene la forma explicita

1 i@+ 2)) -/
oz, t) = 4t+1eXp{4t—+14}w(4t+1)’ (3.50)

El comportamiento de la densidad de probabilidad |¢(x,t)|?, para E = 2 a diferentes

tiempos se muestra en la Fig. 3.8 (abajo). Este estado no se puede localizar a ningtn

tiempo.
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________________________ t=0.2
N
____________ f_\NW t=0.1
=
R
> \
............ ]’\/\/\;\M =0
-20 -10 0 10 20
X
t=0.2
N
=
B3
i t=0.1
ASS
gf\h\/\“ t=0
-20 -10 0 10 20
X
t=0.2

lp(x.t) | 2

-20 -10 0 10 20
X

Figura 3.8: Comportamiento del potencial V (z,t) (arriba), el BIC ¢.(z,t) (centro) y el
estado de dispersion ¢(z,t) (abajo) en los tiempos ¢ = 0, ¢t = 0,1 y t = 0,2. La escala de

los graficos esta fijada por V=5, k=1, k=2,¢g=v2yw=4.

Finalmente, elegimos el tiempo de congelacion ¢;. Entonces, podemos considerar una
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particula cargada en un potencial:

Viz,t) 0<t<t,,
Vp(z,t) = (3.51)

donde V'(z,t) estd dada en (3.45,3.46). Notemos que cuando ¢t € [0,¢;) el potencial esté
cambiando en el tiempo, y cuando t > t; el potencial estd congelado. Este potencial es
de hecho familiar, parametrizado por w > 0. Recordemos que w fue introducido por la
transformacion SUSY confluente.

¢(x,t) y ¢(x,t) no son estados estacionarios, sino que evolucionan en el tiempo, y

tampoco son eigenfunciones del operador
— Oy + V. (3.52)

A cualquier tiempo ¢ > t;, las funciones ¢(z,t;) v ¢c(z,1;) satisfacen la ecuacion

[(—% + zAx(x)) +V(x, tl)] oz, t;) = %Lfﬁ(xa ti), t=>t, (3.53)

)

donde
Az(x) = —0,0(x), (3.54)

1 E
O0(z) = 2+ 3.55

(@) 4ti+1(x+4) (3.55)
La ecuacion (3.53) es la ecuacion de Schrédinger para una particula cargada bajo la influen-
cia de un potencial vectorial A = (4,,0,0) que no genera campo magnéticoB = V x A =

Debemos recalcar que la ecuacién de Schréodinger para una particula cargada de carga ¢

inmersa en un campo electromagnético externo es mejor escribirla en términos de los po-
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tenciales escalar ¢ y vectorial A a través del Hamiltoniano
H = (p+qA)*+ qp. (3.56)

Este potencial electromagnético nos permite definir un campo magnético y uno eléctrico
como
0A

definicién que no cambia si las siguientes transformaciones se realizan simultaneamente,

1))
A—A'=A+V) gp%(p’:gp—a, (3.58)

donde A = A(z,t) es una funcion escalar. Este es un enunciado de la invariancia de norma de
las ecuaciones de Maxwell. En mecéanica cuantica, la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo

O0Y

iy = HY (3.59)

conserva esta caracteristica si ademas de las transformaciones en Ec. (3.58) en el Hamil-

toniano (3.56), la funcion de onda cambia segtn la transformacion de fase local
Y — Y = e (3.60)

En nuestro ejemplo, esta libertad nos permite seleccionar A\ de tal manera que si en de-
terminado instante de tiempo t; el potencial vectorial A £ 0 pero antes tenfamos A = 0,
todavia se puede tener una ecuacion de Schrédinger sin potencial vectorial ajustando ade-

cuadamente el potencial escalar. En particular, seleccionando

Mz, t) = U(2)O(t — ), (3.61)
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podemos cambiar el potencial escalar de modo que la ecuaciéon dependiente del tiempo que
gobierna este estado nunca desarrolle un potencial vectorial para empezar.

Luego, eligiendo un potencial vectorial A(z,t) = (A,(z,t),0,0) donde

Ay(z,t) = —O(t — t;)0.0(x), (3.62)

observamos que la funcién a trozos

or(e,1) = (3.63)

se convierte en una solucién de

Z.8t¢F(x7 t) = [_axx + VF(ma t)] ¢F('Ta t) = HQSF('%? t)
En particular, la funcion

ez, 0<t<t,
bl ) = Pe(@,?) = (3.64)

&6 (415?_'_1) 13 Z ti7

antes de congelar el tiempo t; es solo un paquete de ondas dependiente del tiempo, pero
para t > t; se convierte en un estado ligado en el continuo congelado que satisface la

ecuacion de eigenvalores

Hope = edpe, (3.65)

donde

€

LT (3.66)

E =

En la Fig. 3.9 graficamos el potencial Vr (arriba), el BIC congelado ¢, (centro) y el estado
de dispersion ¢ (abajo) at = 0,8, t =1yt = 1,8, el tiempo congelado es t; = 1. Notemos
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que después de t = 1 ni el potencial ni las funciones de onda evolucionan

t=1.8

________________________ t=0.8
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X
t=1.8
N
=
X
© t=1
ASS
t=0.8
-20 -10 0 10 20
X

t=1.8

lp(x.t) | 2

-20 -10 0 10 20

X
Figura 3.9: Comportamiento del potencial Vir(z,t) (arriba), el BIC congelado ¢pc(z,1)

(centro) y el estado de dispersion ¢p(x,t) (abajo) en los momentos ¢t = 0,8, t = 1

A Yy
t = 1,8. El tiempo de congelaciéon es t; = 1. La escala del grafico esta fijada por V = 5,
k=1, k=2 q¢=V2yw=A4

46
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Conclusiones

En esta tesis, hemos hecho uso de transformaciones supersimétricas confluentes para
generar BICs en un sistema mecéanico cuéntico que cumple con las condiciones para hacerlo.
Partiendo de un sistema estacionario sin BICs, hemos generado potenciales estacionarios
que soportan un estado localizado de cuadrado integrable, el BIC, en cierta energia de
factorizacion incrustada en el espectro del continuo. Para cualquier otro valor de energia en
el continuo, el estado correspondiente se extiende y corresponde a un estado de dispersion.
A través de una transformacion puntual, hemos construido el potencial y los estados con
evolucion temporal explicita. Sin embargo, notamos que las arrugas en el potencial cuando
x — 0o todavia localizan un BIC en cada momento fijo.

A continuacién, permitimos que contintie la evoluciéon temporal del sistema y, en un
momento dado, congelamos el potencial de modo que ya no evolucione, sino que permanez-
ca estacionario. Luego, estudiamos el comportamiento del BIC con este potencial estatico
después del tiempo de congelacién. Notamos que este estado no es una solucién de la
ecuacion estacionaria de Schrédinger, sino que desarrolla una fase geométrica en térmi-
nos de un potencial vectorial que no genera campo magnético alguno. Esta observacion
nos permite deshacernos de la fase geométrica mediante una transformacién de norma y

asi observar que el estado resultante se convierte en un estado propio del hamiltoniano

47
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congelado correspondiente a un BIC.

Ademas, mostramos que el procedimiento presentado se puede iterar para agregar BICs
adicionales a diferentes energias de factorizacion. Las expresiones pueden ser largas y
engorrosas, aunque directas de obtener. Al sistema estacionario de miltiples BIC se le
puede dar una evolucién temporal a través de transformaciones puntuales hasta un nuevo
tiempo de congelacién en el que se requiere que el potencial permanezca estacionario.
Al desahcernos de la fase geométrica desarrollada por los estados durante la evolucién
del tiempo mediante una transformaciéon de norma, todavia encontramos que los BIC
permanecen localizados por su reflejo en el espejo de Bragg del potencial.

Mostramos el uso de la técnica en tres ejemplos. Primero agregamos un solo BIC con-
gelable al potencial de una particula libre definida en el semieje . Obtuvimos expresiones
explicitas del potencial dependiente del tiempo, los estados de dispersion y el BIC con-
gelable. Luego, insertamos un segundo BIC congelable a diferente energia a través de
una iteracion de la transformacion supersimétrica confluente. Verificamos que la familia
de potenciales dependientes del tiempo con BIC congelables puede aumentar usando una
simetria de inversion temporal [39]. En [79] exploramos mas ejemplos relacionados con
potenciales escalon.

Una extension natural de estas ideas es considerar un sistema relativista a partir de
una ecuacion de Dirac. Aunque los BIC cuénticos atin esperan una verdadera observacion,
la nueva clase de materiales modernos podria ofrecer la oportunidad de explorar estos

estados. Todas estas ideas estan bajo consideracion.
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