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Resumen

Los ideales monomiales son el puente entre el dlgebra conmutativa y la combinatoria. En este
trabajo se caracterizar los ideales monomiales de Veronesese, de productos mixtos normales y de
bitipo de Veronese. La caracterizacion en cuestion surge con una relacion entre el dlgebra de Rees
y el algebra simétrica asociada a dichos ideales. Si tales algebras son isomorfas se dice que el ideal
es de tipo lineal. En este trabajo se responde cudles de los ideales mencionados anteriormente son
de tipo lineal.

Palabras clave: Ideales monomiales, productos mixtos, ideales de Veronese, ideales de bitipo
de Veronese, ideales de tipo lineal.






Abstract

Monomial ideals serve as the bridge between commutative algebra and combinatorics. This
study focuses on characterizing Veronese monomial ideals, normal mixed product ideals, and Ve-
ronese bitype ideals. The specific characterization arises through a connection between the Rees
algebra and the symmetric algebra associated with these ideals. If these algebras are isomorphic,
the ideal is termed linear. This work addresses the question of which of the aforementioned ideals

are linear type.

Key words: Monomial ideals, mixed products, Veronese ideals, bitype Veronese ideals, linear

type ideals.
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Introduccion

Los ideales monomiales forman un puente entre el dlgebra conmutativa y la combinatoria. En
el presente trabajo se abordan los resultados de [5] los cuales caracterizan a los ideales de Veronese
libres de cuadrados, a los ideales de productos mixtos y a los ideales bitipo de Veronese. Estos
ultimos ideales estdan asociados a las gréficas bipartitas con ciclos y fueron introducidos por La

Barbiera en [6].

La caracterizacion en cuestion se da cuando el dlgebra de Rees asociada al ideal es naturalmente
isomorfa al dlgebra simétrica asociada a dicho ideal. A los ideales que cumplen esta propiedad se
le conoce como de tipo lineal (ver [7]). Esta clasificacién, ademds de contar con multiples propie-
dades algebraicas, ofrece informacidn pertinente acerca de las graficas cuando su ideal de aristas
es de tipo lineal (ver [7]) y por ello, son ampliamente estudiados dentro del dlgebra conmutativa y

la combinatoria.

Este trabajo de tesis de maestria busca dar una clasificacion completa de los ideales de Veronese
libres de cuadrados, a los ideales de productos mixtos normales y a los ideales bitipo de Verone-
se. Para ello, se usardn multiples métodos brindados por las bases de Grobner, por esta razon, los
primeros dos capitulos son un recordatorio de bases de Grobner para anillos y mddulos, haciendo
énfasis en determinar un conjunto generador del médulo de sizigias. En el tercer y dltimo capitu-
lo se dara en primer lugar un breve repaso de la relacion entre el dlgebra simétrica y el dlgebra de
Rees asociado a un ideal dado; posteriormente, se definen los ideales de tipo lineal y se muestra una
caracterizacion cuando se trata de ideales monomiales. Luego, en segundo lugar, el capitulo con-
cluye con condiciones necesarias y suficientes para que los diferentes tipos de ideales mencionados

anteriormente sean de tipo lineal.






Notacion y terminologia

A'lo largo de este trabajo se denotard como Z, Z y Z- al conjunto de ntimeros enteros, enteros
no negativos y enteros positivos respectivamente; la letra mindscula k siempre denotard un campo

(no necesariamente algebraicamente cerrado); las letras mintsculas n, m y [ siempre denotaran

enteros positivos; k [xi,. .., x,] denotara al anillo de polinomios con coeficientes en k y variables
X1,...,X,; para un subconjunto I' de k [xy, ..., x,] se denotard como (I') al ideal de k [x1,..., x,]
generado por I' y la letra mayuscula I usualmente denotara un ideal de k [xy, ..., x,].

En el (Capitulo 1} frecuentemente se usardn las letras mindsculas u y v para denotar monomios
y Mon (k [xy, ..., x,]) para denotar al conjunto de todos los monomios del anillo k [xy, ..., x,].

En el |Capitulo 2| la letra mayudscula S denotard al anillo de polinomios & [xy, ..., x,], la le-
tra mayuscula F denotard un S —modulo libre de rango finito y Mon (F) denotara al conjunto de

productos de monomios de S con la base canénica de F (tal definicion se puede consultar en el

|Capitulo 2, pagina 9).

En el Symg (M) denotard al dlgebra simétrica asociada al S —mddulo M (tal defi-
nicién se puede consultar en el |Capitulo 3, pagina 17); R; denotard al dlgebra de Rees asociado al

ideal I y R (/) denotard a la presentacion del dlgebra de Rees R; (tal definicién se puede consultar

en el [Capitulo 3, pagina 20).
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Capitulo 1

Bases de Grobner

En este capitulo se mostrard como es posible garantizar la existencia de bases de Grobner para
un ideal del anillo de polinomios con coeficientes en un campo k en n variables y se mostrard un

algoritmo para construir tales bases partiendo de un conjunto de generadores del ideal.

Para comenzar, veremos algunos preliminares acerca del anillo de polinomios, después, mos-
traremos la relacién que tienen los monomios con la divisibilidad, hablamos del lema de Dickson.
Dicho resultado afirma que todo ideal generado por una familia de monomios contiene una subfa-
milia finita generadora. Luego, mostraremos un tipo de relacion de orden total sobre los monomios
el cual nos permitird definir un ideal monomial y por lo anterior, garantizar la existencia de bases
de Grobner.

1. Preliminares

El anillo de polinomios con coeficientes en k y variables xi, .. ., x,, denotado por k [x, ..., x,],
es el k— espacio vectorial generado por el monoide Z%,. A un elemento basico @ = (ay,...,@,) €
Z%, en k[xi,...,x,] le llamamos monomio y lo denotamos como x* = x‘f1 - xy". Asi, un ele-
mento de k[xy,...,x,] es una k—combinacién finita de monomios y le llamaremos polinomios.

Particularmente a los elementos de la forma Ax® con A € k les llamaremos términos.

El grupo abeliano k [xy, ..., x,] tiene estructura de anillo definiendo el producto entre términos
como
Aox” - Apx® = (A,45) x*F
donde A,, 4z € k. Este producto se extiende distributivamente a los polinomios y de esta manera,

k[xy,...,x,] es una k—algebra. Mas aun, esta k—algebra posee la siguiente propiedad universal:

Proposicion 1.1. Sean A una k—dlgebra y ay,...,a, € A. Entonces, existe un vinico homomor-

fismo de k—dlgebras ¢ : k[xi,...,x,] = A tal que ¢ (x;) = a; y el siguiente diagrama conmuta:
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Aqui, ¢ : k — A es el homomorfismo de anillos que dota a A con una estructura de k—dlgebra e

i:k—k[x,...,x,] es lainclusion natural.

De la proposicién anterior se deduce que todo homomorfismo de k—algebras k [x,...,x,] = A
es un homomorfismo evaluacion. Tipicamente se usara la siguiente descripcion para tales homo-
morfismos:

klxy,....,x,] @A
X; — a;.
2. Ellema de Dickson y 6rdenes monomiales
Denotamos por Mon (k [xy, .. ., x,]) al conjunto de monomios del anillo & [x, ..., x,]. Los mo-

nomios tienen la siguiente relacion con la divisibilidad:
XM x | PP o B> @ paratodo i € {1 n}]
1 n 1 n i = Wy P s e ooy .

Asi, la relacion de divisibilidad sobre el conjunto de monomios es una relacion de orden parcial.
Mas aun, por lo anterior toda cadena decreciente de monomios eventualmente se estabiliza. Notese

que sin = 1, el orden de la divisibilidad es total pues es el orden natural inducido de Z,.

Sea f € k[xy,...,x,]. Se define el soporte de f como el conjunto de monomios que componen
a f, tal conjunto se denota como supp (f). Por convencidn, si f = 0 se considera supp (f) = 0y si
f es constante no cero se considera supp (f) = {1}.

Un ideal de k[xi,...,x,] es monomial si es generado por monomios. Estos ideales son ca-
racterizados con la propiedad de contener el soporte de todos sus polinomios. Asi, los monomios

generadores tienen la siguiente propiedad que los caracteriza:

ProPOSICION 1.2. Sean I un ideal monomial de k [xy, ..., x,] y M un conjunto de monomios de
1. Entonces, M es un conjunto generador de I si y solo si para todo monomio v € I existe u € M

tal que u | v.

Resulta que los conjuntos de monomios cumplen la siguiente propiedad con respecto a la divi-
sibilidad:
Teorema 1.3. [3, Lema de Dickson, Capitulo 1, Teorema 1.9]

Sea M un conjunto no vacio de monomios. Con respecto a la divisibilidad, el conjunto M tiene

un niimero finito de elementos minimales.
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Por la Proposicion|1.2]y el lema de Dickson, se obtiene el siguiente resultado que caracteriza a

los ideales monomiales:

CoroLArIO 1.4. Sea I un ideal monomial de k [x,, ..., x,]. Entonces, cada conjunto de genera-

dores monomiales contiene un conjunto finito que genera a I.

El teorema de la base de Hilbert afirma que todo ideal / del anillo k [x, ..., x,] es finitamente
generado. En el caso de ideales monomiales, el lema de Dickson afirma que un subconjunto finito
de los generadores de un ideal monomial genera al ideal. Por esto, el lema de Dickson es mas

especifico cuando se trata de ideales monomiales.

Con animos de querer comparar monomios (para definir supremos e infimos), se define lo

siguiente:

DEeFniciON 1.5. (Orden monomial)

Un orden total < sobre Mon (k [x1, ..., x,]) €s un orden monomial sobre k[xi,..., x,] si se
cumple:
1. 1 < uparatodo u € Mon (k [xy, ..., x,]).

2. La relaciéon < es compatible con la multiplicacion de monomios, es decir, si u < v en
Mon (k [x1,...,X,]) y siw € Mon (k [x1,. .., x,]), entonces uw < vw.
Los 6rdenes monomiales se definen de esta forma por dos razones principales:

1. Se busca un orden total.
2. Se busca que el orden contenga a la relacion de la divisibilidad.

En efecto, los 6rdenes monomiales definidos de esta forma cumplen la siguiente propiedad:

ProposiciON 1.6. Sea < un orden monomial sobre k[xi,...,x,]. Si u,v € Mon(k[xi,...,x,])

conu|v, entonces u < v.

Recuerde que los monomios con la divisibilidad tienen la propiedad de que toda cadena decre-
ciente se estabiliza. Pues bien, los 6rdenes monomiales cumplen la misma propiedad. Enseguida se

muestran dos ejemplos de érdenes monomiales.

EmemprLo 1.7. (El caso de una variable)

En k[x,], el orden usual de Z.( define un orden monomial sobre k [x]:

[x‘i < x‘f] S [c <denZsy].



4 1. BASES DE GROBNER

Este orden es trivialmente de buen orden y ademads, es compatible con la multiplicacién de mono-
mios pues el orden < sobre Zs, es compatible con la suma: si x{ < x? y si x¢ es un monomio de
k[x], entonces
c.e d e c+e d+e
[)cl)c1 < xlxl] < [xl <X ]
Slc+te<d+el.
Como x| < x‘f, entonces ¢ < d y como e € Zs se tiene que ¢ + e < d + e. Por lo tanto, < es orden
monomial sobre k [x;]. De hecho, es el orden monomial dado por la divisibilidad:
[xf < xf] S [e <d]
& [de € Zygtal que d = ¢ + €]
& [He € Zs tal que x¢ = xfxf]
d
o [xf | xl].
Mas atn, este orden monomial es dnico. En efecto, sea < un orden monomial arbitrario sobre & [x;].

Si x{ < x4, entonces x¢ | x¢ y x¢ < x4. Por otro lado, si x{ < x¢, se tiene que ¢ < d en Z. En

efecto, si d < c, entonces existiria e € Z( no cero tal que
c=d+e

y x4 | x6. Ast, x4 < x{ y x$ = x4, esto implicaria que ¢ = d, lo cual es una contradiccién. Por lo

tanto, ¢ < d en Zs,. Se concluye que
[xf < xﬁ’] o [xf < xﬁl]
y el orden < es el unico orden monomial sobre k [x;].

EsempLo 1.8. (Orden lexicogréfico puro)

Como se vio en el ejemplo anterior solo existe un orden monomial en & [x;]. Lldmese < a dicho
orden monomial. Este orden monomial se puede extender al anillo k [x;, x,] definiendo <., como

sigue:
(03] 1
x <o
[')C(IL,I'X(ZY2 Splex )&1?1 xgz] Aad 1 : 1(11 Xﬂl
ay < ,82 S1 X =X
Es rutinario verificar que <, es una relacion de orden total sobre Mon (k [x;, x,]). Ademds, es
claro que

(07 (o7 (07 (0%
1 <piex X{' x5 para todo x{'x,> € Mon (k [x1, x2]) .

Luego, si x{'x3°, x’f‘ xéz € Mon (k [x1, x,]) son tales que

@] @2 1 2
X X" Splex )‘ji7 )‘g :
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Sea x{'x}* € Mon (k [x1, x,]). Entonces,

ajtyr azt+y2 1ty1  paty2
XA <plex)‘f "g ’

pues < es compatible con la multiplicacién de monomios en k [x;] y < es compatible con la suma
en Zsg. Por lo tanto, <., €s un orden monomial sobre & [x;, x,]. A tal orden se le conoce como el

orden lexicografico puro.

El orden lexicografico puro se puede extender inductivamente a varias variables. Resulta que tal

orden es equivalente a que se cumpla la siguiente regla: si x%, ¥’ € Mon (k [xy, ..., x,]), entonces,

o . El primer elemento no cero de a — 8 es negativo,
X < plex N

o bien, o = g.

Observe que el orden lexicografico puro sobre k [x;, x,] cumple que

2022
X577 Zplex X1-

Asi, tenemos que el orden lexicografico puro no considera el grado de los monomios. Sin embargo,
existe un orden derivado del orden lexicografico puro que si considera el grado. Sean x* y »*
monomios. Definimos

deg (x¥) < deg (xﬁ) , 0 bien,

[xa Stex 2 ] T e Splex X si deg (x*) = deg (xﬂ )

El orden anterior se le conoce como el orden lexicogréﬁcoﬂ Observe que el orden restringido a
los k—subespacios

klxi,...,%.ly
con d € Z. es el orden lexicografico puro. Aqui, k [xi,. .., X,]; son los polinomios homogéneos
de grado d en las variables xi, ..., x, y coeficientes en k.

DEerniciON 1.9. (Monomio inicial e ideal inicial)

Sea < un orden monomial sobre k [xy,..., x,]. Se define el monomio inicial de un polinomio
no cero f, denotado por in< (f), como el monomio maximo de supp (f) con respecto al orden
monomial <.

Asimismo, dado 7 un ideal no cero de k [xy, ..., x,], el ideal inicial de I es el ideal generado

por los monomios iniciales de los polinomios no cero de /.

A To que nosotros llamamos orden lexicografico puro y orden lexicografico, algunos autores prefieren usar la
denominacién orden lexicografico y orden lexicografico graduado.
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Si el ideal I es finitamente generado por los polinomios g, ..., g, entonces no necesariamente

inc (1) es igual a (in< (g;),...,in< (g,)). Sin embargo, siempre se puede garantizar que
(ing (g1), ..., (g)) Cinc (D).
EsempLo 1.10. Considere I = <x3 — 2xy, X’y — 2y* + x>. En el orden lexicografico se tiene que
ing,, (¥ - 2xy) = X ying, (Py -2y +x) =
<ier y)=x"ying, (x7y y+x)—xy.
Entonces,
( 2 2 3 _ 2
x(xy -2y +x)—y(x —2xy)—x el
Asi, ing, (x*) = 2 € ing, (). Sin embargo, x* ¢ (ing, (¥ - 2xy).ing, (x%y -2y’ +x)) =
<x3, x2y> pues x? no es divisible por x?y ni por x°. Por lo tanto,
ing, (I) # <insm (x3 - 2xy) ,ing,, (xzy — 2y + x)> .
DeriniciON 1.11. (Base de Grobner)

Sean [ un ideal de k [x, ..., x,] y < un orden monomial sobre k [x, ..., x,]. Una coleccion de

elementos gi,..., g, € I que cumple

inc (/) =(in< (g1),...,in< (g,))

es una base de Grobner del ideal I respecto al orden monomial < sobre & [xy, ..., x,].

La primera aparicion de las bases de Grobner en la escena matemdtica fue en 1965, en el articu-
lo Ein Algorithmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklassenrings nach einem nulldimen-
sionalen Polynomideal (Un algoritmo para encontrar los bésicos del anillo de clases de residuos
modulo un ideal polinomial de dimensién cero), el cual, fue tesis doctoral del matematico austriaco
Bruno Buchberger. Las bases de Grobner han jugado un papel importante dentro del 4dlgebra con-
mutativa, pues brindan informacion importante de los ideales (para mas informacion, ver [2]]). En

este texto se mostraran algunos resultados basicos de las bases de Grobner.

OBSErRvACION 1.12. Una base de Grobner de un ideal 7 de k[xy,...,x,] respecto a un orden
monomial < siempre existe. En efecto, como in< (/) es generado por monomios, el lema de Dickson

indica que s6lo una cantidad finita de estos lo generan, es decir, que existen g1, ..., g, € I tales que

ing (/) = (in< (g1) 5. ., in< (1)) -

Si g1,...,& es una base de Grobner de un ideal 7 de k[xi, ..., x,] respecto a un orden monomial
<, entonces para un f € I, se tiene que gi,..., &, f también es una base de Grébner de I, pues

inc (f) € (in< (g1),...,1n< (g,)). De esta forma, se deduce que las bases de Grobner no son unicas.
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3. Algoritmo de la divisién para polinomios en varias variables y consecuencias

El anillo de polinomios en una variable, & [x,], tiene la propiedad de ser un dominio euclideano

donde se tiene la funcidn euclideana

d:k[x;] > Zso
p (x) - deg(p (x))

La funcién d proporciona el algoritmo de division euclideano para k [x;]. Por otro lado, cuando
se considera el anillo de polinomios con n variables, con n > 1, no puede existir una funcién
euclideana (pues k [xy, ..., x,] no es un dominio de ideales principales). Por lo tanto, no se tiene el

algoritmo de division euclideano.

Sin embargo, los 6rdenes monomiales son la clave para proporcionar una herramienta similar

al algoritmo de division euclideano.

TeoremA 1.13. [3, Algoritmo de la division, Caitulo 2, Teorema 2.11]

Fijamos un orden monomial < sobre k [xy,...,x,]. Sean f € k[xi,...,x,] y un conjunto finito
de polinomios no cero {g,...,8n} C k[x1,...,x,]. Entonces, existen q,...,qn," € k[x1,...,x,]

tales que se cumple:

I. f=qig1+ -+ qugm + 7
2. supp (r) N(in< (g1),...,in< (gn)) = 0.
3. inc (f) > in< (g;g;) para todo q;g; # 0.

A tal polinomio r se le conoce como el residuo de la division de fpor g,, ... .g,.

El algoritmo de la division es una herramienta poderosa de la cual, se deducen resultados im-

portantes como los que presentamos a continuacion:

CorovrariO 1.14. Una base de Grobner de un ideal es un conjunto generador del ideal. Asi, el

anillo de polinomios k [x1, ..., x,] es un anillo de Noether.

ProposicioN 1.15. Sean < orden monomial sobre k|[x,,...,x,] y el conjunto de polinomios
{g1,...,8n} una base de Grobner de un ideal I de k|[x,,...,x,] respecto al orden monomial <.
Entonces, todo polinomio f € k|[xy, ..., x,] tiene un tinico residuo al dividir a f por los polinomios
gis--.,8m Asi, un polinomio estd en el ideal I si y solo si tiene residuo cero dividiendo por los

polinomios g1, ..., &n.
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Existe un criterio para determinar si un conjunto generador de un ideal de k [x, ..., x,] s una

base de Grobner con respecto a un orden monomial, y se le conoce como el criterio de Buch-

(7]

berger. Para enunciarlo necesitaremos definir algunos polinomios. Para los monomios x{" - - - x," y
x’f ... 4" se define su mdximo comin divisor como el monomio

gcd(x‘lyl .o .x?’l”’x’il .o xg") = _x)lll . ._x?]’l”’
donde y; = min{«a;,B5;}. Asi, para f,g € k[xi,...,x,] polinomios no cero, se define el polinomio

S (f, g) como
in- (g) ) in (f)
ged (inz (). in= ()7  ged (inz (f).inz ()

Observe que si f y g son monomios, entonces el polinomio S (f, g) siempre es cero.

S(f’g) =

Con estos elementos se tiene el criterio que determina si un conjunto generador de un ideal es

una base de Grobner:

TreorEMA 1.16. [3, Criterio de Buchberger, Capitulo 2, Teorema 2.14]

Sean < un orden monomial sobre k|[xi,...,x,] el = {(g1,...,8n) con g; # 0 para todo i €
{1,...,m}. Son equivalentes:
1. G=1{g1,...,8n} es base de Grobner de I con respecto a <.

2. El residuo de la division de S (gi, gj) por los polinomios de G es cero para todo i < j.

Ast, si los polinomios g ... g, son monomios, entonces forman una base de Grobner del ideal 1

con respecto a cualquier orden monomial.

OBSERVACION 1.17. (Algoritmo de Buchberger)

Fijamos un orden monomial < sobre & [x1,..., x,]. Consideremos el ideal I de k[xy,..., x,]
generado por los polinomios f,..., f;. Sea
Go=1{f1,.... fe}.

Si el residuo de S ( fis f]) por Gy es cero para todo i # j, entonces G, es una base de Grobner de /.
Si sucede lo contrario, para algunos iy # jj se define

—Go
glz{ﬁ,...,ﬁ,s(ﬁo,ﬁo) }

—Go
donde S (ﬁo, fjo) es el residuo de § (f,-o, fjo) por Gy. Si el residuo de S (ﬁ-, fj) por G, es cero para
todo i # j, entonces G; es una base de Grobner de /. Si ocurre lo contrario se hace un proceso
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andlogo y este proceso se itera. Denotamos como in< (G) = (in<(f) | f € G) C k[xi,...,x,]. El

algoritmo anterior produce la siguiente cadena:

inc (Go) Sinc(Gy) & - -+
pues
GoCGiI &

y la contencidn de los ideales es propia por la condicion 2 del algoritmo de la division. Por lo tanto,

este algoritmo termina en una cantidad finita de pasos pues k [xi, ..., x,] es un anillo noetheriano.






Capitulo 2

Bases de Grobner para médulos

En este capitulo se verdn las generalizaciones de algunos resultados del capitulo anterior en el
contexto de mddulos sobre el anillo de polinomios tales como la existencia de bases de Grobner,
el algoritmo de la division y el algoritmo de Buchberger. Ademds, se mostrard una relacion entre

modulos de sizigias y las bases de Grobner para modulos.

Para este capitulo se usard la notacién S = k [xy, ..., x,] y se tomard a r como un entero positivo.
Nos restringiremos al caso de S —mddulos libres finitamente generados. Ademads, consideremos la

notacion
r—veces

—T—
F=()=Sx%x---%x§

para el § —modulo libre de rango r.

Como S tiene estructura de k—espacio vectorial dada por la k—base Mon (S) y F tiene la S —base

canodnica ey,...,e,, se tiene que F tiene estructura de k—espacio vectorial dada por la k—base
candnica
.
U Mon (S) ¢;,
i=1
donde

Mon (S)e; = {ue; € F | u € Mon (S)}.

A los elementos de la unién se les llamard monomios de F y al conjunto de ellos se le denotard
como Mon (F).

DEeFiNicION 2.1. (Médulo monomial)

Un S-submédulo U C F es un médulo monomial si es generado (como S —mddulo) por mo-
nomios.

Este tipo de médulos son caracterizados por la siguiente propiedad:

ProposiciON 2.2. Considere un S —submodulo U de F. Entonces,

U=5Le®---&l.e, donde

[U es monomial] & ' )
I, ..., 1, son ideales monomiales de S .

Ast, se sigue que si U es monomial, entonces es finitamente generado.

11
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DEMOSTRACION.

(=) Considere una familia L de monomios generadores de U como S —mddulos. Considerando

las proyecciones

m:L— S,
se tiene m; (L) € Mon(S) para todo i € {1,...,r}. Por el lema de Dickson, para cada
i€{l,...,rlexistenu, ..., u;'[ € m; (L) tales que

I = <u’1,,u§’> =(m L) CS.

Se afirma que
U=Lei®---®le,.

En efecto, fijando un j € {1,...,r}, como u{ej € Lparatodoi € {1,...,lj}, se tiene que
lie; C U. Asi,
lLey®---@dle CU.

Dado que L es un conjunto generador de U, se tiene que
UClieg®---®le,.

(<) Como los ideales I, ..., I, son monomiales, son generados por monomios, por lo cual U

es generado por monomios.
.

OBSERVACION 2.3. Sean U un S —submddulo monomial de F' 'y m € Mon (F). Entonces, por el

resultado anterior, se tiene que
[m e U]l © [m = um’ donde m’ es generador de U y u € Mon (S)],

obteniendo asi un andlogo a la Proposicion|1.2

1. Ordenes monomiales sobre médulos y bases de Grobner para médulos

En esta seccion se busca extender la nocion de bases de Grobner para modulos. Para ello, es

indispensable extender la nocion de érdenes monomiales a los médulos de la siguiente forma:

DEFNICION 2.4. (Orden monomial)

Un orden total < sobre Mon (F) es un orden monomial sobre F si se cumplen:

1. m < um para todo m € Mon (F) y para todo u € Mon (S ) diferente de uno.
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2. Para cualesquier m, m, € Mon (F) tales que m; < m,, se tiene que

um; < um, para todo u € Mon (S).

Existen dos formas estdndares para definir 6rdenes monomiales sobre F, para estas técnicas es

necesario fijar un orden monomial < sobre S':

= Posicion sobre coeficiente:
i < j, o bien,
[ve,- < uej] & . .
| v<usii=j

= Coeficiente sobre posicion:
v < u, o0 bien,
[vei < ue j] =

| i< jsiv=u
Tipicamente el orden lexicografico sobre el S —mddulo libre F es el orden lexicografico sobre

S dando prioridad a la posicién sobre el coeficiente. Por ejemplo, considerando el médulo libre

F = 52, se tiene que xjey <oy X2€].

OBSERVACION 2.5. Dado cualquier orden monomial < sobre un S —mddulo libre F' de rango r, se
tiene que la restriccién de < en Se; C F para cualquier i € {1,...,r} es un orden monomial sobre
S.

ProposICION 2.6. Sea < un orden monomial sobre F. Entonces, toda cadena decreciente de

monomios se estabiliza.

DemosTrACION. Considere la cadena
m=my=>---

de monomios en Mon (F). Sea U el S —mddulo generado por la coleccion {m; | i € Z.,}. Por la

Proposicion 2.2 U es finitamente generado. Asi, existen enteros i; < i, < --- < i tales que
m;,,...,m; generan al S —modulo U. Sea ¢ > i;. Entonces, m;, > m; y como m; € U existe un
J€{1,...,k} tal que my = um;, para algun u € Mon (§) con m;; < m,. De esta manera, se tienen las

siguientes desigualdades:

my 2 me 2 mj, = ;.

Por consiguiente, m;, = m, y la cadena se estabiliza en i. -

DEerINICION 2.7. (Monomio inicial y médulo inicial)

Considere f € F no cero. El soporte de f denotado por supp (f) es el conjunto de monomios

que componen a f. Fijando un orden monomial < sobre F, el monomio inicial de f es el mdximo
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del conjunto supp (f) con respecto al orden monomial <, al cual se le denota por in< (f). Para un
S —submodulo U de F, se denota por in< (U) al médulo generado por monomios iniciales de los

elementos de U no cero. A este médulo se le conoce como el médulo inicial de U.

Por la Proposicién el médulo in< (U) es finitamente generado. Més atin, existen fi, ..., f,, €
U tales que
(ing (f1), ..., inc (fn)) = inc (U).
Al igual que en el caso de ideales, al conjunto {fi,..., f,,} se le llama base de Grobner del

S —modulo U con respecto al orden monomial < sobre F.

OBSERVACION 2.8. Los elementos canonicos e, ..., e, forman una base de Grobner de F' pa-
ra cualquier orden monomial sobre F. Mdas aun, para cualquier S —médulo monomial U, por la
Observacion se tiene que

U=in.(U).

Ademads, se tiene un resultado andlogo al algoritmo de la divisién para modulos y cuya demos-
tracion es andloga al caso de polinomios (ver [3]]):
TreorEMA 2.9. [3, Algoritmo de la divisién para médulos, Capitulo 4, Teorema 4.9]

Fijamos un orden monomial < sobre F. Sean f € F y{gi,...,gn} C F un conjunto finito de

elementos no cero. Entonces, existen qi,...,qn, €S yr € F tales que se cumple:

I. f=qig1+ -+ qugm+r-
2. supp (r) N (ing (g1), ..., inc (gm)) = 0.
3. inc (f) = in< (g;g;) para todo q;g; # 0.

A r se le conoce como el residuo de la division de f por g,,...,g, v a la expresion de f del
punto 1 se le conoce como la expresion estandar de f.

Al igual que en el caso de polinomios, se tiene la siguiente consecuencia del algoritmo de la
division:

CoroLArIO 2.10. Sea U un S —submodulo de F. Entonces, toda base de Grobner de U es un
sistema generador de U. Asi, F es un S —modulo de Noether.

Otra propiedad andloga que se tiene en el caso de S —moddulos es la unicidad del residuo cuando

se hace la division con bases de Grobner:

ProposICION 2.11. Sean < un orden monomial sobre F, U un submodulo de F, {g1, ..., gy} una

base de Grobner de U respecto al orden <y f € F. Entonces,
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1. f tiene residuo unico respecto a gi, ..., gn-

2. f e Usiysolosi f tiene residuo cero con respecto a gi,.. ., &m-

El siguiente objetivo es generalizar el criterio y el algoritmo de Buchberger para el caso de

S —médulos. Para ello, es necesario definir el andlogo a los § —polinomios:

DEeriNicION 2.12. (S —elementos)

Sean < un orden monomial sobre F'y f,g € F tales que in< (f) = ue; y in<(g) = ve; para
ie{l,...,r}yu,v € Mon(S). Es decir, los monomios iniciales de f y g respecto a < estdn en la
misma coordenada de F. Se define el S—elemento de f y g como el elemento

S(f,8):= f

_ u
acd (u, )®

v
gcd (u,v)

De esta forma, se obtiene el siguiente criterio para determinar si un conjunto generador es una

base de Grobner:

TeoreMA 2.13. [3, Criterio de Buchberger para modulos, Capitulo 4, Teorema 4.11]

Sean < un orden monomial sobre F, U un S —submédulode F y G = {g1, ..., gn} un sistema de
generadores de U. Entonces, G es una base de Grobner de U respecto a < si y solo si para cada
par de elementos (g,-, g j) cuyo monomio inicial estd en la misma coordenada de F, se tiene que

S (g,-, g j) tiene residuo cero con respecto a G.

OBSERVACION 2.14. (Algoritmo de Buchberger)

Fijamos un orden monomial < sobre F. Considere un S —submédulo U = (fi, ..., f;) de F. Sea

gO = {fl""’.ff}-

Si$ ( [ f]) tiene residuo cero respecto G, para todo i # j (donde exista el S —elemento), entonces
G, es base de Grobner de U. Si S ( fios fjo) tiene residuo no cero respecto G, para algunos iy # jo

(donde exista el S —elemento), se define

—Go
@:%wwumm},
—Go
donde S ( Sios fm) es el residuo de la divisién de S ( Sios fjo) con Gy. Si S (f, g) tiene residuo cero
respecto G, para todo f,g € G, (donde exista el S —elemento), entonces G; es base de Grobner
de U. De lo contrario, el proceso se itera. Denotamos como in< (G) = (in< (f) | f € G) € F. El

algoritmo anterior cumple que

(1.1 ing (Go) Cing (G1) € -+
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pues
Go&CGI G-

y la contencién (1.1) de los S —mddulos es propia por la condicion 2 de residuo del algoritmo de la

division. Este proceso termina en una cantidad finita de pasos, pues F es un S —mddulo noetheriano.

2. Resoluciones y médulos de sizigias

Considere un anillo noetheriano R y un R—mddulo finitamente generado M = (my,...,m,).

Existe el R—homomorfismo siguiente:
e:RF->M
e — m;,

el cual es sobreyectivo. Como kere € R" y R es de Noether, se tiene que es finitamente generado y

asi, procediendo de manera analoga, existe un R—homomorfismo sobreyectivo
g :R" > kere

donde r; € Z.(. De esta manera, se obtiene la sucesion exacta:

€3 &2 €1 &

F:...——=R" R" R M 0

A la sucesion exacta F se le llamard una R—resolucion libre de M y a Im (g;) = ker(¢;_;) C R"*!
se le llamara el i—ésimo modulo de sizigias de M con respecto a la resolucion F.

Resulta que cuando R = k[xi,..., x,], se pueden usar las bases de Grobner para calcular los

modulos de sizigias:

Sean S = k[xy,...,x,],r € Z.oy F = §'. Consideremos un S —mddulo finitamente generado

M y asumimos que el nimero de generadores es r. Entonces,

F

M=—,

U
donde U es un S —submodulo de F' (el mddulo U es el nucleo del S —homomorfismo sobreyectivo
g : F — M). El S—médulo U es el primer médulo de sizigias de M. Como F es un S —modu-
lo noetheriano, U es finitamente generado. Fijamos un orden monomial < sobre F' y conside-
ramos una base de Grobner fi,...,f, € F de U respecto al orden monomial <. Asi, existe un

S —homomorfismo sobreyectivo
g :8S"->U

e~ f;
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Observe que kere; € S§™ es el segundo modulo de sizigias de M, al cual, se le denota como
Syz(fi,..., fmﬂ Notese que para )", s;e; € S™, sucede que

m

Zs,-e[ESyz(fl,...,fm)] . [Zm:s[ﬁ:OE U].

i=1 i=1

Ademas, el criterio de Buchberger proporciona elementos de Syz (fi, ..., f,,). Como fi,..., fu
es una base de Grobner, para los pares ( fis fj) tales que el monomio inicial se encuentra en la
misma coordenada se tiene que el S —elemento tiene residuo cero respecto a fi, . .., f,. Asi, existen
Gij1s--->qiym € S tales que

S (fz,f]) =qiji i+ + Qi
es la expresion estdndar de S ( fis f]) Por otro lado,
S (fin fi) = wisfi — ujif.
donde los monomios u;; y uj; estan definidos como
Uj y U;

—F = Yui=——F—,

gcd (ui, uj) ’ gcd (ui, uj)
y donde in< (f;) = u;e; € inc ( fj) = ujey. De esta manera,

wijfi = wiifj = qijifr = = Qijmfm = 0 € U.

l/t,‘j =

Por lo tanto,
(2.1) rij = uije; — ujie; — qij1€1 = = qijm€m € SYZ(f1, ..., fu) -
Resulta, que estos elementos generan el segundo médulo de sizigias:

TreoremA 2.15. [3), Capitulo 4, Teorema 4.12]

Fijamos un orden monomial < sobre F. Sea U C F un S —modulo finitamente generado con
base de Grobner fi, ..., fi respecto al orden monomial <. Los r;; descritos en (2.1) generan al
S —mddulo Syz (fi, ..., fn)-

Para el caso particular de médulos monomiales, se deduce el siguiente corolario:

CoroLARIO 2.16. Sea U un S —médulo generado por monomios f, . . ., f,,. Entonces, el S —modu-
loSyz(fi,..., fw) es generado por las relaciones r;; = u;je;—uje; para todo i < j tales que los mo-
nomios f;y f; estdan en la misma coordenada. Si f; = wie; y f; = ujey, entonces u;; = lem (u,-, u j) Ju;

yuj = lCl’n(l/t,‘, l/tj) /Mj.

Al conjunto Syz(fi,..., fx) se le conoce también al conjunto de relaciones de U, es decir, Syz(fi,..., fi)
consiste de todos los elementos (sy, ..., s,) € S™ tales que .72, s;f; = 0.






Capitulo 3

Ideales de tipo lineal

Este capitulo tiene como objetivo mostrar una clasificacion para algunos ideales monomiales
libres de cuadrados y un caso especial para los ideales de Veronese de bitipo. Para realizar
tal clasificacion se dard un breve repaso del dlgebra simétrica y del dlgebra de Rees. Luego, se
clasificaran los ideales de Veronese libres de cuadrados del anillo de polinomios k [xy, ..., x,] y se
hara un proceso anédlogo para ideales de productos mixtos y de Veronese de bitipo en el anillo de

polinomios & [X1,. .., X3 Vis- -y V-

1. El algebra simétrica

Considere un anillo noetheriano S y un § —moédulo M. Para n € N se define el S —moddulo

T"(M) = ® M.
i=1

Tomando como convencién que T° (M) = S, se define el S —médulo graduado

T (M) := @T"(M).

n>0

Observe que T (M) es cerrado bajo el producto tensorial, de hecho, para n,m € N se tiene que
T"(M)®T"™ (M) =T""(M).

Luego, sea J el submddulo generado por todos los conmutadores de 7 (M) respecto al producto

tensorial, es decir,
J=xy—-y®x|x,yeT(M)).

Usando la bilinealidad del producto tensorial se construye la siguiente R—algebra:

DEeriNICION 3.1. (Algebra simétrica)

Considerando a S y M como antes, el algebra simétrica de M con respecto a S es la S —algebra:

T (M)

Symg (M) := 7

19
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OBservAcION 3.2. El algebra simétrica es conmutativa respecto al producto tensorial. Ademas,

el dlgebra simétrica tiene una estructura de anillo graduado dada por

™M
Sym} (M) = T"(M% para todon € N.

Con esto, se tiene la inclusién natural del S —mddulo M en su dlgebra simétrica:

M = Symg (M) < Symg (M).

Dado que Symg (M) es generada por todos los posibles productos de los generadores de M, se tiene
que todo morfismo de § —élgebras de la forma Symg (M) — A estd Unicamente determinado por

las imagénes de los generadores de M. Obtenemos asi la siguiente propiedad del dlgebra simétrica:

Teorema 3.3. [, Capitulo 3, Seccién 6, Proposicion 2]

Sean M un S —modulo y A una S —dlgebra. Si f : M — A es un homomorfismo de S —mddulos,

entonces existe un vinico homomorfismo de S —dlgebras g : Symg (M) — A tal que hace conmutar

|

Symg (M)

al diagrama siguiente:

donde i es la inclusion natural.
OBSservVACION 3.4. En el caso particular del S —mddulo libre S” de rango n, se tiene que
Symg (™) =S [x1,...,x,]

como S —dlgebras. En efecto, la asignaciéon S” — S [xy,..., x,] dada por (py,..., p,) = X, PiXi,

induce un homomorfismo de S —algebras
Symg (§") = S [x1,...,x,]
e — X;
cuya inversa es el homomorfismo de S —algebras

S [x15...,x,] = Symg (S")

Xi = e;

Ademas, para un homomorfismo de S —médulos f : M — N existe un tnico homomorfismo de
S —élgebras inducido f : Symg (M) — Symyg (N) el cual esta dado por el producto tensorial de las
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imagénes de f y asi, hace conmutar al siguiente diagrama:

M ! N

Symg (M) —?> Symyg (N)

Una propiedad importante del dlgebra simétrica es su relacion con las S —resoluciones libres:

Proposicion 3.5. [1, Capitulo 3, Seccién 6, Proposicion 4]

Si f: M — N es un homomorfismo de S—mddulos sobreyectivo, entonces el homomorfismo
inducido f : Symg (M) — Symyg (N) es sobreyectivo y el niicleo de f es generado por el niicleo de
f (considerando la inclusion ker f <— M < Symg (M)).

OBSERVACION 3.6. Consideremos un S —mddulo M finitamente generado. Entonces, una resolu-

cion libre
&3 &2 €1 &€

S Sn S’ M 0

induce una sucesion exacta

S 1y yn] s [Vis.- sy £ Symg (M) — 0

la cual cumple que el siguiente diagrama conmuta:

€2 €1 &

A\ ST M 0

| | |

..—>S[y1,...,yr1]?)S[yl,...,yr]?syms(M)—>O

B

Asi, cada i—ésimo modulo de sizigias de M genera al i—ésimo ideal ker (g;).

Tomando el caso particular de S = k[xy,...,x,] el = {(f1,..., fn) un ideal de S, se tiene el
homomorfismo de S —médulos B : S — I definido como B (py, ..., pm) = v, pifi- Tal homomor-
fismo es sobreyectivo e induce el homomorfismo sobreyectivo graduado

(1.1) B:S[yl,...,ym] — Symy (I) donde y; — f.
Asi,
Slyvi,....Vm
SymS (]) = [yl—_y],
ker 8
donde

ker3 = <Zm:piy,~ | Zm:piﬁ =0,p; € S>-
i=1 i=1
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Es decir, ker 3 estd generado por las relaciones S —lineales de 10s fi, . .. f,.

2. El algebra de Rees

Sea I unideal graduadode S = k[xy, ..., x,] generado por los elementos homogéneos fi, ..., f,.

Entonces, podemos considerar el homomorfismo de S —édlgebras graduado definido como
@ : S [yla--~aym] _>S [t]

Denotamos R (/) := ker¢. A la imagen de este homomorfismo se le conoce como el algebra de

Rees del ideal 1 y se le denota como R;.

OgservaciON 3.7. El dlgebra de Rees tiene una estructura S —graduada dada como sigue:
Ri=Seltel’'re- -

En efecto, es directo que
I't C R, para todo i > 0.

Luego, sea

(@t,..,p)
y notemos que claramente
(flt)al o (fml_)(lm — ](1/1 . f(lmt(llJr---Jr(lm c I(ll+---+amta/1+---+dm
p .
Asi, Ry = )50 I"'t" y ademds
[0 1t = (0} & [i # ]

Observe que el hecho de que ¢ sea graduado implica que R (/) es un S —submddulo graduado

de S [y1,...,yn] y ademds dado un polinomio homogéneo 3’ -, poy® € R(I) se tiene que
Zp“flal ...f’;vmtd:o} o Zp“ 1“1 e fm =0
lal=d lal=d

Por lo anterior,

Z Py €RU)| & [{Pa}|a|:d € Syz (Id)] .

lal=d
En el caso particular de que fj, ..., f,, sean monomios, por el Corolario[2.16] se tiene que el ideal
R (I) es térico, es decir, primo y generado por binomios x* y* — x* y € S [yi,..., y.] tales que

T P =0,
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donde o',8" € Z,y a,p € Z7, con |a| = |B|. Usando el algoritmo de Buchberger, no es dificil

probar que para cualquier orden monomial, la base de Grobner de R (1) es binomial.

Por otro lado, como fi,..., f,, generan al ideal I, se puede considerar el epimorfismo ,5’ de la
Ecuacion (1.1). Asi, existe un homomorfismo « : Symg (I) — R; tal que el diagrama

S [)’1,-~-,)’m]w—> 7QI
d /
Symyg (1)

conmuta, es decir, ¢ = a o 8. De esta forma, @ (f;) = fit y @ es S —epimorfismo. Observe que ker3

es generado por polinomios lineales y ker 8 C ker ¢.

Derinicion 3.8. (Ideal de tipo lineal)
Unideal / de S es de tipo lineal si R (/) estd generado por polinomios homogéneos de grado 1.

OBSERVACION 3.9. Si I = (f) con f polinomio no cero, entonces R (/) = {0}. En efecto, dado un

elemento homogéneo p,y? € S [y,], se tiene
[ded € R(I)] & [Pdfdfd = 0]
& [p(,fd =0en S]
& [pa=0enS].
Consecuentemente, R (1) = {0}.

Si I es de tipo lineal, entonces la contencion kerB C kerg es una igualdad. Pues, dado un

elemento generador )", p;y; de ker ¢, entonces

Zmlpiﬁt:O:Zm:piﬁ:O,
i=1 i=1

yconello 2, piy; € ker 8. Por lo tanto,
[1 es de tipo lineal] & [ker,E = ker ‘p]
S [kera = {0}]
< [a es un isomorfismo] .

Si I es un ideal generado por los monomios fi,..., f,,; para 1 < i < j < m se definen los

siguientes polinomios en S [y1, ..., Vu]:

(2.1) gij = fijyi — fivis
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donde f;; = _ i y fii = L Por el Corolario [2.16} se tiene el siguiente resultado:
ged(£of) " eed(£of)
ProposicioN 3.10. Sea I un ideal generado por los monomios fi,..., f,. Entonces, la familia

{g,-‘,}ISKjSm - definida en - genera a ker 3.

El resultado anterior ofrece un método para determinar si un ideal generado por monomios
fis--., fm es un ideal de tipo lineal. Si las relaciones binomiales de R ({fi,..., f,,)) son combi-
naciones de los polinomios g;; mencionados anteriormente, se tiene como resultado que el ideal
(fi,..., fm) €s de tipo lineal.

3. Ideales de productos mixtos y de Veronese de bitipo

Sean n un nimero natural y S = k[xy, ..., x,]. Considere los monomios

a(l” o
fl =X .X s

@ 2

—_ ol
f2 e xl “ e xn s

(m)

a a'(m)

Jm =X 11 X"

en S, I el ideal monomial generado por los monomios anteriores y el homomorfismo ¢ que de-
termina el dlgebra de Rees R;. Observe que si existen diferentes indices i, j, £, t € {1,...,m} tales
que y;y; — yey: € R(I), entonces se tiene que I no es de tipo lineal. En efecto, si I fuese de tipo
lineal, por la Proposicién[3.10]se tendria que las relaciones de R (1) son lineales (sobre las variables
Vi,--+,Ym). Asi, observamos qué condiciones deben cumplir los monomios para que tales indices
diferentes existan:

01\ G 0140 ©, 0
[yiyj Ye: € R(I)] [ e X" o= X(llI L | X" - ]
& [aﬁi) +a =a'¥ + o paratodore{1,..., n}]

e [aﬁ’) —a'? = o — o paratodo r € {1,... ,n}] :

Para monomios libres de cuadrados, esta ultima condicion es equivalente a que se cumpla la si-
guiente afirmacion: los monomios de f; coinciden con los de f; si y solo si los monomios de f;
coinciden con los monomios de f;. En lo sucesivo, se usaran estas observaciones para determinar si

algunos ideales no son de tipo lineal.
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3.1. Ideales de Veronese libres de cuadrados. Se define el ideal de Veronese de grado ¢
como el ideal monomial libre de cuadrados generado por ¢ productos de variables diferentes del

conjunto {xy, ..., x,}. A tal ideal lo vamos a denotar como /,.

EiempLo 3.11. Considerando & [x;, x5, x3], el ideal
I = (x1x2, X1 X3, X2X3)

es el ideal de Veronese de grado 2 en & [xy, x5, x3].

Se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.12. Si 1 < € < n— 1, entonces I, no es de tipo lineal.

DEemostrACION. Como los generadores de I, consisten de £ productos en las n variables, se tiene
que existen dos generadores x;, ---X;, y Xj, --- xj, tales que difieren en dos variables. Sin perder
generalidad, asumimos que x;,_,, x;,, Xj_, Y X, son tales variables. Asi, construimos los / productos,
Xyt Xip Xj, Y Xj, -+ Xj,_, X;,. Observe que los monomios x;, -+ - x;, y X;, - - - X;,_, X, son iguales salvo
la ultima variable (al igual que x;, --- xj, y xj, - -+ xj,_, x;,). Ademas, los generadores

Ji= Xy Xips f] =X X fe=xi - “Xig Xje Y fi= Xjiw o Xja Xigs

son diferentes y cumplen con la siguiente propiedad: los monomios de f; y f; coinciden si y sélo si

los monomios de f; y f; coinciden. Por lo tanto, y;y; — y.y; € R(I;) € I; no es de tipo lineal. —

Para el caso ¢ = 1, observe que xi,...,x, enS = k[x,...,x,] es una d—sucesion, es decir,

paratodo j > i+ 1 coni > 1 se cumple que
((xl,...,x,) : xjx,»+1) = ((x],...,x,-> : xj).

Esto sucede ya que los ideales (xi, ..., x;) C S son primos para todo i > 1. En [4], Huneke demostr6é
que todos los ideales tales que son generados por d—sucesiones son de tipo lineal. Por ende, el ideal

Iy = {xy,...,x,)es de tipo lineal.

TeorREMA 3.13. El ideal I,_; C S es de tipo lineal.

DemostrAcION. Considere los generadores de /,,_; denotados como
(31) f; = X1 Xp—i—1Xp—iXn—i+1 " " X para I = 1, R (8
Aqui, la notacién Xx,_; significa que el elemento x,_; no es miembro del producto f;.

Dado que 7,_; es un ideal monomial libre de cuadrados, para mostrar que es de tipo lineal,

se debe mostrar que el ideal R (/,-;) es generado por los polinomios lineales g;; = fijy; — fiyi
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(definidos en la Ecuacién (2.1)). Mostraremos que tales polinomios forman una base de Grobner

de R (1,-1) respecto al orden monomial <, sobre k[x1, ..., X,;¥1,...,Y,]. Observe que
1n<1)lex (gl]) = ﬁ]y]’
pues
fij = Xp—j Zplex Xn—i = fji coni < ]

Seal = < fipil1<i<j< n> Asuma que tal resultado es falso. Dado que las relaciones binomia-

les forman una base de Grobner de R (1), existiria un binomio x¥ y* — x*'y# tal que
in<plex (xfl,yd - xﬂ/yﬁ) ¢r.

Esto implicaria que x*'y?, ¥*y# ¢ T, pues si algiin monomio estuviese, implicarfa directamente que
los dos estdn en el ideal I'. Sea i > 1 el minimo indice tal que la variable y; divide a y*, o bien,

divide a y*. Asuma que y; divide a y®. Asi, f; divide a ¥* f?. Distinguimos dos casos:

1. Si f; | ¥*, entonces sea y; una variable de y*. De este modo, se tiene que
[yl vy fi | 5.
2. 51 fi . Consideremos, fi=x,---x;,_ conij <--- <1, ei el primer indice tal que

x;, ¥ X, porlo que x;,, ..., x;_, dividen a ¥*. Dado que f; | ¥* f# existe un j tal que x;, | f;
y y; 1 y%. Como x;, | f;, se tiene que f;; | x; cont € {1,...,k— 1} y por tanto

fiyi 1 %55,

En ambos casos, obtenemos una contradiccion. i

CoroLARIO 3.14. Un ideal de Veronese de grado € sobre el anillo k [x,, ..., x,] es de tipo lineal

siysolosit=1o0l=n—-1.

Para lo siguiente, considere enteros n,m > 1, R = k[xy,..., X, Y1, .., V] y enteros €, r, 5,1 no
negativos tales que

(+r=s+t.

Sea I, el ideal monomial libre de cuadrados generado por ¢ productos de variables del conjunto
{x1,...,x,}. Similarmente, J, es el ideal monomial libre de cuadrados generado por r productos de
variables del conjunto {y, ..., y,}. Los ideales de la forma I,J, + I,J; se les conoce como ideales de
productos mixtos. Tomamos la convencion I, = Jy = R. Como en este trabajo se busca clasificar
los ideales de productos mixtos normales (ver [7]), se considerardn los siguientes casos:

1. ItJ,conl <€ <nyl<r<m,
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2. 1id,+ I J-yconl <€<ny2<r<m,y

3.+l J;conr=s+t,1 <s<n 1<r<myt>1.
Observe que estos ideales son libres de cuadrados.
EjempLo 3.15.

1. SiR = k|[x1, x2, X3, y1, 2], se tiene que

bLJy = (x1X2)1, X1X3Y1, X2X3)1, X1X2Y2, X1X3Y2, X2X3)2) -
2. Si R = k|[x1,x2,¥1,¥2,y3], se tiene que
LJs + LJy = (X1y1y2, X1Y1Y3, X1Y2Y3, X212, X2Y1Y3, X2Y2Y3) +
+ (X1 X021, X1 X2)2, X1 X2)3) -
En las siguientes secciones clasificaremos cudles de los ideales de productos mixtos son de tipo
lineal.

32. Casol:[,J,paral <{<nyl<r<m.

ProposicioN 3.16. Si 1 < r < m — 1, entonces I,J, no es de tipo lineal.

DEmosTrACION. Como 1 < r < m — 1, existen dos productos mixtos

Xiy XV Vi Y Xi e XYy eV,
tales que difieren en dos variables del conjunto {y;, ..., y,}. Sin perder generalidad, asumimos que
tales variables son y;,_,, y;,, yy_ ¥ yj. Asi, se construyen productos
Xip = XigYj Vi Y Xi oo Xy Yo Vi

Observe que los monomios x;, -+ x;,yj, ==+ yj, ¥ Xi, -+ X;,yj, -+ yj, soniguales salvo la ultima varia-
ble (al igual que x; -+~ Xy yj vy y Xp -+ Xy Yy - -+ ¥;,). Ademds, notemos que los generadores

Ji= X Xy Y

fj = Xjp X

fo =X+ Xig1 Xje ¥

fi = Xjiw X Xig
son diferentes y cumplen con la siguiente propiedad: los monomios de f; y fp coinciden si y s6lo

si los monomios de f;y f; coinciden. Por lo tanto, y;y; — yey: € R(I¢J,) y el ideal I;J, no es de tipo
lineal. E!
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OBSERVACION 3.17. Similarmente se puede demostrar que fijando r = 1, para valores de ¢ entre
1 yn-—1,elideal I,J; no es de tipo lineal. Incluso si £ = 1 con n > 1. En efecto, se construyen
generadores x;y; y x;yy tales que difieren en todas las variables. Similarmente para r = m — 1y
[ = n—1. Estos resultados fuerzan a que las tnicas opciones para ideales de tipo lineal sean: ,_;J,,
Ldw, Ly € 1.

Resulta entonces que los ideales mencionados en la Observacion|3.17|son los tnicos ideales de

tipo lineal para los productos mixtos /;J,:

Teorema 3.18. I, 1J,, y I J,, son de tipo lineal.

DEemosTrACION. Para [, J,, considere los generadores

fi=fy vm
donde f; es el generador de /,_; dado en la Ecuacién (3.1). Dado que /,-,J,, es un ideal monomial
libre de cuadrados, para mostrar que es de tipo lineal, se debe mostrar que el ideal R (/,_;J,,) en

kX1, o X155 Ymi s - ., ;] €s generado por los polinomios lineales g;; = f/,— int,- (descritos

,
i’
en la Ecuacion (2.1))). Se mostrard que tales polinomios forman una base de GrélJ)ner de R(1,_1J.,)
respecto al orden monomial <., sobre k [xi,..., X} Y1, ..., Ymi t,- . ., 1,]. Observe que tenemos la
igualdad

in.,,.. (g) = £t
pues

/ _ , . .
fij = Xp—j >plex Xn—i = fﬁ coni < j.

Seal = < fitill<i<j< n> De la demostracion del Teorema (3.13| estos forman una base de

Grobner para las relaciones binomiales que no dependen de las variables {y1,...,y,}. Por defini-
cion de los generadores f], ..., f, , las variables {yi, ..., y,} aportan informacion irrelevante en las
relaciones binomiales de R (I,_,J,,). En efecto, dada una relacién x®y* 1 — ¥**'¥# € R(I,_1J,,)
homogénea (respecto a las variables 74, ..., 1,) se tiene que

! ’
| ]

a a a/’ (l’”
11...xn”yll ...ym’" ) yl ...y;l...ff"y(ll”...y;f{’
'B/ /ﬁ// ’/
_xl]..._x’fl"yll ...yf/i” fl)ﬁl...)fril'...ff")/‘i”.-.yﬁ;’:o

y como |a| = ||, entonces ;" = B} para todo ¢ € {1,...,m}. De esta forma la relacion Xy —

X

¥ y#" 1 es divisible por la relacion x 1 — ¥* . As, los polinomios g;; forman una base de Grobner

del ideal R (1,,-1J,,) y por tanto I,_;J,, es de tipo lineal.

Para I, J,, considere los generadores

f;f = ‘xlyl -..ym
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Dado que 1,J,, es un ideal monomial libre de cuadrados, para mostrar que es de tipo lineal, se
debe mostrar que el ideal R(I1J,,)) C k[x1,..., X0} V1s+-sYmi 15 --.,1,] €8 generado por los poli-
nomios lineales g;; = f/;t; — f;t; (descritos en la Ecuacion (2.1)). Se mostrard que dichos poli-
nomios forman una base de Grobner de R (1,J,,) respecto al orden monomial <, sobre el anillo

kX1, s X3 V10 ey Ymi by - - - » 1] Observe que
in<p1ex (gl]) = f;,]t]’
pues

/! / . .
Jii = Xi >plex X = fjconi < j.

Seal = < l.’jtj |[1<i<j< n> De la demostracion del Teorema (3.13| estos forman una base de

Grobner para las relaciones binomiales que no dependen de las variables {yi,...,y,}. Con un
argumento andlogo al anterior caso, por definicion de los generadores f{,..., f, , las variables
{y1,...,ym} aportan informacion irrelevante en las relaciones binomiales de R (,_J,,). Asi, los po-

linomios g;; forman una base de Grobner del ideal R (/,-,J,,) y con ello 1,_,J,, es de tipo lineal.

(2

OBSERVACION 3.19. Mostrar que 1,J,,1 e I,J; son ideales de tipo lineal es completamente analo-

go a la demostracion del resultado anterior.

Cororario 3.20. Los unicos ideales de productos mixtos de la forma I,J, en el anillo de poli-

nomios k [x1, ..., X3 V1, - - ., Ym] que son de tipo lineal son I,_1J,, 11 ], 1,01 € I, J;.

33. Caso2: I, J,+1,J,_iparal <{<ny2<r<m.

Proposicion 3.21. Si € <n—1 o0 r < m, entonces I;J, + I;.1J,_1 no es de tipo lineal.

DemosTrACION. Si € < n — 1, entonces existen dos ¢ productos tales que difieren en dos variables,
digamos x;, ---X;, ¥ Xz ---X;. Sin perder generalidad, se asume que x;, ,, X;,, X; Y X son las
variables donde difieren dichos ¢ productos. Asi, f; 1= x;, - x;,y1--y, y fj = Xip X Y1 Yy
son generadores diferentes del ideal 1,J, + I;,1J,_;. Luego, se consideran los generadores f; :=
Xiy o Xy Xp Y1 Ve yfi = Xip oo X Xig Y1 e Ve delideal I,J,+1;.1J,-1. Observe que son diferentes
y que cumplen la siguiente propiedad: los monomios de f; y f; coinciden si y s6lo si los monomios
de f;y f: coinciden. Por lo tanto, y;y; — ysy; € R(pJ, + Ipi1J,-1) y asi IpJ, + Ip 1 J,-1 no es de tipo

lineal.

Sir < m, entonces existen r—1 productos tales que difieren en dos variables, digamos y;, - --y;,_,
Y Vi Vi, Sin perder generalidad, se asume que yj, _,, yj,_,, Yy, ¥ Yy son las variables don-

de difieren dichos r — 1 productos. Asi, f; := Xy« Xe1yj -y, ¥ fi = X1 Xert Yy Vi
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son generadores diferentes del ideal 1,J, + I;,1J,_;. Luego, se consideran los generadores f; :=
X1 XY Vi i, Y fii=xp-- XeYp Vi Vi del ideal I,J, + I;11J,_;. Observe que son di-
ferentes y que cumplen la siguiente propiedad: los monomios de f; y f; coinciden si y solo si los
monomios de f; y f; coinciden. Por lo tanto, y;y; —y,y: € R(I¢J, + Ips1J,-1) y conello IpJ, +1p1J,-
no es de tipo lineal. -

Dados los casos anteriores, se puede sospechar que el ideal 1,_,J,, + I,J,,-1 es de tipo lineal y

no es la excepcion, pues se tiene el siguiente resultado:

TeoremA 3.22. Elideal I, 1J,, + I,J,,_1 es de tipo lineal.

DemostrAcION. Considere el siguiente conjunto generador de 1, 1J,, + I,,J,,—1:

fi= XX X010 Y-t

=X XV Ym—2Ymo

fm:xlnn.xnyz...ym’

fm+] =X Xp=1Y1 0 Ymo

fm+n =X XnY1 Y
De esta forma, probar que los polinomios g;; = fi;jt;— fjiticon 1 <i < j < n+m forman una base de
Grobner del ideal R(1,_1J,, + L Ju1) en kX1, ...y X0 V15« - s Ymi ts - - - » luem ] CON rESPECto al orden
lexicogrfico se realiza de forma andloga a la del Teorema [3.13] Por lo tanto, ,,_1J,, + I,,J,,—1 es de
tipo lineal. i

Cororario 3.23. El dnico ideal de producto mixto de la forma I,J, + I,,1J,_, en el anillo

k[x1,.... X0 V15, Vm] que es de tipo lineal es I,_1J,, + I,J 1.

34. Caso3:J,+IJ,conr=s+t,1 <s<n,1 <r<myt>1. Parafinalizar con los casos

y objetivos propuestos, se considera el siguiente resultado:
Proposicion 3.24. Sit > 1, entonces el ideal J, + 1,J, no es de tipo lineal.
DemosTRACION. Como r = s+t y setieneque | <t <m—1,sit < m—1, entonces por un argumento

similar al de la prueba de la Proposicién [3.16 J, + I,J, no es de tipo lineal. Si t = m — 1 , entonces

s = 1yr=m. Asi, los monomios xiyi -+ Ym—1, X2Y1 * * * Ym—2Yms X1V1 ** * Ym=2Ym—1Y X2Y1 * * * Ym—-2Ym-1
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son generadores de J,, + I,J,,-1. Su existencia garantiza que J,, + I;J,,—; no es de tipo lineal. g

Observe que para que J, + I,J, sea de tipo lineal depende de que I,J; sea de tipo lineal, pero esto es
posible si s =ny t = 1. Porlo cual m = n + 1 pues, de lo contrario, se pueden encontrar relaciones

no lineales en los generadores de J,. Obtenemos asi, el siguiente resultado:

TreoremA 3.25. El ideal J,, + 1, J; es de tipo lineal.

DEemostrAcION. Considere el siguiente conjunto generador de J,, + I1,J;:

fl = X1 Xl

fo = X1 X0y,

fm =X1 0 XnYm Y
fm+1 =Y1 " Ym-

De esta forma, probar que los polinomios g;; = f;tj — fjiticon 1 <i < j < m+ 1 forman una base
de Grobner del ideal R(J,, + I,Jy) en k[x1, ..., %05 V15 s Ymitis- -+, tns1] con respecto al orden
lexicografico puro se realiza de manera andloga a la del Teorema[3.18] Por lo tanto, J,, + I,,J; es de

tipo lineal. i

En resumen, tenemos el siguiente resultado:

CoroLARIO 3.26. Eliinico ideal de producto mixto de la forma J,+1,J; enk [xy, ..., X33 Y15+« > Ym]

que es de tipo lineal es J,, + I,J, conm = n + 1.

Para la tultima parte del trabajo, sean ¢, r, s > 1. Denotamos por I, al ideal de Veronese de

primer tipo de grado ¢, el cual estd generado por el conjunto

n
{x‘fl---xZ”IZaizf,OSis}.

i=1
De manera anéloga, J, ; es el ideal de Veronese de primer tipo de grado r, el cual esta generado por
el conjunto
{yf] .-.ygzn | Zﬁj:r,OSﬁ]S S}-
=1

J
Asi, se define el ideal de Veronese de bitipo de grado ¢ como

L, := Z I gJsconr, &> 1.

r+l=q
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EsempLo 3.27. En k [x1, x2, y1, y2], considere los siguientes ejemplos de los ideales anteriores,

1. L2,2 = 11,211,2 = 11J1 = {(xX1y1, X1Y2, X2)1, X2Y2)»
2.
Lipo = Lodio+ LipJzn+ hodoy = IpJ) + 11035 + Js.

OBserRVACION 3.28. Por definicidn, se tiene que los parametros £ y r estan acotados. En efecto,
como 0 < @; < sparatodoi € {l,...,n}y >, a; = ¢, se tiene que ¢ < sn. De forma andloga, se
tiene que r < sm. Asi, para los ideales de Veronese de bitipo L, , se tiene que el parametro g esta
acotado por s (n +m). Sig = s (n + m), entonces el ideal L, es principal, pues [ = sn'y r = sm. Con
eso se tiene que [, = <x‘1" . -xf,), Jys = <yf . -yfn> yLys=14J. = <x§ R y,‘n> Ademas, si

g < s(n+m) — 1, entonces existen dos generadores de L, tales que difieren en dos variables, asi,

procediendo como en los casos anteriores, se obtiene el siguiente resultado:

ProposicION 3.29. Si los enteros q 'y s no satisfacen la ecuacion q = s (n + m) — 1, entonces L

no es de tipo lineal.

Resulta que si se cumple la ecuacién g = s (n + m)—1, se tiene que el ideal L, ; es de tipo lineal:

Teorema 3.30. El ideal de Veronese de bitipo L, es de tipo lineal si se satisface la ecuacion

g=sn+m)—1.

DEeMoSTRACION. Denotamos a los generadores de L, , como
A

LSS X S8 K s—1
Ji= X0 X, Y Y Y

oSS s S8 s—1 s
fo= XX X X5V Y Y

_ ous—1_s s S8 s s
ﬁ1+m =X XX X1 Y1 Yme

De esta forma, probar que los polinomios g;; = f;jtj — fiticon 1 < i < j < n + m forman una
base de Grobner del ideal R(Lq,s) en k[Xi, ..., X3 V15 Ymstls- - baem] cOn respecto al orden
lexicografico puro se realiza con un procedimiento andlogo a la del Teorema[3.13] Por lo tanto, L,
es de tipo lineal. a

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es la siguiente:

Cororario 3.31. El ideal de Veronese de bitipo L, C k[X,..., X3 ¥1,...,Ym| es de tipo lineal

siysolosig=sn+m)—1.
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