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Resumen

Este trabajo se dedica a la justificacién del proceso de la obtencién de las so-
luciones de la ecuacion de Helmholtz ramificadas, las cuales fueron obtenidas por
A.Sommerfeld [5] para resolver el problema de difraccién sobre el semiplano.

Palabras Clave Difraccion, Sommerfeld, Ecuacion de Helmholtz.
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Abstract

This work is dedicated to the justification of the process of obtaining the solutions
of the branched Helmholtz equation, which was obteined by A.Sommerfeld [5] to solve
the problem of diffraction on the half plane. Before this process was never described
strictly in the mathematical form.
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Introduccion

En este trabajo hemos descrito el método de Sommerfeld para la obtencion de las
soluciones ramificadas de la ecuacion de Helmholtz. Esto se hace en los capitulos del
1 al 4.

En el capitulo 1; planteamos el problema de difraccion de Sommerfeld sobre una
onda plana que cae sobre una pantalla plana no transparente. Ademads analizamos el
porqué u; + u, no resuelve este problema sobre R? \ R, , donde u;, u, son las ondas
incidente, reflejada y R, es la pantalla. En el capitulo 2; proponemos la funcién U,
la cual es la base para la solucién de este problema y a partir de esta definimos la
funcién u la cual satisface la ecuaciéon de Hemholtz dada en (1.5) y las condiciones de
frontera dadas en (1.6) . En el capitulo 3; descomponemos la funcién u como la suma
de las ondas incidente, reflejada y difractada, es decir u = u; +u, + uq. En el capitulo
4; analizamos la convergencia a cero de la onda difractada ug cuando r — oo.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

Sean (r, ) las coordenadas polares correspondientes a las coordenadas cartesinas
(z,y). Consideramos la funcién ug dada por ug(r, @) = e*r =¥ k>0, o' € (0, 7).
En la teoria de difraccion esta funcién se interpreta como una onda plana incidente
que se propaga en la direccion 7 + ¢, véase la figura 1.1. Supongamos que esta onda
cae a un obstdculo que es una pantalla no transparente R, := {25 = 0,2; > 0}. En
este caso la onda ug no existe en la zona de la sombra ¢ € (7 + ¢, 27). Por lo tanto
definimos la onda incidente

etkreose=¢") >0, e [0,m+ )
) - ) ) ’ 1.1
uz(x) { 07 © c (71' + QOI; 271') ( )

que interactiia con el obstaculo R,. De la teorfa de la éptica geométrica es conocido
que existe una onda reflejada plana u,.; que es la reflexién de la onda incidente u;
del obstaculo (z1,0). Esta onda se propaga bajo el angulo 7 — ¢’ y su dominio es el
angulo ¢ dado en (1.2); véase la figura 1.1.

Esta onda reflejada se define como

—ehreslet?) r >0, g e0,m—¢)
tres () = { 0, p e (m—¢,2m). (2

Figura 1.1: ()ptica geométrica



CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 2

Notemos que para = (z1,0) con z; > 0, la suma
wi(x1, £0) + wpes (21, £0) = 0. (1.3)

Las funciones u; y u,.¢ son ondas incidentes y reflejadas que satisfacen la ecuaciéon de
Helmholtz

2
(A—i—kZ)u:iau 12( ou

r2 0p? * ror Tar
en sus dominios dados por (1.1) y (1.2) respectivamente. Su suma w,, 1= u; + Uyes €S
la parte dptica del problema de difraccién, ya que u,, satisface la ecuacién (1.4), la
condicién de frontera (1.3) y es continua para ¢ € [0,27) \ {7 £ ¢'}. Pero la solucién
éptica u,, es una funcién discontinua en ¢ = 7 £ ¢, y no satisface la ecuacién
de Helmholtz en R? \ R,, ya que las soluciones de la ecuacién de Helmholtz son
necesariamente continuas, dado que A + w? es el operador eliptico [4]. Por lo tanto
u; + Uy 10 resuelve el problema de difraccién de Sommerfeld.

El problema de difraccion consiste en construir una solucion de clase C'™° que satisfaga
las siguientes condiciones

)+ k=0 (1.4)

{ (A + E)u(zy,25) =0, € R?\ R,
w(zy,zg +0) = u(zy, 20— 0) =0, 21 >0,

y tal que u pueda ser descompuesta en la siguiente suma
u(@) = i(2) + ey (z) + ualz) € CRA\K,), (1.7)
donde u(z) se llama la solucién total del problema, w,.; es la onda reflejada (1.2) y
ug(r,p) =0, r—o0, p#n+y. (1.8)

En el siguiente capitulo definimos la funcién u que satisface las condiciones (1.5) y

(1.6).



Capitulo 2

Solucion de Sommerfeld

Sea
1

U()(T, <P) = %/ (f(ei(<p+a—7r/2)) . f(ei(go—a—w/Z))>eikrcosada7 (21)
v

donde f es una funcién compleja arbitraria y v un contorno en el plano o € C.
Tomando

N

f(2)y=—2 7:=¢0"3) Jen), (2.2)
1- (%)’

y eligiendo 7 = A como se muestra en la Figura 2.1, tal que
—7m+ € < Re(a) < 2m — ¢, (2.3)

obtenemos después de algunos calculos que Uy admite la siguiente representacion para
p € [0,2m)

1 sin geikr cos o
U =—— : ~da. 2.4
o) = 1 | R R e (L (2.4

Esta funcion es la base para la solucién de Sommerfeld.

o )?}?(n)

Figura 2.1: Contorno A



CAPITULO 2. SOLUCION DE SOMMERFELD 4
En los siguientes dos lemas demostraremos que la integral (2.4) converge. Primero
estimemos la exponencial en (2.4) sobre A.

Lema 2.0.1. Sea o € A tal que o = a1 + iava, entonces 3 ¢g > 1, 6 > 0, tal que
|€ik:rcosa| < 006—560‘2' (25)

Demostracién.

ikr cosa‘ | L ikr cos(a1+ia)‘ | ,ikr cos aq cosh ag+kr sin avq sinh aio kr sin a1 sinh aa (2 6)

e e e =e

1). Sea a € A, donde
A ={a=a1+tiay €Ay < —€ V mH+e<ay, ay>ad>0} (2.7)
Entonces, para o € A, 3 0; > 0, tal que, —1 < sinay < —d;. De aqui
krsin a; sinhag < —de®?, § > 0, (2.8)
y usando (2.6), obtenemos

’eikrcosa‘ < 6766&2, = Aoo (29)

2). Sea v € A} := A\ Aw. Ya que A; es un conjunto cerrado, acotado y la funcién
(2.6) es continua, entonces Jc > 0 tal que

|6ikrcosa‘ S c. (210)
Consideremos la funcién e~ %€, a € A,. Existe

o _§e®2
m = CryreuAri{e } >0,

ya que e%¢"* £ 0 Ya € A;. Entonces por (2.10)
|etkreosel < max (1, ¢/m)e ", a € Aj. (2.11)
De (2.9) se sigue que la misma cota cumple para o € A, ya que el méx(1,c¢/m) > 1.
Tomando ¢y = méx(1,¢/m) terminamos la demostracién del Lema 2.0.1.
En el siguiente Lema estimamos M («) definida en (2.12), sobre el contorno A.
Lema 2.0.2. Sea a € A, donde A es el contorno dado en la Figura 2.1, y sea

M(a) == Sin g pel0,2r), ¢ €0, (2.12)

cos § — cos (“"_T“D/) ’

entonces existe ¢ > 0 tal que |M(a)| < c.



CAPITULO 2. SOLUCION DE SOMMERFELD 5

Demostracion. Primero demostraremos que M es continua sobre el contorno A.
Para o € A, cos § = cos G cosh G — isin G sinh ¢ € R si7 a; = 0. Entonces Vo € A
tal que oy # 0, M es continua, ya que COS(%W) € R. Por otro lado, para a; = 0, se
sigue que cos § > 1, ya que cosh ap > 1. Por lo tanto Vo € A, M es continua.

A continuacién demostraremos la acotacion de (2.12) sobre A. Usando las definiciones

de sin, cos, tenemos que

ef '3 1— eia
UC I — | = S (2.13)
24P  cos(£52) 1+ ei™ — 2¢e*2 cos(¥5%)
Sustituyendo oo = oy + icp en (2.13), tenemos que
1 _ eialfag
|M ()| = — |- (2.14)
1+ eler—a2 — 2e3 77 cos(%5%)

Cuando ay — oo, tenemos que M(«) — 1. De aqui y de la continuidad de (2.12),
tenemos que (2.12) es acotada sobre A.
Lema 2.0.2; se demostro. B

Del Lema 2.0.1 y el Lema 2.0.2 se sigue que la integral definida en (2.4) es con-
vergente sobre el contorno A. Ademas de ser convergente sobre A, la funcion Uy dada
en (2.4) satisface la ecuacién (1.5), lo cual se sigue del siguiente Teorema.

Teorema 2.0.3. La funcién Uy(r, ¢) dada por (2.4) satisface la ecuacién de Helmholtz
para ¢ € (0,27)
(A + k) Uy(r, ) = 0. (2.15)

Pero esta funcién no satisface las condiciones de frontera (1.6). Para modificar
Up a la funcién que satisfaga (1.6) A.Sommerfeld usa el método de simetrizacién, de
manera precisa él define la funcién

U(a}l, 1'2) = U(T, 90) = U0<7'7 ¥, ()0/) - UO(ra 2 _90/)7 (216)
donde Uy(r, ¢, ¢") = Uy(r, @) v Us(r, @) se define en (2.4).

Lema 2.0.4. La funcion definida por (2.16) admite la siguiente representacion

( ) 1 / e ikr cos o 1 1 d
u(r, o) = — [ sin—e — — . .
4 dme J, 2 cos § — cos (5%) cos § — cos (WFT”)
(2.17)

Demostracién. Sustituyendo (2.4) en (2.16), obtenemos (2.17). B

De la definicién de w dada en (2.16) se sigue que u satisface la ecuacién de
Helmholtz (1.5), ya que U, satisface esta ecuacién. Nos falta revisar que u satisface

(1.6).

Lema 2.0.5. u(r,¢) dada por (2.16) satisface las condiciones de frontera (1.6).



CAPITULO 2. SOLUCION DE SOMMERFELD 6

Demostracién. Del Lema 2.0.4, u se representa en la forma (2.17). De esta

= 0, ya que la funcién cos es par. Por otro
»=0

representacion se sigue que u(r, @)

lado

1 : ikr cos a 1 1
=— [ sin—e ~ 7 da = 0.
dme J, 2 cos § — cos (W—ﬁ) cos § — cos (7T+%)

i (2.18)

u(r, ¢)

Q=27

va que cos(m — ) =cos(m + ), ER. A
De esta manera hemos demostrado que u definida en (2.16) es una solucién del
problema de difraccion.

Teorema 2.0.6. u dada por (2.16) satisface las ecuaciones (1.5) y (1.6).



Capitulo 3
Onda difractada

En este capitulo descomponemos u a la forma (1.7). Para esto primero represen-
tamos de manera equivalente a Uy dada en (2.4) sobre el contorno C' := AU (—A).
Por los Lemas 2.0.1, 2.0.2 y la condicién (2.3) podemos mover el contorno A dado en
la Figura 2.1 en la forma de la Figura 3.1.

Haciendo el cambio de variable de & — —« en (2.4). Obtenemos

1 _ Sln %6zkr CoS & 1 SlIl %ezk‘r cos o
U()(Tu ()0) - _/_ (o—¢") (-d()é) - R/_ —) do (31)

47y a _ lo—¢") o _ lo—¢")
A COS § — COS ~— A COS § — COS ~—

donde —A es el reflejo simétrico de A con respecto de 0, véase la Fig. 3.1

S(lar)

f27ri =T 0O ™ 21 Ra)

Figura 3.1: Contorno C

Sumando (2.4) con (3.1) y dividiendo entre dos, obtenemos

1 sin geikr cos
Up(r,p) = — 2 ~da. 3.2
olr: ) 8 /C’ cos § — cos —(“0_2*0) (3.2)
Tomando Uy como en (3.2), representamos después de algunos calculos elementales a
u dada en (2.16), de la siguiente manera

1 , 1 1
u(r7 @) — _/ sin gelkTCOSa [ - : dOé (33)
C

8t 2 cos § — cos F5% cos%—cos?iz‘ﬂ



CAPITULO 3. ONDA DIFRACTADA 8

Esta funcién contiene a u; y Uref, como veremos mas adelante en el Lema 3.0.3. Para
encontrarlas usaremos el contorno D. Este contorno consiste de los dos lazos que se

muestran en la Figura 3.2.

«)

&

Figura 3.2: Contorno D

Sea ¢’ € (0,7) y sea
®:={pe02mp#TEt (3.4)

Por el Teorema de residuos de Cauchy y para ¢ € ®. u dada en (3.3), puede ser
representada en la siguiente forma

1 ) ) 1 1
u(r, ) =—— [ sin —ereose — — — | do
81t Jp 2 cos § — cos £5%  cos § — cos FLE

1 .a 1 1
S sin _ezkrcosa — — — da,
8wt Jp, 2 cos § —cos £5%  cos § — cos L=

(3.5)

donde D; es el contorno mostrado en la Fig. 3.3.

S(@)

D,

—27 —T, 0 IS 27 ®a)

Figura 3.3: Contorno D,

Definimos ug4, up,, de la siguiente forma

1 . 1 1
e zkrcosa[ _ - da, o€ P (3.6)

Ug ;= — [ sin —e - — - -
81t Jp 2 cos § —cos £5%  cos § — cos F%



CAPITULO 3. ONDA DIFRACTADA 9

Up, = b sin = gikr cosa L — L da, €@
' 8mi Jp, 2 oS § — COS QO_T“"/ cos § — Cos “"J;‘P' 7
(3.7)
Lema 3.0.1. u admite la siguiente representacion para ¢ € .
U = Ug + UpD,, (38)

donde ® se define en (3.4).

Demostracién. Se sigue de (3.5) y de la definicién de ug, up, dadas en (3.6) y
(3.7).
En los siguiente dos Lemas, demostraremos que para ¢ € ¢
Up, = Uj + Upef, (3.9)

donde w;, u,.r son las funciones definidas en (1.1), (1.2) y up, se define en (3.7).

Lema 3.0.2. Tomando ¢ € ® como en (3.4), se tiene la siguiente representacion
para up, -

1. Sipe|0,m—¢'), se tiene

up, (7”, 90) — eikrcos(apfgo’) - eikrcos(aerga’). (31())

2. Stpe(m—¢,m+¢), se tiene
up, (7,., S0) — eierOS(SO—“P/)_ (311)
3. Sipe (m+¢,2m), se tiene

up, (r,¢) = 0. (3.12)

Demostraciéon. Sea f := f; + f,, donde f1, fs se definen de la siguiente manera

sin geikr cos sin geik:r cos o
file) = —2——0, fola) = —— P (3.13)
cos § — cos 5% cos § — cos L5
Denotemos oy = (¢ — ¢'), ag = —aq, a3 := (p + ¢') ag := —ag a los puntos

singulares de la funcion f. De la definicién de f;, fo se observa que aj, as son polos
simples de fi, y asq, as, son polos simples de fs.

Demostracion de la Afirmacion 1. Tomando ¢ € [0, — ¢'), se tiene que los polos
simples o, i = 1,...,4, de f, estan dentro del contorno D;. En efecto

pell,r—p)el<p<nr—¢ & - <p—¢ <m—2¢. (3.14)



CAPITULO 3. ONDA DIFRACTADA 10

De aqui se sigue que ag,ay € (—m,7), ya que ¢’ € (0,7). Andlogamente ag,ay €
(—m,m). Por otro lado, definiendo hy, g2, g3 de la siguiente forma
/

gez’krcosa 91(05> — COS%—COSQO_SD 92(05) — COS%—COSSD—}_SD

hi(«) := sin

2 ’ 2 2 )
(3.15)
obtenemos la siguiente representacion para fi, fo
h h
fi=—, f=—. (3.16)
9 92
donde f1, fo se definen en (3.13). Del Teorema de los residuos de Cauchy se sigue
1
up, (1) = —g— | 2mi Z ReSa—a, f1(ct) + ReSazay., fz(a)>
2
o 1 h1<()4k) h1<04k+2)
T (Z gi(on)  ghlara) (8.17)
_ _%L (_4eikrcos(4p—<p’) + 4€ikrcos(<p+<p')>

_ eikrcos(gofga’) . eikrcos(gp+<p’)

Afirmacién 1; se demostré B

Demostracion de la afirmacion 2. Tomando ¢ € (1 — ', m+¢’), se tiene que los polos

simples a, ag estdn en el interior del contorno D;. En efecto
pe(r—¢r+)er—p<p<n+ or—20<p—¢ <m. (3.18)

De aqui se sigue que ag,ay € (—m,7), ya que ¢’ € (0,7). Andlogamente a3,y €
R\ [, 7]. Del Teorema de los residuos de Cauchy se sigue

up, (r,¢) = _% (2#@' Res Z fl(ak))
k=1

1 ~ /
_ _Z (_4€zkrcos(<p—go ))

eikr cos(p—¢) ]

(3.19)

Afirmacién 2; se demostré. B
Demostracion de la Afirmacion 3. Tomando ¢ € (7w + ¢/, 27) se tiene que los polos
simples oy, i = 1,...,4, estan fuera del contorno D;. En efecto

pe(+r2medtr<e<2neon<e—¢ <2r—¢. (3.20)

De aqui se sigue que oy, € R\ [—7, 7]. Andlogamente a3,y € R\ [—m, 7]. Por
tanto la funcién f, es analitica en el interior y sobre D;. Por lo tanto up, = 0.
Afirmacién 3; se demostré W

Corolario 3.0.3. up, dada en (3.7) admite la siguiente representaciéon para ¢ € ®
Up, = U4 + Uref (321)
donde u;, uyer se definen en (1.1),(1.2) respectivamente.

Demostracién. Se sigue del Lema (3.0.2).



Capitulo 4

Analisis de la onda difractada

En este capitulo demostraremos que para ¢ € ®, uy dada en (3.6), satisface la
siguiente condicion
uq(r, ) =0, r— 0. (4.1)

Nuestra ultima meta en este trabajo es demostrar (4.1).
Lema 4.0.1. 4.1 se cumple.
Demostracién. Es suficiente demostrar que para ¢ € ®, ¢’ € (0, 7)

i o ikr cosa

Sin S e

ut = / 2 = da, (4.2)
Dy COSg — COS (T)

satisface (4.1), donde D™ es el contorno derecho de la Fig. 3.2 (otros casos se consi-
deran similarmente). Vamos a cambiar D' por v (véase Fig 4.1), y demostrar (4.1)

para UC—Z, U:{Q
sin geikr cos o sin Qeikrcosa
u:lr::u:{l+u;;::/ — 2 — da—l—/ —2 ——da,  (4.3)
g (5D s g —cos (59

donde el contorno 75 se muestra en la figura 4.1 y 7;" es el contorno conformado por los
contornos 7, 1, 772, mostrados en la figura 4.1. El caso u; se considera similarmente.

S(w)
AN

ol
3
[

o3

%
=

oWV
=

+
Y11

Figura 4.1: Contorno v+

11



CAPITULO 4. ANALISIS DE LA ONDA DIFRACTADA 12

Primero demostremos el siguiente Lema.
Lema 4.0.2. Sea p € ®, donde ® esta dada en (3.4), y sea

sin 5
M (a,p) = 2 : (4.4)

cos § — Cos (‘P_T‘p/)

Entonces existe c(p) > 0 tal que Voo € 4T

|Mi(a, )| < cle). (4.5)

Demostracién Primero demostremos que M; es continua sobre ’y+ Paraa € 7T,
cos § = cos 4t cosh % —isin 9 sinh %2 € R sii o = 7. Tomando o € 4\ {}, se sigue
que, M1 es contmua ya que cos( ) € R. Por otro lado, para a = 7, cos 5§ = 0, y

dado que ¢ € ®, se sigue que p — ¢’ € (=, 27) \ {7}. De aqui cos(%5= ') £ 0 Por lo
tanto M; es continua sobre 7*.

A continuacién demostraremos que la propiedad (4.5) se satisface. Para esto demos-
traremos que esta propiedad se satisface en los contornos 'yff 1y 'yf, 5 ¥V 74, dados en 4.1,
los cuales conforman el contorno 7.

Demostracion para o € 7 ,. De la definicién de sin, cos, se sigue que M; admite
la siguiente representacion

1 — eial—ag

1_€ia

M a, = N o 7 -
M, )] 1+em—2ezzcos(%)‘

1+ eler—a2 _ 9615 —F cog (5‘:2‘&/)

(4.6)
Tomando el limite de M («, ) cuando as — 00, se sigue que M («, ¢) — 1. De aqui
y de la continuidad de M; sobre v+, d¢; > 0 : Va € 7{2, |Mi(a, )| < .

Demostracion para o € 7;,. Factorizando € en (4.6)

1 — gtz

1 4 e—iontar — 2e=15+5F o (£52) |

(4.7)

De aqui M;(a,¢) — 1, cuando oy — —oo. Por lo tanto Jey > 0 tal que Vo € 7{1,
| M (v, 9)| < ¢z. Tomando ¢ = max{cy, ¢y}, se tiene que Vo € 7

|Mi(a, )| < ec. (4.8)

1 — e—ia

1+ e—i@ — 273 cos (“’*T“"/) ‘

[Mi(e, 9)| =

Demostracion para o € 75 . (4.5), se sigue de la continuidad de M, sobre el contorno
compacto v, .
Lema 4.0.2; se demostrs. B

Sea uy definida como en (4.3) y veamos que u; — 0 cuando 7 — oo. Si Mi(a, ¢)
es como en (4.4) y 'yff 15 'yff , son los contornos mostrados en la Fig. 4.1, entonces

+ oz)’ < / M («a, gp)eikmomda +
+
Y11

/+ M (a, p)e*resedal . (4.9)
gl



CAPITULO 4. ANALISIS DE LA ONDA DIFRACTADA 13

Por (4.8), yparaa € v, ={a € Clas =¥, ap € (5,0)}, a €, ={a e Cla, =
5, g € (=00, —7)}, tenemos que

0o _x
2
+ —kr sinh as kr sinh ao
|ud1(a)‘ < c/ e dog +c/ e dovy

us
b o0

() 00 0o
— C/ e—krsmhozzdaZ + C/ ekrsmh(—az)daz — 20/ €_kT51nha2d042
3 g
2

[NIE]

Oo 8¢ _krr

> _kreas > —ﬂag 80 —ﬁag
< 2c e 4% “day < 2c e 4 Mdag = ——e 4 = —e 8.
us us kr P kr
2

2 2

De aqui tenemos que uj — 0 cuando r — oo.

Ahora veamos que ug,, definida en (4.3), tiende a cero cuando r — oo, para ¢ € ®.
Tomando o € 75 = {a € Cloy = (az + 7), a2 € [—5, 2]}, se sigue del Lema 4.0.2

s

2 . .
S C(QO) / ekr sin(a2+m) sinh ag dOéQ

Jus
2

g (a, )| =

/ Ml(a’¢)eikrcosada
7

_ ( ) 2 —krsinagsinhazd
=clp e Qo

0 —kr sin ag sinh v 2 —krsin ag sinh a
=c(p) e 2 2dag + () e 2 2davg
0

0 o3 3 o3
< c(go)/ e M doy + c(gp)/ e M doy
0

2 _kr,2 o _kr 2
= 2¢(y) e 1T %2day < 2¢(p) e 12 dag.
0 0

VT
2

© 4 ©
|ug (o, )] < 20(90)/0 e~ T%day = \C/(k_i) /O e ds = 2c(p), /kl. (4.10)

De aqui tenemos que u;; — 0 cuando r — oo. Por lo tanto Lema 4.0.1; se demostrd.

. o0 g2
Tomando §? = %a% y teniendo en cuenta que fo e ¥ dr = %~ tenemos que

Nota 1. ¢(p) — oo cuando ¢ — m+ ¢'.
Nota 2. Comportamiento de la onda difractada sobre los rayos p = m+¢'.

Notemos que la cota ¢(y¢), dada en (4.5), crece cuando ¢ se acerca a los rayos
criticos ¢ = 7 £ ¢’. Sin embargo se puede demostrar que existen dos limites

lim  u (r,¢) = ua(r, ¢’ £0) (4.11)
==
tal que
ug(r,m— ¢ +0) +ug(r,m— ¢ —0) = w;(r,m — ) (4.12)
ug(r, ™+ @'+ 0) + uq(r, 7+ ¢ = 0) = u;(r, 7 + ¢) (4.13)

De esta manera el salto de la onda difractada sobre los rayos criticos compensa las
discontinuidades de la funcién u,,, dada en (1.3), sobre estos rayos.
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