UNIVERSIDAD MICHOACANA
DE SAN NICOLAS DE HIDALGO

FacuLTAD DE CIENCIAS
FISICO-MATEMATICAS

“MAT. Luts MANUEL RIVERA GUTIERREZ”

SINCRONIZACION
MAESTRO-ESCLAVO EN LOS
OSCILADORES
RAYLEIGH-DUFFING Y DUFFING

TESIS

QUE)PARA.OBTENER,ELﬂﬁTULO DE

MAESTRO EN CIENCIAS EN
INGENIERIA FISICA

PRESENTA

Felipe De Jestis Alvarez Acha

ASESORES:
DR. JOAQUIN ESTEVEZ DELGADO
DR. ULISES URIOSTEGUI LEGORRETA

MORELIA, MICHOACAN. OCTUBRE 2023






Agradecimientos

Quiero agradecer a mis asesores el Dr. Joaquin Estevez y el Dr. Ulises
Uriostegui por darme la oportunidad de realizar este proyecto con ustedes.
Me apoyaron en todo el proceso de titulacion y por eso estaré agradeci-
do siempre. Al resto de los profesores que me ayudaron en mi formacion
académica, aprendi grandes cosas durante mi estancia en la maestria.

A mi familia, mis padres que siempre me apoyaron toda la vida y en cada
paso de mi formacién profesional.

A mis amigos, sin ellos no hubiera llegado tan lejos, gracias por hacer un
poco mas facil la vida académica.



Indice general

Capitulos Pagina
Agradecimientos I
Resumen v
Abstract A\
1. Introduccién 1
2. Sistemas Dinamicos 4
2.1. Introduccién . . . . . . ... 4
2.2. Sistemas Auténomos y No Auténomos . . . . . . . .. .. .. 5
2.3. Estabilidad del Sistema . . . . . . ... .. ... ... ... .. 5
2.4. El Teorema de Poincaré-Bendixson . . . . . .. .. .. .. .. 9
2.5. El Teorema de Hartman-Grobman . . . . . . . ... ... ... 11
2.6. Ejemplos . . . . . ... 12

3. Dinamica de los osciladores de Duffing y de Rayleigh-Duffing 16
3.1. Introduccion . . . . . . . . ... 16
3.2. Oscilador de Duffing . . . . ... .. ... ... ... ... .. 16
3.2.1. Analisis del oscilador de Duffing . . . . . . ... .. .. 18

3.3. Oscilador de Rayleigh-Duffing . . . . ... ... ... ... .. 20
3.3.1. Analisis del oscilador de Rayleigh-Duffing . . . . . . . . 21

4. Sincronizacién y Control de Sistemas Cadticos 23
4.1. Introduccidon . . . . . . . ... 23
4.2. Métodos de control caos . . . . . . ... 24

4.2.1. Control a través de un parametro accesible del sistema 26

II



INDICE GENERAL

4.2.2. Control por inyeccion de senales externas . . . . . . . .
4.2.3. Técnicas clasicas de Ingenieria de control . . . . . . ..
4.3. El problema general de la sincronizacion . . . . . . .. .. ..
4.4. Sincronizacién de sistemas cadticos . . . .. .. ...
4.4.1. Métodos de sincronizacion . . . . . . .. ...
4.4.2. Tipos de Sincronizaciéon . . . . . . . .. ... .. ...
4.4.3. Método de Pecora y Carroll (PC) . . . ... ... ...
4.4.4. Métodode APD. . . ... ... ... ... ... ..

. Sincronizacién entre los osciladores de Rayleigh-Duffing y

Duffing
5.1. Acoplamiento elastico. . . . . . . ... ... L.
5.1.1. Oscilador de Rayleigh-Duffing (Maestro) y oscilador de
Duffing (Esclavo) . . . ... ... ... ... .. ...
5.1.2. Oscilador de Duffing (Maestro) y oscilador de Rayleigh-
Duffing (Esclavo) . . . . ... ... ... ... ..
5.2. Acoplamiento disipativo . . . . ... ... ...
5.2.1. Oscilador de Rayleigh-Duffing (Maestro) y oscilador de
Duffing (Esclavo) . . . .. ... ... ... .. ...
5.2.2. Oscilador de Duffing (Maestro) y oscilador de Rayleigh-
Duffing (Esclavo) . . . . .. . ... ... ... ..
5.3. Acoplamiento combinado . . . . . .. ... ...
5.3.1. Oscilador de Rayleigh-Duffing (Maestro) y oscilador de
Duffing (Esclavo) . . . . ... ... ... ... ... ..
5.3.2. Oscilador de Duffing (Maestro) y oscilador de Rayleigh-
Duffing (Esclavo) . . . . ... ... ... ... ..

6. Conclusiones

Bibliografia

55

57

IIT



Resumen

En este trabajo, se presenta un estudio sobre la sincronizacion entre los
osciladores de Rayleigh-Duffing y Duffing. Analizamos el acoplamiento elasti-
co y disipativo asi como una combinacion de ambos, de esta manera hacemos
una comparacién entre cada uno de los casos para ver que acoplamiento es el
mas eficaz para lograr la sincronizacién entre ambos osciladores. Los resul-
tados numéricos demuestran que cuando se emplea el acoplamiento elastico
o disipativo existe una sincronizacion completa en uno de los estados del
sistema esclavo. Dependiendo del sistema que se elige como maestro o escla-
vo y el acoplamiento empleado, existe sincronizacion completa o parcial. De
modo que cuando se utiliza una combinacion de los acoplamientos elastico y
disipativo, siempre se tendrd una sincronizacion completa.

Palabras Claves: Sistemas Dinamicos, Oscilador de Duffing, Oscilador
de Rayleigh-Duffing, Control de Caos, Sincronizacion.
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Abstract

In this work, a study on the synchronization between the Rayleigh-Duffing
and Duffing oscillators is presented. We analyze elastic and dissipative coupling
as well as a combination of both, in this way we make a comparison between
each of the cases to see which coupling is the most effective to achieve syn-
chronization between both oscillators. The numerical results demonstrate
that when elastic or dissipative coupling is used, there is complete synchro-
nization in one of the states of the slave system. Depending on the system
that is chosen as master or slave and the coupling used, there is complete or
partial synchronization. So when you use a combination of elastic and dissi-
pative coupling, you will always have complete synchronization.

Keywords: Dynamical Systems, Duffing Oscillator, Rayleigh-Duffing Os-
cillator, Chaos Control, Synchronization.



Capitulo 1

Introduccion

Los osciladores no lineales han tenido una gran variedad de aplicaciones
en distintas ramas de las ciencias, como fisica, ingenieria, biologia, quimica
y economia. En la teoria y control de caos, estos osciladores sirven para el
estudio de sistemas cadticos asi como para el desarrollo de técnicas para el
control de caos [1]. En circuitos electrénicos estos osciladores son utilizados
para generar frecuencias, ondas y sincronizacion [2,3]; donde este ultimo sera
el objeto de estudio del trabajo presente. Otras aplicaciones se ve en el es-
tudio de extraccién de energia vibracional del ambiente [4]. Asi como estos
ejemplos, existen una gran cantidad de aplicaciones en otras areas de estudio.

Los osciladores no lineales més estudiados en la actualidad son los oscilado-
res de Duffing y Van Der Pol, donde el oscilador de Duffing se describié por
primera vez en 1918 por el cientifico Georg Duffing [5,6]. Desde entonces el
oscilador de Duffing se convirtié en el prototipo de sistemas no lineales para
el estudio de oscilaciones no arménicas y sistemas caodticos. El oscilador de
Rayleigh es muy similar al oscilador de Van Der Pol, donde ambos tienen
un factor disipativo similar. Ahora, el llamado oscilador de Rayleigh-Duffing
es uno donde combina el termino disipativo del oscilador de Rayleigh con el
potencial del oscilador de Duffing. De esta manera, la dindmica del oscilador
de Rayleigh-Duffing es un ejemplo de un sistema no lineal que presenta un
comportamiento cadtico. La dindmica del sistema de Rayleigh-Duffing con
parametros globales, incluyendo puntos singulares, orbitas homociclicas, co-
existencia y existencia de limites ciclicos fueron estudiados en Ref. [7,8].
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Los sistemas no lineales idénticos o distintos que presentan el mismo tipo
de atractores son actualmente de gran importancia y pueden originar in-
formacion importante para investigacién en futuras aplicaciones en senales
encriptadas. Debido a su comportamiento no periédico, un modelo de dos os-
ciladores no lineales acoplados cada uno en su propio régimen cadético, puede
ser utilizado para el estudio de fenémenos resonantes o histéresis basado en
sistemas bioldgicos o tecnoldgicos. Por otro lado, la sincronizacion es impor-
tante en sistemas bioldgicos y fisicos, por ejemplo: sistemas nerviosos, células,
colonias de luciérnagas o laseres acoplados. De modo que la compresion de
las interacciones mutua de sistemas acoplados es un tema de gran interés.

El control del caos se refiere a la manipulacién del comportamiento de al-
gunos sistemas complejos no lineales, donde se modifican las caracteristicas
del sistema. Existen varios métodos de control del caos, por ejemplo tenemos
el control adaptivo, activo, modo deslizante o control éptimo por mencionar
algunos. También hay varios tipos de sincronizacién que se han desarrollado
y son de gran importancia, algunos de los mas utilizados son: sincronizacion
de fase, anticipada, generalizada, proyectiva, completa, hibrida o forzada, por
mencionar algunas.

Existen distintos tipos de acoplamiento entre osciladores, tres de estos tipos
son: acoplamiento elastico, acoplamiento disipativo y acoplamiento giroscopi-
co [9,10]. De estos, acoplamientos con més aplicaciones son los eldsticos y los
disipativos. Estos ultimos dos acoplamientos se han estudiado a fondo y apli-
cados a distintos sistemas, teniendo como resultado que se logre diferentes
tipos de sincronizacién, como la sincronizacién completa, parcial o no presen-
tar ninguna sincronizacién. De modo que para obtener mejores resultados,
en un trabajo reciente se propone una combinacién de acoplamiento elastico
con uno disipativo [11]. Los autores observaron que se obtiene una sincro-
nizacion completa cuando se emplea el acoplamiento mixto a comparacién
de una sincronizacion parcial cuando se emplea el acoplamiento por separado.

En este trabajo de tesis, vamos a estudiar y analizar tres tipos de acoplamien-
tos para determinar cudl es el mas efectivo en un sistema maestro-esclavo. Los
sistemas que se estaran analizando seran los osciladores Duffing y Rayleigh-
Duffing y los acoplamientos seran: acoplamiento elastico, acoplamiento disi-
pativo y un que combina ambos acoplamientos. También, se estaran anali-
zando el rango de valores para los cuales se obtiene la sincronizacién. Dicho
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esto, la estructura de la tesis queda de la siguiente manera. En el capitulo
2 se dara una descripcion sobre sistemas dinamicos, estabilidad de dichos
sistemas y unos teoremas importantes que seran de utilidad. El capitulo 3 se
estudia la dindmica de los sistemas que estaremos empleando, los osciladores
de Duffing y Rayleigh-Duffing. En el capitulo 4 se tratara sobre el control
de sistemas caoticos asi como la sincronizacién de dichos sistemas. Por otro
lado, en el capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos sobre los distin-
tos tipos de acoplamientos empleando los osciladores antes ya mencionados.
Finalmente, en el capitulo 6 estaremos presentando las conclusiones.



Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

2.1. Introduccion

Un sistema dindmico es una manera de describir el paso en el tiempo de
todos los puntos de un espacio dado S. El espacio S se puede pensar, como el
espacio de estados de un sistema fisico. De esta manera, un sistema dinamico
en S nos da la trayectoria de x para todo tiempo t. El mapeo de R — S,
que manda t en x;, es una curva en S que representa la vida de x mientras
el tiempo corre de menos infinito a infinito [12].

De manera formal podemos definir que un sistema dindmico es un mapeo
RxS% s tipo C'!, donde S es un conjunto abierto en el espacio Euclidiano
y escrito como ¢(t,x) = ¢y(x), el mapeo ¢, : S — S satisface

(a) ¢o: S — S es la identidad;

(b) La composicién ¢; o ¢, = ¢y, para cada t, s en R.

Los sistemas dindmicos se pueden dividir en dos tipos: sistemas donde la
variable del tiempo es discreto (t € Z V N) y sistemas donde variable del
tiempo es continuo (¢ € R). Los sistemas discretos se pueden ver como la
iteracion de una funcion, por ejemplo:

Tir1 = f(l't), te ZV N. (21)

Cuando el tiempo es continuo, el sistema se representa mediante una ecuaciéon

diferencial
dx

== (2.2)

X

4
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2.2. Sistemas Auténomos y No Auténomos

Dentro de los sistemas dindmicos tenemos que un sistema puede ser
auténomo o no auténomo. Un sistema auténomo, la funcién que describe
el sistema no depende explicitamente del tiempo ¢, sino de manera implicita
a través de la dependencia de t en x,

xi(t) = fix(t), ... x"(t)) i=1,..n (2.3)
Ahora, un sistema no auténomo depende explicitamente del tiempo t,
xi(t) = g'(t,x'(t), .. x"(t)) i=1,..,n. (2.4)

Estos sistemas se pueden transformar a uno auténomo si introducimos una
variable dependiente "' y la ecuacién

xmH(t) = P (xN(E), .., xM (), x" T (1) = 1. (2.5)
Tomamos el siguiente ejemplo
X = sinwt, (2.6)

y la transformamos de la siguiente manera para hacerla independiente del
tiempo usando la Ec. (2.5). De modo que ahora representamos la Ec. (2.6)
COmo

1

x' = sinwz?

x* = 1. 27)

Se debe mencionar que al transformar una ecuaciéon no auténoma a una
auténoma, esta deja de ser lineal [13,14].

2.3. Estabilidad del Sistema

La estabilidad de un sistema autéonomo lineal y el tipo de dinamica de los
puntos fijos queda caracterizada por los eigenvalores de la matriz del sistema.
Consideremos un sistema auténomo lineal

x = Ax, (2.8)
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donde A es una matriz 2 x 2, y x es un vector columna de 2 x 1. Se buscan
soluciones que sean de la forma x = £eM, ahora si sustituimos esto a la
ecuacion anterior, obtenemos que

(A — AI)¢ = 0. (2.9)

De modo que A debe ser un eigenvalor y & un eigenvector correspondiente de
la matriz A [15,16]. De esta manera, los eigenvalores son las raices de la Ec.
(2.9) se determinan de la siguiente manera.

det(A = NIy = | D1 7N @2 o A L gA (2.10)

a21 agy — A

Los eigenvalores A del sistema guardan una estrecha relacién con los puntos
fijos ya que determinan la forma en que las trayectorias interactuan con el
punto fijo. De la Ec. (2.10) es facil conocer qué tipo de punto fijo presen-
ta dicho sistema; simplemente se calculan los eigenvalores A a partir de la
ecuacion caracteristica del sistema.

trA £ /(trA)? — 4detA

5 ;
La estabilidad del punto de fijo se determina de la siguiente manera: Es
estable si

Mg =

(2.11)

s A, Ry A <0y A <0. Es un nodo estable.
" A, € Cy Re(M\) <0y Re(A\) < 0. Es un foco estable.
» A\, Ay € Cy Re(A;) = Re(X2) = 0. Es un centro.

El punto fijo es inestable si

= A, € Ry A >0y A > 0. Es un nodo inestable.
» A\, A € Cy Re(A;) >0y Re(Ag) > 0. Es un foco inestable.

= A, A € Ry A\ < 0. Es un punto silla.
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Esta estabilidad la podemos visualizar en la Fig. 2.1, donde a), b) y ¢) son
puntos fijos estables mientras que d) es un punto fijo inestable.

Q

a) Nodo estable b) Foco estable

N7

c) Centro d) Punto silla

foco estable

Figura 2.1: Punto fijo estable a) nodo estable b) foco estable y ¢) centro.
Punto fijo inestable d) punto silla.

Los eigenvalores dependen de la traza y del determinante de la matriz A.
Es posible hacer un diagrama general por medio del discriminante de las
soluciones de la ecuacién caracteristica, graficando trA vs detA A. En la
Fig. 2.2 podemos observar la variacién en la solucién a la Ec. (2.11) para los
diferentes casos.

» sidetA >0,trA <0y (trA)* — 4detAA > 0 entonces el origen es un
nodo estable.

» sidetA >0, trA > 0y (trA)* — 4detA > 0 entonces el origen es un
nodo inestable.

» si detA >0, trA < 0y (trA)? — 4detA < 0 entonces el origen es un
foco estable.

» si detA >0, trA < 0y (trA)? — 4detA > 0 entonces el origen es un
nodo estable.
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» si detA >0, trA > 0y (trA)? — 4detA < 0 entonces el origen es un
foco inestable.

» si detA < 0 entonces el origen es un punto silla.

» sidetA >0, trA = 0 entonces el origen es un centro.

=@ @

Foco estable
Alractor 4

Repulsor

.

Nodo repulsor

T

T? 4D < 0

Nodo atractor

— T? 4D >0

o

Lineas de puntos

i Lineas de puntos
fijos estable

fijos inestable

AN

Punto silla

Figura 2.2: Diferentes dindmicas para la solucién de la Ec. (2.11).

Ahora, pasamos a definir algunos conceptos que estaremos utilizando a lo
largo del presente trabajo. Para eso vamos a definir un sistema dinamico
¢(t, ) como:

x = f(x). (2.12)
De esta manera cuando nos referimos a una orbita periddica del sistema
dindmico de la Ec. (2.12), nos referimos a cualquier solucién de curva cerrada
en donde no hay un punto de fijo [13]. Este sistema tiene una solucién curva
cerrada si y solo si para todo t € R ¢(t + T,xz9) = ¢(t,zo) para algin
T > 0. El minimo 7" para cual esto se mantiene se le llama un periodo de la
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orbita peridédica. Para el estudio de la estabilidad de las orbitas periddicas es
importante mencionar el mapa de Poincaré, definido por Henri Poincaré en
1881 [13]. Esta idea es muy simple, si I es una orbita periddica del sistema
de la Ec. (2.12) por el punto zy y ¥ es un hiper-plano perpendicular a T’
en g, entonces para cualquier punto x € X suficientemente cercano a xy, la
solucién de la Ec. (2.12) a través de z(t = 0), ¢(z) volvera a cruzar ¥ en
un punto P(x) cercas de zy. El mapeo de z — P(x) es llamado el mapa de
Poincaré podemos ver como se puede visualizar mediante la Fig. (2.3).

/ //-_:i:\\\
Ir"f I.rf \\-.

Figura 2.3: Representacion grafica de un mapa de Poincaré.

2.4. El Teorema de Poincaré-Bendixson

El teorema de Poincairé-Bendixson nos da una vista completa del com-
portamiento asintético de una gran variedad de flujos, ya sea en un plano,
un cilindro o una esfera. Cabe mencionar que esto no nos dard informacién
detallada del campo vectorial, sino soluciones tinicas, propiedades de conjun-
tos limite y propiedades de la geometria del espacio fase subyacente. Ahora,
para poder dar una explicacion del teorema, primero tenemos que dar algu-
nas definiciones, lemas y corolarios que estaremos utilizando [14, 15].

Definicién 1. Un punto limite w de una trayectoria, es un punto zy €
R™ de x € R™, es denotado como w(x) si existe una secuencia t;,t; — oo, tal
que

o(t;, x) — xp.
El punto limite a se define de la misma manera que el punto w, solo que la
secuencia t;,t; — —oo. Ahora, el conjunto de todos los puntos limite w de

9
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un flujo o un mapeo se llama un w conjunto limite. El a conjunto limite
se define de manera similar.

Proposicién: (Propiedades de puntos limite w) Sea ¢;(z,y) un flujo
generado por un campo vectorial y sea M un conjunto compacto positivo e
invariante. Entonces, para p € M tenemos que

= w(p) €£0,

(p)
w(p) es cerrado,
(p)

(

p) es invariante bajo el flujo, e.i. w(p) es una unién de orbitas,

]
(S

» w(p) esta conectado.

Consideremos los siguientes campos vectoriales tipo C",r > 1

y:g(xvy)v <x7y)€7)7

donde P es el espacio fase. Denotamos un flujo por este campo vectorial como

be(x,y).

Entenderemos que por ¥ sea un arco conectado continuo en Py que M es
un conjunto compacto positivo e invariante en P. Para cada punto p € P,
denotaremos que la orbita de p bajo el flujo ¢;(x,y) para cuando es positivo
como O, (p), también llamado como la semi-orbita positiva de p. Con esto
en mente podemos definir el siguiente lema.

Lema Sea ¥ C M sea un arco transverso al campo vectorial. La orbita
positiva a través de cualquier punto p € M, O, (p), se cruza con ¥ en una
secuencia; esto es, si p; es la i-esima intersecciéon de O (p) con ¥, entonces

Di € [Pi—1, Pit1]-

Corolario: El conjunto limite w de p(w(p)) intersecta ¥ por mucho en
un solo punto.

Lema Si w(p) no contiene puntos fijos, entonces w(p) es una orbita ce-
rrada.

10
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Lema Sea p; y p puntos fijos distintos de un campo vectorial contenidos
en w(p), p € M. Entonces debe solo existir por mucho una orbita v C w(p)

tal que a(y) =p1 y w(v) = pe.

Teorema (Poincairé-Bendixson) Sea M una region positiva invarian-
te para el campo vectorial que contiene un numero finito de puntos fijos. Sea
p € M, y considerando w(p). Entonces una de las siguientes afirmaciones se
cumplen.

1. w(p) es un punto fijo,
2. w(p) es una orbita cerrada,

3. w(p) consiste de un numero finito de puntos fijos py, ..., p, y orbitas
con a(y) =p; y w(y) = p;.

2.5. El Teorema de Hartman-Grobman

En el estudio de sistemas dinamicos, el teorema Hartman-Grobman o teo-
rema de linealizacién dice como es el comportamiento localmente de un pun-
to fijo hiperbdlico. Afirma que cualitativamente es el mismo comportamiento
que el sistema linealizado, el cual es una simplificacién del sistema [15].

Teorema (Hartman-Grobman) Sea x, un punto fijo hiperbélico de un
mapeo continuo diferénciable f € R". Entonces, existe una vecindad abierta
pequena U de xy tal que f sobre U son topoldgicamente conjugados a su
linealizacion.

Entonces decimos que la ecuacion diferencial

= f(x), ze€R" (2.13)

es topoldgicamente equivalente al campo vectorial asociado

i = Df(w0)x. (2.14)

11
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2.6. Ejemplos

A continuacién, se analizard la estabilidad y el tipo de dindmica que tienen
algunos sistemas. En sistemas dinamicos, el oscilador de Van der Pol es un
oscilador con amortiguamiento no lineal. Su evolucién temporal obedece a
una ecuacion diferencial de segundo orden:

i—pu(l—2*)i+2=0. (2.15)

reescribiendo la Ec. (2.15), como un conjunto de ecuaciones diferenciables de
primer orden obtenemos:

T =y,

y:,u(l—a:Q)y—:l:,

El sistema tiene un punto fijo g = (0,0), la matriz Jacobiana del sistema es

J= ( » —02,u:cy u(lixg) ) , (2.16)

Encontramos la estabilidad del sistema evaluando la matriz Jacobiana en el
punto fijo z(, para obtener su polinomio caracteristico y sus eigenvalores.

N —uA+1=0.

Cuando i = 0 en el punto de fijo x( se tiene dindmica centro y para valores
de p > 0, en el punto de fijo = se tiene dindmica foco inestable. En la Fig.
2.4 se muestra la dindmica del sistema para un valor de p = 0,5.

12
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N e SN
04- "/ ///f’ -~ /”‘é:\\\

02- /// /////}’“‘\\\\“

V7Z20\\\

v oo (@) J\J}\H}}l}
ANWNNS 1)
PP\ \ N\ /’///l
02 NN\
N/,

: N
0 NSSEEE

Figura 2.4: Dinamica foco inestable.

Las ecuaciones de Lotka-Volterra, también conocidas como modelo presa-
predador, son un par de ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales
que se usan para describir dindamicas de sistemas bioldgicos en el que dos
especies interactian, una como presa y otra como depredador [16]. Tales
ecuaciones se definen como:

T=x—xy,

y=—y+uzy,

El sistema tiene dos punto fijos o = (0,0) y 1 = (1, 1), la matriz Jacobiana

del sistema es
[ 1=y —x
J—( y —1+x)' (2.17)

Encontramos la estabilidad del sistema evaluando la matriz Jacobiana en el
punto fijo z(, para obtener su polinomio caracteristico y sus eigenvalores.

N —1=0.

Los eigenvlores Ay = —1 y Ay = 1, el punto fijo g corresponde a una dinamica
silla. De manera similar obtenemos el polinomio caracteristico y sus eigenva-
lores en el punto fijo ;.

AN +1=0.
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CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS

Los eigenvlores \; 3 = =%, el punto fijo z; corresponde a una dindmica centro.
En la Fig. (2.5) se muestra la dindmica del sistema Lotka-Volterra.
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Figura 2.5: Dinamica silla y centro.

El siguiente sistema que fisicamente no representa nada, pero analizaremos
su estabilidad y el tipo de dinamica.

T=x—Y,
yzl—l'y,

Este sistema tiene dos punto fijos 1 = (—1,—1) y z2 = (1,1), la matriz

Jacobiana del sistema es
1 -1
(). o

Encontramos la estabilidad del sistema evaluando la matriz Jacobiana en el
punto fijo z1, para obtener su polinomio caracteristico y sus eigenvalores.

A2 — 20 +2=0.

Los eigenvalores Ao = 1 £ ¢, el punto fijo z; corresponde a una dindmica
foco inestable. De manera similar obtenemos el polinomio caracteristico y
sus eigenvalores en el punto fijo xs.

A2 —2=0.
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CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS

Los eigenvalores Ao = +4/2, el punto fijo x5 corresponde a una dindmica
silla. En la Fig. (2.6) se muestra la dindmica del sistema.
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Figura 2.6: Dindmica foco inestable y silla.
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Capitulo 3

Dinamica de los osciladores de
Duffing y de Rayleigh-Dufling

3.1. Introduccion

En este capitulo estaremos viendo dos sistemas de interés, el oscilador de
Duffing y el oscilador de Rayleigh-Duffing. Estos dos sistemas, en especial el
oscilador de Duffing ha sido de los més estudiados en los 1ltimos cien anos
cuando Georg Duffing lo describié por primera vez a principios del siglo XX.
Ambos osciladores, uno siendo una variacién del otro, describen un compor-
tamiento complejo o cadtico debido a su no linealidad. Este comportamiento
es de gran interés, ya que puede ser utilizado para el estudio distintos fenéme-
nos fisicos; como son los circuitos eléctricos, vibraciones mecanicas incluso
sistemas biolégicos.

3.2. Oscilador de Duffing

En 1918 Duffing introdujo un oscilador no lineal con un término cubi-
co que describe la rigidez de un resorte que presentaba en varios proble-
mas mecdnicos [17]. Esta ecuacién representa el movimiento de un oscilador
amortiguado con un potencial mas complejo que el de un oscilador armoénico
amortiguado. Junto con la ecuacién de Van der Pol, estas ecuaciones se con-
virtieron en los principales ejemplos para oscilaciones no lineales en su época.
La ecuacién de Duffing es una ecuacién diferencial no lineal de segundo orden
utilizada para modelar ciertos tipos de osciladores amortiguados que presen-

16
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tan un comportamiento cadtico. Algunos de los sistemas fisicos que describe
la ecuacion de Duffing son:

1. Sistemas mecénicos: La ecuacion de Duffing puede describir la dinami-
ca de un sistema mecanico con forzamiento periédico. Por ejemplo,
se ha utilizado para modelar el movimiento de sistema masa-resorte
amortiguado con un resorte no lineal. También se ha utilizado para
mecanismos tipo de restauracion rigida de materiales por mencionar
algunos [18].

2. Circuitos Eléctricos: Existen varias aplicaciones en circuitos eléctricos,
uno de ellos es el resultado de estudiar circuitos que contienen un in-
ductor no lineal con un condensador lineal [19].

3. Biologia y redes neuronales: También la ecuacion de Duffing se ha uti-
lizado para el estudio de sistemas bioldgicos tal como la interaccion
entre neuronas en el cerebro. Por ejemplo, se ha hecho un modelo pa-
ra la sincronizacion de neuronas en la presencia de ruido y estimulos
externos [20].

Ahora, la ecuacién del oscilador de Duffing puede ser vista de la siguiente

manera: Wily)

y+yy+ c;—yy = Ajcos(wit), (3.1)
donde v > 0 es el parametro de oscilacion. La fuerza externa es una funcion
armoénica con frecuencia w; y amplitud A;. Este sistema dindmico es un
ejemplo de un péndulo elastico cuyo resorte tiene un movimiento no arménico
de orden cuatro y no obedece a la ley de Hooke. El oscilador de Duffing
representa el movimiento de una masa unida a un resorte no lineal con un
amortiguamiento lineal. Entonces, la fuerza producida por el resorte esta

dada por F(y) = —%;y) =y — dy. De esta manera, el potencial V;(y) esta
dado por
1 1
Vily) = —5342 + Z5y4- (3.2)

donde ¢ controla la no linealidad de la fuerza [21]. Ademas, este potencial
Vi(y) corresponde a un pozo doble. Este potencial tiene dos estados de equi-
librio minimos en y = +1/ V4 y un punto inestable maximo en y = 0. En la
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la Fig. 3.1 se muestra el potencial del oscilador de Duffing para un valor de
0=1.

2.0

1.5

1.0}

Vi(y)

0.5

0.0¢

Figura 3.1: Potencial del oscilador de Duffing para § = 1.

3.2.1. Analisis del oscilador de Duffing

Hagamos ahora el anédlisis de la Ec. (3.1), considerando el sistema como
autonomo calculamos los puntos fijos haciendo el término A; = 0. El sistema
ahora puede expresarse como un par de ecuaciones diferenciales de primer
orden como:

y=0 \ (3.3)

U= —yv+y— oy
El sistema en la Ec. (3.3) contiene tres puntos fijos: Py = (0,0), P, =
(1/+/6,0), Py, = (=1/+/4,0). Aplicando el teorema de Hartman-Grobman
a la Ec. (3.3), obtenemos la matriz Jacobiana del sistema linealizado A al-
rededor de los puntos fijos. La matriz Jacobiana evaluada en cualquier punto
fijo (yo,v0)" se puede calcular como la siguiente manera:

0 1

La estabilidad de los puntos fijos (yo,v0)? se calcula con la ecuacién carac-
teristica Det(A; — ) = 0:

N+ A+ (3dyg — 1) = 0. (3.5)
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Ahora cuando v > 0, el punto fijo Fy es un punto silla mientras que los
puntos P; y P» del sistema son puntos fijos que corresponden a espirales
estables. Por ejemplo, para los valores v = 0,3 y 0 = 0,5, en F, se obtienen
los eigenvalores correspondientes a este punto como -1.28078 y 0.780776. Para
el punto P, = (v/2,0) y P, = (—/2,0) obtenemos los eigenvalores -0.25 =+
1.39194% que corresponden a los dos puntos en espiral que se muestran en
la Fig. 3.2. La dindmica del oscilador de Duffing de la Ec. (3.1) describe
las trayectorias en el espacio fase de dicho sistema como se observa en la
Fig. 3.3. Resolvimos las simulaciones numéricamente utilizando el método de
Runge-Kutta de orden cuatro. El sistema se resolvié utilizando los siguientes
parametros: 7 = 0.3, § = 0.5, A; = 0.5y w; = 1.1, con las condiciones iniciales
y(0) = 0.5y v(0) = 2.

Figura 3.2: Espacio fase del oscilador de Duffing.
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Figura 3.3: Oscilador de Duffing.

3.3. Oscilador de Rayleigh-Duffing

Los osciladores de Van der Pol y Duffing se han discutido ampliamente
en la literatura. El oscilador de Van der Pol es muy similar al oscilador de
Rayleigh ya que tienen un factor de disipacion similar. El llamado oscilador
de Rayleigh-Duffing es aquel que combina el término disipativo del oscilador
de Rayleigh con la fuerza restauracién no lineal correspondiente al potencial
del oscilador de Duffing. El oscilador de Rayleigh-Duffing forzado es un ejem-
plo de un sistema no lineal que presenta un comportamiento cadtico. Dicho
sistema puede ser expresado como una ecuacion no lineal de segundo orden
justo como:
dVa(2)

dx

donde it > 0 es el parametro de amortiguamiento no lineal. De manera similar
al oscilador de Duffing, tenemos una funciéon arménica para la fuerza externa
con amplitud A, y frecuencia ws. El potencial V,(z) esta dado como

i — (1 — 2% +

= Aycos(wat), (3.6)

1 1

donde los parametros « y 8 son ajustados de manera conveniente. Ahora, este
potencial tiene varios casos para distintos valores de estos parametros, cada
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caso representa una situacion fisica para el potencial. Entonces, el potencial
para (i) @« > 0y > 0 es un pozo simple, (ii) « < 0y f < 0 es una joroba
simple, (iii) @ < 0y 5 > 0 es un pozo doble y (iv) @ > 0y § < 0 es una
joroba doble.

3.3.1. Analisis del oscilador de Rayleigh-Duffing

Ahora, para nuestro analisis utilizaremos la configuracion del potencial
de pozo doble. Como en el caso del oscilador de Duffing, vamos hacer que
la amplitud As sea igual a cero, haciendo el sistema auténomo. El sistema
puede reescribirse como un par de ecuaciones diferenciales de primer orden.
De esta manera la Ec. (3.6) la expresamos como:

= u7

= p(l —u?)u — ax — B2’ (3:8)

Tenemos tres puntos fijos para el sistema Ec. (3.8). Estos puntos estan ubi-
cados en el espacio fase en Py = (0,0) y P = £(y/—a/f,0). Aplicando el
teorema de Hartman-Grobman a este sistema, obtenemos la matriz Jacobia-
na del sistema linealizado alrededor de los puntos fijos, esta matriz Jacobiana

es
0 1
A5 = (—a —3Bx3 u(l— 3u8)) ' (3.9)

De esta manera, la estabilidad de los puntos fijos (g, ug)? se calculan median-
te la ecuacion caracteristica obtenida de Det(A; — AI) = 0. Asi obtenemos
que

N = p(1 = 3ug)\ + (382 + a) = 0. (3.10)

Ahora cuando g > 0, de manera similar al caso anterior el punto fijo Py es
un punto silla, mientras que los puntos P; y P, del sistema son puntos fijos
correspondientes a espirales inestables. Para los valores = 0.5, « = -1y
£ =1, en F, se obtienen los eigenvalores correspondientes a este punto como
-0.780776 y 1.28078. Para el punto P, = (1,0) y P» = (—1,0) obtenemos los
eigenvalores 0.25 + 1.391947 que corresponden a los dos puntos de espiral
inestables como se muestran como en la Fig. 3.4. La dinamica del oscilador
de Rayleigh-Duffing que la Ec. (3.6) describe las trayectorias en el espacio
fase de dicho sistema como se observa en la Fig. 3.5. El sistema se resolvi6
utilizando los siguientes pardmetros: p = 0.5, a =-1, =1, Ay = 1.5y wy
= 1.8, con las condiciones iniciales z(0) = 1 y u(0) = 0.
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Figura 3.5: Oscilador Rayleigh-Duffing.

En conclusién para esta seccién, observamos que la dindmica del sistema
de Duffing presentan dos atractores mientras que el sistema de Rayleigh-
Duffing tiene dos repulsores. Por lo que estos dos sistemas tienen dinamicas
muy diferentes debido al termino disipativo.
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Capitulo 4

Sincronizacion y Control de
Sistemas Caodticos

4.1. Introducciéon

La sincronizacién y el control de sistemas cadticos son dos conceptos que
involucran el control del comportamiento de sistemas complejos o cadticos.
Sincronizacion se refiere al fenémeno donde dos o més sistemas dindamicos
pueden comportarse de manera coordinada, aun cuando estos tengan dis-
tintos valores iniciales o parametros. Este proceso se puede lograr mediante
métodos mecanicos, como lo es el acoplamiento de sistemas o mediante el
esquema maestro-esclavo. El control de sistemas cadticos se refiere al proceso
de manipular el comportamiento de dicho sistema para lograr un compor-
tamiento o estado deseado. Esto se puede lograr mediante algunas técnicas,
como lo es el control de respuesta o control de ciclo abierto, esto ajusta los
parametros de entrada del sistema.

Tanto la sincronizacion como el control de sistemas cadticos tiene aplicacio-
nes importantes en distintos campos de estudio. En ingenieria por ejemplo,
la sincronizacién puede ser utilizada en sistemas de comunicacion para trans-
mitir informacién entre dispositivos, mientras que el control de caos puede
ser utilizado para estabilizar sistemas que presenten algiin comportamiento
caotico. En fisica, la sincronizacion se utiliza para el estudio de sincroniza-
cion de osciladores mientras que el control de caos puede ser utilizado para
el estudio de sistemas cadticos en la mecanica cudntica. Existen mas aplica-
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ciones en otras areas de interés, pero por ahora en el trabajo presentado nos
estaremos enfocando en el estudio de sincronizacién de osciladores.

El comportamiento cadtico de un sistema dindmico puede ser indeseable, co-
mo en el caso de las fibrilaciones cardiacas, en la prediccién de fenémenos
climéaticos, o en problemas ocasionados por la desincronizacion, etc, aunque
también puede ser deseable, como en los procesos de mezclado o de transferen-
cia de calor. Por ese motivo el “control del caos” ha sido uno de los tépicos
de interés en los 1ltimos anos. Obviamente siempre es posible controlar el
caos utilizando grandes perturbaciones, pero el punto importante es obtener
una técnica de control eficiente, que requiera una energia de control minima.
Es decir debe constituir solo una pequena perturbacién del sistema dinamico.

Otro tépico de gran importancia, en funcién de sus aplicaciones, y estre-
chamente relacionado al “control del caos” es la “sincronizacion de sistemas
caoticos”. La posibilidad que dos o mas sistemas cadticos oscilen de manera
sincronizada y coherente no es obvia, debido a la sensibilidad a las condicio-
nes iniciales. Sin embargo, Pecora y Carroll [22] demostraron que es posible
acoplar dos sistemas cadticos, que parten de estados iniciales distintos, de
modo tal que sus oscilaciones se sincronicen. El estudio de la sincronizacién
ha dado origen al surgimiento de nuevos métodos para controlar un sistema
caotico. En este sentido se han obtenido logros importantes en lo referente a
estrategias para controlar arritmias cardiacas, reacciones quimicas industria-
les de tipo oscilatorio y sistemas electronicos.

El presente capitulo tiene como finalidad describir métodos de control y sin-
cronizacion de sistemas cadticos, ya que constituye uno de los métodos princi-
pales para la obtencién de un sistema de comunicaciones analégicas seguras.
Sin embargo, por razones de complejidad, se hara referencia en este capitulo,
a algunos de los métodos mas utilizados para el control de sistemas cadticos.

4.2. Meétodos de control caos

Durante las ultimas dos décadas, el control y la sincronizacién de sistemas
caoticos han sido ampliamente investigados. El control del caos se refiere a
la manipulacién de los comportamientos dindmicos cadticos de algunos sis-
temas no lineales complejos con el fin de modificar las caracteristicas del
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sistema. El objetivo basico del control de un sistema cadtico es forzarlo a
seguir una determinada trayectoria. Obviamente el objetivo especifico varia
en funcién de cada aplicacién particular, aunque el méds comun es lograr que
el movimiento cadtico se transforme en periédico. No obstante, recientemente
se han presentado aplicaciones donde el estado final deseado del sistema es
también de caracteristicas caoticas; es decir el problema de control, en ese
caso, consiste en transformar un comportamiento cadtico indeseado, en otro
comportamiento también cadtico, pero cuyas propiedades pueden fijarse de
alguna manera. De hecho la sincronizacion cadtica utilizada en los sistemas
de comunicaciones puede pensarse como un método de control de este tipo.
También es importante el estudio del proceso inverso, donde se trata que
un sistema que inicialmente es peridodico cambie su comportamiento a caoti-
co. En este caso el método de control se conoce como de anti-control del caos.

Sea un sistema dindmico n — dimensional de la forma:

dx

o= flz, t,u). (4.1)
donde las componentes del vector x = (z1, x9, x3, ..., T, ) son las n variables de
estado, en tanto que u es un parametro externo o de control cuyo propésito es
modificar la dinamica del sistema mediante la minima perturbacién posible.
En lo que sigue se supone que para el valor elegido de este parametro, x(t)
es una solucién cadtica de la Ec. (4.1).

Los métodos de control del caos generalmente utilizan dos propiedades funda-
mentales de los sistemas cadticos: la sensibilidad a las condiciones iniciales, y
la existencia de infinitas orbitas periddicas inestables embebidas en el atrac-
tor (estable).

Si x(t) es la trayectoria del sistema, sin aplicar el control u, y g(t) es la trayec-
toria deseada, el propédsito del control puede expresarse matematicamente:

lim |Z(t) — g(t)| = 0. (4.2)
t—o00
en donde Z(t) es la trayectoria modificada por el control w.

La Ec. (4.2) puede entenderse como un problema de seguimiento de trayec-
toria, trata de encontrar un control u que fuerce la trayectoria del sistema
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dindmico a seguir una trayectoria desea ¢(t), de manera que la funcion de
error converga a cero. Segin la aplicacién particular g(t) puede ser una de las
soluciones inestables existente en el propio sistema, o bien una senal externa
que se desea imponer. Existen varios métodos para controlar el caos, como el
control de retroalimentacion lineal, el control adaptativo, el control activo, el
control bang-bang, el control de modo deslizante o el control 6ptimo, entre
otros. En base a los distintos métodos de control para modificar la dindmica
del sistema, describiremos a continuacion tres métodos.

4.2.1. Control a través de un parametro accesible del
sistema

El estudio de la influencia de las variaciones de los parametros en el
comportamiento asintético del sistema es el objeto de la teoria de bifurca-
ciones [21]. Si el propdsito del control es suprimir oscilaciones caéticas y
obtener comportamiento regular, éste es el método mas simple. En efecto, en
el caso de los circuitos electrénicos, basta con modificar el valor de uno de
los componentes pasivos (resistencias o capacitores). La principal desventaja
del método es que pueden requerirse variaciones grandes en los valores de los
parametros, para lograr el comportamiento deseado. Por otro lado, el método
es dificil de aplicar en la etapa de diseno, donde existen pocas herramien-
tas de simulacion que cuenten con la posibilidad de realizar un analisis de
bifurcaciones, y aun existiendo esa posibilidad, se requiere una descripcion
del problema en una forma matemadtica cerrada (ecuaciones diferenciales o
en diferencias) que no siempre se puede obtener en forma simple [23,24].

Otra alternativa es hacer variable el pardmetro de control aplicando una pe-
quena perturbacién de una frecuencia adecuada. Es decir se sustituye en la
Ec. (4.1) al control w por un nuevo control de la forma u + A coswt. Merece
mencionarse especialmente el método Ott-Grebogi-Yorke (OGY), propuesto
en 1990, que se basa en aprovechar la existencia de un nimero infinito de
orbitas periddicas inestables, embebidas en el atractor cadtico. Aplicando
pequenas perturbaciones temporales al parametro u (Ec. (4.1)), se busca es-
tabilizar la trayectoria cadtica haciendo que el sistema siga la 6rbita periddica
seleccionada. Para determinar los valores de las perturbaciones se necesitan
conocer los autovalores y autovectores de la érbita inestable; informacién que
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no esta disponible si no se cuenta con el modelo matematico del sistema. Pero
los datos necesarios pueden obtenerse a partir de las 6rbitas reconstruidas en
el espacio de fases por el método “embebimiento por retraso temporal”, que
transforma una serie temporal de las mediciones de una variable del sistema,
en una trayectoria (vectorial) en el espacio de estados. Una ventaja adicional
del método OGY es la flexibilidad de poder elegir la 6rbita periddica que se
va a controlar.

El método OGY se ha utilizado para controlar sistemas dinamicos, sistemas
Hamiltonianos (conservativos), transitorios cadticos y dispersiones (scatte-
ring) cadticas. Cuando esta técnica se aplica a un circuito fisico real, el
principal problema se encuentra en los errores introducidos por el ruido,
la cuantificacién de los conversores (A/D y D/A) y los efectos de redondeo
en los cédlculos. Se encontré que el método es muy sensible al nivel de ruido,
ya que las senales de control pequenas pueden quedar enmascaradas por el
mismo, imposibilitando cualquier intento para modificar el comportamiento
en la forma deseada.

4.2.2. Control por inyeccion de senales externas

Uno de estos métodos es la estimulacion resonante que consiste en la
perturbacion con senales que pueden ser periddicas, cuasi-peridédicas o cadti-
cas [25,26]. Se inyecta una senal u(t) al sistema dindmico que puede verse
como una fuerza externa. Un ejemplo sencillo de este método de control es
la ecuacién de un oscilador amortiguado con forzamiento wu(t).

&+ 203 + wiz = u(t) (4.3)

La solucién a la Ec. (4.3) estd formada por dos términos: la solucién general
del sistema homogéneo més una solucién particular. Por tanto, la solucion
esté formada por dos partes, una parte transitoria (que se anula pasado cierto
tiempo), més una parte estacionaria o estable. La solucién estacionaria esta
relacionada con la senal de control u(t), esta senal es la encargada de contro-
lar al sistema dinamico a tiempos largos y que se mantega en una trayectoria
deseada.

Otro método es el control por retroalimentacién de estados, este método con-
siste en retroalimentar una de las variables del vector de estados del sistema,
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utilizando una senal de control proporcional a la diferencia entre esa variable
y la senal de control. La ecuaciéon diferencial para la variable elegida resulta:

dx
i flz(t) + K(z(t) — u(t)). (4.4)

4.2.3. Técnicas clasicas de Ingenieria de control

Se ha trabajado mucho en técnicas de control clasico: proporcional inte-
gral (PI), proporcional integral derivativo (PID), lineal, alineal, estocastico,
etc. Huberman y Lumer [27], por ejemplo, propusieron llevar un sistema de
un estado x a un estado deseado x,, modificando dindamicamente el valor del
parametro de control u, por medio de la ecuacion:

du

pri eG(r — x5) ek 1. (4.5)

donde € es un parametro que ajusta la dureza del control y G es una funcién
lineal o no lineal de la diferencia entre ambos estados. Este método, cono-
cido como Algoritmo de Control Adaptativo (Adaptive Control Algorithm -
ACA), no requiere sefiales externas ni el acceso a los pardmetros internos y
la accion de control es inmune a pequenas variaciones en los valores de los
pardmetros. Su principal desventaja es que no se conoce a priori cudl es la
meta que se debe alcanzar, sino que se trabaja por “prueba y error”.

4.3. El problema general de la sincronizacion

La sincronizacion es de fundamental importancia en sistemas fisicos y
biolégicos, por ejemplo, en sistemas nerviosos, células cardiacas, colonias de
luciérnagas, ciclos circadianos y laseres acoplados. Por lo tanto, la compren-
sién de las interacciones mutuas entre diferentes sistemas no lineales acopla-
dos y su sincronizacién representa un tema de investigacion interesante. La
sincronizacion de senales periddicas es un fenémeno bien conocido en Fisica,
Ingenieria y muchas otras disciplinas cientificas. En su aceptacion tradicional,
se dice que dos senales periddicas estan sincronizadas cuando sus periodos son
conmensurables. Una de las formas de lograr esta sincronizacion es mediante
el empleo de fuerzas externas, como sucede en el caso de las comunicaciones
electrénicas, donde se utiliza un oscilador patrén, de frecuencia muy estable
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(oscilador a cristal), pero de baja potencia como sincronismo de varios osci-
ladores de inferior calidad y de mayor potencia [28].

La sincronizacion de osciladores, desacoplados entre si, resulta, en esencia,
mas simple que el alterar el sincronismo natural que se establece cuando
osciladores casi idénticos se acoplan entre si, constituyendo un sistema mas
robusto [29]. Pero atin el problema més sencillo de varios osciladores indepen-
dientes entre si, sincronizados por una tnica senal peridédica externa, presenta
una estructura de resonancias multiples muy compleja [30, 31].

La posibilidad de que dos o mas sistemas cadticos oscilen de manera sin-
cronizada y coherente no es obvia debido a la conocida dependencia sensible
con las condiciones iniciales. Sin embargo Pecora y Carroll [22] demostraron
que es posible acoplar dos sistemas cadticos, que parten de estados iniciales
distintos, de modo tal que sus oscilaciones (que no tiene por qué ser pe-
riédicas) se sincronicen. Esta sincronizacién puede ser idéntica (las senales
correspondientes en ambos sistemas coinciden exactamente) o bien genera-
lizada (existe una relacién funcional fija entre las variables de uno y otro
sistema). En ambos casos, la sincronizacién es un proceso asintético. Tam-
bién es posible lograr una sincronizacion de fase, que es una nocién mas débil
y de alguna forma equivalente a la sincronizacién usual en senales periddicas.

La sincronizacion y el control son temas estrechamente vinculados. A par-
tir de técnicas de sincronizacién se han podido inferir nuevos métodos para
controlar sistemas cadticos [32] y se han obtenido logros importantes en el
control de arritmias cardiacas, reacciones quimicas industriales de tipo osci-
latorio y sistemas electrénicos.

Ha habido un amplio desarrollo en la aplicacion de técnicas de sincronizacién
a sistemas de comunicaciones. Algunas de las mas utilizadas se describen a
continuacion.

4.4. Sincronizacion de sistemas cadticos
Los fenomenos cadticos se presentan en muchos sistemas naturales y en

dispositivos artificiales. Muchos trabajos de investigaciéon se han centrado
principalmente en el descubrimiento y caracterizacion del caos. Recientemen-
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te, se han propuesto varias ideas y técnicas para utilizar las caracteristicas
del caos para alcanzar ciertos objetivos. La sincronia de caos se ha emplea-
do para incrementar la potencia de laseres, sincronizar circuitos electronicos,
controlar oscilaciones en reacciones quimicas, estabilizar el ritmo cardiaco en
animales y para seguridad en las comunicaciones mediante la codificacion de
informacion. Las aplicaciones del caos en diferentes campos de la ciencia y
tecnologia tienen su base en dos problemas, que son el control del caos y la
sincronizacion de sistemas caodticos.

La sincronizacion de sistemas cadticos es el problema que se abordaré en este
trabajo de tesis; por tanto, se tratard de proporcionar una explicacién mas
detallada del mismo.

La posibilidad de que dos o mas sistemas cadticos oscilen de manera coherente
y sincronizada no es obvia. Una de las principales caracteristicas asociadas
al comportamiento cadtico, es la sensibilidad a condiciones iniciales. De lo
anterior se pudiera concluir que la sincronizacién de sistemas cadticos no
es factible, porque en sistemas reales no es posible reproducir exactamente
condiciones iniciales idénticas. Asi, incluso una desviacién infinitesimal en
los parametros o de las condiciones iniciales eventualmente dard lugar a la
divergencia de trayectorias. En este contexto, el hecho de alcanzar sincronia
de sistemas cadticos, pueden considerarse como un problema fascinante e
importante.

4.4.1. Métodos de sincronizacion

La sincronizacion, que puede ser entendida como el ajuste de ritmos entre
dos o mas osciladores debido a sus interacciones, es un fenémeno presente
tanto en sistemas naturales como artificiales y es un tipico ejemplo de auto-
organizaciéon. El andlisis del fenémeno de sincronizacién de sistemas dinami-
cos ha sido objeto de un area de investigacién muy activa desde su primera
observacion por el cientifico holandés Christian Huygens en 1673 quien ob-
servo sincronizacion en dos péndulos acoplados.

El estudio sistematico moderno, tanto experimental como tedrico, de este
fenémeno fue iniciado por Appleton, van der Pol y Andronov y Vitt que
observaron sincronizacion en generadores eléctricos. Cobra popularidad ha-
ce aproximadamente 40 anos, tiempo en el cual se produjeron diversidad
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de articulos y libros que tratan de una u otra manera sobre la sincroniza-
cioén en sistemas que van desde los biologicos tales como luciérnagas, grillos,
cigarras, hormigas, sistemas ecolégicos, diferentes comportamientos en po-
blaciones humanas, células cardiacas, neuronas en el sistema nervioso y en la
relacion fisiologica entre el corazén y pulmones, pasando por sistemas quimi-
cos (osciladores bioquimicos) y llegando a sistemas artificiales como circuitos
electrénicos, etc.

Los grandes trabajos sobre la sincronizacion del caos se atribuyen a Fujisa-
ka, Picovsky, Afraimovich, Pecora y Carroll [33-35] quienes presentaron los
primeros ejemplos sobre la sincronizacién unidireccional de sistemas cadticos
acoplados. Sin embargo, tras el trabajo de Pecora y Carroll, se ha mostrado
que dos comportamientos cadticos imprevisibles, que inicialmente evolucio-
nan sobre trayectorias diferentes, pueden fundirse en una tunica trayectoria
comun si se acoplan adecuadamente. El desarrollo de los sistemas de comuni-
caciones utilizando caos nacié a partir de esa idea y se ha afianzado, a través
de trabajos fundamentales de un niimero importante de investigadores.

Los circuitos se presentan como una herramienta de una gran utilidad para
estudiar una gran variedad de procesos, actuando como complemento entre
el experimento en si y la simulacion numérica por computadora. Entre las
ventajas que ofrece la simulacion con circuitos se encuentran tanto el alto
grado de desarrollo de componentes electréonicos como el bajo costo de los
dispositivos. Y son varios los ejemplos de circuitos electronicos utilizados pa-
ra el estudio de Caos: el sistema de Lorenz, Rossler y Chua, por mencionar
solo algunos.

El significado de sincronizacién de caos se refiere al proceso en el que se in-
volucran dos o varios sistemas dindmicos que pueden ser iguales o distintos,
ajustando sus propiedades para que tiendan a un comportamiento comun
(periédico o cadtico) [34]. Este fendmeno de sincronizacion inicialmente hace
que los sistemas evolucionen sobre atractores diferentes para que finalmente
puedan lograr empatar, acoplarse y coincidir en una misma trayectoria [35].
Es sorprendente que la sincronizacién entre dos sistemas cadticos aparece
cuando se considera la dependencia de la dindmica cadtica en las condiciones
iniciales del sistema.

Hay que destacar que hay una gran variedad de esquemas de acoplamiento

31



CAPITULO 4. SINCRONIZAQION Y CONTROL DE SISTEMAS
CAOTICOS

que conducen al régimen de sincronizacién. Dependiendo de la configuracion
particular del acoplamiento, podemos distinguir dos casos principales: aco-
plamiento unidireccional y acoplamiento bidireccional.

1. Acoplamiento unidireccional.

El sistema global estda formado por dos subsistemas acoplados segin
una configuracién de tipo maestro-esclavo Fig. 4.1. Eso implica que el
comportamiento del sistema esclavo depende del comportamiento del
sistema maestro, mientras que este 1ltimo no se ve influido por el com-
portamiento del sistema esclavo. Como resultado, el sistema esclavo
se encuentra forzado a seguir la dinamica del maestro. Dicho de otro
modo, cuando la evolucion de uno de los dos sistemas no es altera-
da por el acoplamiento la configuracién resultante es un acoplamiento

unidireccional.
Senal de
Sistema Maestro Acoplamiento ' Sistema Esclavo
Xm = fu(xu) X = fe(xe)

Figura 4.1: Acoplamiento unidireccional.

2. Acoplamiento bidireccional.
Aqui ambos subsistemas son acoplados con otro, o cuando los dos sub-
sistemas son conectados de tal forma que sus trayectorias estan mutua-
mente influenciadas por el comportamiento del otro, con este tipo de
acoplamiento no se puede hablar de un sistema maestro o esclavo Fig.
4.2. Esta situacion ocurre en fisiologia, entre el sistema cardiaco y el
respiratorio, también se da en laseres con retroalimentacion.
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Senal de

Sistema 1 'Acoplamiento ' Sistema 2

X1 = fi{x1) Xz = fa{x2)

Figura 4.2: Acoplamiento bidireccional.

En telecomunicaciones la sincronizacién brinda comunicaciones seguras [36].
Existen dos formas principales de acoplamiento, de forma unidireccional la
cual consiste en sistemas maestro-esclavo donde el maestro es el sistema guia
o de referencia y el esclavo es el sistema guiado el cual es dependiente del
maestro. En el caso de ser bidireccional ambos sistemas interactian entre
si y estan acoplados uno con el otro creando una sincronizaciéon mutua. La
sincronizacion entre dos sistema, se consigue cuando uno de los sistemas mo-
difica su comportamiento y sigue la trayectoria del otro sistema, o ambos
oscilan en una nueva trayectoria en comun [37,38].

Es sorprendente que la sincronizacién entre dos sistemas cadticos aparece
cuando se considera la dependencia de la dindmica cadtica en las condiciones
iniciales del sistema. Cuando las condiciones iniciales en los sistemas caoti-
cos, al tener la mas minima variacién en el sistema, provoca que se obtengan
resultados y evolucione en un sistema mas complejo que al que originalmente
se tenia, esto hace que a simple vista sea dificil la sincronizacion en sistemas
caoticos reales, ya que en la practica no es posible igualar las condiciones
iniciales o hacer dos sistemas totalmente idénticos, para poder lograr la sin-
cronizacion; se pueden crear sistemas muy parecidos pero siempre existira un
margen de error.

En el contexto de sistemas cadticos acoplados, diferentes tipos de sincroniza-
cion han sido estudiadas recientemente, por ejemplo: sincronizacién completa,
sincronizacion en fase, sincronizacion de retardo, sincronizacion generaliza-
da, sincronizacién hibrida, sincronizacién proyectiva, sincronizacién practical,
sincronizacion parcial y sincronizacion de desplazamiento vertical.
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4.4.2. Tipos de Sincronizacién

Cuando uno trata con sistemas acoplados, la sincronizacion aparece co-
mo la igualdad de las variables de estado, mientras que evoluciona en el
tiempo. Para el acoplamiento, debemos distinguir entre dos diferentes situa-
ciones. Cuando la evolucién de uno de los sistemas acoplados es inalterada
por el acoplamiento, tenemos como resultado el acoplamiento unidireccional
o maestro-esclavo. Por el contrario nos referimos a un acoplamiento bidirec-
cional cuando ambos sistemas son conectados de manera tal que influyen
mutuamente en su comportamiento [39].

En primer lugar, para establecer con la mayor claridad posible el analisis pos-
terior, introduzcamos primero las siguientes definiciones para dos sistemas
dindmicos de dos dimensiones con espacio de fase (z,u) y (y,v), respectiva-
mente:

Definicién 2. Dos sistemas cadticos estan en sincronizacion completa si
las funciones de error convergen a cero, para un t suficientemente grande:
lim |z(t) —y(t)| = lim |u(t) —v(t)] = 0. (4.6)
t— o0 t— o0
Lo que significa que cada estado en el sistema esclavo es idéntico o esta muy
cerca de su estado correspondiente en el sistema maestro, en el limite del
tiempo que va al infinito. La sincronizacion puede entenderse como un pro-
blema de estabilizaciéon o como un problema de seguimiento de trayectoria.
La estabilizacion consiste en obtener un control que lleve a las trayectorias
de un sistema dindmico que representa el error de sincronizacién a converger
a cero. El problema de seguimiento de trayectorias consiste en encontrar un
control que haga que las trayectorias del sistema esclavo sigan las trayectorias
del sistema maestro.

Definicion 3. Dos sistemas cadticos estan en sincronizacion practica si
las funciones de error satisfacen:

Tim [(t) — y(0)] < s (4.7)
Tim [u(t) —v(t)| < o (48)

para valores dados positivos k,c > 0.
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Esta definicién es necesaria porque, en muchos casos, las funciones de error no
convergen precisamente a cero con la evolucion del tiempo, pero en la practi-
ca, aun podemos considerar los sistemas como sincronizados. Sin embargo,
en la implementacion de circuitos analdgicos, los componentes electronicos
tienen tolerancias, lo que hace imposible reproducir las condiciones iniciales
de las simulaciones numéricas.

Definicién 4. Dos sistemas cadticos estan en sincronizacién de despla-
zamiento vertical si las funciones de error satisfacen:

A [z (t) = (y(t) + A)[ =0 (4.9)
tlglgo lu(t) — (v(t) +1I)| =0 (4.10)

Es decir, las funciones de error convergen a cero para ciertos valores de A y
IT (Io que hemos llamado constantes de desplazamiento vertical de A y II).

Definicién 5. Dos sistemas cadticos son de sincronizaciéon parcial cuando
solo una parte de las variables de estado se soncronizan y las demas no.

En ciertos casos se puede lograr una sincronizacion completa en un solo estado
del sistema esclavo mientras que en el otro se puede lograr una sincronizacién
practica o nula.

4.4.3. Método de Pecora y Carroll (PC)

Iniciamos considerando un sistema caotico cuya evolucion temporal estéd
dada por la siguiente ecuacion:

i = F(z), (4.11)

Aqui z = (z1, 29, ..., 2,) es un vector de estado n — dimensional. El esquema
PC consiste al suponer un sistema dinamico de Ec. (4.11), y descomponerlo
en tres subsistemas.

w o= flu,w),
w = g(u,w), Maestro (4.12)
W' h(u,w"). Esclavo
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Donde u = (uy, U, ...,Up), w = (w1, ws,....,w;) , w = (w),wh,...,w) y
n =m+ k + [. El segundo subsistema de Ec. (4.12) define el sistema maes-
tro, considerando el tercer subsistema de Ec. (4.12) que representa el sistema
esclavo, su evolucion es guiada por la trayectoria del maestro por medio de
una senal de control u (ver Fig. 4.3).

Asfi la sincronizacién completa es definida como una identidad entra las tra-
yectorias del sistema respuesta w y una réplica w’ de esta w' = h(u,w’)
para la misma senial de control cadtica u(t). La existencia de la sincro-
nizacién completa implica que la respuesta del sistema es asintéticamente
estable (lim;_e(t) = 0, siendo e(t) el error de sincronizaciéon dado por
e(t) = |w(t) — w'(t)]). En otras palabras, el sistema olvida sus condiciones
iniciales, evolucionando en un atractor cadtico. Este tipo de sincronizacion
se puede lograr siempre que los exponentes de Lyapunov del sistema escla-
vo bajo las 6rdenes del maestro (los exponentes condicionales de Lyapunov)
sean negativas, es decir el sistema es conservativo. Como condicién se cumple
solo si u es una senal de sincronizacién.

Macstro
u(t) = w'(t)

w(t) u(t) Esclavo
w(t) |1— w'(t) u(t)

Figura 4.3: Método de Pecora y Caroll.

4.4.4. Método de APD.

El método de descomposicién activa-pasiva (APD) nos proporciona un
esquema maestro-esclavo mucho mas general que el PC para la sincronizacion
de sistemas caoticos idénticos. El método APD considera un sistema cadtico
auténomo y lo reescribe como un sistema no auténomo de la siguiente forma:

T = f(x,u(t)). (4.13)
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donde u(t) es la senal de control u = h(z) o @ = h(z,u). La sincronizacién
completa se refiere a la relacién entre el sistema Ec. (4.13) y una réplica (el
sistema de esclavo) que es controlado por la misma senal u(t). Cabe men-
cionar que esta tultima afirmacion no excluye un comportamiento cadtico de
x(t), ya que es controlado por una senal cadtica u(t).

Para poder ilustrar mejor esta configuracién, L. Kocarev y U. Parlitz [38]
analizaron el sistema propuesto por Lorenz.

(.1:1 = 10(@/1 — .Tl),

Maestro : < 4j; = 28x; — y1 — 1121, (4.14)
|21 = 211 — 521

2y = —10z5 + u(t),

Esclavo @ < 4o = 2819 — 1o — X929, (4.15)

= _8
(#2 = L2Y2 — 3%2.

Controlado por u(t) = ay(t), se puede comprobar mediante el uso de los
exponentes de Lyapunov que el sistema se sincroniza con el sistema esclavo,
al variar el pardmetro « considerado en la senal de control u(t).

Mientras el esquema PC permite para un sistema cadtico dado s6lo un ntime-
ro finito de posibles descomposiciones para producir la sincronizacion, aqui
la libertad para elegir la senal de control u(t), hace el esquema APC muy
poderoso y general extrema flexibilidad en aplicaciones. Esta cualidad puede
ser util en la aplicaciéon a comunicaciones. Por ejemplo, sean dos sistemas,
uno emisor y el otro receptor, los cuales tienen un comportamiento cadtico,
pero sincronizados entre ellos a través de una senal de control u(t).
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Sincronizacion entre los
osciladores de Rayleigh-Duffing
y Duffing

5.1. Acoplamiento elastico

Para estudiar la sincronizacion en el esquema maestro-esclavo, analizamos
y comparamos tres diferentes tipos de acoplamientos utilizando los oscilado-
res de Rayleigh-Duffing y Duffing: el acoplamiento elastico, el acoplamiento
disipativo, y una combinacién de ambos utilizada previamente por U. Urioste-
gui et al, [3,39]. El esquema de sincronizacién maestro-esclavo que estudiamos
en este trabajo, el sistema maestro corresponde al oscilador Rayleigh-Duffing,
mientras que el sistema esclavo corresponde al oscilador Duffing y viceversa.
El caso en que los osciladores interactiian mediante acoplamientos eldsticos
se describe mediante el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales:

T = u,
u = p(l—uP)u—azr — Br* + A cos(wit) + Ki(y — z), (5.1)
Y v,
) —yv 4y — 0y + Ay cos(wat) + Koz — y), (5.2)

donde, K;(y —x) y Ko(x —y) representan los acoplamientos elasticos, siendo
K, y K5 los parametros de control de cada acoplamiento. En el caso, K; =
K, = 0, ambos sistemas estdan desacoplados. En general, las Ecs. (5.1) y
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(5.2) representan un acoplamiento bidireccional, por lo tanto las ecuaciones
pueden ser estudiadas como un sistema hipercaotico.

5.1.1. Oscilador de Rayleigh-Duffing (Maestro) y osci-
lador de Duffing (Esclavo)

Nos interesa analizar el esquema maestro-esclavo, por lo que nos limi-
tamos a estudiar el acoplamiento unidireccional, es decir, fijando K; o K,
igual a cero. Primero, fijamos K; = 0 el oscilador de Rayleigh-Duffing es el
sistema maestro y analizamos la sincronizacion variando Ks, y después fija-
mos Ky = 0 (el oscilador de Duffing es el sistema maestro) y analizamos la
sincronizacién variando K.

El acoplamiento eléstico es una realimentacion lineal que puede verse como
la perturbacién de cada sistema por una senal proporcional a la diferencia de
sus posiciones, introducida en la parte de aceleracion del sistema esclavo. Nos
interesa analizar el sistema esclavo en funcién del parametro de acoplamiento
K5 o K, segun el caso estudiado. En particular, el problema de sincroniza-
cién consiste en encontrar un valor especifico del parametro de acoplamiento,
tal que el sistema maestro y el sistema esclavo estén ambos sincronizados.
Como ya mencionamos, para este caso consideramos K; = 0 y las funciones
de error |z(t) —y(t)| y |u(t) —v(t)|, tomando K5 como pardmetro de control y
lo variamos en pequenos pasos en un rango de 0 a 200. De esta manera vamos
verificar que estos dos sistemas estan sincronizados mediante las funciones
de error. Como ya mencionado, esto ocurre cuando las funciones tienden a
cero para un tiempo suficientemente grande. La funcién de error nos per-
mite encontrar el rango de valores del parametro de control K5, donde se
logra alcanzar la sincronizacién. Como se puede observar en la Fig. 5.1(a), la
sincronizacion completa existe, esto se cumple para valores muy grandes del
valor K. Ahora, para la segunda funcién de error la sincronizacion practica
existe, ya que la funcién de error no converge exactamente a cero (ver Fig.
5.1(b)). La dindmica del error se obtiene mediante la resta de las Ecs. (5.1)
y (5.2), el calculo del error es e; = x — y y e3 = u — v. De esta manera
obtenemos el error como:

e1 = T— y = €3,
¢y = p(l —u®)u—ar— Bz® + Ajcos(wit) +yv —y + 6y°
—  Ajcos(wat) — Kaey, (5.3)
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estos valores en valor absoluto son las funciones de error.

3.0 3.0
2.5/ 25
S 20} £20}
T 15 315
X 1.0} 510
0.5 0.5
00050 100 150 200 00050 100 150 200

K; K;
(a) (b)

Figura 5.1: (a) Funcién de error |z(t) —y(t)|. (b) Funcién de error |u(t) —wv(t)].

Ahora pasamos directamente a observar las graficas correspondientes a las
soluciones obtenidas. La grafica que se muestra en la Fig. 5.2 representa las
soluciones para z(t) y y(t), de la grafica podemos observar que ambos sis-
temas oscilan en completa sincronizacién. De la misma manera, en la Fig.
5.3 se observa una sincronizacion préactica entre ambos osciladores. El aco-
plamiento elastico produce una sincronizacion parcial de todo el sistema de
modo que la sincronizacion completa solo se logra en un estado del sistema
esclavo (oscilador de Duffing).

2f” ' ' Xt
1 —y(t)
0.
=1
200 210 220 230 240
t

Figura 5.2: Soluciones para x(t) y y(t), para un valor Ky = 150.
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—ufty
— v(t)

200 210 220 230 240

Figura 5.3: Soluciones para u(t) y v(¢), para un valor Ky = 150.

Continuando con el andlisis del comportamiento del sistema, vamos a obser-
var el comportamiento de las proyecciones en los planos (x,y) y (u,v) para
el valor ya mencionado de Ky = 150. En la Fig. 5.4(a) se muestra el compor-
tamiento del sistema esclavo. El caso interesante se ve en la Fig. 5.4(b), se
observa que la proyeccién del plano (z, y), existe una sincronizacién completa
ya que el resultado nos da una linea recta delgada inclinada a 45°. Compa-
rando esto con el siguiente resultado, en la Fig. 5.4(c), donde la proyeccién
del plano (u,v) muestra una linea recta mas gruesa inclinada a 45°, esto nos
indica que se presenta una sincronizacion practica.

-1 0 1 2 -15-1.0-0500 05 1.0 15
X u

(b) ()

Figura 5.4: Acoplamiento eldstico: En (a) el sistema esclavo. En (b) y (c)
proyecciones de los planos (x,y) y (u,v), respectivamente.
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5.1.2. Oscilador de Duffing (Maestro) y oscilador de
Rayleigh-Duffing (Esclavo)

Pasemos ahora al acoplamiento inverso, donde el oscilador de Duffing es
el sistema maestro y el oscilador de Rayleigh-Duffing corresponde al sistema
esclavo. Para este caso, vamos a mantener el valor K, = 0 y vamos a ir
variando el valor de K. De manera similar al caso anterior, consideremos
las funciones de error |y(t) — z(t)| y |v(t) — u(t)|, mientras que el parametro
de control K; lo iremos variando de 0 a 200. Similarmente, ahora vamos a
obtener las funciones de error mediante la resta de las Ecs. (5.1) y (5.2). El
error lo vemos como e3 =y —x y ¢4 = v — u, de modo que podemos obtener:

€3 = Y—T = ey,
by = —yv+y— 0y + Aycos(wot)
(1l —uP)u+ azx + B — A cos(wit) — Kies. (5.4)

Como se muestra en la Fig. 5.5(a) se puede ver que existe una sincronizacion
completa para valores mayores a 200. Mientras que en la Fig. 5.5(b) no existe
tal sincronizacion.

3.0

2.5H
S 20}
X 15}
> 1.0}

Figura 5.5: (a) Funcién de error |y(t) —z(t)|. (b) Funcién de error |v(t) —u(t)].

El la Fig. 5.6 se puede observar como las soluciones z(t) y y(t) oscilan en una
sincronizacién practica. Ahora, las soluciones de u(t) y v(t), se observa que
las dos senales no se sincronizan (ver Fig. 5.7). En este caso no es posible
obtener una sincronizacion completa en el sistema esclavo.
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t
Figura 5.6: Soluciones para x(t) y y(t), para K; = 150.
2
1t
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2200 210 220 230 240
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Figura 5.8: Acoplamiento eldstico: En (a) el sistema esclavo. En (b) y (c)
proyecciones de los planos (x,y) y (u,v), respectivamente.

Veamos ahora las proyecciones en los planos (z,y) vy (u,v) para un valor
K, = 150. En la Fig. 5.8(a) se muestra el comportamiento del sistema esclavo.
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Por otro lado, en la Fig. 5.8 (b) se muestra la proyeccién del plano (z,y)
existe una sincronizacién practica, esto se puede ver por la linea recta gruesa
inclinada a 45°. Mientras que, en la proyeccién del plano (u,v) no existe
ninguna sincronizacion, se observa una forma irregular tal y como se aprecia
en la Fig. 5.8(c).

5.2. Acoplamiento disipativo

En el caso donde los osciladores interactian por medio de acoplamiento
disipativo, el sistema correspondiente son descritos por el siguiente conjuntos
de ecuaciones diferenciales:

T = u,
u = p(l—uP)u—azr — Br* + A cos(wit) + Ks(v — u), (5.5)
y = v,
v = —yvty— 0y’ + Aycos(wat) + Ky(u —v). (5.6)

Aqui, K3(v —u) y K4(u — v) representan los acoplamientos disipativos, sien-
do las constantes K3 y K, los pardmetros de control de cada acoplamiento.
Para el caso donde K3 = K4 = 0, el sistema no esta acoplado. El acopla-
miento disipativo es una retroalimentacion lineal que se puede ver como la
perturbacion de cada sistema por una senal proporcional a la diferencia de
sus velocidades, las cuales se introducen en la parte de aceleracion del siste-
ma esclavo. Como en el acoplamiento elastico de la seccién anterior, primero
una de las constantes la fijamos a cero mientras variamos la otra constan-
te. Para el caso K3 = 0 y variando K, el sistema maestro seré el oscilador
de Rayleigh-Duffing. Caso contrario, Ky, = 0 y variando K3 sera donde el
oscilador de Duffing que actiia como el sistema maestro.

5.2.1. Oscilador de Rayleigh-Duffing (Maestro) y osci-
lador de Duffing (Esclavo)

Ahora, vamos a iniciar con el oscilador de Rayleigh-Duffing como sistema

maestro, haciendo K3 = 0 y variando K, en pequenos pasos de 0 a 200. De la

misma manera como vimos anteriormente, las funciones de error |x(t) — y(t)|
y |u(t) —v(t)| se calculan variando el pardmetro de control K. Las funciones
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error las obtenemos de la resta de las Ecs. (5.5) y (5.6), de este modo tenemos
que:

é5 = T— y = €g,
és = p(l—u®)u—ar— Bz + A cos(wit) +yv —y + 6y°
AQ COS(wgt) - K4é5. (57)

De esta manera, utilizando las funciones de error podemos determinar si se
logra la sincronizacién entre ambos osciladores. En la Fig. 5.9(a) podemos
ver que la funcién de error |z(t) — y(t)| no converge a cero, pero para ciertos
valores podemos lograr una sincronizacién practica y para otros valores se
puede lograr un sincronizacién practica con desplazamiento vertical. Por otro
lado, en la Fig. 5.9(b) la funcién de error |u(t) —v(t)| presenta sincronizacién
completa.

3.0 3.0r
25, 250
<204 2.0}
T 154 115
4 510
; 0.5
00050 100 150 200 000" ""50 100 150 200
K Ky

(a) (b)

Figura 5.9: (a) Funcién de error |z(t) —y(t)|. (b) Funcién de error |u(t)—v(t)]|.

Comparando las soluciones de z(t) y y(t), podemos observar como las solu-
ciones oscilan con un desplazamiento vertical como se aprecia en la Fig. 5.10.
En la Fig. 5.10 vemos como las soluciones u(t) y v(t) estdn en sincronizacién
completa.
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—xt)
—y)

200 210 220 230 240

Figura 5.10: Soluciones para x(t) y y(t), para K, = 150.
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0
-1
-2
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Figura 5.11: Soluciones para u(t) y v(t), para K4 = 150.

-2 -1 0 1 2 -15-1.0-0500 05 1.0 15
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Figura 5.12: Acoplamiento disipativo: En (a) el sistema esclavo . En (b) y
(c) proyecciones en los planos (x,y) y (u,v) respectivamente.

Ahora analizamos el comportamiento de las proyecciones de los planos (z, y)
y (u,v) para el valor K; = 150. En la Fig. 5.12(a) se muestra la dindmica
del sistema esclavo. En la Fig. 5.12(b) podemos observar una sincronizacién
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practica con un pequeno desplazamiento vertical, esto se nota con la linea
gruesa con inclinacién de 45°. Finalmente, la Fig. 5.12(c) muestra una sin-
cronizacion completa que podemos observar con la linea recta delgada con
inclinacién de 45°.

5.2.2. Oscilador de Duffing (Maestro) y oscilador de
Rayleigh-Duffing (Esclavo)

Estudiando ahora al caso donde tenemos que el oscilador de Duffing actia
como sistema maestro y el oscilador de Rayleigh-Duffing como sistema escla-
vo. Esto se hace fijando el valor K; = 0, y variando el parametro de control
K3. Ahora, las funciones de error seran |y(t) — xz(t)| y |v(t) — u(t)|, de nuevo
restando las ecuaciones 5.5 y 5.6 obtenemos que:

ér = Yy—1T=es,
és = —yv+y— 0y + Aycos(wat)
(1l — u®)u + ax + Ba® — Aj cos(wit) — Kaes. (5.8)

De esta manera, utilizando las funciones de error podemos determinar si
existe sincronizacién con este acoplamiento empleado. En la Fig. 5.13(a) se
observa que al ir incrementando el valor del parametro de control K3 la
funcién de error tiende a un valor cercano a cero, por lo tanto en este caso
se puede lograr una sincronizacién practica. Mientras que, en la Fig. 5.13(b)
se logra obtener una sincronizacién completa, ya que la funciéon de error
converge a Cero.

3.0
2.5}
<20
X 15
108
0.5
0.0

Figura 5.13: (a) Funcién de error |y(t)—xz(t)]. (b) Funcion de error |v(t)—u(t)].
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Comparando las soluciones de z(t) y y(t), en la Fig. 5.14 se puede apreciar
como las soluciones tienen una pequena variacion al oscilar, por lo tanto las
dos senales estan en sincronizacién practica. En la Fig. 5.15 vemos como las
soluciones u(t) y v(t) estan en sincronizacién completa.

2
1
0
-1 — x(t)
. — (9
200 210 220 230 240
t
Figura 5.14: Soluciones para x(t) y y(t), para K3 = 150.
20— :
—u(t
1 —v(t)
0 W
-1t
I, . - . .
200 210 220 230 240

t
Figura 5.15: Soluciones para u(t) y v(t), para K3 = 150.

Finalmente, el analisis del comportamiento de las proyecciones en los planos
(,y) y (u,v) para un valor K3 = 150. En la Fig. 5.16(a) muestra la dindmica
del sistema esclavo (oscilador de Rayleigh-Duffing). En la Fig. 5.16(b) se
muestra una sincronizacion practica con un pequeno desplazamiento vertical,
esto se nota con la linea gruesa con inclinacion de 45°. Por ultimo, en la Fig.
5.16(c) muestra una sincronizacién completa que podemos observar como
una linea delgada con inclinacién de 45°. Para este acoplamiento disipativo,
existe una sincronizacion parcial de todo el sistema, ya que la sincronizacion
completa solo ocurre en un estado del sistema esclavo. En seguida vamos a
ver como es posible alcanzar una sincronizacion completa de todo el sistema
empleando otro tipo de acoplamiento.
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Figura 5.16: Acoplamiento disipativo: En (a) el sistema esclavo (Rayleigh-
Duffing). En (b) y (c¢) proyecciones de los planos (z,y) vy (u,v), respectiva-
mente.

5.3. Acoplamiento combinado

En algunos sistemas cadticos con distinta dinamica, es imposible llegar a
una sincronizacién completa cuando se emplea el esquema maestro-esclavo.
Adicionalmente, existes casos donde no es posible encontrar la fuerza de aco-
plamiento tal que ambos sistemas se sincronicen. En los cuatro casos que
analizamos, solo tres de estos lograron obtener una sincronizacién comple-
ta en un solo estado del sistema esclavo. Variantes del esquema maestro-
esclavo se han propuesto para resolver el problema sincronizacion con distin-
tas dindmicas, en particular Uriostegui et al [3], propusieron una variacién
del esquema maestro-esclavo que logra obtener una sincronizacién completa,
incluso en sistemas con dinamicas diferentes donde falla el esquema maestro-
esclavo clasico. Este acoplamiento propuesto, lo implementaremos para es-
tudiar los osciladores de Rayleigh-Duffing y Duffing, previamente estudiado
por Uriostegui et al. Este acoplamiento no convencional emplea dos retroali-
mentaciones lineales al sistema esclavo. El sistema bajo estudio combina un
acoplamiento elastico y un acoplamiento disipativo. El acoplamiento elastico
se introduce en la velocidad del sistema esclavo, mientras que el acoplamiento
disipativo se introduce en la parte de la aceleracion del sistema esclavo.
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Para el caso donde los osciladores interaccionan mediante una combinacion de
ambos acoplamientos se describe por las siguientes ecuaciones diferenciales:

T = u+ Ks(y —x),
u = p(l—uP)u—azr — Br* + A cos(wit) + Kg(v — u), (5.9)
y = v+ Kq(x —y),
0 = =ty =0y’ + Agcos(wat) + Kg(u —v). (5.10)

5.3.1. Oscilador de Rayleigh-Duffing (Maestro) y osci-
lador de Duffing (Esclavo)

De manera similar, analizamos el caso donde el oscilador de Rayleigh-
Duffing actia como sistema maestro y oscilador de Duffing como sistema
esclavo. Para esto, hacemos que las constantes K5 = K¢ = 0 y variamos
las constantes K7 y Kg, estas constantes representan los parametros de aco-
plamiento elasticos y disipativos respectivamente. Ahora, como hemos hecho
anteriormente, la dinamica de los errores los podemos calcular como eg = z—y
y e10 = u — v. De modo que al sustituir las Ecs. (5.9) y (5.10) obtenemos:

eg = T—y=u—0v— Kreg,
elp = uU—v=¢éy+ Kreg,
éro0 = p(l —u?)u —ax — Bz* + Ajcos(wit)
+ v —y+ 0y* — Ay cos(wat) — Kgeio. (5.11)

De modo que las funciones de error pueden ser expresadas como K;(z —y) =
Kqreg y Kg(u —v) = Kg(ég + Kreg). La dindmica de los sistemas acopla-
dos se estudiaron variando los parametros K; y Kg, manteniendo uno de los
parametros constantes mientras el otro lo variamos. El caso donde los valores
de los parametros donde son iguales y distintos ya se ha estudiado previamen-
te en el trabajo presentado por Uriostegui [40]. En dicho trabajo, muestra
que para los osciladores de Van der Pol y Duffing, los valores del parametro
de control del acoplamiento eldstico debe ser menor al valor correspondiente
del acoplamiento disipativo para obtener sincronizacion completa.
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Figura 5.17: (a) Funcién de error |z(t) — y(t)| con Kg = 100 y variando K7.
(b) Funcién de error |u(t) — v(t)], con K7 =5 y variando K.

Para analizar la sincronizacion entre los osciladores utilizamos las funciones
de error |z(t) — y(t)| y |u(t) — v(t)| en términos de los pardmetros de control
K; y Kg. Por ejemplo, calculamos la funcién de error |z(t) — y(t)| fijando
Kg = 100 y variando el parametro K7 en un rango de 0 a 10. De manera
similar para obtener la funcion de error |u(t)—v(t)| fijamos K7 = 5 y variamos
el parametro Ky en un rango de 0 a 200. Los resultados los podemos observar
en las figuras 5.17 (a) y (b). Las funciones de error tienden a cero mientras
se va aumentando los valores de los parametros K7 y Kg. En las Figs. 5.18 y
5.19 se puede observar que las soluciones de x(t), y(t), u(t) y v(t) estan en
sincronizaciéon completa.

— x(t)
1 —y(t)

200 210 220 230 240

Figura 5.18: Soluciones para x(t) y y(t), con Ky =5y Kg = 150.

Finalmente analizamos las proyecciones de los planos (z,y) y (u,v) para los
valores K7 = 5y Kg = 150. El comportamiento del sistema esclavo (oscilador
de Duffing) se muestra en la Fig. 5.20(a). En las Figs. 5.20(b) y (c), vemos
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como se logra la sincronizacién completa ya que las proyecciones de los planos
(x,y) y (u,v) son lineas delgadas a 45°.

20— :
—u(t)

—v(t)

—

200 210 220 230 240

Figura 5.19: Soluciones para u(t) y v(t), con K7 =5y Kg = 150.
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Figura 5.20: Acoplamiento eldstico y disipativo: En (a) el sistema esclavo.
En (b) y (c¢) proyecciones de los planos (z,y) y (u,v), respectivamente.

5.3.2. Oscilador de Duffing (Maestro) y oscilador de
Rayleigh-Duffing (Esclavo)

De manera similar, vamos a analizar el caso fijando K; = Kg = 0, y va-
riando las constantes K5y K§, donde las constantes representan los pardame-
tros de control del acoplamiento eldstico y disipativo respectivamente. Para
estudiar la sincronizacion entre los osciladores de Duffing y Rayleigh-Duffing,
usamos las funciones de error |y(t) — z(t)| y |v(t) — u(t)| en términos de los
parametros de control K5 y Kg. Por ejemplo, calculamos la funcion de error
ly(t) —x(t)] fijando K = 100 y variando el parametro control K5 en un rango
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de 0 a 10. De una forma similar, obtenemos la funcién de error |v(t) — u(t)|
con K5 = 5 y variando el parametro de control Kg en un rango de 0 a 200.
La dindmica del error e;; =y — x y e;o = v — u se obtiene restando las Ecs.
(5.9) y (5.10). Los resultados los podemos observar en las Figs. 5.21 (a) y
(b). Vemos como las funciones de error tienden a cero mientras los valores
de los parametros K5 y Kg se incrementan.

éll = ?)—jfzv—u—K5611,
el = v—u=¢é+ Ksei,
éla = —yv+y—0y> + Ay cos(wat)

— (1 —v®)u + ax + B2 — Ajcos(wit) — Kgero. (5.12)
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Figura 5.21: (a) Funcién de error |y(t) — z(t)| con K¢ = 100 y variando K.
(b) Funcién de error |v(t) — u(t)], con K5 =5 y variando K.
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Figura 5.22: Soluciones para x(t) y y(t), con K5 =5y Kg = 150.
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Figura 5.23: Soluciones para u(t) y v(t), con K5 =5y K¢ = 150.
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Figura 5.24: Acoplamiento eldstico y disipativo: En (a) el sistema esclavo.
En (b) y (c¢) proyecciones de los planos (x,y) y (u,v), respectivamente.

En las Figs. 5.22 y 5.23 se puede observar que las soluciones de z(t), y(t), u(t)
y v(t) que ambos osciladores estdn en sincronizacién completa. Finalmente,
analizando las proyecciones de los planos (z,y) v (u, v) para los valores K5 =
5 K¢ = 150. En la Fig. 5.24(a) se muestra el comportamiento del sistema
esclavo, el oscilador de Rayleigh-Duffing. En las Figs. 5.24(b) y (c), vemos
como se logra la sincronizaciéon completa en este caso. Esto sucede solo cuando
empleamos el acoplamiento mixto, ya que de lo contrario como vimos en los
casos empleados antes con acoplamiento elastico o disipativo esto no sucedia.
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Capitulo 6

Conclusiones

En el trabajo presentado, estudiamos la sincronizacién entre los oscila-
dores de Rayleigh-Duffing y Duffing empleando la configuracién maestro-
esclavo, asi mismo, se han analizado los acoplamientos elastico, disipati-
vo y una combinacion de ambos. Analizamos primeramente el oscilador de
Rayleigh-Duffing cuando actiia como sistema maestro mientras que el os-
cilador de Duffing actia como sistema esclavo, después analizamos el caso
contrario, ahora el oscilador de Duffing actiia como sistema maestro mientras
que el oscilador de Rayleigh-Duffing como sistema esclavo. Para cada caso
bajo estudio, consideramos los tres tipos de acoplamiento: elastico, disipativo
y la combinaciéon de ambos.

Para el caso donde el oscilador de Rayleigh-Duffing actia como sistema maes-
tro y el oscilador de Duffing actia como sistema esclavo y empleando un aco-
plamiento elastico, obtenemos una sincronizaciéon completa en la proyeccion
del plano (z,y) y una sincronizacién practica en el plano (u,v) al variar la
fuerza de acoplamiento elastico K. En el caso contrario, donde el oscilador de
Duffing es el sistema maestro y el oscilador de Rayleigh-Duffing es el sistema
esclavo, encontramos una sincronizacion practica en la proyeccion del plano
(x,y) y en la proyeccién del plano (u,v) no existe ninguna sincronizacién al
variar la fuerza de acoplamiento elastico K.

En el caso donde se utilizé el acoplamiento disipativo, se analizé cuando
el oscilador de Rayleigh-Duffing actia como sistema maestro y el oscilador
de Duffing como sistema esclavo, encontramos que existe una sincronizacion
practica o sincronizacion practica con desplazamiento vertical en la proyec-
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cién del plano (z,y) dependiendo del valor de K,. Por otro lado, en la pro-
yeccion del plano (u,v) encontramos una sincronizacién completa al variar
la constante de acoplamiento K. Ahora, cuando el oscilador de Duffing es
el sistema maestro, obtenemos una sincronizacién practica en la proyeccion
del plano (z,y) y una sincronizaciéon completa en la proyeccién del plano
(u,v) al incrementar el valor de la constante de acoplamiento K3. En ambos
casos solo se logra una sincronizacion completa en un solo estado del sistema
esclavo, obteniendo una sincronizacién parcial entre ambos osciladores.

Por otro lado, cuando se emplea una combinacion de ambos acoplamientos,
primero se estudié el caso cuando el oscilador de Rayleigh-Duffing es el sis-
tema maestro y después el caso contrario donde el oscilador de Duffing como
sistema maestro. Esto nos permite que el sistema esclavo tenga una dindmica
mas compleja teniendo un amplio rango de las fuerzas de acoplamiento que
se estudian. La diferencia entre los acoplamientos anteriormente utilizados,
consiste en que ahora es posible obtener sincronizaciéon completa en las pro-
yecciones de los planos (z,y) y (u,v) en el sistema esclavo. De esta manera,
los resultados numéricos que obtuvimos usando la combinacién del acopla-
miento elastico y disipativo demuestran que es el mas eficaz para lograr la
sincronizacion completa entre de ambos osciladores. En futuros trabajos, el
acoplamiento empleado sera estudiado en otros osciladores no lineales donde
no ha sido posible lograr la sincronizaciéon completa utilizando la configura-
ciéon maestro-esclavo clésico.
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