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Resumen

Para este trabajo de tesis se realizé un analisis cosmoldgico a través de la Cos-
mografia de tres modelos viables de teorias f(R) que se encuentran reportados en
la literatura. Para el ajuste y el andlisis se usaron datos actuales de observaciones
tales como: Cronémetros Césmicos, Oscilaciones Actsticas Bariénicas, Lumino-
sidad aparente de Supernovas Tipo la, Estrellas Cefeidas y Cuésares. También
se analizaron los valores de la constante de Hubble Hj y el parametro de desace-
leracion, usando el conjunto total de datos previamente mencionados, se obtuvo
Hy = 70537572 Km/s/Mpc y qo = —0.47077005°. Como principal resultado se
encontraron los valores de los parametros de los tres modelos cosmologicamente
viables que satisfacen las pruebas a nivel del sistema solar y se compararon con
los valores usados en el trabajo de Negrelli et al. [1].

Los resultados encontrados para cada modelo son robustos. Para trabajo futu-
ro, queda realizar una estimacién de los pardmetros de los tres modelos estudiados
con datos de tiempo tempranos del universo.

Palabras Clave— Fisica, Cosmologia, Cosmografia, Gravedad Modificada, Teorias

f(R)
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Abstract

In this thesis we do a cosmological investigation between Cosmography and three
viable models in f(R) theories reported in the literature. For the tests we use current
observations such as: Cosmic Clocks, Baryon Acoustic Oscillations, Type la supernovae,
Cepheid’s stars and Quasars. We also fit the current values of the Hubble constant
Hp and the deceleration parameter, using all the data we find a Hubble constant,
Hy = 70.53f8:;g Km/s/Mpc and a deceleration parameter with gy = —0.4707f8:885. As
a main result, we find the parameter values of each of the three viable cosmological
models satisfy the solar system tests in gravity and we contrasted with the values used
in Negrelli et al. [1].

The results we find for each model are robust. For future work, we can test the
results we report for all three models using early universe time data.

Keywords— Physics, Cosmology, Cosmography, Modified Gravity, f(R) theories
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Introduccion

La cosmologia es una ciencia que estudia el universo, o el cosmos, como un todo.
Durante los 1ltimos anos, esta ciencia ha tenido un amplio desarrollo debido a la gran
cantidad de datos cosmoldgicos de precisién obtenidos por varios proyectos observa-
cionales desarrollados por diversas colaboraciones cientificas. El descubrimiento de la
expansién acelerada del universo [2,3] es una de las sorpresas méas grandes de la cosmo-
logia moderna en las ultimas décadas, y su posible explicacién mediante la suposicién
de la presencia de una nueva componente exdtica en la estructura del universo ha abier-
to nuevas incégnitas en la historia de nuestro universo. Dicho descubrimiento implica
un nuevo objeto de estudio para la cosmologia, este nuevo objeto es la llamada energia
oscura, y para su estudio fue necesaria la inclusién de un nuevo modelo cosmolégico
que incluyera dicha energia oscura, este modelo se conoce como Materia Oscura Fria
con Constante Cosmoldgica, por sus siglas en inglés ACDM (Lambda-Cold Dark Mat-
ter), esto es debido a que el modelo incorpora a la energia oscura con esta constante A
y ademds, de manera adicional se considera la existencia de una materia no luminica
que se encuentra presente en galaxias y que se denomina materia oscura, y es hasta
el momento, el mejor modelo que concuerda con las observaciones. Sin embargo, el
modelo, ademas de incorporar componentes todavia de naturaleza desconocida, tiene
problemas al ajustar datos de tiempo tempranos y de tiempo tardios, provocando lo
que actualmente se conoce como los problemas de las tensiones entre los valores de
la constante de Hubble Hy y el valor del pardmetro de crecimiento de la estructura
cOsmica Sg.

Por lo anterior, una de las maneras en la que se intenta resolver estos problemas
es considerando teorias que modifican geométricamente a la Relatividad General sin
la necesidad de la introducciéon de componentes nuevas de materia en el universo.
Una de las Teorfas de Gravedad Modificada mas populares que intentan resolver estos
problemas son las Teorfas f(R) que estudiaremos en este trabajo de Tesis.

A la rama de la Cosmologia que propone analizar el universo sin la dependencia
de un modelo de gravedad se le conoce como Cosmografia y parte tnicamente del
llamado Principio Cosmolégico para encontrar la cinemética del universo, y recae en
los llamados pardmetros cosmograficos.

De acuerdo a lo anterior, en este trabajo de Tesis veremos como se efectia un analisis
cosmologico a través de la Cosmografia para distintos modelos viables de gravedad
modificada f(R) propuestos en distintos articulos. Los modelos que analizaremos son:
el modelo de Gravedad Exponencial [4], el modelo de Starobinsky [5] y el modelo Hu-
Sawicki [6]. Haciendo uso del analisis estadistico Bayesiano de los datos observacionales
calcularemos la mejor estimacién de los parametros cosmograficos, con la finalidad
posterior de evaluar si estos nos otorgan un modelo f(R) viable, si esto se cumple
mostraremos el rango de los valores mas probables de los pardmetros de los modelos

de gravedad modificada f(R).
Dividiremos el presente trabajo de tesis de la siguiente manera: en el Capitulo 1
daremos un introducciéon a las bases de la Cosmologia Estandar y sus problemas para
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luego pasar a las Teorfas de Gravedad Modificada f(R), las condiciones para ser fisica-
mente viables y los modelos f(R) que utilizaremos. En el Capitulo 2 se contestarén a
las preguntas: ;Qué es la Cosmografia? y ;Cémo podemos ligarla con las Teorias f(R)?.
En el Capitulo 3 presentaremos la cosmoestadistica que utilizaremos para estudiar la
Cosmografia y a los modelos presentados en el Capitulo 1. En el Capitulo 4 describire-
mos los resultados de los ajustes bayesianos obtenidos en Cosmografia y en los modelos
de gravedad modificada. Finalmente, se presentaran las respectivas Conclusiones.



Capitulo 1
Teorias f(R)

En este capitulo nos enfocaremos a mostrar una teoria de gravedad modificada que
intenta resolver los problemas que tiene el modelo de la Cosmologia Estandar, esta
teoria es conocida como teoria f(R), esta teoria intenta afrontar el problema haciendo
una modificacién a la accién de Einstein-Hilbert, esto es, asumiendo que la densidad
lagrangiana es una funcién arbitraria que depende del escalar de Ricci. A continuacién,
se mostraran las condiciones de viabilidad que debe de cumplir dicha teoria de gravedad
y que usaremos en los resultados, finalmente mostraremos los modelos que usamos en
este trabajo, pero antes, daremos un breve panorama del estado en que se encuentra
actualmente la Cosmologia Estandar y porqué es necesario buscar nuevas alternativas.

1.1. Bases de la Cosmologia Estandar

La cosmologia estdndar surge a partir de la asunciéon de un modelo de Gran ex-
plosién caliente (Hot Big Bang) basado en el principio cosmolégico. El principio cos-
moldgico establece que el universo es espacialmente homogéneo e isotropico, es decir, a
cada tiempo fijo la materia estd distribuida de forma uniforme y no hay una direccién
preferencial al menos a grandes distancias, estas distancias son a partir del orden de
260 Mpc/h [7], donde h es la constante de Hubble reducida, esta suposicién a distan-
cias cosmoldgicas se vuelve estadisticamente cierta y la observacién mas famosa que la
respalda es la radiacién cosmica de fondo, CMB por sus siglas en inglés, la variacion
de temperatura de los fotones que llegan de dicha radiacién formada en la época de la
recombinacién, cuando el universo tenfa 380000 afios de edad es de 107 de una tem-
peratura promedio de 2.726K, lo cudl muestra que de todas direcciones la temperatura
de los fotones provenientes del CMB es practicamente la misma.

Entonces, para describir la expansiéon césmica del universo a través del modelo
estandar tenemos que resolver las ecuaciones de Einstein considerando el principio
cosmologico, para ello partimos de la acciéon de Einstein-Hilbert méas materia

1
S = /d4x\/—gR—|—/d4:r\/—g£M, (1.1)
167G

con R el escalar de curvatura de Ricci, dicha accién sera incluida mas adelante como
un caso especial de las teorfas f(R). Variando la accién (1.1)) con respecto a la métrica
9uv obtenemos las llamadas ecuaciones de campo de Einstein

1
R, — §9WR = 87GT,, (1.2)

donde R, es el tensor de Ricci y T}, es el tensor de energia-momento.

3



Teorias f(R)

Figura 1.1: Mapa del universo visible de la radiacién césmica de fondo, con datos
del programa espacial Planck , las regiones en rojo son zonas con temperatu-
ras mayores que la temperatura promedio y las regiones en azul son zonas con
temperaturas menores que la temperatura promedio.

1.1.1. Ecuaciones de Friedmann

La métrica que describe un universo 4-dimensional espacialmente homogéneo e
isotrépico es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) y esta dada
por:
dr?

2 _ 2 2

+r2dQ? |, (1.3)
donde a(t) es el factor de escala que depende del tiempo césmico ¢t y k la curvatura
del espacio tridimensional el cual puede tomar valores de +1,-1,0 que corresponden a
una geometria cerrada, abierta y plana respectivamente, dQ? = (df? + sen?0d¢?) es
el diferencial de dngulo solido. El contenido en el universo en el espacio tiempo con
métrica FLRW se restringe a comportarse como un fluido perfecto,

TV = (p+ P)utu, + Po¥, (1.4)

14

donde uw* = (—1,0,0,0) es la cuadrivelocidad del fluido en coordenadas comdviles, p
la densidad de energia del fluido y P la presién del fluido son funciones del tiempo ¢.
Introduciendo todo lo anterior a las ecuaciones de Einstein obtenemos las siguientes
ecuaciones conocidas como las ecuaciones de Friedmann

&G k
H>=—""p— = 1.
3 2 (1.5)
: k
3H? +2H = —87GP — r (1.6)

donde H es definido como el pardmetro de Hubble H = a/a y nos indica la tasa de
expansién del universo, el punto indicara la derivada con respecto al tiempo césmico
de ahora en adelante. Podemos usar dichas ecuaciones para encontrar la ecuacién de
desaceleracion y la ecuacion de estado del fluido perfecto, obteniendo respectivamente

a 4G

- _7 P 1.

o T, (1.7
y

p+3H(p+ P)=0. (1.8)

La ecuacion (|1.5)) la podemos escribir como:
Qur+ Qe =1, (1.9)

4



Bases de la Cosmologia Estandar

donde Q,; = %, Q. = —ﬁ7 son los llamados parametros de densidad que descri-
ben la cantidad relativa o el porcentaje que representa cada componente en el universo,

los parametros de densidad al dia de hoy se definen como:

Figura 1.2: Diferentes geometrias espaciales posibles para el universo, de arriba
hacia abajo corresponde el valor de k =1, k= -1y k= 0.

Q0 = 87;5[?0, (1.10a)
Qo = %36;%’”’”0, (1.10b)
Qpo = &;GH’;ZAO, (1.10¢)

Qo = _JIJ&’ (1.10d)

donde .9 es la densidad de radiacién en el universo al dia de hoy, 2,0 la densidad
de materia, 250 la densidad de constante cosmoldgica en el universo presente y 9 la
densidad de curvatura al dia de hoy, respectivamente. En este trabajo nos enfocaremos
al caso de un universo plano k = 0 por simplicidad y también por las evidencias en
distintos trabajos de que el universo tiene una geometria plana [9]. Considerando un
fluido barotrépico que relaciona la presién con la densidad de la siguiente forma para
cada fluido,

P = wp, (1.11)

tenemos que para radiacién y polvo w, = 1/3 y wy, = 0 respectivamente. Si queremos
obtener una aceleracién césmica de la ecuacién ([1.7) se debe cumplir

P<—p/3—w<—1/3, (1.12)

donde hemos considerado la densidad p positiva. La componente dominante que el
modelo estandar atribuye a esta aceleracién césmica es la componente de constante
cosmoldgica con un valor wy = —1, asi el modelo estandar en la cosmologia, también
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llamado modelo de la constante cosmoldgica y materia oscura fria, es

Hy

E(z) = = Qo (1 + 2)? + Qag + Qo1 + 2)4, (1.13)

donde z es el corrimiento al rojo y sera explicado en el capitulo 2 con méas profundidad,
los datos cosmoldgicos [9] indican que al dia de hoy la densidad de cada componente
usando el modelo estandar es ,,0 = 0.315 & 0.007, Q2,0 = 8.24 x 107° y Qg =
0.685 + 0.007.

1.1.2. Problemas en la Cosmologia Estandar

Como acabamos de mostrar, el modelo de la cosmologia estandar es el modelo
de la constante cosmolégica y materia oscura fria, el cual ha dado buenos resultados
describiendo una amplia variedad de observaciones astrofisicas y cosmoldgicas, asi como
el ajuste estadistico de datos cosmoldgicos. Sin embargo, el modelo estandar no estd
exento de problemas. Estos problemas abarcan desde la necesidad de componentes de
materia exéticas (energia oscura,materia oscura), asi como etapas cosmoldgicas como
inflacion para explicar el universo que observamos hoy en dia, hasta inconsistencias en
valores de parametros cosmolégicos calculados con observaciones de tiempo temprano
y de tiempo tardio. A continuacién, mencionaremos algunos de estos problemas que se
intentan aminorar hoy en dia haciendo uso de teorias de gravedad modificada.

El problema fisico que esta causando mas problemas en la cosmologia actual proviene
de la ley de Hubble, y es la llamada tensién en la constante de Hubble, Hy [10], cuyo
valor se define como

Hy=H(z=0) = a4 donde a™! =1+ 2, (1.14)
al=0

la ley de Hubble relaciona la velocidad de recesién de un objeto cosmoldgico con su
distancia, el valor de Hy es la tasa de expansion del universo que relaciona ambas
cantidades, la medicion de este parametro cosmoldgico puede ser estimado a través
de dos métodos, el primero es con la escalera de distancias césmicas haciendo uso de
Supernovas tipo Ia o estrellas Cefeidas y el segundo es usando el CMB, los valores de
Hjy reportados en la literatura actual se pueden ver en la figura . El problema
radica en que usando independientemente ambos métodos para calcular el valor de
Hy, estos valores difieren enormemente, donde los valores de los proyectos més precisos
son Hy = 68 kms™'Mpc™! [9] usando CMB y Hy = 73.3 kms™'Mpc ™! [11] usando
estrellas Cefeidas, la distancia entre el valor promedio a 1o de cada uno es de mas de
50, y esto ultimo no puede explicarse simplemente por errores sistematicos. Debido a lo
anterior, esta “tension” genera la necesidad de revisar el modelo cosmoldgico estandar,
lo cual lleva a sugerir la necesidad de una nueva fisica a nivel cosmolégico, planteando
asi teorfas de gravedad modificada, o podria deberse a las suposiciones que se han
tomado usando el modelo estandar al hacer las mediciones en ambos métodos antes
mencionados.
Otra problema que aparece en la cosmologia actual es la llamada tensién del parametro
sigma ocho “Sg” [10], que se define como,

Sg = 05(Qn/0.3)1/2 (1.15)

donde og mide la amplitud del espectro de potencias a una escala de 8(Hp/100)~! Mpc.
El parametro Sg mide las amplitudes de las fluctuaciones de materia en el universo
tardio y nos permite entender como estructuras de grandes escalas se formaron. La
tensién nuevamente se presenta entre los dos métodos en los que el parametro Sg
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puede medirse, estos métodos son usando los datos de CMB o usando observaciones
de lentes gravitacionales débiles, entre esos dos métodos la diferencia entre el valor
promedio obtenido es de 30, con un valor més alto de Sg usando datos de tiempos
tempranos, por este resultado al igual que con Hy se considera utilizar alternativas al
modelo cosmolégico estandar.

Ademas de los problemas mencionados sobre la discrepancia entre los valores de los
parametros fisicos medidos usando datos de distintos tiempos cosmoldgicos, el modelo
estandar contiene nuevos componentes de materia que no se han detectado directamente
y de los cuales se desconoce su origen pero son necesarias en la teoria para que tenga un
excelente ajuste estadistico a los datos observacionales cosmolégicos, estas componentes
son las llamadas Energia Oscura y la Materia Oscura. Ademds de componentes de
materia nuevos el modelo cosmoldgico estandar necesita incluir etapas cosmoldgicas
al inicio del universo para explicar las observaciones de un universo plano al dia de
hoy, esta época se conoce como inflacién y es otro problema que se sigue estudiando
actualmente. Con lo anterior, el modelo estandar nos motiva a realizar las siguientes
preguntas

s ;Cual es la naturaleza de la Energia y de la Materia Oscuras? ; Porqué no hemos
podido detectarlas directamente?

= ;El universo tuvo efectivamente una época inflacionaria? ;Hay observables que
prueben dicha época?

» ;Existe una teoria de gravedad mas fundamental que incluya a la RG como un
limite particular?

Debido a lo anterior, en este trabajo se analiza una clase de teorias de gravedad modi-
ficada que intenta contestar a algunas de las preguntas anteriores y cuya formulacién
revisaremos a continuacion.

1.1.3. Teorema de Lovelock

En RG existen varios teoremas que son sumamente importantes para la estructura

tedrica de la misma, asi como de las soluciones de sus ecuaciones de campo. Estos
teoremas sustentan en gran parte la intuicién adquirida sobre como deberia funcionar
la gravedad en diferentes entornos en RG, pero para dar paso a modificar la gravedad
debemos de enfocarnos en la parte izquierda de las ecuaciones de campo de Einstein y
“relajar” algunas hipdtesis de estos teoremas.
El teorema que modificamos al empezar a trabajar en teorias de gravedad modificada
es el conocido Teorema de Lovelock [12]; este teorema limita a las teorfas de gravedad
que se construyen tunicamente a través del tensor métrico. Si la accién puede escribirse
en términos solamente del tensor métrico g, tenemos

S = /d4xﬁ(gu,,) (1.16)

con ello el teorema dice

Theorem 1.1.1. La tinica expresion de Fuler-Lagrange posible de sequndo orden co-
varitante obtenible en un espacio cuatro dimensional y con una densidad escalar de la
forma £ = L(gu) es

1
E,LLV = QN —g |:R,Ufl’ — 2g/_“/R:| + )\\/ _gg,u,uv (117)

donde o y X son constantes, y R, y R son el tensor y escalar de curvatura, respecti-
vamente [15].
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Este teorema nos dice que si queremos crear una teoria de gravedad en un espacio
cuatro dimensional Pseudo-Riemanniano de un principio de accién que solo involucre
al tensor métrico y sus derivadas, entonces las tinicas ecuaciones de campo que son de
segundo orden o menor son las ecuaciones de Einstein-Hilbert.

Por lo anterior, para poder construir una teoria de gravedad con ecuaciones de campo
que difieran de las de RG debemos de relajar una o varias hipdtesis que se enuncian en
el teorema. Las condiciones son las siguientes:

Incluir nuevos campos (Tensoriales, Vectoriales, Escalares).

Aceptar derivadas mayores al orden dos de la métrica en las ecuaciones de campo.

Trabajar en un espacio con una dimension superior a cuatro.

Aceptar acoplamientos no minimos con los campos de materia.
= Violar la condicién de localidad.

Como veremos en la siguiente seccién, para teorias f(R) se trabaja con la segunda
condicién y se aceptan derivadas de orden superior en las ecuaciones de campo.

1.2. Teorias f(R)

Las teorfas f(R) aparecieron por primera vez en la década de los setentas del siglo
XX y es de las teorias de gravedad modificada méas simples y estudiadas [14H17], pero
no hay que subestimarlas, la gravedad f(R) (como la estaremos llamando de ahora
en adelante) ha demostrado poder reproducir distintos fendmenos fisicos (época de
aceleracion, época de inflacién) al igual que teorias de gravedad modificada de mayores
dimensiones o usando otros campos.

La gravedad f(R) es una extensién de la Relatividad General donde modificamos el
Lagrangiano en la accién Einstein-Hilbert asumiendo que el campo gravitacional no es
exactamente lineal en el escalar de curvatura R. La gravedad f(R) entonces asume una
funcién arbitraria que depende de R.

Los modelos de gravedad f(R) han tenido buenos resultados en diferentes problemas
en la Cosmologia Estandar por lo cual su consideracién sigue vigente, uno de ellos
es en la época de inflacién del universo y el modelo que ha pasado las pruebas ha
sido el modelo de Starobinsky dado por la funcién f(R)=R+aR? [18]. También en la
época de expansién acelerada hay varios modelos que siguen satisfaciendo las cotas que
provienen de datos cosmolégicos y que estaremos poniendo a prueba en este trabajo,
estos modelos son el modelo exponencial [4] , el modelo de Starobinsky [5] (distinto al
de la época de inflacién) y el modelo de Hu-Sawicki [6].

1.2.1. Formalismo Métrico

Actualmente existen dos maneras distintas de formular las ecuaciones de campo
de una teorfa de gravedad f(R), la primera de ellas se deriva del uso del formalismo
métrico y la segunda proviene de la utilizacién del formalismo de Palatini. El primero
asume que la accion es dependiente solamente de la métrica y la derivacion de las
ecuaciones de campo es obtenida a través de variaciones de ella, mientras que en el
formalismo de Palatini la accién depende de la métrica y de la conexién las cuales son
independientes y sus correspondientes ecuaciones de campo se obtienen realizando su
variacion con respecto a ambas variables independientes. En este trabajo usaremos el

9
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Formalismo Métrico:
Partimos de la accién

5= ﬁ / d*a/=gf(R) + / B /=gl (1.18)

y realizamos la variacién de dicha accién con respecto a la métrica

58 = ﬁ / d*z(6\/=gf(R) + vV—g0f(R)) + / d*z6(vV=gLr), (1.19)

ahora, como la segunda integral en la ecuacién es idéntica a la encontrada en
las ecuaciones de campo de Einstein usuales, ya conocemos su resultado y por lo tanto
trabajaremos solamente con la primera integral.

El primer término de la primera integral ya fue obtenido antes [19] ya que la variacién
del determinante de la métrica es

1
OV=9 = ~ 5V G909 (1.20)

Ahora, para el segundo término, la variacién de f(R) es

§f(R) = f'(R)6R, con f'(R) = 2;, (1.21)

recordando que el escalar de curvatura esta definido como R = g"”R,,,, tenemos que
la variacién es

OR = 69" Ry + ¢"" 0 Ry = 09" Ry + Vo (¢ (017,) — "7 (0T ),)); (1.22)

ahora, realizamos la variacion de los simbolos de Christoffel

1

1
ory, = 56907(81197;1 + gy — Oygup) + 59‘”(8yégw + Oubgyy — 0y0guy),  (1.23)

a continuacion escribimos las derivadas parciales en términos de la derivada covariante,
Voybguw = 0v09uw — 17,0950 — 17,090, (1.24)

sustituyendo lo anterior en (|1.23)) y por las condiciones de frontera dg"” = 0 entonces
1
5Fgu - igg'y(vVég’yu + vuég'yu - Vﬁgyu), (125)

de (|1.25)) obtenemos,
1 (oa
5PZ’Y = 59 ’y(v,u(sgav)y (1.26)

en |D introducimos la expresién dg,, = —guagygdgo‘ﬁ , esto produce el siguiente
resultado,

1
5Ty, = 59”(%(—9#0497559“5 ) + V(= 90097509") — Vo (—91agus59°"))

1

= =597 (910978 Vv(59™) + 900975V (09°7) = guagusV(59°%)) (1.27)
1 .

= _i(guafsgvl/(&gaﬁ) + guaégvu(égaﬂ) - guaguﬂg’ygvv(égaﬁ))
1

= =50 Vu(0977) + 9, Vu(0977) — GvagusV° (69°7)),

10
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de igual forma, de ((1.27)), tenemos,
1
0T, = —§gaﬁvu(5g“5), (1.28)
con (1.27) y (1.28]) tenemos,

1
9" (0T7,) — g"7 (0T),) = == (9" 9uy V' (3977) + 6" 9oy Vu(6977) = 9" Guagus V7 (69°7)

2
— 6" 90V u(69°7))
1
= —§(V~/(59‘”) + V4(69°7) = 9apV7 (69°%) — gapV° (69°7))
1 g o (07
= =5 (2V,(897) — 2045V (89°7)),
(1.29)
por lo tanto,
g (ory,) — g7 (oT'),) = 9asV7(69°%) =V, (3g77), (1.30)

sustituyendo (|1.30)) en (1.22)) obtenemos,
OR = 09" Ry + ¢" 6 Ry = 09" Ry + V09, VH (09") — V V1, (0g"), (1.31)
definimos (0 = V,V7 y sustituimos en ([1.19) obteniendo,

1 1
05 = T6rG / d4x( — V909" F(R) + V=g(69" By + (30"
(1.32)

A ) R e

considerando que la accién permanece invariante ante variaciones de la métrica de lo
anterior obtenemos

1 1
0=108= 167G /d4x\/ _g(ggw( - ig/wf(R> + (R/w + g/wD - V,uvu)f/(R)>

1 5(V_Q£M)5g \/ng4x
uv )

+
Yo/ 5guu

(1.33)
con lo anterior concluimos que
1
_§gw/f(R) + (R,LLI/ + guuD - v,uvl/)f,(R) = 87TGT;W7 (1-34)
on 2 6(y/ gL
T = — (V=9Lm) (1.35)

V=g b
Las ecuaciones son las ecuaciones de campo en gravedad f(R), podemos notar
que son una generalizacién de las ecuaciones de campo en RG, ya que si hacemos
f(R) = R entonces f'(R) =1 y sustituyendo vemos que el tercero y cuarto termino se
anulan y obtenemos, como caso particular, a la Relatividad General.
De las ecuaciones de campo en teorias f(R) hemos obtenido nuevos términos asociados
a derivadas de orden superior del escalar de Ricci tal como esperdbamos al violar uno
de los argumentos del teorema de Lovelock. A continuacién, debemos verificar si estas
ecuaciones de campo, mas generales a las de RG, satisfacen que la divergencia de la
parte de mano derecha de es igual a cero, es decir, implican la conservacién del
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tensor de energia momento asociado a la materia. Para comprobar lo anterior aplicamos

la derivada covariante del lado derecho de la ecuacion ([1.34)

1

V“( - ig,ul/f(R) + (Ruu + g,ul/[l - vuvu)f/> =
1

% (Ruuf/ - 2g,lt1/f(R)> + V# <(g;wD - Vuvu)f,) =

PR+ R VA — 2g VP F(R) + (g0 V"0 — VAV, V) f = (1.36)
uv uv 29;1,1/ 9uv uwVuy =
1
I Ry + R V! = 500 f' VI R+ (V,H = DV f =

1
IV Ry = 590 R) + R VI f + (V,0 = OV,) f = 0.

La igualdad nula en el dltimo renglén de la expresién se ha obtenido usando que
VA Ry — 39w R) = 0 y la identidad (OV, — V,0)f'(R) = R, V*f'(R) [20], por lo
tanto, el tensor de energia-momento en teorias f(R) también se conserva al igual que
en RG.

Debido a que hemos aceptado derivadas de orden superior de la métrica en las ecuacio-
nes de campo, es clara la aparicién de mas términos que en RG. Una forma de notar
la diferencia entre RG y esta teoria de gravedad modificada es tomando la traza de las
ecuaciones de campo (|1.34)).

g <f/(R)RlW - 1f(R)g;w + g,uVDf/(R) - vuvuf/(R) = 87TGT;M/>7

2 (1.37)

f(R)R - 2f(R) + 30f'(R) = 87GT.

Como podemos ver, a diferencia de RG donde el escalar de curvatura de Ricci esta
determinado de forma algebraica con la traza del tensor de energia-momento ( R =
—8mGT), en el caso de la gravedad modificada f(R), la relacién entre R y T pasa a
ser de forma diferencial tal como se ve en . De lo anterior, podemos observar
que las ecuaciones de campo en f(R) admiten una variedad mayor de soluciones a las
obtenidas en RG, ya que f’(R) es un nuevo grado de libertad. Es posible reacomodar
las ecuaciones de campo para darle una forma parecida a RG,

Guu = R/u/ - %guuR
_ 8nGT), f(R)—Rf'(R)  V,V,f'(R)—gu,Of (R)
= F® T apR) TN o (138)
_ 8nG (eff)>
donde
10 = ot (9T 0, ) - gunr s m). s

es un tensor que llamaremos tensor de energia-momento efectivo que reescribiremos
mas adelante.

1.2.2. Ecuaciones de Friedmann en Gravedad f(R)

Lo siguiente que tenemos que encontrar es la generalizacién de las ecuaciones de
Friedmann en las teorias de gravedad f(R), para ello escribimos las ecuaciones de
campo (|1.34) usando la métrica FLWR considerando un espacio plano, es decir, k = 0

ds? = gudatds” = —dt? 4+ a®(t)dX?, (1.40)

12
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con ello,

goo = —1,
Gii = GQ(t)a (1-41)
95 =0 coni# j,

el determinante del tensor métrico es, en este caso,
g=—d%t) = /=g =d3t), (1.42)

definiendo al pardmetro de Hubble como H = a/a, los componentes del tensor de Ricci
son

Roo = —3(H2 —I—H),
ROi = RiO = Rij =0 con 1 75 j, (1.43)
Rii=a*(t)(3H? + H) con i #0,

y el escalar de Ricci estd dado por,
R=6(2H + H). (1.44)

Ahora, recordando que f(R) es una funcién escalar, para esta subseccién usaremos
F(R) = f'(R) por notacién, con ello calculamos OF(R) como sigue,

OF(R) = V,V°F(R)
= ngVpVUF(R)
= 9"V, (0:F(R))
= ¢”(0,0,F(R) — FZU@F(R)) (1.45)

El contenido en el universo en la métrica FLRW se restringe a comportarse como un
fluido perfecto, es decir, no tiene viscosidad ni conduce calor, y tiene la forma,

Tl“’ = (10 + P)uuuu + Pgum (146)
donde v, = (—1,0,0,0) es la cuadrivelocidad del fluido en coordenadas coméviles, p (la
densidad de energia) y P (la presién) son funciones del tiempo césmico t. Introduciendo
todo lo anterior en las ecuaciones de campo (|1.34)) y recordando que

Ty = g1} con T/Z = diagonal(—p, P, P, P), (1.47)

escribimos la componente temporal-temporal que es,
1
F(R)Roo — 5 f(R)goo + gooF (R) = VoV F(R) = 87GgooTy  (1.48)

a continuacion, calculamos los siguientes términos de ([1.48|),

9oL F(R) = (goo) (gp"(apﬁo.F(R) - FZJ&/F(R)))
(1) (g0 F (R) + g” 0;0;F
(—1)

’ (R) = ¢T3 0,F (R)) (1.49)
1) (=9000F(R) — g"T%;00F(R))

F(R)+3HF(R),
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Y,
Roo = —3(H* + H)
= -32H*+ H — H?)
_ —3(éR ) (1.50)
= —%R+3H2,

en el resultado ([1.49)) usamos que el escalar de curvatura R no depende de las coorde-
nadas espaciales, y con ello la expresién ([1.48) se escribe como,

1 1 .
F(R) <3H2 — 2R> + if(R) +3HF(R) = 8nGp, (1.51)
y asi, la primera ecuacion de Friedmann es
1 .
3F(R)H? = 3(F(R)R — f(R)) = BHF(R) + 87Gp, (1.52)

ahora, para la segunda ecuacién tenemos,

1 ,
F(R)R; — §f(R)gii + 9:0F (R) — V;ViF(R) = 87Gg;i T}, (1.53)
entonces,
9&0F (R) = (i) (9" (0,05 F (R) — 17,0, F(R))) (154
= 2 (—F(R) - 3HF(R)> , '
Y
ViViF(R) = 8;0,F(R) — T},0, F(R)
= —T%9F(R) (1.55)
= —a’HF(R).
Entonces la ecuacién ([1.53]) queda como
2 ..
a2 (3H2 + H) F(R) - % F(R) — 2a2HF(R) — a®F(R) = 81Ga?P, (1.56)
cancelando los a? obtenemos
(3H2 + H) F(R) - %f(R) —2HF(R) — F(R) = 87GP (1.57)

ahora despejando (—1/2)f(R) de la primera ecuacién de Friedmann (1.52)) y sustitu-
yendo en ([1.57)) obtenemos

HF +3H?F + 3H*F — \FR+3HF — 2HF — F = 871G (p+ P)

HF +6H?F — 1F6 (2H2 - H) +HEF —F=87G(p+ P), (1.58)
de lo anterior obtenemos
—2HF(R) = F(R) — HF(R) + 87G (p + P), (1.59)

que es la segunda ecuacién de Friedmann; con esta ecuacién y junto a la ecuacién (|1.52))
podemos determinar la dindmica de un universo plano FLRW cuya teoria de fondo es la
gravedad modificada f(R). De igual forma, para volver a las ecuaciones de Friedmann
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que encontramos en RG simplemente necesitamos escoger f(R) = R y obtendremos el
resultado deseado.

Como mencionamos anteriormente, el tensor de energia-momento sigue siendo el mismo
que en RG por lo cual se tiene la misma ecuacién de conservacion del fluido perfecto
ya que probamos que este tensor se conserva en gravedad f(R), esta ecuacién es dada

por,

0=V,T¥

= —p=35(p+P),

obteniendo la ecuacién de continuidad del fluido perfecto ya conocida en el modelo
estandar en Cosmologia
p+3H(p+ P) =0, (1.61)

Un aspecto importante que aparece en la deduccion de las ecuaciones cosmolégicas en
gravedad f(R) son los nuevos términos que esta teorfa ofrece que dependen solamente
del escalar de Ricci; dependiendo el funcional del modelo f(R) podemos tener distintos
comportamientos y obtener fenémenos fisicos como inflacién o expansion acelerada;
debido a ello existieron una gran cantidad de modelos propuestos que generaban di-
chos comportamientos. Para modelos que buscan obtener una expansién acelerada, los
nuevos términos dados por las derivadas de orden superior del escalar de Ricci sustitu-
yen la necesidad de una energia oscura y podemos darles un aspecto de fluido perfecto
bastante similar tal como en cosmologia estandar.

Para mostrar lo anterior, recordemos que escribimos la ecuacién como un tensor
de energia-momento efectivo y, debido a que en general las teorias f(R) son libres de
divergencia, ese tensor de energia-momento efectivo también se conserva y su densidad
de energia efectiva la obtenemos de la primera ecuacién de Friedmann en gravedad
f(R) reescribiendo como

H? = ?j:(GR) (p + peffF(R)> , (1.62)

donde

1 (RF(R) —f(R) 3HF(R>>7 (1.63)

Pell = $nG 2F(R) F(R)

para la presion efectiva P,y primero despejamos 8wGp de la ecuacién ((1.52) y susti-
tuimos en la ecuacion ((1.59)) obteniendo

2H + 3H2 = —;i?g) <P + PeffF(R)>, (1.64)
donde
Pjp = 87rGlF(R) (F(R) — w + 2HF(R)>, (1.65)

en el caso p — 0 es facil ver que en vacio las correcciones dadas por los términos
efectivos de la curvatura se comportan como un fluido perfecto, donde el pardmetro de
estado wers estd dado por [16]

Py _ F(R) = PP 1 of (R)
Peff RE(R)_IR) _ 31 [(R)

weff =

(1.66)
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podemos comprobar que el término wes; puede ser -1, que es el caso atribuido a una
energia oscura por constante cosmoldgica, si hacemos f(R) = R—2A, con ello vemos que
para modelos f(R) que buscan generar comportamientos similares al modelo estandar,
su forma funcional en algin punto debera comportarse como el escalar de Ricci menos
una constante y eso lo revisaremos a continuacién.

1.2.3. Viabilidad de las Teorias f(R)

Para poder construir una teoria de gravedad es de suma importancia establecer
las propiedades que esta teoria tiene que satisfacer para considerarse realmente viable.
Estas propiedades incluyen desde requerimientos fundamentales, como la universalidad
de la caida libre, asi como ser compatible con diferentes observaciones que se relacionan
a la propagacion de la luz o a las o6rbitas de cuerpos masivos.

En el area de la cosmologia, la teoria de gravedad usada debe dar una dindmica cos-
moldgica correcta (ecuaciones de Friedmann), asi como describir correctamente las
distintas épocas cosmoldgicas requeridas para ajustar las observaciones; debido a ello,
para la época tardia del universo se proponen modificaciones pequenas para el escalar
de curvatura R, por lo que modelos del tipo f(R) = R — a/R" (con a > 0y n > 0)
fueron propuestos para evitar el uso de una componente de energia oscura, y aunque
lograban proporcionar la aceleracién necesaria a tiempos tardios, estos no satisfacen
las condiciones fisicas requeridas por los fenémenos gravitatorios a nivel local (sistema
solar, galaxias, etc.) [211[22].

Por lo anterior, resumimos algunos de los puntos necesarios que toda teoria de grave-
dad, en este caso la gravedad f(R), debe cumplir

= Tener un limite correcto de campo gravitacional débil a niveles Newtonianos
como Post-Newtonianos para ser compatible con diferentes observaciones a nivel
del Sistema Solar.

= Ser estable a nivel cldsico y semi-clasico, para cumplir pruebas de estabilidad de
materia o en espacios donde domina la constante cosmoldgica (espacios de de
Sitter), asi como en objetos compactos como por ejemplo agujeros negros.

» No contener campos fantasmas (campos clésicos con densidad de energia nega-
tiva).

s Admitir un problema de valor inicial bien puesto.

En esta seccién mostraremos las condiciones de viabilidad fisicas que se obtienen al
aplicar el primer y el tercer punto a los modelos de gravedad f(R). Para el segundo y
cuarto punto, revisar [16,23,24].

Para aplicar el limite newtoniano a la gravedad f(R) es recomendable pasar a su teorfa
escalar-tensorial equivalente para relacionar més facilmente con los campos y poten-
ciales gravitacionales clasicos que ya conocemos. Cabe aclarar que la teoria equivalente
escalar-tensorial es distinta dependiendo del formalismo usado para trabajar con las
teorfas de gravedad f(R) que pueden ser el formalismo métrico, de Palatini o métrico-
afin.

En gravedad f(R) partiendo del formalismo métrico, podemos reescribir a la accién en

la ecuacién (|1.18]) como [25,26]
1 4 (m)
S = 167TG/d x/—g[YR—-U]+ S (1.67)
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donde

b= (1.68)
U=Rf —§ (1.69)

se puede ver ficilmente que la accién coincide con la accién dadas las
definiciones anteriores; ahora para trabajar el limite del campo débil es conveniente
cambiar de marco y pasar del marco de Jordan al marco de Einstein esto debido a que
en dicho marco es facil notar que la dindmica de la gravedad f(R) es equivalente a las
ecuaciones de Einstein-Hilbert acopladas minimamente a un campo escalar.

Para cambiar del marco de Jordan al marco de Einstein realizamos una transformacion
conformal, que no es méas que un reescalamiento de la métrica de la siguiente manera

g;w = QQQW, (170)

donde la tilde representara de ahora en adelante a las cantidades en el marco de Eins-
tein. El escalar de curvatura de Ricci en el marco de Jordan se relaciona con el escalar
de curvatura de Ricci en el marco de Einstein como sigue [19]:

R=Q*R+ 60w — 65"w ,w,), (1.71)

donde 9.0 .
Wy = “7 Ow = ﬁau(\/—ggw W). (1.72)

Usando lo anterior y la relacién \/—g = Q~4/—3, la accién ([1.67) se transforma en

1
_ 4. [~
S—/dx g167TG

PO (R4 600w — 65" w ) — QU+ 5™ (1.73)

para obtener una accién lineal en R se escoge que
0% =, (1.74)

con ¥ > 0 para no tener singularidades en la transformacién conforme, por lo anterior

_ 08t _ O
Wp =g = 20 (1.75)

La integral [ d*z/—§w desaparece usando el teorema de Gauss por la definicién en
(1.72). Con todo lo anterior la accién en el marco de Einstein obtiene la siguiente forma

_ 1 -
S_IGWG/dx 9

.3
_ 3 (m)
R-50 + 80, (1.76)

QO g"™” =V

que es similar a la forma de la accién en RG acoplado a un campo escalar y donde el
potencial es

Ry — f(R
V= wwzf() (1.77)
variando dicha accién con respecto a g, y v llegamos a las siguientes ecuaciones de
campo

- 3 ~ 3 .
Guv — Twau¢8u¢ + Guv <4w29 P 0a1p 051 + V) = 87GT L, (1.78)
y la traza seria
30y +V, = 8nGT, (1.79)
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donde
Vp =9 R —2f(R) (1.80)

otro camino para encontrar las ecuaciones de campo anteriores es haciendo los cambios
correspondientes de la métrica y el escalar v en la ecuacién de campo que reescribimos
en (T239).

Para trabajar el campo débil en gravedad f(R), consideremos fluctuaciones locales en
un fondo caracterizado por una curvatura Ry y densidad pg. Por local nos referimos a
que la escala de la distancia de las fluctuaciones es pequena con respecto a la escala de
la distancia caracteristica asociada con la curvatura de fondo, de esa forma podemos
considerar el limite del espacio plano.

Expandimos en potencias de las fluctuaciones bajo la aproximacién del campo débil.
Descomponemos las cantidades v, g,, y T}, en su parte de fondo y su parte perturbada
como sigue [25]

¥ = o(1+ dy),
Guv = 1/’0(921/ + b)) = Yo (M + hyw), (1.81)
Ty = T3, + 6T,
como mencionamos antes tomamos como valor de fondo de la métrica el espacio plano

921, ~ M- Con lo anterior a primer orden la ecuacién de la traza 1’ solo depende
de las fluctuaciones d,, con ello

2
(88752 — V2>5w + Miéd, = —gﬂGeff(ST, (1.82)

donde 6T = V#9T),, definimos la constante gravitacional efectiva de Newton como
Gepr =G/t y

1 1'(Ro) Ry 1
Mi=-2V = ~Ro) =~ -1 1.83
2= (g ) =5 G e
donde m(Ry) = Rof"(Ro)/f'(Ro). En el caso de un universo homogéneo e isotrépico
donde d,, es una funcién solamente del tiempo t, la ecuacién ((1.82)) se reduce a

5¢ + Miéw = —gﬂ'Geff(ST, (1.84)

para los modelos donde la desviacién del modelo ACDM es pequena se tiene que
m(Rp) < 1 con ello |Mi| es mucho mayor que Ry. Si Mi < 0, la perturbacién dy,
presenta violentas inestabilidades por campos fantasma. Por lo tanto la condicion M 3} ~
1'(Ro)/(3f"(Rp)) > 0 es necesaria para la estabilidad en perturbaciones cosmoldgicas.
Ahora dada la fuente de materia 67" uno puede sin ambigiiedad determinar d,, a orden
lineal. Por lo cual trabajamos en el caso de una distribuciéon de materia con simetria
esférica con densidad constante dT = —§Ty9 = —p, que se extiende sobre un radio 7.
y densidad que se desvanece afuera del cuerpo. El caso estatico y con simetria esférica
dentro del cuerpo es

8
V25¢ - Mi(sw = _gﬂGeffp- (185)

Afuera del cuerpo el lado derecho de la ecuacion anterior se desvanece. Con ello la
solucién de la perturbacién d,, para Mzi > 0 dentro y fuera del cuerpo esta dada por

e—Mir M2y
(61/))T’>rc = Cl + CQ 5 (186)

T T
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fMir eMir 87TGeffp

£ " 4c +
1 3M3} ’

(04)r<ro = C3 (1.87)
donde C1,Cy,Cs y Cy son constantes de integracion y podemos determinarlos impo-
niendo las condiciones de frontera apropiadas. Primeramente tenemos la condicién de
que 9 tome el valor de fondo vy en el infinito, con ello requerimos que dy, — 0 cuando
r — 00. Esto determina que Cs sea cero. Dentro del cuerpo necesitamos que ¢, sea re-
gular en el origen y con ello obtenemos que C'3 = —Cjy. Por ultimo, para determinar las
ultimas dos constantes igualamos ambas soluciones utilizando condiciones de frontera
para r =7

(0 )r>re(re) = (6p)r<ra(re),

(1.88)

(5¢);>TC(TC) = (5¢);<rc(rc>v

si Myr. < 1 obtenemos las siguientes soluciones [25]
2Gerr M
(61/1)7‘>7’c = Sl Mt eiMwn (1.89)
3r

AnG r?

O e )] (1.90)

donde M = 4mprd/3 es la masa total de la distribucién. Con lo anterior hemos encon-
trado las soluciones a primer orden del grado de libertad escalar extra i contenida en
la métrica. Las soluciones de primer orden para las fluctuaciones h,, de g,, se obtienen
de la linealizacién de dando como resultado las mismas ecuaciones a las halladas
en RG pero con una constante gravitacional de Newton reescalada

G =87Gers0Tym, (1.91)

asi para una distribuciéon de masa estatica y simétricamente esférica encontramos el
resultado usual

2Gors M
hoo o~ el (1.92)
2Ger M
h,’j ~ 5@']’%- (193)
Ahora podemos escribir el resultado para la métrica actual
G = gwﬂ ~ Nuw + Py — gy, (1.94)

en el caso de un escalar con masa pequena, Myrs < 1, encontramos que los compo-
nentes (00) e (ii) de la métrica afuera de la distribucién son

2G€ffM + 2GeffM€7Mw7"

goo > —14 — 3 (1.95)
2Gert M 2Gore M
gii ~ 1 + e,,]jf _ ;J;f G_er7 (196)

y la métrica seria

ds® = dxt'dz” g,

o (1 _ 2WGepsM 2Gep M e—M,N) a2+ <1 L 2Gey M 2Gey M e_MW) i,

T 3r r 3r
(1.97)
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con lo anterior identificamos los potenciales en el marco de Jordan

_ 2CepgM | 2Geri M _aryr

P 1.98
T 3r ( )
2Ge M 2GereM
v = I e, (1.99)
T T

de lo anterior y de la ecuacién de campo para que la constante gravitacional
efectiva de Newton que definimos tenga el signo correcto, es decir que la gravedad tenga
la propiedad de ser atractiva, debemos establecer que 19 = f'(Rp) > 0, con ello para que
la masa asociada al potencial no presente valores negativos (campos fantasma) como
mencionamos anteriormente establecimos que M2 ~ f'(Rg)/(3f"(Rp)) > 0 entonces
1" (Roy) > 0 debe cumplirse |27].

El pardmetro post-Newtoniano 7 establece cuanta curvatura espacial g;; es producida
por objetos masivos, como sabemos la luz se desvia cerca de un objeto masivo debido
a su interaccion gravitacional y usando los potenciales gravitatorios que encontramos
podemos conocer la diferencia que tiene esta teoria con la RG, y se define como

U 3 e My

v

Ahora hay que revisar algunas condiciones de frontera asintéticas relacionadas con la
curvatura de fondo, para ello vemos que la variacion del escalar de curvatura es

Yo f'(Ro)
R = Oy = )
f"(Ro)™" ~ J"(Ro)
donde la validez de la expansién lineal anterior requiere que d R < Ry, por la condicién

anterior tenemos 0y, < m(Rp). Usando el resultado que encontramos para d,, cuando
r =1, tenemos 0y ~ 2G ey M. /3rc vy por lo tanto la condicién finalmente es

(1.101)

m(Rp) > @, (1.102)

donde ®. = G.ryM./7. es el potencial gravitacional en la superficie del cuerpo. Como
mencionamos antes, cuando la desviacién del modelo estandar es pequena tenemos
m < 1y con ello M2 ~ Ry/(3m(Ry)) y R ~ 87Gp, entonces

o
m(Ro)

MZre ~ <1, (1.103)
por lo tanto el andlisis lineal realizado cumple con las condiciones asintdticas con las
fluctuaciones de la curvatura de fondo. Ahora si consideramos el pardmetro post-
Newtoniano « para una distancia r cercana a r. obtenemos v ~ 1/2, lo cual no es
compatible por los experimentos a nivel sistema solar que se tienen actualmente, don-
de las mediciones del proyecto espacial Cassini [28] reportan que la desviacién del
parametro ~ del valor en RG, donde para RG v =1, es

vy —1] <23 %1075, (1.104)

por lo tanto la gravedad f(R) con un escalar con masa ligera, Myr. < 1, no es compa-
tible con las restricciones de gravedad local. En regiones de alta densidad como lo son
objetos compactos como el Sol o la Tierra, la condicién R < Ry y el anélisis lineal
hecho anteriormente no se cumplen. En esta regién no lineal en la cual di es mayor al
valor de fondo Ry se necesita de un mecanismo para ocultar la presencia de un escalar
masivo en una regién de alta densidad, este mecanismo es conocido como Mecanismo
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Camaledn [29-31].
Para trabajar con el mecanismo camaleén, introducimos un nuevo campo escalar ¢
definido como

— 3 /
o =— 167TGlnf (R), (1.105)
con este campo escalar la accién en el marco de Einstein queda de la siguiente forma
S = /d4x\/—§ R Lo 09, 05" — V(¢)| + S™ (1.106)
16nG 27" ’
donde RE(R R

167G f2(R) ’

el reescalamiento de la métrica de un marco a otro es g, = A%g,, con A> = (f'(R))™!
y con la definiciéon del campo escalar ¢ obtenemos

A(g) = eV 59, (1.108)

conocido como la funcién de acoplamiento, debido a que el mecanismo camaleén usa
la relacion del acoplamiento entre el campo escalar y los campos de materia; es buen
momento de aclarar que la funcién de acoplamiento se asume como una funcién débil del
campo escalar ¢ y asi las perturbaciones en la métrica son pequenas en cada marco y que
al pasar del marco de Jordan al campo de Einstein con el reescalamiento de la métrica
pasamos de tener un tensor de energia-momento que es conservado covariantemente
VH#T,, = 0 a uno que no lo es en el marco de Einstein @“ij # 0, ambos tensores de
energia-momento se relacionan entre si como sigue [32]

T = A%($) Ty, (1.109)

lo que muestra que en el marco de Einstein el tensor de energia-momento esta acoplado
con la métrica g,,, y esto se puede extender a las curvas geodésicas que siguen los
componentes del universo en este marco, pero en el caso que estamos trabajando es con
materia en sistemas astrofisicos que clasificamos tipicamente como polvo no-relativista,
en tal caso se puede mostrar que la materia no-relativista es conservada covariantemente
en el marco de Einstein [32], con ello Too ~ —p ~ —p = Tyo; por lo anterior la densidad
de energia de materia no-relativista no se ve afectada por el reescalamiento. Ahora,
para el limite no-relativista la ecuacién de la geodésica en el marco de Einstein es [33]

d*z’ i B(®) i

donde @y es el potencial Newtoniano y M}; 2 — 877G es la masa de Planck. El término
extra podemos interpretarlo como una nueva fuerza o conocida en la literatura como
la “quinta”fuerza

B(P) o
Fy = —-—-=0"¢, 1.111
5 M, ¢ ( )
donde J1nd
n
=M,,—— 1.112
B (¢) pl d ¢ ) ( )
la ecuacién de movimiento a través de la traza (1.79) en términos del nuevo campo
escalar es W) ) aV
eff
o = + T = , 1.113
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donde el potencial efectivo es
Verr = VI(9) + plnA(¢), (1.114)

en el mecanismo camaledn se trabaja con este nuevo potencial efectivo el cual se asume
que posee un minimo y que debido a la dependencia de la densidad que posee el
potencial efectivo dicho minimo ocurre a diferentes valores del campo escalar ¢ en
diferentes regiones de densidad. Con ello requerimos que el campo escalar ¢ minimice
el potencial efectivo en el interior de cualquier regién de alta densidad. Consideremos un
fondo cosmoldgico homogéneo con densidad pg y asumimos que el campo escalar se ha
relajado para alcanzar el minimo del potencial efectivo en dicho fondo ¢g = Pmin(po),
entonces el campo escalar no carga con ninguna quinta fuerza cuando el potencial es
Verf(do) y puede actuar como un término de constante cosmolégica. Ahora, asumiendo
también una pequena perturbacién de densidad dp(r) con simetria esférica de radio r.
en la densidad de fondo, esta perturbacién induce una perturbacion en el campo escalar
como

¢ = ¢+ 0¢. (1.115)
En el caso estatico la ecuacién de movimiento para el campo escalar es
dv.
Vi =—AL 1.116
6= AL (1.116)
e insertando la perturbacion la ecuacién queda como
dV +0
V260 +50) = I (90 + 66) + LD (5, 1 5p), (1117)
de Mpl

tenemos ahora dos limites que dependen de la amplitud de la perturbacién. En el caso
de una perturbacién pequena, se espera que la perturbacién del campo escalar también
sea pequena |d¢| < ¢. Entonces linealizando a la ecuacion (1.117)) tenemos

Bo

V25¢ ~ m28p + -
¢ md) ¢+Mpl

Sp(r), (1.118)

con mi = d*V (¢g)/d¢?, donde para desviaciones pequenas del modelo estandar tene-
mos d?V (¢g)/d¢? ~ 1/(3f"(Rp)) [31] con lo cual para que la masa del campo escalar
sea positiva de nuevo la condicién f”(Rg) > 0 debe cumplirse. En el limite mgyr. < 1
podemos prescindir del termino de la masa del potencial y tenemos

V26p ~ —5p(r). (1.119)

Bo
My
En el otro limite donde la perturbacién dp es muy grande, el campo escalar debe
alcanzar un nuevo minimo y con ello la perturbacién del campo escalar también es
grande. En gravedad f(R) el valor del campo escalar en el minimo en regiones de alta
densidad es mucho menor que en las de bajas densidades y con ello |[d¢| =~ ¢p. En el
interior de la perturbaciéon de densidad al momento que el campo escalar consigue su

nuevo minimo el potencial efectivo se desvanece es decir

dVesr dv Bo
—0=2 P sp0), 1.120

con ello obtenemos
V235¢ ~ 0, (1.121)
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es decir el campo escalar queda atrapado dentro del nuevo minimo para algin “radio
de filtrado” r < rs. Dentro de dicho radio rs; decimos que la regién estd protegida
(screened) o desprotegida (unscreened) si r > r;. En otra palabra el campo escalar
alcanza un minimo del potencial efectivo (Ve’} 1(¢s) = 0) y permanece ahi ¢ = ¢, hasta
un radio 7, que al pasar dicha region entra en su segundo régimen donde comienza a
dirigirse a su nuevo minimo ¢g de su valor de fondo, véase la Figura . Con ello
combinando ambos limites tenemos [32]

V36¢ =

-1
{go6p(r)/Mpl rs <1 <L my ’ (1.122)

r<rg

Ahora integrando la ecuacién (|1.122)) afuera de la region protegida encontramos

#lr)

=1,

UNSCREENED

Figura 1.4: El campo escalar dentro de una densidad esférica. El campo alcanza un
minimo del potencial efectivo a una distancia rs del centro. Lejos de la densidad
el campo se aproxima asintoticamente al valor que minimiza el potencial efectivo
de fondo, ¢y. El objeto puede estar completamente protegido si r. ~ rs (arriba)
o parcialmente protegido (abajo) [32].

b Bo(M(r) = M(r))

= 1.123
dr 47 My r? ’ ( )
donde
M(r) = / amr5p(rydr'; M= M(r,), (1.124)
0
entonces la quinta fuerza es
2 —

g, = 2BGM() — M) (1125)

r2
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con ello tenemos

F=Fy+F,
_dey By do
dr My dr (1.126)
GM M (r,
-5 [1 + 2 (1 } M((:)))]’

donde para gravedad f(R) tenemos (¢) = 1/v/6; en el caso rs < 7, la quinta fuerza
es del orden de la fuerza gravitacional Newtoniana (Fy/Fn =~ 1/3) por ello se dice
que el objeto estd desprotegido. En el otro caso para que el objeto esté protegido se
tiene 75 ~ 1. entonces Fy/Fy < 1. En ese caso se dice que la quinta fuerza solo recibe
contribuciones de la masa en un cascarén delgado afuera del radio de filtrado, ver Figura
. A este fenomeno se le conoce como el “efecto del cascarén delgado” . Ahora

GIM(r) = M(rs)]

e

nl

¢ X

Figura 1.5: El efecto del cascarén delgado. La quinta fuerza F}, solo recibe con-
tribuciones de la masa en un cascarén delgado r, < r <. [31].

para poder determinar cuando un objeto esta protegido o no, debemos de calcular 7.
Para ello integramos la ecuacién (|1.123)) de r5 a oo para encontrar el campo escalar, y
asumimos que ¢5 = 0 con ello obtenemos

280 My | @ N (1) — P (rs) + 1@ (rs) (% - %)] r >,

0 r < T,

o(r) = (1.127)

tomando el limite 7/rs — oo tenemos que el potencial newtoniano cumple @y — 0y
el campo escalar debe aproximarse a su valor de fondo ¢y por construccién, entonces
encontramos la siguiente relacién

= = -0 — r P 1.128
X0 Q/BOMpl N(Ts) Ts N(Ts)a ( )

debido a que ®n < 0y %, > 0, no existe solucién cuando xo > Py, en ese caso rg =0
y se dice que el objeto estd completamente desprotegido. Por lo tanto solo los objetos
que cumplen yg < ®n pueden estar parcialmente o completamente protegidos. Este
resultado nos da la manera de conocer el efecto del mecanismo camaleén usando un
cascaréon delgado a través de la estimacién del potencial gravitacional en la superficie
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del objeto. De la ecuacién ((1.105)) podemos usar la relacién que existe entre el campo
escalar y la primera derivada con respecto de R del modelo f(R) como

2 ¢o 2
"(Ry) — 1] =1/ == 1.129
con ello usando las observaciones de las distancias de proteccién de distintos objetos
astronémicos podemos restringir distintos modelos en gravedad f(R). Por ejemplo para
el Sol se tiene |f'(Rg) — 1] < 2 x 1075, otros resultados pueden verse en la Tabla (1.1)).

Por lo tanto los modelos en gravedad f(R) deben de cumplir varias cualidades para

Observacion |f'(Ro) — 1
Misién Cassin <3x1072
Radiacion monopolar de supernova <1072

Perfil de densidad de clisteres <35x1073
Espectro de CMB <1073

Abundancias de cimulos <25x107°
Lentes Gravitacionales Fuertes <2.6x107"

Cuadro 1.1: Comparacion de los limites para los valores de f'(Ry) para diferentes
observaciones cosmoldgicas [34].

considerarse fisicamente viables y satisfacer diferentes constricciones que las observa-
ciones cosmoldgicas proporcionan. Las condiciones para que un modelo sea fisicamente
viable como aparece en la mayoria de la literatura actual se resumen en

» (i) fr > 0 para R > Ry, donde Ry es el escalar de Ricci evaluado en el tiempo
presente.

» (ii) frr > 0 para R > Ry.
» (iii)) f(R) - R —2A para R > Ry.

» (iv) 0 < % < 1 evaluado en r = —% = -2

Donde de las condiciones (i) y (ii) acabamos de mostrar su necesidad en esta teoria
de gravedad, la condicién (iii) parcialmente mostrada a través de las pruebas que debe
cumplir a nivel sistema solar pero es mas clara cuando se estudia a los modelos de
gravedad f(R) en las primeras etapas de la evolucién del universo, de igual forma la
condicién (iv) es necesaria para obtener una etapa donde la materia dominaba [35//36].

1.2.4. Modelos Viables en Gravedad f(R)

El estudio y la sencillez de la gravedad f(R) dio origen a una gran cantidad de mo-
delos que en su momento parecian candidatos a resolver los problemas que aquejaban
a la cosmologia estandar, pero debido a la etapa de observaciones cosmoldgicas de pre-
cisién la mayoria fueron descartadas ya que no cumplian las condiciones que acabamos
de mostrar en la subseccién anterior. A continuacién, mostraremos a los modelos que
han pasado las pruebas de gravedad local y que se mantienen como posibles candidatos
en dar explicacién a los problemas actuales de la cosmologia estandar.

Limite encontrado usando el modelo Hu-Sawicki con n=1 |31].
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Modelo de Gravedad Exponencial

El modelo exponencial al que nos estaremos refiriendo de ahora en adelante fue
propuesto en [4], y ha sido ampliamente estudiado en la literatura [1,4137]. Este modelo
tiene la forma

f(R) = R— bR, <1 - e—R/Rs>, (1.130)

el cual como puede verse tiene una forma simple que involucra a solamente dos cantida-
des by Rg, donde b es un parametro libre y R es el escalar de curvatura caracteristico
cuyo valor se relaciona con Ry y con el hecho de que el modelo se comporte correc-
tamente en distinta etapas cosmoldgicas. Para satisfacer las condiciones de viabilidad
que mostramos en la subseccién anterior, el parametro libre b debe cumplir b > 1y
R. > 0 con Ry > R, [4]. Debido a la condicién (iii) cuando R > Ry el termino del
exponencial se aproxima a 0, y con ello podemos ver que

bR, ~ 2A. (1.131)

Como podemos observar, este comportamiento asintético que nos brinda el exponen-
cial es una de las cualidades que hacen que el modelo siga satisfaciendo las pruebas
cosmoldgicas actuales.

Modelo de Starobinsky

El modelo de Starobinsky fue propuesto en [5], es un modelo disenado para cumplir
las condiciones de viabilidad ya mostradas previamente, en especial en tener la propie-
dad de utilizar el mecanismo camaledn asi como el fenémeno del cascarén delgado para
satisfacer pruebas de gravedad local, la forma de este modelo es

f(R)=R— >\Rc<1 - <1 + g) _n>, (1.132)

como se puede observar este modelo tiene 3 parametros por determinar, donde R, A\, n >
0; para satisfacer las condiciones de viabilidad en gravedad local es necesario que [3§]

n > 0.9. (1.133)
Usando nuevamente la condicién (iii) vemos que se debe cumplir
AR, =~ 2A. (1.134)

Como podemos ver el modelo de Starobinsky fue construido de tal forma de replicar al
modelo estandar en el régimen de altos corrimientos al rojo asi como dar una expansién
acelerada sin la necesidad de una verdadera constante cosmoldgica.

Modelo de Hu-Sawicki

El modelo de Hu-Sawicki fue propuesto en [6], y fue el primer modelo propuesto
que satisfacia completamente las condiciones ya mencionadas y cumplia con distintas
pruebas de gravedad local asi como las distintas etapas cosmoldgicas, el modelo tiene
la siguiente forma
aR.(R/R.)"

U AT

(1.135)
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donde este modelo cuenta con 4 parametros n,a,b, R, > 0. Este modelo, al igual que
en el modelo de Starobinsky, para satisfacer las pruebas de gravedad local necesita la
condicién ((1.133)). Por la condicién (iii) observamos que

aR,.

~ 2A. (1.136)

Estos son los modelos con los cuales trabajamos en este proyecto de tesis. En el capitulo
2 ligaremos estos modelos con una area de la Cosmologia que se llama Cosmografia.

1.2.5. Gravedad f(R) e Inicios del Universo

Aunque en este trabajo no utilizaremos datos de tiempos tempranos del universo,
por completez mencionaremos brevemente el tipo de observaciones que se usan para
restringir a los modelos en gravedad f(R) a inicios del universo.

Los datos del CMB del espectro de potencias proporcionan una importante restriccién
del comportamiento de la gravedad f(R) a inicios del universo,; usando teorias de
perturbacién en modelos f(R) se busca el correcto comportamiento del espectro de
potencias en esta teorfa de gravedad modificada [14}39]. Otra restriccién viene dada
por los valores de las densidades de elementos ligeros (H, D, He, *He, Li) en la época de
nucleosintesis de la gran explosién (BBN) que en conjunto con la densidad de bariones
proporcionada por el CMB se puede acotar también a los modelos f(R) [3940]. Por
ultimo, el estudio de los puntos criticos de la gravedad f(R) restringe la forma de los
modelos para satisfacer una época de transicion donde dominaba la radiacién a una
donde domina la materia [14].

Por lo tanto seria interesante analizar los resultados obtenidos en este trabajo, con
cotas obtenidas con datos observacionales de tiempos tempranos del universo.
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Capitulo 2

Cosmografia

El modelo estdndar en Cosmologia establece que el 95% del Universo consiste de
componentes de una naturaleza desconocida, esto puede significar que existen puntos
intermedios por entender sobre el comportamiento y la estructura de nuestro Universo.
La falta de informacién sobre la naturaleza de estos nuevos componentes desconocidos
que estan aportando la mayor parte de la densidad de energia del Universo nos lleva
en parte a la necesidad de expandir las formas de describir la evolucién cosmolégica
actual.

El principio cosmolégico, como hemos mostrado, nos ha permitido construir una métri-
ca del Universo que nos permite medir distancias cosmolégicas y con ello poder analizar
distintas observaciones cosmolégicas. En Cosmologia se ha desarrollado un método que
describe la evolucién del Universo basandose tinicamente en el principio cosmoldgico y
se llama Cosmografia.

Las caracteristicas dindmicas fundamentales de la evolucién del Universo podemos
extraerlas de la dependencia de los campos que llenan nuestro Universo, o también
podemos extraer las caracteristicas cinéticas fundamentales de la evolucién del Univer-
so si son extraidas directamente de la métrica del espacio-tiempo. Las caracteristicas
dindamicas dependen de un modelo cosmolégico, mientras que las caracteristicas cinéti-
cas son méas universales debido a que estos tltimos evitan las incertidumbres que surgen
al medir cantidades fisicas, como por ejemplo, densidades de energia. Esta es una de
las razones del porqué las caracteristicas cinematicas son mas convenientes para la des-
cripcion de la actual expansion del Universo.

La evolucién de un Universo homogéneo e isotrépico es descrito a través del factor
de escala a(t) la cual conecta a las coordenadas comoviles (Lagrangianas) r con las
coordenadas fisicas de Euler z(t) a través de

z(t) = a(t)r, (2.1)
realizando una derivada a la relacién anterior obtenemos

v(t) = Hx(t), (2.2)
que es conocida como la Ley de Hubble, donde v(t) = dx/dt = & es la velocidad de la
expansion cosmolégicay H = a/a es el pardmetro de Hubble que ya habfamos presenta-
do. Esta ley nos relaciona la distancia propia entre objetos con su velocidad de recesion.
La tasa de expansion del Universo descrita por el parametro de Hubble H (¢) depende

del tiempo. La medida de esta dependencia estd dada por el parametro de desacelera-
cion, el cual definimos usando una expansién en serie de Taylor hasta el segundo orden
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del factor de escala alrededor de un tiempo ¢ty como
. 1.
a(t) ~ alto) + alto)[t —to] + 5alto) [t — to]?, (2.3)

reescribiendo lo anterior de la siguiente forma

a(t)
a(to)

donde el parametro de desaceleracién es

~ 1+ Holt — to] — %?Hg[t_to]?, (2.4)

a(t)a a 1
=550 =i 22

el cual nos indica de una expansion acelerada si ¢ < 0 y una expansién desacelerada
si ¢ > 0, teniendo una tasa de expansién constante si ¢ = 0. En los inicios de la
cosmologia se pensaba que la bisqueda de estos dos pardmetros Hy y qo era lo tnico
necesario para determinar la evolucién cinematica del universo donde el primero era el
termino dominante dando la tasa de expansién y el segundo una pequena correccién
debido a la gravedad que el contenido de materia era responsable por alentar la tasa de
expansion, esto ultimo debido a que era suficiente para acoplarse con las observaciones
de galaxias cercanas que se tenian en aquella época. Sin embargo debido a las nuevas
observaciones que se tienen del Universo lo anterior tuvo que cambiar.

La expansion con una aceleracién constante es la forma mas simple pero no la tnica
posibilidad en la cinemética de un Universo estacionario. A manera que el Universo
evoluciona, el contenido relativo a los componentes del Universo también cambian, la
cual afecta la dindmica de la expansién, como se han teorizado las distintas etapas
cosmologicas y aceptado en su mayoria, y como resultado el valor de la aceleracion
varia. Para poder analizar esta variacién, es necesario el considerar la tercera derivada
con respecto del tiempo del factor de escala. Debido a lo anterior y al gran progreso
que se ha tenido en los ultimas décadas en la recopilacion de datos de las observaciones
cosmoldgicas, la necesidad de considerar ordenes superiores en las derivadas del factor
de escala se han tomado en consideracién. Es decir, en lugar de la expansién mostrada
en ahora tomamos en cuenta términos de orden superior de la serie de Taylor

a™
a(t)= lim > ——(t—to)". (2.6)
N—oo 0 n!
El termino “Cosmo-cinematica” es usado para referirse a la Cosmografia, en el hecho
de que asi como en Mecdnica Clasica, la cinematica se entiende como la rama de la
Fisica que describe el movimiento de los cuerpos, independientemente de las fuerzas
que puedan causarlo. De esa misma forma, la Cosmografia representa la cinematica del
Universo. Con ello, para una descripcion més completa de la expansién cosmoldgica,
es util considerar como mencionamos un conjunto de parametros mas amplio, que
involucran derivadas de orden superior con respecto del tiempo del factor de escala y
esa inclusién de términos de orden superior (N > 2) nos permitird ir més alla de los
marcos de movimiento con aceleraciéon constante, y transformar la Cosmografia en un
caso general de cinematica césmica.
Los pardmetros cosmograficos se definen a continuacién [41]

1da
H= P (2.7)
1 d%a
q= R ERTL (2.8)
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o1 d3a

1= s (2.9)
1 d*a

$= g (2.10)
1 da

los tres ultimos parametros son conocidos como los parametros jerk, snap y lerk respec-
tivamente. También hay que notar que los ultimos cuatros parametros son adimensio-
nales a diferencia del parametro de Hubble que tiene unidades del inverso del tiempo.
En este trabajo se utilizaran estos cinco pardmetros cosmograficos para realizar los
ajustes estadisticos de los datos observacionales ya que como se mostrard mas adelante
con este orden de la expansion se puede analizar correctamente el rango de las obser-
vaciones [41].

En terminos de los pardmetros cosmograficos la expansién en serie de Taylor del factor
de escala queda como sigue

1 1.
a(t) = ag (1 + Hy[t — to] — 5qoﬂg[t —to]® + gjng[t — o
' (2.12)

1 1
- IsoHé[t — to]* + Elng[t — o] + O([t — t0]6)>,
donde ag es el valor del factor de escala evaluada al tiempo al dia de hoy, tg.

Corrimiento al Rojo

Antes de presentar como se miden distancias en Cosmologia es necesario introducir
el concepto de corrimiento al rojo en Cosmologia ya que ademds, como veremos mas
adelante, es de suma importancia en la Cosmografia.

Como bien sabemos, la Cosmologia se basa en observaciones de objetos que se encuen-
tran a grandes distancias cosmolégicas; estas observaciones son en principio detectadas
a través de la luz que emiten dichos objetos, si se conocen las componentes de materia
de los objetos que se observan se puede conocer la longitud de onda y la frecuencia con
la que su luz nos deberia alcanzar, pero esto no es asi ya que la luz llega con una longi-
tud de onda més grande y frecuencia menor a la esperada por lo cual se deduce que la
luz que viajoé desde un objeto distante hacia nosotros sufrié un tipo de efecto Doppler
como en las ondas de sonido dando lugar a un corrimiento al rojo que se expresa de la

siguiente forma

)\obs - )\emit
z Jovs  Temit

2.1
)\emit ’ ( 3)

la luz viaja en el vacio del espacio, por lo cual la explicaciéon de este corrimiento al rojo
es que, entre el tiempo que la luz fue emitida y observada, el espacio-tiempo sufrié una
expansion, ver figura . Por lo cual existe una relacion entre la longitud de onda
y el factor de escala, asumimos que la luz viaja en geodésicas nulas, es decir de
ds?> = 0 y asumiendo df#? = d¢? = 0, al calcular el radio Aty y At; de un rayo de
luz que se emite entre un tiempo ¢1 y t; + Aty y se recibe en un tiempo tg y tg + Atg
obtenemos [42]

Aobs _ a(tU)
)\emit a(t) ’
donde a(tp) es el factor de escala al dia de hoy, y por definicién a(ty) = ap = 1 se
relaciona a z = 0, con lo anterior la relacién entre el corrimiento al rojo cosmoldgico y
el factor de escala es

1+2=

(2.14)

alt) = , (2.15)
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Figura 2.1: El corrimiento al rojo ocurre debido a que la luz viaja en un espacio-
tiempo en expansion lo que provoca un aumento en su longitud de onda y reduc-
cién de su frecuencia [43].

esta ultima relacién es importante para lo que sigue a continuacién.

2.1. Distancias en Cosmografia

La cosmologia estd ligada a los datos, estos datos provienen de diferentes observa-
ciones cosmoldgicas, y la forma que analizamos estas observaciones se reduce a medir
distancias, en este apartado mostraremos las ecuaciones para medir distancias en Cos-
mologia y su representaciéon en Cosmografia.

2.1.1. Distancia comovil

En un principio se puede pensar en medir distancias en el universo desde la tierra

como la posicién de un objeto en un momento del tiempo cosmoldgico, pero hay un
problema, debido a la expansién del universo este objeto no se ha mantenido ni se
mantendra en dicha posicién, esta distancia es la distancia propia del objeto. En vista
de la expansion que sufre el universo debemos elegir coordenadas con las cuales sean
faciles o naturales de trabajar en un espacio que sufre dicho fenémeno. Las coordenadas
con las que se trabajan en la Cosmologia Estandar son las coordenadas coméviles, con
estas coordenadas asignamos valores espaciales constantes a nuestro observadores que
perciben al universo de forma isotropica que se encuentra en expansion.
Entonces usando las coordenadas comoviles podemos obtener una distancia la cual no
cambiard debido a la expansion del universo, esta distancia es la distancia comévil
como vimos en el apartado anterior del corrimiento al rojo asumimos geodésicas nulas
ds? = 0 para los rayos de luz, con ello obtenemos

to dt,
— _ 2.16
X / s (2.16)

donde a(t') es el factor de escala, t. es el tiempo de emisién de los fotones, ¢y es el
tiempo presente y, como en todo este trabajo, la velocidad de la luz ¢ = 1. La distancia
propia y la distancia comovil son la misma al tiempo presente pero son distintas en el
pasado o futuro debido a la expansién por ([2.1).

Ahora debemos relacionar la distancia comévil con nuestra métrica FLRW. Donde como
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mencionamos anteriormente, consideramos el rayo de luz en direccién radial sin perdida
de generalidad, debido a que puede existir una curvatura en el espacio obtenemos los
siguientes resultados para la distancia comévil y la distancia propia

]ﬂ\_1/2 sinh ™! |k|r, sik <0 (universo abierto)
X=9T7 si K = 0 (universo plano) (2.17)

Ik|~Y2sin"t \/|k[r, si k>0 (universo cerrado)

en este trabajo, como mencionamos, consideramos un universo plano debido a resulta-
dos de las observaciones que establecen un valor k ~ 0.

Como veremos a continuacién, la distancia comévil es en cierto sentido la forma de
medir distancias fundamentales ya que las demas distancias llegan a simplificarse en
términos de la distancia comoévil. Reescribimos usando la relacion

L i, HO
1+2= o(0) =d (1) dt ol dt, (2.18)
con ello
z dZ/
X = ; 7H(z’)’ (2.19)

donde en Cosmologia usamos el parametro de Hubble con un modelo como en
e integramos, pero en Cosmografia escribimos al parametro de Hubble en términos de
los parametros cosmograficos; para ello realizamos una expansién en serie de Taylor
del parametro de Hubble alrededor de z = 0, es decir, al tiempo presente tg

N 1 d*H
Z —
=0 3! dz3 0

dH - 1 d*H
dz |,_o 2 dz?

(2.20)

para la derivada del pardmetro de Hubble con respecto del corrimiento al rojo usamos
la relacién (2.18]) y tenemos

dH  dH dt H
“er_ e 2 (2.21)
dz dt dz (1+2)H

con ello necesitaremos para todos los términos de la expansién la representacién de
las derivadas de orden superior del parametro de Hubble con respecto del tiempo en
términos de los parametros cosmograficos que son

: dH & a?

H = —=-—-—=-H1 2.22

dt a a? (1+4q), ( )

H = H(j+3¢+2), (2.23)

H = H'(-6-4j—129 -3¢+ s), (2.24)

H —H(I — 55 + 10jq + 205 + 30¢> 4 60q + 24), (2.25)

con ello tenemos que la expansién del parametro de Hubble es

H(z) = Hy <1 + Az 4 Ap2® + A3z + Azt + (’)(z5)>, (2.26)
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donde
A = 1+, (2.27)
A = SGo-ad), (228)
Ay = (3a+3a} — dando — 3o — o). (2.29)
Ay = 2*2(—12q3—24q3—15q3+32q0jo (2-30)

+25q2 50 + Tqoso + 120 — 452 + 8s0 + o),

el subindice 0 en los parametros cosmograficos significa que estan evaluados en el tiem-
po presente en z = 0. Como veremos més adelante, la expresion cosmografica del
parametro de Hubble nos servira para ajustar con datos de cronémetros césmi-
cos. Con lo anterior ya podemos integrar y encontrar la distancia comovil en termino
de los pardametros cosmograficos, pero es mejor hacerlo en el siguiente apartado con la
distancia de luminosidad.

2.1.2. Distancia de Luminosidad

La distancia de luminosidad “Dy”la usaremos para relacionar la tasa de expansién
del universo y la luminosidad de las supernovas usando datos de las observaciones en
supernovas Tipo Ia.

La distancia de luminosidad se define como la razén entre la luminosidad absoluta de
una fuente y el flujo observado de dicha fuente y se expresa de la siguiente forma

| Ls
Dy, = T F (2.31)

donde L es la luminosidad absoluta de la fuente y F es el flujo observado de la fuente.
El flujo F lo definimos como F = Ly/S, donde Ly es la luminosidad observada de la
fuente en z = 0 y r = 0 que es distinta a la luminosidad absoluta Ls de la fuente que
fue emitida a una distancia r con cierto corrimiento z, y S es el area de una esfera en
z = 0 dada por S = 47 (agx(r))? donde ag es el factor de escala evaluado en z = 0
y definimos igual a 1, x(r) no es més que la ecuacién (2.17). Con ello la distancia de
luminosidad en queda como

Dy = X(r)\/g. (2.32)

Ahora busquemos la relacién de la razén entre Lg/Lg. La luminosidad absoluta estéd
definida como Ly = AE;/Ats donde AFEj es la energia de la luz emitida en un intervalo
de tiempo Atg. De igual forma tenemos que Lo = AFEy/Aty donde AEj es la energia
de la luz detectada en un intervalo de tiempo Aty.

Sabemos que la energia de un fotén es inversamente proporcional a su longitud de onda
Ay con ello tenemos que AE;/AFEy = A\g/As y usando la definicién del corrimiento
al rojo tenemos que AFE;/AEy = 1+ z. Ahora, sabemos que la velocidad de la luz es
constante y con ello ¢ = A\/At, asi obtenemos la relacion \s/Ats = A\g/Aty entonces
Atg/Ats = A\g/As = 1 + z. Con lo anterior vemos que la razén queda como

Ls  AE; Aty
Ly AEFEy At

Sustituyendo lo encontrado en la ecuacién de la distancia de luminosidad obtenemos

= (14 2)% (2.33)

Dy = x(r)(1+ 2). (2.34)
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Como estamos en un universo plano obtenemos finalmente que la distancia de lumino-
sidad es

z dZ/
D =(1 — 2.35
usando el pardmetro de Hubble definido en (2.26) al integrar obtenemos
1
Dp(2) = i (z + B12% + Boz® + Bg2* + B4z5>, (2.36)
0
donde
1
B, = 5(1 - qo), (2.37)
1 .
By = _6(1 —qo+Jo— 3qg)7 (2.38)
1 . .
By = 5.(2—2q0- 15¢2 — 1563 + 10q050 + 5o + 0), (2.39)
1
By = 1—20(—6 + 6g0 + 81¢2 + 165¢5 + 1053 — 110q0 0 (2.40)

—105¢2j0 — 15q0s0 — 2770 + 1052 — 1159 — Ip).

2.1.3. Distancia Diametro Angular

La distancia diametro angular es una distancia que estd definida en términos de la
razén del tamano fisico de un objeto, Az, y su tamano angular (en radianes), Af, de

la siguiente forma
Az

A
Como se observa en la figura el angulo Af subtiende el tamano actual del objeto

Da (2.41)

Figura 2.2: Distancia Diametro Angular

Ax de forma ortogonal a la linea de visién.
Debido a que la fuente se encuentra en la superficie de una esfera con radio r con el
observador en el centro, el tamafio actual Az a un tiempo ¢ en el espacio-tiempo FLRW
estd dado por

Az = a(t)x(r)AH, (2.42)

con ello la distancia didmetro angular queda como
Dy = a(t)x(r). (2.43)

Usando la definicién del corrimiento al rojo y el factor de escala, considerando ag = 1,
ademads de estar en un universo plano finalmente obtenemos que la distancia didmetro
angular es

1 zod

Dy= .
AT 142 )y HE)

(2.44)
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También nos es 1til cuando ya calculamos la distancia de luminosidad la siguiente

expresion
Dy,

Dy = m (2.45)
Esta distancia se usa para convertir separaciones angulares en imagenes de telescopio
en separaciones adecuadas a la fuente, es famosa por no incrementar indefinidamente
cuando z — 00, ya que aproximadamente después de z ~ 1 decrece, por ello objetos muy
distantes parecen en realidad més grandes en tamano angular. Se utiliza cominmente
en observaciones de las anisotropias del CMB y aqui las utilizaremos para trabajar con
observaciones de lentes gravitacionales y oscilaciones actsticas bariénicas (BAO).
Usando el parametro de Hubble definido en para integrar o de igual forma usando
lo obtenido en la distancia de luminosidad obtenemos

1
Du(z) = FO <Z + 0122 + Co2® + 0324 + C4Z5>, (2.46)
donde

1

G = —5B+w) (2.47)

1 _
Cy = (114 7q0 — jo + 347), (2.48)
1 . .

Cs = —5;(50+46g0 + 39¢2 + 15¢8 — 10qojo — 1350 — o), (2.49)
1

Cy = 50(274 + 3260 + 4112 + 3153 + 105¢5 — 210q070 (2.50)

—105¢250 — 15qoso — 1373 + 1052 — 2159 — lo).

Por lo tanto, con estas distancias en Cosmografia basta con ajustar los parametros
cosmograficos para discriminar entre modelos cosmoldgicos o como en el caso de este
trabajo restringir valores de los modelos para el mejor ajuste.

2.2. Cosmografia y Convergencia

En Cosmografia, como hemos mostrado, las cantidades fisicas como las distancias
se expanden como series de Taylor con respecto al corrimiento cosmolégico z. Esta
expansion se considera para pequenos valores de z que es lo que en un inicio era el
alcance de los datos obtenidos, pero ahora en esta época de observaciones cosmologicas
de precisién, una gran cantidad de proyectos cosmolégicos estan obteniendo datos por
encima de valores del corrimiento al rojo de z > 1. Por lo cual es bueno preguntarse si
el formalismo que se mostré en Cosmografia funciona para corrimientos al rojo mayores
a 1. Dos cosas pueden salir mal del formalismo anteriormente mostrado que son

s La serie de Taylor puede no converger.

s La serie de Taylor hasta el orden donde trabajamos puede ser una mala aproxi-
macién para el resultado exacto.

Por lo anterior hay que revisar si las series de Taylor utilizadas sirven para corrimientos
al rojo mayores a 1, usando una combinacién de razonamiento fisico y matematico,
para revisar el correcto radio de convergencia de la serie. Para analizar lo anterior,
consideremos la ecuacién . Es claro que es una funcién bien comportada, que no
posee polos o singularidades obvias, ya que H(z) > 0. Sin embargo, la relacién anterior
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viene del desarrollo en serie de Taylor del factor de escala y el corrimiento al rojo, esto
a través de la relacién [44]

1 a(t 1 1. .. .
= Q =1+ Ho[t — to] — *QOHg[t — t0]2 + f'jng[t — to]d
1 1 ’
+ QSOHSL[t — to]* + glng[t —to)” + O([t — t0]°),
podemos notar que esta expansién en serie de Taylor presenta un polo en z = —1, que

corresponde en el instante cuando el universo se ha expandido a un volumen infinito,
a = o0, esto puede ser en un tiempo finito o infinito. Ya que los valores negativos
del corrimiento al rojo corresponden a valores del factor de escala cuando a(t) > ayp,
es decir en un universo en expansion z < 0 corresponde al futuro. Ya que existe una
polo explicito en z = —1, por la teoria estandar de variable compleja sabemos que el
radio de convergencia es a lo mucho |z| = 1, entonces esta serie falla en converger para
valores del corrimiento al rojo z > 1, que corresponde cuando el universo era menos de
la mitad de su tamano actual.

Por consecuencia de lo anterior, cuando revertimos la serie de potencias para obtener el
tiempo retrospectivo T' = ¢ty —t como una funcién 7'(z) de z, no deberiamos esperar que
la serie deba converger para z > 1, por ende cuando escribimos a la serie de potencias
con los pardmetros cosmograficos en la expansion de series de potencia no debemos
esperar que se comporten de forma correcta las distancias antes mostradas, Dy, y D4,
para z > 1.

Lo anterior se debe a que la matematica que nos lleva a dicha afirmacién es la definicién
de radio de convergencia, que nos indica que para cualquier serie de potencias el radio
de convergencia es la distancia a la singularidad méas cercana en el plano complejo,
mientras que la fisica relevante que nos indica la teoria dice que por motivos fisicos no
deberiamos esperar poder extrapolar informaciéon més alld de a = oo, que corresponde
a z = —1. Fisicamente, debemos esperar que este argumento se cumpla para cualquier
cantidad observable cuando se expresa como una funcién del corrimiento al rojo y que
se expande en serie de Taylor alrededor de z = 0, que el radio de convergencia de tal
serie es menor o igual a 1, ver Figura|2.3

A Complex z plane
/’ \\\
::Ic/—l z+0 ‘:Nﬂlzl z = 400
|
a :I‘f -+ oc a = ag a )J: an/2 a=0

radius of convergence

Figura 2.3: Representacion del comportamiento del factor de escala y del radio
de convergencia de la serie de Taylor usando la variable z [44].

Solucionando la Convergencia

Como ya mencionamos, las observaciones cosmolégicas ya han rebasado el rango
del corrimiento al rojo z > 1, por lo que es necesario para la Cosmografia ser estable
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cuando se tiene que utilizar datos a tales valores de corrimiento al rojo, por lo cual se
llegaron a proponer distintas formas de aliviar el problema de convergencia. Una forma
es moviendo el radio de convergencia proponiendo la expansién alrededor de un punto
distinto de cero, llamando ese punto el “pivote”, siendo

2 = Zpivot + Az, (2.52)

y expandiendo en potencias de Az tenemos

1 a(t) 1 9 o 1. 4 :
= =1+ Hylt — to] — =qoH§[t — ¢ —joHgt —t
T 2y Bz g+ Holf — tol = a0 HlE = ol + o Holt — fo (253)
Lo At — to]* + Lo HI[E — toff + O([t — to]°
RIVTRL ot —to]” + sl ot —to]” + O([t — to]”),
el polo estd ahora localizado en
Az = —(1+ 2Zpivot), (2.54)

y de nueva cuenta esto corresponde fisicamente a un universo que tiene una expansién
infinita, a = co. Con radio de convergencia

‘Az’ < (1 + Zpivot)a (255)
con lo cual la serie fallard en este caso para
z > 1+ 2zpiyot- (2.56)

Lo anterior como vimos es solo recorrer el radio una cantidad finita que puede solucionar
la convergencia para asi poder usar datos de corrimientos mayores a 1, pero que debido
a la precisién con las que se encuentran datos de corrimientos al rojo mayores seria
mejor intentar abarcar toda la teoria con un simple cambio de variable.

La Cosmografia actual para aliviar el problema de la convergencia propone el uso de
un cambio de variable con respecto a la expansién en serie de potencias del corrimiento
al rojo z. Como ya mostramos el corrimiento al rojo cosmolégico tradicional tiene una
interpretacion fisica simple en , donde z es el cambio en la longitud de onda
dividida por la longitud de onda emitida. Por lo cual se propone el siguiente cambio
igual de simple [44]

_do—A_ A
y - )\0 - )\0 9
donde y sera el cambio en la longitud de onda dividida por la longitud de onda obser-

vada. De (2.57)) obtenemos

(2.57)

1 _E_a(te)_ 1
YT N alte) 14z

(2.58)

este cambio de variable ha sido propuesto antes en otras ramas distintas a Cosmografia
[45], y como podemos ver la relacién de la nueva variable y o corrimiento al rojo y
(y-redshift) con el corrimiento al rojo z usual es

z Y

_ 2 _ v 2.59
1+ 1oy (2.59)

Y

en el pasado los corrimientos al rojo abarcan

z € (0,00); y € (0,1), (2.60)
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mientras que en el futuro es
z € (_150), yE (_0070)7 (261)

como vemos hemos compactado el corrimiento al rojo de importancia entre (0,1). Con
ello vemos que el radio de convergencia es

a(t 1 1.
1y =" —1 ol to] — S0l — 1o + o3 — 1P

(2.62)
1 4 4, 1 5 5 6

+ gSoHO [t — to] + gloHo [t — to] + O([t - to] ),
el cual ahora no tenemos polos, volviendo a revertir la serie para T' = ty — ¢t vemos que
no hay problemas y T'(y) es bien comportada hasta el valor que corresponde a un Big
Bang,

y=+1 <& Big Bang, (2.63)

con ello la serie converge para
lyl <1, (2.64)
para y = —1 corresponde a un universo del doble del tamaifio al actual, ver Figura [2:4]

aunque el radio de convergencia es el mismo, el rango de observaciones que podemos
abarcar es mayor.
En este trabajo consideramos dos distintos cambios de variable propuestos para Cos-

| Complex y plane
/f __‘\
Y= —00 U%—i y50 >§1
| ]
a =400 a = 2ay a = ay 7] ;— 0
radius of convergence

Figura 2.4: Representacion del comportamiento del factor de escala y del radio
de convergencia de la serie de Taylor usando la variable y [44].

mografia que son

__z
yl_l—l—z’

» yp=arctan(z),
la variable y2 fue propuesta en [46] donde se trabajé para un mejor ajuste con datos

observacionales de supernovas y obtuvieron una mejor estadistica, yo € (0, %) y las
distancias en términos de ys son

H(ys) = Hy (1 + Avys + Aoy + Asys + Asys + O(yé’)), (2.65)
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donde
A1 = 1+4qo, (2.66)
Az = %(jo — ), (2.67)
A; = é(2 +2q0 + 345 + 3¢5 — 4900 — 350 — 50), (2.68)
Ay = 2—14(—20q(2) — 24q3 — 15¢5 + 3200 (2.69)

4254250 + Tqoso + 2070 — 452 + 850 + lo),

la distancia de luminosidad es

m@ﬂIQKM+&£+&£+&£+&£) (2.70)
donde
B = %(1 ~ @), (2.71)
By = _é(—l—% + jo — 343), (2.72)
By = 214(10 — 100 — 152 — 15¢3 + 10qo7jo + 5o + so), (2.73)
Bi = 1;0 (=10 + 2640 + 14145 + 165g5 + 1055 — 110g0]o (2.74)

—105¢2j0 — 15q0s0 — 4770 + 1058 — 11s¢ — o),

y la distancia didmetro angular es

Da(y2) = 1-71[0 <y2 + C1y5 + Coys + Cays + C4y§>, (2.75)
donde
G o= 53+ a), (2.76)
Cy — %(13 g0 — jo + 362), (2.77)
C; = —514(74 + 54qo + 39¢2 + 15¢5 — 1000 — 1350 — s0), (2.78)
Cy = 1;()(51() + 4660 + 47142 + 3155 + 105¢5 — 210q070 (2.79)

—105¢2j0 — 15q0s0 — 157 + 1052 — 21s0 — lp).

Para las distancias en la variable y; revisar el Apéndice A. La eleccién de cortar la
serie hasta el cuarto orden se debe al rango de observaciones que utilizaremos, ya que
el rango del corrimiento al rojo es z > 2 [41], también la analiticidad de la serie estéd
correctamente definida y bien comportada en dicho orden para su ajuste |41,46]. Con
las distancias en las nuevas variables del corrimiento al rojo y, ya podemos hacer el
ajuste de los parametros cosmograficos con distintas observaciones y datos.

2.3. Cosmografia y Gravedad f(R)

Como mencionamos, el ajuste de los parametros cosmograficos se puede realizar
haciendo el andlisis bayesiano de los datos observacionales y las distancias en Cos-
mografia. La Cosmografia puede usarse de dos maneras, la primera es para comparar
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modelos de diferentes teorias de gravedad y analizar cudl ajusta mejor los datos, y la
segunda podemos usarla para ajustar los parametros de los modelos a través de los
parametros cosmograficos y con ello restringir valores para dichas variables. En este
trabajo realizamos el segundo caso y para ello necesitamos ver cémo ligar los parame-
tros cosmogréficos con las pardmetros de los modelos en gravedad f(R).

Primero utilizaremos las dos ecuaciones de Friedmann en gravedad f(R), consideran-
do la densidad de energia de la radiacién muy pequena quedandonos asi solo con la
contribucién de materia de forma relevante, y reescribimos de tal forma que todas las
derivadas a la funcién f(R) sean con respecto al escalar de curvatura de Ricci R. De

ahora en adelante usaremos que 87G = 1 y recordemos que p,,, = 3H§Qma_3 con ello
tenemos
1 .
3f/H? = 5 f'R— f(R)) —3HRf" 4+ 3HZ a3, (2.80)
—2Hf' = R?f" + (R— HR)f" + 3H3Q,a73, (2.81)

recordando que f’ = df(R)/dR, evaluando lo anterior para el tiempo presente z = 0
tenemos

1 .
3foHg = §(f630 — f(Ro)) — 3HoRo f + 3HEQ0m, (2.82)
—2H,f) = Ro2 Y+ (Ro — HoRo) f + 3HZQ0m, (2.83)

donde el valor para f) viene dada de los experimentos a nivel sistema solar como
ya mostramos, recordemos que G.fs = G/f}. Entonces para z = 0 quisiéramos que
Gesr =~ G con ello fj ~ 1, como en [47] usaremos fj = %ﬁ y con ello Gerr = G(1+¢€),
para este trabajo consideraremos a la Gy al dia de hoy como el valor de la constante
gravitacional G més su error reportado en CODATAZO18E|7 con ello obtenemos

If—1] <22x107°. (2.84)

Para cerrar el sistema de ecuaciones debemos derivar una vez mas con respecto del

tiempo a la ecuacién (2.81)) obteniendo

. . . 1
3HEQVma® + R*f" + (R — HR) f”} 5 [ — 9HEQ, Ha ™3

+ (3RR — HRZ)f/H + (R — HR — HR)f” + R3f////:| ‘

. Rf//
H = 2f/2

(2.85)

Supondremos que la funcién f(R) estd bien aproximada por su tercer orden en su
expansion de Taylor en R — Ry es decir:

F(R) = F(Ro) + f'(Ro) (R — Ro) + L f"(Ro)(R ~ Ro)® + ¢ /" (Ro) (R — Ro)®, (286)

con ello para n > 4 tenemos f"(Ry) = d"f/d"R = 0 |47], entonces evaluando (2.85)) en
z = 0 tenemos
1

Rofl! . . .
= OJ/Z) 3H{QYom + R3f3" + (Ro — HoRo) 6’] - [ — 9H3 Qo
215 21

+ (3ROR0 — H()Rg) (/)// + (R() — H()RO - HORO) (/)/:| )

Hy
(2.87)

https://physics.nist.gov/cgi-bin/cuu/Value?bg
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del sistema de ecuaciones anterior necesitamos las derivadas con respecto del tiempo
del escalar de curvatura R, que son

R = 6(H +2H?) (2.88)
R = 6(H+4HH) (2.89)
R = 6(H+4HH +4H?) (2.90)
R = 6(H™+4HH +12HH) (2.91)
en términos de los parametros cosmograficos son
R = 6H?*(1—q) (2.92)
R = G6H3(—2+j— q) (2.93)
R = 6H*6+8¢+¢*+5) (2.94)
R = G6H°(—24+1—48¢—18¢> — 8j — 2jq — s) (2.95)

con lo anterior podemos resolver el sistema de ecuaciones para fo, fi v fi’ que queda
de la siguiente manera

f(Ro) _ Polgos Jo, 80, bo; Qom) + f5Q0(q0, Jo, 50, o)

= - , 2.96
6Hg lc(q()ij)SOalO) ( )
F(Ro) ~ 1, (2.97)
f"(Ro) _ P1(qo0, jo, 50, Qom) + f5,21(q0, Jo, S0) (2.98)

(6H§)71 K(qoajov S0, lo) ’ ‘
fm(RO) _ PQ(q0>jOa S0, lOv QOm) + f(/)QQ(QO7j07 S0, ZO) (2 99)

(6Hg)~2 (jo — a0 — 2)K(qo, Jo, 50, lo) ’
donde

Po = — D (20 + 72q0 + 965 + 255 + 3q5 + lo(2 + q0) + 45 (16 + 3q0) (2.100)

+ 2250 + 41qpso + 6q3s0 + 355 + jo(12 — lo + 64qy + 20¢3 + 7s0)),

Qo =24 + 285 + 35 + j3(—6 + 10g0 + 3¢3) — 4(16 + 3s0) + 245 (59 + 3s0)
+ g (72 + lo + 44s0) + qo (=76 + 2lo + 2250 + 3s3) + jo(52¢3 + 17¢5  (2.101)
+6(6 + s0) + qo(54 — lo + 4s0)),

K =104 + 2460 + 1802 + 34¢3 + 3¢ + 1o(2 + qo) + j2(10 + 30) + 40s0

+ 50q0s0 + 6g3s0 + 353 — jo(18 + lo — 4qo — 112 + 2s0), (2:102)

P1 = —3Q0m (14 + 250 + 22q0 + 3¢2 + 3s0), (2.103)

Q1 = 2(16 + 2 + jo(—1 + qo) + 37q0 + 25¢2 + 3¢5 + 3s0 + 3qos0), (2.104)

Py = 3Q0m(—4 + lo — 26q0 — 15q5 — 3jo(4 + o) + 50), (2.105)

Qo = 2(12+ j§ +39q0 + 4245 + 1545 — lo(1+ qo) + o (3+ 6q0 + 245 — s0) — qoso), (2-106)

asi, con lo anterior, podemos restringir los valores de las derivadas en gravedad f(R) a
través de los pardmetros cosmograficos, si confirmamos que la condicién f”(Rp) > 0 se
cumple podemos pasar al siguiente paso que es ajustar los pardmetros de los modelos

f(R).
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2.3.1. Modelos Viables en Gravedad f(R) y Cosmografia

En la subseccién anterior vimos que podemos determinar el valor de las derivadas
de un modelo f(R) arbitrario a través de los pardmetros cosmograficos y un valor de
Qom,- Con ello, de los modelos viables en gravedad f(R) que mostramos en el Capitulo
1, el procedimiento seria derivar con respecto del escalar de curvatura y resolver el
sistema de ecuaciones.

Modelo Exponencial

f(RO) = Ro — bRS (1 — e_RO/Rc>

f'(Ro) =1 — beFo/Es (2.107)
—Rg/Rs

() = bt

f///(RO) — _be—R%/ s

de lo anterior despejamos los pardmetros b y R,

Jo (Ro—fo) /
p=JolfoJo) | g ¢
o Rt 0 (2.108)
S

_Tl{

Modelo de Starobinsky

f(Ro) = Ry — )\Rc<1 —(1+ R%/Rz)—n)

f'(Ro) =1 —2\Ron(1 + R2/R%)~'""/R,

f"(Ro) = 2An(1 + R§/R2) " R.((1 + 2n)R§ — R?)/(R§ + R2)?

f"(Ro) = —4An(1 4+ n)Ro(1 + R3/R2)""R.((1+ 2n)Rj — 3RZ)/(R§ + R2)?

(2.109)
despejamos n, R, y A
A
_ A 2.11
Y (2410)
con
A =2(2fy— 1) + 65 Ro — 6.f3fg Ro — 45 * R} (2.111)
oIy RE — 20 5 R — 1R, |
B =2 — Af§ — 3f{ Ry + 3f0 fi Ro + fi* R} (2.112)
+ fo' Ry — fofo R + 25 fo' R,
ahora C
2
e 2.113
o€ 2113
con
o L+ SORYBIRo — f'Ro + J3(=2+ 355 + 1§/ BY) (2.114)
“T+ fo+ [ Ro ’ '
finalmente 9 2 2
2nR} — 2 1 fo)(Bg —
) — 2ndg JonRo + (1 — fo) (RG i (2.115)

2nRyR,.
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Modelo Hu-Sawicki

Para el modelo presentado en el Capitulo 1, haremos un cambio y definiremos
a=aRl™ y b=0bR_™, entonces

o
fR)=Ro- gy N
f'(Ro) = (Ro — anR% + 2bRy™ + bRy ™") /(Ro(1 + bRY)?)
f"(Ro) = (anRy 2™ (1 4 bR 4+ n(—1+ bR2)))/(1 + bRY)?

" (Ro) :( —anRy*™(2(1 + bRY)? + 3n(—1 + b*R3")

(2.116)

+n?(1 — 4bR} + BZR(Q)"))) /(14 bR

al resolver el sistema nos encontramos con una ecuacién de segundo grado para n

(Ro — fo) o
1" p3 3% 2% N .
o Ry + 61, (Ro — fo)? + 25 (Ro — fo) +2Ro(1 — f5) =0,
con la solucién SRo(1 — (o — o) ol — 1)
~ <l — jo)(nldto — Jo) — Lioll — Jg
‘T (Ro _fO)(Rg 74+ (n— 1)Ro(1 — f})) ) (2.118)
finalmente ) N
- a Ry,
b= g [ fo - 1) (2119)

Asi conociendo los pardmetros cosmograficos podemos conocer las derivadas y final-
mente conocer los valores de los parametros de los modelos que satisfacen el ajuste con
los datos observacionales.
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Capitulo 3

Cosmoestadistica

En este Capitulo mostraremos la estadistica utilizada en la cosmologia, enfocado
més en la parte de la Cosmografia en el cual se realiza una estimacién de los mejo-
res valores de los pardmetros cosmogréficos utilizando/proponiendo distancias que se
ajusten a los datos astronémicos.

Para empezar debemos decir que la cosmologia es una rama de la fisica que ha
logrado tomar terreno en la investigacion cientifica en los ultimos anos gracias a un
gran numero de observaciones/datos que se han detectado en el universo gracias a
programas espaciales u observatorios en tierra.l.a cosmologia es una ciencia ligada a
los datos, es decir necesitamos observaciones astrofisicas para desarrollar esta ciencia,
ya que a diferencia de otras ramas de la fisica no puede llevar a cabo experimentos en
laboratorios para comprobar su teoria. Debido a que los cosmoélogos estan interesados
en estudiar el origen y evolucion del universo y, a menos que se puedan recrear universos
de bolsillo, los tnicos datos que tenemos se encuentran en el espacio exterior. En los
ultimos anos ha habido una gran recoleccién de datos en el universo pero estos no nos
serian tutiles si no tenemos una manera de analizarlos, de conocer que nos quieren decir.
Por lo cual la cosmologia se ha tomado la tarea de descifrar estos datos de una forma
en la que podemos relacionarlos con lo que ya conocemos.

Debido a esta necesidad de analizar datos los cosmdlogos han desarrollado sofisti-
cadas herramientas estadisticas a lo largo de los anos, para ello se tiene que tener un
buen conocimiento en las barras de error que nos proporcionan los datos asi como el
error técnico en la medicién. Para este trabajo de tesis estamos enfocados en usar la
estadistica para ajustar pardmetros en la teoria de gravedad modificada a través de la
Cosmografia y que esta teoria sea consistente con los datos, ademas de confrontar los
resultados obtenidos con los valores utilizados en la literatura.

3.1. Estadistica Bayesiana

En cosmologia estadistica se usa lo que se conoce como estadistica bayesiana para
comprobar sus hipétesis, a diferencia de la estadistica frecuentista donde la probabilidad
depende de la cantidad de sucesos y el nimero de intentos, la estadistica bayesiana ve
la probabilidad como el grado de exactitud de una hipétesis. Por lo que la estadistica
frecuentista considera solo la distribucién de probabilidad de los eventos mientras que
en la estadistica bayesiana se consideran a los eventos como hip6tesis [48].

Las reglas de probabilidad que siguen se aplican tanto para la estadistica bayesiana
como frecuentista, donde &(x) es la probabilidad de un evento

1- ZP(x) >0,
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2.- P(x) esta normalizado, [* 2 (x) =1 En el caso discreto [ — -,
3.- Para eventos independientes & (x1 |Jx2) = P(x1) + P (x2),

4.- P(x1,29) = P (1) P (x2]71), quiere decir que la probabilidad de que el evento
1 vy 2 ocurran es igual a la probabilidad de que ocurra el evento 1 tantas veces
ocurra el evento 2 dado el evento 1,

Es 16gico que P (x1,22) = P (x2,21) con ello usando la regla 4 y si denotamos x; =

Hipétesis y 22 = Datos, entonces podemos definir el teorema de Bayes como

2 (Hipotesis) Z (Datos|Hipétesis)
Z(Datos) ’

& (Hipétesis|Datos) = (3.1)

donde & (Hipétesis|Datos) se le conoce como la funcién posterior, la funcién de vero-
similitud (likelihood) es &2(Datos|Hipétesis) y &2 (Hipétesis) como la funcién a priori,
por lo tanto el teorema de Bayes nos dice que la probabilidad de que la hipétesis sea
cierta seguin los datos es proporcional a la probabilidad de la hipétesis por la probabi-
lidad de los datos segun la hipétesis e inversamente proporcional a la probabilidad de
los datos.

El teorema de Bayes es la base de la estadistica en cosmologia para poder inferir
que tan bueno es un modelo, sean los Datos un conjunto de datos de diferentes experi-
mentos para un tipo de observacion, y sea la Hipotesis un modelo el cual tiene ciertos
parametros por definir, entonces el teorema de Bayes nos ayuda a entender cual es la
distribucién de probabilidad de los pardametros de ese modelo segtin los datos.

3.2. Sobre la funcién y?

Como mencionamos antes tenemos un modelo con pardmetros que queremos ajustar
para que concuerde con nuestros datos, para ello necesitamos una funcién que nos
cuantifique un valor el cual nos diga si el modelo se ajusta a los datos para poder saber
si el modelo es bueno o no, esta funcién es la chi cuadrada y segin la cantidad de
datos que tengamos el valor de esta chi cuadrada debe acercarse lo mejor posible a la
cantidad de datos, esta definida como

) _ D)2
X2 — Z M, (3.2)

donde M;(0) es el modelo con los pardametros por ajustar, D; son los datos y o; es el
error reportado de los datos. Notemos que la chi cuadrada viene siendo como la funcién
de verosimilitud en nuestro teorema de Bayes que confronta los datos segin el modelo.
Para encontrar el mejor ajuste de parametros tenemos que minimizar la funcién chi
cuadrada para maximizar la funcién de probabilidad que es

P = \/21?06(_) (3.3)

3.3. Estadistica y* Reducida

En estadistica cuando se realizan ajuste de pardmetros se busca conocer cuando el
ajuste del modelo se ajusté de la mejor manera posible con las observaciones. Para ello
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se han desarrollado diferentes pruebas, a una de ellas se le conoce como la x? reducida
(chi-cuadrada reducida), que se define como la chi-cuadrada por grado de libertad

Xv = (3'4)

donde 2 es la ecuacién mostrada en y v es el grado de libertad definido por
v =n —m donde n es el numero de datos y m es el numero de parametros ajustados.
La prueba establece que cuando el resultado da un valor 2 > 1 indica un ajuste
muy pobre con el modelo. Cuando x? > 1 significa que el ajuste no logré capturar de
forma adecuada los datos o que los errores han sido subestimados. Un valor alrededor
de uno, x2 =~ 1 indica que el ajuste entre los datos y el modelo est4 acorde con el error.
Y si x2 < 1 indica que el modelo ha sobre-ajustado los datos es decir que puede que el
modelo estd ajustando de forma incorrecta o que el error ha sido sobreestimado.

3.4. Criterio de Informaciéon Bayesiano (BIC)

El criterio de informacién bayesiano (BIC) es una herramienta estadistica en la
seleccién de modelos, dado cierto conjunto de datos [49]. Se define como

BIC = —2InLpas + kInN, (3.5)

donde N es el niumero de datos utilizados en el ajuste, k es el nimero de pardmetros
del modelo y £ es la funcién de verosimilitud, en términos de la x?2,. tenemos

BIC = X2, + kInN. (3.6)

Como se puede observar de la ecuacién (3.6]) este criterio penaliza més a los modelos que
utilizan m&s parametros libres al contrario de otros criterios de seleccién de modelos
como el criterio de informacién Aikaike (AIC) que se define como

AIC = X2, + 2k. (3.7)

Esto tltimo es importante ya que es comin que para aumentar el valor obtenido de
la funcién de verosimilitud se lleguen a usar mads pardmetros libres en los modelos
que puede llegar a resultar en una sobre-estimacién del ajuste o en parametros que no
tienen valor fisico.

Podemos interpretar al BIC como una medida de la evidencia estadistica a favor o
en contra de cada modelo, para asi poder elegir el més adecuado para los datos. Esto
ultimo haciendo uso del factor de Bayes al comparar el valor del BIC entre dos modelos,
ABIC;j = BIC; — BIC}, donde el BIC; serd el BIC de valor mas alto, debido a que al
modelo con menor valor de BIC es el que se prefiere. Entonces la evidencia en contra
del modelo con mayor valor de BIC se puede resumir como se muestra en la tabla
Usando lo anterior evaluaremos el BIC del modelo f(R) usando los pardmetros

ABIC Evidencia contra un BIC alto
[0,2] No vale mas que una simple mencién
2, 6] Positiva

[6, 10] Fuerte

> 10 Decisiva

Cuadro 3.1: Tabla del Factor de Bayes

cosmograficos contra el modelo LCDM, para asi elegir el modelo que presenta una
mejor evidencia estadistica.
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3.5. Meétodo de Montecarlo Usando Cadenas de
Markov

Método de Montecarlo

La idea de una simulacién de Montecarlo es el de trazar un conjunto de muestras
que son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), ac(i)fil
de una densidad objetivo p(z) definida en un espacio de muchas dimensiones ). Estas
N muestras se pueden usar para aproximar la densidad objetivo a través de la siguiente

funcién empirica
| X
pN(r) = Zl 8,0 (), (3.8)

donde 0, (x) es una delta de Dirac localizada en 2(®. Con ello podemos aproximar las
integrales I(f) con sumas manejables Iy (f) que convergen como

AR
) = 5 XS 2o 1) = [ e (39)

La estimacién Iy (f) es imparcial y por la ley de los grandes nimeros convergerd a I(f).
I(f) representa nuestra funcién de probabilidad posterior y por tanto podemos acercar
la integral en una suma si el muestreo es lo suficientemente grande. Si la varianza de
f(x) satisface o*]% = Ep(x)(fz(:n)) — I*(f) < oo, entonces el estimador de la varianza de

2
In(f) esigual a var(In(f)) = Uwf y por el teorema del limite central hay convergencia
en una distribucién de error

VN(IN(f) = I(f)) == N(0,0), (3.10)
N—o00
donde = denota convergencia en la distribucién .
Entonces una cadena de Montecarlo nos proporcionara una distribucién posterior
de probabilidad a partir de una media p y una funcién de probabilidad propuesta para
el muestreo con variables aleatorias, 6; ~ p(u, o), ver Figura Como podemos ver

Density MCMC lteration

} N(0.5,0)

- o W B I > W m o
S = w W & W ®m ~ e W -

F0

Figura 3.1: El método de Montecarlo .

en el grafico con Montecarlo la funcién de distribucién resultante no difiere mucho de
la funcién propuesta que es una funcién normal.
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Cadenas de Markov

En una cadena de Markov la elecciéon de un elemento de la muestra depende de la
eleccion anterior para generar el muestreo aleatorio. En un espacio continuo

/ p(z) K (20D |21 da® = p(zD), (3.11)

donde el kernel K es la densidad condicional de z(+1) dado el valor (). Ver ﬁgura
el nuevo valor de la distribucién depende del valor anterior 6; ~ p(6;—1,0) y la funcién
de distribucién resultante no se parece en su mayoria a la funcién de probabilidad
propuesta.

Density MCMC lteration

N(B:1,0)

- N W e W, ®m N @ w
2 = W W e D @m N e D -

o -

Figura 3.2: Grafico de un muestreo usando MCMC .

Algoritmo Metropolis-Hastings

Existen diferentes algoritmos que utilizan el método de Montecarlo y Cadenas de
Markov para hacer muestreos y ajustar parametros en modelos estadisticos. El mas
popular es el algoritmo Metropolis-Hastings, se usa para determinar cuando un re-
sultado de la muestra se toma en consideraciéon para el siguiente valor de la muestra
o se rechaza. Esto lo hacemos a través del radio de las probabilidades posteriores de
los valores 6; y 0:_1 que son el valor valor de la muestra resultante y previa de la
muestra respectivamente y se pasa a través de una distribucién invariante p(f) y una
distribucién propuesta q(6;|6;—1) [50]

p(0:)q(0r—1)

7(0¢,0i_1) = , 3.12
o be) = a0 (312

la aceptacion del nuevo valor de la muestra estd dada por
A= oz(@t, «9,5_1) = min[r(@t, et_l), ].], (313)

si A > 1 nos quedamos con el nuevo valor y seguimos el método, si A < 1 no necesaria-
mente rechazamos el nuevo valor, usamos el valor de A y lo comparamos con un valor
de una distribucién uniforme aleatoria u ~ U (0, 1) , si el nuevo valor de la distribucién
nos otorga un valor u < A ahora si rechazamos el nuevo valor y regresamos al valor
previo 0;_1.

Este proceso nos otorga una cadena de Markov con una funciéon de probabilidad
posterior como

P(etwtfl) == Aq(gtwt,l). (314)
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3.5.1. Criterio Gelman-Rubin

Cuando se trabajan con varias cadenas de Markov al mismo tiempo que estan
correlacionadas entre si es importante saber cuando una cadena o todas ellas lograron
converger. Para conocer esto se utiliza el llamado criterio de Gelman-Rubin.

Supongamos que tenemos M cadenas, cada una de longitud N. Para un parametro
del modelo sea 6, sea 0, ; la m-esima cadena simulada, y sea la media posterior de la
muestra general 6 = (1/M) Z%zl 0. La varianza entre las cadenas estd dada por |52

N U
_ i 2
B= _]72559m 0)2, (3.15)

y la varianza dentro de cada una de las cadenas es

1 M
Mfzzﬂlgéiﬁm, (3.16)

en este diagndstico se basa en la asuncién que la distribucién objetivo es una normal,
con ello la varianza total o general estd dada por
N-—-1 M+1
W
N * MN
que es un estimador imparcial de la varianza posterior marginal de 6. Los grados de
libertad estimados de una distribucién t estd dada por
212
d=—7t0i, (3.18)
Var(V)

V= B, (3.17)

el factor de reduccién de escalar potencial (PSRF) se define como el radio entre 1% y
W. Si las M cadenas han convergido a la distribucién posterior objetivo, entonces el
PSRF deberia ser cercano a 1. La correcién al PSRF original fue dada en [53] y se
considera la volatilidad del sampleado como

d+3V
e =] 1
R d+1W (3.19)

El PSRF estima el potencial de decrecimiento en la variabilidad entre las cadenas B
con respecto a la variabilidad dentro de la cadena W. Si R. es grande, entonces se
estima que son necesarias secuencias de simulaciones mas grandes para decrecer B o
incrementar W debido a que las simulaciones todavia no han explorado la distribucién
posterior completamente.

Como se propone en [53], si R. < 1.2 para todos los parametros del modelo, uno
puede estar confiado que la convergencia se ha alcanzado. De otra forma cadenas mas
largas seran necesarias. En los ultimos anos se considera una restriccién mas fuerte
a la anterior para asegurar la convergencia y es R. < 1.1, puede no parecer distinto
pero en cadenas largas y de muchos parametros es una gran diferencia entre una buena
convergencia o una sobreestimacion.

3.5.2. C(Cdbdigos Computacionales en Cosmologia

Como mencionamos la Cosmologia estd ligada a los datos y debido a la cantidad que
han llegado a ser es necesario el desarrollo de métodos mas eficaces de andlisis compu-
tacionales por lo que ano con ano los cédigos computacionales enfocados en Cosmologia
se han ido mejorando. En este trabajo de tesis usamos dos cédigos computacionales
uno de ellos es el programa CLASS y el otro es el programa MontePython.
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CLASS

CLASS [54] es un cédigo publico de Boltzmann, sus siglas vienen de “Cosmic Linear
Anisotropy Solving Sistem”. Un cédigo de Boltzmann es un software que se usa para
calcular el espectro de potencias teérico dado los pardmetros cosmolégicos. En este
sentido CLASS simula la evolucién de perturbaciones lineales en el Universo y estima
al CMB y otros observables de estructuras de gran escala. Estéd escrito en el lenguaje
de programacién C y escrito en similitud con la paqueteria de programacion Classes.
El programa usa el modelo ACDM como modelo de fondo para simular el Universo.

El uso de CLASS se enfocé en modificar las distancias del cédigo que estaban
escritas en Cosmologia estandar y las pasamos a las distancias en Cosmografia que
ya mostramos, todo en los médulos background.c y background.h. La implementacién
de los parametros cosmograficos se dio también en este programa, los médulos donde
se implementaron fueron los médulos background.c, background.h e input.c, el tnico
parametro cosmografico restringido en el programa fue Hy por el modulo thermody-
namics.c, esto para que los valores de la densidad de bariones sea la correcta en la
época de nucleosintesis. Para la correcta comunicacién con el programa MontePython
se implementaron las nuevas distancias y pardametros cosmograficos en los médulos
cclassy.pxd y classy.pyx.

MontePython

MontePython [55] es un programa de inferencia de pardmetros, enfocado especial-
mente en Cosmologia. Es un programa escrito en Python que utiliza MCMC. El cédigo
puede enlazarse facilmente con el cédigo de Boltzmann CLASS. MontePython contiene
diferentes algoritmos de muestreo para generar cadenas de Markov. El algoritmo que
utilizamos se basa en el Metropolis-Hastings pero con una estrategia nueva propuesta
en [55] que llaman “muestreo réapido”.

El programa MontePython tiene incluido entre su documentacién la funcién “Like-
lihood” de distintas observaciones cosmoldgicas mas recientes. La inferencia de parame-
tros cosmograficos se realiza aqui con una comunicacién constante con el cédigo Bol-
tzmann CLASS para las restricciones de los parametros.

3.6. Datos Observacionales Cosmolégicos

Para elegir objetos en el espacio para poder analizar deben de ser objetos que
cumplan caracteristicas que no cambien con el tiempo para poder utilizar esas carac-
teristicas a nuestro favor y poder medir o calcular propiedades. Por ello se siguen estos
tres pasos:

1.- Elegir un objeto que tenga una propiedad intrinseca y que sepamos cual es,
2.- Poder medir la propiedad aparente del objeto

3.- Medir con los pasos 1 y 2 la recesion o corrimiento al rojo del objeto

3.6.1. Cronometros Cosmicos

Los Cronémetros Césmicos son un método para medir con precisién la tasa de
expansién como funcién del tiempo césmico [56], el cual usa el hecho que la tasa de
expansién puede representarse como

1 dz

HE) =1

(3.20)
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z H(z) o Ref.
(km/sec/Mpc) | (km/sec/Mpc)

0.07 69 19.6 56
0.09 69 12 7
0.12 68.6 26.2 (56!
0.17 83 8 7
0.179 75 4 58
0.199 75 5 8
0.2 72.9 29.6 (561
0.27 77 14 7
0.28 88.8 36.6 56
0.352 83 14 58
0.3802 83 13.5 59
0.4 95 17 67
0.4004 77 10.2 59
0.4247 87.1 11.2 [59]
0.4497 92.8 12.9 59
0.47 89 34 601
0.4783 80.9 9 59
0.48 97 62 61
0.593 104 13 58
0.68 92 8 58]
0.781 105 12 58
0.875 125 17 58
0.88 90 10 61
0.9 117 23 571
1.037 154 20 58
1.3 168 17 7
1.363 160 33.6 62
1.43 177 18 57
1.53 140 14 571
1.75 202 40 7
1.965 186.5 50.4 62

Cuadro 3.2: Tabla de 31 datos de H(z) de Cronémetros Césmicos

va que la cantidad dz puede ser obtenida de catdlogos espectroscopicos con alta preci-
sién, la unica cantidad que tiene que medirse es el diferencial de tiempo en la evolucién
del Universo (dt) en un intervalo del corrimiento al rojo (dz). Por lo tanto, una medida
de dt corresponde a una medida cosmolégica independiente del parametro de Hubble.
Los mejores crondmetros césmicos son galaxias que evolucionan pasivamente en
una escala de tiempo mucho mayor que su diferencial de edad. La parte importante de
este método es que recae unicamente en un acercamiento tipo diferencial. Actualmente,
el catalogo de cronémetros césmicos consta de 31 puntos presentados en la tabla y
abarca un rango del corrimiento al rojo de 0.07 a 1.965.
La funcién x? a minimizar en este caso es
X2 (H(y, @0) — I{obs)2

= g (3.21)

donde ©g son los pardametros cosmograficos (Hy, qo, jo, So,l0)-

3.6.2. Oscilaciones Acusticas Baridonicas

A inicios del universo antes de la época de la recombinacién los fotones y la materia
existian en un plasma mayormente conocido como plasma primordial, este plasma con
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gran densidad de fotones y bariones se mantuvo comprimido por la gravedad hasta
que la presién fue tan grande que volvié a expandirse. Esta acciéon de contraccion y
expansion dio lugar a vibraciones en este plasma que son muy andlogos a las ondas de
sonido que conocemos, estas ondas se conocen como oscilaciones acusticas baridénicas o
BAO por sus siglas en inglés.

La distancia de estas reglas estandar estd dada por la distancia maxima de las
ondas acusticas que pudieron viajar en el plasma primordial antes de que este plasma
primordial se enfriara, esta puede ser medida como funcién del tiempo césmico. Usando
el parametro de Hubble H(z) y la distancia angular d4(z) como funcién del corrimiento
al rojo, podemos medir el dngulo subtendido A# de la longitud actual de la regla
estdndar Ay como sigue

NG = DX (3.22)
Da(z)’ '
Los datos que se usaran en este trabajo corresponden al catdlogo conocido como BAO
angular.

Una forma para caracterizar los clusteres de galaxias o cudsares es a través de
la funcién de correlacién de 2 puntos (2PCF). El 2PCF se basa en contar los pares
de puntos de objetos césmicos en un conjunto de datos DD(s) en una distancia 3D
comovil dada s y compararla con el numero de pares RR(s) de un conjunto aleatorio.
Este método 3D asume un modelo cosmolégico de fondo, por ello el método BAO
angular reduce este trabajo a una visién 2D a través de la contribucién transversal de
BAO, seleccionando una muestra de datos en un cascarén del corrimiento al rojo lo
suficientemente delgado. Asi la expresion del estimador 2PCF en una media Z es [66]

DD(§) — 2DR(6) + RR(0)

w(®) = RR(9) ’

(3.23)

con 0, la separacién angular entre cualquier par de objetos césmicos, la cantidad w(€)
da el exceso de probabilidad de encontrar dos puntos de un conjunto de datos en una se-
paracion f dada cuando se comparan con una distribuciéon completamente homogénea.
Si hay un exceso de probabilidad alrededor de una escala caracteristica, como en el
caso de una escala acistica, esta aparecerd como un pico en el gréfico w(f) vs 6. La
localizacion del pico indica una preferencia estadistica de distancia entre los pares de la
muestra estudiada. Con ello, la relacion en BAO angular con respecto del corrimiento
al rojo es
Ts

0= T 5. (3.24)

donde 75 es el horizonte del sonido que se expresa como

tr
rs(zr,Qb,Qr):/ csdt, (3.25)
0

donde z, = 1100 es el corrimiento al rojo en la época de recombinacion, €2, la densidad
de bariones, (2. la densidad de fotones y ¢, es la velocidad del sonido en el fluido fotén-
barion. Como en esta época el modelo f(R) se aproxima al modelo estdndar, en este
trabajo usamos el horizonte de sonido calculado por el programa CLASS. En términos
de cosmografia tenemos para la variable 1,

rs(1 —y1)

0(y1,00) = Dalyn)

(3.26)

y para la variable s
Ts

(1+y2)Da(y2)

0(y2,00) = (3.27)
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z 0 o | Ref.
0.110 | 19.8 | 1.05 | [63] |
0.235 | 9.06 | 0.23 | [64]
0.365 | 6.33 | 0.22 | [64]
0.450 | 4.77 | 0.17 | [65]
0.470 | 5.02 | 0.25 | [65]
0.490 | 4.99 | 0.21 | [65]
0.510 | 4.81 | 0.17 | [65]
0.530 | 4.29 | 0.30 | [65)
0.550 | 4.25 | 0.25 | [65]
0.570 | 4.59 | 0.36 | [66]
0.590 | 4.39 | 0.33 | [66]
0.610 | 3.85 | 0.31 | [66]
0.630 | 3.90 | 0.43 | [66]
0.650 | 3.55 | 0.16 | [66]
2.225 | 1.77 1 0.31 | [67]

Cuadro 3.3: Tabla de 15 datos de BAO angular.

Actualmente existen 15 puntos del catdlogo BAO angular que se muestran en la
Tabla [3.3] y abarcan un rango del corrimiento al rojo de 0.11 a 2.225.
La funcién x? a minimizar es

0(y,00) — Oops)?
X2 — ( (y 00)—2 b. ) (328)

3.6.3. Supernovas Tipo la

Las supernovas tipo la resultan ser buenas candelas estandar para medir su brillo y
con ello inferir distancias. E1 modulo de la distancia observada de una supernova esta
dado por [68]

p=mp—M, (3.29)

donde M es la magnitud absoluta y con
mE:mB—l-&Xl—BC-f—AM-i-AB, (3.30)

donde m% es la magnitud aparente corregida de la supernova, X; describe el tiempo
extendido de la curva de luz, C es el color en su brillo maximo, &, 8, Ay, Apy M
son parametros molestos (nuisance parameters), que son parametros de no interés pero
que deben considerarse en el testeo de los pardmetros de interés.

El médulo de la distancia a través de un modelo se calcula como

)]

u(z) = SIOg{ (3.31)
donde Dy (z) es la distancia de luminosidad que ya mostramos y que en nuestro caso
es la determinada en cosmografia. Los datos que usaremos vienen del catdlogo més
completo de supernovas que corresponde al catdlogo Pantheon [69] y contiene un total
de 1048 supernovas, ver Figura|3.3

La funcién x? a minimizar en este caso es

X2 = [Mobs - ,u(y, 90)]T0§11Ie[/‘50bs - ,u(y, @0)]7 (332)
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Figura 3.3: Grafica de los 1048 supernovas del catalogo Panteén, donde se con-

frontan el corrimiento al rojo vs el médulo de la distancia .

donde C’g&, . es la matriz de covarianza de las supernovas. Como se ha mostrado en
varios articulos , no se puede ajustar al pardmetro Hy solamente con datos de Su-
pernovas tipo la debido a que el pardmetro Hy y la magnitud absoluta estdn altamente
degenerados. Para ello necesitamos combinarlo con otros experimentos.

3.6.4. Cefeidas

La colaboracién SHOES ha determinado el valor de Hy de las supernovas,
haciendo uso de Cefeidas que son estrellas que presentan modulaciones periédicas de
luminosidad y que se encuentran en un rango del corrimiento al rojo muy bajo z < 0.01,
el catalogo de Cefeidas es de 70 puntos observados por el telescopio espacial Hubble
(HST) observando la regién del Gran Cumulo de Magallanes, el pardmetro de Hubble
al dia de hoy reportado es HOCPH = 73.04 £+ 1.04km/s/Mpc \| Usando este dato en
conjunto con Pantheon podemos tener un correcto ajuste del parametro Hy para datos
de tiempos tardios. La funcién y? a minimizar es

2 (Hy"™ = Ho)?

X2 = (3.33)

2
ocpH

3.6.5. HOLICOW

HOLICOW es un catdlogo que incluye seis lentes de cuasares y que mide el
valor al dia de hoy de la constante de Hubble. Los lentes gravitacionales fuertes nos
permiten medir distancias a través del tiempo retardado entre las imagenes multiples
de la fuente de la lente. Para una lente a un corrimiento al rojo z4 y una fuente a un
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corrimiento al rojo zs, la distancia del tiempo retardado estd dada por [68]

DD,
Dds ’

Dy = (1 + Zd) (3.34)
donde Dy y D; son la distancia diametro angular a la lente y a la fuente respectivamente
por un observador en tierra, y Dy, es la distancia didmetro angular de la lente a la
fuente. Para medir el tiempo de retardo entre dos iméagenes 7 y j tenemos

Da
Ati; =0, 5) = t(0;, 8) = =" Ay, (3:35)
donde 0; y 0, son la posicién de las imagenes, 8 es la posicién de la fuente, c es la
velocidad de la luz y ¢ es el potencial de Fermat. Una vez conocido el potencial de
Fermat, modelando la distribucién de masa de la lente, y con At medida, es posible
inferir el valor de la distancia de tiempo retardado Da;.

La funcién x? a minimizar en este caso es
2 obs T ~—1 obs
X~ = [DAY — Dat(y, ©0)]" CogrlDAY — Dat(y, ©o)], (3.36)

donde Cgsr es la matriz de covarianza de los cudsares.
Finalmente la funcién x? para el conjunto de datos de tiempo tardio seria

9 2 2 2 2 2
X" = Xcc + XBao T Xsne + XerH + XOSR- (3.37)

Con toda la Cosmoestadistica ya presentada podemos realizar el ajuste de los
pardametros cosmograficos, y analizar los resultados en gravedad f(R).
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Capitulo 4

Resultados

En este Capitulo mostraremos los ajustes de los pardmetros cosmograficos mostra-
dos en el Capitulo 2 usando la estadistica mostrada en el Capitulo 3, la evaluacién de
los criterios de viabilidad en gravedad f(R) mostrados en el Capitulo 1 usando lo mos-
trado en el Capitulo 2 con Cosmografia y si se cumplen las condiciones de viabilidad
los valores de los parametros de los modelos para cada caso.

Para los pardametros cosmograficos logramos convergencia en 4 diferentes conjuntos
de datos, esto significa que en los 4 casos obtuvimos un valor del criterio de Gelman-
Rubin <1.1 para las cadenas de Markov. Los 4 conjuntos de datos fueron Cronémetros
Césmicos (CC)+Pantheon+Cefeidas, CC+Pantheon+BAO Angular+Cefeidas,
CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas y con todos los conjuntos de datos. Los rangos usa-
dos para el ajuste se encuentran en la tabla donde h = Hy/100. Donde estos

Parametro Prior

h [0.6,0.8]
do [—2,2]
Jo [_4’ 4]
So [—30, 30]
lo [—20, 100]

Cuadro 4.1: Priors de los pardmetros cosmograficos

rangos se encontraron partiendo de lo propuesto en [41] y buscando un buen ajuste de
el criterio de Gelman-Rubin para los parametros cosmograficos.

4.1. Cronometros Cosmicos+Pantheon4Cefeidas

Los valores de los parametros cosmograficos obtenidos se pueden observar en la
tabla obtuvimos en este caso un Hy = 72.15 Km/s/Mpc y un valor del parametro
de desaceleracion de gg = —0.7312, un valor elevado comparado al valor estandar que
se usa en proyectos como SHOES con un valor de gy = —0.55.

El valor minimo de la funcién y? fue 1043, el total de datos en este conjunto es de
1080, con 6 pardmetros por ajustar, eso nos da una x? reducida con valor de x2 = 0.971
bastante cercano a 1, por lo cual podemos decir que la estadistica entre los datos y
los parametros cosmograficos fue buena. En la Figura 4.1 se muestran los contornos de
confianza a 1o y 20 obtenidos con este conjunto de datos.

o7



Resultados

Param | best-fit mean4o 95 % lower | 95 % upper
h 0.7218 | 0.7215700595 |  0.7029 0.7404

q —0.7569 | —0.73127042, | —0.9426 | —0.5292
j 3.22 3.08510 %3 1.726 4.519

s 9.897 10.8313° 5.157 16.6

l 17.06 15.7878;3 —3.971 37.83
M -19.3 | —19.3%00% —19.36 —19.24

Cuadro 4.2: Parametros cosmograficos evaluados al tiempo presente para

—1In Lin = 521.553, minimum y? = 1043

Cronémetros Céosmicos, Pantheon y Cefeidas.

\Neoo0eoe

.
.

.

0.691 0.724

Figura 4.1: Gréfica de los contornos de confianza a 1o y 20 de los parametros
cosmograficos para Cronémetros Cosmicos, Pantheon y Cefeidas, en orden de
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arriba a abajo son h,q, j,s,l y M.
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Parametros Cosmograficos

Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper
h 0.7242 | 0.7247700001 | 0.7064 0.7431

q —0.6014 | —0.599700%5 | —0.7638 —0.4423
j 2.68 2.712102 1.595 3.821

s 11.4 11.76%3 4.826 19.34

l 3829 | 2.853193 ~16.01 21.53
M —19.27 | —19.277005% | —19.32 ~19.21

—In Lin = 540.686, minimum y? = 1081

Cuadro 4.3: Parametros cosmograficos evaluados al tiempo presente para
Crondémetros Césmicos, Pantheon, BAO Angular y Cefeidas.

4.2. Crondometros Cosmicos-+Pantheon+BAO+

Cefeidas

Los valores de los pardametros cosmograficos obtenidos se pueden observar en la
tabla obtuvimos en este caso un Hy = 72.47 Km/s/Mpc, un valor un poco mayor
al encontrado en con el conjunto sin BAO y un valor del parametro de desaceleracién
de go = —0.599 que es menor al valor del conjunto sin BAO y maés cercano al valor
estandar de gg = —0.55.

El valor minimo de la funcién x? fue 1081, el total de datos en este conjunto es de
1095, con 6 pardmetros por ajustar, eso nos da una x? reducida con valor de x2 = 0.992
bastante cercano a 1, por lo cual podemos decir que la estadistica entre los datos y los
parametros cosmograficos fue excelente. En la Figura [4.2] se muestran los contornos de
confianza a 1o y 20 obtenidos con este conjunto de datos.

4.3. Cronometros Cosmicos+Pantheon+HOlicow

+Cefeidas

Para estos datos, los valores de los pardmetros cosmogréficos obtenidos se pueden
observar en la tabla obtuvimos en este caso un Hp = 70.57 Km/s/Mpc un valor
menor al encontrado en el conjunto sin HOlicow y un valor del parametro de desace-
leracion de gy = —0.6237 que es menor al valor del conjunto sin HOlicow. Esto indica
que al incluir los datos de HOlicow, los parametros disminuyen a valores de datos de
tiempos tempranos.

El valor minimo de la funcién x? fue 1155, el total de datos en este conjunto es de
1086, con 6 pardmetros por ajustar, eso nos da una x? reducida con valor de x2 = 1.069
bastante cercano a 1, pero a diferencia de los casos anteriores parece que la inclusién de
HOlicow tiende a sobreestimar los errores. En la Figura [4.3] se muestran los contornos
de confianza a 1o y 20 obtenidos con este conjunto de datos.

4.4. Crondmetros Cosmicos-+Pantheon+HOlicow

+BAO+Cefeidas (Todos los Datos)

Usando todos los datos, los valores de los pardmetros cosmograficos obtenidos se
pueden observar en la tabla[4.5], obtuvimos en este caso un Hy = 70.53 Km/s/Mpc, un
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Figura 4.2: Grafica de los contornos de confianza a 1o y 20 de los parametros
cosmograficos para Cronémetros Césmicos, Pantheon, BAO Angular y Cefeidas,

0.725 0.759-0.91

-0.647

-0.38 248 2.2

en orden de arriba a abajo son h,q, 7, s,l y M.

349 -194 193 -19.2

M

Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper
h 0.7083 | 0.7057 0005 |  0.6888 0.7227

q —0.681 | —0.6237003 | —0.8522 | —0.4191
j 1.036 | 0.3672711 —1.675 2.475

s 1.041 | —1.692%%3 —17.07 10.79

l 15.92 26.4617' 2.649 61.03
M —19.35 | —19.3579:027 —19.4 ~19.3

Cuadro 4.4: Parametros cosmograficos evaluados al tiempo presente para

—In Lyin = 577.301, minimum y? = 1155

Cronometros Césmicos, Pantheon, HOlicow y Cefeidas.
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Figura 4.3: Grafica de los contornos de confianza a 1o y 20 de los parametros
cosmograficos para Cronémetros Coésmicos, Pantheon, HOlicow y Cefeidas, en
orden de arriba a abajo son h,q, j,s,l y M.

valor menor a todos los casos anteriores y un valor del parametro de desaceleracion de
go = —0.4707 que es mayor a todos los casos anteriores. Como mencionamos en el caso
anterior, todo indica que al incluir los datos de HOlicow, los parametros disminuyen a
valores similares a los ajustes de datos de tiempos tempranos y junto con BAO, aunque
no hubo mucho cambio en la constante de Hubble, el parametro de desaceleracion si se
vio més afectado.

El valor minimo de la funcién x? fue 1199, el total de datos en este conjunto es de
1101, con 6 pardmetros por ajustar, eso nos da una x? reducida con valor de x2 = 1.094
empezandose a alejar de 1, refiriéndonos al caso anterior con la inclusién de HOlicow
que aumenté el valor de la x2 todo indica que, con ademaés la inclusién de BAO, esto
aumenta un poco mas. En la Figura se muestran los contornos de confianza a 1o y
20 obtenidos con este conjunto de datos.

4.5. Cosmografia y Condiciones de Viabilidad

Usando los resultados de los pardmetros cosmograficos mostrados anteriormente
y haciendo uso de las ecuaciones ([2.9642.99) podemos verificar que se cumplen las
condiciones de viabilidad (i) y (ii) presentadas en el Capitulo 1, para la condicién (i) y
para que cumpla las pruebas a nivel sistema solar existe una restriccion a los valores de
f'(Rg), usaremos el valor que propusimos a través de la constante gravitacional que es
|f'(Ro) — 1| < 2.2 x 1075. Para la condicién (ii) debemos ver que se obtenga f”(Ro) =
f2 > 0 si esto no se cumple no usaremos esos resultados para ajustar los parametros de
los modelos viables de gravedad modificada. En las ecuaciones tenemos
como parametro libre €,,9, por lo que usaremos 2 valores de (),,0 presentados en
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Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper
h 0.7056 | 0.7053000% |  0.6899 0.7206

q —0.4839 | —0.47071005° | —0.6562 | —0.2892
j 0.09917 | 0.145470% —1.222 1.575

s 2.201 31182 ~10.55 16.34

l 18.97 17.19113 —12.19 50.08
M —19.33 | —19.3370033 | —19.37 —19.28

—InLyin = 599.671, minimum y? = 1199

Cuadro 4.5: Parametros cosmograficos evaluados al tiempo presente para
Crondémetros Césmicos, Pantheon, HOlicow, BAO Angular y Cefeidas.
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Figura 4.4: Grafica de los contornos de confianza a 1o y 20 de los parametros

cosmograficos para Cronémetros Cosmicos, Pantheon, HOlicow, BAO Angular y
Cefeidas, en orden de arriba a abajo son h,q, j,s,l y M.
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Param | best-fit meanto 95 % lower | 95 % upper
fa —0.001377 | —0.000918275:007% | —0.004841 | 0.002589
fo 6.26 6.07610 5 4.709 7.52
Wej f —1.136 — L1110 ~1.276 —0.9484

Cuadro 4.6: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la con-
dicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 107° y Q,,0 = 0.27 y derivados usando los pardmetros
cosmograficos por datos de CC+Pantheon+Cefeidas.

8.96

«26.82 \

4.68

-0.902

Wef f

-1.36

-0.024 0 0.024 4.68 6.82 8.96 -1.36 -1.13 -0.902

f2 fo Weff

Figura 4.5: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario
con la condicién |f'(Ry) — 1] < 2 x 107 y Q,,0 = 0.27 y derivados usando los
parametros cosmograficos por datos de CC+Pantheon+Cefeidas, en orden de
arriba a abajo son f”(Rp), f"(Ro), f(Ro) ¥ Weys-

otros experimentos, {2,,0 = 0.315, que proviene de los resultados de Planck 2018 [9], y
Qo = 0.27 antiguo valor usado de los resultados de WMAP 5-year [72], para analizar
el comportamiento de las derivadas y también de la constante weys evaluada al tiempo
presente que viene de la ecuacion mostrada en el Capitulo 1.

4.5.1. CC+Pantheon+Cefeidas
|F/(Ry) — 1] <2.2x 1075 y Q0 = 0.27

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla[4.6] son valores
adimensionales. Como podemos ver f”(Ry) < 0y por lo tanto la condicién (ii) no se
cumple. El valor de w.ry < —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido
fantasma.

|f/<Ro) — 1| <22x107° y Q0 = 0.315

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla[4.7] son valores
adimensionales. Como podemos ver f”(Ry) < 0y por lo tanto la condicién (ii) no se
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Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper
f2 —0.003873 | —0.00333370005° | —0.008222 | 0.001499
fo 6.707 6.51375:57 4.988 8.137
Wef —1.205 —1.17970:0%3 —~1.35 —1.009

Cuadro 4.7: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la condi-
cién |f'(Ry) — 1| < 2 x 107° y Qo = 0.315 y derivados usando los pardmetros
cosmograficos por datos de CC+Pantheon+Cefeidas.

9.73

«27.39 \

5.05

-0.96

Weff

144

-0.024 0 0.024 5.05 7.39

f fo

9.73 -1.44 -1.2 -0.96

Weff

Figura 4.6: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario
con la condicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 107° y Q,,,0 = 0.315 y derivados usando los
pardmetros cosmograficos por datos de CC+Pantheon+Cefeidas, en orden de
arriba a abajo son f”(Ry), f"(Ro), f(Ro) ¥ Weff-

cumple. El valor de wefy < —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido
fantasma.

4.5.2. CC+Pantheon+BAOQO+4Cefeidas
1F/(Ry) — 1] <22 x107° y Q0 = 0.27

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla son
valores adimensionales. Como podemos ver f”(Ry) > 0y por lo tanto la condicién (ii)
se cumple. El valor de w.rs ~ —1 por lo tanto nos da el comportamiento aproximado
de una constante cosmolégica.

|f/(R0) — 1| <22x107° y Qo = 0.315

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla[4.9] son valores
adimensionales. Como podemos ver f”(Rg) < 0 y por lo tanto la condicién (ii) no se
cumple. El valor de wery < —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido
fantasma.
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Param | best-fit meando 95 % lower | 95 % upper
f 0.001227 | 0.001478%00015 | —0.001319 | 0.004193
fo 5.172 51487022 4.205 6.163
We g —1.006 | —1.001100%% —1.14 —0.868

Cuadro 4.8: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la con-
dicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 1075 y Q,,0 = 0.27 y derivados usando los pardmetros
cosmograficos por datos de CC+Pantheon+BAO+Cefeidas.

723

-1.23

-1.02 -0.801

Weff

-0.024 0 0.024 3.97 5.6 7.23 -1.23

fo fo

Figura 4.7: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario
con la condicién |f'(Ry) — 1| < 2 x 107° y Q,,0 = 0.27 y derivados usando los
pardmetros cosmograficos por datos de CC+Pantheon+BAO+Cefeidas, en orden
de arriba a abajo son f”(Ry), f"(Ro), f(Ro) ¥ Weff-

Param best-fit meanto 95 % lower | 95% upper
f —0.0005919 | —0.0004527000% | —0.003891 | 0.002855
fo 5.526 5.513%0¢S 4.486 6.639
We g —1.069 —1.064 1557 —1.208 —0.9245

Cuadro 4.9: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la condi-
ciéon |f'(Ry) — 1] < 2 x 107° y Q,,0 = 0.315 y derivados usando los pardmetros

cosmograficos por datos de CC+Pantheon+BAO+Cefeidas.
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1

7.93

«26.13

4.32

-0.852

-1.08

Weff

-13

-0.024 0 0.024 4.32 6.13 793 -13 -1.08 -0.852
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Figura 4.8: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario
con la condicién |f/(Ry) — 1] < 2 x 107 y Q0 = 0.315 y derivados usando los
parametros cosmograficos por datos de CC+Pantheon+BAO+Cefeidas, en orden
de arriba a abajo son f”(Ry), f"(Ro), f(Ro) ¥ Wesy-

Param | best-fit meanto 95 % lower | 95 % upper
fo —0.006511 | 0.002841900% | —0.01217 | 0.01559
fo 5.639 5.6447063 4.503 6.928
Weyy ~1.053 | —1.007+39% ~1.16 —0.8446

Cuadro 4.10: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la con-
dicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 1075 y Q0 = 0.27 y derivados usando los pardmetros
cosmograficos por datos de CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas.

4.5.3. CC+Pantheon-+HO0licow+Cefeidas
|//(Ro) — 1] < 2.2 x 1075 y Qo = 0.27

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla son valores
adimensionales. Como podemos ver f”(Rp) > 0 en el valor promedio pero negativo en
el mejor valor encontrado, por lo tanto la condicién (ii) se cumple en el valor promedio.
El valor de wery < —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido fantasma.

|fI(R0) — 1| <22x107° y Qo = 0.315

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla[4.11] son valores
adimensionales. Como podemos ver f”(Rg) > 0 en el valor promedio pero negativo en
el mejor valor, por lo tanto la condicién (ii) se cumple para el valor promedio. El valor
de wefp < —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido fantasma.
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Figura 4.9: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario
con la condicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 107° y Q0 = 0.27 y derivados usando
los pardametros cosmograficos por datos de CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas,
en orden de arriba a abajo son f”(Ry), f"(Ro), f(Ro) ¥ Wesy-

-1.24

8.86 -1.24 -0.883 -0.532

Weff

Param | best-fit meanto 95 % lower | 95 % upper
fo —0.01152 | 0.00244315953, | —0.01889 | 0.01998
fo 5.858 5.996"0- 4.705 7.398
Weys ~1.1 —1.06519 0% —1.227 —0.9002

Cuadro 4.11: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la con-
dicién |f'(Ro) — 1| <2 x 107° y Q,,0 = 0.315 y derivados usando los pardmetros

cosmograficos por datos de CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas.
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Figura 4.10: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario
con la condicién |f'(Rg) — 1| < 2 X 107° y Q,,0 = 0.315 y derivados usando
los parametros cosmograficos por datos de CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas,
en orden de arriba a abajo son f”(Ry), f"(Ro), f(Ro) ¥ wery-

Param | best-fit mean—+o 95 % lower | 95 % upper
fo 0.008157 | 0.006176700013 | —0.001638 | 0.01511
fo 4.94 4.8261053 3.903 5.653
wepr | —0.8994 | —0.8844700% | —1.046 —0.7263

Cuadro 4.12: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la con-
dicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 1075 y Q0 = 0.27 y derivados usando los pardmetros
cosmograficos por datos de CC+Pantheon+BAO+HO0licow+Cefeidas.

4.5.4. Todos los datos
|//(Ro) — 1] < 2.2 x 1075 y Qo = 0.27

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla son
valores adimensionales. Como podemos ver f”(Ry) > 0y por lo tanto la condicién (ii)
se cumple. El valor de wefs > —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido
quintaesencia.

|fI(R0) — 1| <22x107° y Qo = 0.315

Los valores de las derivadas para este caso se pueden ver en la Tabla son
valores adimensionales. Como podemos ver f”(Ry) > 0y por lo tanto la condicién (ii)
se cumple. El valor de wery > —1 por lo tanto nos da el comportamiento de un fluido
quintaesencia.
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Parametros de los modelos viables

6.48

2492

335

-0.507

Wef f

-0.798

-1.09

-0.024 0 0.024 3.35 4.92 6.48 -1.09 -0.798 -0.507

fo fo Weff

Figura 4.11: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo
f(R) arbitrario con la condicion |f'(Ry) — 1] < 2 x 107° y Q0 =
0.27 y derivados usando los pardmetros cosmograficos por datos de
CC+Pantheon+BAO+HO0licow+Cefeidas, en orden de arriba a abajo son

f"(Ro), f"(Ro), f(Ro) ¥y Wess-

Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper
fa 0.005749 | 0.0053891390%% | —0.004629 | 0.01694
fo 5.087 5.0821023 4.103 6.053
wepp | —0.9579 | —0.940670952 | —1.102 —0.776

Cuadro 4.13: Valores de las derivadas de un modelo f(R) arbitrario con la con-
dicién |f'(Ro) — 1| <2 x 107° y Q0 = 0.315 y derivados usando los pardmetros
cosmograficos por datos de CC+Pantheon+BAO-+HOlicow+Cefeidas.
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7.04

53

fo

3.55

-0.539

Weff

-1.14

-0.024 0 0.024 3.55 53 7.04 -1.14 -0.84 -0.539
e fo Weff

Figura 4.12: Contornos de confianza de las derivadas de un modelo
f(R) arbitrario con la condicién |f'(Rg) — 1] < 2 x 107° y Quo =
0.315 y derivados wusando los parametros cosmograficos por datos de
CC+Pantheon+BAO+HO0licow+Cefeidas, en orden de arriba a abajo son

f"(Ro), [ (Ro), f(Ro) ¥ wegs-

4.6. Parametros de los modelos viables

En la seccién anterior se mostraron que valores de f(Ry), f"”(Ro), [ (Ro) ¥ werf se
obtuvieron con los diferentes valores obtenidos de los parametros cosmograficos, vimos
que para 2,0 = 0.27 los conjuntos de datos que cumplieron la condicién (ii) de viabili-
dad tanto en su valor promedio como en su mejor valor fueron CC+Pantheon+BAO-+
Cefeidas y Todos los datos juntos y en el caso de €,,0 = 0.315 los conjuntos de datos
que cumplieron la condicién (ii) de viabilidad tanto en su mejor valor como en su valor
promedio solo el conjunto de Todos los datos. Por lo tanto, solo consideraremos esos
casos para el ajuste de los parametros de los modelos viables.

Para cada modelo fijamos el valor de Rs; y R, para cumplir con la escala carac-
teristica del universo y satisfacer la condicién (iii), ya que usando el despeje para R
y R el valor no es cosmoldgicamente viable pero es entendible ya que este valor esta
construido para satisfacer esa condicién en cada modelo, entonces para el modelo ex-
ponencial usaremos Rs = 2.5HZ utilizado en [1], para el modelo de Starobinsky la
definicién para R. = 6Q0HZ en [5], y para el modelo de Hu-Sawicki usaremos que

7= %QA(? en [6] y por la definicién que usamos @ = aR.™™ y b = bR;™ al despejar
tenemos que R, = ?Qmo%.
AO

Para los modelos de Starobinsky analizamos los casos populares en la literatura de
n =1y n =4, en el caso de Hu-Sawicki solamente para n = 1.

4.6.1. Gravedad Exponencial
CC+Pantheon+BAO-+Cefeidas y €2, = 0.27

Los mejores valores de las constantes son Ry = 2.497 y b = 1.78. El valor de b en
este caso es b > 1 y por lo tanto la condicién para el modelo de gravedad exponencial
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Parametros de los modelos viables

Param | best-fit | meando | 95 % lower | 95 % upper
Rs 2.497 | 250170088 | 2.375 2.629

b 1.78 | 178370005 | 1.657 1.922

Cuadro 4.14: Valores de las constantes del modelo de gravedad exponencial con
CC+Pantheon +HO0licow+Cefeidas y €2,,0 = 0.27

2.34

1.39 j

2.28 2.51 2.75 1.39 1.86 2.34
Rs b

Figura 4.13: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo
de gravedad exponencial con todos los datos y €2,,0 = 0.27, en orden de arriba a
abajo son R,y b.

se cumple.

Todos los datos y (2,0 = 0.27

Los mejores valores de las constantes son Rs = 2.502 y b = 1.605. El valor de b en
este caso es b > 1 y por lo tanto la condicién para el modelo de gravedad exponencial
se cumple.

Todos los datos y (2,0 = 0.315

Los mejores valores de las constantes son Ry = 2.502 y b = 1.54. El valor de b en
este caso es b > 1 y por lo tanto la condiciéon para el modelo de gravedad exponencial
se cumple.

Param | best-fit | meanto | 95 % lower | 95 % upper
Rs 2.502 | 2.5700% 2.392 2.609

b 1.605 | 1.6157005%s | 1.349 1.828

Cuadro 4.15: Valores de las constantes del modelo de gravedad exponencial con
todos los datos y §2,,0 = 0.27
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Resultados

2.16
= 17
1.24
2.32 2.51 271 1.24 17 2.16
b

Rs

Figura 4.14: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo
de gravedad exponencial con todos los datos y €2,,,0 = 0.27, en orden de arriba a

abajo son R,y b.

Param | best-fit | meando | 95 % lower | 95 % upper
Rs 2.502 | 2.510:9% 2.392 2.609
b 1.54 | 1.511708% 1.244 1.723

Cuadro 4.16: Valores de las constantes del modelo de gravedad exponencial con

todos los datos y €2,,,0 = 0.315

1.93

= 141

0.889 \

2.32 2.51 2.71 0.889 141
b

Rs

1.93

Figura 4.15: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo
de gravedad exponencial con todos los datos y €2,,,0 = 0.315, en orden de arriba

a abajo son R, y b.
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Parametros de los modelos viables

Param | best-fit | meando | 95 % lower | 95 % upper
n=1

Re 4.375 | 4.3817511 4.161 4.605

A 1.014 | 1.0167553* | 0.9397 1.089
n=4

Re 4.375 | 4.3817511 4.161 4.605

A 1.014 | 1.0157553* | 0.9396 1.089

Cuadro 4.17: Valores de las constantes del modelo de Starobinsky con n=1 y
n=4, con CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas y £2,,0 = 0.27

131 131

0.762 0.762

3.99 4.4 4.81 0.762 1.04 1.31 3.99 4.4 4.81 0.762 1.04 1.31
Re A Re A

Figura 4.16: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo de
Starobinsky con n=1 (Izquierda) y n=4 (Derecha), con CC+Pantheon-+HOlicow
+Cefeidas y €2,,,0 = 0.27, en orden de arriba a abajo son R. y .

4.6.2. Modelo de Starobinsky
CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas y (2,,0 = 0.27

Los mejores valores de las constantes para n=1 son R, =4.375 y A = 1.014 y para
n=4 son R. = 4.375y A = 1.014. El valor de A en ambos casos es positivo por lo cual el
modelo de Starobinsky se comporta correctamente. Podemos ver que no hay diferencia
entre los casos n=1 y n=4.

Todos los datos y 2,0 = 0.27

Los mejores valores de las constantes para n=1 son R, = 4.383 y A = 0.9045 y para
n=4 son R, = 4.383 y A = 0.9043. El valor de A en ambos casos es positivo por lo cual
el modelo de Starobinsky se comporta correctamente. Podemos ver que la diferencia es
minima entre los casos n=1 y n=4.

Todos los datos y 2,0 = 0.315

Los mejores valores de las constantes para n=1 son R, = 4.113 y A = 0.9281 y para
n=4 son R. =4.113 y A = 0.9280. El valor de A en ambos casos es positivo por lo cual
el modelo de Starobinsky se comporta correctamente. Podemos ver que la diferencia es
minima entre los casos n=1 y n=4.
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Resultados

Param | best-fit | meanto | 95% lower | 95 % upper
n=1

Re 4.383 | 4.387007 4.19 4.571

A 0.9045 | 0.91327573,, | 0.752 1.042
n=4

Re 4.383 | 4.387007 4.19 4.571

A 0.9043 | 0.913175¢,, | 0.7519 1.042

Cuadro 4.18: Valores de las constantes del modelo de Starobinsky con n=1 y
n=4, con todos los datos y £2,,0 = 0.27

121

~ 0.927

0.644

4.07 4.41

Re

4.75 0.644

0.927
A

121

121

~ 0.927

0.644

®

4.07 4.41

Re

4.75 0.644 0.927

A

121

Figura 4.17: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo de
Starobinsky con n=1 (Naranja) y n=4 (Azul), con todos los datos y Q2,0 = 0.27,
en orden de arriba a abajo son R,y .

Param | best-fit | mean®o | 95% lower | 95 % upper
n=1

Re 4113 | 4.1175:991 3.932 4.289

A 0.9281 | 0.910870%6 | 0.7359 1.05
n=4

Re 4113 | 4.1175:991 3.932 4.289

A 0.928 | 0.9107%0% | 0.7358 1.05

Cuadro 4.19: Valores de las constantes del modelo de Starobinsky con n=1 y
n=4, con todos los datos y €2,,0 = 0.315
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Parametros de los modelos viables

115 115

®

4.13 4.45 0.451 0.801
Re A

~< 0.801 ~ 0.801

0.451 0.451

3.82 413 4.45 0.451 0.801

Re A

1.15 3.82 1.15

Figura 4.18: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo de
Starobinsky con n=1 (Naranja) y n=4 (Azul), con todos los datos y §2,,0 = 0.315,
en orden de arriba a abajo son R,y A.

Param | best-fit meanto 95 % lower | 95 % upper

Rc 0.2735 0.274175:005% 0.262 0.2862
0.003304 | 0.003317000015 | 0.002984 | 0.003646

b 0.0002037 | 0.000204571,"°2° | 0.0001839 | 0.0002248

Cuadro 4.20: Valores de las constantes del modelo de Hu-Sawicki con n=1,
CC+Pantheon+ HOlicow+Cefeidas y €2,,0 = 0.27

4.6.3. Modelo de Hu-Sawicki

CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas y 2,,0 = 0.27

Los mejores valores de las constantes para n=1 son R, = 0.2735, a = 3.304x 1073 y
b = 2.037 x 10~%. Los valores de a y b son positivos por lo cual el modelo de Hu-Sawicki
se comporta correctamente.

Todos los datos y 2,0 = 0.27

Los mejores valores de las constantes para n=1 son R, = 0.2444, a = 6.812x 107 y
b =4.146 x 107°. Los valores de a y b son positivos por lo cual el modelo de Hu-Sawicki
se comporta correctamente.

Param best-fit meanto 95 % lower | 95 % upper

Re 0.2444 0.24657 5 0:° 0.204 0.2783
0.0006725 | 0.000681273%.%; | 0.000596 | 0.0007678

b 4.146e — 05 | 4.199e — 05722708 | 3.674e — 05 | 4.733e — 05

Cuadro 4.21: Valores de las constantes del modelo de Hu-Sawicki con n=1, con
todos los datos y §2,,0 = 0.27
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Resultados

)

0.00388

S 0.00335

0.00281

0.000239

= (.000206

0.000173

0.209 0.284 0.359.00281  0.00335  0.0038%00173 0.000206 0.000239
Re a b

Figura 4.19: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo
de Hu-Sawicki con n=1, con CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas y €2,,0 = 0.27, en
orden de arriba a abajo son R.,a y b.

0.000967

< 0.000772

0.000576

5.96e-05

= 4.76e-05

3.55e-05

0.171 0.247 0.328.000576  0.000772 0.0009%6B5e-05 4.76e-05 5.96e-05
Re a b

Figura 4.20: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo
de Hu-Sawicki con n=1, con todos los datos y €2,,0 = 0.27, en orden de arriba a
abajo son R.,a y b.
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Parametros de los modelos viables

Param best-fit meanto 95 % lower | 95 % upper

Re 0.2925 0.28681 0 0% 0.2307 0.324
0.0007401 | 0.0007496121¢=02 | 0.0006559 | 0.000845

b 5.672e — 05 | 5.745¢ — 05735500 | 5.027e — 05 | 6.476e — 05

Cuadro 4.22: Valores de las constantes del modelo de Hu-Sawicki con n=1, con
todos los datos y €2,,,0 = 0.315

0.00106
< 0.000849 @
0.000634
8.16e-05
= 6.51e-05 @ /
4.86e-05
0.14 0.249 0.358.000634 0.000840  0.0018636e-05 6.51e-05 8.16e-05
Re a b

Figura 4.21: Contornos de confianza de los valores de las constantes del modelo
de Hu-Sawicki con n=1, con todos los datos y €2,,0 = 0.315, en orden de arriba a
abajo son R.,a y b.

Todos los datos y €2, = 0.315

Los mejores valores de las constantes para n=1 son R, = 0.2925, a = 7.401 x 10~ y
b= 5.672x 107°. Los valores de a y b son positivos por lo cual el modelo de Hu-Sawicki
se comporta correctamente.

4.6.4. El Criterio de Informacién Bayesiano y el Modelo
Estandar

Como se explicé en el Capitulo 3, el criterio de informacién bayesiano se utiliza
para comparar modelos. En este caso compararemos el modelo estandar cosmolégico
contra el modelo cosmografico que utilizamos. En el caso de los parametros, el modelo
estandar utiliza 2+1 pardmetros (Hop, Qmo y M) y el modelo cosmogréfico utiliza 5+1
pardametros (Ho, qo, jo, S0,lo y M). En la tabla se muestran los resultados del
ajuste del modelo estandar usando los mismo conjuntos de datos usados en el modelo
cosmografico. En la tabla se coloca el valor del ABIC para cada conjunto de
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Resultados

CC+Pantheon+Cefeidas
Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper
h 0.7206 | 0.7206"5 0093 |  0.7023 0.7388
Q 0.2845 | 0.28471051% | 0.2496 0.3203
M —19.29 | —19.2970055 | —19.35 —19.24

CC+Pantheon+BAO+Cefeidas
Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper

h 0.729 | 0.7288%0hss | 0.7117 0.7461
O, 0.2546 | 0.2548%0013 |  0.2298 0.2803
M —19.28 | —19.28%00%0 | —19.34 —19.23

CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas
Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95 % upper

h 0.7243 | 0.724755083 | 0.7075 0.7406
O 0.2816 | 0.282713%1% | 0.2479 0.3181
M —19.28 | —19.28%0:055 | —19.33 —19.24

Todos los conjuntos de datos

Param | best-fit mean+o 95 % lower | 95% upper

h 0.7304 | 0.73061000s | 0.7149 0.7463
Qe 0.2537 | 0.2544%0013 | 0.2297 0.2795
M —19.28 | —19.28%0051 | —19.33 —19.23

Cuadro 4.23: Resultados del ajuste de parametros del modelo estandar.

datos. Como podemos ver en la tabla, el andlisis BIC favorece al modelo estandar y
usando el factor de Bayes nos indica que tiene una evidencia demasiado fuerte contra
el modelo cosmografico, pero esto se debe a que este ultimo utiliza méas parametros
para el ajuste.

78



Parametros de los modelos viables

CC+Pantheon+Cefeidas
Modelo K N [ X | X2 BIC | ABIC
Cosmografico | 54+1 | 1080 | 1043 | 0.9711 | 1084.90 | +19.95
ACDM 241 | 1080 | 1044 | 0.9693 | 1064.95 0.0
CC+Pantheon+BAO+Cefeidas
Modelo K N [ X | X2 BIC | ABIC
Cosmografico | 5+1 | 1095 | 1081 | 0.992 | 1122.99 | +36.99
ACDM 241 | 1095 | 1065 | 0.9752 | 1085.99 0.0
CC+Pantheon+HOlicow+Cefeidas
Modelo K N [ X | X2 BIC ABIC
Cosmografico | 5+1 | 1086 | 1155 | 1.069 | 1196.24 | +51.97
ACDM 241 | 1086 | 1124 | 1.037 | 1144.97 0.0
Todos los conjuntos de datos
Modelo K N [ X | X2 BIC | ABIC
Cosmografico | 5+1 | 1101 | 1199 | 1.094 | 1241.02 | +76.01
ACDM 241 | 1101 | 1144 | 1.041 | 1165.01 0.0

Cuadro 4.24: Resultados del BIC para ambos modelos.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudiaron modelos de gravedad modificada a través
de la Cosmografia, los cuales se ajustaron usando datos observacionales actuales. En
el Capitulo 1, se hizo una introduccién a la Cosmologia estandar y los problemas que
sufre esta ciencia actualmente, luego se estudié una teoria que modifica la gravedad en
RG y que intenta resolver los problemas en Cosmologia Estandar, esta fue la Teoria
de gravedad f(R), se calcularon las ecuaciones de campo en esta teoria de gravedad
modificada y también las ecuaciones de evolucién del universo en dicha teoria, luego se
calcularon las condiciones que debe de cumplir la Teoria de gravedad f(R) para pasar
las pruebas actuales a nivel sistema solar, finalmente se presentaron los modelos de gra-
vedad atn viables en gravedad f(R). En el Capitulo 2, se estudié a la Cosmografia que
es un area de la Cosmologia que estudia el universo desde su punto de vista cinemético
sin la necesidad de un modelo de fondo, se presenté como se calculan distancias en Cos-
mografia y la necesidad del cambio de variable en Cosmografia para poder analizar en
plenitud todos los datos observacionales de tiempo tardio, finalmente se mostré como
relacionar a la Cosmografia con los modelos viables en gravedad f(R) para su analisis.
En el Capitulo 3, se presentaron las herramientas estadisticas necesarias para efectuar
el estudio de cada uno de los modelos presentados y también los datos observacionales
de tiempo tardio que se utilizaron en este trabajo.

En el Capitulo 4 se presentaron todos los resultados obtenidos, en el caso de los
pardametros cosmogréficos se presentaron solo los obtenidos a través de la variable del
corrimiento al rojo yo = arctan(z) ya que con esta variable los ajustes que se obtuvieron
proporcionaban valores del criterio de Gelman-Rubin menores a 1.1 que con la variable
71 no se obtenia en varios casos o que el valor de 20 no se podia encontrar con y; pero
si con ya. Los resultados podemos numerarlos de la siguiente manera:

1. Los resultados de los pardametros cosmograficos Hy y qo dieron resultados intere-
santes cuando incluimos los datos observacionales de los cuasares con HOlicow,
ya que sin ellos el valor de Hy es cercano al prior dado por Cefeidas, mientras
que usando HOlicow sin BAO el valor del parametro de desaceleracién disminuye
a diferencia que cuando se usa BAO junto con CC+Pantheon+Cefeidas, pero
cuando se integra tanto BAO+HOlicow el valor de Hy disminuye y gp aumenta,
esto puede deberse a que en Cosmografia al no usar un modelo de fondo todo
el peso de los modelos de fondo tanto en BAO (Horizonte del sonido) y HOlicow
(Potencial de Fermat) recaen en los primeros dos parametros cosmograficos, esta
dependencia del modelo de fondo se ha empezado a considerar en [10] para BAO
y en [73] para HOlicow, donde en este ultimo se muestra que, dependiendo la
consideracion del perfil de masa de la lente, el valor de Hy puede ser menor a 70
km/s/Mpc por lo cual podemos pensar que eso estd ocurriendo en este caso.

2. En el aspecto estadistico de los parametros cosmograficos el conjunto de datos que
mejor se ajusté segtin el criterio de la x? reducida fue CC+Pantheon+BAO+Cefeidas,
notamos que al incluir los datos observacionales de cuésares el valor de la y? re-
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ducida pasé de menor a 1 a mayor a 1, esto puede significar que la estadistica de
HOlicow en Cosmografia no logra ajustarse correctamente con la estadistica de
los demas datos o el modelo en cosmografia al no tener un perfil de materia no
es compatible correctamente o simplemente los errores de los datos observacio-
nales estan sobre-estimados, serd interesante analizar mas a fondo este aspecto
estadistico de HOlicow con modelos independientes de perfiles de materia en un
futuro.

3. En los resultados estadisticos de los valores de las derivadas de las teorias f(R)
derivados a través de los parametros cosmograficos podemos decir que debido a
la amplia variedad de valores que toman los parametros cosmograficos existen
casos donde encontramos divergencias al momento de derivar los valores, por lo
cual tuvimos que recorrer los valores para evitar ese problema, pero podemos
asegurar que la diferencia del valor promedio y el mejor valor no se vio reducido
a mas del 0.1 %.

4. Usando los mejores valores y los valores promedios de los derivados vimos que las
condiciones de los modelos f(R) se cumplen para 3 conjuntos, que es en el caso
Qo = 0.27 para CC+Pantheon+BAO—+Cefeidas y para el conjunto con todos los
datos y para el caso €2,,0 = 0.315 con todos los datos, notamos que existe entonces
una relacién entre go y f”(Rp) > 0 con Q,,0, esto tltimo lo sugerimos a partir

de la relacién cosmogréfica en el modelo estandar donde gp = —1 + (3/2)Qmo0,
entonces para 2,0 = 0.27 el valor es gy = —0.595 y para €2,,0 = 0.315 el valor es
qo = —0.5275, entonces vemos que en el caso de 2,0 = 0.315 el tnico conjunto

de datos con valor mayor a -0.5275 es el conjunto con todos los datos y en el
caso de Q0 = 0.27 el conjunto con todos los datos tiene un valor gy mayor
a -0.595 y el conjunto con CC+Pantheon+BAQO+Cefeidas es aproximadamente
igual tanto el valor promedio asi como su mejor valor son un poco menores
pero dan un f”(Ry) > 0, por lo ultimo consideramos que la condicién (ii) de
viabilidad para gravedad f(R) estd relacionada con gy y 0, pero esto podria
analizarse mas a fondo en el futuro. Con respecto a wers y lo anterior, vemos
que por ello el conjunto de CC+Pantheon+BAO+Cefeidas reportan un valor de
constante cosmoldgica, mientras que con todos los datos cae en una region de
quintaesencia.

5. En el caso de los valores obtenidos para los modelos viables, los mejores valores
no dieron ningun valor fuera de lugar, en el caso del modelo exponencial nece-
sitdbamos b > 1, comparado con lo reportado en [1] ellos usaron R, = 2.5Hg y
b = 2 para el andlisis numérico, en nuestro caso el ajuste dice que solo es nece-
sario b > 1.54 para pasar las pruebas a nivel sistema solar. Para el modelo de
Starobinsky obtuvimos algo similar al modelo exponencial con los resultados al
compararlos con [1], los valores R, y A se parecen ya que en este caso no fijamos
el valor R. como en [1] sino que usamos el valor dado en el articulo de Staro-
binsky [b]. Por tltimo, el modelo Hu-Sawicki es el modelo cuyos valores no se
asemejan a los propuestos en [1] que utilizaron, pero esto ultimo es claro ya que
igualmente no fijamos los valores sino que usamos la definicién de la curvatura
caracteristica dada en el articulo de Hu-Sawicki [6], por lo tanto aunque no se
parezcan, cumplen para satisfacer pruebas a nivel sistema solar, lo que faltaria
seria ver si cumplen en épocas tempranas del universo, lo que si se nota es que
lo obtenido se comporta correctamente ya que al aumentar el valor de n tanto
a y b deben disminuir para mantener un comportamiento ACDM en el régimen
R> Ry.
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6. Con respecto al BIC era de esperarse que con el uso de mas parametros se
veria afectado el modelo cosmografico en esta prueba, declarando como ganador
todavia al modelo estdndar. Ain asi hay que referirnos a la chi reducida reportada
en el conjunto de CC+Pantheon+BAO—+Cefeidas donde es casi la unidad, ya que
como vimos la inclusion de HOlicow debe ser mejor estudiada para su inclusion
en Cosmografia.

Podemos concluir que los valores de los parametros de los modelos obtenidos por cons-
truccion y seleccién cumplen pruebas a nivel sistema solar, simplemente como en el
caso del modelo de Hu-Sawicki, como mencionamos, seria necesario analizar los resul-
tados en tiempos tempranos del Universo donde habran mas restricciones para aceptar
o descartar dichos resultados.

Como comentario final, en la propuesta inicial de trabajo de tesis se mencioné que
se analizarfan modelos de gravedad modificada f(R,T’) a la par con los f(R), estos
modelos f(R,T) los descartamos al estudiar los modelos posibles que nos dieran un
universo donde el tensor de energia-momento se conserva, considerandolos cosmolégi-
camente inviables para un modelo general del universo, para méas explicacién ver el

Apéndice B.
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Distancias Cosmograficas para la
variable y;

Las distancias cosmograficas en términos de y; son

H(y1) = Hy <1 + Ay + Agy? + Asys + Ayt + 0(2’5)>, (4.1)
donde

Al =1 + q0, (42)
1 .

Ay = 5( + 290 + jo — @3), (4.3)
1 . 4

A = 2(6+06g — 33 + 3¢5 — 4q0jo + 30 — 50), (4.4)
1 .

A = (244 24g0 — 1245 + 1245 — 15g5 — 16g050 (4.5)

—|—25q§j0 + 7qoso + 12jg — 4]3 —4sp + lo),

la distancia de luminosidad es

donde

B1
B
B3

By

1

Dr(y1) = T (yl + Biy} + Boyd + Bayi + B4y§’> : (4.6)
1

= 5(3 —qo), (4.7)
1 .

= (11 =50 — jo = 3q), (4.8)
1 . . .

= ﬂ(50 — 260 + 21¢2 — 15g5 + 10qojo — 7jo + s0), (4.9)
1 2 3 4 .

—105¢2j0 — 15q0s0 — 4770 + 1052 4 9s0 — o),

y la distancia didametro angular es

1
Da(y1) = - <y1 + Cryd 4 Coy + Cayt + C4yir)>, (4.11)

Hy
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donde

C1
Ca
Cs

Cy

1
u

2( + o),
1 .
6(—1 + qo — jo + 343),

1 o
—5;(2 =200+ 33 + 15¢5 — 10050 — jo — so0),

i _ _ 2 3 4 .
120( 5 4 95g0 — 9q + 15gy + 105¢, — 10qgojo
—105q5j0 — 15q050 + 3jo + 105 — s0 — lo).
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Teorias f(R,T)

En teorias f(R,T) partimos de la siguiente accién [74]

1
5= TonC / d'zv/=gf(R,T) + / d* 2L (g Par), (4.16)

donde f(R,T) es una funcién arbitraria que depende del escalar de curvatura de Ricci
R y la traza del tensor energia-momento 7},,,. Como sabemos

_ 2 5(V_g£m
Ty = T g (4.17)

en este caso se considera que la densidad lagrangiana de materia £,, depende solamente
de la métrica y no de sus derivadas y con ello tenemos
oL,

TMV = gu,/ﬁm - 2@, (418)

variando la accién (4.16]) con respecto a g, se obtienen las siguientes ecuaciones de
campo

fr(R, T)R;w - %f(R7 T)g;u/ + (Q;WD - vuvu)fR(Ra T)= 8Ty — fr(R,T) (T;w + @MV)v
(4.19)

donde
oL

59#1/9046 .
En este trabajo de tesis estdbamos interesados en trabajar con modelos f(R,T)=

f(R)+ f(T), donde considerariamos modelos f(R) viables y verfamos que pasaba con
agregar términos f(7'), con ello las ecuaciones de campo (4.19) quedan

o7,
@uu = gaﬁiaﬁ = _2T,u1/ - guwcm + QQQB

S0 (4.20)

1
FR(R) R = 5 f(R)gp + (9B =V Vo) fr(R) = 87T,
1 (4.21)
- fT(T)(TuV + @W) + §f(T)9W7

considerando un fluido perfecto, el tensor ©,, tiene la forma

@;w = _QT;LV - Pg,uz/a (422)
con P la presién del fluido perfecto. Con ello tenemos
1

fR(R)RAW - §f(R)g;w + (guuD_vuvu)fR(R) = 877T;w (4 23)

F Fr(T) T+ (Fr(TVP + 3 F(T))gp

buscdbamos que el tensor de energia-momento se conservara y por ello imponemos
VHT,, = 0, vemos que de lo anterior solo falta conocer que forma f(7) nos proporciona
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dicha condicién. De [75,76] para el caso f(R,T)=f(R)+ f(T) y fluido perfecto, la forma
para f(T) es

f(T) = o= 4 3, (4.24)

donde « y 5 son constantes de integracién y w es la constante del fluido barotrépico.
Notamos que sin considerar una energia oscura o curvatura, tenemos para polvo w = 0
y para radiacién w = 1/3 y con ello podemos tener

AT) =aT2 +8;  fo(T) =aTi +B. (4.25)

Las Teorias f(R,T) justifican la eleccién del argumento de la traza T para el lagran-
giano por consideracién de fluidos exdticos imperfectos o incluso efectos cudnticos, pero
debido al acoplamiento entre la materia y la geometria estos los modelos dependen del
termino de fuente, siendo esta la variacién del tensor de energia momento. Como vimos
de , el modelo necesario para poder conservar el tensor de energia-momento no es
Unico lo cual nos hace considerar que estos modelos no son cosmolégicamente viables
para su estudio, ya que el modelo que describe el universo no deberia depender de una
fuente en particular. Para otras inviabilidades cosmolégicas de estos modelos f(R,T')
ver [77].
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