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Sobre la matriz resolvente del problema matricial
truncado de momentos de Hausdorff

Resumen

En el presente trabajo consideramos el problema de momentos matricial truncado de
Hausdorff (problema MMTH) en el intervalo [a, b] para el caso de un número par
de momentos. Para resolver este problema, transformamos el problema-MMTH en un
problema de encontrar funciones holomorfas en C \ [a, b] y que son las soluciones de un
sistema de desigualdades del tipo de V.P. Potapov. En el caso cuando las dos matrices
de Hankel construidas por los momentos son positivas definidas, se describe la solución
del problema MMTH en términos de los datos dados.

Presentamos la solución del problema-MMTH en términos de la matriz resolvente
“centrada” en el punto z = b. Cabe mencionar que en trabajos relacionados con el
problema-MMTH que preceden al presente, se utilizó la matriz resolvente “centrada”
en el punto z = a y “centrada” en el punto z = 0.

Palabras clave: Caso par, transformada de Stieltjes, sistema matricial de desigual-
dades de Potapov, matrices de Hankel, función J interna de Potapov.

On the resolvent matrix of the truncated Hausdorff
matrix moment problem

Abstract

In this work, we consider the truncated Hausdorff matrix moment problem (THMM
problem) on the interval [a,b] for the case of an even number of moments. To solve
this problem, we transform the THMM problem into a problem of finding holomorphic
functions on C \ [a, b] such that these functions are solutions to a system of matrix
inequalities of V.P. Potapov’s type. In the case when two Hankel matrices constructed
from the moments are positive definite, the solution to the THMM problem is described
in terms of the given moments.

We present the solution to the THMM problem in terms of the resolvent matrix
“centered” at point z = b. It’s worth noting that in previous works related to the
THMM problem, resolvent matrices “centered” at points z = a and z = 0 were studied.



Introducción

Antecedentes
El término problema de momentos aparece por primera vez en el trabajo de T. Stieltjes
de 1894-1895 [36]. Stieltjes define para cada k ∈ N el momento generalizado de orden
k como la integral ∫ ∞

0
ukdσ(u)

donde σ es una función monótona no decreciente. Al final del Capítulo 4 de [36],
Stieltjes escribió: “Daremos el nombre del problema de momento al siguiente problema:
se requiere encontrar una función no decreciente positiva en el intervalo [0, ∞), dados
los momentos de orden k(k = 0, 1, 2, . . . )”.

El problema de momentos matricial fue considerado por primera vez por M.G.
Krein en 1949. En el caso matricial, el problema de momentos fue desarrollado con
las siguientes direcciones: polinomios ortogonales matriciales, factores de Blaschke-
Potapov, parámetros de Dyukarev-Stieltjes, entre otros.

La parte central de este trabajo es la consideración de un problema matricial de
momentos. El estudio del problema de momentos y los problemas relativos, son de
interés desde la segunda parte del siglo XIX. Estos problemas fueron desarrollados por
varios matemáticos y continúa siendo un campo activo de las matemáticas. La causa
es que el problema de momentos está relacionado con distintas disciplinas de las ma-
temáticas (teoría de probabilidad, teoría de funciones de variable compleja, teoría de
aproximación, teoría de polinomios ortogonales, teoría espectral de operadores en espa-
cios de Hilbert, entre otros). Lo anterior se puede confirmar por un número importante
de libros los cuales se centran en el problema de momentos por ejemplo: Akhiezer [1],
Akhiezer/Krein [2], Berg/Christensen/Ressel [6], Dette/Studden [17], Geronimus [22],
Grenander/Szegö [24], Krein/Nudelman [26], Nikishin/Sorokin [33], Schmüdgen [35] y
Shohat/Tamarkin [37]. Las bases del estudio del problema de momentos se iniciaron a
principios del siglo XIX. Se discutieron problemas de teoría de probabilidades en las
fronteras. En el mismo sentido, los primeros estudios importantes fueron realizados por
la escuela de San Petersburgo, representados por P.L. Chebyshev y sus colaboradores
entre ellos A.A. Markov. Los autores Chebyshev y Markov consideraron en el siglo
XIX, el método de las fracciones continuas.

El problema de momentos matricial truncado de Hausdorff (problema MMTH)
se define en el intervalo finito [a, b]. En el presente trabajo usamos el método de la
desigualdad fundamental de V.P. Potapov que se desarrolló a finales de la década de
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1960-1970 del siglo XX. El problema MMTH fue resuelto en el 2001, en [11], para el caso
de un número par e impar de momentos. En el 2006, en [12], se resuelve el problema
de momentos en un intervalo acotado para el caso de un número par de momentos.

Motivación
El análisis de circuitos eléctricos de múltiples polos estudiado en [20] es una de las
motivaciones del problema matricial de momentos de Hausdorff. En [20] se estudia la
aplicación de resultados del problema de interpolación de Nevanlinna Pick (ver Defi-
nición B.15 del Apéndice B) a circuitos de múltiples polos. Cabe señalar que el pro-
blema de momentos de Hausdorff es un caso especial del problema de interpolación de
Nevanlinna-Pick (ver Observación B.13 y Apéndice B).

En la teoría de control se estudian sistemas con coeficientes matriciales [28], [40],
[38]. El análisis del problema de control admisible [10] de ciertos sitemas con coeficientes
matriciales se puede llevar a cabo usando resultados del problema de momentos de
Hausdorff. En el caso escalar ver [13] y [14].

Otra motivación de la presente tesis es el estudio de la fórmula de cuadratura de
Gauss con densidad matricial [18] mediante los métodos de la presente tesis.

Objetivo de la tesis
El objetivo de la tesis es estudiar el problema MMTH en un intervalo acotado [a, b]
en el caso de un número par de momentos s0, s1, . . ., s2n+1. En particular estudiamos
la matriz resolvente del problema MMTH que consiste en una matriz polinomial de
2q × 2q con bloques α, β, γ y δ

U(z) =
(

α β
γ δ

)

que dependen de los momentos dados. En esta tesis se obtiene una matriz resolvente
“centrada” en el punto z = b. Cabe mencionar que en el trabajo [15] el autor de la
presente tesis junto con su asesor obtuvieron una relación explícita entre la matriz
resolvente en z = 0 con la matriz resolvente en z = a.

Planteamiento del problema

Sean s0, s1, . . ., s2n+1 matrices hermitianas de dimensión q × q. Se requiere des-
cribir el conjunto de todas las funciones matriciales σ(t) definidas en el intervalo
[a, b], (−∞ < a < b < +∞), que son no decrecientes y hermitianas no negativas
en [a, b], tales que ∫ b

a
tjdσ(t) = sj, j = 0, ..., 2n + 1. (0.0.1)

Cabe mencionar que este problema, para a = 0, b = 1, representa el problema de
momentos de Hausdorff. Para a = 0, b → +∞, representa el problema de momentos de
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Stieltjes a = 0, b → +∞ y para a → −∞, b → +∞, el problema planteado representa
el problema de momentos de Hamburger. Además, este problema fue estudiado para el
caso escalar en [26].

Metodología
Utilizamos el método de Potapov [27] que consiste en transformar el problema plan-
teado de momentos matricial, en un sistema de dos desigualdades matriciales. De esta
manera el problema de encontrar el conjunto de funciones matriciales σ se traduce
en el problema de encontrar funciones holomorfas S(z) en C \ [a, b]. Posteriormente,
se resuelve el sistema de desigualdades matriciales de Potapov. Para resolver estas
desigualdades se define la llamada matriz resolvente en el punto z = b

V̂n(z) =
(

α̂n(z) β̂n(z)
γ̂n(z) δ̂n(z)

)
, (0.0.2)

cuyas entradas son bloques de dimensión q × q. Se reescribe la desigualdad de Potapov
para el caso no degenerado, es decir, las matrices de Hankel

H3,n = (bsj+k − sj+k+1)n
j,k=0 y H4,n = (−asj+k + sj+k+1)n

j,k=0,

son positivas definidas. Luego resolvemos el sistema transformado y finalmente la so-
lución se escribe en términos de la matriz resolvente (0.0.2) y los pares no negativos.

Contribuciones de la tesis
Recordemos que el problema MMTH está dado en el intervalo finito [a, b], este intervalo
aparece en la definición de los momentos

sj =
∫ b

a
tjdσ(t), j = 0, . . . , 2n + 1.

La contribución de esta tesis es la obtención de la matriz resolvente del problema
MMTH en el punto z = b.

En trabajos anteriores, por ejemplo [12] y [9], la matriz resolvente fue construida
en el punto z = a. En [11] la matriz resolvente del problema mencionado se considera
en z = 0.

Adicionalmente, como contribución relacionada con la presente tesis, mencionamos
el artículo [15] que analiza y proporciona una relación explícita entre la matriz resol-
vente del problema MMTH “centrada” en z = a publicado el 2006 en [12] con la matriz
resolvente “centrada” en el punto z = 0 publicado en 2001 en [7].

Organización de la tesis
En el capítulo 1 se plantea el problema de MMTH para el caso de un número par de
momentos. Consideramos el el conjunto de todas las soluciones del sistema fundamental
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de desigualdades matriciales asociado a el problema MMTH. En el capítulo 2, reescri-
bimos el sistema fundamental de desigualdades matriciales para el caso no degenerado
y además, en ese mismo caso encontramos las soluciones. También introducimos una
matriz resolvente (0.0.2) “centrada” en el punto z = b y estudiamos sus propiedades.
Finalmente, en el capítulo 3 damos una descripción del conjunto todas las soluciones
asociadas al problema MMTH en el caso de un número par de momentos. Incluimos
algunos ejemplos.



Capítulo 1

Desigualdades matriciales de V.P.
Potapov

En este capítulo planteamos el problema de momentos en términos de funciones que per-
tenecen al conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ]], el cual se define en la Definición 1.11. Después
veremos en el Teorema 1.3 cómo se relacionan las soluciones del sistema de desigualda-
des matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov con el conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ]].

Notación 1. Usaremos C, R, N0 y N para denotar el conjunto de los números com-
plejos, el conjunto de los números reales, el conjunto de todos los enteros no negativos,
y el conjunto de todos los enteros positivos, respectivamente.

Notación 2. Para todos m, n ∈ N0, designamos a Nm,n el conjunto de todos los enteros
k que satisfacen m ⩽ k ⩽ n.

Notación 3. Sean p, q ∈ N. El símbolo Cp×q representa el conjunto de todas las matri-
ces con entradas en C y de dimensión p × q. Si A ∈ Cq×q entonces denotamos a ReA
y ImA la parte real de A y la parte imaginaria de A, respectivamente.

Notación 4. Sean p, q ∈ N. Para cada x ∈ Cq denotamos mediante ∥x∥E la norma
Euclidiana de el vector x. Para cada A ∈ Cp×q el operador || · || representa la norma
de la matriz A y ∥A∥ es la norma inducida, es decir

||A|| := sup
x∈Cq , x ̸=0

||Ax||E
||x||E

.

Notación 5. Sean X y Y conjuntos no vacíos y si Z es un subconjunto no vacío de
X, y además f : X → Y es una función, entonces f|Z representa la función restricción
de f en Z.

Definición 1.1. Sea q ∈ N y sea X ⊆ C no vacío. Sea F : X → Cq×q. Llamamos a la
función F como una función matricial compleja de q × q. Cuando se hace referencia a
la función matricial F, tenemos la siguiente forma:

F (z) =


F11(z) . . . F1q(z)

... . . . ...
Fq1(z) . . . Fqq(z)



1
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para cada z ∈ X. Así, si N1,q está denotado mediante la Notación 2, para cada m, n ∈
N1,q, tenemos la función escalar Fmn : X → C de F que se encuentra en la entrada
(m, n) de F (z). Claramente, la función F se puede escribir como F (z) = ReF (z) +
iImF (z) para cada z ∈ X.

Notación 6. Si Z es un subconjunto no vacío de C y si F es una función matricial
definida en Z, entonces para cada z ∈ Z usaremos F ∗(z) para representar la matriz
transpuesta conjugada. Esta matriz también se denotará como (F (z))∗.

Incluimos las siguientes definiciones que son importantes para este trabajo.

Definición 1.2. Sea q ∈ N. Una matriz A ∈ Cq×q se dice que es hermitiana si A = A∗,
donde A∗ es la matriz transpuesta conjugada de A.

Definición 1.3. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vacío. Sea F : X → Cq×q una función matri-
cial. Decimos que F (z) es hermitiana en X, si para cada z ∈ X, F (z) es hermitiana.
Es decir, F (z) = F ∗(z) para cada z ∈ X.

Definición 1.4. Sea q ∈ N. Decimos que una matriz A ∈ Cq×q es no negativa si

x∗Ax ⩾ 0 para todo x ∈ Cq tal que x ̸= 0. (1.0.1)

Una matriz no negativa se abrevia como A ⩾ 0. Si en la desigualdad (1.0.1) solamente
se cumple la desigualdad estricta, es decir x∗Ax > 0, entonces decimos que A es positiva
definida y abreviamos como A > 0.

Definición 1.5. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vacío. Sea F : X → Cq×q una función
matricial. Decimos que, F es no negativa en X, si para cada z ∈ X, F (z) es no
negativa y se denota como F ⩾ 0 en X. Similarmente, decimos que F es positiva en
X, si para cada z ∈ X, F (z) es positiva y se denota como F > 0 en X.

Definición 1.6. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vacío. Sea F : X → Cq×q una función
matricial. F se llama monótona no decreciente, si para cada t0, t1 ∈ X tales que
t1 ⩾ t0 se cumple que F (t1) − F (t0) ⩾ 0 en X.

En la Definición A.3 del Apéndice A se define la función holomorfa en el caso escalar.
Ahora introducimos la siguiente noción análoga para funciones matriciales.

Definición 1.7. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vacío. Sea F : X → Cq×q una función
matricial compleja de dimensión q × q. Sea Fmn definida como en la Definición 1.1 y
sea N1,q de acuerdo a la Notación 2. Decimos que F es holomorfa en A si para cada
m, n ∈ N1,q, Fmn es holomorfa en A.

Observación 1.1. Sea q ∈ N. Si A, B ∈ Cq×q y si escribimos A ⩾ B (respectivamente,
A > B), entonces significa que A − B es no negativa. (respectivamente, A − B es
positiva).

Finalmente, se definen dos conjuntos que hacen referencia a la parte superior e inferior
respectivamente, del plano complejo.
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Notación 7. Π+ := {ω ∈ C : Imω ∈ (0, +∞)} y Π− := {ω ∈ C : Imω ∈ (−∞, 0)}.
Definición 1.8. Sea q ∈ N. Sean a y b números reales que satisfacen a < b. Denota-
mos mediante Mq

⩾[a, b] como el conjunto de todas las funciones σ : [a, b] → Cq×q no
decrecientes, y que además son hermitianas no negativas en [a, b].
Definición 1.9. Sea q ∈ N. Sea f(t) una función continua en [a, b] y σ(t) = (σij(t))q

i,j=1
una función matricial hermitiana en [a, b] de dimensión q × q. Definimos

∫ b

a
f(t)dσ(t) :=



∫ b

a
f(t)dσ11(t) · · ·

∫ b

a
f(t)dσ1q(t)

... . . . ...∫ b

a
f(t)dσq1(t) · · ·

∫ b

a
f(t)dσqq(t)

 , (1.0.2)

donde σij para cada i, j = 1, . . . , q, es una función continua a trozos en [a, b] tal que
la integral de Riemann-Stieltjes

∫ b
a f(t)dσij(t) está definida en [a, b] (ver [7, pág. 89]).

En adelante, la integral de la forma
∫ b

a f(t)dσ(t) se entiende como en (1.0.2).
Definición 1.10. Sean q ∈ N y n ∈ N0. Sean a y b números reales que satisfacen
a < b. Sean s0, s1, . . . , s2n+1 matrices hermitianas de dimensión q × q. Sea Mq

⩾[a, b]
definido como en la Definición 1.8 y sea N0,2n+1 de acuerdo a la Notación 2. Denotamos
mediante Mq

⩾[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] el conjunto de todas las funciones σ ∈ Mq

⩾[a, b] tales que∫ b

a
tjdσ(t) = sj. (1.0.3)

para cada entero j ∈ N0,2n+1.
Claramente, se tiene que Mq

⩾[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] ⊆ Mq

⩾[a, b]. Una secuencia (sj)2n+1
j=0 de

matrices complejas de dimensión q × q es una secuencia de matrices hermitianas si se
satisface sj = s∗

j para cada j ∈ N0,2n+1, donde N0,2n+1 está determinado en la Notación
2. Consideremos una secuencia (sj)2n+1

j=0 de matrices complejas de q × q, y supongamos
que sj está definido como en (1.0.3) y que σ ∈ Mq

⩾[a, b], entonces tenemos que cada sj

es una matriz hermitiana ya que σ también lo es. Así, lo anterior es un caso particular
de considerar una secuencia de matrices complejas de q × q que son hermitianas, es
decir, sin conocer como está definido el término sj de la secuencia dada. Con lo escrito
hasta ahora, podemos reescribir nuestro problema de momentos en la versión matricial
de la siguiente manera:

Planteamiento del problema de momentos de Hausdorff para el caso
par de momentos

Problema 1. Sea N0 denotado como en la Notación 1. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈
R y b ∈ (a, ∞). Además, sea Mq

⩾[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] definido como en la Definición

1.10. Sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q, se

requiere describir el conjunto Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].

El conjunto Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] dado en la Definición 1.10 en realidad es para nues-
tro caso, el conjunto de soluciones de la versión matricial del problema de momentos.
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1.1 El problema de momentos y la clase Rq[a, b]
En está sección reescribimos la versión matricial del problema de momentos en términos
de un subconjunto de la clase de funciones denotada por Rq[a, b]. También agregamos
los elementos necesarios para definir el sistema fundamental matricial de desigualdades
de V.P. Potapov. Para dar comienzo a esta sección, introducimos los conjuntos de las
funciones que tienen las propiedades de nuestro interés y las cuales deseamos describir
explícitamente.

Las definiciones, teoremas, observaciones de esta sección han sido tomados de [12]
y [11] sin demostración.

En el Teorema 1.1, veremos que el problema planteado se traslada al área de fun-
ciones holomorfas, en particular, a la clase de funciones Rq[a, b].

Definición 1.11. Sea q ∈ N. Sea Π+ dado como en la Notación 7. Denotamos mediante
Rq[a, b] la clase de todas las funciones matriciales S : C \ [a, b] → Cq×q, que satisfacen
las siguientes condiciones:

1. S es holomorfa en C \ [a, b].

2. Para cada ω ∈ Π+, la matriz ImS(ω) es hermitiana no negativa.

3. Para cada t ∈ (−∞, a), la matriz S(t) es hermitiana no negativa.

4. Para cada t ∈ (b, +∞), la matriz −S(t) es hermitiana no negativa.

Teniendo en consideración los conjuntos Mq
⩾[a, b] y Rq[a, b], el Teorema 1.1 describe

la relación entre dichos conjuntos. Cabe mencionar que esta idea fue usada por M.G.
Krein y A.A. Nudelman (ver [26, pág. 394]) para el caso escalar q = 1.

Teorema 1.1. Sea q ∈ N. Sea Mq
⩾[a, b] definido como en la Definición 1.8 y Rq[a, b]

definido como en la Definición 1.11

(a) Para cada σ ∈ Mq
⩾[a, b] la función matricial S[σ] : C \ [a, b] → Cq×q definida por

S[σ](z) :=
∫ b

a

1
t − z

dσ(t) (1.1.1)

pertenece a Rq[a, b].

(b) Para cada S ∈ Rq[a, b] existe una única σ ∈ Mq
⩾[a, b] tal que

S(z) :=
∫ b

a

1
t − z

dσ(t) (1.1.2)

se satisface para todo z ∈ C \ [a, b].

Según el Teorema 1.1, el mapeo f : Mq
⩾[a, b] → Rq[a, b] dado por f(σ) := S[σ] es

biyectivo. Para todo σ ∈ Mq
⩾[a, b], la función matricial S[σ] : C \ [a, b] → Cq×q definida

en (1.1.1) es llamada como la transformada de Stieltjes de σ. Recíprocamente, si la
función matricial S ∈ Rq[a, b] es dada, entonces la única σ ∈ Mq

⩾[a, b] que satisface
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(1.1.2) para todo z ∈ C \ [a, b] se dice que es la función distribución de Stieltjes que
corresponde a S. Ahora veamos que la transformada de Stieltjes se puede escribir como
una serie. La demostración del siguiente teorema aparece en [[8], pág. 35, Teorema
1.2.16].

Teorema 1.2. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞) y Mq
⩾[a, b] definido como en la Definición

1.8. Sea σ ∈ Mq
⩾[a, b]. Denotamos a S[σ] como la transformada de Stieltjes de σ.

Para cada j ∈ N0 denotamos a s
(σ)
j el j−ésimo momento definido como en (1.0.3)

correspondiente a σ. Además sea z ∈ C elegido de manera que |z| > máx{|a|, |b|} se
cumple. Entonces z ∈ C \ [a, b] y

S[σ](z) = −
∞∑

k=0

s
(σ)
k

zk+1 . (1.1.3)

Definición 1.12. Sean q ∈ N, n ∈ N0 a ∈ R y b ∈ (a, ∞). Sea Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] defi-
nido como en la Definición 1.10. Mediante Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] denotamos a el conjunto
de todas las funciones matriciales S[σ] : C \ [a, b] → Cq×q definidas como en (1.1.1), es
decir, S[σ] :=

∫ b
a (t − z)−1dσ(t) para cada σ ∈ Mq

⩾[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ].

Nótese que Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] es el conjunto de las transformadas de Stieltjes de to-

das las distribuciones σ hermitianas no negativas que pertenecen a Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].
Con las notaciones actuales, la versión matricial del problema de momentos de Haus-
dorff puede escribirse como:

Replanteamiento del problema de momentos en términos de
Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].

Problema 2. Sea N0 denotado como en la Notación 1. Sean q ∈ N, n ∈ N0,
a ∈ R y b ∈ (a, ∞). Además sea Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] definido como en la Definicion
1.12. Sea (sj)2n+1

j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q, se
requiere describir el conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].

La consideración de esta versión reformulada del problema de momentos tiene la
ventaja de que se pueden aplicar métodos de teoría de funciones. Claramente de la
parte (a) del Teorema 1.1 se tiene que

Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] ⊆ Rq[a, b]

y esto representa un problema en la clase Rq[a, b]. Notemos que

Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] ̸= ∅ si y solo si Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] ̸= ∅.

Ahora, pasamos a introducir notaciones adicionales, adecuadas e importantes ya que
se usarán en la mayor parte de lo que sigue.

Definición 1.13. Consideremos q ∈ N. Usaremos Iq para designar la matriz identidad
que pertenece a Cq×q. La notación 0q×q representa la matriz nula que pertenece a Cq×q.
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Si la dimensión de una matriz identidad o una matriz nula es obvia, omitiremos los
índices. Para todo j ∈ N0 y toda k ∈ N0, sea δjk el símbolo de Kronecker, es decir,
δjk := 1 si j = k y δjk := 0 si j ̸= k. Para cada n ∈ N0, sea

T0 := 0q, Tn :=
(

0q×nq 0q×q

Inq 0nq×q

)
, n ∈ N (1.1.4)

y sea Rn : C → C(n+1)q×(n+1)q definida por

Rn(z) := (I − zTn)−1, n ∈ N0. (1.1.5)

Sea v0 := Iq y, para cada n ∈ N, definimos

v0 := Iq, vn :=
(

Iq

0nq×q

)
, n ∈ N. (1.1.6)

Definición 1.14. Sea q ∈ N. Para cada n ∈ N0 y cada secuencia (sj)2n+1
j=0 de matrices

hermitianas de dimensión q × q, llamaremos a

H1,n := (sj+k)n
j,k=0, (1.1.7)

H̃1,n = (sj+k+1)n
j,k=0, (1.1.8)

como la primera (respectivamente, la segunda) matriz de bloque de Hankel asociada a
(sj)2n+1

j=0 . Más aún, para todos números reales a y b que satisfacen a < b, para cada ente-
ro no negativo n, y para cada secuencia (sj)2n+1

j=0 de matrices hermitianas de dimensión
q × q, llamaremos a las matrices

H4,n := −aH1,n + H̃1,n, (1.1.9)

respectivamente,

H3,n := bH1,n − H̃1,n (1.1.10)

como la primera (respectivamente, la segunda) matriz de bloque de Hankel asociada a
el intervalo [a, b] y la secuencia (sj)2n+1

j=0 . Para cada n ∈ N0 y cada secuencia (sj)2n+1
j=0

de matrices hermitianas de dimensión q × q, definimos

un :=column (−s0, −s1, . . . , −sn) , (1.1.11)

u4,n := [Rn(a)]−1un, (1.1.12)

u3,n := −[Rn(b)]−1un. (1.1.13)
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Definición 1.15. Sea q ∈ N. Sean a y b números reales que satisfacen a < b. Sea
S : C \ [a, b] → Cq×q una función matricial. Definimos las funciones matriciales como
sigue S̃4 : C \ [a, b] → Cq×q

S̃4(z) := (z − a)S(z), (1.1.14)

y S̃3 : C \ [a, b] → Cq×q

S̃3(z) := (b − z)S(z). (1.1.15)

Llamamos a S̃4 y S̃3, como la primera función matricial asociada canónicamente a S
y la segunda función matricial asociada canónicamente a S, respectivamente.

Tengamos en cuenta que M.G Krein y A.A. Nudelman (ver [26, pág. 394]) men-
cionan que, en el caso q = 1, las funciones S̃4 y S̃3 puden usarse para caracterizar la
clase R1[a, b]. Este resultado está probado para el caso matricial, es decir, para la clase
Rq[a, b], en el Lema 3.6 de [12].

Definición 1.16. Sean n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a, ∞), q ∈ N y (sj)2n+1
j=0 una secuencia

de matrices hermitianas de dimensión q × q. Sea S : C \ [a, b] → Cq×q una función
matricial que es holomorfa en C \ [a, b]. Además, sean Tn, Rn(z), vn, H3,n, H4,n, u3,n,
u4,n, S̃4 y S̃3 definidos como en las Definiciones 1.13, 1.14 y 1.15, respectivamente.
Decimos que S es solución del sistema de desigualdades matriciales fundamental de
tipo V.P. Potapov asociado a [a, b] y (sj)2n+1

j=0 si para cada z ∈ C \ R y r ∈ {3, 4}, las
matrices

K [S]
r,n(z) :=

(
Hr,n Rn(z) [ vnS̃r(z) − ur,n ]

[S̃∗
r (z)v∗

n − u∗
r,n]R∗

n(z) {S̃r(z) − S̃∗
r (z)}/{z − z}

)
(1.1.16)

ambas son hermitianas no negativas.

Observación 1.2. Las matrices K
[S]
3,n(z) y K

[S]
4,n(z) definidas como en la Definición

1.16, son de dimensión (n + 2)q × (n + 2)q.

Definición 1.17. Sean n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a, ∞) y q ∈ N. Sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia

de matrices hermitianas de dimensión q × q. El símbolo Pq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] representará

el conjunto de todas las soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental
de tipo V.P. Potapov asociado a [a, b] y (sj)2n+1

j=0 .

El teorema principal de esta sección es el siguiente resultado (ver [12] y [11]):

Teorema 1.3. Sean n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a, ∞) y q ∈ N. Sea sj definido como en
(1.0.3). Sea (sj)2n+1

j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q. Sean
Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] y Pq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] definidos como en las Definiciones 1.12 y 1.17,

respectivamente. Entonces se satisface la igualdad

Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] = Pq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].
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1.2 Identidades principales
En esta sección mostraremos y destacaremos las identidades esenciales que conectan
a las matrices de bloques introducidas en la Sección 1.1, más específicamente, nos
referimos a las Ecuaciones (1.1.4)-(1.1.13) y que además nos servirán para simplificar
cálculos posteriores.

En principio, introducimos algunas identidades triviales.

Observación 1.3. Supongamos que q ∈ N, a ∈ R y b ∈ (a, ∞). Para cada n ∈ N0 y
cada secuencia (sj)2n+1

j=0 , de matrices hermitianas de dimensión q×q, tales que H4,n ⩾ 0
y H3,n ⩾ 0, entonces la ecuación

H1,n = 1
b − a

(H4,n + H3,n) (1.2.1)

demuestra que también H1,n es hermitiana no negativa. La identidad (1.2.1) se obtiene
de resolver las Ecuaciones (1.1.9) y (1.1.10) para H1,n. Además, de H∗

4,n = H4,n y
H∗

3,n = H3,n se sigue que H̃∗
1,n = H̃1,n ya que

H̃1,n = 1
b − a

(bH4,n + aH3,n). (1.2.2)

Similarmete la identidad (1.2.2) se obtiene de (1.1.9) y (1.1.10).

Lema 1.1. Sea q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)2n+1
j=0 un secuencia de matrices hermitianas de

dimensión q×q. Además sean Tn, vn, H1,n, H̃1,n y un definidos como en las Definiciones
1.13 y 1.14. Entonces se satisfacen las siguientes igualdades

unv∗
n = H̃1,nT ∗

n − H1,n. (1.2.3)

Demostración. Por un lado calcular unv∗
n usando (1.1.11) y (1.1.6). Después calcula-

mos H̃1,nT ∗
n − H1,n usando (1.1.8), (1.1.4) y (1.1.7). ■

Proposición 1.1. (Identidades de tipo Ljapunov). Sean n ∈ N0, q ∈ N y (sj)2n+1
j=0

un secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q. Además, sean Tn, vn, H4,n,
H3,n u4,n y u3,n definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces para cada
r ∈ {3, 4}, se satisface la siguiente igualdad

Hr,nT ∗
n − TnHr,n = ur,nv∗

n − vnu∗
r,n. (1.2.4)

Demostración. Ver [[12], Proposición 2.1] ■

1.3 Condición de existencia de la solución de la ver-
sión matricial del problema de momentos

En esta sección reproducimos el criterio de existencia de la solución al problema de
momentos de Hausdorff en la versión matricial.
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Lema 1.2. Sean q ∈ N, n ∈ N0, a ∈ R, b ∈ (a, ∞) y sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia

de matrices hermitianas de dimensión q × q tales que el conjunto Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ]
definido en la Definición 1.10 es no vacío. En particular, s∗

j = sj para todo j ∈ N0,2n+1
donde N0,2n+1 está determinado por la Notación 2. Entonces las matrices H1,n, H4,n y
H3,n definidas en la Definición 1.14 son hermitianas no negativas y la matriz H̃1,n es
hermitiana.

Demostración. Con las hipótesis del Lema 1.2, obtenemos las matrices definidas en
la Definición 1.14. Sea σ ∈ Mq

⩾[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ], claramente σ ∈ Mq

⩾[a, b]. Entonces se
puede ver que la afirmación del Lema 1.2 se sigue de aplicar el Lema 3.3 de [12] con
las matrices introducidas en (1.1.7)-(1.1.10) ■

El Teorema 1.4 es importante ya que nos habla sobre la condición necesaria y
suficiente para la existencia de la solución de la versión matricial del problema de
momentos.

Teorema 1.4. Sean a ∈ R, b ∈ (a, ∞), q ∈ N, n ∈ N0 y sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia

de matrices hermitianas de dimensión q × q. Entonces el conjunto Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ]
definido en la Definición 1.10 es no vacío si y solo si las matrices de bloque de Hankel
H4,n y H3,n introducidas en la Definición 1.14, ambas son hermitianas no negativas.

Demostración. Probaremos la condición necesaria. Supongamos que Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] ̸=
∅. De acuerdo al Lema 1.2, tenemos que en particular, las matrices de bloque de Han-
kel H4,n y H3,n ambas son hermitianas no negativas. La demostración de la condición
suficiente se puede encontrar en [12, pág. 160-161]. ■

1.4 Ejemplos
Ejemplo 1.1. Sea q = 2. Consideremos la función matricial definida en [0, 1] y dada
por

σ(t) =
(

t2

2 + t 2t2 − 2t
2t2 − 2t 3t3 − 11

2 t2 + 4t

)
. (1.4.1)

Se puede demostrar que σ ∈ M2
⩾[0, 1], donde σ ∈ M2

⩾[0, 1] se define mediante la
Definición 1.8.

Ejemplo 1.2. Sea n = 2 y el intervalo [0, 1]. Obtener los cinco primeros momentos de
la función σ(t) dada por (1.4.1).

Solución. Utilizando (1.0.3), tenemos:

s0 =
(

3
2 0
0 3

2

)
, s1 =

(
5
6

1
3

1
3

7
12

)
, s2 =

(
7
12

1
3

1
3

23
60

)
,

s3 =
(

9
20

3
10

3
10

3
10

)
, s4 =

(
11
30

4
15

4
15

53
210

)
, s5 =

(
13
42

5
21

5
21

37
168

)
.



Capítulo 2

El problema de momentos en el
caso no degenerado

El objetivo del Problema 1 (ver pág. 3) es describir el conjunto Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ]. De
la versión matricial reformulada del problema de momentos, es decir, el Problema 2 (ver
pág. 5), es suficiente con describir el conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] dado en la Definición
1.12 y por ahora podemos referirnos a dicho conjunto como el conjunto de soluciones
de la versión matricial del problema de momento de Hausdorff. Además, recordemos
que

Mq
⩾[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] ̸= ∅ si y solo si Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ] ̸= ∅. (2.0.1)

En este capítulo se reescribe el sistema de desigualdades matriciales fundamental
del tipo de V.P. Potapov asociado a la versión matricial del problema de momentos de
Hausdorff en un número par de momentos, para el caso no degenerado. También, se
introduce la matriz resolvente.

Observación 2.1. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞). En vista de (2.0.1), si (sj)2n+1
j=0

es una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q tales que el conjunto
Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] de soluciones de la versión matricial reformulada del problema de
momento de Hausdorff dado en la Definición 1.12, es no vacío si y solo si la primera
matriz de bloques de Hankel H4,n y la segunda matriz de bloques de Hankel H3,n aso-
ciadas con el intervalo [a, b] y la secuencia (sj)2n+1

j=0 dadas por (1.1.9) y (1.1.10) son
hermitianas no negativas.

En la Sección 2.2, daremos una parametrización del conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ]

bajo la suposición de que las matrices de bloque de Hankel H4,n y H3,n son hermitianas
positivas. A este caso le llamaremos caso no degenerado, es decir,

H4,n > 0, H3,n > 0. (2.0.2)

De (1.2.1) y (2.0.2) se sigue H1,n > 0. Supongamos además que det H̃1,n ̸= 0. En
consecuencia las matrices H1,n, H̃1,n, H4,n y H3,n son invertibles. Lo anterior nos permite
hacer la siguiente observación.

10
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2.1 Columna par de funciones no negativas
En esta sección usamos definiciones y resultados publicados en [12] sin demostración.

Sea J una matriz signo, es decir, J es una matriz compleja de p × p que satisface
J∗ = J y J2 = I. Una matriz compleja de p × p es J− contractiva (respectivamente,
J− expansiva) si J − A∗JA ⩾ 0 (respectivamente, A∗JA − J ⩾ 0). Si A es una matriz
compleja de p × p, entonces A es J− contractiva (respectivamente, J− expansiva) si
y solo si A∗ es J− contractiva (respectivamente, J− expansiva) (ver, [16, Teorema
1.3.3]). Además, si A es no singular, entonces A es J− contractiva si y solo si A−1

es J− expansiva (ver, [16, Lema 1.3.15]). Una matriz compleja de p × p se dice J−
unitaria si J − A∗JA = 0. Si A es una matriz compleja de p × p J− unitaria, entonces
A es no singular y las matrices A∗ y A−1 también son J− unitaria.

Definición 2.1. Sea Π+ definido como en la Notación 7. Una funcion matricial W :
C → Cq×q es de la clase Potapov si

J − W ∗(z)JW (z) ⩾ 0 (2.1.1)

se satisface para todo z ∈ Π+. Denotamos mediante BJ(Π+) el conjunto de todas las
funciones matriciales de la clase de Potapov. Una función matricial W que pertenece
a BJ(Π+) es llamada una función J− interna de BJ(Π+) si

J − W ∗(x)JW (x) = 0 (2.1.2)

se cumple para todo x ∈ R.

Lema 2.1. Sean Π+ y Π− definidos como en la Notación 7. Sea J una matriz signo
de p × p y sea W una J−función interna de BJ(Π+), donde BJ(Π+) está definido en
la Definición 2.1.

(a) Para cada z ∈ C, la matriz W (z) es no singular y

[W (z)]−1 = JW ∗(z)J (2.1.3)

y

J − [W (z)]−∗J [W (z)]−1 = J(J − W (z)JW ∗(z))J. (2.1.4)

(b) Para cada z ∈ Π−,

W ∗(z)JW (z) − J ⩾ 0. (2.1.5)

(c) Para cada z ∈ C \ R,

W ∗(z)JW (z) − J

i(z − z) ⩾ 0. (2.1.6)



Columna par de funciones no negativas 12

Demostración.Ver [12]. ■
Para nuestras consideraciones introducimos la siguiente matriz

Jq =
(

0 −iIq

iIq 0

)
(2.1.7)

donde q ∈ N. Esta matriz posee propiedades importantes y en particular, nos permitirá
más adelante, expresar la desigualdad (2.2.17), de la Proposición 2.3. La siguiente
observación se demuestra directamente.

Observación 2.2. Sea q ∈ N y Jq dado por (2.1.7). Para todo entero n > 0, se
satisfacen las siguientes igualdades: J∗

q = Jq, J2n
q = I2q y J2n+1

q = Jq.

Definición 2.2. Sean q ∈ N y X ⊆ C no vacío. Sea F : X → Cq×q una función
matricial compleja de q × q. Sea Fmn definida como en la Definición 1.1 y sea N1,q de
acuerdo a la Notación 2. Decimos que F es meromorfa en X si para cada m, n ∈ N1,q,
Fmn es meromorfa en X.

Definición 2.3. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞) y Jq definido por (2.1.7). Sean p y
q funciones matriciales de q × q que son meromorfas en C \ [a, b]. Entonces decimos

que el par columna
(

p
q

)
es no negativo con respecto a −Jq y [a, b] si existe un subcon-

junto discreto D de C \ [a, b] sin puntos de acumulación tal que las siguientes cuatro
condiciones se satisfacen:

(i) Las funciones p y q son holomorfas en C \ ([a, b] ∪ D).

(ii) Para todo z ∈ C \ ([a, b] ∪ D),

rank
(

p(z)
q(z)

)
= q.

(iii) Para todo z ∈ C \ (R ∪ D),

1
2Im z

(
(z − a)p(z)

q(z)

)∗

(−Jq)
(

(z − a)p(z)
q(z)

)
⩾ 0.

(iv) Para todo z ∈ C \ (R ∪ D),

1
2Im z

(
(b − z)p(z)

q(z)

)∗

(−Jq)
(

(b − z)p(z)
q(z)

)
⩾ 0.

Definición 2.4. Sean a ∈ R, b ∈ (a, ∞), q ∈ N y Jq definido como en (2.1.7).

Denotamos mediante P [−Jq, [a, b]] el conjunto de todos las columnas de pares
(

p
q

)
no

negativos correspondientes a −Jq y [a, b].
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Definición 2.5. Sean a ∈ R, b ∈ (a, ∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.1.7). y

P [−Jq, [a, b]] definido en la Definición 2.4. Sean
(

p1
q1

)
,
(

p2
q2

)
∈ P [−Jq, [a, b]]. Se dice

que
(

p1
q1

)
y
(

p2
q2

)
son equivalentes si existe una función matricial Q de dimensión

q × q meromorfa en C \ [a, b] con det Q ̸= 0 tal que(
p2
q2

)
=
(

p1
q1

)
Q. (2.1.8)

Denotemos la relación (2.1.8) mediante(
p2
q2

)
∼P

(
p1
q1

)
.

Se puede demostrar que la relación ∼P de la Definición 2.5 es una relación de
equivalencia en P [−Jq, [a, b]].
Definición 2.6. Sean a ∈ R, b ∈ (a, ∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.0.1) y
P [−Jq, [a, b]] definido en la Definición 2.4. El conjunto de todas las clases de equiva-
lencia en P [−Jq, [a, b]] bajo la relación ∼P , se denota como〈(

p
q

)〉
∼P

.

Observación 2.3. Sea S : C \ [a, b] → Cq×q una función matricial y sea S̃4, (respecti-
vamente, S̃3) las funciones asociadas canónicamente a S, es decir, S̃4 : C\[a, b] → Cq×q

y S̃3 : C \ [a, b] → Cq×q dados por (1.1.14) y (1.1.15). Para cada r ∈ {3, 4} y cada
z ∈ C \ R se obtiene inmediatamente(

S̃∗
r (z) Iq

)
(−Jq)

(
S̃r(z)

Iq

)
i(z − z) = S̃r(z) − S̃∗

r (z)
z − z

. (2.1.9)

Definición 2.7. Si f es una función matricial meromorfa en X ⊆ C no vacío, entonces
sea Hf el conjunto de todos los puntos donde f es holomorfa en X.

El siguiente lema se puede demostrar de forma similar como la implicación “(ii)⇒(i)”
en la demostración del Lema 3.6 en [12]. Es por eso que omitimos los detalles de la
demostración.
Lema 2.2. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ R, Π+ denotado de acuerdo a la Notación 7 y
Hf definido en la Definición 2.7. Sea φ una función matricial de q × q que satisface
Imφ(z) ⩾ 0 para todo z ∈ Π+ ∩ Hφ

(a) φ es meromorfa en C \ [a, +∞). Supongamos que la función φ1 : Hφ → Cq×q

definida por φ1(ω) := (ω − a)φ(ω) satisface Imφ1(z) ⩾ 0 para todo z ∈ Π+ ∩ Hφ

Entonces, para cada x ∈ (−∞, a) ∩ Hφ, la matriz φ(x) es hermitiana no negativa.
(b) φ es meromorfa en C \ (−∞, b]. Supongamos que la función φ2 : Hφ → Cq×q

definida por φ2(ω) := (b − ω)φ(ω) satisface Imφ2(z) ⩾ 0 para todo z ∈ Π+ ∩ Hφ.
Entonces, para cada x ∈ (b, +∞) ∩ Hφ, la matriz −φ(x) es hermitiana no negativa.
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Proposición 2.1. Sean a ∈ R, b ∈ (a, ∞), q ∈ N, Jq definido como en (2.1.7) y Rq[a, b]
definido en la Definición 1.11. Sean p y q funciones matriciales que son meromorfas

en C\ [a, b]. Supongamos que
(

p
q

)
es un par columna no negativo con respecto a −Jq y

[a, b] y que la función det p no es idénticamente cero en C \ [a, b]. Entonces S := qp−1

pertenece a Rq[a, b].

2.2 El sistema de desigualdades matriciales de V.P.
Potapov en el caso no degenerado

En esta sección introducimos dos matrices tipo resolventes auxiliares Û3,n y Û4,n que
son parte fundamental de la obtención de la matriz resolvente “centrada” en el punto
z = b.

Además, en esta sección reproducimos los resultados de [12] sin demostración. El
Lema 2.3, Lema 2.4, Lema 2.5, Lema 2.6 y la Proposición 2.3 se obtienen como parte
de la tesis.

Proposición 2.2. Sean q ∈ N, n ∈ N0 y (sj)2n+1
j=0 una secuencia de matrices hermi-

tianas de dimensión q × q. Además, sean Jq dado por (2.1.7), Tn, vn, H4,n, H3,n, u4,n

y u3,n definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces se cumple la siguiente
igualdad (

vn ur,n

)
Jq

(
v∗

n

u∗
r,n

)
= i(Hr,nT ∗

n − TnHr,n) para r = 3, 4. (2.2.1)

Observación 2.4. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞). Supongamos que (sj)2n+1
j=0 es una

secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q tales que H4,n y H3,n dadas por
(1.1.9) y (1.1.10) son hermitianas positivas. Sea S : C → Cq×q una función matricial.
Además, sean Tn, Rn(z), vn, u4,n, u3,n, S̃4 y S̃3 definidos como en las Definiciones
1.13, 1.14, 1.15. En vista de la Observación A.10 del Apéndice A, se puede ver que las
matrices K

[S]
3,n(z) y K

[S]
4,n(z) definidas por (1.1.16) son hermitianas no negativas para

todo z ∈ C \ R si y solo si para cada r ∈ {3, 4} y cada z ∈ C \ R la matriz

C̃ [S]
r,n(z) := S̃r(z) − S̃∗

r (z)
z − z

−
(
vnS̃r(z) − ur,n

)∗
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)

(
vnS̃r(z) − ur,n

)
(2.2.2)

es hermitiana no negativa.

Lema 2.3. Sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q.

Además, sean Jq, Rn, vn, H4,n, H3,n, u4,n y u3,n definidas como en (2.1.7), (1.1.5),
(1.1.6), (1.1.9), (1.1.10), (1.1.13) y (1.1.12). Supongamos que las matrices de blo-
ques de Hankel Hr,n son hermitianas positivas. Entonces Ûr,n : C → C2q×2q definido
mediante

Ûr,n(z) := I2q − i(b − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(ur,n vn)Jq (2.2.3)
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para r = 3, 4 es un polinomio matricial de 2q × 2q de grado mayor o igual a n + 1.
Además, los siguientes enunciados se cumplen:

(a) Para todo z ∈ C,

Jq − Ûr,n(z)JqÛ
∗
r,n(z) = −i(z − z)

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn). (2.2.4)

En particular, para cada ω ∈ Π+,

Jq − Ûr,n(ω)JqÛ
∗
r,n(ω) ⩾ 0. (2.2.5)

Además, para cada número real x,

Jq − Ûr,n(x)JqÛ
∗
r,n(x) = 0. (2.2.6)

(b) Para todo z ∈ C, la matriz Ûr,n(z) es no singular y las siguientes identidades

[Ûr,n(z)]−1 = I2q + i(b − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)Jq (2.2.7)

y

Jq − [Û−1
r,n (z)]∗Jq[Ûr,n(z)]−1 = −i(z − z)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)Jq

(2.2.8)

se satisfacen.

Demostración. Sea r = 3, 4. Obtenemos la transpuesta conjugada de Ûr,n(z):

Û∗
r,n(z) = I2q + i(b − z)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn). (2.2.9)

Calculamos Ûr,n(z)JqÛ
∗
r,n(z):

Jq − Ûr,n(z)JqÛ
∗
r,n(z)

= Jq −
{

Jq − i(b − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(ur,n vn)

}

·
{

I2q + i(b − z)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)

}

= −i(b − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn) + i(b − z)

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,n

· Rn(b)(ur,n vn) + i(b − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(ur,n vn)Jqi(b − z)

·
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)
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= i

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(−(b − z)(I − bTn)Hr,n(I − zT ∗

n) + (b − z)(I − zTn)

· Hr,n(I − bT ∗
n) + (b − z)(b − z)i(ur,n vn)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
)R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)

= i

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(−(b − z)(I − bTn)Hr,n(I − zT ∗

n) + (b − z)(I − zTn)

· Hr,n(I − bT ∗
n) + (b − z)(b − z)(Hr,nT ∗

n − TnHr,n))R∗
n(b)H−1

r,nRn(z)(ur,n vn)

= i

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(−b2zTnHr,nT ∗

n + zHr,n − bzTnHr,n + b2zTnHr,nT ∗
n

− zHr,n + bzHr,nT ∗
n − bzHr,nT ∗

n + bzTnHr,n)R∗
n(b)H−1

r,nRn(z)(ur,n vn)

= −i

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(z − z)(Hr,n(I − bTn∗) − bTnHr,n(I − bT ∗

n))R∗
n(b)

· H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)

= −i

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(z − z)(Hr,n − bTnHr,n)(I − bT ∗

n)R∗
n(b)H−1

r,nRn(z)(ur,n vn)

= −i

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(b)(z − z)(I − bTn)Hr,n(I − bT ∗

n)R∗
n(b)H−1

r,nRn(z)(ur,n vn)

= −i(z − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn).

En la primera igualdad usamos (2.2.3). En la segunda igualdad hemos multiplicado y
usamos las propiedades de Jq mencionadas en la Observación 2.2. En la tercera igualdad
usamos las identidades (Rn(z))−1 = (I − zTn) y (R∗

n(z))−1 = (I − zT ∗
n). En la cuarta

igualdad usamos la identidad 2.2.1 y partir de ahí solo se va simplificando. Por lo tanto,
claramente se sigue (2.2.4).

Sea w ∈ Π+, ya que Imw > 0 la identidad (2.2.5) se sigue de reemplazar w por z.
Sea x ∈ R, la identidad (2.2.6) se sigue de reemplazar x por z en (2.2.4).

Para la parte (b), de (2.1.3) tenemos

[Ûr,n(z)]−1 = JqÛ
∗
r,n(z)Jq

= Jq(I2q + i(b − z)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn))Jq

= I2q + i(b − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(b)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)Jq.

La segunda igualdad se sigue de reemplazar z por z en (2.2.9). En la tercera usamos
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propiedades de Jq mencionadas en la Observación 2.2. Similarmente de (2.1.3), tenemos

Jq − [Û−1
r,n (z)]∗Jq[Ûr,n(z)]−1 = Jq −

(
JqÛ

∗
r,n(z)Jq

)∗
JqJqÛ

∗
r,n(z)Jq

= Jq − JqÛr,n(z)JqJqJqÛ
∗
r,n(z)Jq

= Jq − JqÛr,n(z)JqÛ
∗
r,n(z)Jq

= Jq − Jq[Jq + i(z − z)
(

u∗
r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)]Jq

= −i(z − z)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)(ur,n vn)Jq.

En la tercera igualdad usamos las propiedades de Jq mencionadas en la Observación
2.2. En la cuarta igualdad usamos la identidad (2.2.4). Finalmente la quinta igualdad
se sigue de usar las propiedades de Jq de la Observación 2.2. ■

Lema 2.4. Sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q

tales que las matrices de bloques de Hankel H4,n y H3,n definidas en (1.1.9) y (1.1.10)
son hermitianas positivas. Entonces, para cada r ∈ {3, 4}, Ûr,n : C → C2q×2q definida
como en (2.2.3) es una función Jq−interna de la clase BJ(Π+), donde BJ(Π+) está
definido en la Definición 2.1.

Demostración. Si A es una matriz compleja de 2q×2q, entonces A∗ es Jq−contractiva
(respectivamente, Jq−unitaria) si y solo si A es Jq−contractiva (respectivamente, Jq−
unitaria). Por lo tanto, del Lema 2.3 se sigue inmediatamente la afirmación. ■

Lema 2.5. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞), r ∈ {3, 4}. Supongamos que (sj)2n+1
j=0 es una

secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q tales que H4,n y H3,n dadas por
(1.1.9) y (1.1.10) son hermitianas positivas. Sea S : C → Cq×q una función matricial.
Además, sean Tn, Rn(z), vn, u4,n, u3,n, S̃4 y S̃3 definidos como en las Definiciones 1.13,
1.14, 1.15. Entonces para todo z ∈ C \ R la matriz C̃ [S]

r,n(z) admite la representación

C̃ [S]
r,n(z) = 1

i(z − z)

(
S̃r

I

)∗

[Ûr,n(z)]−1∗Jq[Ûr,n(z)]−1
(

S̃r

I

)
. (2.2.10)

Demostración. Claramente se satisface la siguiente igualdad

vnS̃r(z) − ur,n = −i(ur,n vn)Jq

(
S̃r

I

)
. (2.2.11)

De (2.1.9) y (2.2.11) podemos reescribir (2.2.2) como sigue

C̃ [S]
r,n(z) =

(
S̃r(z)

I

)∗

(−Jq)
(

S̃r(z)
I

)
i(z − z) −

(
S̃r(z)

I

)∗

Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)

· (ur,n vn)Jq

(
S̃r(z)

Iq

)
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=
(

S̃∗
r (z)
I

) −Jq − i(z − z)Jq

(
u∗

r,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
r,nRn(z)

(
ur,n vn

)
Jq

i(z − z)

(
S̃r(z)

I

)

=
(

S̃∗
r (z)
I

)
[Û−1

r,n (z)]∗Jq[Ûr,n(z)]−1

i(z − z)

(
S̃r(z)

I

)
.

En la tercera igualdad hemos usado (2.2.4). ■

Observación 2.5. Sea M una matriz compleja q × q, y sean

A1 :=
(

I 0
M I

)
, A2 :=

(
I M
0 I

)
.

Entonces

A∗
1JqA1 = Jq + diag(i(M∗ − M), 0), A∗

2JqA2 = Jq + diag(0, i(M∗ − M))

En particular, A1 y A2 ambas son Jq−unitaria si y solo si M∗ = M .

Lema 2.6. Sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q

tales que las matrices de bloques de Hankel H4,n y H3,n son hermitianas positivas. Sean

M̂4,n := (b − a)u∗
3,nR∗

n(b)H−1
3,nRn(b)u3,n, (2.2.12)

M̂3,n := (b − a)v∗
nR∗

n(b)H−1
4,nRn(b)vn,

Â4,n :=
(

I −M̂4,n

0 I

)
, Â3,n :=

(
I 0

M̂3,n I

)
. (2.2.13)

Sea r ∈ {3, 4} y sea Ûr,n definida como (2.2.3). Entonces

Wr,n := Ûr,nÂr,n (2.2.14)

con r = 3, 4 es un polinomio matricial 2q ×2q de grado menor o igual a n+1. Además,
Wr,n es una función Jq−interna de la clase BJq(Π+), donde BJ(Π+) está definido en
la Definición 2.1. Para cada z ∈ C, la matriz Wr,n(z) es no singular y para cada z ∈ C
las identidades

Wr,n(z)JqW
∗
r,n(z) = Ûr,n(z)JqÛ

∗
r,n(z) (2.2.15)

y

W −∗
r,n (z)JqW

−1
r,n (z) = Û−∗

r,n (z)JqÛ
−1
r,n (z) (2.2.16)

se satisfacen.
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Demostración. Obviamente las matrices M̂3,n y −M̂4,n son hermitianas. De la Ob-
servación 2.5 tenemos que Â3,n y Â4,n son J−unitarias. Consecuentemente, todas las
matrices Â∗

3,n, Â∗
4,n y Â−1

3,n y Â−1
4,n también son Jq−unitarias. Así, (2.2.15) y (2.2.16) se

satisfacen para cada z ∈ C. En vista de Lema 2.3. ■
Ahora estamos listos para reescribir el sistema de desigualdades matriciales fun-

damental del tipo de V.P. Potapov asociado a la versión matricial del problema de
momento de Hausdorff para el caso no degenerado. Esto será de gran ayuda más ade-
lante para la demostración del Teorema 3.1.
Proposición 2.3. Sea (sj)2n+1

j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión
q × q tales que las matrices de bloques de Hankel H4,n y H3,n son hermitianas positivas.
Sea S : C \ [a, b] → C2q×2q una función matricial. Sean S̃4 y S̃3 definidas como en
(1.1.14) y (1.1.15), respectivamente. Entonces S pertenece a Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] si y
solo si S es holomorfa en C \ [a, b] y la desigualdad matricial

1
i(z − z)

(
S̃r(z)

I

)∗

[Wr,n(z)]−∗Jq[Wr,n(z)]−1
(

S̃r(z)
I

)
⩾ 0 (2.2.17)

se satisface para cada r ∈ {3, 4} y cada z ∈ C \ R.
Demostración. Por el Teorema 1.3, tenemos que S pertenece a Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ]
si y solo si S pertenece a Pq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] dado en la Definición 1.17, entonces S es
holomorfa en C \ [a, b] y además, K

[S]
3,n(z) y K

[S]
4,n(z) son hermitianas no negativas.

De la Observación 2.4 tenemos que K
[S]
3,n(z) y K

[S]
4,n(z) son hermitianas no negativas

para todo z ∈ C \ R si y solo si para cada r ∈ {3, 4} y cada z ∈ C \ R, se satisface
(2.2.2). Entonces de (2.2.10) tenemos

1
i(z − z)

(
S̃r

I

)∗

[Ûr,n(z)]−1∗Jq[Ûr,n(z)]−1
(

S̃r

I

)
⩾ 0. (2.2.18)

Finalmente usamos (2.2.16) y la Proposición (2.3) queda demostrada. ■

2.3 La matriz resolvente en el punto b
En esta sección definimos la matriz resolvente en el punto z = b.
Lema 2.7. Sea a ∈ R, b ∈ (a, ∞). Además sean Tn, vn, un, H3,n y H4,n definidos
como en (1.1.4), (1.1.6), (1.1.11), (1.1.10) y (1.1.9), respectivamente. Se satisface la
siguiente identidad:

(I − aTn)H3,n + (b − a)vnu∗
n = −(I − bTn)H4,n. (2.3.1)

Demostración. Del lado izquierdo de (2.3.1) tenemos
(I − aTn)H3,n + (b − a)vnu∗

n = (I − aTn)H3,n + (b − a)(TnH̃1,n − H1,n)
= bH1,n − H̃1,n − aTnbH1,n + aTnH̃1,n + bTnH̃1,n − bH1,n

− aTnH̃1,n + aH1,n

= −(I − bTn)H̃1,n + (I − bTn)aH1,n

= −(I − bTn)H4,n.
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En la primera igualdad se usa (1.2.3). En la segunda igualdad usamos (1.1.10). En la
cuarta igualdad se sigue de (1.1.9). ■

Teorema 2.1. Sea q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞). Además, sean Tn, Rn(z), vn, un u4,n,
u3,n, definidos como en la Definiciones 1.13 y 1.14. Para r ∈ {3, 4}, sea Wr,n, dado
por (2.2.14). Sea (sj)2n+1

j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q
tales que las matrices H4,n y H3,n dadas por (1.1.9) y (1.1.10), respectivamente, son
hermitianas positivas. Sea V̂ (2n+1) : C → C2q×2q definida para todo z ∈ C por

V̂ (2n+1)(z) :=
(

α̂n(z) β̂n(z)
γ̂n(z) δ̂n(z)

)
, (2.3.2)

donde

α̂n(z) := Iq + (b − z)u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vn, (2.3.3)

γ̂n(z) := (b − z)(z − a)v∗
nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vn, (2.3.4)

β̂n(z) := −u∗
3,nR∗

n(z)H−1
3,nRn(b)u3,n, (2.3.5)

δ̂n(z) := Iq − (b − z)v∗
nR∗

n(z)H−1
3,nRn(b)u3,n. (2.3.6)

Entonces

(a) Para cada z ∈ C \ {a}, la identidad

V̂ (2n+1)(z) =
( 1

(z−a)I 0
0 I

)
W4,n(z)

(
(z − a)I 0

0 I

)
, (2.3.7)

se satisface donde W4,n está dado por (2.2.14) con r = 4.

(b) Para cada z ∈ C \ {b}, la identidad

V̂ (2n+1)(z) =
( 1

(b−z)I 0
0 I

)
W3,n(z)

(
(b − z)I 0

0 I

)
. (2.3.8)

se satisface donde W3,n está dado por (2.2.14) con r = 3.

(c) Para todo z ∈ C, la matriz V̂n(z) es invertible.

Demostración. (a) Para r = 4 reescribimos la matriz de (2.2.14) como sigue

W4,n(z) = Û4,n(z)Â4,n

=
(

I2q − i(b − z)
(

u∗
4,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
4,nRn(b)(u4,n vn)Jq

)
Â4,n

= Â4,n − i(b − z)
(

u∗
4,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
4,nRn(b)(u4,n vn)JqÂ4,n

= Â4,n − i(b − z)
(

u∗
4,n

v∗
n

)
R∗

n(z)H−1
4,nRn(b)(u4,n vn)

(
0 −iI

iI −iM̂4,n

)

=
(

b11 b12
b21 b22

)
. (2.3.9)
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En la segunda igualdad usamos (2.2.3). La cuarta igualdad se sigue de usar (2.1.7) y
(2.2.13). Después de hacer el producto de matrices se sigue la quinta igualdad, donde

b11 = I + (b − z)u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vn, (2.3.10)

b12 = −M̂4,n − (b − z)[u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)u4,n + u∗

4,nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)vnM̂4,n], (2.3.11)
b21 = (b − z)v∗

nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)vn, (2.3.12)
b22 = I − (b − z)[v∗

nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)u4,n + v∗
nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vnM̂4,n]. (2.3.13)

De (2.3.9) tenemos( 1
(z−a)I 0

0 I

)
W4,n(z)

(
(z − a)I 0

0 I

)
=
(

b11
1

(z−a)b12

(z − a)b21 b22

)
. (2.3.14)

Comparando (2.3.3) con (2.3.10) y (2.3.4) con (2.3.12) obtenemos

α̂n(z) = b11, (2.3.15)
γ̂n(z) = (z − a)b21. (2.3.16)

Veamos que b22 es precisamente δ̂n(z). De (2.3.13) tenemos

b22 = I − (b − z)[v∗
nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)u4,n + v∗

nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)vnM̂4,n]
= I − (b − z)[v∗

nR(
nz)H−1

4,nRn(b)u4,n + v∗
nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vn(b − a)u∗

3,nR∗
n(b)H−1

3,n·
· Rn(b)u3,n]

= I − (b − z)[v∗
nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)(I − aTn)un + (b − a)v∗

nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)vnu∗
nH−1

3,nun]
= I − (b − z)[v∗

nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)[(I − aTn)H3,n + (b − a)vnu∗
n]H−1

3,nun]
= I − (b − z)[v∗

nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)[(−I + bTn)H4,n]H−1
3,nun]

= I + (b − z)[v∗
nR∗

n(z)H−1
3,nun]

= I − (b − z)v∗
nR∗

n(z)H−1
3,nRn(b)u3,n.

En la segunda igualdad usamos (2.2.12). En la tercera igualdad usamos las identidades
Rn(b)u3,n = −un y u4,n = (I −aTn)un. En la cuarta igualdad factorizamos. En la quinta
igualdad usamos la identidad (2.3.1). En la sexta igualdad usamos las identidades
H−1

4,nRn(b)(I − bTn)H4,n = I y u∗
4,n = u∗

n(I − aT ∗
n). En la última igualdad usamos la

identidad Rn(b)u3,n = −un. Entonces

b22 = I − (b − z)v∗
nR∗

n(z)H−1
3,nRn(b)u3,n. (2.3.17)

Comparando (2.3.17) con (2.3.6) tenemos

b22 = δ̂n(z). (2.3.18)
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Ahora veamos que 1
(z−a)b12 = β̂n(z). De (2.3.11) tenemos

b12 = −M̂4,n − (b − z)[u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)u4,n + u∗

4,nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)vnM̂4,n]
= −(b − a)u∗

3,nR∗
n(b)H−1

3,nRn(b)u3,n − (b − z)[u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)u4,n

+ u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vn(b − a)u∗

3,nR∗
n(b)H−1

3,nRn(b)u3,n]
= −(b − a)u∗

nH−1
3,nun − (b − z)u∗

4,nR∗
n(z)H−1

4,nRn(b)(I − aTn)un

− (b − z)(b − a)u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)vnu∗

nH−1
3,nun

= −(b − a)u∗
nH−1

3,nun + (b − z)u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)·

· [−(I − aTn)H3,n − (b − a)vnu∗
n]H−1

3,nun

= −(b − a)u∗
nH−1

3,nun + (b − z)u∗
4,nR∗

n(z)H−1
4,nRn(b)[(I − bTn)H4,n]H−1

3,nun

= −(b − a)u∗
nH−1

3,nun + (b − z)u∗
n(I − aT ∗

n)R∗
n(z)H−1

3,nun

= u∗
n[−(b − a)(I − zT ∗

n) + (b − z)(I − aT ∗
n)]R∗

n(z)H−1
3,nun

= u∗
n[(a − z)(I − bT ∗

n)]R∗
n(z)H−1

3,nun

= −(a − z)u∗
3,nR∗

n(z)H−1
3,nun

= −(a − z)u∗
3,nR∗

n(z)H−1
3,n(−Rn(b)u3,n)

= (a − z)u∗
3,nR∗

n(z)H−1
3,nRn(b)u3,n.

En la segunda igualdad usamos (2.2.12). En la tercera igualdad usamos las identidades
Rn(b)u3,n = −un y u4,n = (I −aTn)un. En la cuarta igualdad factorizamos. En la quinta
igualdad usamos la identidad (2.3.1). En la sexta igualdad usamos las identidades
H−1

4,nRn(b)(I − bTn)H4,n = I y u∗
4,n = u∗

n(I − aT ∗
n). En la septima igualdad factorizamos

usando la identidad (I − zT ∗
n)R∗

n(z). La octava igualdad se sigue de simplificar. En la
novena igualdad se usa la identidad. Así

1
(z − a)b12 = −u∗

3,nR∗
n(z)H−1

3,nRn(b)u3,n. (2.3.19)

Comparando (2.3.5) con (2.3.19) se sigue

1
(z − a)b12 = β̂n(z). (2.3.20)

Por lo tanto, de (2.3.15), (2.3.16), (2.3.18), (2.3.20) y (2.3.14) se sigue (2.3.7) y el (a)
queda demostrado. (b) De manera análoga se puede probar (2.3.7). (c) De (2.2.14)
tenemos que Wr,n es invertible para todo z ∈ C y para r ∈ {3, 4}. En vista de (2.3.7)
y de (2.3.8), la parte (c) queda demostrada. ■

Definición 2.8. La matriz (2.3.2) es llamada la matriz resolvente que corresponde a
el Problema 1 (ver pág. 3) en el caso no degenerado.

Nótese que la matriz resolvente es un polinomio matricial de 2q × 2q de grado no
mayor que n + 2.



Capítulo 3

Descripción del conjunto de
soluciones del problema de
momentos

Recordemos que en el Problema 2 (ver pág. 5), se pide describir el conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ]

de soluciones de la versión matricial del problema de momentos de Hausdorff dado en
la Definición 1.12. En este capítulo procedemos con la descripción del conjunto de
soluciones del problema de momentos.

3.1 Descripción del conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ]

En esta sección demostramos que el conjunto de todas las clases de equivalencia y
el conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] forman una biyección dada por una función S(z) que es
precisamente la descripción deseada. Cabe mencionar que los resultados de esta sección
no aparecen en trabajos anteriores

Obtenemos la parametrización de los elementos del conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ], es

decir, el conjunto de soluciones de la versión matricial del problema de momento de
Hausdorff dado en la Definición 1.12, teniendo como parámetro un par columna no
negativo y además en términos de los bloques de la matriz resolvente V̂n definida en
(2.3.2).

Para que esto tenga sentido, debemos restringir la matriz resolvente y sus bloques ya
que por la Definición 1.12, los elementos de Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] son funciones matriciales
que están definidas en C\[a, b]. Usamos la misma notación V̂n para denotar la restricción
de esta matriz resolvente en C \ [a, b], es decir,

V̂n := V̂n |C\[a,b] , (3.1.1)

y consecuentemente definimos,

α̂n := α̂n |C\[a,b] , β̂n := β̂n |C\[a,b] , γ̂n := γ̂n |C\[a,b] , δ̂n := δ̂n |C\[a,b] . (3.1.2)

Lema 3.1. Sea (sj)2n+1
j=0 una secuencia de matrices hermitianas de dimensión q × q

tales que las matrices de bloques de Hankel H4,n y H3,n son hermitianas positivas. Sea

23
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(
p
q

)
∈ P [−Jq, [a, b]], definimos P1 := α̂np + β̂nq y Q1 := γ̂np + δ̂nq. Entonces det P1

y det Q1 son funciones complejas las cuales son meromorfas en C\ [a, b] y no se hacen

idénticamente cero. Además, el par columna
(

P1
Q1

)
pertenece a P [−Jq, [a, b]].

Demostración. De acuerdo a las Definiciones 2.3 y 2.4, p y q son funciones matriciales
complejas de q × q para las cuales existe un subconjunto discreto D de C \ [a, b] tal que
las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv) en la Definición 2.3 se satisfacen. En principio, vamos

a mostrar que
(

P1
Q1

)
también pertenece a P [−Jq, [a, b]]. En vista del Teorema 2.1 y la

condición (i) de la Definición 2.3, P1 y Q1 son meromorfas en C \ [a, b] y holomorfas
en C \ ([a, b] ∪ D). Del Teorema 2.1 parte (c), tenemos que la matriz resolvente V̂n es
invertible. De acuerdo a la Proposición A.2 del Apéndice A y por la condición (ii) de
la Definición 2.3, tenemos

rank
(

P1(z)
Q1(z)

)
= rank

[
V̂n(z)

(
p(z)
q(z)

)]
= rank

(
p(z)
q(z)

)
= q (3.1.3)

para cada z ∈ C \ [a, b] ∪ D. En virtud al Lema 2.6, para cada r ∈ {3, 4}, la función
matricial Wr,n dada por (2.2.14) es una función Jq−interna de la clase BJq(Π+), donde
BJq(Π+) está definido como en la Definición 2.1. Por lo tanto del Lema 2.1 y (2.1.6)
con W = Wr,n y J = Jq obtenemos

W ∗
r,n(z)JqWr,n(z)

i(z − z) ⩾
Jq

i(z − z) (3.1.4)

para cada z ∈ C \ R. Usando el Teorema 2.1 podemos ver que(
(z − a)P1(z)

Q1(z)

)
=
(

(z − a)Iq 0
0 Iq

)
V̂n(z)

(
p(z)
q(z)

)

= W4,n(z)
(

(z − a)Iq 0
0 Iq

)(
p(z)
q(z)

)
= W4,n(z)

(
(z − a)p(z)

q(z)

)
(3.1.5)

y (
(b − z)P1(z)

Q1(z)

)
= W3,n(z)

(
(b − z)p(z)

q(z)

)
(3.1.6)

se satisfacen para todo z ∈ C \ (R ∪ D). De (3.1.4), (3.1.5) y la condición (iii) de la
Definición 2.3 se sigue

1
2Im z

(
(z − a)P1(z)

Q1(z)

)∗

(−Jq)
(

(z − a)P1(z)
Q1(z)

)
⩾ 0

para todo z ∈ C \ (R∪ D). Similarmente, usando (3.1.4), (3.1.6) y la condición (iv) de
la Definición 2.3 tenemos

1
2Im z

(
(b − z)P1(z)

Q1(z)

)∗

(−Jq)
(

(b − z)P1(z)
Q1(z)

)
⩾ 0
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para todo z ∈ C \ (R ∪ D). Por lo tanto
(

P1
Q1

)
pertenece a P [−Jq, [a, b]]. Ahora, sea

z ∈ C \ (R ∪ D). De (2.2.16) sabemos que det W4,n no es cero en C. Por lo tanto, en
vista de (3.1.5) tenemos(

(z − a)p(z)
q(z)

)
= [W4,n(z)]−1

(
(z − a)P1(z)

Q1(z)

)
. (3.1.7)

De la condición (iii) de la Definición 2.3 y (3.1.7) podemos concluir que

1
i(z − z)

(
(z − a)P1(z)

Q1(z)

)∗

[W4,n(z)]−∗Jq[W4,n(z)]−1
(

(z − a)P1(z)
Q1(z)

)
⩾ 0.

Para cada g ∈ N [P1(z)] := {h ∈ Cq : P1(z)h = 0}, esto implica que

1
i(z − z)

(
0

Q1(z)g

)∗

[W4,n(z)]−∗Jq[W4,n(z)]−1
(

0
Q1(z)g

)
⩾ 0.

Ya que

1
i(z − z)

(
0

Q1(z)g

)∗

Jq

(
0

Q1(z)g

)
= 0,

se cumple para todo g ∈ Cq, vemos entonces que(
0

Q1(z)g

)∗
Jq − [W4,n(z)]−∗Jq[W4,n(z)]−1

i(z − z)

(
0

Q1(z)g

)
⩽ 0 (3.1.8)

es verdadero para cada g ∈ N [P1(z)]. Por otro lado, usando el Lema 2.3 y el Lema 2.6
junto con las identidades (2.2.8) y (2.2.16), obtenemos

[W4,n(z)]−∗Jq[W4,n(z)]−1 = Jq + i(z − z)Jq(u4,n vn)∗[Rn(z)]∗H−1
4,nRn(z)(u4,n vn)Jq.

(3.1.9)

Así, la igualdad (3.1.9) nos proporciona

Jq − [W4,n(z)]−∗Jq[W4,n(z)]−1

i(z − z) = Jq(u4,n vn)∗[Rn(z)]∗H−1
4,nRn(z)(u4,n vn)Jq. (3.1.10)

Ya que la matriz H4,n es hermitiana positiva, el lado derecho de (3.1.10) es Hermitiano
no negativo. Así, en vista de (3.1.8), para cada g ∈ N [P1(z)], tenemos(

0
Q1(z)g

)∗

Jq(u4,n vn)∗[Rn(z)]∗H−1
4,nRn(z)(u4,n vn)Jq

(
0

Q1(z)g

)
= 0

y, en vista de det Rn(z) ̸= 0, entonces

0 = (u4,n vn)Jq

(
0

Q1(z)g

)
= −iu4,nQ1(z)g.
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De acuerdo a (1.1.11), esto implica que s0Q1(z)g = 0 para todo g ∈ N [P1(z)]. Ya que
H4,n es hermitiana positiva, la matriz s0 es no singular. Entonces(

P1(z)
Q1(z)

)
g = 0

para todo g ∈ N [P1(z)]. Así, (3.1.3) demuestra que N [P1(z)] = {0}. Por lo tanto, la
matriz P1(z) es no singular. Análogamente, uno puede verificar que la matriz Q1(z) es
no singular. ■

Ahora podemos demostrar el resultado principal de esta sección y de este capítulo.

Teorema 3.1. Sea Jq definido en (2.1.7), P [−Jq, [a, b]] dado como en la Definición
(2.4) α̂n, β̂n, γ̂n y δ̂n dados por (2.3.3)-(2.3.6) y Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] definido en la Defini-
ción (1.12). Sea (sj)2n+1

j=0 un secuencia de matrices hermitianas de dimensión q×q tales
que las matrices H4,n y H3,n dadas por (1.1.9) y (1.1.10), son hermitianas positivas.
Entonces

(a) Para cada
(

p
q

)
∈ P [−Jq, [a, b]], la función matricial

S := {α̂n(z)p(z) + β̂n(z)q(z)}{γ̂n(z)p(z) + δ̂n(z)q(z)}−1 (3.1.11)

pertenece a Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ].

(b) Para cada S ∈ Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ], existe un par columna

(
p
q

)
∈ P [−Jq, [a, b]] de

funciones matriciales p y q que son meromorfas en C \ [a, b] tal que S admite la
representación

S = {α̂n(z)p(z) + β̂n(z)q(z)}{γ̂n(z)p(z) + δ̂n(z)q(z)}−1.

(c) Si
(

p1
q1

)
y
(

p2
q2

)
pertenecen a P [−Jq, [a, b]], entonces

{α̂n(z)p1(z) + β̂n(z)q1(z)}{γ̂n(z)p1(z) + δ̂n(z)q1(z)}−1

= {α̂n(z)p2(z) + β̂n(z)q2(z)}{γ̂n(z)p2(z) + δ̂n(z)q2(z)}−1 (3.1.12)

si y solo si 〈(
p1
q1

)〉
∼P

=
〈(

p2
q2

)〉
∼P

(3.1.13)

donde ⟨⟩∼P
está definido mediante la Definición 2.6.

Demostración. (a) Sea
(

p
q

)
∈ P [−Jq, [a, b]]. En virtud de Lema 3.1, tenemos entonces

que
(

p1
q1

)
definidos por p1 = α̂np + β̂nq y q1 := γ̂np + δ̂nq, también pertenecen a
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P [−Jq, [a, b]] y, además la función det q1 no es idénticamente cero en C \ [a, b]. De la
Proposición 2.1 se sigue que S := p1q−1

1 pertenece a Rq[a, b] definido por la Definición

1.11. Se puede ver fácilmente que el par columna
(

p̃
q̃

)
dado por p̃ := pq−1

1 y q̃ := qq−1
1 ,

también pertenece a P [−Jq, [a, b]]. Obviamente, se satisfacen las siguientes igualdades:(
S
Iq

)
=
(

p1
q1

)
q−1

1 = V̂n

(
p
q

)
q−1

1 = V̂n

(
p̃
q̃

)
.

Nuevamente, recordamos que del Teorema 2.1 parte (c), tenemos que la matriz resol-
vente V̂n es invertible. Se sigue que(

p̃
q̃

)
= V̂ −1

n

(
S
Iq

)
. (3.1.14)

Del Teorema 2.1 obtenemos que
(

p̃
q̃

)
es holomorfa en C \ [a, b]. Ya que

(
p̃
q̃

)
pertenece

a P [−Jq, [a, b]], tenemos entonces

1
2Im z

(
(z − a)p̃(z)

q̃(z)

)∗

(−Jq)
(

(z − a)p̃(z)
q̃(z)

)
⩾ 0 (3.1.15)

y

1
2Im z

(
(b − z)p̃(z)

q̃(z)

)∗

(−Jq)
(

(b − z)p̃(z)
q̃(z)

)
⩾ 0 (3.1.16)

para cada z ∈ C \ R. De (3.1.14), (1.1.14), (1.1.15) y el Teorema 2.1 tenemos(
(z − a)p̃(z)

q̃(z)

)
= [W4,n(z)]−1

(
S̃4(z)

Iq

)
(3.1.17)

y (
(b − z)p̃(z)

q̃(z)

)
= [W3,n(z)]−1

(
S̃3(z)

Iq

)
(3.1.18)

para cada z ∈ C \ [a, b]. Así de (3.1.15), (3.1.16), (3.1.17), y (3.1.18) vemos que la
desigualdad (2.2.17) se cumple para cada r ∈ {3, 4} y cada z ∈ C \ R. Aplicando la
Proposición 2.3 se sigue que S pertenece a Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].
(b) Ahora consideramos una función matricial arbitraria S que pertenece a Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ].
Sean

p̃ :=
(
Iq, 0

)
V̂ −1

n

(
S
Iq

)
y q̃ :=

(
0, Iq

)
V̂ −1

n

(
S
Iq

)
. (3.1.19)

Del Teorema 2.1 vemos que la función matricial V̂ −1
n es holomorfa en C\[a, b]. Entonces

p̃ y q̃ también son holomorfas en C \ [a, b] y obtenemos

rank
(

p̃(z)
q̃(z)

)
= rank

(
S(z)
Iq

)
= q (3.1.20)
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para cada z ∈ C \ [a, b]. Usando el Teorema 2.1 es fácil comprobar que las identidades
(3.1.17) y (3.1.18) se satisfacen para todo z ∈ C \ [a, b]. Ya que de la Proposición 2.3
sabemos que la desigualdad (2.2.17) se cumple para cada r ∈ {3, 4} y cada z ∈ C \ R
se sigue entonces que las desigualdades (3.1.15) y (3.1.16) se satisfacen para todo z ∈

C \ R. Así, en vista de (3.1.20), vemos que
(

p̃
q̃

)
pertenece a P [−Jq, [a, b]]. De (3.1.19)

obtenemos (
S
Iq

)
= V̂n

(
p̃
q̃

)
=
(

α̂np̃ + β̂nq̃
γ̂np̃ + δ̂nq̃

)
.

Por lo tanto,

S = S · I−1
q = (α̂np̃ + β̂nq̃)(γ̂np̃ + δ̂nq̃)−1

= ((α̂np + β̂nq)q−1
1 )((γ̂np + δ̂nq)q−1

1 )−1

= (α̂np + β̂nq)(γ̂np + δ̂nq)−1.

(c) Sean
(

p1
q1

)
y
(

p2
q2

)
que pertenecen a P [−Jq, [a, b]]. Obviamente se satisface

(
α̂npk + β̂nqk

γ̂npk + δ̂nqk

)
= V̂n

(
pk

qk

)

para cada k ∈ {1, 2}. En vista del Teorema 2.1 parte (c) y el Lema 3.1 lo anterior
implica que(

pk

qk

)
= V̂ −1

n

(
α̂npk + β̂nqk

γ̂npk + δ̂nqk

)

= V̂ −1
n

(
(α̂npk + β̂nqk)(γ̂npk + δ̂nqk)−1

I

)
(γ̂npk + δ̂nqk) (3.1.21)

para cada k ∈ {1, 2}. Ahora suponemos que (3.1.12) se cumple. Entonces de (3.1.21)
tenemos, (

p2
q2

)
= V̂ −1

n

(
(α̂np1 + β̂nq1)(γ̂np1 + δ̂nq1)−1

I

)
(α̂np2 + β̂nq2)

=
(

p1
q1

)
(γ̂np1 + δ̂nq1)−1(α̂np2 + β̂nq2) =

(
p1F
q1F

)

donde F := (γ̂np1 + δ̂nq1)−1(α̂np2 + β̂nq2) es una función matricial que es meromorfa
en C \ [a, b]. Además, del Lema 3.1 sabemos que det F no es idénticamente cero. Por
lo tanto, (3.1.13) se cumple. En cambio, ahora suponemos que (3.1.13) se satisface.
Entonces existe una función matricial F que es meromorfa en C \ [a, b] tal que det F
no es idénticamente cero y que p2 = p1F y q2 = q1F se cumplen. Entonces se sigue
inmediatamente (3.1.12). ■
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Definición 3.1. La función S descrita en (3.1.11) es la solución asociada a la versión
matricial del problema de momentos de Hausdorff para el caso par de momentos dados.

El Teorema 3.1 da una clara descripción de los elementos del conjunto Rq[[a, b]; (sj)2n+1
j=0 ]

dado en la Definición 1.12. De esta manera, para resolver el Problema 2 (ver pág. 5)
utilizamos el Teorema 3.1. Consecuentemente, el Problema 1 (ver pág. 3) queda solu-
cionado.

3.2 Ejemplos
Ejemplo 3.1. Dada la secuencia de matrices:

s0 =
(

3
2 0
0 3

2

)
, s1 =

(
5
6

1
3

1
3

7
12

)
, s2 =

(
7
12

1
3

1
3

23
60

)
,

s3 =
(

9
20

3
10

3
10

3
10

)
, s4 =

(
11
30

4
15

4
15

53
210

)
, s5 =

(
13
42

5
21

5
21

37
168

)
.

Hallar al menos una función σ tal que σ ∈ M2
⩾[[0, 1]; (sj)5

j=0].

Solución. Para un mejor entendimiento del lector, el procedimiento de la solución lo
escribimos en pasos:
Paso 1. Claramente la secuencia (sj)5

j=0 es una secuencia de matrices hermitianas de
2×2. Verificamos que la secuencia dada satisface las condiciones necesarias y suficientes
de existencia de solución.

De acuerdo a (1.1.7) y (1.1.8) construimos las matrices de bloque de Hankel aso-
ciadas a la secuencia (sj)5

j=0

H1,2 =



3
2 0 5

6
1
3

7
12

1
3

0 3
2

1
3

7
12

1
3

23
60

5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210


, H̃1,2 =



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

5
21

3
10

3
10

4
15

53
210

5
21

37
168


y también, de acuerdo a (1.1.9) y (1.1.10), construimos las matrices de bloque de Hankel
asociadas a la secuencia (sj)5

j=0 y al intervalo acotado [0, 1]

H4,2 = −0H1,2 + H̃1,2 =



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

5
21

3
10

3
10

4
15

53
210

5
21

37
168


,
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H3,2 = 1H1,2 − H̃1,2 =



2
3 −1

3
1
4 0 2

15
1
30

−1
3

11
12 0 1

5
1
30

1
12

1
4 0 2

15
1
30

1
12

1
30

0 1
5

1
30

1
12

1
30

1
21

2
15

1
30

1
12

1
30

2
35

1
35

1
30

1
12

1
30

1
21

1
35

9
280


.

Verificamos que sean positivas definidas. Para H4,2 se tiene

det
(

5
6

1
3

1
3

7
12

)
= 3

8 > 0, det


5
6

1
3

7
12

1
3

7
12

1
3

7
12

1
3

9
20

 = 7
960 > 0,

det


5
6

1
3

7
12

1
3

1
3

7
12

1
3

23
60

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

23
60

3
10

3
10

 = 1
6400 > 0, det



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

 = 3
22400000 > 0,

det



5
6

1
3

7
12

1
3

9
20

3
10

1
3

7
12

1
3

23
60

3
10

3
10

7
12

1
3

9
20

3
10

11
30

4
15

1
3

23
60

3
10

3
10

4
15

53
210

9
20

3
10

11
30

4
15

13
42

5
21

3
10

3
10

4
15

53
210

5
21

37
168


= 1

6272000000 > 0.

Para H3,2 tenemos

det
(

2
3 −1

3
−1

3
11
12

)
= 1

2 > 0, det


2
3 −1

3
1
4

−1
3

11
12 0

1
4 0 2

15

 = 3
320 > 0,

det


2
3 −1

3
1
4 0

−1
3

11
12 0 1

5
1
4 0 2

15
1
30

0 1
5

1
30

1
12

 = 9
32000 > 0, det



2
3 −1

3
1
4 0 2

15
−1

3
11
12 0 1

5
1
30

1
4 0 2

15
1
30

1
12

0 1
5

1
30

1
12

1
30

2
15

1
30

1
12

1
30

2
35

 = 1
4200000 > 0,

det



2
3 −1

3
1
4 0 2

15
1
30

−1
3

11
12 0 1

5
1
30

1
12

1
4 0 2

15
1
30

1
12

1
30

0 1
5

1
30

1
12

1
30

1
21

2
15

1
30

1
12

1
30

2
35

1
35

1
30

1
12

1
30

1
21

1
35

9
280


= 1

2744000000 > 0.
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Usando el criterio de Sylvester, Teorema A.8 del Apéndice A, tenemos que H4,n y
H3,n son positivas definidas. Por lo que, tenemos una secuencia (sj)5

j=0 de matrices
hermitianas de 2 × 2 tales que H4,2 y H3,2 son hermitianas positivas. Si revisamos el
Teorema 1.4, entonces aseguramos que el conjunto M2

⩾[[0, 1]; (sj)5
j=0] definido mediante

la Definición 1.10 es no vacío.
Paso 2. Construimos la matriz resolvente V̂2 dada en (3.1.1). Para eso, primero cons-
truimos los elementos R∗

2(z), R2(1), v2, u4,2 y u3,2 de acuerdo a (1.1.5), (1.1.6), (1.1.12)
y (1.1.13), respectivamente,

R∗
2(z) =



1 0 z 0 z2 0
0 1 0 z 0 z2

0 0 1 0 z 0
0 0 0 1 0 z
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1


, v2 =



1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0


, u4,2 =



−3
2 0

0 −3
2

−5
6 −1

3
−1

3 − 7
12

− 7
12 −1

3
−1

3 −23
60


,

u3,2 =



3
2 0
0 3

2
−2

3
1
3

1
3 −11

12
−1

4 0
0 −1

5


, R2(1) =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1


.

Entonces, los bloques de V̂2 son los siguientes:

α̂2(z) = I2 + (1 − z)u∗
4,2R

∗
2(z)H−1

4,2 R2(1)v2,

=
(

490z3 − 720z2 + 235z − 4 −10
7 (z − 1) (322z2 − 152z + 3)

−2(z − 1) (140z2 − 70z + 3) 340z3 − 510z2 + 178z − 7

)
, (3.2.1)

γ̂2(z) = (1 − z)(z − 0)v∗
2R∗

2(z)H−1
4,2 R2(1)v2,

=
(

−20
3 (z − 1)z (49z2 − 44z + 9) 40

21(z − 1)z (161z2 − 139z + 27)
280
3 (z − 1)z2(2z − 1) −20

21(z − 1)z (238z2 − 140z + 9)

)
, (3.2.2)

β̂2(z) = −u∗
3,2R

∗
2(z)H−1

3,2 R2(1)u3,2

=
(

− 5
192 (1386z2 − 1400z + 283) 1

96 (−2394z2 + 2552z − 547)
1
96 (−2520z2 + 2660z − 529) − 7

240 (1080z2 − 1100z + 211)

)
, (3.2.3)

δ̂2(z) = I2 − (1 − z)v∗
2R∗

2(z)H−1
3,2 R2(1)u3,2

=
(

1
16 (385z3 − 665z2 + 345z − 49) 1

8(z − 1) (133z2 − 120z + 21)
5
8(z − 1) (28z2 − 21z + 3) 1

4 (84z3 − 133z2 + 60z − 7)

)
. (3.2.4)
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Paso 3. Escribimos la fórmula general de los elementos que pertenecen a el conjunto
Rq[[a, b]; (sj)2n+1

j=0 ] definido como en la Definición 1.12,

S(z) =
(
α̂n(z)p(z) + β̂n(z)q(z)

) (
γ̂n(z)p(z) + δ̂n(z)q(z)

)−1
(3.2.5)

donde
(

p
q

)
pertenece al conjunto P [−Jq, [a, b]], definido como en la Definición 2.4 y Jq

definido como en (2.1.7).
Paso 4. Ahora, consideramos dos casos:

(a) Sean p = I2 y q = 02×2. Se verifica fácilmente que el par
(

I2
02×2

)
pertenece al

conjunto P [−J2, [0, 1]]. Si aplicamos la fórmula (3.2.5) para n = 2 y con el par(
I2

02×2

)
obtenemos,

S(z) = α̂2(z){γ̂2(z)}−1. (3.2.6)

Por otro lado, tenemos que

S(z) =
∫ 1

0

1
t − z

dµ(t)

donde µ ∈ M2
⩾[[0, 1]; (sj)5

j=0]. Ahora, estamos interesados en describir la función
µ(t). De (3.2.1), (3.2.2) y (3.2.6) tenemos que

S(z) =
(

S11(z) S12(z)
S21(z) S22(z)

)
, (3.2.7)

donde

S11(z) = −26460z5 + 62160z4 − 51380z3 + 17792z2 − 2255z + 36
60(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9) ,

S12(z) = −2940z4 + 5600z3 − 3416z2 + 734z − 27
30(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9) ,

S12(z) = −2940z4 + 5600z3 − 3416z2 + 734z − 27
30(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9) ,

S22(z) = −26460z5 + 66570z4 − 60662z3 + 24155z2 − 3818z + 117
60(z − 1)z (294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9) .

Notemos que S12 = S21. Sea P (z) el polinomio que se repite en el denominador
de las igualdades anteriores

P (z) := (z − 1)z
(
294z4 − 560z3 + 371z2 − 100z + 9

)
.

El polinomio P (z) tiene las siguientes raíces:

z1 = 0, z2 = 0.1846, z3 = 0.3867, z4 = 0.5406, z5 = 0.7926, z6 = 1
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donde hemos utilizado 4 dígitos después del punto decimal. Utilizando fracciones
parciales tenemos que

S11(z) = 0.0667
z1 − z

+ 0.2637
z2 − z

+ 0.2769
z3 − z

+ 0.2242
z4 − z

+ 0.5412
z5 − z

+ 0.1274
z6 − z

,

S12(z) = −0.1000
z1 − z

− 0.4116
z2 − z

+ 0.1553
z3 − z

− 0.1695
z4 − z

+ 0.4091
z5 − z

+ 0.1167
z6 − z

,

S12(z) = −0.1000
z1 − z

− 0.4116
z2 − z

+ 0.1553
z3 − z

− 0.1695
z4 − z

+ 0.4091
z5 − z

+ 0.1167
z6 − z

,

S22(z) = 0.2167
z1 − z

+ 0.6423
z2 − z

+ 0.0871
z3 − z

+ 0.1281
z4 − z

+ 0.3092
z5 − z

+ 0.1167
z6 − z

.

Reescribiendo (3.2.7), tenemos que

S(z) = A1

z1 − z
+ A2

z2 − z
+ A3

z3 − z
+ A4

z4 − z
+ A5

z5 − z
+ A6

z6 − z
,

donde

A1 =
(

0.0667 −0.1000
−0.1000 0.2167

)
, A2 =

(
0.2637 −0.4116

−0.4116 0.6423

)
,

A3 =
(

0.2769 0.1553
0.1553 0.0871

)
, A4 =

(
0.2242 −0.1695

−0.1695 0.1281

)
,

A5 =
(

0.5412 0.4091
0.4091 0.3092

)
, A6 =

(
0.1274 0.1167
0.1167 0.1167

)
.

En vista de la Definición A.5 del Apéndice A, podemos concluir que

S(z) = A1

z1 − z
+ A2

z2 − z
+ A3

z3 − z
+ A4

z4 − z
+ A5

z5 − z
+ A6

z6 − z
=
∫ 1

0

1
t − z

dµ(t),

donde

µ(t) =



02×2 t = 0,

A1 0 < t < 0.1846,

A1 + A2 0.1846 ⩽ t < 0.3867,

A1 + A2 + A3 0.3867 ⩽ t < 0.5406,

A1 + A2 + A3 + A4 0.5406 ⩽ t < 0.7926,∑5
j=0 Aj 0.7926 ⩽ t ⩽ 1.

(3.2.8)

(b) Sean p = 02×2 y q = I2. Similarmente como en el caso anterior (a). Se verifica

fácilmente que el par
(

02×2
I2

)
pertenece al conjunto P [−J2, [0, 1]]. Si aplicamos la

fórmula (3.2.5) con n = 2 y el par
(

02×2
I2

)
, obtenemos

S(z) = β̂2(z){δ̂2(z)}−1. (3.2.9)
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Por otro lado,

S(z) =
∫ 1

0

1
t − z

dν(t)

donde ν ∈ M2
⩾[[0, 1]; (sj)5

j=0]. Estamos interesados en describir la función ν(t).
De (3.2.3), (3.2.4) y (3.2.9) tenemos que

S(z) =
(

S11(z) S12(z)
S21(z) S22(z)

)
, (3.2.10)

donde

S11(z) = − 5 (12348z5 − 28294z4 + 23828z3 − 9027z2 + 1499z − 85)
12 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7) ,

S12(z) = −6860z4 + 12670z3 − 8064z2 + 2047z − 182
6 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7) ,

S12(z) = −6860z4 + 12670z3 − 8064z2 + 2047z − 182
6 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7) ,

S22(z) = −308700z5 + 758800z4 − 701015z3 + 300015z2 − 58655z + 4207
60 (3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7) .

Notemos que S12 = S21. Sea Q(z) el polinomio que aparece en el denominador
de las igualdades anteriores

Q(z) := 3430z6 − 9765z5 + 10710z4 − 5689z3 + 1503z2 − 180z + 7.

El polinomio Q(z) tiene las siguientes raíces:

z1 = 0.0714, z2 = 0.2182, z3 = 0.3398, z4 = 0.6045, z5 = 0.6931, z6 = 0.9197

donde hemos utilizado 4 dígitos después del punto decimal. Utilizando fracciones
parciales tenemos que

S11(z) = 0.1756
z1 − z

+ 0.0955
z2 − z

+ 0.2966
z3 − z

+ 0.3664
z4 − z

+ 0.1882
z5 − z

+ 0.3773
z6 − z

,

S12(z) = −0.3179
z1 − z

+ 0.0677
z2 − z

− 0.3261
z3 − z

+ 0.2743
z4 − z

− 0.0372
z5 − z

+ 0.3392
z6 − z

,

S12(z) = −0.3179
z1 − z

+ 0.0677
z2 − z

− 0.3261
z3 − z

+ 0.2743
z4 − z

− 0.0372
z5 − z

+ 0.3392
z6 − z

,

S22(z) = 0.5754
z1 − z

+ 0.0480
z2 − z

+ 0.3586
z3 − z

+ 0.2054
z4 − z

+ 0.0073
z5 − z

+ 0.3050
z6 − z

.

Reescribiendo (3.2.10), tenemos que

S(z) = B1

z1 − z
+ B2

z2 − z
+ B3

z3 − z
+ B4

z4 − z
+ B5

z5 − z
+ B6

z6 − z
,
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donde

B1 =
(

0.1756 −0.3179
−0.3179 0.5754

)
, B2 =

(
0.0955 0.0677
0.0677 0.0480

)
,

B3 =
(

0.2966 −0.3261
−0.3261 0.3586

)
, B4 =

(
0.3664 0.2743
0.2743 0.2054

)
,

B5 =
(

0.1882 −0.0372
−0.0372 0.0073

)
, B6 =

(
0.3773 0.3392
0.3392 0.3050

)
.

De acuerdo a la Definición A.5 del Apéndice A, tenemos que

S(z) = B1

z1 − z
+ B2

z2 − z
+ B3

z3 − z
+ B4

z4 − z
+ B5

z5 − z
+ B6

z6 − z
=
∫ 1

0

1
t − z

dν(t),

donde

ν(t) =



02×2 0 ⩽ t < 0.0714,

B1 0.0714 ⩽ t < 0.2182,

B1 + B2 0.2182 ⩽ t < 0.3398,

B1 + B2 + B3 0.3398 ⩽ t < 0.6045,

B1 + B2 + B3 + B4 0.6045 ⩽ t < 0.6931,∑5
j=0 Bj 0.6931 ⩽ t < 0.9197,∑6
j=0 Bj 0.9197 ⩽ t ⩽ 1.

(3.2.11)

Respuesta al ejemplo: las funciones en (3.2.8) y (3.2.11) pertenecen a M2
⩾[[0, 1]; (sj)5

j=0].

Observación 3.1. [9, pág. 21] Las soluciones asociadas dadas en (3.2.6) y (3.2.9) se
llaman soluciones extremales.

Observación 3.2. También se puede verificar que la función σ dada por (1.4.1), es
solución para este problema.
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Definición A.2. [21, pág. 12] Si f : R → R es una función no decreciente, entonces
f tiene límites por la derecha y por la izquierda en cada punto:

f(a+) = ĺım
x→a+

f(x) = ı́nf
x>a

f(x), f(a−) = ĺım
x→a−

f(x) = sup
x<a

f(x).

Además, los valores de los límites f(∞) = supa∈R f(x) y f(−∞) = ı́nfa∈R f(x) existen
(posiblemente igual a ±∞). f se llama continua por la derecha si f(a) = f(a+) para
todo a ∈ R y continua por la izquierda si f(a) = f(a−) para todo a ∈ R. Otra notación
usual para f(a+) y f(a−) es f(a + 0) y f(a − 0), respectivamente.

Definición A.3. [31, pág. 73] Sea f : A → C donde A ⊆ C es un conjunto abierto.
La función f se dice que es diferenciable (en el sentido complejo) en z0 ∈ A si

ĺım
z→z0

f(z) − f(z0)
z − z0

existe. Este límite es denotado por f ′(z0), o a veces por (df/dz)(z0). Así, f ′(z0) es
un número complejo. La función f se dice que es holomorfa en A si f es complejo
diferenciable para cada z0 ∈ A. La frase “holomorfa en z0” significa que f es holomorfa
en una vecindad de z0.

Definición A.4. [32, pág. 25] Decimos que una función f escalar, es meromorfa en
un dominio Ω si es holomorfa en Ω excepto para posibles polos.

Lema A.2. [19, pág. 790] Sean q ∈ N y Π+ denotado como en la Notación 7. Sea S
una función matricial de q × q meromorfa en Π+ tal que

S(z) − S∗(z)
2i

⩾ 0

para todo z ∈ HS, donde HS está definido como en la Definición 2.7. Entonces S es
holomorfa en todo Π+.

Proposición A.1. [25]. Si f es una función holomorfa en una región U entonces

g(z) = f(z)

es holomorfa en U∗.

36
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Teorema A.2. (Principio de simetría)[25]. Sea U una región simétrica sobre el
eje real y sea

U+ = {z ∈ U |Im z > 0}
la parte media de U sobre el plano superior C. Si f(z) es una función holomorfa en
U+ tal que

ĺım
Im (z)→0+

Im f(z) = 0

como z se aproxima al eje real por arriba entonces f(z) se extiende a una función
holomorfa f e tal que f = f e en U que satisface

f(z) = f(z) para todo z ∈ U.

Definición A.5. Sea f(t) una función continua en [a, b] y sean t1, t2, . . . tn números
tales que

a ⩽ t1 < . . . < tn ⩽ b.

Asumimos que σ(t) es una función no decreciente constante a trozos con puntos de
discontinuidad en tk, k = 1, . . . , n. Entonces la integral de Stieltjes de f respecto de σ
tiene la forma: ∫ b

a
f(t)dσ(t) =

n∑
k=1

f(tk)(σ(tk + 0) − σ(tk − 0)).

Generalmente, se entiende que σ es una función continua por la derecha.

Teorema A.3. [34, pág. 137-139] Sean f1, f2 funciones que son integrables con respec-
to a σ, en el sentido de Riemann-Stieltjes en [a, b], entonces se cumplen los siguientes
enunciados:

(i) Para toda constante c, cf1+f2 también es integrable en [a, b] y, además, se cumple
la siguiente igualdad:∫ b

a
(cf1 + f2)dσ = c

∫ b

a
f1dσ +

∫ b

a
f2dσ.

(ii) Si f1(x) ⩽ f2(x) en [a, b], ∫ b

a
f1dσ ⩽

∫ b

a
f2dσ.

(iii) Si f es una función integrable en [a, b] y a < c < b, entonces f es integrable en
[a, c] y en [c, b] y ∫ b

a
fdσ =

∫ c

a
fdσ +

∫ b

c
fdσ.

.

(iv) Sea c una constante. Si f es una función integrable con respecto de cσ1 e integrable
con respecto de σ2, entonces f es integrable con respecto de cσ1 + σ2 y∫ b

a
fd(cσ1 + σ2) =

∫ b

a
cfdσ1 +

∫ b

a
fdσ2.
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Observación A.3. [29, pág. 51,54]. Sea X ⊆ R, X no vacío. Sea G : X → Cq×q una
función matricial de q × q. La derivada de la función matricial G(t) es la matriz de las
derivadas en cada entrada

dG(t)
dt

=


dG11(t)

dt
· · · dG1q(t)

dt... . . . ...
dGq1(t)

dt
· · · dGqq(t)

dt

 .

Observación A.4. [29, pág. 51,54]. Sea G una función matricial definida como en la
Observación A.1. La integral de la función matricial G(t) es la matriz de las integrales
en cada entrada

∫ b

a
G(t)dt =



∫ b

a
G11(z)dt · · ·

∫ b

a
G1q(z)dt

... . . . ...∫ b

a
Gq1(z)dt · · ·

∫ b

a
Gqq(z)dt

 .

Observación A.5. Sean q ∈ N, a ∈ R, b ∈ (a, ∞) y Mq
⩾[a, b] definido como en la

Definición 1.8. En el caso cuando existe la derivada σ′(t) en [a, b] entonces la igualdad
(1.0.2) se escribe como∫ b

a
f(z, t)dσ(t) =

∫ b

a
f(z, t)σ′(t)dt

=



∫ b

a
f(z, t)σ′

11(t)dt · · ·
∫ b

a
f(z, t)σ′

1q(t)dt

... . . . ...∫ b

a
f(z, t)σ′

q1(t)dt · · ·
∫ b

a
f(z, t)σ′

qq(t)dt

 .

Observación A.6. [26, pág. 58]. Sea P (t) una función escalar tal que P (t) ⩾ 0 para
todo t ∈ [a, b] y sea σ ∈ M1

⩾[a, b]. Entonces
∫ b

a
P (t)dσ(t) ⩾ 0.

En vista de la Observación A.6, de forma similar para σ ∈ Mq
⩾[a, b] tenemos la

siguiente observación.

Observación A.7. Sea P (t) una función escalar tal que P (t) ⩾ 0 para todo t ∈ [a, b]
y sea
σ ∈ Mq

⩾[a, b] donde Mq
⩾[a, b] está definido como en la Definición 1.8. Entonces

∫ b

a
P (t)dσ(t) ⩾ 0.
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Teorema A.4. (Criterio de Weierstrass) [34, pág. 158-159]. Supongamos que {fn}
es una sucesión de funciones definidas en E, y supongamos

|fn(x)| ⩽ Mn (x ∈ E, n = 1, 2, 3, . . . ).

En estas condiciones, Σfn converge uniformemente en E si ΣMn converge.

Teorema A.5. Supongamos

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x) (x ∈ E).

Hagamos
Mn = sup

x∈E
|fn(x) − f(x)|.

Entonces, fn → f uniformemente en E si y solo si Mn → 0 cuando n → ∞.

Teorema A.6. (Teorema de Identidad) [31, pág. 365-366]. Sean f y g funciones
holomorfas en una región A. Supongamos que existe una secuencia z1, z2, z3, . . . de
puntos distintos en A que converge a z0 ∈ A tal que f(zn) = g(zn) para todo n =
1, 2, 3, . . . . Entonces f(z) = g(z) para todo z ∈ A. La conclusión es válida en particular
si f = g en alguna vecindad de algún punto de A.

Observación A.8. [21, pág. 33,39] Supongamos que µ es una medida de Borel finita en
R, y sea F (x) = µ((−∞, x]). F es llamada la función distribución de µ. F es creciente
y continua por la derecha. Y se cumplen las igualdades

µ((a, b]) = F (b) − F (a),
µ({x}) = F (x) − F (x−) = F (x) − ĺım

x→x−
0

F (x).

Teorema A.7. [21, pág 101] Sea F : R → R una función distribución no decreciente.
Entonces el conjunto de puntos en los cuales F es discontinua es contable.

Si consideramos los puntos de continuidad de dos distribuciones como sucesiones,
el Teorema A.7 nos permite hacer la siguiente observación.

Observación A.9. De acuerdo al Teorema A.7 existen sucesiones {A
(m)
1 }∞

m y {A
(m)
2 }∞

m

tales que

1. A
(m+1)
1 < A

(m)
1 < 0 < A

(m)
2 < A

(m+1)
2 .

2. ĺımm→∞ Am
1 = −∞, ĺımm→∞ Am

2 = +∞.

3. Para cada m ∈ N, Σ̃r({Am
1 }) = Σ̃r({Am

2 }) = 0(n+1)q×(n+1)q.

4. Para cada m ∈ N, σr({Am
1 }) = σr({Am

2 }) = 0q×q

donde Σ̃r y σr son funciones no decrecientes.
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Proposición A.2. [30] Sean p, q ∈ N, A una matriz de q ×p y B una matriz cuadrada
de q × q. Si B es de rango máximo, entonces

rank (BA) = rank (A).

Proposición A.3. Sean q ∈ N y A una matriz de q × q con entradas en C. Sea

N [A] = {x ∈ Cq : Ax = 0}

el núcleo de A. Entonces N [A] = {0} si y solo si det A ̸= 0.

Para toda A ∈ Cp×q, usaremos A+ para denotar la pseudoinversa de Moore-Penrose
de A.

Observación A.10. Sean p, q ∈ N, A una matriz con entradas en C de p × p, B una
matriz con entradas en C de p × q, D una matriz con entradas en C de q × q y

E :=
(

A B
C D

)
.

Albert [3] demostró que la matriz de bloques E es hermitiana no negativa si y solo si
las siguientes cuatro condiciones se satisfacen:

1. A ⩾ 0.

2. AA+B = B.

3. C = B∗.

4. D − CA+B ⩾ 0.

(Para una versión ligeramente diferente pero relacionada de una caracterización de
matrices de bloques hermitianas no negativas, nos referimos a un artículo de Efimov y
Potapov [20]). Es más, se comprueba fácilmente que si E es hermitiana no negativa,
entonces la desigualdad ||B||2 ⩽ ||A|| · ||D|| se cumple.

Recordemos que el i, j menor del elemento aij de la matriz A de q × q es denotado
como M i,j, es el determinante de la matriz de (q − 1) × (q − 1) obtenida de quitar
la i-ésima fila y la j-ésima columna de A. El i, j cofactor del elemento aij de A, es
denotado por Ci,j, está definido mediante (−1)i+jM i,j. Denotamos por A(k) la k-ésima
submatriz principal de k ×k, es decir, la submatriz cuadrada de k ×k que se obtiene de
las primeras k filas y de las primeras k columnas de A, k = 1, . . . , q. El menor principal
de orden k de A está definido como det(A(k)), y es denotado como ∆k, k = 1, . . . , q.

Teorema A.8. (Criterio de Sylvester) [23, pág. 55]. Sean q ∈ N y A una matriz
con entradas en R simétrica de q × q. Entonces

(a) A es positiva definda si y solo si

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆k > 0, . . . , ∆q > 0.
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(b) A es negativa definida si y solo si

∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . , (−1)q∆q > 0.

Definición A.6. Sea q ∈ N. El producto interno (o producto interior) sobre Cq es una
función (·, ·) : Cq ×Cq :→ C tal que para cualesquiera v, u, w en Cq y cualquier escalar
c en C se tiene:

1. (v + u, w) = (v, w) + (u, w).

2. (cv, u) = c(v, u).

3. (u, v) = (v, u).

4. (v, v) > 0 si v es no nulo.

Observación A.11. Sea A una matriz. Si (·, ·) es un producto interno en Cq entonces
para x, y ∈ Cq definimos (x, y) = x∗Ay. Además, si A es hermitiana entonces x∗Ay es
un producto interno.

Proposición A.4. [5, pág. 192] Si en un espacio normado (V, || · ||) se satisface la ley
del paralelogramo, entonces existe un producto interno en V tal que ||x||2 = (x, x) para
todo x ∈ V . Si V es un espacio vectorial sobre R, entonces el producto interno está
definido por la identidad de polarización

(x, y) = 1
4(||x + y||2 − ||x − y||2) ∀x, y ∈ V.

Si V es un espacio vectorial sobre C, el producto interno está dado por la identidad de
polarización

(x, y) = 1
4(||x + y||2 − ||x − y||2 + i||x + iy||2 − i||x − iy||2) ∀x, y ∈ V. (A.12)

La Ecuación (A.12) también se escribe como

(x, y) = 1
4((x + y, x + y) − (x − y, x − y) + i(x + iy, x + iy) − i(x − iy, x − iy)) ∀x, y ∈ V.

Observación A.12. Sea V un espacio vectorial sobre C con producto interno y sea T :
V → V una transformación lineal. Consideremos la matriz A asociada a T . Entonces

(x, Ay) = 1
4((x+y, A(x+y))−(x−y, A(x−y))+i(x+iy, A(x+iy))−i(x−iy, A(x−iy)))

para todo x, y ∈ V .

Definición A.7. [39]. Un funcional ϕ(x, y) se llama una forma bilineal hermitiana si
para cualesquiera x, y, z ∈ Cq y cualquier número α ∈ C se satisfacen:

ϕ(x + z, y) = ϕ(x, y) + ϕ(z, y), ϕ(αx, y) = αϕ(x, y),
ϕ(x, y + z) = ϕ(x, y) + ϕ(x, z), ϕ(x, αy) = αϕ(x, y).



Apéndice A 42

Definición A.8. [39]. Una forma bilineal hermitiana ϕ se llama hermitiana simétrica
si para cualesquiera x, y ∈ Cq se cumple:

ϕ(x, y) = ϕ(y, x).

Lema A.3. [39]. Entre las formas bilineales hermitianas solamente las formas simé-
tricas generan formas hermitianas cuadráticas.

La demostración del Lema A.3 se puede encontrar en [39, pág. 286]. En [39, pág.
289] tenemos que existe la matriz A tal que

ϕ(x, y) = (x, Ay). (A.13)

La matriz A de la Ecuación (A.13) es llamada como la matriz asociada a la forma
bilineal y está únicamente definida.

Definición A.9. [4] Sean f , g funciones que son reales o complejas definidas en un
conjunto X. La expresión f(x) = O(g(x)), para x ∈ X significa que existe A > 0 tal
que |f(x)| ⩽ A|g(x)| para todo x ∈ X.

Definición A.10. [4] La expresión f(x) = O(g(x)), x → +∞ significa que existen
C > 0 y N > 0 tal que |f(x)| ⩽ C|g(x)| para x > N .

Definición A.11. [16] Sean q ∈ N y A una matriz compleja de q × q. Decimos que A
es Jq-expansiva si A∗JqA − Jq ⩾ 0.

Teorema A.9. Sea q ∈ N. Si A es una matriz compleja de q × q entonces A es
J-expansiva si y solo si A∗ es J-expansiva.

La demostración del Teorema A.9 se puede encontrar en [16, Teorema 1.3.3]. En
otras palabras el Teorema A.9 dice que

A∗JqA − Jq ⩾ 0 si y solo si (A∗)∗JqA
∗ − Jq ⩾ 0.
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Las clases de funciones Rq y R0,q

Definición B.12. [26]. Sea X ⊆ C y Π+ como en la Notación 7. Una función escalar
F : X → C es de la clase R1 si

1. F (z) es holomorfa en Π+.

2. ImF (z) ⩾ 0 para cada z ∈ Π+.

Definición B.13. [12]. Sea Π+ denotado como en la Notación 7. Sea Rq el conjunto
de todas las funciones matriciales F : Π+ → Cq×q que son holomorfas en Π+ y que
satisfacen ImF (ω) ⩾ 0 para cada ω ∈ Π+. Y decimos que una función matricial f es
de la clase Rq si f pertenece a Rq.

Lema B.4. Sea S(z) una función matricial, tal que S ∈ Rq y sea f ∈ Cq constante,
entonces (f, S(z)f) es una función escalar que pertenece a R1.

Definición B.14. [26]. Una función f(z) es de la clase Cq (clase de Carathéodory) si

1. f(z) es holomorfa en |z| < 1

2. Re f(z) ⩾ 0 para |z| < 1.

Teorema B.10. (F. Riesz y Herglotz)[26]. Una función f(z) es de la clase Cq si y
solo si admite una representación

f(z) = iIm f(0) +
∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
dτ(θ) (B.14)

donde τ(θ) es una función no decreciente.

Teorema B.11. (R. Nevanlinna)[26]. Una función F (z) es de clase R1 si y solo si
admite una representación

F (z) = α + βz +
∫ ∞

−∞

( 1
t − z

− t

1 + t2

)
dσ(t) (B.15)

donde α es un número real, β ⩾ 0 y σ(t) es una función no decreciente tal que la
integral

∫∞
−∞(1 + t2)−1dσ(t) es convergente.

43
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Mencionamos sin demostrar que la representación (B.15) es única si la función σ(t)
está normalizada de alguna manera, digamos,

σ(0) = 0, σ(t) = 1
2[σ(t + 0) + σ(t − 0)].

Así normalizado, σ(t) se determina en términos de F (z) por la fórmula de inversión de
Stieltjes:

σ(t2) − σ(t1) = 1
π

ĺım
ε→0+

∫ t2

t1
ImF (x + iε)dx. (B.16)

Definición B.15. (Problema de Nevanlinna-Pick.) Sea R1 la clase de funciones
definida en la Definición B.12. Dado un conjunto de números wα, encontrar condiciones
necesarias y suficientes para que exista una función w = f(z) ∈ R1, que satisface la
ecuación

f(zα) = wα (zα ∈ Z)

donde Z = {zα} es un conjunto dado de puntos en el semiplano Im z > 0.

Observación B.13. ( Caso especial Problema de Nevanlinna-Pick) Sea R1 la
clase de funciones definida en la Definición B.12. El problema de Nevanlinna-Pick para
la clase R1 (ver Definición B.15), en el caso en que el conjunto Z sea numerable las
condiciones que se deben satisfacer son como en la siguiente igualdad

f(zk) = wk (k = 1, 2, 3, . . .) (B.17)

Si en el problema de Nevanlinna-Pick para la clase R1 todos los puntos zk se unen
en un único punto z0, situado dentro de la región Im z > 0, la condición (B.17) sería
reemplazada por el requisito de que en las proximidades de este punto z0 se debería
tener la expansión

f(z) =
∞∑
0

Ck(z − z0)k

donde a los Ck se les dan números. Si el punto z0 se moviera al infinito entonces se
tendría en lugar de la serie de Taylor de la última ecuación la expansión asintótica

f(z) ≈ −s0

z
− s1

z2 − s2

z3 − . . .

que debe ser válido para z → ∞ en el rango de ángulos δ ⩽ arg z ⩽ π−δ para cualquier
positivo δ < π

2 . El problema de encontrar funciones f(z) ∈ R1 con una asintótica dada
la expansión de la forma indicada es equivalente al problema de momentos (ver [1],
pág. 110).

Teorema B.12. (R. Nevanlinna Versión Matricial)[12]. Sea Π+ denotado como
en la Notación 7. (a) Para toda función matricial F que pertenece a la clase Rq, existe
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una única matriz α compleja de q × q hermitiana, existe una única matriz β compleja
de q × q hermitiana no negativa y existe una única ν ∈ Mq

⩾[a, b] tal que

F (z) = α + βz +
∫ ∞

−∞

1 + tz

t − z
dν(t) (B.18)

se satisface para cada z ∈ Π+.
(b) Toda función matricial F : Π+ → Cq×q para la cual existe una matriz α compleja
de q × q, existe una matriz β compleja de q × q hermitiana no negativa y ν ∈ Mq

⩾[a, b]
tal que (B.18) se satisface para cada z ∈ Π+ pertenece a la clase Rq.

Esta versión matricial del conocido teorema de Nevanlinna se puede demostrar
usando la versión clásica del teorema de Nevanlinna en el caso q = 1 y usando el hecho
de que para cada F ∈ Rq y cada u, v ∈ Cq, la función f := u∗Fv pertenece a R1.
Para cada F ∈ Rq llamamos a (α, β, ν) definidos como en (B.18) La parametrización
de Nevanlinna de F y en particular la única medida ν hermitiana no negativa q × q en
B ∩ R descrita en la parte (a) del Teorema (B.12), la medida de Nevanlinna de F.

Sea λ la medida de Lebesgue que se define en B∩R. Además, sea B0 el sistema de
todos los conjuntos acotados que pertenecen a B ∩ R. Observe que para cada B ∈ B0
y cada ν ∈ Mq

⩾(R,B ∩ R), se comprueba fácilmente que la función fB : R → Cq×q

definido para cada t ∈ R por

fB(t) := 1B(t)
√

1 + t2Iq (B.19)

pertenece a q × q − L2(R,B∩R, ν). Más adelante en el Teorema B.14 formulamos una
versión matricial de la Fórmula de inversión de Stieltjes-Perron (ver (B.16)).

Proposición B.5. [12]. Sean Π+ y Π− denotados como en la Notación 7. Sea M =
(c, d) una unión finita de intervalos abiertos de R y sea φ : Π+ ∪ M ∪ Π− → Cq×q una
función matricial que satisface las siguientes condiciones

(i) φ es holomorfa en Π+ ∪ M ∪ Π−.

(ii) φ|Π+
∈ Rq.

(iii) Para todo x ∈ M , la matriz φ(x) es hermitiana.

Denotamos como (α, β, ν) la parametrización de φ|Π+
. Entonces

φ(z) = α + βz +
∫ c

−∞

1 + tz

t − z
dν(t) +

∫ ∞

d

1 + tz

t − z
dν(t)

para todo z ∈ Π+ ∪ M ∪ Π−.

Lema B.5. Si para cualquier función F (z) ∈ Rq, tenemos que β = 0, entonces se
cumplen las siguientes igualdades

ĺım
η→+∞

ηImF (iη) = sup
η>0

ηImF (iη) =
∫ ∞

−∞
dσ(t),

partes de las cuales pueden ser infinitas.
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Definición B.16. Denotamos a R0,1 como la clase de funciones escalares F (z) ∈ R1,
tales que

y∥F (iy)∥ = O(1), y > 0.

Aquí el símbolo O(1) está definido como en la Definición A.9.

Definición B.17. [12]. Denotamos a R0,q como la clase de funciones matriciales
F (z) ∈ Rq, tales que

y∥F (iy)∥ = O(1), y > 0.

Aquí el símbolo O(1) está definido como en la Definición A.9.

Nótese que toda función matricial F que pertenece a R0,q satisface claramente

ĺım
y→+∞

F (iy) = 0 (B.20)

y admite una particular representación integral como veremos en el Teorema B.13.

Lema B.6. Sea S(z) una función matricial, S ∈ R0,q y f ∈ Cq constante, entonces
(f, S(z)f) es una función escalar que pertenece a R0,1.

Demostración. Sea φ(z) = (f, S(z)f). Ya que R0,q ⊆ Rq, se tiene que S ∈ Rq. Por
el Lema B.1, tenemos que φ pertenece a R1. Luego

|yφ(iy)| = |(f, yS(iy)f)| = |y(f, S(iy)f)| ⩽ y||f ||2||S(iy)|| = O(1).

Por lo tanto,
φ(z) ∈ R0,1.

■

Teorema B.13. (a) Para cada F ∈ R0,q existe una única medida no negativa her-
mitiana µ ∈ Mq

⩾(R,B ∩ R) tal que F admite la representación

F (ω) =
∫
R

1
t − ω

µ(dt) (B.21)

para todo ω ∈ Π+, es decir la medida espectral de F , y

µ(R) = ĺım
y→+∞

yImF (iy) = −i ĺım
y→+∞

yF (iy) = i ĺım
y→+∞

yF ∗(iy).

(b) Si F : Π+ → Cq×q es una función matricial para la cual existe una µ ∈ Mq
⩾(R,B∩

R) tal que (B.21) se satisface para todo ω ∈ Π+, entonces F pertenece a R0,q.

Observación B.14. Sea S ∈ Rq[a, b]. Usando la parte (a) del Teorema 1.1 se puede
verificar que F := S|Π+

pertenece a R0,q. En particular, de (B.20) se sigue inmediata-
mente

ĺım
y→∞

S(iy) = 0.
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Observación B.15. Sea S ∈ Rq[a, b]. De la Observación B.14 se puede ver fácilmente
que

ĺım
y→+∞

S̃4(iy)
y

= 0 y ĺım
y→+∞

S̃3(iy)
y

= 0.

Fórmula de la transformada inversa de Stieltjes de funciones matriciales de la clase Rq.

Teorema B.14. Sea F que pertenece a Rq. Sea ν la medida de Nevanlinna de F y sea
µ : B0 → Cq×q definida para todo B ∈ B0 mediante

µ(B) :=
∫

B
(
√

1 + t2Iq)ν(dt)(
√

1 + t2Iq)∗. (B.22)

Además sean a y b números reales tales que a < b. Entonces

1
π

ĺım
ε→0+

∫
[a,b]

ImF (x + iε)λ(dx) = µ((a, b)) + 1
2(µ({a}) + µ({b})) (B.23)

Transformada inversa generalizada de Stieltjes.

Teorema B.15. Sea F ∈ Rq y sea ν la medida de Nevanlinna de F. Sea Φ : C → Cp×q

una función matricial que es holomorfa en C y sea Ψ : C → Cp×p una función matricial
que es continua en C y que satisface Ψ∗(t) = Ψ(t) para toda t ∈ R. Sea G : Π+ → Cp×p

para cada ω ∈ Π+ definida mediante

G(ω) := Ψ(ω) + Φ(ω)F (ω)Φ∗(ω), (B.24)

y sean a, b números reales que satisfacen a < b. Entonces

ĺım
ε→0+

1
π

∫
[a,b]

ImG(x + iε)λ(dx) =
∫

(a,b)
(
√

1 + t2Φ(t))ν(dt)(
√

1 + t2Φ(t))∗

+ 1
2[(1 + a2)Φ(a)ν({a})Φ∗(a) + (1 + b2)Φ(b)ν({b})Φ∗(b)]. (B.25)
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