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Sobre la matriz resolvente del problema matricial
truncado de momentos de Hausdorff

Resumen

En el presente trabajo consideramos el problema de momentos matricial truncado de
Hausdorff (problema MMTH) en el intervalo [a,b] para el caso de un ntimero par
de momentos. Para resolver este problema, transformamos el problema-MMTH en un
problema de encontrar funciones holomorfas en C\ [a, b] y que son las soluciones de un
sistema de desigualdades del tipo de V.P. Potapov. En el caso cuando las dos matrices
de Hankel construidas por los momentos son positivas definidas, se describe la solucién
del problema MMTH en términos de los datos dados.

Presentamos la solucion del problema-MMTH en términos de la matriz resolvente
“centrada” en el punto z = b. Cabe mencionar que en trabajos relacionados con el
problema-MMTH que preceden al presente, se utiliz6é la matriz resolvente “centrada”
en el punto z = a y “centrada” en el punto z = 0.

Palabras clave: Caso par, transformada de Stieltjes, sistema matricial de desigual-
dades de Potapov, matrices de Hankel, funciéon J interna de Potapov.

On the resolvent matrix of the truncated Hausdorff
matrix moment problem

Abstract

In this work, we consider the truncated Hausdorff matrix moment problem (THMM
problem) on the interval [a,b] for the case of an even number of moments. To solve
this problem, we transform the THMM problem into a problem of finding holomorphic
functions on C \ [a,b] such that these functions are solutions to a system of matrix
inequalities of V.P. Potapov’s type. In the case when two Hankel matrices constructed
from the moments are positive definite, the solution to the THMM problem is described
in terms of the given moments.

We present the solution to the THMM problem in terms of the resolvent matrix
“centered” at point z = b. It’s worth noting that in previous works related to the
THMM problem, resolvent matrices “centered” at points z = a and z = 0 were studied.



Introduccion

Antecedentes

El término problema de momentos aparece por primera vez en el trabajo de T. Stieltjes
de 1894-1895 [36]. Stieltjes define para cada k € N el momento generalizado de orden
k como la integral

/ uFdo(u)
0
donde ¢ es una funcién mondétona no decreciente. Al final del Capitulo 4 de [36],
Stieltjes escribié: “Daremos el nombre del problema de momento al siguiente problema:
se requiere encontrar una funcién no decreciente positiva en el intervalo [0, 00), dados
los momentos de orden k(k =0, 1,2, ...)"

El problema de momentos matricial fue considerado por primera vez por M.G.
Krein en 1949. En el caso matricial, el problema de momentos fue desarrollado con
las siguientes direcciones: polinomios ortogonales matriciales, factores de Blaschke-
Potapov, pardmetros de Dyukarev-Stieltjes, entre otros.

La parte central de este trabajo es la consideracién de un problema matricial de
momentos. El estudio del problema de momentos y los problemas relativos, son de
interés desde la segunda parte del siglo XIX. Estos problemas fueron desarrollados por
varios matematicos y contintia siendo un campo activo de las matematicas. La causa
es que el problema de momentos esta relacionado con distintas disciplinas de las ma-
tematicas (teorfa de probabilidad, teoria de funciones de variable compleja, teoria de
aproximacion, teoria de polinomios ortogonales, teoria espectral de operadores en espa-
cios de Hilbert, entre otros). Lo anterior se puede confirmar por un nimero importante
de libros los cuales se centran en el problema de momentos por ejemplo: Akhiezer [1],
Akhiezer/Krein [2], Berg/Christensen/Ressel [6], Dette/Studden [17], Geronimus [22],
Grenander/Szeg6 [24], Krein/Nudelman [26], Nikishin/Sorokin [33], Schmiidgen [35] y
Shohat/Tamarkin [37]. Las bases del estudio del problema de momentos se iniciaron a
principios del siglo XIX. Se discutieron problemas de teoria de probabilidades en las
fronteras. En el mismo sentido, los primeros estudios importantes fueron realizados por
la escuela de San Petersburgo, representados por P.L. Chebyshev y sus colaboradores
entre ellos A.A. Markov. Los autores Chebyshev y Markov consideraron en el siglo
XIX, el método de las fracciones continuas.

El problema de momentos matricial truncado de Hausdorff (problema MMTH)
se define en el intervalo finito [a,b]. En el presente trabajo usamos el método de la
desigualdad fundamental de V.P. Potapov que se desarroll6 a finales de la década de
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1960-1970 del siglo XX. El problema MMTH fue resuelto en el 2001, en [11], para el caso
de un niimero par e impar de momentos. En el 2006, en [12], se resuelve el problema
de momentos en un intervalo acotado para el caso de un nimero par de momentos.

Motivacion

El anédlisis de circuitos eléctricos de multiples polos estudiado en [20] es una de las
motivaciones del problema matricial de momentos de Hausdorff. En [20] se estudia la
aplicacién de resultados del problema de interpolacién de Nevanlinna Pick (ver Defi-
nicién B.15 del Apéndice B) a circuitos de multiples polos. Cabe sefialar que el pro-
blema de momentos de Hausdorff es un caso especial del problema de interpolacion de
Nevanlinna-Pick (ver Observacién B.13 y Apéndice B).

En la teoria de control se estudian sistemas con coeficientes matriciales [28], [40],
[38]. El andlisis del problema de control admisible [10] de ciertos sitemas con coeficientes
matriciales se puede llevar a cabo usando resultados del problema de momentos de
Hausdorff. En el caso escalar ver [13] y [14].

Otra motivacion de la presente tesis es el estudio de la férmula de cuadratura de
Gauss con densidad matricial [18] mediante los métodos de la presente tesis.

Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es estudiar el problema MMTH en un intervalo acotado [a, b]
en el caso de un niimero par de momentos sg, sy, ..., Sopr1. En particular estudiamos
la matriz resolvente del problema MMTH que consiste en una matriz polinomial de

2q %X 2q con bloques «, 3, vy ¢
_ (> B
U(z) = (’y 5)

que dependen de los momentos dados. En esta tesis se obtiene una matriz resolvente
“centrada” en el punto z = b. Cabe mencionar que en el trabajo [15] el autor de la
presente tesis junto con su asesor obtuvieron una relaciéon explicita entre la matriz
resolvente en z = 0 con la matriz resolvente en z = a.

Planteamiento del problema

Sean sg, Si, ..., Sop11 Matrices hermitianas de dimensién ¢ x ¢q. Se requiere des-
cribir el conjunto de todas las funciones matriciales o(t) definidas en el intervalo
[a,b], (—oo < a < b< +00), que son no decrecientes y hermitianas no negativas
en [a, b], tales que

b
/ tido(t) = s;, j=0,...2n+ 1. (0.0.1)

Cabe mencionar que este problema, para a = 0, b = 1, representa el problema de
momentos de Hausdorff. Para a = 0, b — 400, representa el problema de momentos de



vi

Stieltjes a = 0, b — +o00 y para a — —o0, b — 400, el problema planteado representa
el problema de momentos de Hamburger. Ademas, este problema fue estudiado para el
caso escalar en [26].

Metodologia

Utilizamos el método de Potapov [27] que consiste en transformar el problema plan-
teado de momentos matricial, en un sistema de dos desigualdades matriciales. De esta
manera el problema de encontrar el conjunto de funciones matriciales o se traduce
en el problema de encontrar funciones holomorfas S(z) en C\ [a,b]. Posteriormente,
se resuelve el sistema de desigualdades matriciales de Potapov. Para resolver estas
desigualdades se define la llamada matriz resolvente en el punto z = b

V (2) — an(2) @I(Z)
Va(2) (5%(2) 5n(2)> : (0.0.2)

cuyas entradas son bloques de dimension ¢ x ¢. Se reescribe la desigualdad de Potapov
para el caso no degenerado, es decir, las matrices de Hankel

— n _ n
Hyn = (bSj1k — Sjtkt1)jhmo Y Han = (—aSjtk + Sjth+1)] =0

son positivas definidas. Luego resolvemos el sistema transformado y finalmente la so-
lucién se escribe en términos de la matriz resolvente (0.0.2) y los pares no negativos.

Contribuciones de la tesis

Recordemos que el problema MMTH esta dado en el intervalo finito [a, b], este intervalo
aparece en la definicion de los momentos

b
%:/ﬂmuszanqm+1

La contribucién de esta tesis es la obtencion de la matriz resolvente del problema
MMTH en el punto z = b.

En trabajos anteriores, por ejemplo [12] y [9], la matriz resolvente fue construida
en el punto z = a. En [11] la matriz resolvente del problema mencionado se considera
en z = 0.

Adicionalmente, como contribucién relacionada con la presente tesis, mencionamos
el articulo [15] que analiza y proporciona una relacién explicita entre la matriz resol-
vente del problema MMTH “centrada” en z = a publicado el 2006 en [12] con la matriz
resolvente “centrada” en el punto z = 0 publicado en 2001 en [7].

Organizacion de la tesis

En el capitulo 1 se plantea el problema de MMTH para el caso de un niimero par de
momentos. Consideramos el el conjunto de todas las soluciones del sistema fundamental
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de desigualdades matriciales asociado a el problema MMTH. En el capitulo 2, reescri-
bimos el sistema fundamental de desigualdades matriciales para el caso no degenerado
y ademas, en ese mismo caso encontramos las soluciones. También introducimos una
matriz resolvente (0.0.2) “centrada” en el punto z = b y estudiamos sus propiedades.
Finalmente, en el capitulo 3 damos una descripcion del conjunto todas las soluciones
asociadas al problema MMTH en el caso de un ntimero par de momentos. Incluimos
algunos ejemplos.



Capitulo 1

Desigualdades matriciales de V.P.
Potapov

En este capitulo planteamos el problema de momentos en términos de funciones que per-
tenecen al conjunto R[[a, b]; (s;)32"]], el cual se define en la Definicién 1.11. Después
veremos en el Teorema 1.3 cémo se relacionan las soluciones del sistema de desigualda-

des matriciales fundamental del tipo de V.P. Potapov con el conjunto R,[[a, b]; (s;)32§]].

Notacién 1. Usaremos C, R, Ny y N para denotar el conjunto de los nimeros com-
plejos, el conjunto de los nimeros reales, el conjunto de todos los enteros no negativos,
y el conjunto de todos los enteros positivos, respectivamente.

Notacién 2. Para todos m,n € Ny, designamos a N,,, ,, el conjunto de todos los enteros
k que satisfacen m < k < n.

Notacion 3. Sean p,q € N. El simbolo CP*9 representa el conjunto de todas las matri-
ces con entradas en C y de dimension p x q. Si A € C?*? entonces denotamos a Re A
y Im A la parte real de A y la parte imaginaria de A, respectivamente.

Notacién 4. Sean p,q € N. Para cada x € C? denotamos mediante ||z||g la norma

Fuclidiana de el vector x. Para cada A € CP*? el operador || - || representa la norma
de la matriz A y ||A|| es la norma inducida, es decir
A
jA = sup LAl

zeCa, x#0 HxHE ‘

Notacion 5. Sean X y Y conjuntos no vacios y si Z es un subconjunto no vacio de
X, y ademds f: X —Y es una funcion, entonces f|, representa la funcion restriccion

de f en Z.

Definicién 1.1. Sea ¢ € N y sea X C C no vacio. Sea F': X — C?*9. Llamamos a la
funcion F como una funciéon matricial compleja de ¢ x q. Cuando se hace referencia a
la funcion matricial F, tenemos la siguiente forma:

Fii(z) ... Fi(z)
F(z) = : - :
Fa(z) ... Fyl(z)



para cada z € X. Asi, si Ny, estd denotado mediante la Notacion 2, para cada m,n €
Ny 4, tenemos la funcion escalar F,, : X — C de F' que se encuentra en la entrada
(m,n) de F(z). Claramente, la funcion F se puede escribir como F(z) = Re F(z) +
iJm F(z2) para cada z € X.

Notacién 6. Si Z es un subconjunto no vacio de C y si F' es una funcion matricial
definida en Z, entonces para cada z € Z usaremos F*(z) para representar la matriz
transpuesta conjugada. Esta matriz también se denotard como (F(z))*.

Incluimos las siguientes definiciones que son importantes para este trabajo.

Definicién 1.2. Sea g € N. Una matriz A € C?*? se dice que es hermitiana si A = A*,
donde A* es la matriz transpuesta conjugada de A.

Definicién 1.3. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F : X — C¥? una funcion matri-
cial. Decimos que F(z) es hermitiana en X, si para cada z € X, F(z) es hermitiana.
FEs decir, F(z) = F*(z) para cada z € X.

Definicién 1.4. Sea q € N. Decimos que una matriz A € C7*9 es no negativa si
x*Ax >0 para todo x € C? tal que x # 0. (1.0.1)

Una matriz no negativa se abrevia como A = 0. Si en la desigualdad (1.0.1) solamente
se cumple la desigualdad estricta, es decir x*Ax > 0, entonces decimos que A es positiva
definida y abreviamos como A > 0.

Definicién 1.5. Sean ¢ € N y X C C no wvacio. Sea F : X — C¥? una funcion
matricial. Decimos que, F' es no negativa en X, si para cada z € X, F(z) es no
negativa y se denota como F > 0 en X. Similarmente, decimos que F es positiva en
X, si para cada z € X, F(z) es positiva y se denota como F >0 en X.

Definicién 1.6. Sean ¢ € N y X C C no wvacio. Sea F : X — C? una funcion
matricial. F se [lama mondtona no decreciente, si para cada ty, t; € X tales que
ty =ty se cumple que F(t1) — F(ty) > 0 en X.

En la Definicién A.3 del Apéndice A se define la funcién holomorfa en el caso escalar.
Ahora introducimos la siguiente nocién analoga para funciones matriciales.

Definicién 1.7. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F' : X — C?? una funcion
matricial compleja de dimension q X q. Sea F,,, definida como en la Definicion 1.1 y
sea Ny 4 de acuerdo a la Notacion 2. Decimos que F' es holomorfa en A si para cada
m,n € Ny 4, F, es holomorfa en A.

Observacién 1.1. Sea g € N. Si A, B € C?*? y si escribimos A > B (respectivamente,
A > B), entonces significa que A — B es no negativa. (respectivamente, A — B es
positiva).

Finalmente, se definen dos conjuntos que hacen referencia a la parte superior e inferior
respectivamente, del plano complejo.



Notacién 7. I, :=={w e C:TJmw € (0,400)} yII_ :={w € C: Imw € (—00,0)}.

Definicién 1.8. Sea ¢ € N. Sean a y b nimeros reales que satisfacen a < b. Denota-
mos mediante M%]a,b] como el conjunto de todas las funciones o : [a,b] — C9*7 no
decrecientes, y que ademds son hermitianas no negativas en [a,b].

Definicién 1.9. Sea q € N. Sea f(t) una funcion continua en [a,b] y o(t) = (0:;(t))f =1
una funcion matricial hermitiana en [a,b] de dimension q x q. Definimos

/f d011 /f d01q

/a " () do(t) = , (1.0.2)

/ F(t)dog(t) / F(t)dog(t)

donde o;; para cada i,j =1, ... ,q, es una funcion continua a trozos en |a,b] tal que
la integral de Riemann-Sticltjes [° f(t)doy;(t) estd definida en [a,b] (ver [7, pdg. 89)).

En adelante, la integral de la forma [’ f(t)do(t) se entiende como en (1.0.2).

Definicién 1.10. Sean ¢ € N y n € Ny. Sean a y b numeros reales que satisfacen
a < b. Sean sg, S1, ..., Sony1 matrices hermitianas de dimension q x q. Sea M%][a, b]
definido como en la Definicion 1.8 y sea Ny op41 de acuerdo a la Notacion 2. Denotamos
mediante M%[[a,b]; (s;)723"] el conjunto de todas las funciones o € M%[a,b] tales que

/ tido(t) = s;. (1.0.3)
para cada entero j € Noop1.

Claramente, se tiene que M2[[a,b]; (s;)7"5'] € MZ[a,b]. Una secuencia (s;)5%" de
matrices complejas de dimension g X ¢ es una secuencia de matrices hermitianas si se
satisface s; = sj- para cada j € Ny 9,41, donde N 9,41 esta determinado en la Notacién
2. Consideremos una secuencia (SJ)Q”+1 de matrices complejas de ¢ X ¢, y supongamos
que s; estd definido como en (1.0.3) y que o € M%]a, b], entonces tenemos que cada s
es una matriz hermitiana ya que o también lo es. Asi, lo anterior es un caso particular
de considerar una secuencia de matrices complejas de ¢ X ¢ que son hermitianas, es
decir, sin conocer como esta definido el término s; de la secuencia dada. Con lo escrito
hasta ahora, podemos reescribir nuestro problema de momentos en la versién matricial

de la siguiente manera:

Planteamiento del problema de momentos de Hausdorff para el caso
par de momentos

Problema 1. Sea Ny denotado como en la Notacion 1. Sean g € N, n € Ny, a €
R y b € (a,00). Ademds, sea M%[[a,b]; (s;)328"] definido como en la Definicion
1.10. Sea (sj)znérl una secuencia de matrices hermitianas de dimension qxgq, se

requiere describir el conjunto M‘i[[a b); (8])32ng1]

El conjunto MZ[[a, b]; (s;)3'] dado en la Definicién 1.10 en realidad es para nues-
tro caso, el conjunto de soluciones de la version matricial del problema de momentos.
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1.1 El problema de momentos y la clase R,|a, b

En estd seccion reescribimos la version matricial del problema de momentos en términos
de un subconjunto de la clase de funciones denotada por R,[a, b]. También agregamos
los elementos necesarios para definir el sistema fundamental matricial de desigualdades
de V.P. Potapov. Para dar comienzo a esta seccién, introducimos los conjuntos de las
funciones que tienen las propiedades de nuestro interés y las cuales deseamos describir
explicitamente.

Las definiciones, teoremas, observaciones de esta secciéon han sido tomados de [12]
y [11] sin demostracién.

En el Teorema 1.1, veremos que el problema planteado se traslada al area de fun-
ciones holomorfas, en particular, a la clase de funciones R,|a, b].

Definicién 1.11. Sea g € N. Sea Il dado como en la Notacion 7. Denotamos mediante
R,la,b] la clase de todas las funciones matriciales S : C\ [a, b] — C™*%, que satisfacen
las siguientes condiciones:

1. S es holomorfa en C\ [a,b].

2. Para cada w € I, la matriz Jm S(w) es hermitiana no negativa.
3. Para cada t € (—00,a), la matriz S(t) es hermitiana no negativa.
4. Para cada t € (b,4+0), la matriz —S(t) es hermitiana no negativa.

Teniendo en consideracién los conjuntos M2 [a, b] y R[a, b], el Teorema 1.1 describe
la relacién entre dichos conjuntos. Cabe mencionar que esta idea fue usada por M.G.
Krein y A.A. Nudelman (ver [26, pag. 394]) para el caso escalar ¢ = 1.

Teorema 1.1. Sea g € N. Sea MZ[a,b] definido como en la Definicion 1.8 y Ryla, b]
definido como en la Definicion 1.11

(a) Para cada o € M%[a,b] la funcién matricial S : C\ [a,b] — C?*¢ definida por

S(2) ::/b L o) (1.1.1)

t—z
pertenece a Rla,b].

(b) Para cada S € Ryla,b] existe una dnica o € M[a,b] tal que

S(z) = /ab L o) (1.1.2)

t—=z
se satisface para todo z € C\ [a, b].
Segtin el Teorema 1.1, el mapeo f : M%[a,b] — R,[a,b] dado por f(o) = Sl es
biyectivo. Para todo o € M%[a, b], la funcién matricial S/ : C\ [a,b] — C7*¢ definida

en (1.1.1) es llamada como la transformada de Stieltjes de o. Reciprocamente, si la
funcién matricial S € R,[a,b] es dada, entonces la tnica 0 € MZ[a,b] que satisface
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(1.1.2) para todo z € C\ [a,b] se dice que es la funcién distribucién de Stieltjes que
corresponde a S. Ahora veamos que la transformada de Stieltjes se puede escribir como

una serie. La demostracion del siguiente teorema aparece en [[8], pdg. 35, Teorema
1.2.16).

Teorema 1.2. Seang € N, a € R, b € (a,00) y M%[a,b] definido como en la Definicion
1.8. Sea ¢ € MZla,b]. Denotamos a S como la transformada de Stieltjes de o.
Para cada 7 € Ny denotamos a sga) el j—ésimo momento definido como en (1.0.3)
correspondiente a 0. Ademas sea z € C elegido de manera que |z| > max{|al,|b|} se

cumple. Entonces z € C\ [a,b] y

00 (o)
o S
Sl(z)y=-%" z’f“' (1.1.3)
k=0

Definicién 1.12. Seanq € N, n € Nga € R y b € (a,00). Sea M[[a,b]; (s;)723"] defi-
nido como en la Definicién 1.10. Mediante Ry[[a,b]; (s;)728"] denotamos a el conjunto
de todas las funciones matriciales S : C\ [a,b] — C?*9 definidas como en (1.1.1), es
decir, S .= [(t — 2)~'do(t) para cada o € M%][a,b); (s5)72861.

Nétese que Ry[[a, b]; (s;)324"] es el conjunto de las transformadas de Stieltjes de to-
das las distribuciones ¢ hermitianas no negativas que pertenecen a M%|[a, b]; (s;)725"].
Con las notaciones actuales, la versiéon matricial del problema de momentos de Haus-

dorff puede escribirse como:

Replanteamiento del problema de momentos en términos de
Rylla, bl; (s5)325"].

Problema 2. Sea Ny denotado como en la Notacion 1. Sean g € N, n € Ny,
a €Ryb e (a,00). Ademds sea Ry[[a, b]; (s;)525"] definido como en la Definicion
1.12. Sea (sj)giérl una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q, se

requiere describir el conjunto Ry[[a,b]; (s;)524"]

La consideraciéon de esta version reformulada del problema de momentos tiene la
ventaja de que se pueden aplicar métodos de teoria de funciones. Claramente de la
parte (a) del Teorema 1.1 se tiene que

Rylla,bl; (s7)725"] € Ryla,b]
y esto representa un problema en la clase R,[a, b]. Notemos que

ME[a,b]; (5;)]25'] # 0 siysolosi Rylla,b]; (s;)725"] # 0.

J=0

Ahora, pasamos a introducir notaciones adicionales, adecuadas e importantes ya que
se usaran en la mayor parte de lo que sigue.

Definicién 1.13. Consideremos q € N. Usaremos I, para designar la matriz identidad
que pertenece a C1*9. La notacion Ogyxq Tepresenta la matriz nula que pertenece a C*9.
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Si la dimension de una matriz identidad o una matriz nula es obvia, omitiremos los
indices. Para todo j € Ny y toda k € Ny, sea 0j, el simbolo de Kronecker, es decir,
djp i =1sij=Fkyd:=0sij#k. Para cada n € Ny, sea

TO = 0q7 Tn = <0q><nq Oqu) , ne N (114)

Ing  Ongxq
y sea R, : C — CrHDex(+0a qefinida por
Ru(2) = (I —2T,)"", neN,. (1.1.5)
Sea vy := 1, y, para cada n € N, definimos

vo =1y Up = lq , neN. (1.1.6)
anxq

Definicién 1.14. Sea g € N. Para cada n € Ny y cada secuencia (sj)?igl de matrices
hermitianas de dimension q X q, llamaremos a

Hy o= (8j4k) k=05 (1.1.7)

H,, = (85+5+1)] k=0 (1.1.8)

como la primera (respectivamente, la sequnda) matriz de bloque de Hankel asociada a
(33-)2”+1 Mads atin, para todos nimeros reales a y b que satisfacen a < b, para cada ente-

j=0 -
ro mo negativo n, y para cada Secuencia (sj)§131 de matrices hermitianas de dimension

q X q, llamaremos a las matrices
Hy, = —aH,, + Hy ,, (1.1.9)
respectivamente,
Hs, = bH,, — Hy,, (1.1.10)

como la primera (respectivamente, la sequnda) matriz de blogue de Hankel asociada a

. . 2n+1 . 2n+1
el intervalo [a,b] y la secuencia (s;);2y" . Para cada n € Ny y cada secuencia (s;);2g

de matrices hermitianas de dimension q X q, definimos
Uy, :=column (—Sg, —S1, ..., —Sn), (1.1.11)

Uy = [Ry(a)]  u, (1.1.12)

Uz, = —[Rp(0)] M. (1.1.13)
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Definicién 1.15. Sea ¢ € N. Sean a y b nimeros reales que satisfacen a < b. Sea

S :C\ [a,b] = C™? una funcién matricial. Definimos las funciones matriciales como
sigue Sy : C\ [a,b] — C?*4

Si(z) = (z — a)S(2), (1.1.14)
y Sy :C\ [a,b] — Cr<¢
S3(2) := (b—2)5(2). (1.1.15)

Llamamos a Sy y S3, como la primera funcion matricial asociada canonicamente a S
y la sequnda funcion matricial asociada candnicamente a S, respectivamente.

Tengamos en cuenta que M.G Krein y A.A. Nudelman (ver [26, pag. 394]) men-
cionan que, en el caso ¢ = 1, las funciones S; y S3 puden usarse para caracterizar la

clase Ryla, b]. Este resultado esta probado para el caso matricial, es decir, para la clase
R,la,b], en el Lema 3.6 de [12].

Definicién 1.16. Sean n € Ny, a € R, b € (a,00), ¢ € N y (s;)38" una secuencia

de matrices hermitianas de dimension q x q. Sea S : C\ [a,b] — C?? una funcion
matricial que es holomorfa en C\ [a,b]. Ademds, sean T,,, R, (2), vy, Hsn, Hipn, Usn,
Ud s Sy Y S; definidos como en las Definiciones 1.13, 1.1} y 1.15, respectivamente.
Decimos que S es solucion del sistema de desigualdades matriciales fundamental de
tipo V.P. Potapov asociado a [a,b] y (s;)725" si para cada z € C\ R y r € {3,4}, las
matrices

(ST} = | - H. ., @n(z) [Uggr(z) _ ur,n]
K;(2) ([S:(z)v;; — Ry (2) {Si(2) = Sr(2)}/{= - Z}> (1.1.16)

ambas son hermitianas no negativas.

Observacién 1.2. Las matrices K?Esn(z) Y Kisn(z) definidas como en la Definicion

1.16, son de dimension (n+ 2)q x (n + 2)q.

Definicién 1.17. Seann € Ny, a € R, b € (a,00) y g € N. Sea (s;)75" una secuencia
de matrices hermitianas de dimensién q x q. El simbolo Pg|[a, b]; (s;)724"] representard
el conjunto de todas las soluciones del sistema de desigualdades matriciales fundamental

de tipo V.P. Potapov asociado a [a,b] y (s;)55"

El teorema principal de esta seccion es el siguiente resultado (ver [12] y [11]):

Teorema 1.3. Sean n € Ny, a € R, b € (a,00) y ¢ € N. Sea s; definido como en
(1.0.3). Sea (s;)3%5" una secuencia de matrices hermitianas de dimensién q X q. Sean
R,l[a, b]; (Sj)?lgf] y Pylla, b]; (s;)328"] definidos como en las Definiciones 1.12 y 1.17,
respectivamente. Entonces se satisface la igualdad

Rylla, bl; (5;)726"] = Pylla, b]; (57)326"].

§=0 J=0
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1.2 Identidades principales

En esta seccién mostraremos y destacaremos las identidades esenciales que conectan
a las matrices de bloques introducidas en la Secciéon 1.1, mas especificamente, nos
referimos a las Ecuaciones (1.1.4)-(1.1.13) y que ademads nos serviran para simplificar
calculos posteriores.

En principio, introducimos algunas identidades triviales.

Observacién 1.3. Supongamos que ¢ € N, a € R y b € (a,00). Para cada n € Ny y
cada secuencia (sj)iforl, de matrices hermitianas de dimension g x q, tales que Hy, = 0

y Hs,, > 0, entonces la ecuacion

1
Hy, = E(Hz;,n + Hs,) (1.2.1)

demuestra que también H, ,, es hermitiana no negativa. La identidad (1.2.1) se obtiene

de resolver las Ecuaciones (1.1.9) y (1.1.10) para Hy,. Ademds, de Hy, = Hy, y

Hj, = Hs, se sigue que ﬁfn = fI:TLn ya que

~ 1

Hl n — bi(bHZL’n + aHgm)‘ (122)
—a

)

Similarmete la identidad (1.2.2) se obtiene de (1.1.9) y (1.1.10).

Lema 1.1. Sea g € N, n € Ny y sea (s;)75"

dimension qxq. Ademdas sean T,,, v, Hy ,,, H1, Yy wy, definidos como en las Definiciones
1.13 y 1.14. Entonces se satisfacen las siguientes iqualdades

un secuencia de matrices hermitianas de

u v = Hy T — Hyp,. (1.2.3)
Demostraciéon. Por un lado calcular u,v;, usando (1.1.11) y (1.1.6). Después calcula-
mos H,, 1, — Hy, usando (1.1.8), (1.1.4) y (1.1.7). B
Proposicién 1.1. (Identidades de tipo Ljapunov). Sean n € Ny, ¢ € N y (s;)74!
un secuencia de matrices hermitianas de dimension q x q. Ademdas, sean T,,, v, Hy,,
Hs, way Y usy, definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces para cada
r € {3,4}, se satisface la siguiente igualdad

H., T, —T,H,, = u.,v, — v,u, (1.2.4)

n-rn-

Demostracién. Ver [[12], Proposicién 2.1] B

1.3 Condicion de existencia de la solucion de la ver-
sion matricial del problema de momentos

En esta seccion reproducimos el criterio de existencia de la solucién al problema de
momentos de Hausdorff en la versiéon matricial.
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Lema 1.2. Sean ¢ € N, n € Ny, a € R, b € (a,00) y sea (s;)5%5" una secuencia
de matrices hermitianas de dimension q X q tales que el conjunto M%[[a,b]; (sj)?igl]
definido en la Definicion 1.10 es no vacio. En particular, s; = s; para todo j € Noan 1
donde Ny 9,41 estd determinado por la Notacion 2. Entonces las matrices Hy ,,, Hyp y
Hs,, definidas en la Definicion 1.14 son hermitianas no negativas y la matriz ﬁl,n es

hermitiana.

Demostraciéon. Con las hipotesis del Lema 1.2, obtenemos las matrices definidas en
la Definicién 1.14. Sea 0 € M2[[a, b]; (s;)325"], claramente o € M%]a, b]. Entonces se
puede ver que la afirmacién del Lema 1.2 se sigue de aplicar el Lema 3.3 de [12] con
las matrices introducidas en (1.1.7)-(1.1.10) B

El Teorema 1.4 es importante ya que nos habla sobre la condicién necesaria y
suficiente para la existencia de la solucién de la versiéon matricial del problema de
momentos.

Teorema 1.4. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, n € Ny y sea (s;);" una secuencia

de matrices hermitianas de dimensién q x q. Entonces el conjunto M%[[a,b]; (s;)73"]
definido en la Definicion 1.10 es no vacio si y solo si las matrices de blogue de Hankel

Hy, y Hs,, introducidas en la Definicion 1.14, ambas son hermitianas no negativas.

Demostracién. Probaremos la condicién necesaria. Supongamos que M2 ([a, b]; (s;)325"] #
(). De acuerdo al Lema 1.2, tenemos que en particular, las matrices de bloque de Han-

kel Hy,, y Hs, ambas son hermitianas no negativas. La demostracién de la condicién
suficiente se puede encontrar en [12, pag. 160-161]. Bl

1.4 Ejemplos

Ejemplo 1.1. Sea ¢ = 2. Consideremos la funcion matricial definida en [0,1] y dada
por

t2 2
N
t) =2 . 1.4.1
o(t) <2t2 —2t 33— L2y 4t> (14.1)

Se puede demostrar que o € MZ2[0,1], donde o € MZ2[0,1] se define mediante la
Definicion 1.8.

Ejemplo 1.2. Sea n = 2 y el intervalo [0, 1]. Obtener los cinco primeros momentos de
la funcién o(t) dada por (1.4.1).

Solucién. Utilizando (1.0.3), tenemos:

(i) o
53:( 54:(

piw O
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Capitulo 2

El problema de momentos en el
caso no degenerado

El objetivo del Problema 1 (ver pag. 3) es describir el conjunto M%[[a, b]; (s;)?"¢"]. De

la versién matricial reformulada del problema de momentos, es decir, el Problema 2 (ver
pag. 5), es suficiente con describir el conjunto R,[[a,b]; (s;)72§"] dado en la Definicién
1.12 y por ahora podemos referirnos a dicho conjunto como el conjunto de soluciones
de la version matricial del problema de momento de Hausdorff. Ademas, recordemos
que
ME[[a,0); (s;);26'1 # 0 siysolosi Ryl[a,b]; (s5)725"] # 0. (2.0.1)
En este capitulo se reescribe el sistema de desigualdades matriciales fundamental
del tipo de V.P. Potapov asociado a la versiéon matricial del problema de momentos de
Hausdorff en un ntimero par de momentos, para el caso no degenerado. También, se
introduce la matriz resolvente.

Observacién 2.1. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00). En vista de (2.0.1), si (s;)5="
es una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q tales que el conjunto
Rylla, b]; (s;)725"] de soluciones de la versién matricial reformulada del problema de
momento de Hausdorff dado en la Definicion 1.12, es no vacio si y solo si la primera
matriz de bloques de Hankel Hy,, y la sequnda matriz de bloques de Hankel Hs,, aso-
ciadas con el intervalo [a,b] y la secuencia (s;)7¢" dadas por (1.1.9) y (1.1.10) son
hermitianas no negativas.

En la Seccién 2.2, daremos una parametrizacién del conjunto Ry[[a, b]; (s;)725"]

bajo la suposicién de que las matrices de bloque de Hankel Hy,, y Hs, son hermitianas
positivas. A este caso le llamaremos caso no degenerado, es decir,

H47n > 0, H37n > 0. (202)

De (1.2.1) y (2.0.2) se sigue Hy, > 0. Supongamos ademés que det Hy, # 0. En
consecuencia las matrices Hy ,,, Hy ,,, Hy, ¥ Hs,, son invertibles. Lo anterior nos permite
hacer la siguiente observacion.

10
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2.1 Columna par de funciones no negativas

En esta secciéon usamos definiciones y resultados publicados en [12] sin demostracion.

Sea J una matriz signo, es decir, J es una matriz compleja de p X p que satisface
J* = Jy J? = I. Una matriz compleja de p x p es J— contractiva (respectivamente,
J— expansiva) si J — A*JA > 0 (respectivamente, A*JA — J > 0). Si A es una matriz
compleja de p X p, entonces A es J— contractiva (respectivamente, J— expansiva) si
y solo si A* es J— contractiva (respectivamente, J— expansiva) (ver, [16, Teorema
1.3.3]). Ademds, si A es no singular, entonces A es J— contractiva si y solo si A™!
es J— expansiva (ver, [16, Lema 1.3.15]). Una matriz compleja de p X p se dice J—
unitaria si J — A*JA = 0. Si A es una matriz compleja de p x p J— unitaria, entonces
A es no singular y las matrices A* y A~! también son J— unitaria.

Definicién 2.1. Sea 11, definido como en la Notacion 7. Una funcion matricial W :
C — C%%? es de la clase Potapov si

J—=W*(z)JW(z) 20 (2.1.1)

se satisface para todo z € Il,. Denotamos mediante B;(I11) el conjunto de todas las
funciones matriciales de la clase de Potapov. Una funcion matricial W que pertenece
a B;(I1}) es llamada una funcion J— interna de B;(11) si

J—W*(x)JW(zx) =0 (2.1.2)
se cumple para todo x € R.

Lema 2.1. Sean 11, y II_ definidos como en la Notacion 7. Sea J una matriz signo
de p X py sea W una J—funcion interna de B;(I1.), donde B;(I1,) estd definido en
la Definicion 2.1.

(a) Para cada z € C, la matriz W(z) es no singular y

W ()]t = JW*z)J (2.1.3)
y
J— W)W ()] = J(J = W(E)JWZ))J. (2.1.4)
(b) Para cada z € T1_,
W*(2)JW (2) — J > 0. (2.1.5)

(¢) Para cada z € C\ R,

> 0. (2.1.6)
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Demostracién.Ver [12]. B
Para nuestras consideraciones introducimos la siguiente matriz

(0 —il,
e (8 i) a1

donde ¢ € N. Esta matriz posee propiedades importantes y en particular, nos permitira
més adelante, expresar la desigualdad (2.2.17), de la Proposicién 2.3. La siguiente
observacion se demuestra directamente.

Observacién 2.2. Sea ¢ € N y J, dado por (2.1.7). Para todo entero n > 0, se
satisfacen las siguientes igualdades: J} = J, Jj" =1y vy Jg”“ =J,.

Definicién 2.2. Sean ¢ € N y X C C no vacio. Sea F' : X — C?? una funcion
matricial compleja de q X q. Sea F,,,, definida como en la Definicion 1.1 y sea Ny, de
acuerdo a la Notacion 2. Decimos que F' es meromorfa en X si para cada m,n € Ny 4,
F,.. es meromorfa en X.

Definicién 2.3. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y J, definido por (2.1.7). Sean p y
q funciones matriciales de q x q que son meromorfas en C\ [a,b]. Entonces decimos

que el par columna <2> es no negativo con respecto a —J, y la,b] si existe un subcon-

junto discreto D de C\ [a,b] sin puntos de acumulacion tal que las siguientes cuatro
condiciones se satisfacen:

(i) Las funciones p y q son holomorfas en C\ ([a,b] UD).
(it) Para todo z € C\ ([a,b] U D),

1 ((z - a)p(z)>* ) ((2 - a)p(z)> >0.

20mz

(iv) Para todo z € C\ (RUD),

1 ((b— z)p(z)>* ) ((b— z)p(z)> >0.

20Jmz

Definicién 2.4. Sean a € R, b € (a,0), ¢ € N y J, definido como en (2.1.7).
Denotamos mediante P|—Jy, [a,b]] el conjunto de todos las columnas de pares g) no

negativos correspondientes a —J, y [a,b)].
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Definicién 2.5. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, J, definido como en (2.1.7). y
Pl—Jy, [a,b]] definido en la Definicion 2.4. Sean (21>, (22> € P[—J,, [a,b]]. Se dice
1 2

q1 qz2
q x q¢ meromorfa en C\ [a,b] con det Q # 0 tal que

(gz) = (&) Q. (2.1.8)

Denotemos la relacion (2.1.8) mediante

(o)~ (o)

Se puede demostrar que la relacion ~p de la Definiciéon 2.5 es una relacién de
equivalencia en P[—J,, [a, b]].

Definicién 2.6. Sean a € R, b € (a,00), ¢ € N, J, definido como en (2.0.1) y
P[—Jy, [a,b]] definido en la Definicion 2.4. El conjunto de todas las clases de equiva-
lencia en P[—Jy, [a,b]] bajo la relacion ~p, se denota como

(&)

Observacién 2.3. Sea S : C\ [a,b] — C™7 una funcion matricial y sea Sy, (respecti-
vamente, Ss) las funciones asociadas candnicamente a S, es decir, Sy : C\[a,b] — C9%4
y Sy : C\ [a,b] — C dados por (1.1.14) y (1.1.15). Para cada r € {3,4} y cada

z € C\ R se obtiene inmediatamente

) 5.0
(ST(Z) ]q) (=Jy) ( I, ) _ 5.(2) = S:(2) (2.1.9)

i(z — 2) z—Z

que <p1> Y (pz) son equivalentes si existe una funcion matricial Q de dimension

Definicién 2.7. Si f es una funcion matricial meromorfa en X C C no vacio, entonces
sea Hy el conjunto de todos los puntos donde f es holomorfa en X.

2

El siguiente lema se puede demostrar de forma similar como la implicacién “(ii)=(i)
en la demostracién del Lema 3.6 en [12]. Es por eso que omitimos los detalles de la
demostracion.

Lema 2.2. Sean ¢ € N, a € R, b € R, Il denotado de acuerdo a la Notacion 7 y
Hy definido en la Definicion 2.7. Sea ¢ una funcién matricial de g X q que satisface
Jm(z) = 0 para todo z € 11, NH,

(a) ¢ es meromorfa en C\ [a,+00). Supongamos que la funcion ¢; : H, — C9*4
definida por ¢1(w) = (w — a)p(w) satisface Impi(z) = 0 para todo z € 11y N H,
Entonces, para cada x € (—00,a) NH,, la matriz ¢(z) es hermitiana no negativa.

(b) ¢ es meromorfa en C\ (—o0,b]. Supongamos que la funcion py : H, — C9*4
definida por pa(w) = (b — w)p(w) satisface Impy(z) = 0 para todo z € 1L N H,,.
Entonces, para cada x € (b,4+00) NH,, la matriz —p(z) es hermitiana no negativa.
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Proposicién 2.1. Seana € R, b € (a,00), ¢ € N, J, definido como en (2.1.7) y R4[a, b]
definido en la Definicion 1.11. Sean p y q funciones matriciales que son meromorfas

en C\ [a, b]. Supongamos que 2 es un par columna no negativo con respecto a —Jy, y

[a,b] y que la funcién det p no es idénticamente cero en C\ [a,b]. Entonces S := qp~*

pertenece a Rla,b].

2.2 El sistema de desigualdades matriciales de V.P.
Potapov en el caso no degenerado

En esta seccion introducimos dos matrices tipo resolventes auxiliares (Afgm y (747” que
son parte fundamental de la obtencion de la matriz resolvente “centrada” en el punto
z=0b.

Ademas, en esta seccion reproducimos los resultados de [12] sin demostracién. El
Lema 2.3, Lema 2.4, Lema 2.5, Lema 2.6 y la Proposicién 2.3 se obtienen como parte
de la tesis.

Proposiciéon 2.2. Sean ¢ € N, n € Ny y (sj)?fgl una secuencia de matrices hermi-

tianas de dimension q x q. Ademds, sean J, dado por (2.1.7), Ty, vn, Hyn, Hsp, s
Y Us.n definidos como en las Definiciones 1.13 y 1.14. Entonces se cumple la siguiente
tqualdad

*

(vn um) Jq (;i” ) =i(H,. I, —T,H,,) para r=34. (2.2.1)

rn

Observacién 2.4. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00). Supongamos que (sj)ii?{l es una

secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q tales que Hy,, y Hs, dadas por
(1.1.9) y (1.1.10) son hermitianas positivas. Sea S : C — C?*? uyna funcion matricial.
Ademds, sean T,,, R, (2), Un, Usan, Usn, Sy Y Ss definidos como en las Definiciones
1.18, 1.14, 1.15. En vista de la Observacion A.10 del Apéndice A, se puede ver que las
matrices ngsg(z) Yy KA[:SA(Z) definidas por (1.1.16) son hermitianas no negativas para
todo z € C\ R si y solo si para cada r € {3,4} y cada z € C\ R la matriz

Cl8)(z) == Sil2) = Si(z) (0080 (2) = ) Ri(2)H R (2) (1050 (2) — )

o (2.2.2)

es hermitiana no negativa.

Lema 2.3. Sea (sj)?ﬁgl una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q.
Ademds, sean Jy, Ry, vn, Hin, Hsp, Uspn Y us, definidas como en (2.1.7), (1.1.5),
(1.1.6), (1.1.9), (1.1.10), (1.1.13) y (1.1.12). Supongamos que las matrices de blo-
ques de Hankel H,, son hermitianas positivas. Entonces Um : C — C%%24 definido
mediante

Urn(z) = Iy —i(b—2) (%}”) R:(%)H;%Rn(b) (Urp, Un) g (2.2.3)

n
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para r = 3,4 es un polinomio matricial de 2q X 2q de grado mayor o igual a n + 1.
Ademas, los siguientes enunciados se cumplen:

(a) Para todo z € C,

*

Ty = Unn(2) J,US (2) = —i(z — 2) (‘i}n) Ry (Z)H, 2 Ry(Z) (urp vp).  (2.2.4)

n

En particular, para cada w € 11,
Ty = Upn(w) J,Ur (w) = 0. (2.2.5)
Ademds, para cada nimero real x,

Iy = Upn(@) U7, (z) = 0. (2.2.6)

(b) Para todo z € C, la matriz ﬁr,n(z) es no singular y las siguientes identidades

O = oy 0= () RO R )y (227
)
o= G AT = i = 2, () B Rul) 0 ),
(2.2.8)

se satisfacen.

Demostracién. Sea r = 3,4. Obtenemos la transpuesta conjugada de Um(z)

*

U7 ,(2) = Doy +i(b —2)J, (i}) RE(B) ;o R (2) (thy v (2.2.9)

Calculamos ﬁr7n(z)Jq(A]:n(z):
g = Urn(2) 407 (2)

— - {Jq —i(b—2) (‘;:) R2(2) ARy (b) (e m}
. { Iy +i(b—%)J, (f}n) Ry (D) H,y  R(Z) (urn vn)}

— i(b—7) @:) R (D) H R (2) (ttr s 00) + (b — 2) (‘;:) R:(2)H !
R0t 00 0= 2) () R R0 0 010~ )

n

. (Z"> RE(B)Ho Ry (2) (1t 02)

n
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= (uvn> Ry (Z)H, f Ro(b)(—(b—2)(I — bT,) Hy(I — 2T5) + (b — 2)(I — ZT5,)

*

Hy (I = 0T,) + (b= 2)(b = 2)i(urn vn)Jg <U”> VR (0) H, R (2) (tr )

Up,

=i (uan) Ri(Z)H, 1R (b)(—(b—2)(I = bT,) Hyn (I — 2T5) + (b — 2)(I — 2T5,)

-H,,(I =bT)) 4+ (b—2)(b—2)(H,, T, — TnHrvn))R;(b)H;;Rn(i)(um Un)

=i (“J;") R:(Z)H, ) Ry (b)(—=b*2T,H,., Ty + ZH,,, — bzT,H,,, + b*zT,H,, T,

n

—zH,,+bzH,,T, —bzH,,T > + sznHr,n)RZ(b)HgﬁRn(f) (Ur, Un)

— (f)) R(Z)H R () (2 — 2)(Hyon (I — W) — 6T, Hy (T — BT R (D)

) H;;Rn(Z) (Ur.pn V)

= —4 (%ﬁ) RZ(Z)H[&Rn(b)(z —Z)(Hpp — b, H, ) (L — bT;)RZ(b)H,:,%Rn(Z)(ur,n Up)

n

n

=~ () R 2V Ru(0) (= )0 = VD) Ho (I — V)R (6) H7 Ru(2) (1 1)

— i) (“) Ry (2) i Ro(2) (170 v).

n

En la primera igualdad usamos (2.2.3). En la segunda igualdad hemos multiplicado y
usamos las propiedades de .J, mencionadas en la Observacion 2.2. En la tercera igualdad
usamos las identidades (R, (z))™' = (I —zT,) y (R:(2))"' = (I — 2T7). En la cuarta
igualdad usamos la identidad 2.2.1 y partir de ahi solo se va simplificando. Por lo tanto,
claramente se sigue (2.2.4).

Sea w € II,, ya que Jmw > 0 la identidad (2.2.5) se sigue de reemplazar w por z.
Sea x € R, la identidad (2.2.6) se sigue de reemplazar x por z en (2.2.4).

Para la parte (b), de (2.1.3) tenemos

Urn(2)] ™ = J,U7(2)

*

= gt 0= 203, () ROH ) w0

*

= Iy +i(b - 2) (f}n) R (D) H; R (2) (o 0) Ty,

n

La segunda igualdad se sigue de reemplazar zZ por z en (2.2.9). En la tercera usamos
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propiedades de .J, mencionadas en la Observacion 2.2. Similarmente de (2.1.3), tenemos

Ty — [ﬁ;;<z>]*Jq[ﬁr,n<z>rl = Jy = (L0750 @) ) Iy aUs (Z) g
= JgUrn(2) 1o Jg U5 (2) g
— JgUpn(2) 1,07, (2) J,

*

=Jg— Jq[Jq +i(z — 2) (%”) R;:(Z)ng}Rn(Z)(ur,n Un)]Jq

Un,

=itz = 202, () RH R i 001

En la tercera igualdad usamos las propiedades de J, mencionadas en la Observacion
2.2. En la cuarta igualdad usamos la identidad (2.2.4). Finalmente la quinta igualdad
se sigue de usar las propiedades de J, de la Observacion 2.2. B

Lema 2.4. Sea (s])ingl una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q
tales que las matrices de bloques de Hankel Hyp y Hs, definidas en (1.1.9) y (1.1.10)
son hermitianas positivas. Entonces, para cada v € {3,4}, Um C — C?724 definida
como en (2.2.3) es una funcion J,—interna de la clase By(Il;), donde B,;(Il}) estd
definido en la Definicion 2.1.

Demostracién. Si A es una matriz compleja de 2¢g X 2¢, entonces A* es J,—contractiva
(respectivamente, J,—unitaria) si y solo si A es .J,—contractiva (respectivamente, J,—
unitaria). Por lo tanto, del Lema 2.3 se sigue inmediatamente la afirmacion. B

Lema 2.5. Seanq € N, a € R, b € (a,00), r € {3,4}. Supongamos que (sj)?fgl es una
secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q tales que Hy, y Hs, dadas por
(1.1.9) y (1.1.10) son hermitianas positivas. Sea S : C — C™*? uyna funcion matricial.
Ademds, seanT,,, R, (%), Un, Usn, Usn, Sy y S5 definidos como en las Definiciones 1.13,
1.14, 1.15. Entonces para todo z € C\ R la matriz éﬂ(z) admite la representacion

Cll(2) = - ! — <§T>*[I7T,n(z)]1*Jq[(7m(z)]1 (‘i) (2.2.10)

i(z —2)

Demostracién. Claramente se satisface la siguiente igualdad

0nBn(2) = i = —i(ttym 00) ], (i) . (2.2.11)

De (2.1.9) y (2.2.11) podemos reescribir (2.2.2) como sigue

CEl(z) = <ST§Z)>@-<(Z_J i) <STI(Z)> ) (@;a)* K <u> RA(2)Hy\ Ra(2)

Un,
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*

U

r,n
*

) (5*@)) —J, —i(z — 2)J, ( o ) Ri(2) Hy } R(2) (W ) <§T<2)>

i(Z — 2)

_ (5:}@) [Ur,é(zz];fq_[zgn<z)]l (SA(Z))‘

En la tercera igualdad hemos usado (2.2.4). B

Observacion 2.5. Sea M una matriz compleja q X q, y sean

I 0 I M
Al = (M I), AQ = (0 I)

Entonces
Al J A = J, + diag(i(M* — M),0), A5J,Ay = J, + diag(0,i(M* — M))
En particular, Ay y As ambas son J,—unitaria si y solo st M* = M.

Lema 2.6. Sea (sj)iigl una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q
tales que las matrices de bloques de Hankel Hy,, y Hs,, son hermitianas positivas. Sean

My, == (b— a)u},, RE(0) Hy  Ry(b)us o, (2.2.12)
My, := (b— a)v; R: (D) Hi Ry (b)vn,

n L I _]/\4\4,11 N L [ O

d (D7) (400, 2213

Sea r € {3,4} y sea Ur,n definida como (2.2.3). Entonces
Wy = UpnArp (2.2.14)

conr = 3,4 es un polinomio matricial 2q X 2q de grado menor o igual a n+1. Ademds,
Wi es una funcion J,—interna de la clase By (I1}.), donde B;(Ily) estd definido en
la Definicion 2.1. Para cada z € C, la matriz W, ,(z) es no singular y para cada z € C
las identidades

Wrn(2) I, Wi (2) = Upn(2)1,07,(2) (2.2.15)
y
errj(Z)Jqu}}(Z) = UE;(Z)Jqﬁﬁé(@ (2.2.16)

se satisfacen.
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Demostracion. Obviamente las matrices Mgm y —]\74771 son hermitianas. De la Ob-
servacion 2.5 tenemos que A\g’n y ;Lm son J—unitarias. Consecuentemente, todas las
matrices ﬁ;n, ﬁj’n y ﬁg}z y AZ}L también son J,—unitarias. Asi, (2.2.15) y (2.2.16) se
satisfacen para cada z € C. En vista de Lema 2.3. B

Ahora estamos listos para reescribir el sistema de desigualdades matriciales fun-
damental del tipo de V.P. Potapov asociado a la versién matricial del problema de
momento de Hausdorff para el caso no degenerado. Esto sera de gran ayuda mas ade-
lante para la demostracion del Teorema 3.1.

Proposicién 2.3. Sea (sj)??gl una secuencia de matrices hermitianas de dimension

q X q tales que las matrices de bloques de Hankel Hy,, y Hs, son hermitianas positivas.
Sea S : C\ [a,b] — C*>*% yna funcién matricial. Sean Sy y Ss definidas como en
(1.1.14) y (1.1.15), respectivamente. Entonces S pertenece a Ryl[a,b]; (s;)728"] si y
solo si S es holomorfa en C\ [a,b] y la desigualdad matricial

1 <§r§z>>* (W ()] Ty W (2)] (57“}2)) >0 (2:2.17)

i(z — %)

se satisface para cada v € {3,4} y cada z € C\ R.

Demostracién. Por el Teorema 1.3, tenemos que S pertenece a R,[[a, b]; (s;)"3"]

=0
si y solo si S pertenece a Py[[a,b]; (s;)7"5"] dado en la Definicién 1.17, entonces S es

holomorfa en C\ [a,b] y ademads, K. ;gsn(z) y K ﬂ(z) son hermitianas no negativas.

De la Observacién 2.4 tenemos que K. 3[,‘97]1(2) y K A[ﬁ]b(z) son hermitianas no negativas
para todo z € C\ R si y solo si para cada r € {3,4} y cada z € C\ R, se satisface
(2.2.2). Entonces de (2.2.10) tenemos

Z,(Zl_@ (%) ()] IO (2)] (i) >0, (2.2.18)

Finalmente usamos (2.2.16) y la Proposicién (2.3) queda demostrada. B

2.3 La matriz resolvente en el punto b

En esta seccién definimos la matriz resolvente en el punto z = b.

Lema 2.7. Sea a € R, b € (a,00). Ademds sean T, vy, un, Hsn y Hy, definidos
como en (1.1.4), (1.1.6), (1.1.11), (1.1.10) y (1.1.9), respectivamente. Se satisface la
siguiente identidad:

(I —aT,)Hs, + (b—a)vyu, = —(I — bT,,) Hyp. (2.3.1)
Demostracién. Del lado izquierdo de (2.3.1) tenemos
(I —aT,)Hs,, + (b— a)vau’, = (I — aT,)Hsp + (b — a) (T Hy, — Hi )
= bH,,, — Hy, — aT,bHy ,, + aT, Hy,, + bT,Hy,, — bH,,,
— aTnﬁLn +aH,,
= —(I = bT,)Hy, + (I — bTy)aH,,
=—(I = 0T,)Hyp.
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En la primera igualdad se usa (1.2.3). En la segunda igualdad usamos (1.1.10). En la
cuarta igualdad se sigue de (1.1.9). B

Teorema 2.1. Sea ¢ € N, a € R, b € (a,00). Ademds, sean T, R, (2), U, Uy Usgp,
U3, definidos como en la Definiciones 1.13 y 1.14. Para v € {3,4}, sea W, ,,, dado
por (2.2.14). Sea (Sj)?i—gl una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q
tales que las matrices Hy,, y Hs, dadas por (1.1.9) y (1.1.10), respectivamente, son
hermitianas positivas. Sea V @+ . C — C2ax2 definida para todo z € C por

= (2n an(2) Bulz
rac(EH) e
donde
an(2) == I+ (b — 2)u} , R (Z)Hy R (D) s, (2.3.3)
Vn(z) := (b — 2)(z — a)vi R}, (Z) Hy p R (D) vy, (2.3.4)
Bi(2) = —u3,, Ry, (2) Hy R (b) s, (2.3.5)
On(2) = I, — (b— 2)vi RE(Z) Hy L Ry (b)us . (2.3.6)
Entonces
(a) Para cada z € C\ {a}, la identidad

ent)(4) ( <z—10a>] ? ) Win(2) < (= —0a>l ) ) , (2.3.7)

se satisface donde Wy, estd dado por (2.2.14) con r = 4.
(b) Para cada z € C\ {b}, la identidad

V(?n—l—l)(z) _ < (bloz)I ? > W (2) ( (b _OZ)[ (; ) ) (2.3.8)

se satisface donde W3, estd dado por (2.2.14) con r = 3.

(¢) Para todo z € C, la matriz V,(z) es invertible.

Demostracién. (a) Para r = 4 reescribimos la matriz de (2.2.14) como sigue

W4,n (Z) - (74771,('2)//1\4@

- (f2q —ifb—2) (“) R () AR (8) (. vnm) Aun

Un
= /L,n —i(b—2) (%ﬁ”) RZ(?)H;TILRn(b) (Uap Un)Jq@m
- Wi\ 0 —il
= Ay, —i(b—2) < ;{; > Rn(z)H47,1LRn(b)(u47n Up) < i il >

bll b12
— . 2.3.9
( b ban ) (2:3.9)
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En la segunda igualdad usamos (2.2.3). La cuarta igualdad se sigue de usar (2.1.7) y
(2.2.13). Después de hacer el producto de matrices se sigue la quinta igualdad, donde

biy = I+ (b— 2)uj, Ry (2)Hy R (b)vn, (2.3.10)
bio = —My, — (b— 2)[uf R (Z)Hy t R (b + ), R (2) Hy L Ro(b)va M), (2.3.11)
byr = (b — 2)v R, (2) Hyp R (D) vy, (2.3.12)
boo = I — (b— 2) [V R4 (Z) Hy R (b)ua,y + v R (2) Hi Ry (0)v, Mo ) (2.3.13)

De (2.3.9) tenemos

zia (Z — CL)I 0 . b11 ﬁbn
< ( 0> ; ) W4,n(z)< 0 I ) — ( 2~ a)bom ( b2>2 ) (2.3.14)

Comparando (2.3.3) con (2.3.10) y (2.3.4) con (2.3.12) obtenemos

Yu(z) = (2 — a)bar. (2.3.16)

Veamos que by, es precisamente 0, (z). De (2.3.13) tenemos

boo = I — (b— 2)[V R, (Z) Hy R (b)ua + ViR (2) Hy ) Ry (b)v, M)
=1~ (b—2)[u R Z)Hy Ry (b)uay + v RE(Z) Hy ) R (D) (b — a)us, Ry (b) Hs -

R, (b)us ]
=1—(b—2)v,R\(Z )H4$R (O)(I = aTy)uy + (b — a)U:RZ(z)H;éRn(b)Unqu?:;un}
=1~ (b—2)[vn Ry (2) Hy R (D)[(I — aTo) Hy o + (b — a)vouy ] Hy ]
=1 — (b= 2)[v, R} (2) Hyy R (0)[(—1 + bT3,) Hy ) H ]
=1+ (b= 2)[v, R}, (2) H3 ]
=1—(b—2)u. R (Z)H, nR (b)us.p.

En la segunda igualdad usamos (2.2.12). En la tercera igualdad usamos las identidades
R, (b)ug,, = —un y sy = (I —aly,)u,. En la cuarta igualdad factorizamos. En la quinta
igualdad usamos la identidad (2.3.1). En la sexta igualdad usamos las identidades
Hi R, (b)(I = bT,)Hyy, = Iy uf, = ui(l — aT}). En la dltima igualdad usamos la
identidad R, (b)us,, = —u,. Entonces

by =1 — (b— 2)v;R(Z) Hy p Ry (b)us - (2.3.17)
Comparando (2.3.17) con (2.3.6) tenemos

bay = 0,(2). (2.3.18)
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Ahora veamos que ( = Bn(2). De (2.3.11) tenemos

biy = —1\74 = (b= 2)[u} R (Z) H R () s+l RE(Z) Hy Ry (b)v, M)
—(b— a)us , Ry (0) Hy R (D)uz . — (b — 2)[u By, (2) Hypy R (b) s,
g, Ry (2) Hiy Ry (D)vn (b — a)us , Ry, () Hy R (b)uz ]
—(b—a)u’Hy ! nln — (b — z)uzynR;(é)HgiRn(b)(I —aTy,)uy,
— (b —2)(b— a)u4’nR;‘L(Z)H;iRn(b)vnuZH?;iun
=—(b— a)u:;HB”}lun + (b— z)uZnRZ(z)HgéRn(b)-
- —aT,)Hsp — (b— a)vnuZ]H?;}lun
—(b— a)u;Hg’}lun + (b— z)uZanl(Z)H;}LRn(b)[(I — an)H4’n]H§’7llun
—(b— a)ufZH?:}Lun + (b—2)ur (I — aTJ)RZ(?)H‘{ﬁun
=ui[—(b—a)(I—2T7)+ (b—2)(I — aT:)]R,’;(Z)H;}Lun

n

= up[(a — 2)(I = 0T} Ry, (2) Hy un
= —(a — 2)u}, R:(2)Hy tuy,
= —(a — 2)u}, R5(2) Hy - (— Ru(b)us,)

7’L

= (a — 2)u3 o R (2) Hy L Ra (b}

En la segunda igualdad usamos (2.2.12). En la tercera igualdad usamos las identidades
R, (b)ug,, = —un y s, = (I —aT,)u,. En la cuarta igualdad factorizamos. En la quinta
igualdad usamos la identidad (2.3.1). En la sexta igualdad usamos las identidades
Hi Ru(b)(I —bT,)Hyy =1y uy,, = uy(I —aT}). En la septima igualdad factorizamos
usando la identidad (I — zT¥) R’ (Z). La octava igualdad se sigue de simplificar. En la
novena igualdad se usa la identidad. Asi

1
(z—a)

Comparando (2.3.5) con (2.3.19) se sigue

by = —u;nR;(z)H?;;Rn(b)ug,n. (2.3.19)

1
o)

Por lo tanto, de (2.3.15), (2.3.16), (2.3.18), (2.3.20) y (2.3.14) se sigue (2.3.7) y el (a)
queda demostrado. (b) De manera andloga se puede probar (2.3.7). (¢) De (2.2.14)
tenemos que W,,, es invertible para todo z € C y para r € {3,4}. En vista de (2.3.7)
y de (2.3.8), la parte (¢) queda demostrada. H

2 = Ba(2). (2.3.20)

Definicién 2.8. La matriz (2.3.2) es llamada la matriz resolvente que corresponde a
el Problema 1 (ver pag. 3) en el caso no degenerado.

Nétese que la matriz resolvente es un polinomio matricial de 2¢q x 2¢ de grado no
mayor que n + 2.



Capitulo 3

Descripcion del conjunto de
soluciones del problema de
momentos

Recordemos que en el Problema 2 (ver pag. 5), se pide describir el conjunto R,[[a, b]; (S]’)?i—gl

de soluciones de la versién matricial del problema de momentos de Hausdorff dado en
la Definicion 1.12. En este capitulo procedemos con la descripcion del conjunto de
soluciones del problema de momentos.

3.1 Descripcién del conjunto R[[a,b]; (s;)7""]

En esta seccion demostramos que el conjunto de todas las clases de equivalencia y
el conjunto Ry[[a, b]; (s;)7%"] forman una biyeccién dada por una funcién S(z) que es
precisamente la descripcion deseada. Cabe mencionar que los resultados de esta seccion
no aparecen en trabajos anteriores

Obtenemos la parametrizacién de los elementos del conjunto Ry[[a, b]; (s;)725"], es
decir, el conjunto de soluciones de la version matricial del problema de momento de
Hausdorff dado en la Definicién 1.12, teniendo como parametro un par columna no
negativo y ademés en términos de los bloques de la matriz resolvente V,, definida en
(2.3.2).

Para que esto tenga sentido, debemos restringir la matriz resolvente y sus bloques ya
que por la Definicién 1.12, los elementos de R|[[a, b]; (s;)725"] son funciones matriciales
que estan definidas en C\ [a, b]. Usamos la misma notacién V, para denotar la restriccion
de esta matriz resolvente en C \ [a, b], es decir,

~ ~

Vo=V o, (3.1.1)

[a,b]?

y consecuentemente definimos,

~ o~
~

On 2= O e\ (a0 Bn = Bn leviap? T = Inleyias) Op == On lc\fa,6) (3.1.2)

Lema 3.1. Sea (Sj)?iarl una secuencia de matrices hermitianas de dimension q X q

tales que las matrices de bloques de Hankel Hy, y Hs, son hermitianas positivas. Sea

23

]



Descripcion del conjunto Ry[[a, b]; (s;)73"] 24

P P[—Jy, [a,b]], definimos Py := a,p + Bud Y Q1 := 9P + 0nq. Entonces det Py

y det Q1 son funciones complejas las cuales son meromorfas en C\ [a,b] y no se hacen

P
idénticamente cero. Ademds, el par columna <Q1> pertenece a P|—J,, [a,b]].
1

Demostracion. De acuerdo a las Definiciones 2.3 y 2.4, p y q son funciones matriciales
complejas de g x g para las cuales existe un subconjunto discreto D de C\ [a, b] tal que
las condiciones (i), (ii), (iii) y (iv) en la Definicién 2.3 se satisfacen. En principio, vamos

a mostrar que i también pertenece a P[—J,, [a,b]]. En vista del Teorema 2.1 y la

@1

condicién (i) de la Definicién 2.3, P, y )1 son meromorfas en C \ [a,b] y holomorfas
en C\ ([a,b] UD). Del Teorema 2.1 parte (c), tenemos que la matriz resolvente V, es
invertible. De acuerdo a la Proposicién A.2 del Apéndice A y por la condicion (ii) de
la Definicion 2.3, tenemos

Py(z) 0 (p(Z)ﬂ (p(2)>
rank =rank |V, (z = rank = 3.1.3
(o2 = [roe) (563 atz)) =0 B
para cada z € C\ [a,b] UD. En virtud al Lema 2.6, para cada r € {3,4}, la funcién
matricial W, ,, dada por (2.2.14) es una funciéon J,—interna de la clase B, (IL;), donde
B;,(I1}) esta definido como en la Definicién 2.1. Por lo tanto del Lema 2.1 y (2.1.6)
con W =W,,yJ=J, obtenemos
Wi IWen)

i(z — %) “ iz —2)

(3.1.4)

para cada z € C\ R. Usando el Teorema 2.1 podemos ver que

(G- (" ()

se satisfacen para todo z € C\ (RUD). De (3.1.4), (3.1.5) y la condicién (iii) de la
Definicién 2.3 se sigue

e () 7) (7)o
(

para todo z € C\ (RUD). Similarmente, usando (3.1.4), (3.1.6) y la condicién (iv) de
la Definicion 2.3 tenemos

1 ((b _ Z)Pl(z)>* ) <(b - z)P1(2)> >0

2Jm z Q1(2) Q1(2)
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para todo z € C\ (RUD). Por lo tanto <£1> pertenece a P|—J,, [a,b]]. Ahora, sea
1

z € C\ (RUD). De (2.2.16) sabemos que det Wy, no es cero en C. Por lo tanto, en
vista de (3.1.5) tenemos

() = ((150). e

De la condicién (iii) de la Definicién 2.3 y (3.1.7) podemos concluir que

o (el ) s (G5) 20

Para cada g € N[Pi(z)] ;= {h € C?: Pi(z)h = 0}, esto implica que

Z'(zl—Z) <Q1?2)9>* Wil JaWan(] ™ <Q1?2)9> >0

i(zl—z) (Ql?z>g>* Yo (@?z)g) =0

se cumple para todo g € C?, vemos entonces que
0\ Jg—= Win(2)] 7 Jg[Wan(2)] ™ 0
: : <0 3.1.8
<Q1(2)9> i(z —2) Q1(2)g ( )

es verdadero para cada g € N'[Py(z)]. Por otro lado, usando el Lema 2.3 y el Lema 2.6
junto con las identidades (2.2.8) y (2.2.16), obtenemos

Ya que

(Win(2)] Ty Wan(2)] ™ = Ty +i(Z = 2) Ty (tan v) [ R (2)]" Hy R (2) (g 0n) Ty
(3.1.9)

Asi, la igualdad (3.1.9) nos proporciona
Jg = Wan(2)] " Jg[Wan(2)] !

i(z —2)

= J,(usn vn)*[Rn(z)]*H;iRn(z)(u&n vn)dy. (3.1.10)

Ya que la matriz Hy,, es hermitiana positiva, el lado derecho de (3.1.10) es Hermitiano
no negativo. Asi, en vista de (3.1.8), para cada g € N[Pi(2)], tenemos

<Q1 ?z) g> * Jg(ta g 0n) (R (2)]* Hy R (2) (g ) T ( ngz)g> =0

y, en vista de det R, (z) # 0, entonces

0 .
0 = (ugvn)Jy <Q1(2)g> = —iug,Q1(2)g.
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De acuerdo a (1.1.11), esto implica que soQ1(2)g = 0 para todo g € N[Pi(z)]. Ya que
H, ,, es hermitiana positiva, la matriz sy es no singular. Entonces

Py(z)
=0
(@M) ’
para todo g € N[Pi(2)]. Asi, (3.1.3) demuestra que N[P;(z)] = {0}. Por lo tanto, la
matriz P;(z) es no singular. Andlogamente, uno puede verificar que la matriz Q1(z) es

no singular. W
Ahora podemos demostrar el resultado principal de esta seccién y de este capitulo.

Teorema 3.1. Sea J, definido en (2.1.7), P|—Jy,[a,b]] dado como en la Definicion
(2.4) @,y B, An Y 0y dados por (2.3.3)-(2.3.6) y R|[a, b]; (s;)3251] definido en la Defini-
cion (1.12). Sea (s;)3%5" un secuencia de matrices hermitianas de dimension qx q tales
que las matrices Hy,, y Hs, dadas por (1.1.9) y (1.1.10), son hermitianas positivas.
Entonces

(a) Para cada (g) € P[—Jg, [a,b]], la funcion matricial

S = {@n(2)P(2) + Bu(2)a(2)}{An(2)P(2) + du(2)a(2)} ! (3.1.11)

pertenece a Ry|[a, bl; (Sj)?igl]-

(b) Para cada S € Ry[[a,b]; (s;)35"], existe un par columna 2 € P[—J,, |a,b]] de

funciones matriciales p y q que son meromorfas en C\ [a,b] tal que S admite la
representacion

S = {au(2)p(2) + Bu(2)a(2)HAu(2)p(2) + 0u(2)a(2)} .
- (P1 P2
(c) Si <q1> Yy <q2> pertenecen a P[—Jy, [a,b]], entonces

{@n(2)P1(2) + Bu(2)ar () HAn (2)P1(2) + 6n(2)an(2)}
= {an(2)P2(2) + Ba(2)d2(2)} {Fn(2)Pa(2) + 8n(2)a2(2)} (3.1.12)

si y solo si
L)), (@), 6239

donde () ., estd definido mediante la Definicion 2.6.
Demostracidén. (a) Sea <z> € P[—J,, [a,b]]. En virtud de Lema 3.1, tenemos entonces

que <21> definidos por p; = @np + Bnd vV Q1 := 9nP + 0,q, también pertenecen a
1
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P[—Jy, [a,b]] y, ademas la funcién det q; no es idénticamente cero en C \ [a,b]. De la
Proposicién 2.1 se sigue que S := p1q; * pertenece a R,la, b] definido por la Definiciéon

1.11. Se puede ver facilmente que el par columna (g) dadoporp :=pq;'yq:=qq;’,

también pertenece a P[—J,, [a, b]]. Obviamente, se satisfacen las siguientes igualdades:

(-0 -1 )

Nuevamente, recordamos que del Teorema 2.1 parte (c), tenemos que la matriz resol-
vente V,, es invertible. Se sigue que

(2) =Vt (2) . (3.1.14)

Del Teorema 2.1 obtenemos que (g) es holomorfa en C\ [a, b]. Ya que (g) pertenece

a P[—J,, [a,b]], tenemos entonces

1 <(z —Na)f)(z)>* () <(Z —fL)f)(Z)) >0 (3.1.15)
)

2Jmz q(z) q(2)

1 ((b —~21)5(z) () <(b —NZ)f)(Z)> >0 (3.1.16)

q(z)

(
<(z _ﬁ?g)@) = Win(2)]™ <§4}(z)> (3.1.17)

q

(072560 < o (49) (3.1.15)

a(z)

para cada z € C\ [a,b]. Asi de (3.1.15), (3.1.16), (3.1.17), y (3.1.18) vemos que la
desigualdad (2.2.17) se cumple para cada r € {3,4} y cada z € C\ R. Aplicando la

Proposicién 2.3 se sigue que S pertenece a R,[[a, b]; (s;)72¢"]
(b) Ahora consideramos una funcién matricial arbitraria S que pertenece a Ry|[[a, b]; (s;)728"].

Sean
p:= (I, 0)V," (i) vy oq:=(0, I,) V" (2) (3.1.19)

Del Teorema 2.1 vemos que la funcién matricial V% es holomorfa en C\ [a, b]. Entonces
P v q también son holomorfas en C \ [a, b] y obtenemos

rank (28) — rank (sg)) —g (3.1.20)
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para cada z € C )\ [a,b]. Usando el Teorema 2.1 es facil comprobar que las identidades
(3.1.17) y (3.1.18) se satisfacen para todo z € C\ [a,b]. Ya que de la Proposicién 2.3
sabemos que la desigualdad (2.2.17) se cumple para cada r € {3,4} y cada z € C\ R
se sigue entonces que las desigualdades (3.1.15) y (3.1.16) se satisfacen para todo z €

C\ R. Asi, en vista de (3.1.20), vemos que <g> pertenece a P[—J,, [a,b]]. De (3.1.19)
()= (6)-(aad)
Iy “\a YnP + 0,4

= ((@np + Sud)ar ) (Fnp + dna)a; )™

obtenemos

Por lo tanto,

S

(c) Sean <p1> y (g;) que pertenecen a P[—J,, [a,b]]. Obviamente se satisface

qai
<5énpk + §an> 7 (m)
YnPk + 0nQk "\ ax
para cada k € {1,2}. En vista del Teorema 2.1 parte (c) y el Lema 3.1 lo anterior
implica que

(m) _ P (anpk + @%)
a "\ AP+ 0nay
A Gpe 4 Baa) b+ 8o 1) -
g ((a P + 3 qk)(lv Pk + 0nQk) ) (3P + Onle) (3.1.21)

para cada k € {1,2}. Ahora suponemos que (3.1.12) se cumple. Entonces de (3.1.21)
tenemos,

o~ - 2 ~ 5 -1 oy
(gz) = Vn_l ((anpl + Bnql)(;/npl + 5nq1) ) (anPQ + ﬁnq2>

P11\~ = 1/~ ~ p1F
= wP1+ On nP2 + Dn =
<q1> (’Y P1 Q1) (Oé p2+ [ Q2) <q1 F)

donde F := (3,p1 + gnql)_l(&npg + Bnqg) es una funcién matricial que es meromorfa
en C\ [a,b]. Ademads, del Lema 3.1 sabemos que det F' no es idénticamente cero. Por
lo tanto, (3.1.13) se cumple. En cambio, ahora suponemos que (3.1.13) se satisface.
Entonces existe una funciéon matricial F' que es meromorfa en C \ [a, ] tal que det F
no es idénticamente cero y que ps = p1F' y q2 = q1F' se cumplen. Entonces se sigue
inmediatamente (3.1.12). H
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Definicién 3.1. La funcion S descrita en (3.1.11) es la solucidn asociada a la version
matricial del problema de momentos de Hausdorff para el caso par de momentos dados.

El Teorema 3.1 da una clara descripcion de los elementos del conjunto R,[[a, b]; (s;)324"]

dado en la Definicion 1.12. De esta manera, para resolver el Problema 2 (ver pag. 5)
utilizamos el Teorema 3.1. Consecuentemente, el Problema 1 (ver pag. 3) queda solu-
cionado.

3.2 Ejemplos

Ejemplo 3.1. Dada la secuencia de matrices:

3 5001 71
80: (2] § s 31: i i , 82— 1712 % ,
2 3 12 3 60
9 3 o4 135
_ 2 1 — 1 _ 42 21
ss=| % ¥ |, sa=| % B | ss=| ¥ 31
10 10 15 21 21 168

Hallar al menos una funcion o tal que o € MZ[0,1]; (s;)7_].

Solucién. Para un mejor entendimiento del lector, el procedimiento de la solucién lo
escribimos en pasos:
Paso 1. Claramente la secuencia (sj)?zo es una secuencia de matrices hermitianas de
2x 2. Verificamos que la secuencia dada satisface las condiciones necesarias y suficientes
de existencia de solucion.

De acuerdo a (1.1.7) y (1.1.8) construimos las matrices de bloque de Hankel aso-

. . 5
ciadas a la secuencia (s;)7_,

3 g 5 1 1 1 5 01 71 1 9 3

2 6 3 12 3 6 3 12 3 20 10

0 3 1 %2 ¥ & O S G S

2 3 12 3 60 3 12 3 60 10 10

ERR S S o R ¢ _ LA S T S s G ¢

6 3 12 3 20 10 12 3 20 10 30 15

Hipg=1 9% 2 ¢ & % 9 |, He=| % 3 % 5 7 8

12 1 1 1 1 1 21
O T U S | FI B S ¢

12 3 20 10 30 1 20 10 30 1 42 21

S G G PR H % 3
3 60 10 10 15 210 10 10 15 210 21 168

y también, de acuerdo a (1.1.9) y (1.1.10), construimos las matrices de bloque de Hankel
asociadas a la secuencia (s;)%_, y al intervalo acotado [0, 1]

Hyo=—0H;5+ E1,2 =

Rl |Ea =82S«

Sed3 o |~eot—ricn
S e S
]l BE ST P
S Feaf S CESUee P H
S|8lo gl s e
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Ejemplos

—
ol el ERE
12| R | B [3-18
S | S-SR
1 O NG|SR

2,31_,31,40 271u17%

N—
_

Hso=1H;5 — ﬁl,Q =

Verificamos que sean positivas definidas. Para Hy o se tiene

> 0,

3
22400000

_
—

o| S 2222

—100R| 8| S| S| 2
= | D000 | 0| S| B
oo~ D10 B0 2

0o oot~ Do | Q

0, det [

! >
6400

—

—100R| B S| S
= | D000 | K| S
—loa=| V=10 B

1] et~ D e

det (

1
6272000000 ~ "

—_

0| Den| S 2233 ol 5[ &
| Reo| SR 1223 Sho|
~103| Bo| 20| S 19382
| Smi10003] Qo] S B2
1at| S50 Bo0] 20|

1010 =] D 0| K[ |2

det [

Para H3 9 tenemos

>0
320 ’

—t O |2

—|m,
_ Yo

—i|n
o | —I<t

det (

—->0
2 )

ARllcETEN
_ —|—

—i|n
o _

det (

4200000 >0,

_
—

2| S D[ S[3
O —ho| ST
—<t O 27K1u17%17w

1_,3H7H0 1,517%

o
2,31p — O |2

N——

=)
<)
e

> 0,

9
32000

_
—

S o2

D
1_, TS —e

—im
e | =IO

det (

> 0.

1
2744000000

|
S

=[S I8- 58| B
15| ] S| R3]
O —iom|2-|2-(3-IR
=% O 8|29

1_,3H7H0 1,517%17H

2,31;31,40 IEES

det [
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Usando el criterio de Sylvester, Teorema A.8 del Apéndice A, tenemos que Hy, y
Hsj,, son positivas definidas. Por lo que, tenemos una secuencia (sj)?zo de matrices
hermitianas de 2 x 2 tales que Hyo y Hso son hermitianas positivas. Si revisamos el
Teorema 1.4, entonces aseguramos que el conjunto M2 [[0, 1]; (s;)5_,] definido mediante
la Definicién 1.10 es no vacio.

Paso 2. Construimos la matriz resolvente V; dada en (3.1.1). Para eso, primero cons-
truimos los elementos R3(Z), Ra(1), va, us2 y us s de acuerdo a (1.1.5), (1.1.6), (1.1.12)
y (1.1.13), respectivamente,

10z0 20 10 -2 0
010z 0 22 0 1 0o -3
0010 2 0 0 0 -2 -3
*(7) = = = 6 3
RQ(Z) 0001 0 > ) V2 0 0 ) Ug,2 _% _% )
0000 1 0 0 0 -5 —3
0000 0 1 00 -5 —-=
300 100000
0o 32 010000
-2 1 101000
U2 = B3 , Ry(1) =
i -1 010100
-5 0 101010
0 —3 010101

Entonces, los bloques de V, son los siguientes:

Ay(z) =L+ (1 — z)u;ZR;(z)H;;Rz(UUQ,

49023 — 72022 42352 — 4 —22(z — 1) (32222 — 1522 + 3)
= 2 %103 2 , (321
—2(z —1) (1402 — 702+ 3)  3402° — 5102° + 1782 — 7

Fa(2) = (1 = 2)(2 — 0)o3 R5(2) Hyp Ro(L)va,
[ R —1)2(4922 — 442 +9)  §1(z — 1)z (16127 — 1392 + 27) (32.9)
B(z—-1)2%(22 1) —8(2—1)z (23822 — 1402 +9) | 7

Ba(2) = —u3 o R5(2) Hy g Ro(1)us,s
B ( — 105 (13862% — 1400z + 283)

55 (—23942% 4 2552z — 547)
55 (—25202% + 2660z — 529) T

— 515 (108022 — 11002 + 211) ) (3.2.3)

L—(1- )UzRQ( )Hys Ry(1)us
< L(3852% — 66522 + 3452 — 49)
5
8

(z— 1) (13322 — 120z + 21) (3.2.4)
z—l (2822 — 21z + 3) 1(842% 133224602 —7) ) 07

=

16
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Paso 3. Escribimos la formula general de los elementos que pertenecen a el conjunto
Rylla, b]; (s;)35"] definido como en la Definicion 1.12,

o~ o~

S(z) = (@u(2)p(z) + Bu)a(2)) (Fu(2)P() +8u(2)a(2)) " (3:25)

donde g pertenece al conjunto P[—J,, [a, b]], definido como en la Definicién 2.4 y J,

definido como en (2.1.7).
Paso 4. Ahora, consideramos dos casos:

(a) Sean p = Iy y q = 0ax2. Se verifica facilmente que el par < I ) pertenece al

02x2
conjunto P[—Jy, [0, 1]]. Si aplicamos la férmula (3.2.5) para n = 2 y con el par

( L ) obtenemos,

02x2

S(z) = Qa(2){a(2)} (3.2.6)

Por otro lado, tenemos que

5= [ dutt

t—z

_o)- Ahora, estamos interesados en describir la funcién
(3.2.6) tenemos que

S(z) = ( giiﬁi; 228 ) ’ (3.2.7)

donde p € M2[[0,1];
(

()7
p(t). De (3.2.1), (3.2.2) y

donde
Si(z) = —264602° + 621602* — 5138023 + 177922 — 22552 + 36
60(z — 1)z (2942 — 56023 + 37122 — 100z 4 9) ’
Sia(2) = —29402% + 560023 — 341622 + 7342 — 27
30(z — 1)z (2942* — 56023 + 37122 — 100z + 9)’
Sualz) = —29402* 4 56002 — 341622 + 7342 — 27
30(z — 1)z (2942* — 56023 + 37122 — 100z + 9)’
Soa(2) = —264602° + 665702* — 6066223 + 2415522 — 38182 + 117

60(z — 1)z (29427 — 5602 + 37122 — 100z + 9)

Notemos que Sj2 = Ss1. Sea P(z) el polinomio que se repite en el denominador
de las igualdades anteriores

P(z) = (2 — 1)z (294z" — 5602® + 37127 — 100z +9) .
El polinomio P(z) tiene las siguientes raices:

21 =0, 20=0.1846, 23 =0.3867, 2z4=0.5406, 25 =0.7926, z;=1
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donde hemos utilizado 4 digitos después del punto decimal. Utilizando fracciones
parciales tenemos que

0.0667 0.2637 0.2769  0.2242 0.5412 0.1274
+ + + +
21 — % Z9 — X2 zZ3 — X2 24 — % Z5—Z 26—2
0.1000 0.4116 0.1553 0.1695 0.4091 0.1167
Sia(2) = — - + - + + ;
21 — X% Z9 — X2 23 — 2 24 — 2 25 — R 26 — %

0.1000  0.4116  0.1553  0.1695 0.4091  0.1167
Sl?(z) = - - + - + + )
Z1 — X% Z9 — Z 23— 2 24 — 2 25 — 2 26 — %
0.2167 0.6423 0.0871  0.1281 0.3092 0.1167
+ + + +

21 — X% 29 — X 23 — X% 24 — R Z5—Z ZG—Z

511(2) =

SQQ(Z) =

Reescribiendo (3.2.7), tenemos que

S(z) =
21 — X% Z9 — X% Z3 — 2 Z4 — 2 25 — X2 26 — %
donde
A ( 0-0667  —0.1000 A ( 02637 —0.4116
=\ —0.1000 0.2167 )’ 27\ —0.4116 0.6423 )’
A, ( 0-2769 0.1553 A, — [ 02242 —0.1695
371 0.1553 0.0871 /)’ 17\ —0.1695 0.1281 /)
A 0.5412 0.4091 4 0.1274 0.1167
>\ 0.4091 0.3092 |’ 6=\ 01167 0.1167 )°
En vista de la Definicién A.5 del Apéndice A, podemos concluir que
A A A A A A 1]
S(z)=——- 4 2 2 2 B 6 dpt),
21—k Z9—Z 2Z3—Z Z24—Z2 23— Z zZg—2Z 0o t—=z
donde
02><2 t= 07
A 0<t<0.1846,
AL+ Ay 0.1846 < ¢ < 0.3867,
p(t) = (3.2.8)
Ay + Ay + Ag 0.3867 < ¢ < 0.5406,
A+ Ay + Az + Ay 05406<t<07926
Y 04 0.7926 < t <

(b) Sean p = 02x2 ¥ @ = 5. Similarmente como en el caso anterior (a). Se verifica

facilmente que el par <02X2) pertenece al conjunto P[—Js, [0, 1]]. Si aplicamos la

Iy

férmula (3.2.5) con n =2y el par <02[X2), obtenemos
2

S(z) = Ba(2){d2(2)} 1. (3.2.9)
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Por otro lado,

S(z) = /O1 L

t—=z
donde v € MZ[[0,1]; (s;)5_o]. Estamos interesados en describir la funcién v(t).
De (3.2.3), (3.2.4) y (3.2.9) tenemos que
511(2) Sm(Z)
9(2) — , 3.2.10
(2) ( Sor(2)  Saa(2) ( )
donde
S (2) 5 (1234825 — 282942 + 2382823 — 902722 + 14992 — 85)
z) = —
H 12 (343026 — 976525 + 107102* — 568923 + 150322 — 180z +7)
Sia(z) = —68602* + 1267023 — 806422 + 2047z — 182
P (343026 — 97652° + 1071024 — 568923 + 150322 — 180z + 7)’
Sia(2) —68602* + 126702 — 806422 + 2047z — 182
Z) =
2 6 (343026 — 976525 + 107102% — 568923 + 150322 — 180z + 7)’
Soo(2) —3087002° 4 758800z* — 70101523 + 30001522 — 586552 + 4207
22\%) =

60 (343025 — 97652% + 107102 — 568923 + 150322 — 1802 + 7)

Notemos que Sijs = Sp;1. Sea (z) el polinomio que aparece en el denominador
de las igualdades anteriores

Q(z) := 34302°% — 97652° + 107102* — 56892% + 15032% — 1802 + 7.
El polinomio Q(z) tiene las siguientes raices:
21 = 0.0714, 2z = 02182, 23 =0.3398, 24 = 0.6045, 25 = 0.6931, 25 = 0.9197

donde hemos utilizado 4 digitos después del punto decimal. Utilizando fracciones
parciales tenemos que

0.1756  0.0955 0.2966 0.3664 0.1882  0.3773
+ + + + +

S =
n(z) 2—2 29—Z Z3—Z Za—Z Z5—Z2Z Zg—2%

0.3179 0.0677 0.3261 0.2743 0.0372  0.3392

SIQ(Z) = - + - + - + )
21 — X% 29 — X% 23 — X% Z4 — 2 25 — X% 26 — %
0.3179 0.0677 0.3261 0.2743 0.0372  0.3392

SIQ(Z> = - + - + - + )
21— % Z9 — X% 23 — 2 Z4 — 2 25 — % Z6 — %

0.5754 0.0480 ~0.3586  0.2054 0.0073 ~ 0.3050
SQQ(Z) = + + -+ + +

21— 2 29—2Z Z3—2 Z4—2Z Z—2 zg—2
Reescribiendo (3.2.10), tenemos que

Bl B2 Bg B4 B5 BG

- - + - - ,
21— X 29 — X2 23— 2 24 — 2 25 — 2 26 — <

S(z) =




Ejemplos 35

donde
B _ ( 01756 —0.3179 B, _ [ 00955 0.0677
17\ —0.3179 05754 ) 271 0.0677 0.0480
B 02966  —0.3261 5, _ (03664 02743
57\ —0.3261 0.3586 /° 47\ 02743 0.2054

B 01882 —0.0372 B _ [ 03773 0.3302
57\ —0.0372 0.0073 /)’ 67\ 0.3392 0.3050

De acuerdo a la Definicion A.5 del Apéndice A, tenemos que

S(s) — By By B3 By Bs N Bg _ U | (1),
21— 2 Zy—Z Z3—Z Zy—Z Z5—2Z 25— 2% 0o t—z
donde
022 0<t<0.0714,
By 0.0714 <t < 0.2182,
B + By 0.2182 <t < 0.3398,
v(t) =<{ By + By + B3 0.3398 <t < 0.6045, (3.2.11)
B+ By + Bs+ B, 0.6045 <t < 0.6931,
?:o B, 0.6931 <t < 0.9197,
?:0 B; 0.9197 <t < 1.

Respuesta al ejemplo: las funciones en (3.2.8) y (3.2.11) pertenecen a M2 ([0, 1]; (s;)7_o].

Observacién 3.1. [9, pag. 21] Las soluciones asociadas dadas en (3.2.6) y (3.2.9) se
llaman soluciones extremales.

Observacién 3.2. También se puede verificar que la funcion o dada por (1.4.1), es
solucion para este problema.
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Definicién A.2. [21, pag. 12] Si f: R — R es una funcion no decreciente, entonces
f tiene limites por la derecha y por la izquierda en cada punto:

fla¥) = lim f(z) = fnf f(z), fla")= lm f(z) =sup f(z).

x—at r>a r<a

Ademds, los valores de los limites f(0co) = sup,ep f(z) y f(—00) = inf.cr f(x) existen
(posiblemente iqual a +00). [ se llama continua por la derecha si f(a) = f(at) para
todo a € R y continua por la izquierda si f(a) = f(a™) para todo a € R. Otra notacion
usual para f(a™) y f(a™) es fla+0) y f(a—0), respectivamente.

Definicién A.3. [31, pag. 73] Sea f : A — C donde A C C es un conjunto abierto.
La funcion f se dice que es diferenciable (en el sentido complejo) en zy € A si

lim f(2) = f(z0)
z—r20 Z—2p

existe. Este limite es denotado por f'(zy), o a veces por (df /dz)(zo). Asi, f'(z0) es
un numero complejo. La funcion f se dice que es holomorfa en A si f es complejo
diferenciable para cada zy € A. La frase “holomorfa en zy” significa que f es holomorfa
en una vecindad de zp.

Definicién A.4. [32, pag. 25] Decimos que una funcion f escalar, es meromorfa en
un dominio €2 si es holomorfa en ) excepto para posibles polos.

Lema A.2. [19, pdg. 790] Sean q € N y II, denotado como en la Notacion 7. Sea S
una funcion matricial de ¢ X ¢ meromorfa en 11 tal que

S(2) —'S*(z)

21 >0

para todo z € Hg, donde Hg estd definido como en la Definicion 2.7. Entonces S es
holomorfa en todo 11,

Proposiciéon A.1. [25]. Si f es una funcion holomorfa en una region U entonces

es holomorfa en U*.

36



Apéndice A 37

Teorema A.2. (Principio de simetria)[25]. Sea U una region simétrica sobre el
eje real y sea
Ut ={z€U[omz >0}

la parte media de U sobre el plano superior C. Si f(z) es una funcion holomorfa en
U* tal que
lim Jmf(z)=0

Jm (2)—0+

como z se aproxima al eje real por arriba entonces f(z) se extiende a una funcion
holomorfa f€ tal que f = f¢ en U que satisface

f(z) = f(z) para todo z € U.

Definicién A.5. Sea f(t) una funcion continua en |a,b] y sean ty, to, ... t, nimeros
tales que
a<t; <...<t, <b.

Asumimos que o(t) es una funcion no decreciente constante a trozos con puntos de
discontinuidad en ty, k =1,...,n. Entonces la integral de Stieltjes de f respecto de o
tiene la forma:

/: J(t)do(t) = Zn: Ft)(o(te +0) — oty — 0)).

k=
Generalmente, se entiende que ¢ es una funcién continua por la derecha.

Teorema A.3. [34, pdg. 137-139] Sean fi, fo funciones que son integrables con respec-
to a o, en el sentido de Riemann-Stieltjes en |a,b], entonces se cumplen los siguientes
enunciados:

(i) Para toda constante c, cfi+ fo también es integrable en [a,b] y, ademds, se cumple
la stguiente igualdad:

/ab(cf1 + fo)do = c/ab fido + /ab fodo.

(i) Si fi(x) < fa(x) en [a,b], . ,
| fido < [ ado.

(iii) Si f es una funcion integrable en [a,b] y a < ¢ < b, entonces [ es integrable en

la,c] yen[c,b] y
/abfda:/:fdo+/cbfda.

(iv) Sea c una constante. Si f es una funcion integrable con respecto de coy e integrable
con respecto de o9, entonces f es integrable con respecto de coy + oo ¥y

/ab fd(coy + 09) = /ab cfdoy + /ab fdos.
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Observacién A.3. [29, pag. 51,54]. Sea X C R, X no vacio. Sea G : X — C¥*9 una
funcion matricial de q x q. La derivada de la funcion matricial G(t) es la matriz de las
derivadas en cada entrada

dGu(t)  dGy(t)
aca _| 4@
at 1 - :
dqu (t) . dqu (t)

dt dt

Observacién A.4. [29, pag. 51,54]. Sea G una funcion matricial definida como en la
Observacion A.1. La integral de la funcion matricial G(t) es la matriz de las integrales
en cada entrada

b b
/Gll(z)dt /qu(z)dt
G(t)dt = : g : :
b b
/ Go(2)dt - / Co2)dt
Observacién A.5. Sean ¢ € N, a € R, b € (a,00) y MZ[a,b] definido como en la

Definicion 1.8. En el caso cuando existe la derivada o'(t) en [a,b] entonces la igualdad
(1.0.2) se escribe como

/abf(Z,t)da(t) = /:f(z,t)a’(t)dt
/abf(z,t)agl(t)dt /abf(z,t)ggq(t)dt

/abf(z,t)a;l(t)dt /abf(z,t)a;q(t)dt

Observacién A.6. [26, pag. 58]. Sea P(t) una funcion escalar tal que P(t) > 0 para
todo t € [a,b] y sea 0 € MLla,b]. Entonces

/bP(t)da(t) > 0.

En vista de la Observacién A.6, de forma similar para o € MZ[a,b] tenemos la
siguiente observacion.

Observacién A.7. Sea P(t) una funcion escalar tal que P(t) > 0 para todo t € |a, b]
y sea

o € M%la,b] donde M%[a,b] estd definido como en la Definicion 1.8. Entonces

/ " P(t)do(t) > 0.
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Teorema A.4. (Criterio de Weierstrass) [34, pag. 158-159]. Supongamos que { f,}
es una sucesion de funciones definidas en E, y supongamos

|fu2)| < M, (z€E, n=1,23,...).
En estas condiciones, 3. f, converge uniformemente en E si XM, converge.

Teorema A.5. Supongamos
lim fo(z) = f(z) (=€ E).

Hagamos
M, = sup | fu(x) — f(2)].

zelR

Entonces, f, — [ uniformemente en E si y solo si M,, — 0 cuando n — co.

Teorema A.6. (Teorema de Identidad) [31, pag. 365-366]. Sean f y g funciones
holomorfas en una region A. Supongamos que existe una secuencia zi,Zzs,z23,... de
puntos distintos en A que converge a zy € A tal que f(z,) = g(z,) para todo n =
1,2,3,.... Entonces f(z) = g(z) para todo z € A. La conclusion es vdlida en particular
si f = g en alguna vecindad de algin punto de A.

Observacién A.8. [21, pag. 33,39] Supongamos que p es una medida de Borel finita en
R, y sea F(z) = p((—o0,z]). F es llamada la funcion distribucion de p. F' es creciente
y continua por la derecha. Y se cumplen las igualdades

u({z}) = F(e) - F(e™) = F(x) — lim F(a).

33*)5(/‘0

Teorema A.7. [21, pag 101] Sea F' : R — R una funcion distribucion no decreciente.
Entonces el conjunto de puntos en los cuales F' es discontinua es contable.

Si consideramos los puntos de continuidad de dos distribuciones como sucesiones,
el Teorema A.7 nos permite hacer la siguiente observacion.

Observacién A.9. De acuerdo al Teorema A.7 existen sucesiones {Agm)}gf Y {Aé"”}g
tales que

1. A < A <0 < AT < AT,

2. lim,, oo AT = —00,  limy, o0 AT = +00.

3. Para cada m €N, 3,({A7}) = S, ({A7}) = Otns 1)gx (ns1)q-
4. Para cada m € N, 0,({A7"}) = 0,({A'}) = Oyxq

donde X, y o, son funciones no decrecientes.
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Proposiciéon A.2. [30] Sean p,q € N, A una matriz de ¢ X p y B una matriz cuadrada
de g x q. Si B es de rango mdximo, entonces

rank (BA) = rank (A).
Proposiciéon A.3. Sean ¢ € N y A una matriz de g x q con entradas en C. Sea
N[A] ={z € C?: Az =0}
el nicleo de A. Entonces N[A] = {0} si y solo si det A # 0.

Para toda A € CP*9, usaremos A" para denotar la pseudoinversa de Moore-Penrose
de A.

Observacion A.10. Sean p,q € N, A una matriz con entradas en C de p X p, B una
matriz con entradas en C de p X q, D una matriz con entradas en C de g X q y

A B
g (4 8)
Albert [3] demostro que la matriz de bloques E es hermitiana no negativa si y solo si
las siguientes cuatro condiciones se satisfacen:

1. A>0.

2. AA*B = B.

3. C'= B*.

4. D—CA*B > 0.

(Para una version ligeramente diferente pero relacionada de una caracterizacion de
matrices de bloques hermitianas no negativas, nos referimos a un articulo de Efimov y
Potapov [20]). Es mds, se comprueba facilmente que si E es hermitiana no negativa,
entonces la desigualdad ||B||> < ||A]| - || D]| se cumple.

Recordemos que el 7, j menor del elemento a;; de la matriz A de ¢ x ¢ es denotado
como M% es el determinante de la matriz de (¢ — 1) x (¢ — 1) obtenida de quitar
la i-ésima fila y la j-ésima columna de A. El 4,5 cofactor del elemento a;; de A, es
denotado por C*7, estd definido mediante (—1)"*/A*I. Denotamos por A la k-ésima
submatriz principal de k X k, es decir, la submatriz cuadrada de k X k que se obtiene de
las primeras k filas y de las primeras k columnas de A, k = 1,...,q. El menor principal
de orden k de A estd definido como det(Ay)), y es denotado como Ay, k=1,...,q.

Teorema A.8. (Criterio de Sylvester) [23, pag. 55]. Sean ¢ € N y A una matriz
con entradas en R simétrica de q X q. Entonces

(a) A es positiva definda si y solo si

A1 >0, Ay>0, ..., Ag>0, ..., A;>0.
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(b) A es negativa definida si y solo si
A <0, Ay>0, A3<0, ..., (—1)7A,>0.

Definicién A.6. Sea q € N. El producto interno (o producto interior) sobre C? es una
funcion (-,-) : C1x C?:— C tal que para cualesquiera v, u, w en C? y cualquier escalar
c en C se tiene:

1. (v+u,w) = (v,w) + (u,w).
2. (cv,u) = c(v,u).
3. (u,v) = (v, ).
4. (v,v) >0 siv es no nulo.

Observacién A.11. Sea A una matriz. Si (-,-) es un producto interno en C? entonces
para z,y € C? definimos (x,y) = x*Ay. Ademds, si A es hermitiana entonces x*Ay es
un producto interno.

Proposicion A.4. [5, pag. 192] Si en un espacio normado (V,||-||) se satisface la ley
del paralelogramo, entonces existe un producto interno en'V tal que ||z||* = (z,x) para
todo x € V. Si 'V es un espacio vectorial sobre R, entonces el producto interno estd
definido por la identidad de polarizacion

1
(@.y) = 7z + 9l = [le =yll") Yr,yeV.

Si'V es un espacio vectorial sobre C, el producto interno estda dado por la identidad de
polarizacion

1 : , . ,
(w,y) = 7z +yll* = lle = yll® +illz +iy|[* —illz —iy|[*) Yo,yeV.  (A12)
La Ecuacién (A.12) también se escribe como

1
(r,y) = 1((ﬂf+y,x+y)—(w—y,x—y)ﬂ(ﬂfﬂy,xﬂy)—i(af—iy,x—iy)) Va,y € V.

Observacion A.12. Sea V' un espacio vectorial sobre C con producto interno y sea T :
V' — V una transformacion lineal. Consideremos la matriz A asociada a T. Entonces

(z, Ay) = le((:vﬂ/,A(Hy))—(x—y,A(w—y))+i(w+iy,A(Hiy))—i(:v—iy,A(x—iy)))
para todo x,y € V.

Definicién A.7. [39]. Un funcional ¢(x,y) se llama una forma bilineal hermitiana si
para cualesquiera x,y,z € C? y cualquier numero o € C se satisfacen:

d(x+2,y) = o(z,y) + ¢(z,v), olar,y) = ad(z,y),
oz, y+2) = d(z,y) + ¢(x,2), ¢(x,ay) =ad(z,y).
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Definicién A.8. [39]. Una forma bilineal hermitiana ¢ se llama hermitiana simétrica
st para cualesquiera x,y € C? se cumple:

o(v,y) = ¢(y, ).

Lema A.3. [39]. Entre las formas bilineales hermitianas solamente las formas simé-
tricas generan formas hermitianas cuadrdticas.

La demostracion del Lema A.3 se puede encontrar en [39, pag. 286]. En [39, pag.
289] tenemos que existe la matriz A tal que

o(z,y) = (z, Ay). (A.13)

La matriz A de la Ecuaciéon (A.13) es llamada como la matriz asociada a la forma
bilineal y esta tnicamente definida.

Definicién A.9. [4] Sean f, g funciones que son reales o complejas definidas en un
conjunto X. La expresion f(x) = O(g(x)), para x € X significa que existe A > 0 tal
que | f(x)| < Alg(x)| para todo z € X.

Definicién A.10. [4] La ezpresion f(x) = O(g(x)), © — 400 significa que existen
C>0yN>0 tal que |f(z)| < Clg(x)| para x > N.

Definicién A.11. [16] Sean ¢ € N y A una matriz compleja de q X q. Decimos que A
es Jy-expansiva st A*J,A — J, > 0.

Teorema A.9. Sea ¢ € N. §i A es una matriz compleja de q X q entonces A es
J-expansiva si y solo si A* es J-expansiva.

La demostracién del Teorema A.9 se puede encontrar en [16, Teorema 1.3.3]. En
otras palabras el Teorema A.9 dice que

A*J,A—J, > 0siysolosi (A")*J,A*— J, > 0.
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Las clases de funciones R, y Ry,

Definicién B.12. [26]. Sea X C C yII. como en la Notacion 7. Una funcion escalar
F: X — C esdela clase Ry st

1. F(z) es holomorfa en I1,..
2. Jm F(z) >0 para cada z € 11,

Definicién B.13. [12]. Sea II denotado como en la Notacion 7. Sea R, el conjunto
de todas las funciones matriciales F' : 11, — C%9 que son holomorfas en 11, y que
satisfacen Jm F(w) > 0 para cada w € I1,. Y decimos que una funcion matricial f es
de la clase Ry si f pertenece a R,.

Lema B.4. Sea S(z) una funcién matricial, tal que S € R, y sea f € CI constante,
entonces (f,S(z)f) es una funcion escalar que pertenece a R;.

Definicién B.14. [26]. Una funcion f(z) es de la clase C, (clase de Carathéodory) si
1. f(2) es holomorfa en |z| <1
2. Re f(z) 2 0 para |z| < 1.

Teorema B.10. (F. Riesz y Herglotz)[26]. Una funcion f(z) es de la clase Cy si y
solo si admite una representacion
2m il 4 2

£(2) = iam £(0) + / T 0 (9) (B.14)

0o ef— 2

donde 7(0) es una funcion no decreciente.

Teorema B.11. (R. Nevanlinna)[26]. Una funcion F(z) es de clase Ry si y solo si
admite una representacion

1 t
t—z 1+t

F(2) = a+ 82 + /: ( ) do(t) (B.15)

donde « es un numero real, 5 > 0 y o(t) es una funcion no decreciente tal que la
integral [°° (1 +t*)"'do(t) es convergente.

43
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Mencionamos sin demostrar que la representacién (B.15) es tnica si la funcién o(¢)
estd normalizada de alguna manera, digamos,

o(0) =0, o) = ;[a(t +0)+ ot —0)].

Asi normalizado, o(t) se determina en términos de F(z) por la férmula de inversién de
Stieltjes:

ots) — o(t) =+ Tim [ Im F(x + ic)da. (B.16)
T e—=0t Jty
Definicién B.15. (Problema de Nevanlinna-Pick.) Sea Ry la clase de funciones
definida en la Definicion B.12. Dado un conjunto de nimeros w,, encontrar condiciones
necesarias y suficientes para que exista una funcion w = f(z) € Ry, que satisface la
ecuacion

f(2a) =wa (24 € Z)
donde Z = {z4} es un conjunto dado de puntos en el semiplano Jmz > 0.

Observacién B.13. ( Caso especial Problema de Nevanlinna-Pick) Sea R; la
clase de funciones definida en la Definicion B.12. El problema de Nevanlinna-Pick para
la clase Ry (ver Definicion B.15), en el caso en que el conjunto Z sea numerable las
condiciones que se deben satisfacer son como en la siguiente igualdad

Si en el problema de Nevanlinna-Pick para la clase Ry todos los puntos z, se unen
en un unico punto zy, situado dentro de la region Jmz > 0, la condicion (B.17) seria
reemplazada por el requisito de que en las prorimidades de este punto zy se deberia
tener la expansion

f(z) = i::Ck(z — )"

donde a los C}, se les dan numeros. Si el punto zy se moviera al infinito entonces se
tendria en lugar de la serie de Taylor de la ultima ecuacion la expansion asintotica

que debe ser vilido para z — oo en el rango de dngulos 0 < argz < w—0 para cualquier
positivo 6 < 5. El problema de encontrar funciones f(z) € Ry con una asintética dada
la expansion de la forma indicada es equivalente al problema de momentos (ver [1],
pag. 110).

Teorema B.12. (R. Nevanlinna Versién Matricial)[12]. Sea II, denotado como
en la Notacion 7. (a) Para toda funcion matricial F' que pertenece a la clase R, existe
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una unica matriz o compleja de g X q hermitiana, existe una unica matriz 5 compleja
de q X q hermitiana no negativa y existe una unica v € M2a,b] tal que

s 1—|—tz

F(z)=a+fz+ [ —T—duld) (B.18)
se satisface para cada z € 11, .

(b) Toda funcién matricial F : 11, — C9%9 para la cual existe una matriz o compleja
de q x q, existe una matriz  compleja de q¢ x ¢ hermitiana no negativa y v € M%a,b]
tal que (B.18) se satisface para cada z € 11 pertenece a la clase R,,.

Esta version matricial del conocido teorema de Nevanlinna se puede demostrar
usando la version clasica del teorema de Nevanlinna en el caso ¢ = 1 y usando el hecho
de que para cada F' € R, y cada u,v € C% la funciéon f := u*Fv pertenece a R;.
Para cada F' € R, llamamos a («a, ,v) definidos como en (B.18) La parametrizacion
de Nevanlinna de F' y en particular la iinica medida v hermitiana no negativa ¢ X ¢ en
B N R descrita en la parte (a) del Teorema (B.12), la medida de Nevanlinna de F.

Sea A la medida de Lebesgue que se define en B NR. Ademas, sea B el sistema de
todos los conjuntos acotados que pertenecen a B N R. Observe que para cada B € B
y cada v € ML(R,B NR), se comprueba facilmente que la funcién fp : R — C9*4
definido para cada t € R por

Fu(t) = 15()V1 + 221, (B.19)

pertenece a g X ¢ — Lo(R, BNR, ). Mas adelante en el Teorema B.14 formulamos una
versién matricial de la Férmula de inversién de Stieltjes-Perron (ver (B.16)).

Proposiciéon B.5. [12]. Sean 11 y II_ denotados como en la Notacion 7. Sea M =
(¢,d) una unidn finita de intervalos abiertos de R y sea ¢ : 11, UM UII_ — C7*7 una
funcion matricial que satisface las siguientes condiciones

(i) ¢ es holomorfa en I1, UM UTII_.
(ZZ) Plu,. € R,
(iii) Para todo x € M, la matriz p(z) es hermitiana.

Denotamos como (o, B,v) la parametrizacion de Pl - Entonces

o) =a+pet [ tttzdu() w7 tt;du(t)

para todo z € 11, UM UII_.

Lema B.5. Si para cualquier funcion F(z) € R,, tenemos que B = 0, entonces se
cumplen las siguientes iqualdades

lim nJm F(in) = sup nJIm F(in) = / do(t),

n—r—+00

partes de las cuales pueden ser infinitas.
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Definicién B.16. Denotamos a Ro1 como la clase de funciones escalares F(z) € Ry,
tales que
ylFGy)| =0(1), y>0.

Aqui el simbolo O(1) estd definido como en la Definicion A.9.

Definicién B.17. [12]. Denotamos a Ry, como la clase de funciones matriciales
F(z) € Ry, tales que
ylIF(iy)| = O(1), y>0.

Aqui el simbolo O(1) estd definido como en la Definicion A.9.

Notese que toda funcién matricial F' que pertenece a R, satisface claramente

lim F(iy) =0 (B.20)

Y—r—+00
y admite una particular representacion integral como veremos en el Teorema B.13.

Lema B.6. Sea S(z) una funcion matricial, S € Ro, y f € C? constante, entonces
(f,S(2)f) es una funcion escalar que pertenece a Ry .

Demostracién. Sea ¢(z) = (f,S(2)f). Ya que Ro, € Ry, se tiene que S € R,. Por
el Lema B.1, tenemos que ¢ pertenece a R;. Luego

lye(iy)l = 1(f.yS@) )l = ly(f. SGy) NI < yllfIPIISGy)l| = O(1).

Por lo tanto,
©(z) € Roa.
|

Teorema B.13. (a) Para cada F € Ry, existe una unica medida no negativa her-
mitiana p € ML(R,B NR) tal que F' admite la representacion

Fw) = [ ! () (B.21)

para todo w € 11, es decir la medida espectral de F', y

p(R) = lim yImF(iy) = —i Um yF(iy) =1 Um yF(iy).

(b) SiF : 11, — C9% es una funcion matricial para la cual existe una p € ML(R, BN
R) tal que (B.21) se satisface para todo w € I, entonces F' pertenece a Ro.4.

Observaciéon B.14. Sea S € R[a,b]. Usando la parte (a) del Teorema 1.1 se puede
verificar que F := S|H+ pertenece a Ry 4. En particular, de (B.20) se sigue inmediata-
mente

lim S(iy) = 0.

Y—+00
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Observacién B.15. Sea S € R,[a,b]. De la Observacion B.1/ se puede ver facilmente
que

3. (i
i ) oy i
Yy—>+o0 Yy y—+00 Yy

Férmula de la transformada inversa de Stieltjes de funciones matriciales de la clase R,.

Teorema B.14. Sea F' que pertenece a R,. Sea v la medida de Nevanlinna de F' y sea
i By — C9*1 definida para todo B € By mediante

u(B) = /B (V1T 2L)w(dt) (VI T 21,)". (B.22)

Ademds sean a y b numeros reales tales que a < b. Entonces

Diim [ om P+ Adn) = pl(a,h) + (el (D)) (B2

T e=07F J[a,b]
Transformada inversa generalizada de Stieltjes.

Teorema B.15. Sea F' € R, y sea v la medida de Nevanlinna de F. Sea ® : C — CP*4
una funcion matricial que es holomorfa en C y sea ¥ : C — CP*P una funcion matricial
que es continua en C y que satisface V*(t) = VU(t) para toda t € R. Sea G : 11, — CP*P
para cada w € 11, definida mediante

G(w) ==Y (w) + O(w)F(w)d* (), (B.24)

y sean a, b niumeros reales que satisfacen a < b. Entonces

lim ~ [ 9mGlr+ie)\(de) = | (TE B @)l (VT ()

e—=0t T Ja,b] (a,b)

+ ;[(1 + a®)®(a)v({a})®*(a) + (1 + b*)@(b)v({b})P*(b)]. (B.25)
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