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Resumen

El ritmo cardiaco humano oscila entre 2 y 3 mil millones de pulsaciones durante una
vida ordinaria. La funcion de bombeo del corazén se inicia mediante potenciales de
accion generados en el nédulo sinoauricular (SA). Estos impulsos eléctricos viajan por
los musculos auriculares hacia el nédulo auriculoventricular (AV). Posteriormente, se
propagan a través del complejo His-Purkinje, desencadenando la contraccién de los
musculos ventriculares y facilitando asi el suministro sanguineo al organismo. Las fases
de despolarizacion y repolarizacién, inherentes a cada ciclo cardiaco, reflejan el flujo
de corriente i6nica que da lugar a un potencial eléctrico temporalmente variable en
la superficie cutdnea, manifestado como informacién fisica en un electrocardiograma
(ECG). La senal de ECG, al contener datos sobre los eventos eléctricos cardiacos, se
ha empleado ampliamente para la deteccion de irregularidades cardiacas, comtinmente
referidas como arritmias. Dentro de estas, destaca la fibrilaciéon ventricular (FV), una
condicién particularmente grave que, sin intervencion médica oportuna, puede desenca-
denar muerte subita en cuestiéon de minutos. La F'V se caracteriza por una contraccion
ventricular arritmica e irregular, a menudo interpretada como un proceso estocastico
y erratico. No obstante, la teoria de sistemas dinamicos no lineales ha emergido como
una herramienta valiosa para comprender los mecanismos subyacentes de las arritmias
mortales y otras enfermedades cardiacas. En este estudio, se examina un modelo de
generacion de senales de ECG basado en un sistema dinamico compuesto por tres
osciladores no lineales acoplados bidireccionalmente, simulando asi los principales mar-
capasos cardiacos. Este modelo es capaz de reproducir ECG tanto de corazones saluda-
bles como de pacientes afectados por diversas alteraciones ritmicas bien documentadas.
Especificamente, se observa que bajo fibrilacién ventricular, la senal de ECG exhibe



comportamiento caotico, y la transicién del ritmo sinusal al caos se alinea con la ruta
Ruelle-Takens-Newhouse, segiin lo indican los resultados numéricos. El acoplamiento
de los tres osciladores no lineales genera diversas patologias de arritmias cardiacas, lo
que motiva un analisis numérico para caracterizar los parametros de control asociados a
cada patologia y establecer su rango éptimo. Los resultados numéricos corroboran que
las senales de ECG generadas son idéneas para el entrenamiento de redes neuronales
destinadas a la deteccion en tiempo real de arritmias cardiacas, trabajo que se podria
realizar a futuro. Este modelo de osciladores no lineales representa una herramienta
valiosa para la investigacién, la educacion médica y los ensayos clinicos.

Palabras Clave: Dinamica, Caos, Senales, ECG, Cardiopatias.

The human heart rate oscillates between 2 and 3 billion beats during an ordinary life-
time. The pumping function of the heart is initiated by action potentials generated in
the sinoatrial (SA) node. These electrical impulses travel through the atrial muscles to
the atrioventricular (AV) node and then propagate through the His-Purkinje complex,
triggering contraction of the ventricular muscles and thus facilitating blood supply to
the body. The depolarization and repolarization phases, inherent to each cardiac cycle,
reflect the flow of ionic current that gives rise to a temporally variable electrical po-
tential at the skin surface, manifested as physical information in an electrocardiogram
(ECG). The ECG signal, containing data on cardiac electrical events, has been widely
used for the detection of cardiac irregularities, commonly referred to as arrhythmias.
Among these, ventricular fibrillation (VF) stands out, a particularly serious condition
that, without timely medical intervention, can trigger sudden death within minutes.
VF is characterized by an arrhythmic and irregular ventricular contraction, often in-
terpreted as a stochastic and erratic process. However, nonlinear dynamical systems
theory has emerged as a valuable tool for understanding the underlying mechanisms
of fatal arrhythmias and other cardiac diseases. In this study, we examine a model of
ECG signal generation based on a dynamic system composed of three bidirectionally
coupled nonlinear oscillators, thus simulating major cardiac pacemakers. This model
is able to reproduce ECGs from both healthy hearts and patients affected by various
well-documented rhythmic disturbances. Specifically, it is observed that under ventri-
cular fibrillation, the ECG signal exhibits chaotic behavior, and the transition from
sinus rhythm to chaos aligns with the Ruelle-Takens-Newhouse pathway, as indicated
by numerical results. The coupling of the three nonlinear oscillators generates different
cardiac arrhythmia pathologies, which motivates a numerical analysis to characterize
the control parameters associated with each pathology and establish their optimal ran-
ge. The numerical results corroborate that the ECG signals generated are suitable for
training neural networks for real-time detection of cardiac arrhythmias, work that could
be carried out in the future. This nonlinear oscillator model represents a valuable tool
for research, medical education and clinical trials.
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Aspectos Generales

SECCION 2.1

Anatomia Cardiaca

El corazén, un 6rgano muscular hueco situado en la cavidad toracica, presenta una
configuracion anatémica en forma de cono invertido, con su extremo ligeramente incli-
nado hacia la izquierda. Su funcién primordial radica en operar como una bomba que
impulsa la sangre a través de todo el sistema circulatorio. En términos dimensionales,
el corazon es ligeramente mas grande que un puno y se encuentra dividido en cuatro ca-
vidades o camaras: dos auriculas, denominadas derecha e izquierda, y dos ventriculos,
identificados como derecho e izquierdo. Las auriculas desempenan el papel de cama-
ras receptoras, enviando la sangre que reciben hacia los ventriculos, que actiian como
camaras expulsoras.

El proceso de impulsar la sangre a través del cuerpo se logra mediante los movimien-
tos de sistole auricular y ventricular, asi como didstole. La sistole, definida como la
contraccion del corazén, y la diastole, la fase de relajacién destinada a recibir la san-
gre proveniente de los tejidos, son componentes esenciales de este complejo proceso
fisiologico.

Cada ciclo cardiaco se compone de una etapa de relajacién y llenado ventricular, seguida
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por una fase de contraccién y vaciado ventricular. Durante la auscultacién con un
estetoscopio, es posible distinguir dos sonidos caracteristicos. El primero corresponde a
la contraccién de los ventriculos y al cierre de las vélvulas auriculo-ventriculares (mitral
y tricuspide). El segundo sonido, por otro lado, indica la relajacién de los ventriculos,
marcando el inicio del proceso de llenado.

La complejidad y la sincronizacion precisa de estos eventos cardiacos ilustran la eficien-
cia del corazon como una bomba central en el sistema circulatorio, desempenando un
papel crucial en el mantenimiento de la homeostasis del organismo.

2.1.1 Sistema de Conduccion Cardiaca

El inicio del proceso contractil en el corazon se desencadena mediante la despolarizacion,
una fase en la cual se invierte la polaridad de la membrana celular. Este fenémeno es
resultado del flujo de iones activos a través de canales especializados situados en el
nodo sinusal, también conocido como nodo de Keith-Flack, el cual desempena el papel
crucial de marcapasos cardiaco. Situada en la porcion posterosuperior de la auricula
derecha, en las proximidades de la entrada de la vena cava superior, esta estructura
recibe irrigacion sanguinea a través de la arteria del nodo sinusal. Dicha arteria, a su
vez, se origina como una rama de la arteria coronaria derecha en un 60 % de los casos, o
de la arteria circunfleja en el 40 % restante, y presenta una compleja red de inervacion
simpatica y parasimpatica.

Proveniente del nodo sinusal, la propagacién del impulso eléctrico se extiende a través
de las auriculas por medio de las vias internodales, induciendo asi la despolarizacion
auricular y, consecuentemente, su contraccién . En individuos sanos, este proceso genera
estimulos a una frecuencia de 60 impulsos por minuto, estableciendo el ritmo sinusal nor-
mal, que se traduce en contracciones por minuto. Posteriormente, la actividad eléctrica
se dirige al nodo auriculoventricular (nodo AV o de Aschoff-Tawara), ubicado en el lado
izquierdo de la auricula derecha, en el tabique interauricular, anterior al orificio del
seno coronario y encima de la insercion de la lamina septal de la valvula tricispide. En
el 90 % de los casos, el nodo AV recibe irrigacién sanguinea de una rama de la arteria
coronaria derecha y presenta una rica inervacién simpdética y parasimpatica.

En este punto, la actividad eléctrica experimenta una pausa de aproximadamente 0,1 se-
gundos, reflejada en el segmento PR en el electrocardiograma (ECG) de superficie. Este
intervalo permite un retraso significativo entre las contracciones auriculares y ventri-
culares, proporcionando el tiempo necesario para que las auriculas vacien su contenido
sanguineo en los ventriculos. La contraccién simultanea auriculo-ventricular, de ocu-
rrir, resultaria en un flujo retrégrado de sangre y un llenado ventricular insuficiente.
Bajo condiciones normales, las auriculas estan eléctricamente aisladas de los ventricu-
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los, conectdndose tnicamente a través de la via del nodo AV, que, ademds, actiia como
un filtro en situaciones de actividad auricular excesivamente rapida, limitando asi el
numero de estimulos que llegan a los ventriculos.

La propagacién del impulso cardiaco continiia a través de un haz de fibras conocido
como haz de His, que sirve como un puente entre el nodo AV y las ramas ventriculares.
Este haz, irrigado por ramas de la arteria coronaria derecha y la arteria descendente
posterior, se divide en tres ramas: derecha e izquierda, y esta tultima se subdivide en
el fasciculo izquierdo anterior y posterior. Desde este punto, el impulso eléctrico se
distribuye a los ventriculos mediante una red de fibras llamadas fibras de Purkinje,
desencadenando la contraccion ventricular.

El musculo cardiaco se distingue del musculo esquelético por su capacidad autoexci-
table. La estimulacion eléctrica del corazén esta coordinada por el sistema nervioso
auténomo, que incluye tanto el sistema nervioso simpético (aumentando el ritmo y la
fuerza de la contraccién) como el parasimpético (reduciendo el ritmo y la fuerza). Esta
regulacién permite adaptar el gasto cardiaco, incrementando la frecuencia cardiaca en
diversas situaciones, como durante el ejercicio o en respuesta a situaciones de peligro.
Haz —

internadal
anterior

Haz de His
Nodo SA

Fasciculo
postenior
izquierdo

- Fasciculo
anterior
izquierdo

B Haz internodal
—- medio Fibras de

Purkinje

Figura 2.1: Sistema de conduccion cardiaco del corazon.

2.1.2 Celulas Conductoras

Los miocitos cardiacos, células especializadas en la conduccién de impulsos eléctricos y
la contraccién mecanica, exhiben dos estados electrofisiolégicos distintos: el estado de
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reposo y el estado excitado.

= En el estado de reposo, la célula presenta un potencial de reposo transmembrana
(PRT) constante de -90 mV, donde el interior de la célula es negativo en relacion
con el exterior. Este estado refleja la fase de diastole eléctrica celular.

= En contraste, el estado excitado se caracteriza por un flujo de iones a través de la
membrana celular, interrumpiendo el estado de reposo eléctrico y dando lugar al
potencial de accién transmembrana (PAT). Durante el PAT, se producen cambios
eléctricos sucesivos, como la despolarizacion y la repolarizacion, hasta que la célula
regresa al estado de reposo.

La transicion entre estos estados implica la aplicacién de un estimulo eléctrico de su-
ficiente intensidad para reducir el potencial transmembrana al nivel denominado “po-
tencial umbral”. Una vez alcanzado este umbral, la célula genera automaticamente el
potencial de accion transmembrana.

Mediados por el flujo de iones Na+, K+ y Ca++ a través de la membrana, la cual
exhibe permeabilidad selectiva. Esta permeabilidad regula el flujo iénico y mantiene
gradientes de concentracion especificos para cada ion, diferenciados entre el interior y
el exterior de la célula.

La actividad eléctrica en las células cardiacas se manifiesta a través de distintas fases
en el Potencial de Accién Transmembrana (PAT):

= Fase 0: Despolarizacién Rapida

Durante esta etapa, se produce una entrada abrupta de iones de sodio (Na+) al
interior de la célula, neutralizando las cargas negativas y provocando la inversién
de la polaridad. La diferencia de potencial entre el interior y exterior alcanza los
+30 mV.

» Fase 1: Inicio de la Recuperacion

Inicia una reduccién en la entrada de Na+ y, simultaneamente, se activa la salida
de iones de potasio (K+), disminuyendo la positividad interna hasta alcanzar el
nivel de potencial 0 mV.

» Fase 2: Meseta En esta fase, los flujos de entrada de calcio (Ca++) y salida de
K+ se equilibran, manteniendo el potencial transmembrana en 0 mV.

= Fase 3: Repolarizacion Rapida

Se produce un aumento abrupto en la permeabilidad de la membrana al K+,
que sale al exterior. El potencial transmembrana se vuelve progresivamente mas
negativo hasta alcanzar el nivel del potencial de reposo.
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Ventriculo Auricula
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Figura 2.2: Corrientes iénicas y subunidades v y 3 en la formacién de potenciales de
accién (PA) en las auriculas y ventriculos. Las corrientes despolarizantes se indican
en rojo, mientras que las polarizantes se representan en azul. La mayor Duracion del
Potencial de Accién (DPA) en las células ventriculares actiia como un mecanismo pro-
tector, evitando respuestas a frecuencias auriculares elevadas o estimulacién prematura
del corazon.

= Fase 4: Reposo o Fase Diastolica

Durante esta fase, el potencial transmembrana permanece constante en el nivel de
reposo (-90 mV), con el interior siendo negativo en comparacién con el exterior.
Aunque es una fase aparentemente inactiva, a nivel de la membrana celular es
un periodo activo. Durante la Fase 4, la célula ajusta sus concentraciones idnicas,
siendo necesaria la intervencion de la bomba Na+-K+ para restaurar los niveles
iniciales de iones, lo que implica un intercambio activo con consumo de energia.

En el contexto cardiaco, coexisten células de la musculatura banal, responsables de la
actividad mecanica, con células automaticas y del sistema de conduccién especializado.
Estas 1ltimas generan y transmiten de manera ordenada los estimulos eléctricos a las
células banal de auriculas y ventriculos. Las células de la musculatura banal, como
los miocitos cardiacos, requieren un estimulo eléctrico externo para iniciar un PAT,
desplazando el potencial transmembrana al umbral necesario. Histolégicamente, estas
fibras musculares estan conectadas por puentes intercalares que facilitan el paso de
estimulos eléctricos y permiten su coordinacion eléctrica y mecanica.
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2.1.3| Clasificacion de las Arritmias

Se define como arritmia a cualquier ritmo cardiaco que difiere del ritmo sinusal normal.
En un sentido amplio, el término arritmia abarca cualquier alteracion en el origen, la
frecuencia, la regularidad o la conduccion del impulso cardiaco.

Los disturbios en el ritmo cardiaco pueden categorizarse mediante la evaluacién de tres
parametros en el electrocardiograma:

» Frecuencia cardiaca (FC): Se categorizan como taquiarritmias si la FC supera las
100 latidos por minuto (Ipm), y como bradiarritmias si la FC es inferior a 60 lpm.

» Duracion del complejo QRS: Se considera como normal si es menor a 120 milise-
gundos (ms) y como ancho si supera los 120 ms.

» Regularidad del intervalo entre complejos.

Esta clasificacion conlleva implicaciones significativas en términos de su enfoque te-
rapéutico.

Arritmias de frecuencia elevada (FC > 100 lpm)

1. Arritmias supraventriculares con complejo QRS estrecho y ritmo regular.

» Taquicardias auriculares.
= Flutter auricular.
» Taquicardias por reentrada intranodal.

» Taquicardias por reentrada ventriculoatrial.
2. Arritmias supraventriculares con complejo QRS estrecho y ritmo irregular.

» Fibrilacién auricular.
» Taquicardia auricular multifocal.

» Flutter auricular con conduccion variable.
3. Taquicardias de complejo QRS ancho (> 120 ms) y regulares

» Taquicardias supraventriculares conducidas con aberrancia.
» Taquicardia antidrémica (en los sindromes de preexcitacion).

» Taquicardia ventricular monomoérfica sostenida.
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4. Taquicardias de complejo QRS ancho (> 120 ms) e irregulares

» Fibrilacion auricular conducida con aberrancia.
» Fibrilacion auricular (en los sindromes de preexcitacion).

» Taquicardia ventricular polimorfa.

A)
Bradicardia sinusal

B)
Blogqueo AV de 1" grado

c)
Bloqueo AV de 2° grado
Mobitz |

D)
Bloqueo AV de 2° grado
Mobitz Il

E)
Bloqueo AV de 3" grado

Figura 2.3: Ilustraciones de diferentes bradiarritmias en trazados electrocardiogréficos.
A) Bradiarritmia sinusal: la frecuencia sinusal es de 45 lpm. B) Bloqueo AV de primer
grado: no se observan latidos perdidos, y el intervalo PR es mayor a 200 ms. C) Bloqueo
AV de segundo grado Mobitz I: prolongacién progresiva del intervalo PR antes del latido
que no se conduce. D) Bloqueo AV de segundo grado Mobitz II: suspensién abrupta de
la conduccién QRS, con un intervalo PR previo normal. E) Bloqueo AV de tercer grado:
se observa una regularidad independiente entre los ritmos auriculares y ventriculares,
sin una asociacion clara entre ellos.

2.1.4 Triangulo de Einthoven

El tridngulo de Einthoven es un concepto en electrocardiografia que describe una dis-
posicion de tres derivaciones en las extremidades, delineado por las posiciones de los
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hombros y el pubis. Este esquema forma un triangulo equildtero invertido con el corazén
situado en su centro. Willem Einthoven, a quien se le atribuye esta teoria y nomen-
clatura, utilizé estos puntos de mediciéon sumergiendo las manos y el pie en recipientes
con agua salada para su galvanometro de cuerda, marcando asi el desarrollo del primer
electrocardiograma funcional.

El electrocardiograma estandar se compone de tres sistemas de derivaciones:

1. Derivaciones de las extremidades estandar (bipolares): I, IT y III
2. Derivaciones de las extremidades aumentadas (unipolares): aVR, aVL y aVF

3. Derivaciones precordiales: V1-V6

En este trabajo se crearan electrocardiogramas representando la derivacion 11 de
las extremidades estandar. En la derivacion 11, el electrodo negativo se ubica en
el hombro y el electrodo positivo se sitiia en la pierna. Esta disposicion particular
produce un angulo de orientacién superior a 60 grados. La derivacion II se esta-
blece segin la orientacion del montaje, que se define por un eje que va desde el
brazo derecho (RA) hasta la pierna izquierda (LL). La derivacién II se calcula
como:

Il =LL—-RA

y representa de manera precisa la actividad eléctrica a lo largo de este eje.

LL

Figura 2.4: Tridngulo de Einthoven.
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SECCION 2.2

Conceptos Basicos

2.2.1 Bifurcaciones

Dentro del ambito de la teoria de las bifurcaciones, un campo arraigado en las matemati-
cas no lineales, la palabra “bifurcacién” adquiere la connotacién de ramificaciéon y se
emplea de manera extensa para describir metamorfosis y reorganizaciones cualitativas
que resultan de alteraciones en los parametros.

En ecuaciones no lineales, incluso pequenas alteraciones en una variable pueden tener
repercusiones sustanciales en otras, delineando asi el cambio de comportamiento de
un sistema. Provisto de este enfoque matemaético, Prigogine se lanz6 a la tarea de
investigar sistemas fisicos alejados del equilibrio, lo que implica considerar la conducta
del sistema en relacion con su entorno externo. Un cambio en las condiciones externas se
denomina fluctuacién y, aunque algunos componentes del sistema puedan experimentar
modificaciones, el sistema en su totalidad busca mantener estable su orden interno o
estructura, resistiendo las fluctuaciones.

En ciertas ocasiones, una fluctuacion puede crecer y propagarse dentro del sistema, al-
terandolo de manera profunda y conduciéndolo hacia una nueva direccién. Este punto
critico se conoce como punto de bifurcacion, siendo el lugar donde el sistema experi-
menta un cambio significativo. La trayectoria que sigue la conducta emergente desde
el punto de bifurcacién representa una “opciéon” entre varias posibles. Prigogine ilustra
este concepto con el ejemplo de las rutas de una poblaciéon de hormigas en busca de
alimento, donde una fluctuacion en la interaccién con otros componentes puede llevar
a la adopcion de un nuevo comportamiento.

En sistemas complejos, donde las fluctuaciones pueden transformarse en turbulencias,
se habla de una zona de bifurcacién, un umbral que implica una multiplicidad de tra-
yectorias. Dicha zona es esencialmente un conjunto de rutas posibles. En contraste con
la fisica clasica, donde las trayectorias no tienen ni principio ni fin, la fisica del no
equilibrio nos presenta bifurcaciones y estructuras que nacen y mueren.

En sistemas complejos sometidos a fuertes ligaduras, es decir, abiertos al flujo continuo
de energia y materia del entorno externo, el caos puede generar orden. Lejos del equili-
brio, observamos la no linealidad de los comportamientos de la materia, manifestando
una multiplicidad de estados estacionarios. A través de procesos autoorganizativos, sur-
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gen estructuras relativamente estables, si bien su estabilidad es temporal y da paso a
nuevas configuraciones.

2.2.2 Ejemplo de Bifurcacion

En el ambito de las ecuaciones diferenciales no lineales, una bifurcacion se manifiesta
cuando una minima variacion en un parametro conlleva un cambio cualitativo en la
solucion a largo plazo. Estos cambios pueden implicar la creacion o eliminacién de
puntos fijos, asi como alteraciones en su estabilidad, constituyendo ejemplos palpables
de bifurcaciones.

i =r+

En funcién del valor de r encontramos diferentes tipos de puntos de equilibrio:

L
\\\

Figura 2.5: Equilibros del sistema del ejemplo anterior.

astable Tl

estable

Figura 2.6: Tipos de estabilidad de los puntos de equilibro del sistema.
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2.2.3 Ruptura de la Simetria

La teoria de bifurcaciones se erige como un instrumento de analisis topoldgico y estruc-
tural para sistemas de ecuaciones diferenciales. En este contexto, se abre la posibilidad
de examinar distintos aspectos inherentes a una familia de ecuaciones matematicas, tales
como la cuenca de atraccién. En el presente escenario, nos enfocaremos en la dinamica
del vector de estados en condiciones de régimen permanente, explorando su sensibili-
dad ante variaciones en los pardametros. Esta aproximacion nos permitira extraer valiosa
informacion acerca de los limites operativos del sistema.

La génesis del Modelo BVAM surgié como un esfuerzo concreto destinado a amalgamar
los paradigmas que predominaban hace doce anos para abordar la manifestacion de
patrones en diversos sistemas complejos de morfogénesis, especialmente en el ambito
biolégico. Uno de los pioneros en vincular los patrones espaciales en sistemas biologicos
con el fenémeno de autoorganizacién fue el naturalista D Arcy Thompson. Sus conexio-
nes interdisciplinarias, expuestas en su influyente obra de 1917, instigaron la ejecucién
de numerosos trabajos, tanto experimentales como tedricos, en el campo de los “sistemas
complejos”.

La configuracién de patrones espaciales, o de una “forma” en sentido general, emerge
como resultado de una quiebra de simetria. En otras palabras, a partir de un sistema
inicialmente simétrico y uniforme se desprenden regiones discernibles en el espacio,
desafiando aparentemente los principios termodindmicos. En sistemas complejos, este
fenomeno se manifiesta, sugiriendo que los procesos de autoorganizacion vinculados
con la adquisicion de la forma deben regirse por leyes de evolucion no lineales. Alan
Turing propuso precisamente esto al presentar un sistema de dos sustancias quimicas
que se difunden y reaccionan entre si en un medio especifico. En el resumen de su
articulo original, “The chemical basis of morphogenesis”, Turing afirmé: “El propdsito
de este articulo es discutir un posible mecanismo mediante el cual los genes de un
cigoto pueden determinar la estructura anatéomica del organismo resultante. La teoria
no presenta nuevas hipotesis, sino que simplemente sugiere que ciertas leyes fisicas bien
conocidas son suficientes para explicar muchos hechos”.

Esta afirmacién engloba los conceptos fundamentales necesarios para la concepcion de
una teoria sobre la aparicién de las formas. En el mismo articulo, Turing acuné el
término “morfogénesis” para describir el conjunto de procesos que conducen a un siste-
ma a adoptar una forma precisa, y las sustancias responsables de esto se conocen como
morfégenos. Los patrones surgen cuando un estado estacionario estable y uniforme, en
ausencia de difusion, se torna inestable bajo la influencia de esta ltima.

En este escenario, el mecanismo que trastorna la simetria del sistema es la difusion,
conocida como “inestabilidad inducida por difusién” o “inestabilidad de Turing”. Este
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fenémeno resulta sorprendente, ya que normalmente, cuando una sustancia se difunde,
los gradientes de concentracion disminuyen con el tiempo, lo que conlleva a la desapa-
ricién o reduccién de cualquier estructura espacial. Sin embargo, en la inestabilidad de
Turing, es precisamente la difusién la responsable de que el estado uniforme estacionario
se vuelva inestable, propiciando la aparicion de un patrén espacial.

Los modelos de Turing forman parte de la familia de sistemas de ecuaciones diferencia-
les parciales no lineales conocidos como sistemas de reaccién-difusion. Estos sistemas
pueden exhibir una inestabilidad de Turing solo bajo condiciones restrictivas especificas.
Aunque los sistemas de reaccion-difusién se disenan cominmente para modelar fenéme-
nos particulares, todos comparten caracteristicas universales, facilmente demostrables
mediante un modelo general de Turing, como el Modelo BVAM que exploraremos even-
tualmente.

Fym

Figura 2.7: La ruptura esponténea de la simetria U(1) ocurre cuando el potencial de
Higgs no tiene un minimo, sino un méaximo local inestable en el origen, donde |H| = 0.

2.2.4 Ejemplos de Sistemas con Ruptura de Simetria

La ruptura de simetria (SSB) en sistemas fisicos se manifiesta en diversas situaciones,
como cuando un lapiz se equilibra verticalmente, siendo simétrico en todas direcciones,
y una perturbacion aleatoria rompe dicha simetria.

= Ferromagnetismo: A temperaturas superiores a la de Curie, T, no hay magne-
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tizacion; por debajo de T, surge espontaneamente. Esto implica la ruptura de la
isotropia espacial.

» Superfluidez del helio: Por debajo de 2.1K, se quiebra la invarianza de fase de
la funcion de onda.

» Superconductividad Bardeen—Cooper—Schrieffer (BCS): En un modelo
con un campo espinor fundamental, los nucleones adquieren masa, mientras que
los mesones permanecen sin masa.

= Simetria de sabores: Al despreciar las masas de los quarks ligeros, se obtiene
una simetria quiral bajo SU(3) x SU(3). La quebrantacién de esta simetria explica
la mayor ligereza del octeto de mesones en comparacion con el octeto de mesones
vectoriales.

= Teorema de Goldstone: Cuando el Lagrangiano posee un grupo de simetria
continuo, surgen bosones sin masa en su espectro. La quebrantacion de una si-
metria continua siempre conlleva excitaciones sin masa.

= Teoria de Ginzburg—Landau del efecto Meissner: Este modelo ha fungido
como referencia para la ruptura de simetria necesaria para dotar de masa a los
bosones de gauge.

= Inestabilidad convectiva Rayleigh—Bénard: Cuando un fluido esta conte-
nido entre planos paralelos y el plano inferior se mantiene a una temperatura
mas elevada, el fluido desarrolla células de conveccién, perturbando la invarianza
euclidiana del liquido.

2.2.5 Estabilidad

La estabilidad denota la capacidad intrinseca de un sistema para resistir perturbaciones
de pequena magnitud. Un sistema se encuentra en un estado estacionario cuando cumple
con la condicién %—Vf = 0, como se expresa en la ecuacién siguiente, siendo este estado
estacionario representado por Wy, donde f(Wj, ) = 0. Introducimos una perturbacién
dependiente del tiempo, w(t), de modo que el estado W (t) del sistema se puede expresar

COImo:

W(t) = W, +w(t). (2.1)

Existen dos definiciones distintas de estabilidad. El estado W, se considera estable en
el sentido de Lyapunov si el sistema perturbado no se aleja considerablemente”de W.
Por otro lado, el estado se clasifica como asintéticamente estable si, ademas de cumplir
con la condicién anterior, el sistema perturbado tiende a retornar al estado original W
a medida que avanza el tiempo. Aunque un sistema asintéticamente estable también
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posee estabilidad en el sentido de Lyapunov, la reciprocidad no siempre es valida. En
caso de que un estado no exhiba estabilidad, se le atribuye la condicion de ser inestable.

La nocién de estabilidad se basa en una idea intuitiva: ante una perturbacién minima,
un sistema asintoticamente estable retorna a su estado original. Para ilustrar este con-
cepto, la Figura 2.3 proporciona un esquema que representa estados estables e inestables
utilizando tres esferas. Cuando la esfera se encuentra en la cima de una barrera, cual-
quier perturbacién minima hace que la esfera caiga hacia uno de los estados estables,
A o B. En cambio, si la esfera esta en uno de los estados estables inferiores, permanece
en su posicion incluso si se le empuja lateralmente.

Es crucial destacar que en el sistema representado en la Figura 2.3, la direccion de la
perturbacion, por minima que sea, determina completamente el estado final del sistema
(ya sea el estado estable A o B). Este principio también es caracteristico de los sistemas
fuera de equilibrio.

Si nos sumergimos en la esencia de un sistema, expresada de manera matematica,
podemos explorar la estabilidad de un estado estacionario W, mediante un enfoque
analitico lineal, cuya aplicacion especifica a modelos de Turing se aborda detalladamente
en la siguiente seccion. Es fundamental resaltar que la matriz jacobiana J del sistema,
con elementos definidos por J;; = 86_1{);’ desempena un rol crucial en este proceso.

La aproximacién lineal del sistema se configura de la siguiente manera:

dW

S AW W),
7 ( )

donde A representa el jacobiano J evaluado en el estado estacionario W. Los autova-
lores \; de A son determinantes para la estabilidad del estado, y los correspondientes
autovectores abarcan los subespacios estables e inestables. La inestabilidad se manifiesta
cuando al menos una de las partes reales de los autovalores \; es positiva.

En una categorizacién mas detallada, los estados estacionarios pueden clasificarse segiin
las partes imaginarias y los signos de los autovalores correspondientes. Por ejemplo, en
un espacio de fase bidimensional, se identifican cinco tipos de puntos fijos: focos estables
e inestables (autovalores imaginarios con parte real no nula), nodos estables e inestables
(autovalores reales) y sillas de montar (autovalores reales con signos opuestos). Adems4s,
emerge la posibilidad de un ciclo limite, que representa oscilaciones temporales con
frecuencia constante. Para un andlisis méas detallado sobre la estabilidad de puntos
fijos.
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2.2.6) Patrones en Sistemas Naturales

El trabajo pionero de Alan Turing (1952) en sistemas de reaccién-difusion fue inspirado
por la complejidad de los sistemas biolégicos autoorganizadores. Turing buscaba com-
prender procesos que explicaran cémo un 6vulo fertilizado se convierte en un organismo
a través de la morfogénesis. El estudio de la formacion de patrones biolégicos ha ganado
popularidad desde la década de 1970, y los modelos de Turing han sido aplicados en
diversos contextos, desde el crecimiento de colonias bacterianas hasta la propagacién
de impulsos nerviosos.

Uno de los fascinantes campos de aplicacién ha sido la modelacién de patrones en pe-
lajes de animales, como las manchas de un guepardo o las rayas de una cebra. Sin
embargo, hay desafios al aplicar el mecanismo de reaccion-difusién a patrones en la piel
de animales, ya que falta evidencia experimental sobre la existencia de morfégenos rela-
cionados con estos patrones. Ademas, la difusion en tejidos vivos involucra mecanismos
de senalizacion bioquimica méas complejos que los capturados por el simple mecanismo
de difusion en los modelos de Turing.

Aunque los sistemas de reaccién-difusién pueden imitar diversos patrones animales,
aun falta evidencia sélida que vincule estos modelos a la biologia. Los estudios mas
convincentes han sido presentados por Kondo y Asai, quienes demostraron que un
modelo de Turing podia coincidir con la formacion de rayas en peces angel, imitando
incluso la ramificacion de las rayas y relacionando las escalas temporales de cambios en
el patréon entre peces reales y simulaciones computacionales.

En la simulacion computacional, se logré estimar con precision los coeficientes de difu-
sion de los morfégenos en los peces reales, respaldando la viabilidad del mecanismo de
reaccion-difusién en la formacién de patrones en peces angel. Aunque esta afirmacién es
sugerente, aun se requiere evidencia mas concluyente. Las investigaciones sobre peces
angel se han ampliado con estudios de Varea et al. (1997), que exploraron la formacién
de patrones en dominios bidimensionales con geometria realista, y Painter, quienes me-
joraron la precision biolégica al considerar los efectos del movimiento celular debido a
la quimiotaxis.

La versatilidad de los modelos de Turing, capaces de imitar diversos patrones y es-
tructuras bioldgicas, sugiere su aplicabilidad en otros contextos. Las estructuras tridi-
mensionales generadas por estos modelos abarcan desde capas planas hasta intrincadas
redes laminares y lattices de gotas. Por ejemplo, muchas regiones del cuerpo humano
exhiben periodicidad mesoscépica. Radivoj V. Krstic ha capturado esta complejidad en
ilustraciones a tinta basadas en micrografias experimentales, revelando estructuras que
se asemejan a patrones tridimensionales de Turing. Desde la corteza cerebral hasta las
arterias, estas representaciones sugieren correspondencias con la biologia.
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La aplicacién de sistemas de Turing para explicar la formaciéon de convoluciones en
la corteza cerebral destaca la probabilidad inherente en la organizacién anatémica a
niveles mas bajos, contrastando con la direccion guiada por procesos fisico-quimicos
espontaneos a niveles més altos, influenciados por los genes. La investigacion de la
inestabilidad de Turing como componente central de estos procesos atin estd en curso.

Ademas de su impacto en organismos vivos, los sistemas de Turing encuentran aplica-
cion en sistemas inanimados y sociales. Desde modelar patrones de vegetacion hasta
dinamicas de competencia lingiiistica en sociedades, estos modelos ofrecen una herra-
mienta versatil. Sin embargo, persisten desafios, como la falta de evidencia experimental
solida para los morfégenos vinculados a patrones en la piel de animales. La compleji-
dad de los sistemas biolégicos, que involucran senalizaciéon bioquimica, movimientos
celulares y otros aspectos, plantea retos para los modelos de difusion simples. Aunque
los sistemas de Turing ofrecen una vision general, la investigacién continta hacia una
comprension mas detallada y especifica de la morfogénesis bioldgica.

SECCION 2.3

Definicion del Modelo

Examinemos la formulaciéon mas general de un sistema de reaccién-difusion:

ou 5
i D, V*u + F(u,v),
% = D,V?v + G(u,v). (2.2)

Donde u y v representan las concentraciones respectivas de dos sustancias en el sistema,
con D, y D, siendo los coeficientes de difusion correspondientes. Las funciones F'y GG
modelan la cinética quimica y, en general, son funciones no lineales. No existe un criterio
general para su determinacién, ya que sus expresiones dependen de las caracteristicas
especificas del problema quimico o biolégico que se esté investigando.

En el contexto del modelo BVAM, los términos que encapsulan la cinética quimica,
denotados como F'y G, se deducen bajo la suposicién de que son funciones no linea-
les analiticas. Estas funciones se expanden en series de potencias, y las términos de
orden superior se eliminan cuidadosamente para asegurar la conservacion de masa. El
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resultado final, expresado de manera adimensional, se configura de la siguiente manera:

0
8—1::DV2u+77(u—l—av—C’uv—uvz),
% = V2v+n(bv+Hu+Cuv+uv2). (2.3)

Donde 1 es un parametro que establece la escala espacio-temporal del sistema. Las
tasas de crecimiento de u y v se expresan en funcién de los pardmetros a, b y H, los
cuales resultan utiles para investigar la region de parametros de interés en este estudio.
La relacion entre las intensidades de los términos de orden cuadrado y cubico esta
determinada por el parametro C.



Capitulo

Analisis Matématico del Modelo BVAM

El analisis de cualquier modelo de Turing comienza con un examen mateméatico deta-
llado del mismo. Como se expuso en el capitulo previo, la primera etapa consiste en
llevar a cabo un andlisis de estabilidad lineal, seguido tipicamente por un andlisis de
bifurcacién no lineal. El andlisis lineal es una herramienta eficaz para encontrar los
valores adecuados de los parametros que provocan la inestabilidad de Turing y analizar
el inicio de dicho fenémeno. Por otro lado, el anélisis no lineal es esencial para estudiar
la estabilidad de diversas simetrias o morfologias presentes en el sistema.

En este capitulo, procederemos con el andlisis matematico exhaustivo del modelo Barrio-
Varea-Aragon-Maini (BVAM), propuesto por Barrio et al. (1999). En la primera seccién,
derivaremos y normalizaremos el modelo. Luego, analizaremos el modelo mediante una
aproximacion lineal y discutiremos nuestras observaciones. Dada la habitual vaguedad
en la presentacién del andlisis de bifurcacién no lineal en la literatura, concluiremos
este capitulo con un informe meticuloso del andlisis no lineal del modelo BVAM.
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SECCION 3.1

Derivacion del Modelo

El modelo BVAM es un modelo Turing formal o fenomenolégico y no se fundamenta en
reacciones quimicas reales. Fue propuesto por Barrio como un modelo general, con la
capacidad de simular la formacion de patrones en las pieles de diversas especies de peces.
Recordemos que la forma general de un modelo Turing que describe las variaciones
espaciales y temporales de las concentraciones u y v es:

%—[tj = D,V*u+ F(U,V),
68_‘15/ = D,V?v + G(U, V). (3.1)

El modelo BVAM se deriva mediante la expansién en series de Taylor de las cinéticas
de reaccién (las funciones no lineales 'y G) en torno a una solucién estacionaria del
sistema, denotada por (U, V,):

fUV) = f (U, Vo) + fu (Uo, Vo) (U = Us) + fv (Uo, Vo) (V = Vo),
‘ié (fUU (Uo, Vo) (U — Uo)2 + 2 fuv (Uo, Vo) (U = Us) (V = Vo) + fvv (Uo, Vo) (V — %)2)

b (foww (U, Vo) (U = Uo) + 3wy (Us, Vo) (U = To)? (V = Vo)

+3fuvy (Uo, Vo) (U — Up) (V = Vo)? + fvvv (Un, Vo) (V = 15)?) .
(3.2)

La expansién para g es idéntica. Sin embargo, no todos los términos de la expansién
son relevantes para el modelo, de modo que:

f(UV) = fou+ fvv — fovuv — foyVur?,
g(U, V) = gypu + gyv + gyyuv + guy Vur?. (3.3)

Al despreciar los términos de cuarto orden y superiores, las ecuaciones de reaccion-
difusion adoptan la siguiente forma:

u = DOVu+ au (1 — rv*) + v (1 — rou),
vy = OV + v (B + arjuv) + u (v + rov), (3.4)

donde u = U —U,y v =V =V, definiendo (ug, vo) = (0,0) como un estado estacionario.

Los términos uv y uv? describen la inhibicién no lineal del quimico activador u por el
quimico inhibitorio v, excluyendo el término no lineal u?v debido a su implicacién en un
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comportamiento inverso. Los parametros 11, o, «, 8 y 7y son constantes que caracterizan
la cinética de reaccién. Los coeficientes de difusiéon se expresan en funcién de un factor
de escala 0 y la relacion de los coeficientes de difusién D.

Con el propésito de reducir el niimero de pardametros y simplificar el analisis, se lleva
a cabo una adimensionalizacién, escalando las concentraciones y las escalas de tiempo
y longitud mediante constantes de manera que v = Ut,v = Vo, t =Tty v = LZ. La
sustitucién de estas nuevas notaciones en la ecuacién conducen a:

D
%at = 5L2Uv2a +aUu — ar UV*uw? + Vo — rUVaw,
Tvt = ﬁv v+ Vo + ar UV uv® + yUu + roUVuw, (3.5)

que puede expresarse como:

DT TV
Uy = 73 Vi + aTu — ar V*Tuo? + 71‘) — roVTuw,

6T ur
v, = ﬁv% + BT + ar UV Tuw? + (vl roUTT0. (3.6)

Este sistema puede simplificarse aiin mds mediante la fijacién de T'= L?/§,U =V =
1/4/r1 e introduciendo los nuevos pardametros:

a=1/a, (3.7)
b= B/a, (3.8)
h=7/a, (3.9)
¢ =rz/(ay/r1), (3.10)
n = L*a/é. (3.11)
Esto conduce al modelo adimensional:
u, = DV?u + 1 (u +av — Cuv — qu)
vy = V20 + 1 (bv + hu 4+ Cuv + wv?) (3.12)

donde la relacién tiempo-espacio estd dada por T = L?/§ (hemos utilizado L = 1 para
simplicidad). El término C' ajusta la fuerza relativa de las no linealidades cuadraticas
y cubicas, favoreciendo patrones de manchas y rayas.
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SECCION 3.2

Analisis de Estabilidad Lineal

El sistema dindamico bajo consideracion corresponde al modelo sin difusién conocido
como modelo BVAM. Este se describe mediante las siguientes ecuaciones:

d

—UZU—U—CUU—UU2,

dt

dv 9

E:HU—3U+CUU—I—UU . (3.13)
Establecemos n = 1, a = —1, b = —3, y consideramos C' y H como parametros libres

para el anélisis de bifurcacién. En este caso, los puntos de equilibrio se expresan como:
(U(], UO) = (07 0)7
2-C'—vA] 1
(u_,v_) = <[—ﬂ - ﬂ]) |

H+1
(s, 04) = (2[_;—:@ Sl-C+ \/Z]> , (3.14)

tal que A = C? +3 — H.

En el caso en que A > 0, el sistema exhibe tres puntos de equilibrio; sin embargo,
cuando A < 0, el tnico punto de equilibrio es (0,0). La transicién de tres puntos de
equilibrio a uno solo se manifiesta mediante una bifurcacion de nodo silla. La curva
que separa el espacio de pardmetros (H y C') en dos regiones, determinada por A = 0,
es conocida como la curva de bifurcacion del nodo de silla. Con el fin de examinar el
comportamiento dinamico en las proximidades de los puntos de equilibrio en ambas
regiones, se llevaron a cabo simulaciones numéricas del sistema utilizando un método
de Runge-Kutta de cuarto orden con un paso fijo de t = 0.005 segundos. En la region
sombreada (A < 0), el punto de equilibrio (ug, vg) es asintéticamente estable.

Cuando A = 0, el sistema presenta soluciones estacionarias estables. Mientras tanto, en
la regién no sombreada (A > 0), el sistema exhibe comportamientos diversos, depen-
diendo de la perturbacién del punto de equilibrio y los valores seleccionados para los
parametros. En algunos casos, se obtienen soluciones estacionarias que convergen hacia
(0,0) o hacia (u4,vy). Para ciertos valores de H y C, el sistema presenta ciclos limite.

Procedemos a realizar un andlisis local alrededor de cada punto de equilibrio con el
objetivo de identificar las condiciones de los parametros en las cuales se cumple que
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una bifurcacion de Hopf pueda suceder. Dicho lo anterior, la matriz Jacobiana del
sistema dinamico es:

_ _ 2 1 _
J:(l Cv—wv 1—Cu 2uv) (3.15)

H+Cv+1v? =3+ Cu+2uv

Es notable que al evaluar la matriz Jacobiana en (ug, vg), el pardmetro C' estd ausente.
Sin embargo, en (u_,v_) y (uy,v;), ambos H y C estan presentes.

3(H+1) —5H+2C(C+VA)+3
4 H+1

( Hil H+QC(—C—\/Z)—7)
J_ = 4 H+1

H4+1 HA42C(—C+VA)-7
— H
I = 3(;+1) —5H+2O(5£r\/5)+3 (3.16)
4 H+1

Dado que ambos puntos de equilibrio (u_,v_) y (u4,vy) son simétricos, realizamos el
andlisis local alrededor de uno de ellos, por ejemplo, (ui,vy) y (u_,v_). Asi, busca-
mos valores de pardmetros para los cuales J_ tiene un par de autovalores puramente
imaginarios, lo que es equivalente a las condiciones Tr (J_) = 0 y Det (J_) > 0, donde
Tr y Det representan la traza y el determinante, respectivamente. Estas condiciones se
expresan como:

_8C(VC?—H+3+C)+(H—18)H +13 0
B 4(H +1) -
Det(J_):2<O\/C2—H+3+CQ—H+3> > 0.

Tr(J-)

En relacién al punto de equilibrio (ug,v), observamos que Tr (J_) = —2, por lo que
este punto de equilibrio no puede ser desestabilizado mediante una bifurcacién de Hopf.
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Figura 3.1: Diagrama de fase para los valores H = 6 y C' = 0.5, en este caso A < 0.

Por otro lado, el punto fijo (0,0) es el tinico punto de equilibrio real. El caso particular
A = 0 define una curva de bifurcacién de nodo silla dada por la ecuaciéon H5"2 = C2+3.

A=0 iRl

=(

-2.45 -2.0 -1.45 -1.0 045 0
-
Figura 3.2: Curva de bifurcacién del nodo de silla del sistema. Esta curva se muestra

unicamente para la regién donde C' < 0y H > 0. En la regién sombreada, el tinico
punto de equilibrio es (0,0), el cual exhibe estabilidad lineal.
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A lo largo de esta curva, hay dos puntos de equilibrio, y a la izquierda de H>*, se recu-
peran los tres puntos de equilibrio. En lo que sigue, consideramos valores de parametros
C'y H dentro de la regién sombreada en la Figura 3.2. La matriz Jacobiana evaluada
en O es: | .
o _

Jv = {H _3} : (3.17)
De esto obtenemos los autovalores Ay = —1 + /4 — H, de los cuales se concluye que
JO es linealmente estable siempre que H > 3. El valor H = 3 corresponde al minimo
de HS"2 Asi, la regién sombreada delimitada por HS!® corresponde a un régimen
monostable. Dado que tr(J%) = —1/2 siempre es negativo, una bifurcacién de Hopf, que
requiere tr(J°) = 0, no es factible.
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(a) A>0,H=36yC=0.8. (b)A>0,H=1yC =1.95.

Figura 3.3: Planos fase para diferentes valores de los parametros H y C', exhibiendo los
diferentes comportamientos del sistema dindmico (Parte 1).
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(b) A>0,H=3yC =1.414.

Figura 3.4: Planos fase para diferentes valores de los parametros H y C', exhibiendo los
diferentes comportamientos del sistema dindmico (Parte 2).
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Analisis Numérico del Modelo BVAM

SECCION 4.1

Métodos

Mediante la aplicacion del método de la descripcion de Euler simple a un Laplaciano
discretizado, se procede a la conversién del sistema BVAM (Detalles en el Apéndice
A), originalmente formulado como un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales
(EDP), en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE).

T = x1— 29— Cxix9 — xla:%,

Ty = Hxy — 3wy + Cxy29 + 11705 + B(14 — 29),

T3 = w3 — x4 — Ca324 — 1377,

1y = Hxg— 3xy + Cxszy + 1375 + B(w6 — 274 + T9),

Ty = x5— x5 — Casrg — x5x§,

T Hzs — 3w + Caswe + 2522 + B(14 — T6).

(4.1)

En la expresién presentada, el parametro 5 = @ asume el papel de la constante de

acoplamiento en el Laplaciano discretizado, donde Az representa la magnitud del paso
en el proceso de discretizacion. Estos tres osciladores acoplados pueden concebirse como
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las representaciones de los tres marcapasos naturales del corazén: el nodo sinusal (SA),
el nodo auriculoventricular (AV) y el complejo His-Purkinje.

WFERIOR
VENA CAVA

Figura 4.1: La relacion entre los marcapasos naturales cardiacos y las variables no linea-
les 1 — xg del modelo discretizado se establece de la siguiente manera: Los potenciales
de accién correspondientes al nodo sinusal (SA), el nodo auriculoventricular (AV) y el
complejo His-Purkinje se modelan a través de tres osciladores acoplados, respectiva-
mente.

A través del empleo de la técnica de integracién numérica, se advierte que los conjuntos
de variables x1 y x5, asi como x5 y g, no presentan independencia debida a la simetria
inherente al sistema. Por lo tanto, es factible simplificar el sistema representado por la
ecuacion 4.1 mediante la introduccién de un cambio de variable que relaciona xg con
Z9, lo que conlleva a la relaciéon x5 = x;. Como resultado, el modelo final se configura
como un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) compuesto por cuatro
variables y cuatro ecuaciones, las cuales se detallan a continuacién:

17'1 = 1 — T2 — 01‘1172 — l’ll‘g,

. 2
To = Hxy—3xy+ Cryzo + m25 + 24 — 22),
T3 = 13— x4 — CT374 — 1377,

Ty = Huxs—3xy+ Crswy + 305 + 28(w4 + 1),
(4.2)
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4.1.1 Generacion de Senales de ECG

Las senales de electrocardiograma (ECG) se generan mediante una combinacién lineal
de las cuatro soluciones, z;, del sistema descrito en la ecuacién (4.2). En consecuencia,
las senales de ECG adquieren la forma representada por la siguiente expresion:

ECG(t) = a1x1 + o + 33 + ayxy. (4.3)

Es importante destacar que, dado que las ecuaciones del modelo carecen de dimensiones
especificas, se requiere la introduccion de un factor de escala, A, para garantizar que las
senales de ECG exhiban oscilaciones apropiadas en funcion del tiempo. De esta manera,
el sistema que se resuelve se reconfigura como ¥ = A\ f(Z, t).

Un aspecto de interés inherente al modelo radica en la existencia de una regiéon de
parametros que genera soluciones cadticas. Al manipular el pardmetro H, se observan
patrones espaciales de Turing cuya amplitud experimenta oscilaciones temporales. Al
variar el parametro de bifurcacion, las oscilaciones duplican su periodo, y las variacio-
nes subsiguientes en dicho pardametro dan lugar a una regién de oscilaciones cuasipe-
riddicas (caracterizadas por al menos dos frecuencias de oscilacién incommensurables
entre si), también conocida como bifurcaciéon de Toro. Eventualmente, estas oscilacio-

nes evolucionan hacia un estado cadtico, siguiendo la ruta descrita por el mecanismo
de Ruelle-Takens-Newhouse.

Profundizaremos en el analisis de esta trayectoria hacia el caos, con el objetivo de
comparar los resultados tedricos con las observaciones experimentales que dan lugar
a fallas cardiacas en personas. Para ello, iniciaremos examinando las propiedades del
sistema y evaluaremos la posibilidad de identificar una ruta hacia el caos.

La no linealidad y la no estacionariedad inherentes al sistema cardiovascular justifican el
empleo de técnicas no lineales para el modelado de la actividad cardiaca. La presencia
de ciclos cardiacos estables refuerza ain més la utilidad del modelo BVAM en este
contexto.

4.1.2 Fibrilacion Ventricular

El sistema cardiovascular desempena un papel crucial al propulsar sangre hacia los pul-
mones, el cerebro y otros 6rganos. La interrupcion momentanea de los latidos cardiacos
puede resultar en un desmayo (sincope) o, en situaciones extremas, en un paro cardiaco.

La fibrilacion, una contraccién descontrolada de las fibras musculares (fibrillas), se ma-
nifiesta de manera critica en las cdmaras inferiores del corazén, denominada fibrilacion
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ventricular (FV). Durante la FV, el corazén no logra bombear sangre eficientemente,
aumentando el riesgo de muerte cardiaca subita.

Estudios experimentales sugieren que la fibrilacién ventricular es una forma de caos
espacio-temporal que surge de un ritmo normal a través del llamado escenario Ruelle-
Takens-Newhouse. En lo que sigue, demostraremos que el sistema puede exhibir este
comportamiento bajo la variacién del parametro de control H.

Dado que el tratamiento analitico de los términos no lineales a menudo es prohibitivo,
calculamos algunas cantidades numéricamente para analizar el sistema, a saber, series
temporales, retrato de fase, diagrama de bifurcacién. Observamos que H rige los térmi-
nos lineales, mientras que C' es la relacién de las fuerzas de no linealidad cuadratica y
cibica. Como notamos anteriormente el punto de equilibrio (0,0) presenta soluciones
estacionarias, hemos fijado C' = 1.35 y definimos H como el pardmetro de control,
en el intervalo [1,20]. El sistema se resolvié numéricamente utilizando el método de
Runge-Kutta de paso fijo con At = 0.005. Para iniciar el sistema, afiadimos un estado
perturbado alrededor del punto de equilibrio (0,0,0.1,0).

Consideramos el caso x(0) = (0,0,0.1,0) como una de las posibles alternativas para
estimular el sistema. Cabe mencionar que todas las simulaciones en este trabajo se lle-
varon a cabo utilizando el mismo método numérico, paso de integracion y condiciones
iniciales, asi como los valores de los parametros C' = 1.35 y f = 4. A continuacién
se muestran los retratos de fase para x4 contra x3 para diferentes valores de H. Para
H = 7 se forma un ciclo limite. Para H = 2.74, el ciclo limite duplica su periodo y
para H = 2.72972, se genera un toro, que corresponde a una oscilacion cuasi-peridédica
donde intervienen al menos dos frecuencias incompatibles. Cuando H = 2.7126, pare-
ce formarse un atractor extrano, por lo tanto, se puede observar una serie temporal
completamente irregular. Podemos ver de manera similar las series temporales de la
respectiva solucién x4 para cada uno de los valores del parametro de bifurcacion H
utilizados anteriormente.

x4(t)
ool 1 m

0z

d& - iy EL'D Time(s)

-0z

Figura 4.2: Serie temporal respectiva (en segundos) para la variable x4. En este caso
H=T.
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Figura 4.3: Serie temporal respectiva (en segundos) para la variable z4. En este caso
H =274.
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Figura 4.4: Serie temporal respectiva (en segundos) para la variable x4. En este caso
H =2.72972.

=L

Figura 4.5: Serie temporal respectiva (en segundos) para la variable z4. En este caso
H =2.7126. .
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x4(t)

X3(t)

x3(t)

(c) H = 2.72972. (d) H = 2.7126

Figura 4.6: Planos fase para distintos valores del parametro de bifurcacion H, con los
valores C'=1.35y 8 = 4.
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4.1.3 Electrocardiogramas

Se presentan los electrocardiogramas (ECG) correspondientes a (a) ritmo normal (H =
3), (b) cuasiperiodicidad (H = 2.729) y (c) fibrilacién ventricular (FV) (H = 2.164),
junto con sus respectivos espectros de potencia en el lado derecho. Para todos los ritmos
en esta seccion, se realizaron simulaciones numéricas con C' = 1.35, 8 = 4, y coeficientes
de escala: a; = —0.024, ap = 0.0216, a3 = —0.0012, y a4 = 0.12. Los coeficientes «;
fueron tomados de la literatura, se calcularon utilizando una adaptaciéon del algoritmo
de aprendizaje supervisado llamado perceptron. Los factores de escala temporal, I'; = 7,
para los ritmos normales y de duplicacién de periodo, y I'; = 17 para la FV, de este
modo restituir los tiempos fisiologicos con la ecuacién:

I = 0.0880H Ry, — 0.06754. (4.4)

donde H Ry, es la frecuencia cardiaca. Es pertinente comentar sobre el papel de los
parametros del modelo: los coeficientes «; representan la contribucién de cada com-
partimento x; (relacionado con nodos). El parametro 8 captura el acoplamiento entre
nodos, considerando la dindmica de una red. H y C controlan la interaccién local de
compartimento a compartimento de la red dinamica. El pardmetro de escala temporal
I';. El parametro de escala de tiempo I'; puede justificarse de la misma manera que el
parametro C), utilizado para corregir la escala de tiempo del potencial de accién en las
fibras de Purkinje en el modelo de Noble [36], y los parametros x y C, en el modelo
de Sundnes [37] (modelo de Sundnes).

El examen convencional del electrocardiograma de superficie (ECG) se basa en la reco-
pilacién de mediciones de potencial eléctrico en la superficie corporal, sometidas a un
procesamiento béasico para minimizar distorsiones. Aunque el ancho de banda tedrico
de la senal de ECG abarca desde 0.1 hasta 250 Hz, las componentes fundamentales
predominan en el intervalo de 0.1 a 80 Hz. Las Figuras 4.8 y 4.14 presentan la densidad
espectral de potencia de dos senales de ECG tipicas, correspondientes a pacientes con
diferentes ritmos cardiacos. Frecuentemente, se implementa un filtrado de paso bajo
con frecuencias de corte entre 80 y 100 Hz para eliminar el ruido de alta frecuencia de
origen muscular, preservando la integridad de la senal original.

No obstante, investigaciones recientes han evidenciado que las componentes de alta
frecuencia del ECG (en el rango de 80 a 300 Hz) contienen informacién diagndstica
crucial, revelando notables disparidades entre individuos sanos y aquellos afectados por
ciertas enfermedades cardiacas. Dada la baja potencia de estas componentes, es esencial
aplicar un procesamiento especifico para su andalisis detallado.
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Marmal Rhythim

(a)
Quasiperiodicity
ECG{t)
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ECG(t)
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Figura 4.7: Electrocardiogramas correspondientes a: (a) ritmo normal (H = 3), (b)
cuasiperiodicidad (H = 2.729) y (c) fibrilacién ventricular (H = 2.164).
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Figura 4.8: Espectro de Potencia de la senal con el parametro H = 3, representa el
ritmo cardiaco normal de un individuo.
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Figura 4.9: Espectro de Potencia de la senal con el pardmetro H = 2.164, representa el
ritmo cardiaco de un individuo con Fibrilacién ventricular.
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La evolucion temporal de las variables de estado se muestra. Observamos que x4 por si
solo genera una senal estrechamente relacionada con la forma de onda del ECG. Esto
se debe a que x4 contiene la dinamica del complejo HP y el nodo AV combinados, como
resultado de la reduccién del sistema de ecuaciones, es decir, de tres a dos osciladores.
Sin embargo, hemos propuesto la combinacién lineal para obtener una mejor aproxi-
macién, donde observamos que el modelo captura las caracteristicas mas importantes
de un ECG real. También notamos que el tinico acoplamiento de los osciladores es a
través del parametro (5, que desempena un papel crucial en modificar la forma de onda

de salida.
Solutions
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Figura 4.10: Series temporales: (a) Variables x; del sistema EDO, con i = 1 (linea azul),
i = 2 (linea naranja), i = 3 (linea verde) e i = 4 (linea roja).

4.1.4] Arritmias Patolégicas

El espacio de parametros se exploré para reproducir las arritmias patolégicas mas impor-
tantes (ver Cuadro 4.2). En la taquicardia sinusal, se produce una aceleracién exagerada

Patologia H o 1o Qs oy r
Taquicardia sinusal 2.848 0 -0.1 0 0 21
Aleteo auricular 1.52 -0.068 0.028 -0.024 0.12 13
Taquicardia ventricular  2.178 0 0 0 -0.1 21
Aleteo ventricular 2.178 0.1 -0.02 -0.01 0 13

Cuadro 4.1: Parametros para las patologias simuladas numéricamente.

de la frecuencia cardiaca, superior a 100 lpm. Se puede observar también una fibrila-
ci6én auricular. La taquicardia ventricular (TV) es un ritmo rapido que comienza en los
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ventriculos. Se caracteriza por un pulso superior a 100 Ipm. Finalmente, mostramos una
fibrilacion ventricular, que se caracteriza por un ritmo ventricular ectéopico muy rapido
(de 150 a 250 lpm) y regular. Por lo general, precede a la TV y esta condicién es fatal si
no se trata. Observa las sorprendentes similitudes entre los resultados tedricos y todos
los ECG patoldgicos. Una caracteristica importante de nuestro modelo es su capacidad
para reproducir varios trastornos del ritmo con una coincidencia relativamente buena
de los ECG realistas.

Sinus Tachycardia

ECG(t)

o v

i | ND\AAV /\Q/v\vn AN /\/\f\ﬁ' Time(s)

(a)

Alrial Flutter

ECG(t)

10

M N W | A :
LA N W v Timee

(b)

Figura 4.11: (a) Taquicardia sinusal (b) Aleteo auricular.
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yentricular Tachyeardia

ECG(t)
um\/j\/} A : ; Kf}kj\{ Time(s)
(a)
Sinus Tachycardia
ECG{t)

0.o0 -

—0.05 -
—0.10 -
—0.15 -
r 1

I

: ; ; : Time(s)
(b)
Figura 4.12: (c¢) Taquicardia ventricular, (d) Aleteo ventricular.

4.1.5| Otras Cardiopatias
Patologia o Qo o3 oy r
Sindrome de Wellens tipo A 0.024 -0.0216 0.012 -0.12 13
Enfermedad coronaria 0.04 -0.01 -0.08 0.3 13
Fibrilacién ventricular polimérfica 0.5 -0.2 -0.9 0.4 12
Aleteo auricular istmo-dependiente  -0.08 0.1 0 0 2

Cuadro 4.2: Parametros para las patologias simuladas numéricamente.
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Figura 4.13: Electrocardiogramas correspondientes a: (a) ritmo normal (H = 3), (b)
cuasiperiodicidad (H = 2.729) y (c) fibrilacién ventricular (H = 2.164).
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Figura 4.14: Espectro de Potencia de la senal con el parametro H = 2.164, representa
el ritmo cardiaco de un individuo con Fibrilacién ventricular.

4.1.6] Visualizacién en 3D

Podemos también hacer una comparacién de los espacios fases para dos distintos indi-
viduos y notar las diferencias.

Figura 4.15: Espacios fase de un Paciente sano (izquierda) y uno con Fibrilacién ven-
tricular (derecha).
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4.1.7 ECG Generados mediante Dispositivos Inteligentes

Ritmo sinusal — ® 73 LPM prom.

En este electrocardiograma no se muestran
signos de fibrilacion auricular.

I
i

AN A AAA A AT A T AT

Figura 4.16: Mediciéon de mi ritmo sinusal bajo condiciones de reposo.

Sinus Rhythm — @ 71 BPM Average

This ECG does not show signs of atrial
fibrillation.

H/W%WWWWW/L\

MMW%MMJ

(a)

Figura 4.17: Medicion del ritmo sinusal de un familiar bajo condiciones de reposo.
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SECCION 4.2

Detalles de la Discretizacién Espacial

Al aplicar la simple descripcion de Euler a un laplaciano discreto, reformulamos como un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Al hacerlo, asociamos el sistema
resultante de ecuaciones diferenciales a los marcapasos naturales en el corazon teniendo
en cuenta un stencil estandar de tres nodos en el dominio de longitud L. De esta manera,
dos nodos corresponden a los limites x=0, x=L y otro dentro del dominio.

Dado que se consideran condiciones de contorno de flujo nulo, es decir, u, = v, = 0
en x = 0, L, las primeras derivadas se aproximan mediante diferencias hacia adelante y
hacia atrds. A partir de esto, obtenemos uy = us, vy = vs,ug = uy y vg = vy. Al definir
X1 = U1, To = V1, T3 = U, Ty = Vg, Ty = U3 Y Tg = U3, Obtenemos un sistema de EDO de
seis componentes.

La discretizacién temporal mediante el método de FEuler hacia adelante es:

(t+1)

(t)

X — X
jjl =1 At - )
' mgﬂ) B mét)
To = At )
. $§t+1) B xgt)
x3 - At I
. xz(f—’_l) . fEé(lt)
‘r4 = At Y
. ZEéH_l) . xét)
:C5 - At I
. xét+1) B J;g)

T A

Sustitucion de derivadas parciales con diferencias finitas y condiciones de contorno de
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Neumann (flujo cero) y recordando que el sistema BVAM estd en ausencia de difusion:

i1 = n(zy + axg — Cxy29 — 1173),
T4 — 2x9 + 21
Ax?
i3 =n(zs + axy — Crzry — x3$421)7
. Te — 204 + T3

T4 Ax?

i5 = n(ws + axeg — Crsre — T575),

Ty — 2T + 5
Ax?

— + n(bxa + Hry + Cy709 + 2123),

+ n(bzy + Hry + Cx3zy + 377,

g = + n(bxs + Has + Crswg + v578).

Estas ecuaciones representan las tasas de cambio temporal de las variables discretas z;
derivadas del sistema BVAM mediante una discretizaciéon especifica.

1

~,z en las ecuaciones en diferencia obtenidas:

Realizando el cambio de variable § =

i1 = n(ry + axg — Cay29 — 1175),
o = (x4 — 229 + 21) + n(bxy + Hry + Cxy29 + 1173),
n(xs + axy — Cwzwy — T373),
iy = Bwg — 224 + x3) + n(bry + Has + Crzry + 2377),
(

=

2
x5 + avg — Crsre — T515),

-

n
6 — B<$4 — 2LL’6 + l’5> + T](bl’ﬁ + H$5 + C$5$6 + I5I§)

Con los valores proporcionados para los parametros (n =1, a = —1, b= =3, C = 1.35,
y H = 3), el sistema de ecuaciones diferenciales modificado es:

T = (1 — 2129 — 2175 — ),
By = B(xy — 219 + 21) + (=329 + 371 + 1352129 + 1173,
Ty = (T3 — T3y — T323 — T4),
iy = B(zg — 224 + 13) + (—=3z4 + 333 + 1352374 + 2373,
T5 = (15 — T5T6 — x5$§ — xg),
i = B(ry — 276 + x5) + (=376 + 375 + 1.35576 + T577).
De la integracién numérica del sistema anterior, observamos que las variables x1, x5

y T9, Tg, respectivamente, no son independientes entre si debido a la simetria. Por lo
tanto, se puede realizar una reduccion adicional.

El sistema equivalente resultante de ecuaciones se satisface simultaneamente cuando
To = xg, lo que implica que x; = x5. Finalmente, el sistema se reduce al sistema de
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ecuaciones diferenciales ordinarias de cuatro componentes:

i = (1) — Ty — 2129 — 1173),

By = (—3wy + 311 + 1.352129 + 2123) + B(ag — 2),
i3 = (13 — T4 — T374 — T377),

iy = (—3z4 + 373 + 1.352324 + 2377) + 2B(75 — T4).

Este sistema reducido tiene solo cuatro variables independientes (1, x2, 23, £4) en lugar
de las seis originales, gracias a las relaciones de simetria x9 = x¢ y 1 = 5. Dicho lo
anterior, trabajamos con este sistema para generar las senales ECG.
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Conclusiones

En este analisis se ha formulado un modelo para la generaciéon de senales de electro-
cardiograma mediante el empleo de osciladores no lineales acoplados. Al definir una
combinacion lineal de las contribuciones de las variables de los osciladores involucra-
dos, se han obtenido senales de electrocardiograma que reflejan tanto la salud cardiaca
como la presencia de diversas arritmias de importancia clinica.

Abordando especificamente el caso de la fibrilacién ventricular, mediante la utilizacién
de herramientas numéricas, se ha arribado a la conclusion de que en nuestro modelo,
la senal de electrocardiograma asociada a esta arritmia peligrosa exhibe un compor-
tamiento cadtico. Asimismo, se ha observado que la transicién desde el ritmo sinusal
hacia la fibrilacién ventricular, al variar un parametro de control, sigue la ruta de
Ruelle-Takens-Newhouse hacia el caos.

Una caracteristica sobresaliente de nuestro modelo reside en que la transicion desde
el ritmo cardiaco normal hacia la fibrilacién ventricular estd controlada por un tnico
parametro. Esta particularidad contrasta con otros modelos en los cuales se requiere
la variaciéon de multiples parametros o la inclusion de osciladores o senales externas
para reproducir comportamientos cadticos asociados con la fibrilacién ventricular. En
nuestro modelo, el pardmetro de control H desempena un papel crucial, impulsando la
transicion de la variable u a v, funcién que también se evidencia en el sistema reducido.

Finalmente, considerando que el modelo propuesto constituye una herramienta de gran
utilidad para la educacién médica, la investigacién y la realizacién de pruebas es rele-
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vante senalar que un médico experimentado podria objetar que los electrocardiogramas
tedricos obtenidos no concuerdan exactamente con los registros reales de pacientes co-
tidianos. Sin embargo, esto resalta las limitaciones inherentes a cualquier proceso de
modelado, el cual necesariamente implica una simplificacién de la realidad. A pesar de
ello, nuestro modelo logra capturar las caracteristicas principales tanto de los registros
cardiacos normales como de los anormales, abriendo asi nuevas vias para la comprensién
de los mecanismos subyacentes a las falencias cardiacas mas comunes.

Por otro lado, el tridangulo de Einthoven sigue siendo una herramienta invaluable para
los profesionales de la salud, permitiendo diagnodsticos precisos y seguimiento de diversas
afecciones cardiacas. Con el continuo avance tecnolégico, la importancia del triangulo
de Einthoven se mantiene, transformando nuestra comprensién y gestién de la salud
cardiaca, y promoviendo un mayor bienestar del paciente y una atencién cardiaca de
alta calidad en todo el mundo.



Capitulo
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