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Resumen. La tesis investiga la solucién atractora de un plasma en acrecion alrede-
dor de un agujero negro de Kerr. Se desarrolla un cédigo numérico para resolver las
ecuaciones de la Magnetohidrodinamica Relativista General (GRMHD) en un espacio-
tiempo de Kerr fijo. El objetivo es estudiar la evolucién y estabilidad de un plasma que
entra radialmente en el dominio con densidad y velocidad constantes en la frontera. Se
implementan métodos numéricos avanzados para resolver las ecuaciones y se utilizan
herramientas de diagnostico para evaluar la solucién obtenida. Los resultados mejoran
la comprension de la dindamica del plasma en entornos relativistas.

Abstract. The thesis investigates the attractor solution of a plasma accreting around a
Kerr black hole. A numerical code is developed to solve the equations of General Relati-
vistic Magnetohydrodynamics (GRMHD) in a fixed Kerr spacetime. The aim is to study
the evolution and stability of a plasma entering radially into the domain with constant
density and velocity at the boundary. Advanced numerical methods are implemented
to solve the equations, and diagnostic tools are used to evaluate the obtained solution.
The results enhance the understanding of plasma dynamics in relativistic environments.

Palabras clave: GRMHD, Kerr, Acrecién, Plasma, Relatividad
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Capitulo

Introducciéon

La astrofisica moderna enfrenta el desafio de entender los procesos de acrecién en ob-
jetos compactos como los agujeros negros y las estrellas de neutrones. Estos procesos
son esenciales para explicar la formacion y evoluciéon de estructuras de plasma, asi co-
mo la emision de radiacion en los nicleos galacticos activos. Un area particularmente
interesante es la acrecion de plasma en torno a un hoyo negro, debido a la complejidad
de las interacciones entre el plasma, el espacio-tiempo y los campos magnéticos.

El trabajo fundacional en la acrecién en objetos compactos es el de Bondi [1], que pre-
senta una solucién analitica para un flujo estacionario esféricamente simétrico de gas
en un potencial Newtoniano puntual. La generalizacion de este problema al régimen re-
lativista para un agujero negro de Schwarzschild se logra con la solucién semi-analitica
de Michel [2]. En décadas recientes, se ha reestudiado el problema anadiendo elemen-
tos fisicos, como el uso de un hoyo negro de Kerr [3], la consideracién de un fluido
autogravitante resolviendo las ecuaciones de Euler acopladas a las de Einstein con una
aproximacién analitica [4] o mediante soluciones numéricas [5], asi como la inclusién de
un campo magnético externo [6].

La magnetohidrodinamica relativista general (GRMHD, por sus siglas en inglés) se ha
establecido como la herramienta tedrica fundamental para describir el comportamiento
de un plasma sometido a efectos gravitacionales y magnéticos. El estandar en este campo
es suponer un plasma de electrones-protones totalmente ionizado con una conductividad
eléctrica infinita. Las soluciones analiticas o semi-analiticas de este sistema son escasas
y, en su mayoria, limitadas al régimen hidrodinamico, lo que hace que las simulaciones



numéricas sean esenciales para estudiar la evolucion temporal, identificar patrones y
evaluar la estabilidad de las soluciones.

Existen varios cédigos que resuelven las ecuaciones de la GRMHD ideal en un espacio-
tiempo de prueba, tales como BHAC [7], Cactus [8], Athena++ [9], KORAL [10] y
HARM [11]. Estos cédigos han sido probados y comparados para su uso en la colabo-
racién del Event Horizon Telescope (EHT) [12]. La decisién de desarrollar un nuevo
cédigo radica en la independencia que proporciona la capacidad de modificar los méto-
dos numéricos empleados, anadir herramientas de diagnéstico, utilizar las coordenadas
méas adecuadas para el problema y disenar una paralelizacion que se ajuste a las reso-
luciones utilizadas.

Para este trabajo, se desarroll6 un codigo que resuelve las ecuaciones, usando coor-
denadas esféricas, el esquema de volumenes finitos con el solucionador de Riemann
incompleto HLLE, un reconstructor lineal y el método de Runge-Kutta de tercer orden
para la evolucién temporal del sistema en una malla exponencialmente espaciada en la
direccién radial. El espacio-tiempo se describe en coordenadas de Kerr-Schild, que son
penetrantes en el horizonte, y las ecuaciones se formulan bajo la descomposicién 3+1.
La eleccién de estas técnicas permite una mayor precision y eficiencia en la simulacion
de la dindmica del plasma en entornos relativistas.

El objetivo principal de este estudio es analizar la evolucién de un plasma que entra
radialmente en el dominio con densidad y velocidad constantes en la frontera, siendo
acretado por un hoyo negro de Kerr y cuya dinamica es alterada por la presencia de
un campo magnético inicial constante y paralelo al eje de rotacion. Esta configuracién
estd disenada para profundizar en la dinamica de la acrecién del plasma y evaluar el
impacto de la rotacion del agujero negro y la intensidad del campo magnético. Ademas,
las herramientas de diagnéstico se han disenado para entender las desviaciones del
sistema respecto al caso sin rotacién ni campo magnético, asi como para determinar si
la solucion alcanza un estado estacionario.

Se explora el caso conocido de la solucién de Michel para verificar que el cédigo repro-
duzca dicha solucién, medir el error y verificar el factor de convergencia. Posteriormente,
con la misma configuracion, se analiza la acreciéon en torno a un agujero negro de Kerr
sin campo magnético, examinando las caracteristicas del estado estacionario y realizan-
do una prueba de autoconvergencia.

Los resultados de este estudio pueden tener un impacto significativo en varias areas de
la astrofisica. Por un lado, la validacién y mejora de los modelos tedricos de acrecion
pueden contribuir a una mejor interpretacion de los datos observacionales de sistemas
astrofisicos reales, como los obtenidos por el Event Horizon Telescope. Ademds, una
comprension mas detallada de la dindamica del plasma en entornos relativistas podria
informar futuras investigaciones sobre fenémenos de alta energia, como los jets relati-



vistas y las explosiones de rayos gamma.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2 se construyen las
ecuaciones de la GRMHD ideal y se describe el espacio-tiempo de Kerr y las coorde-
nadas utilizadas. En el capitulo 3 se ilustran los métodos utilizados para resolver las
ecuaciones, se describe la malla utilizada y las condiciones de frontera. En el capitulo
4 se describen las condiciones iniciales para las variables hidrodinamicas y el campo
magnético. En el capitulo 5 se presentan los resultados y las pruebas de convergencia.
Finalmente, en el capitulo 6 se exponen las conclusiones y las perspectivas futuras.






Capitulo

Magnetohidrodinamica en espacio-tiempos curvos

SECCION 2.1

Dinamica del plasma

La construccién de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica en un espacio-tiempo
(GRMHD) estén basada en la descomposicién 3 + 1 del espacio-tiempo, cuyo elemento
de linea se escribe como [13], [14]

ds? = —(a® — BiB")dt* + 2p;dx'dt + ~yda'da?, 2.1
J

explicitamente, los tensores de métrica son

[+ 66 B ,  [(—1/a? B /a?
gﬂ”‘( 8, ’m)’ 4 _<ﬁj/a2 vij—ﬁiﬁj/aQ) (22)

donde « es el lapso, " el vector desplazamiento y 7;; es la 3-métrica de la hipersu-
perficie tipo espacio ¥; de tiempo constante ¢ con la que se folia el espacio-tiempo, en
forma general se considera que «, 3' y v;; se encuentran en funcién de las coordenadas
espaciales y temporal, sin embargo en este caso se busca resolver las ecuaciones de la



Dinamica del plasma

MHD en un espacio-tiempo fijo, que no cambia en el tiempo, estando asi en funcién
unicamente de las coordenadas espaciales.

El vector normal a ¥; en cada punto del espacio-tiempo esta dado por n* = ¢g*”n, donde
n, = (—a,0,0,0). Con esta métrica podemos construir la 4-velocidad de un elemento
de fluido u* = (u°,u’) con i = 1,2,3 en términos de las velocidades medidas por un
observador euleriano

dt w 1
dr o a1 — vy, (23)
L 2.4

siendo 7 el tiempo propio, v las componentes de la 3-velocidad del elemento del fluido
y W su factor de Lorentz, que podemos escribir con esta métrica como

1 1

W pum - pum— = =.
\/1 — V' \/1 — %jv"vﬂ

(2.5)

La representacién 3 + 1 de la MHD ideal se sigue del procedimiento presentado en [15]
y [16]. El campo electromagnético esta descrito por el tensor de campo de Faraday F*,
que relaciona las componentes de campo eléctrico 'y magnético B medidas desde el
observador con 4-velocidad n* de la siguiente manera

FH = ptEY — n¥E* — nAn, By, (2.6)

donde .
W [ d], (2.7)

n
V=9
se uso la siguiente notacion g = det(g,,,) y [rAd] el simbolo de Levi-Civita totalmente
antisimétrico. Por otro lado el dual del tensor de campo electromagnético *F'* esta

definido como

1
P = o Fys. (2.8)

En términos del campo eléctrico y magnético medidos por el observador Euleriano sus
componentes se escriben como

“FM = n!Bv — n” B + n""*ny ;. (2.9)



Dinamica del plasma

Las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en términos de estos dos tensores como [17]

ViFM = (), (2.10)
vV, = gk (2.11)

donde V, es la derivada covariante consistente con la métrica (2.1) y J* es la 4-
corriente eléctrica. De acuerdo a la ley de Ohm podemos expresar la corriente eléctrica
de la siguiente manera

TN = pgut + o F*u,. (2.12)

Aqui p, es la densidad de carga eléctrica y o la conductividad eléctrica. Es posible
simplificar las ecuaciones de Maxwell aplicando la condicién de la MHD ideal, es decir,
tomando en cuenta que el fluido en cuestién es un conductor perfecto. El fluido tendra
una conductividad infinita, y por ello el término o F*"u, debe desaparecer para man-
tener la corriente finita. Esto implica que el campo eléctrico medido por un observador
en reposo es cero, mientras que el observador con velocidad n* mide las componentes
del campo E en funcién del campo magnético

1
EF = F"n, = —n""*y,u, By, (2.13)
%%
de forma explicita
E° = 0, (2.14)
E' = —an®*y;By, (2.15)
0 en términos de los 3-vectores E = —7 x B , donde el producto cruz es definido usando

el elemento de volumen inducido en un espacio puramente espacial, asi para definir
este producto cruz en este espacio se utiliza la siguiente expresiéon como su tensor de
Levi-Civita an®*. Utilizando la expresién de las componentes eléctricas y la eleccién

del observador Euleriano podemos reescribir (2.6)) y (2.9) como
FH = —pfv2,bs, (2.16)
utBY — u” B"
W )
y podemos reducir ([2.10)), haciendo uso de (2.17)), a la condicién de divergencia libre del

campo magnético y la ecuacion de induccién para la evolucién del campo magnético
(v 7B")
—— =0 2.18
ox’ ’ (2.18)
Rk (VB = E (Vllav' = ) B — (a0’ — ) B]) (2.19)
/7y 020 V7Y 0x ’

reescribiendo (2.18)) y (2.19) usando los 3-vectores se tiene
V-B = 0, (2.20)

10 (B) = O [(ar— ) < 5] 221

*HY —

<



Dinamica del plasma

Una vez establecida la ecuacién de evolucién para el campo magnético en la MHD
ideal, debemos obtener las ecuaciones para la evolucién de la materia. Estas ecuaciones
pueden obtenerse de la ecuacién para la conservacion de la masa en reposo del plasma
y la divergencia del tensor de energia-momento, que respectivamente son

Vilpou) = 0, (2.22)
v, 7" = 0, (2.23)

donde T" es el tensor de energia-momento para un fluido en un campo magnético, se
obtiene sumando el tensor para el fluido, que asumimos perfecto y el tensor de energia-
momento del campo electromagnético

T =T+ TH (224
explicitamente el tensor de energia-momento para el fluido perfecto es
Tﬁl;tido = pOhuMuV + pguu, (225)

donde pg es la densidad de masa en reposo del elemento de fluido, p su presion y h su
entalpia especifica, definida por h = 1+ € + p/py, siendo € la energia interna especifica.
Podemos obtener T%7, en funcién del tensor electromagnético F*

1
Tha = FPFY — ZQWFMFM, (2.26)
y usando ([2.16)) es posible reescribir (2.26)) como
1
T, = (u"u“ + 59‘”’) b’ — bbb, (2.27)

donde b* es el campo magnético medido desde un marco de referencia comévil b* =
u, *F* con *FM el dual del tensor de Faraday:

Biv,

p o= WBu (2.28)
(0

o= # = o+ D (avt - B, (2.29)

B;
bi = W+abovi, (230)
BQ 2(1,0\2
o= b, = BAa(t) (2.31)

W2

Sumando ([2.25) y (2.27)), el tensor de energia momento total es
T = poh™u!u” + p*g"” — b'b”. (2.32)
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Aqui p* es la suma de la presién hidrodindmica con la presién magnética p* = p+0?/2,
y observemos que esta notacién es consistente con una energia interna y entalpia total
e =e+b*/(2p) y h* =1+ ¢ +p*/p.

Las ecuaciones (2.19)), (2.22)) y (2.23]) son un sistema de ecuaciones diferenciales parcia-
les que puede ser escrito como un sistema de ecuaciones conservativas. Con la definicion
del tensor de energia-momento podemos dar una expresion general para las ecua-
ciones fundamentales de la magnetohidrodinamica en un espacio tiempo curvo en forma
de balance flujos:

1 (oAU  oyAF"\ -
— | = 2.
/Yy ( ot * Oz’ 5 (2.33)

donde U es el vector de las variables conservativas, F' los flujos del sistema en la
direccién @ y S las fuentes

D pW
- Si | ph*W?2v; — ab®b;
U - T - ph*W2 _ p* o 062(170)2 - pW (234)
BI BI
- D' =p')a)
s Si(v' = B [a)p*s; — b; B' /W
E T(v' — B'/a) + p*v' — ab"BY /W (2.35)
(v' = B'/a)B) — (v — B [a) B’
0
- T g,, T
5 a(T“O(‘?Moz - T‘“’FSM) (2.36)
Ok

Resolveremos las ecuaciones en un espacio tiempo fijo, por lo que podemos sacar el
termino /7y de la derivada temporal y suponiendo que conocemos su forma explicita,
es posible reescribir el sistema.

ou  9Ft L 0
o + B asS—F pp (In/7). (2.37)

El segundo término del lado derecho de la ecuacién ([2.37)) es tratado como un término
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de fuente adicional, se reescribe de esta manera el sistema debido a que se utilizaran
métodos numéricos que hacen uso de la estructura de las ecuaciones de balance de
flujos. Aunque es posible aplicar el mismo tipo de métodos a la ecuacién seria
necesario realizar ciertas modificaciones en los métodos, anadiendo célculos adicionales
y ocasionando en consecuencia un mayor tiempo de ejecucion del programa.

SECCION 2.2

El espacio-tiempo

En 1963 Kerr encontré una solucién para las ecuaciones de Einstein que describe un
hoyo negro rotante no cargado. Esta solucién es estacionaria, axialmente simétrica con
respecto del eje de rotacion, asintéticamente plana y caracterizada por dos parametros:
la masa M y momento angular .JJ del hoyo negro. La solucién de Kerr suele presentarse
en coordenadas de Boyer-Lindquist (¢,7, 6, ¢), en estas coordenadas el elemento de linea
se escribe de la siguiente manera

20 4M x?
ds? = — (1 - 227") At — 5 sin’ fdtdo + —-dr* + Sd6?
2a>Mrsin®6°

+ | rP+ad+
(T‘ a >

) sin? 0d¢?, (2.38)
donde
Y2 =r2+a%cos?l, A =r?—2Mr+d?

y a = J/M es una constante llamada pardmetro de espin. Esta métrica es invariante
bajo las transformaciones simultaneas de inversion temporal ¢t - —t y ¢ — —¢, sin
embargo no es invariante bajo inversion temporal, inicamente en el caso de a = 0, que
es el caso del hoyo negro de Schwarzschild.

Expandiendo ([2.38)) en torno a a/r y M/r < 1

2M  2aM cos? 0 4aM sin® 6
ds? — _(1_ 4 2o cos +...)dt2—(ﬂ+...>dtd¢

r 3 r

a*(cos® 0 — 1) dr?
+ [1+T+...] i + (r* + a® cos® 0)db?

202 M sin? 0
+ (r2 ta? %) sin? 0do?, (2.39)
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y haciendo a = 0 podemos ver que (2.39) se reduce a la métrica de Schwarzschild.

En coordenadas de Boyer-Lindquist existen dos superficies donde la estructura de rayos
nulos colapsa, estas superficies se obtienen imponiendo la condicién ¢, = 0 y son
conocidas como ergosuperficies

re+ =M 4+ VM2 —a2cos?0, (2.40)

mientras que los horizontes de eventos se determinan calculando en qué superficies
diverge la componente de la métrica g,,., es decir haciendo A =0

Tent = M £V M? —a?. (2.41)

Como podemos observar, los horizontes de eventos y las superficies donde la estructura
de rayos nulos colapsa no coinciden, a diferencia de lo que sucede en la solucién de
Schwarzschild. Ademas para la existencia de los horizontes de eventos es necesario que
la| < M.

La regién entre r5 4 y 7ep 4+ es llamada ergosfera, caracterizada porque el efecto llamado
frame dragging, particularmente fuerte en esta region. Este efecto consiste en la capaci-
dad de un cuerpo masivo rotante para "arrastrar” el espacio-tiempo, es decir incluso
teniendo una particula de prueba con momento angular cero, el arrastre le inyectara
una velocidad angular distinta de cero [18]:

d¢_p¢_gat_ 2Mar (2.49)
dt pt gt (r2+a®)¥ +2Ma2rsin’6’ '

Existen dos tipos de singularidades en las coordenadas de Boyer-Lidquist, las que estan
dadas por el horizonte de eventos A = 0 y las que estdn dadas por X2 = 0. Para verificar
si estas singularidades son fisicas o removibles bajo un cambio de coordenadas debemos
evaluar el escalar de Kretschmann K, que divergird unicamente en las singularidades
reales:

K = R*"Russ

A8 M
= %% (r® — 15a*r* cos® 6 + 15a*r* cos* @ — a® cos® 0). (2.43)

Sustituyendo X2 = 0y A = 0 en (2.43)) podemos notar que la tnica singularidad fisica
en el espacio-tiempo de Kerr corresponde a la condicién X2 = 0. De hecho, podemos
remover la singularidad cuando A = 0 con la siguiente transformacion de coordenadas

oM
dt’ = dt
A

“dr, dp = do+ %dr, (2.44)
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o de forma explicita

¢ o= t+ / QZAWdr, (2.45)
¢ = o+ / %dr. (2.46)

Estas nuevas coordenadas (¢',r,0,¢') son llamadas coordenadas de Kerr-Schild, para
las cuales el elemento del linea del hoyo negro de Kerr se escribe como:

ds* = —(1— B)dt? —2Basin® §dt'd¢’ + 2Bdt'dr — 2a(1 + B) sin® Odrd¢’
9 5 o Asin?d
£ (L By + 52 + S, (2.47)
donde oM
-
B="5

Ergosuperficie externa orizonte de eventos interno

Horizonte de eventos extern rgosuperficie interna

Anillo de singularidad

Figura 2.1: Espacio-tiempo de Kerr en coordenadas de Kerr-Schild. Se muestran los
horizontes de eventos, ergosuperficies y la singularidad de anillo para un hoyo negro
con parametro de espin a = 0.99 y masa M = 1.

Para la solucién de las ecuaciones hemos considerado que el espacio-tiempo no
cambia durante la evolucion y se trata de la solucién de Kerr, descrito por la métrica
. Resulta importante utilizar las coordenadas de Kerr-Schild debido a que de esta
manera podemos describir al plasma dentro y sobre los horizontes de eventos, asegu-
rando que todo lo que entre en esta zona no pueda salir, si se utilizaran coordenadas
no penetrantes como las coordenadas de Boyer-Lindquist, la dindmica del plasma se
estudiaria fuera de el horizontes de eventos para evitar la singularidad en la métrica,
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lo que genera inestabilidades en la solucion y una eyeccion de materia del hoyo negro,
como se mostré en [19].

Otra parte esencial para el espacio-tiempo es describirlo en la descomposicién 3 + 1,

para ello se identifica la métrica (2.47) con la métrica (2.1]), obteniendo la funcién de
lapso «, el vector de desplazamiento 3, las componentes de la 3-métrica espacial 7;; y

el determinante de la métrica espacial |/

2 1 12 g2
0 - 72 + a? cos? (6) (2.48)
a?cos? (0) + 2Mr + r?
2Mr 2Mr
) a? cos?(0)+2Mr+r? r2+a? cos?(0)
p= 0 , Bi= 0 (2.49)
0 __ 2aMrsin?(0)
r2+4a? cos?(0)
Yer 0 Vg
Vi = 0 v O (2.50)
Yor 0 Vos
_ 14 2Mr
L r2 + a? cos?(6
Yoo = 1+ a’cos’(d)
vy = ((a2 4 12)2 — a®(a? — 2Mr + 1) sin?(0)) sin(0)
v 72 4+ a? cos?(0)
2Mr
.9
r - r — 6 1
Tre Vo asm()( +r2+a2c032(0))>
) S
¥o= 10 4% 0 (2.51)
7@" 0 7¢¢
o a”(a® = 2Mr +1?) cos® (0) + 2a°Mr + a®r? + 1
T (a?cos? (0) +2Mr +1r2) (r2 4+ a? cos? (0))
N 1
r? + a? cos? ()
N 1
sin()? (r2 + a2 cos? ()
T T a

r2 + a? cos? (0)

V7 = V(a2 cos? (0) + 2Mr + 72) (r2 + a2 cos? (/) sin (0) . (2.52)
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Estas expresiones de la geometria seran esenciales en la construccién detallada de las
ecuaciones de evolucién del plasma sobre el espacio-tiempo del hoyo negro y las condi-
ciones iniciales para el campo magnético.



Capitulo

Métodos numéricos

La dinamica de los plasmas presenta una naturaleza no lineal que se intensifica en
un contexto relativista, donde las soluciones exactas son escasas y solo se encuentran
bajo circunstancias muy especificas. Esta complejidad hace que la exploracion de estos
sistemas sea predominantemente numérica. No obstante, la aparicion de choques y
discontinuidades en las soluciones limita el uso de esquemas tradicionales, los cuales
suponen la diferenciabilidad y continuidad de las soluciones.

Para abordar este problema, se utilizan métodos numéricos de alta resolucion capaces
de capturar choques (High Resolution Shock Capturing, HRSC), especialmente cuan-
do el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) puede escribirse en forma
conservativa, como es el caso de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica (MHD). El
teorema de Lax y Wendroff asegura que un esquema numeérico conservativo, si converge,
lo hara hacia la solucién débil del problema. Ademas, Hou y LeFloch demuestran que
si las ecuaciones no estan formuladas de manera conservativa, no se lograra la conver-
gencia a la solucion correcta en presencia de ondas de choque. Por lo tanto, el uso de
métodos que escriben las ecuaciones en forma de balance de flujos garantiza alcanzar
la solucion correcta siempre y cuando el esquema sea convergente.

Existen dos enfoques principales en la familia HRSC: los métodos de diferencias finitas
y los métodos de volimenes finitos. Los métodos de diferencias finitas definen una malla
y evolucionan los puntos de esta malla. En cambio, los métodos de volimenes finitos
evolucionan las variables promediadas dentro de cada celda, definiendo problemas de
Riemann locales en las interfaces entre celdas. Aunque los métodos de diferencias finitas
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suelen ser mas rapidos en mallas regulares y no requieren informacién sobre la estructura
caracteristica del sistema, necesitan anadir términos de disipaciéon para capturar los
choques, lo que puede conducir a violaciones de las leyes de conservacién debido a errores
acumulados. En contraste, los métodos de voltimenes finitos son mas flexibles para
manejar mallas no regulares, lo que los hace mas adecuados para problemas complejos
y heterogéneos como los que se abordan en este trabajo.

SECCION 3.1

Voluimenes finitos

Asumimos un problema de valores iniciales para un sistema genérico de ecuaciones
cuasi-lineal hiperbdlico escrito en forma de balance de flujos:

@ N OF"? B
ot Ot

(3.1)

Notemos que corresponde exactamente a esta forma genérica, considerando a todo
el lado derecho de esa ecuacion como un tnico vector de fuentes. Nuestro problema de
valores iniciales estard descrito en un dominio definido como D = [0, t¢] X [Fmins Tmaz] ¥
[0, 7] x [0, 27]. Para implementar nuestro método, debemos definir un dominio numérico
discreto. Entre todas las maneras en las que podemos discretizar D se ha elegido la
siguiente:

Dd = {(tn,ri,ej,qbk)|iZO,...,NT;j:0,...N9;]€:0,...N¢} (32)

t" = nAt

ry = rmineiAT
Af

o = kAQ

donde Ar = In (7yaz/Tmin) /Ny, A0 = 7 /Ny, Ap = 2w /Ny y At = C'min (r; — r;_1, AG, Ag)

con C siendo la constante de Courant-Friedrichs-Lewy definida en la seccién [3.5] Las
razones para utilizar una malla con separacion exponencial son que cerca del horizonte,
que es donde se necesita una mayor resolucion, mientras que cerca de la frontera de



Volimenes finitos 17

Tmaz S€ €spera que la dindamica sea menos violenta comparada con la que ocurre en las
regiones circundantes al horizonte de eventos. La coordenada azimutal se discretiza evi-
tando que existan puntos sobre el eje polar, desplazando todos los puntos en un angulo
de Af/2. Se evitan los ejes debido a que en esta regién las coordenadas esféricas no son
invertibles: la componente del tensor de métrica v?? diverge al igual que los sfmbolos
de Christoffel Ffe, Ff(, y ng). En la ﬁgura se muestra una representacion del dominio
numérico Dy descrito por .

T "’
"b' -'-‘ ’;//
=l ’ L4 /
=t
Hiezeez?
0 Hitzeezg

N
S
RN

SR

AN

AN
ANANN

AN

S
&

Figura 3.1: Dominio discretizado en la forma de (3.2)) y una representacion cartesiana
de un corte para ¢ constante.

Definimos el volumen de control espacial como ;5 := [7”@'+1 /25 Ti1 /2] X [HjH /2.0 1 /2} X
[qﬁkﬂ /2, Or—1 /2}. Integramos la ecuacién (3.1)) sobre este volumen:

d F!
— ud3$+/ 8—d3x :/ Sd’z. (3.3)
dt Js 2 2

0,5,k

Aplicamos el teorema de la divergencia sobre el segundo término del lado izquierdo:

d
— ud’r + / Fld*r = / Sd*z, (3.4)
dt Ziik 0% .k Sk

donde hemos asumido que el volumen de control ; ; ;. estd orientado con la base coorde-
nada de los flujos. Para reescribir la ecuacion (3.4]) definimos las siguientes cantidades:
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. - - - 3
ul7]7k ATZA9A¢ /E\i,j,k u (X t) d x? (35)
~ - 1 3
Siijk - AT,LA(QA(? / t) d Z, (36)
- 054172 ¢k+1/2
Fr L o= (1£1/2 .
b = moag ), /¢ S R Y

F0 / B / P B a0+ 1/2). 6. 0drds,  (3.8)
ijtl/2k — 7” J rag, .
1 ATZA¢ Ti—1/2 Pr—1/2

~ i+1/2 ]+1/2
F?. = 0. d(k £ 1/2). t)drde. .
ij,k+1/2 ATZAQ /r o /J 5 ’f’ Qb( / ) ) r (3 9)

Las cantidades (3.7)-(3.8) son conocidas como flujos numéricos. Se trata de los prome-
dios de los flujos conservados sobre las caras de nuestro volumen de control espacial,
por lo que podemos reescribir la segunda integral como:

/82 Fldz = A9A¢< ;+1/2,j,k _F:—1/2,j,k> ‘f‘ATzAﬁb( ij+1/2k — F?,j—l/Z,k)
1,7,k

+ AnA9< b rsrss Ffj,k_1/2>- (3.10)

o
B 1ok

Ok+1/2
Bfe i L
Friv i T Lgeeys
k1) el = IF'_". 1 FT’/" Tit1/2
e | i—1/2

0]'—1/2 €]+l/2

Figura 3.2: Integracion de los flujos sobre el volumen de control.

Entonces podemos escribir una versién semidiscreta para las ecuaciones de balance de
flujos:

d do - F:—H/Q,]k Fl 1ok
dt " 7 Ar;
0 i i ¢
F; i,5+1/2,k Fi,j—1/2,k _ Fz‘,j,k+1/2 B Fi,j,k—l/Q

N s (3.11)
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Como ya se menciond, los voliimenes finitos nos brindan una mayor flexibilidad cuando
definimos una malla y en la eleccién de condiciones iniciales, debido a que no estamos
resolviendo las ecuaciones en cada punto de la malla, sino que estamos resolviendo las
ecuaciones para las variables conservativas promediadas. Por lo tanto, debemos suponer
que las soluciones sean integrables en cada celda de la malla en todo momento de la
evolucion.

En este trabajo se utiliza el esquema de voliimenes finitos y una variante de los métodos
conocidos como tipo-Godunov. Este tipo de métodos fue propuesto con la observacién
de que cuando aplicamos volimenes finitos, cada celda contigua define un problema de
Riemann local con la discontinuidad en la intercelda. Estos métodos utilizan versiones
aproximadas de la solucién de Riemann o, si el problema lo permite, una soluciéon
completa.

SECCION 3.2

Reconstruccion de variables

Las ecuaciones proporcionan expresiones para la evolucién de las variables con-
servativas, pero desconocemos sus promedios espaciales. Este problema se resuelve me-
diante métodos de reconstruccién de variables. Los métodos tipo-Godunov original-
mente utilizan los valores en los vértices izquierdo y derecho de cada intercelda en la
direccién de reconstruccion, asociandolos con el promedio espacial sobre el volumen de
control.

Se han desarrollado diversas técnicas para calcular este promedio espacial. Los métodos
mas comunes son los limitadores de pendiente, que aproximan las variables mediante
lineas rectas o polinomios. En este trabajo, se utilizan los limitadores lineales debido
a su simplicidad y efectividad en la direccién genérica x. Para las direcciones 0 y ¢, la
reconstruccién se aplica directamente con estas definiciones, con sutilezas adicionales
en las fronteras.

El limitador Godunov utiliza el valor constante del centro de la celda para la recons-
truccion:

Yisdjn = Uidk

ﬁﬁ%,j7k = Wit1,jk- (3.12)

Los limitadores como Minmod, MC y Superbee siguen una légica similar, pero permi-
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ten variaciones lineales de la pendiente entre celdas adyacentes. La eleccién de estos
limitadores depende de la precision y la capacidad de captura de discontinuidades de-
seada. Minmod, por ejemplo, elige la menor pendiente entre las interceldas, mientras
que MC permite una mayor flexibilidad para elegir pendientes intermedias, reduciendo
la disipacién de los choques. A continuacién se muestran los esquemas explicitos para
cada uno de estos:

~ T
Wil = Wijk + O-’i('ri—&—% —Ti),

~R .

Witk = Wikt Uz‘+1($i+% — Tiy1), (3.13)

= Minmod [20]:
o; = minmod (ui’j’k _Azi_l’j’k, uHLj’kA; Ui’j’k) ; (3.14)
donde
a si |a]<|b] y ab>0
minmod(a,b) =< b si |a|>|b y ab>0 . (3.15)

0 st ab<0
» Diferencias centrales monotonizadas (MC) [21]:

Wil 5k — Wi—1,5k

N u'7 47k — u_17 '7k u+17 '7k — u'7 47k
Ui:mznmod( Rl imLik o Zitly wk ) (3.16)

2Azx Az Az
donde
min(a, b, c) st a,b,c >0
minmod(a,b,c) = & max(a,b,c) si a,b,c <0 . (3.17)
0 en otro caso
= Superbee [22]:
o; = mazxmod(o}, o), (3.18)
donde
I . Wik — W15k Wit15k — Wi k
S = d| 2 3.19
o; = minmo < Ao , N ) , ( )
II . Uik — Wi—1 5k oWitr15k — Wijk
I _ d 2 3.20
o, = minmo < Ao : N > , (3.20)



Reconstruccién de variables 21

a st |a|>|b] y ab>0

mazxmod(a,b) = ¢ b si |a] <|b] y ab>0 . (3.21)

i1 i i+l 42 i1 i+l i+2

Figura 3.3: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, se muestra el limitador Godunov,
minmod, MC y superbee. En cada una de las imdagenes se muestra un esquema de
la reconstruccion lineal para cada limitador asi como un ejemplo donde se muestran
las pendientes necesarias para la reconstruccién. Las lineas punteadas sirven para la
reconstruccién de ﬁﬁ%ﬁ’k y las segmentadas para ﬁf%’j’k.

Se deben realizar ciertos cambios sobre la reconstruccién en las fronteras de la direccion
0 y ¢, aunque los métodos tipo-Godunov no necesitan las variables reconstruidas en
estos puntos son muy importantes para el calculo de las ecuaciones de evolucién con el
método de transporte restringido descrito en la seccién|3.4] En general cuando se utilizan
métodos de reconstruccion lineales y es necesario calcular estos puntos se utiliza el
método Godunov con una consecuente pérdida de precisién en estos puntos, sin embargo
la topologia de nuestras coordenadas nos permite hacer uso de la periodicidad de las
coordenadas angulares 0 y ¢, es decir, cuando calculamos ﬁij No+1 utilizamos los puntos
(1,7,0), (i,4,1), (4, 4,2) para completar el calculo, de forma similar para la coordenada
0 pero tomando en cuenta las consideraciones especiales que se deben tomar en cuenta
debido a que estamos desplazando los puntos de los polos, estas consideraciones pueden

encontrarse en la seccién B.6
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Para la direccion r, donde la malla no esta equiespaciada, los métodos de reconstruccion
deben adaptarse. Las derivadas se calculan con respecto a las diferencias de distancia
hy y hy entre los puntos de la malla, como se muestra en las ecuaciones (3.22)), (3.23) y
(13.24)).

ou U; ik — Wi—1 5k

o Jr- —ri = (3.22)
ou Wi—15k — Wijk

e - e o2
ou 1 ho hy

T (h—l(ui,j,k — W1 jk) + h—z(uz’ﬂ,j,k — ui,j,k))) : (3.24)

En resumen, aunque el limitador Godunov es el méas sencillo de implementar, puede
introducir una disipacién excesiva en la captura de discontinuidades. Los limitadores
méas avanzados como MC ofrecen una mejor precisién con una complejidad compu-
tacional razonable, adaptandose a las necesidades especificas de cada direcciéon en una
simulacion.

SECCION 3.3

Solucionador de Riemann aproximado HLLE

No se puede encontrar una solucién analitica general para los problemas de Riemann,
excepto en los casos unidimensionales, y el trabajo computacional de calcularlos de
forma numérica para cada problema en las interfases resulta incosteable en multiples
dimensiones. Bajo estas circunstancias, surgen los solucionadores de Riemann aproxi-
mados HLL, que nos proporcionan una solucion basada en la propagacion de las discon-
tinuidades como ondas a las velocidades caracteristicas del sistema. Especificamente,
estamos utilizando el solucionador de Riemann HLLE (Harten-Lax-van Leer-Einfeldt),
que considera unicamente la propagacion de dos ondas caracteristicas.

Los solucionadores de Riemann aproximados se basan en la estructura de eigenvalores
de la matriz Jacobiana asociada a un sistema de ecuaciones tipo ley de balance de flujos.
En nuestro caso, se dice que el solucionador es incompleto debido a que considera solo
dos eigenvalores y no la descomposicion caracteristica completa. La idea central es
suponer que, después del decaimiento de la discontinuidad inicial, solo dos ondas se
propagan en direcciones opuestas con velocidades A\~ y AT, generando asi un estado
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constante entre los valores ﬁir; y ﬁﬁl de la siguiente forma:
2 2
ul si A< AT
=1 affltf i A\ <A< AT | (3.25)
a? si A> AT
donde u . : n
GHLLE _ t3 - (3.26)

AT =A™

>

X

Figura 3.4: Se muestran los eigenvalores mds rapidos A~ y AT, que corresponden a las
velocidades con las que se propagan las ondas a la izquierda y derecha, respectivamente,
en el plano = — t.

El objetivo de utilizar estos solucionadores es construir los flujos numéricos para las
ecuaciones de evolucién (3.11)). Los flujos en la interfaz x; 1 estdn dados por
)\J“F(ﬁir ) — )\*F(ﬁi%) + A*)\*(ﬁﬁl —ak )

1
" HLLE __ 2 2 2
P = T , (3.27)

donde AT y A~ se definen como:
AT =max(0, A}, AF), A7 =min(0, A7, A]F),

para el caso del sistema de ecuaciones de la MHD ideal —, j=12...,8 La
estructura caracteristica de la MHD ideal en espacio-tiempos curvos se analiza en [23].
En este caso, requerimos los valores propios para la implementacion del solucionador
HLLE. Las velocidades caracteristicas relacionadas con la propagacion de perturba-
ciones de la densidad de materia tienen un valor propio cominmente conocido como
velocidad entropica, y para cada direccion esta dado por:

A=av' — 3, (3.28)
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mientras que para las ondas de Alfvén:

)= b &/ poh + b2u’

T V/poh + b2u0’

(3.20)

y las cuatro velocidades asociadas con las ondas magnetosonicas lentas y rapidas se
obtienen de la solucién de la siguiente ecuacion de cuarto orden para A:

2
ol (_ - 1) o (Poh—) @G+ (b~ PAPC =0, (3.30)
donde
a=

T atav =), €= 5 (<4 5 0% (3.31)

y O es la velocidad del sonido. Notemos que en el término +* se omite la convencién
de suma de Einstein. No se ha encontrado una expresion practica para las soluciones
de la ecuacion ; sin embargo, podemos encontrar sus valores con el algoritmo de
Newton-Raphson. En este algoritmo es muy importante proporcionar un buen valor
inicial para asegurar la convergencia a la solucién fisica. Para ello, consideremos que
cualquier onda propagandose en el espacio-tiempo debe tener una velocidad maxima.
Consideremos un frente de onda propagandose en el espacio en la direccion de 7 con
velocidad constante A. La 1-forma normal al frente de onda se puede escribir como
op = (=X, 1,0,0). Esta 1-forma debe ser tipo-tiempo para conservar la estructura
causal de nuestro sistema, es decir, que ¢*¢, < 0. Contrayendo con la métrica ,
tenemos que:

oy = §hudy =N H20 A=+ () <0
= [ —ayyYT <A< =["4+ayyT, (3.32)

de forma analoga se cumple para las direcciones 6 y ¢. Las cotas de la ecuacion
representan un buen valor inicial para buscar las raices de la ecuacion (3.30)), ya que
estas ondas tienden a tener una mayor velocidad caracteristica en comparacién con las
ondas de Alfvén y las ondas entropicas.

La eleccion del solucionador HLLE es una practica comtn en la MHD en espacios-
tiempos curvos, debido a que la precision obtenida es comparable con solucionadores
que utilizan una descomposicién completa de la estructura caracteristica, aunque estos
ultimos tienen una implementacién mas complicada [24].
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SECCION 3.4

Transporte de flujos restringidos

La MHD tiene una ecuacion extra , que no es de evolucién, sino una constriccién,
esta ecuacion describe la ausencia de monopolos magnéticos. Una de las principales
dificultades en la solucién numérica en las simulaciones de la MHD ideal es la aparicién
de errores numéricos, que al acumularse durante la evolucién llevan a la violacion de la
constriccién V-B = 0. Uno de los métodos para combatir este problema es el algoritmo
de transporte de flujos restringidos, que introduce una viscosidad artificial [25]. En el
desarrollo de esta tesis se utilizé un esquema simplificado conocido como flux-CT basado
en los flujos numéricos calculados sobre las aristas del dominio numérico, descrito en [26]

y 8]

Partimos de reescribir la version de (2.18) integrado sobre el volimen de control ¥ y
aplicando el teorema de la divergencia
6

vl 5. dA =
/EVB /823d Z

/ B-dA =0, (3.33)
=1 /A

donde identificamos las areas A; con las caras de la Figura 3.5) E como Ay = A1y,
Ay = A1y Ay = A Av = Ay ag As = Ay A = Ay “Blte

1757]7]{:’
esquema busca evolucionar las componentes de la intesidad de campo magnético B en
funcion de los promedios sobre las caras del dominio numérico, al reescribir la ecuacién
de induccién (2.19) en su forma integral sobre dichas caras, notemos que puede ser
escrita para un espacio-tiempo fijo como:

?]+27k’

— =V xQ, (3.34)

donde § = (o — 5) x B. Este vector representa los flujos conservados para el campo
magnético descritos en (2.35), por lo que Q' = F, donde F es el flujo conservado en
la direccién ¢ = r, 6,¢ para la componente del campo magnético en la direccién j = 7,
0,¢ .Tomando una de las caras mostradas en la Figura[3.5 a la cual denominamos A a
un tiempo ¢

OB
nea

aplicando el teorema de Stokes y teniendo en cuenta que podemos sacar la derivada de
la integral debido a que estamos integrando a un tiempo fijo

d [~ - L
—/B-dA:/ G- di (3.36)
dt Ja 9A

LdA = / V><Q> LA, (3.35)
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Haciendo la integracién para las caras A, Ay y Az

L At A7*+% 7.j7k % ‘\v

A

Z_%7j7k

"Vw

I
Y,'N

Figura 3.5: Representacion de un volumen de control espacial ¥; ; ;, marcando las caras
del dominio y las aristas que conforman el perimetro de la cara A, ;1.
2y 2

@ e LA 0 _0f
4 pr — Pivgirpr ~ it _ gnrs ~ Yatiuy 3.37
dt ek Af Ao - (337)
: 1 1 i 1 1 Q(z) 1,172 Qd) 1.1
iBe 1 = Qi7j+§’k+§ QZ’J+§’]€7§ o l+§7]+§,]€ Z*E,]+§,k (3 38)
dt bitgk Ao Ars , )
0 0 r .
in’ _ QH%JF’H% B Qi—%a}k% B Qi,j—f—%,k—&-% o Qi,j—%,lﬁ-% (3.30)
dt iikts Ar; AD , .
donde
5 $(k+1) o 1) : 1) 10,
QY L = :/ Q (Ti+—,9jj:—,¢)d¢7 3.40
H—%,]:ﬁ:%,k d)(k—%) 92 9
i+lgktl T T /G(j—é) (7’(2 + 5), ; 9( 5)) : (3.41)
r(i+%) . 1 1
;j%ki% - = /(‘ ' Or (r,@(] + 5),¢(k: + 5)) dr. (3.42)

Los cantidades (3.40)-(3.42) se calculan como el promedio aritmético de los flujos
numéricos de las caras adyacentes a la arista donde se esta calculando la integral.
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T
i+3 5, k+1
¢r ér
Fi,j,k+% Fi+1,j,k+%
6
Ql+2,J k+3
[ ]
i,J:k F¢,
(&3, ) i+3.5.k

Figura 3.6: Se muestran los flujos numéricos necesarios para el calculo de €, 1 ;.1
200 2

En la Figura se muestra un ejemplo del calculo de €, 1 jky1- Es importante notar

que F9 = —F7" por lo que podemos escribir
L (o0 b6 60 60
a J— _ —
Qi,j+%,k+% g (F,]+2,k + F,g+2,k+1 Fi,j,k—i—% Fi,j+1,k+%) ) (3.43)
1
0 _ - ¢r or re _ e
Qi+%,j,k+é Y (F,],k—l-l + F’H—l,] k+3 Fz‘+%,j,k Fz‘+%,j,k+1) ’ (3.44)
1
@ _ = r0 ré r6 I
i+5gtsk 4 (Fz+2,a, + B +5.0+1k Fz‘,j+%,k Fz+1,y+2,k) (3.45)

Los flujos involucrados en las ecuaciones (3.43))-(3.45)), son calculados con (3.27)). Pa-
ra calcular la evolucién en un esquema centrado en la celda como es el que se esta
utilizando, calculamos el promedio aritmético en cada direccion

T 1 ' s
B, = 5(31_% + By ) (3.46)
1
6 _ 0 0
b = é(Bm. +Byj+27k), (3.47)
1
¢ _ ¢ ]
e = 5 (B G s +Bmk+%). (3.48)

Para verificar que no existen violaciones en la constriccion se monitorea ([3.33)), ésta
debe de permanecer dentro de el error numérico.
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SECCION 3.5

Evoluciéon temporal

Para resolver las ecuaciones de la MHD se hace uso del método de lineas (MoL), que
consiste en escribir al sistema de ecuaciones diferenciales parciales como un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en el tiempo, para lo que se
asume que el sistema se puede escribir de forma semidiscreta. Utilizando podemos
escribir

~ HLLE ~ HLLE ~ HLLE ~ HLLE
a7 g0 i—mghk 4,j+35, L= 3
ot Ar; Al
15(;5HLLE ]_5¢HLLE
Z:.jzk+% - Z:.jzkfé ~n+% o ~
- Ao + Si,j,k = [L(W)]ijx- (3.49)

[L£(1)];x es un operador que contiene las derivadas numéricas espaciales de los flujos
numéricos y las fuentes en forma discreta. Los flujos numéricos se calculan utilizando
el resolvedor de Riemann HLLE, se integra de t™ a t"™! y se repite para todo
1, 7 v k para tener al final la solucion en todo el espacio tetradimensional. Existen
diversas maneras de integrar la version semidiscreta, entre los que estan los métodos
Runge-Kutta de m-etapas, y que de forma recursiva podemos escribirlos como

a® = @
p—1
a® = (apqﬁ(Q)+Atﬁpq[£ (ﬁ(Q))]i,j,k)j
q=0
att = am, (3.50)

donde ay, y Bpg son constantes. Sin embargo los métodos Runge-Kutta de segundo y
tercer orden son los mas usados debido a que satisfacen las condiciones para cumplir la
propiedad TVD (total variation diminishing) |27]

p—1
Ug >0, Bpg >0, D apy=1, (3.51)
q=0

y la condicién para un maximo de la constante de Courant-Friedrichs-Lewy definida
como Copp = AtAL - /Ax, donde A, es la velocidad caracteristica del sistema en el
paso temporal n

CC’FL,ma:p = min <%) y (352)

pq 5pq
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para los métodos Runge-Kutta de segundo y tercer orden Ccpr, mae = 1. La propiedad
TVD nos asegura el amortiguamiento de oscilaciones de alta frecuencia en la solucién
cuando se integre en el tiempo, en el caso de haber una discontinuidad este tipo de
métodos pueden suavizarla durante la evolucién. A continuacién se presenta el método
de Runge-Kutta de tercer orden

a©® = a”,

a = a2+ AL (@),

O %(31—1(0) a4 AL @D)]o) |

it = %(ﬁ@) +2a® + 2A¢L (@P)]i4) - (3.53)

En la practica la constante de Courant se considera constante para poder establecer el
paso temporal como At = Coppmin(Ar;, A0, A¢).

SECCION 3.6

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son un ingrediente esencial en la soluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales. Junto con las ecuaciones y las condiciones iniciales, determi-
nan la evolucion del sistema. Cuando estas condiciones corresponden a superficies que
delimitan el espacio de busqueda de soluciones, nos permiten modificar el comporta-
miento del sistema. Sin embargo, cuando no delimitan el espacio, estdn completamente
determinadas por la topologia del dominio.

En el contexto de coordenadas esféricas, las tinicas fronteras que representan superficies
que delimitan el espacio son el cascarén esférico de radio 7,4, y la frontera de la escision,
que corresponde a otro cascarén de radio 7,,;,.

Para la frontera de la escision, es crucial asegurar que el plasma siga la misma tendencia
de comportamiento que en los demas puntos dentro del horizonte de eventos, evitando
asi posibles reflexiones sobre la escisién. Debido a la naturaleza no lineal del comporta-
miento del plasma y las significativas contribuciones geométricas en estos puntos, no es
suficiente utilizar las condiciones de frontera de flujo saliente convencionales. Por ello,
recurrimos a una interpolacién de Lagrange de tercer orden sobre las variables como
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funcién de la coordenada radial:
U(’)n,j,k - LlU{fj’k—FLQUgﬁj’k_’_LgUgI;j’k,
Ll — 672Ar + efAr + 1,
_6—3Ar (€2Ar + eAr + 1) 7

Ly = e 387 (3.54)

b‘
[\]
|

donde los coeficientes L1, Ly y L3 han sido calculados teniendo en cuenta la no uni-
formidad en la discretizacion de la coordenada radial. Por otro lado, para la frontera
de 7yae, debemos considerar el problema especifico que se esta modelando y elegir si
necesitamos condiciones entrantes, salientes o una combinacién de ambas:

UY\L[T’]"]@ = ﬁﬁ:;k, Flujo entrante, (3.55)
UN,jk = ﬁ]’\ﬁr,u’k, Flujo saliente. (3.56)

Para simular un proceso de acrecion esférica, es adecuado imponer condiciones de flujo
entrante en toda la superficie de r,,4,, simulando una entrada de materia con velocidad
constante. En otros casos, como la acrecién de Bondi-Hoyle, se define una zona del
cascaréon de donde proviene el viento y se imponen condiciones de frontera entrante en
esa zona especifica, mientras que en el resto de la superficie se aplican condiciones de
flujo saliente para evitar efectos de rebote.

Existen dos estrategias principales para tratar la frontera del angulo polar, la eleccién
de una depende de si estamos considerando al eje polar como nodos del dominio o si
estamos desplazando los nodos para evitar esta zona. Cuando consideramos el eje polar
basta con realizar una extrapolacién con los datos adyacentes de esta misma coordena-
da, sin embargo esta estrategia conlleva ciertos problemas adicionales derivados de que
en este lugar geométrico las coordenadas no son invertibles, asi el determinante de la
métrica se anula y algunas cantidades geométricas divergen, dificultando la recupera-
cién de las variables primitivas. Aunque podemos tener soluciones satisfactorias usando
esta técnica mediante aproximaciones como se realizé en [28], no podemos librarnos de
los errores numéricos de dichas aproximaciones que se acentiian cuando la dinamica es
especialmente fuerte en esta zona.

Por otro lado, cuando desplazamos el dominio evitando los ejes polares podemos utilizar
las propiedades geométricas de nuestro dominio para determinar de forma exacta los
valores en las fronteras del angulo polar. Lo primero que debemos de notar es que
todos los puntos de la malla (r,6 (Ny), ¢), (1,60 (0),¢) se encuentran duplicados en los
puntos (1,0 (Ng —1),¢+7), (r,0(1),¢ + m), es decir, las superficies de ¢ = cte. y
¢ = T + cte. se encuentran solapadas, como se muestra en la Figura para asegurar
el correcto solape se anade la restriccion de que el niimero de puntos en la coordenada
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axial Ny debe ser impar. Por otro lado, cuando desplazamos el dominio para evitar
los ejes polares, podemos utilizar las propiedades geométricas de nuestro dominio para
determinar de manera exacta los valores en las fronteras del angulo polar. Es importante
notar que todos los puntos de la malla (r,0 (Ny) , ¢) y (r,6 (0) , ¢) estdn duplicados en los
puntos (r,0 (Ng — 1), ¢ +m) y (r,0 (1), ¢ + 7), respectivamente. Es decir, las superficies
¢ = cte. y ¢ = m + cte. estan superpuestas, como se muestra en la Figura [3.7] Para
asegurar el correcto solapamiento, se anade la restriccion de que el niimero de puntos en
la coordenada axial Ny debe ser impar. Se copia la informacién de las variables en los

¢ = cte ¢ =m+ cte

Figura 3.7: Estrategia para identificar las fronteras numéricas de 6.

puntos (1,60 (Ng — 1), ¢+ m), (1,0 (1), ¢ + 7) debido a que no se tratan de fronteras en
el dominio numérico y por lo tanto han sido calculados de forma correcta a diferencia
de sus copias en su superficie correspondiente. Aunque de hecho los puntos de la malla
en estas posiciones representan el mismo lugar geométrico, la orientacion de la base
coordenada no es la misma, cumplen simetria por reflexién respecto al eje polar, como
se muestra en la Figura[3.8] Las fronteras son definidas con la informacién de los puntos
(r,0(Ng—1),0+7)y (r,0(1),¢+ m) porque no son fronteras en el dominio numérico
y, por lo tanto, han sido calculadas correctamente, a diferencia de sus copias en su
superficie correspondiente. Aunque estos puntos de la malla representan el mismo lugar
geométrico, la orientacion de la base coordenada no es la misma, cumpliendo simetria
por reflexion respecto al eje polar, como se muestra en la Figura [3.8] En resumen, los

factores de paridad con los que copiamos los datos de su superficie correspondiente se
pueden ver en la Tabla adaptada de [29].

En la préctica es necesario anadir puntos fantasma a la coordenada 6 para poder utilizar
los reconstructores descritos en la seccién [3.2] ademds de ser necesarios para la correcta
evolucion del método de lineas. La estrategia no cambia cuando anadimos estos puntos,
la forma especifica de copiado puede entenderse de forma visual en la Figura
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Figura 3.8: Representacion de la simetria que cumplen la base coordinada cuando
pasamos de una superficie de ¢ = cte. a una de ¢ = cte +

Finalmente, la frontera de la coordenada axial se llena imponiendo periodicidad sobre

las variables. Para la definicién de nuestro dominio, las condiciones de periodicidad
especificas son:

i:ij(b i?jal,

1,5,0

Uijng-1- (3.58)
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Tensor de rango 0 | Paridad

p +
Tensores de rango 1 | Paridad

Vi +

V, .

Ve +
Tensores de rango 2 | Paridad

T:y +

Tr@ -

Tr(b +

Tho +

TQ(;S -

Cuadro 3.1: Factores de paridad para las componentes de los tensores respecto a una
reflexién sobre el eje polar. Las componentes covariantes y contravariantes de cada
tensor tienen el mismo factor de paridad.

SECCION 3.7

Recuperacién de las variables primitivas

Una vez que hemos evolucionado el sistema, tenemos la informacion de las variables
conservativas en el tiempo t"*!, pero desconocemos las variables primitivas en este ins-
tante. Las variables primitivas no son solo necesarias para interpretar la informacion
fisica del sistema, sino que también los flujos numéricos se expresan en términos de
estas variables. Para determinar como han cambiado en este tiempo, es necesario in-
vertir el sistema de ecuaciones . No se ha logrado invertir este sistema de forma
analitica para un espacio-tiempo general y alguna ecuacién de estado especifica. Incluso
en el caso del espacio-tiempo de Minkowski y una ecuacion de estado de gas ideal, es
necesario utilizar métodos numéricos para recuperar las variables primitivas a partir de
las variables conservativas, como se muestra en [30].

Se han desarrollado diferentes estrategias para pasar de las variables conservativas a las
primitivas. La elecciéon de una u otra depende principalmente de la ecuacién de esta-
do con la que se esté trabajando, ya que en los casos donde hay ecuaciones de estado
tabuladas, se requiere un mayor tiempo computacional para invertir dicha ecuacion.
Algunos métodos disminuyen esta cantidad de inversiones y otros ofrecen mayor estabi-
lidad en la recuperacién de variables. Algunos de estos métodos se recopilan en [31]. En
nuestro caso, estamos trabajando con un esquema adaptado de |32], donde se resuelve
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N,

—Gpts 0 Gpts No = gpts Ny No+ gpts

6

Figura 3.9: Copiado de datos cuando tenemos puntos fantasma.

un sistema de dos ecuaciones acopladas, pero que en el caso de una ecuacion de estado
de gas ideal se reduce a una sola ecuacion que puede ser resuelta con métodos usuales
para encontrar raices.

Primero escribimos el médulo de los momentos conservados y la energia conservada 7
como:

52 = SZSZ = ’}/ijSiSj
= (phW? + PW2)0? 4 (ad”)? (B (1 — 2W2) — 20h W2 + (al?)?),  (3.59)

1 1/ BiS; \°

donde v? es la norma de la velocidad calculada como v? = ~;;v'v7. Para obtener la ecua-
cién utilizamos la identidad B'S; = phW?2ab®, que puede verificarse realizando
la contraccién y reduciendo con las definiciones para b*. Definimos la variable auxiliar
Z = phW? y reescribimos la ecuacién en términos de esta nueva variable y v?:

BiS)?(B? + 27
v2(32+Z)2—( 5:) (22 i )—52 = 0, (3.61)
B2 ) (BlSZ)Q
T+ Do (1+0) + o= —Z+p = 0. (3.62)

Podemos notar que de la ecuacién (3.61]) se puede obtener una expresién para v? como
funcién de Z, S?, B'S; y B2%. Estas tres tiltimas cantidades se obtienen con la informacién
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de las variables conservativas y elementos del tensor de métrica espacial. Por otro lado,
considerando que el plasma obedece una ecuaciéon de estado de gas ideal, la presion se
puede escribir como funcién de Z y v

) S27% + (B'S;)*(2Z + B?)

v o= 707+ B : (3.63)
p - <1_%) (2 =% - DVI=27). (3.64)

Entonces, podemos escribir ([3.60) como una funcién de la variable auxiliar Z y de las
variables conservativas:

o B2 9 (Ble)Q
[(2) =7+ D == (1+ ((2))) + 53

—Z+p(Z)=0. (3.65)

Aunque se trata de una ecuacién algebraica, no se han encontrado sus raices de forma
analitica, por lo que se recurrié a un algoritmo numérico iterativo para resolverla. El
algoritmo escogido es una combinacién de Newton-Raphson (NR) y biseccién, debido a
que NR ofrece rapidez y la biseccién ayuda en casos donde estamos cerca de extremos
locales de la funcion.

Para implementar este método, lo primero que se debe hacer es encontrar un intervalo
que contenga una raiz. Este es uno de los pasos cruciales no solo para su convergencia,
sino para asegurar que el valor encontrado sea una solucion aceptable fisicamente. Para
esto, suponemos que Z en el paso temporal t"*! es cercano al valor de Z en el paso
temporal inmediato anterior, es decir:

7" —§ < Z" < 7" 44, (3.66)

la eleccién de ¢ es heuristica. En el cédigo, se eligié 6 como un 30 % del valor de Z".

Una vez que conocemos el valor de Z, calculamos W con la ecuacién @, pyh
directamente de la definicién de la variable auxiliar, p con la ecuacion @D, y las com-
ponentes de la velocidad escribiendo la definicién de momentos conservados en funcién
de las variables conservativas. El orden de la reescritura y las formulas especificas es el
siguiente:
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Z(Z+ B?)

. , (3.67)
\/ 7% (Z + B?)* — (S22% + (B'S;)*(2Z + B?))
D
) (3.68)
A
g (3.69)

- ()

iS, + BiS,B/Z

Existen otros métodos para la recuperacién de variables primitivas, como el método de
Newman-Hamlin [33]. Sin embargo, al realizar la misma simulacién con idéntica con-
figuracién numérica, resulta en un leve retraso en cada paso temporal comparado con
el esquema descrito en esta seccion, lo que se traduce en decenas de horas de compu-
to adicionales por simulacion. Por otro lado, el método de Newman-Hamlin tampoco
representa una mejora en la estabilidad, ya que no asegura llegar a una solucion. En
contraste, el método de NR combinado con biseccién asegura una solucién siempre que
se encuentre en el intervalo inicial.
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Acrecion

SECCION 4.1

Condiciones iniciales para el fluido

4.1.1 Acrecidon esférica

Las condiciones iniciales para las variables hidrodinamicas se construyen a partir de la
solucion para un flujo radial estacionario de un fluido perfecto en un agujero negro de
Schwarzschild, conocida como acrecién de Michel, establecida en [2]. Para el cdlculo de
estas soluciones en coordenadas de Eddington-Finkelstein (EF), se sigue el procedimien-
to presentado en [34]. Las condiciones iniciales estédn inspiradas en las utilizadas en [5],
donde se resuelven las ecuaciones de la hidrodindmica en un espacio-tiempo curvo con
simetria esférica de forma numérica, partiendo de condiciones iniciales con desnidad
constante y llegando a las soluciones estacionarias de Michel.

El propésito de iniciar con esta distribucion del fluido es buscar soluciones que cumplan
con la condicién de tener una entrada regular de materia en todas las direcciones.
La hipétesis es que esta configuracion evolucionada sobre un espacio tiempo de Kerr
llegara a una distribucién de materia estacionaria y atractora.
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Las coordenadas de EF, al igual que las coordenadas de Kerr-Schild, son penetrantes
en el horizonte y equivalentes cuando el parametro de espin es a = 0. Ademds, cuando
r — 00, para ambos espacios-tiempos la métrica tiende al espacio-tiempo de Minkowski.
El elemento de linea para un agujero negro de Schwarzschild en coordenadas de EF se
escribe como

2M 4M 2M
ds* = — (1 — —) dt* + ——dtdr + (1 + —) dr® +r?(d6? + sin? 0dp?). (4.1
T r T

Identificando (4.1)) con (2.1)), obtenemos la funcién lapso, el vector de corrimiento y la
3-métrica tipo espacio para estas coordenadas:

1

Sl

T 1—|—¥7

2M 1
vij = diag (7—1 n w,r2,7“2 sin? 9) . (4.4)

T

La idea original de Michel es integrar la ecuacién para la conservacién de la masa ([2.22))
y la divergencia del tensor de energia-momento ([2.22)) suponiendo simetria esférica, de
donde se obtiene:

d(v/=g)pou”

e = 0, (4.5)
dv=9)T} _
T — O, (4.6)

donde g es el determinante del tensor métrico g,,. Para el caso del agujero negro de
Schwarzschild en coordenadas de EF se cumple que \/—g = a,/y = r’sinf. Para
un fluido perfecto el tensor de energia-momento esta definido por (2.25)), entonces las

ecuaciones (4.5)) y (4.6) toman la forma:

r’pou” = O, (4.7)
r?pohu’u, = Oy, (4.8)
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donde C; y C5 son constantes de integracién. Tomando los diferenciales totales de las
expresiones (4.7) vy (4.8]) se obtiene:

d du” d
o | T4 oy, (4.9)

Po u” r

d(poh d du” d
(poh) | pdr | A" dus (4.10)

poh r u” Uy

restando ambas expresiones se obtiene:
d(poh d d

(ooh) _dpo | dui (4.11)

poh Po Ug

y podemos reescribir los primeros dos términos de la ecuacién anterior como:

d(poh) d,In(poh)
= d,1 h) = ————=d,1 4.12
poh ) n(po ) d,lnpo Y npO? ( )
d
P — 4 1n py, (4.13)
Po
asi obtenemos la siguiente condicion:
d,1 h d
dInlpoh) ] gy po s B g (4.14)
d, In £o Uy
A partir de la condicién de normalizacién u#u, = —1, se puede encontrar una expresién
para uy:
(ur)® = —gue + (u')?, (4.15)

y con ayuda de (4.15)) se obtiene el siguiente desarrollo:

duy u” M
— = —du" + ——dr. 4.16
PR ONERCPETom el (4.16)
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Finalmente, se sustituye (4.16]) en (4.14) y haciendo uso de (4.9) se obtiene la siguiente
ecuacion:

du”

u'r’

(@] s e

donde V? = d,In(poh)/d,In py — 1. Esta ecuacién es conocida como ecuacién de viento.
Si cualquiera de los dos paréntesis se hace cero, corresponde a un punto de retorno. Sin
embargo, las soluciones que pasan por los puntos criticos donde ambos paréntesis se
anulan representan una solucién donde el material estd cayendo al agujero negro [28].
Los valores criticos de u” o V' se obtienen de las siguientes relaciones:

_ (ug)?
(w12

Tc

(4.18)

Las cantidades quedan determinadas una vez conocido el valor del radio critico r..
Por otro lado, se considera que el fluido obedece la ecuacion de estado para un gas
politrépico p = Kpp, porque se cumple la condicién de isentroia. Dado el valor de
la densidad critica p. y la constante adiabdtica, es posible determinar la constante
politrépica con el procedimiento presentado por Michel, definiendo la funcién T' = p/pg
y escribiendo a V2 en términos de esta nueva funcién:

2 (1+n)T,
a1+ (1 +n)T)

(4.19)

donde n es el indice politrépico definido por n = 1/(I" — 1). De esta tltima ecuacién se
obtiene una expresion para la constante politréopica:

V2
K=TpT=_ "7 1T 42

Una vez conocida la constante politropica, se calculan las constantes de integracion
C y Cy, y finalmente se resuelven conjuntamente (4.7) y (4.8). De forma explicita, la
ecuacion a resolver es:

L4+ DK ) ?—iﬂ—ﬁ (SN (4.21)
( ) @

PoT r
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No se conoce una solucién exacta para (4.21)), debe ser encontrada de forma numérica.
En el desarrollo de este trabajo, se utiliza el método de Newton-Raphson para hacerlo.

Una vez conocido el perfil de densidad, podemos escribir la velocidad y presién en
funcién de este perfil. La presiéon se escribe directamente con ayuda de la ecuacion de
estado politrépica, mientras que para la velocidad primero debemos escribir u”, u; y u!

con ayuda de las ecuaciones (4.7) y (4.8)). Entonces, podemos escribir v" con (2.3) y
29

Ch

ut = o (4.22)

u = \/(u’“)2 +1+ g, (4.23)

o L (1+ %)(ur)a (4.24)
ug + grrSu”

Vo= Jut + % (4.25)

Se utilizaron dos tipos de condiciones iniciales basadas en la solucién de Michel. El
primero consiste en tomar la solucién en la frontera r,,,, y copiarla en todo el dominio
tridimensional. El segundo tipo utiliza la solucién completa. Esto se hace para determi-
nar si la solucién encontrada es atractora, ya que, de serlo, esta solo dependera del tipo
de frontera numeérica escogida para r,,., y los valores de las variables primitivas en esta
region. Otra de nuestras hipdtesis es que se espera que, al ejecutar dos simulaciones
con estos tipos de condiciones iniciales para el fluido, se llegue a una misma distribucién
estacionaria.

Por otro lado, las soluciones de Michel permiten la libertad de escoger p. y 7., dos
magnitudes criticas que determinan completamente las soluciones de Michel. En la
Figura [4.1] se muestran dos ejemplos de elecciones de parametros criticos. El primer
conjunto (p. = 0.1, 7. = 100) muestra una menor densidad de materia cerca del agujero
negro con una mayor velocidad, comparado con la segunda eleccién (p. = 1,r. = 30).
Esto es importante porque, con una menor densidad y mayor velocidad, la dinamica
del sistema estard dominada por los efectos del campo magnético sobre el plasma.
Podemos aumentar o disminuir este efecto modificando el parametro p.. Por otro lado,
modificando 7., podemos aumentar o disminuir el radio de acrecién efectivo, de manera
que, a menor 7., la velocidad radial tenderd a cero mas rapidamente.
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pc= 0.1, r. =100 pc=1,r.=30
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Figura 4.1: Distribuciones de densidad y velocidad radial para soluciones de Michel, a
la izquierda con pardmetros (p. = 0.1,7. = 100) y la derecha con (p. = 1,7, = 30). Los
perfies de densidad se encuentra graficada en una escala.
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SECCION 4.2

Condiciones iniciales para el campo magnético

Se utilizé6 un campo magnético uniforme y paralelo al eje polar, en nuestra elecciéon de
coordenadas se puede escribir como

1
B" = By cos (), (4.26)
'Yrr
1
B’ = — Bysin (6), 4.27
== Bosin () (4:27)
B® = 0. (4.28)

El campo magnético al tiempo inicial se inspira en la soluciéon de Wald [35] que des-
cribe una solucién en el vacio de un campo magnético alrededor de un hoyo negro de
Kerr que cumple con las propiedades de ser estacionario, axialmente simétrico y que
asintoticamente uniforme y paralelo al eje de rotacién del hoyo negro. El 4-potencial
electromagnético del campo de Wald se escribe como:
By

A, = > (my + 2ak,) (4.29)
donde m#* = 5g y k, = 9} son los vectores de Killing para un espacio-tiempo estacionario
y axialmente simétrico, en coordenadas de Kerr-Schild en el marco de la descomposicién
3 4 1 el 4-potencial se escribe explicitamente como

By + 2a(—a® + B'f3;)

By Yrg T 200,
A= ¢ 0 : (4.30)
Yoo + 208y

y entonces podemos escribir las componentes del campo magnético como

1 B,

B" = @—\ﬁ?(% (7¢¢+2“ﬁ¢)7 (4.31)
Ba = —L@&n (’Y¢¢+26Lﬁ¢) (432)
ay/y 2 ’
1 By
B = L Doy 1 2a8,). (4.33)

ay/y 2
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Figura 4.2: A la izquierda un campo magnético Uniforme y a la derecha la solucion de
Wald para un hoyo negro de Schwarzschild, ambos con con By = 0.05. En el mapa de
color se muestra la magnitud del campo magnético |B|.

Es claro que el campo magnético descrito por - difiere de la solucién de
Wald incluso en el caso de a = 0, como se muestra en la Figura [£.2] difieren tanto en
la magnitud del campo magnético como en la morfologia de sus lineas de campo, sin
embargo la solucion de Wald asintéticamente es igual al campo uniforme. La razon de
escoger el campo magnético uniforme frente a la soluciéon de Wald es que nos interesa
buscar soluciones atractoras, es decir, saber si hay una configuracién natural de campo
magnético, entonces el comportamiento asintético del campo es el que determinara la
din[amica y el estado final del sistema.

Por otro lado en [35] se postula que en un medio ionizado se acretaran de forma ” se-
lectiva” particulas cargadas positivamente mientras que las particulas cargadas negati-
vamente se veran repelidas y viceversa si es que invertimos el sentido de rotacion del
hoyo negro. Dando lugar a una carga neta acretada que modificard al campo magnético
descrito por , anadiendo una perturbacion a la solucién sin carga:

B
A, = (m, + 2ak,) - gku. (4.34)

Esta expresion escrita con los vectores de Killing del hoyo negro de Kerr de hecho
corresponde a la solucion en el vacio para el campo magnético alredor de un hoyo negro
de Kerr-Newman. El cuatro potencial escrito con la métrica con la descomposicion
3+ 1 esta dado por

%%; (Boa — %) (—a® + 3'8;)

bo _ 9

A, = 2y + (lé’oa 2) Br , (4.35)
60 + (Boa — §) Bs



Condiciones iniciales para el campo magnético 45

007894 —

0.6045 —

0.06262

0.04631 —

0.3027 —

0.0299% 01518

0.013468 1.0007070

Figura 4.3: Soluciones de Wald con pardmetro de espin a = 0.9999 e intensidad de
campo magnético By = 0.05, a la izquierda sin carga eléctrica y a la derecha con
q = 8aDBy.

y explicitamente las componentes del campo magnético son:

o A bo 4
B" = aﬁ@g ( 5 Yoo + (Boa 2) 6¢) (436)
o _ 1 BO _ g
B = 0 (St (Boa 2) By (4.37)
1 B
6 _ _ 0 _ 4
B o0 < s + (Boa 2) @) (4.38)

En la figura 4.3 podemos encontrar una comparacion en los efectos de afiadir una carga
a la solucion de Wald, ambos campos magnéticos cuentan con un parametro de espin
de a = 0.9999 sin embargo cuando anadimos una carga que se encuentra que en el
ecuador, una disminucién de | B| y las lineas de campo recuerdan a las obtenidas en [30]
y ﬂﬁﬂ bajo circunstancias similares a las configuraciones usadas en este trabajo. Por lo
que se presume una correlacién entre la solucién de Wald descrita por - y
la acrecién de plasma cuyo flujo lejos del hoyo negro es radial y constante en el tiempo.
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Capitulo

Resultados

Antes de adentrarnos en la presentacion de los resultados, es necesario explicar las
herramientas de diagndstico empleadas, estas nos permiten interpretar de forma precisa
los fenémenos fisicos observados. En el capitulo anterior se ha discutido el proceso de
acrecion y las condiciones iniciales utilizadas en este capitulo, ahora nos enfocaremos
en como estas configuraciones impactan en los resultados para diferentes escenarios.

Una de las cantidades mas importantes que es necesario calcular en cualquier proceso
de acrecion es la tasa de masa acretada M. Esta se calcula como el flujo de materia en

una esfera de radio r4, es decir, es la integral de la componente del flujo conservado F
de (22.35)). Explicitamente, se calcula como:

M = /Ozﬂ/oﬂa(vr—%) VyDdode

Otro indicador para nuestro sistema es el flujo magnético ® debido a que la evolucion
temporal del flujo magnético esta relacionada con cémo cambia el campo magnético
a medida que el plasma y el campo magnético se mueven y se deforman debido a la
gravedad. ® es calculado de la siguiente manera:

(5.1)

Td

2 ™
cp:/ / | B" |ovy/~dAd )
0 0

Td
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Cuando simulamos la acrecién de un plasma, no solamente estamos acrecentando masa,
sino que, aunque el plasma es eléctricamente neutro, pueden ocurrir procesos de acrecion
"selectiva”. La forma que tenemos para medir estos procesos es calcular la tasa de
acrecion de carga. Partimos de calcular la integral de flujo sobre una esfera de radio ry
de la 4-corriente eléctrica:

; (5.3)

Td

27 ™
Q= J"dS, = T ay/7dS? = / / pgu” o/ ddep
0 0

S%(rq) 52(rq)

donde p, es la densidad de carga. Para llegar a esta ecuaciéon hemos utilizado la ley
de Ohm con la condicién de la MHD ideal . En principio, no conocemos p,, por
lo que no podemos integrar directamente con la expresion de la tultima igualdad. Sin
embargo, es importante notar que dicha expresion es la misma que en el caso de M,
cambiando tunicamente la densidad de materia por la densidad de carga. Para poder
calcular ¢ recurrimos a y a la expresion del tensor de Faraday de la MHD ideal
para un observador Euleriano , obteniendo asi una expresion para J* usando
variables conocidas:

o L oL
JH =V, F" = aﬁ(?y (ay/yFH) = aﬁau ([uv Ad]urbs) , (5.4)

necesitamos unicamente la componente radial J" que puede ser escrita explicitamente
como:

a\/YT" = Og (ugbo — ugby) + 0y (uoby — usby) - (5.5)

Integrando sobre el cascarén esférico tenemos que:

2m
@ = [ (st~ bl e~ by = by, 0] 48
0
+ / [(Uobe — ugbo)l,—y, g—2r — (u0bs — Uebo)\r:rd,¢:o] dg, (5.6)
0
También es posible calcular otras cantidades para medir los efectos globales del espacio-

tiempo sobre la dinamica del plasma, por ejemplo, los promedios de las velocidades en
un marco de referencia Lagrangiano:
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_ 0" Jy vayAdeds],,
027r fOﬂ aﬁd0d¢‘7‘d ’

—

(5.7)

que ademas de darnos una vision mas clara de las perturbaciones que sufre el sistema
respecto de las condiciones iniciales, pueden interpretarse como un indicador del tiempo
de relajacion para llegar a un estado estacionario, en conjunto con M y g¢.

SECCION 5.1

Acrecion esférica hidrodinamica

5.1.1 Michel

Una de las pocas soluciones semi-analiticas en el ambito de la hidrodinamica relativista
es la solucién de Michel, que describe un fluido ideal isentrépico en acrecion esférica al-
rededor de un hoyo negro de Schwarzschild. La derivacion de esta solucién se encuentra
en la seccién [4.1.1] Ademsés, la solucién ha sido derivada en coordenadas de Eddington-
Finkelstein (4.1]), que son equivalentes a las coordenadas de Kerr-Schild cuando
el pardmetro de espin a = 0. Por lo tanto, recuperar esta solucién resulta en un ex-
perimento numérico necesario para la validacion del cédigo desarrollado durante esta
tesis.

Utilizamos una ecuacion de estado de un gas ideal para evolucionar nuestro sistema
debido a que la ecuaciéon de estado politropica no puede violar la condicion de isentropia
y, en consecuencia, no es capaz de desarrollar choques genuinos, lo que puede afectar
durante la evolucion a los métodos numéricos con los que se solucionan las ecuaciones,
los cuales estan basado en la solucién de este tipo de problemas. Por otro lado, cuando
no existen choques, existe una equivalencia entre la ecuacién de estado politrépica y la
ecuacion de estado para un gas ideal, como es el caso cuando la evolucién del sistema
se ha estacionado.

Partimos de condiciones iniciales constantes de las variables primitivas sobre todo nues-
tro dominio, que se escogen tomando el valor de la solucién de Michel en la frontera
de 7,4, de nuestro sistema. Estas condiciones iniciales pueden verse en color verde en
la Figura 5.1} La solucién exacta que se utilizé para tomar los valores de la frontera se
encuentra con los pardmetros criticos (p, = 0.1/M?, 1. = 100M) mostrada en la Figura
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(4.1), vy nuestro sistema debera converger a esta misma solucién si el cédigo funciona

adecuadamente.

—_—t=0
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— t=t f -0.08

— t=0
—— Evolucién
— t=t f

1.040

1.035

20

50

60

70

—_—t=0
—— Evolucién
— t=t f

—_—t=0
—— Evolucién
— t=t f

1.030

1.025

1.020

1.015

1.010

1.005

1.000

Figura 5.1: Densidad de materia, velocidad radial, factor de Lorentz y presion, donde se
recupera la solucién de Michel con pardmetros (p. = 0.1/M? r. = 100M). En verde se
muestran las condiciones iniciales, en azul las variables durante la evolucion y en rojo
el ultimo paso temporal guardado con ¢y = 1000 .

Se realizaron dos simulaciones que recuperan el mismo perfil. La primera se realizé
en un dominio numérico de tamano NN, x Ny x Ny = 80 x 60 x 31 y la segunda de
N, x Ng x Ng = 160 x 60 x 31, ambas con un factor de Courant Ccpy, = 0.4, en un
dominio fisico definido entre r,,;, = 1.2M v 70 = 90M. Debido a que las condiciones
iniciales son esféricamente simétricas, al igual que el espacio-tiempo en el que se esta
resolviendo, el tinico parametro importante de la malla en este caso es el nimero de
celdas en la direccion radial N,. Se resuelve en un dominio tridimensional para poder
determinar si el sistema permanece con la simetria original del problema.

En la Figura [5.1] se muestra la evolucién partiendo de condiciones iniciales constantes
para la simulacion con el dominio numérico de menor tamano. Las lineas azules son
las variables primitivas cada 100 iteraciones, lo que corresponde a un salto temporal
entre instantdneas de At = 13.12M. Podemos observar como la evolucion se estabiliza
en torno a un perfil atractor, especialmente obvio en el caso de la densidad de materia
y la presién.
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Figura 5.2: Norma del error porcentual medido respecto a p para la solucién de Michel
usando N, =40 y N, = 80.

Debido a que conocemos la solucién exacta, podemos medir el error relativo de la
simulacion. En la Figura se muestra la norma del error porcentual medido respecto
a la densidad de materia p como funcién del tiempo para los dos casos con diferente
resolucion numérica. Notamos que llegamos a un error porcentual menor al 2% para
la primera simulacién y un error menor al 1% para la segunda, por lo que podemos
afirmar que se recupera la solucién exacta y, ademas, la solucién converge en un factor
entre 1-2, lo cual es lo esperado para los métodos numéricos empleados y las condiciones
iniciales utilizadas.

5.1.2 Kerr

No se ha encontrado una solucion analitica general para la acrecién esférica de un
fluido ideal en torno a un agujero negro de Kerr. Sin embargo, se han encontrado
numéricamente soluciones en equilibrio para este problema, como se mostré en .
Estas soluciones, ademas de ser estacionarias, muestran un comportamiento atractor,
definiendo su dindmica unicamente por las condiciones de frontera y las ecuaciones
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a resolver. Esto es posible de demostrar realizando dos simulaciones con diferentes
condiciones iniciales, pero con el mismo comportamiento en la frontera 7,,4,.

En este caso, las dos simulaciones se realizaron en un dominio numérico de tamano
N, x Ny x Ny = 160 x 60 x 31 con una constante de Courant Cep;, = 0.4, en un
dominio fisico delimitado por 7, = 1.2M ¥ Ty = 90M. Las primeras condiciones
iniciales se basan en tomar el perfil completo de la solucion de Michel con parametros
criticos (p. = 0.1/M? r, = 100M) y las segundas en tomar tnicamente el valor de la
frontera de la misma solucion.

Para verificar que la soluciéon converge a la misma distribucion se utiliza la tasa de
acrecién M, ya que, aunque esta cantidad se mide en una regién especifica del dominio,
depende de las velocidades v’ y la densidad de materia p. Asi, esta cantidad es lo
suficientemente sensible a cambios en la distribucién, resultando en un buen indicador
para medir la similitud entre las distribuciones finales. En la Figura se muestra M
para las simulaciones propuestas, donde se observa que la tasa de acrecion se estabiliza
en ambos casos para un valor de 0.8M,,, donde M,, es la tasa de acrecién de Michel
con la que se configuraron las condiciones iniciales. Ademads, el tiempo de relajacién del
sistema resulta mayor en el caso de las condiciones iniciales constantes.

1.0

—— C.I. constantes
0.9 1 —— C.I. Michel

0.8 A

0.7 1

0.6 1

0.5 1

M/M,,

0.4

0.3 1

0.2 A

0.1 A

0.0

0 150 300 450 600 750 900

Figura 5.3: Tasa de acrecién para el caso hidrodindmico con parametro de rotacién
a = 0.9999 normalizada con la tasa de acrecién de la soluciéon de Michel que se usé
como condiciones iniciales M,, = —888.577 /M medida en el detector de radio rq = 2M,
en color rojo cuando utilizamos la soluciéon completa y en color azul cuando copiamos
las variables en la frontera de la solucién completa sobre todo el dominio.
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Para poder analizar los efectos de evoluciéon de la acrecion esférica sobre un espacio-
tiempo axialmente simétrico se realizo una tercera simulaciéon con idénticas especifica-
ciones numéricas a las ya descritas, usando condiciones iniciales constantes pero con un
parametro de espin de a = 0.5, asi serd posible comparar los efectos de aumentar dicho
parametro. Una de las primeras diferencias que podemos notar en contraste con el caso
en un espacio-tiempo de Schwarzschild es que existe una componente de la velocidad
en la direccion de ¢ en el sentido de rotacion del agujero negro, debido al efecto de
Frame Dragging. Esto se puede observar en la Figura , donde se calcula v" y v¢
en una esfera de radio r4 = 2M. Como muestra , este efecto es proporcional al
parametro de espin, confirmandose esta relacién en la grafica para v?. En la misma
figura podemos observar que existe un aumento en el promedio de la velocidad
radial ©" respecto al promedio para la solucion de Michel en este mismo punto, que es
de " = —0.1846.
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— a=0.99999 0.00 — a=0.99999

— a=05 — a=0.5

00737 ~0.011

-0.100 1 —0.021
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-0.1751 —0.051

~0.200 1 —0.06

-0.07 4
—0.2251
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Figura 5.4: Promedio de v" y v® medido en el detector ry = 2M para los casos hidro-
dinamicos en el espacio-tiempo de Kerr con parametros de espin a = 0.9999 y a = 0.5
usando condiciones iniciales constantes.

En las Figuras y se muestra que la tasa de acrecion se diferencia de la tasa de
acrecion de Michel, siendo estas menores cuando se evolucionan en el espacio-tiempo
de Kerr. Especificamente, para a = 0.9999 se estabiliza en torno a M = 0.8M,, y
para a = 0.5 en M = 0.85M,,. La razén de este decrecimiento es la aparicién de la
componente v®. Esto hace que el fluido que originalmente se encuentra entrando en
el dominio esféricamente comience a rotar, lo que genera una distorsiéon en las lineas
de corriente, como se observa en las Figuras y .71 Cabe aclarar que la velocidad
angular que se induce no es lo suficientemente alta para generar orbitas, pero si lo
suficiente para ocasionar un retraso en la entrada de materia al agujero negro.
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Figura 5.5: Tasa de acrecion para los casos hidrodinamicos en el espacio-tiempo de Kerr
con parametros de espin a = 0.9999 y a = 0.5.
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Figura 5.6: Corte ecuatorial de |v| en los casos hidrodindmicos en el espacio-tiempo de
Kerr a la izquierda con parametro de espin a = 0.9999 y a la derecha a = 0.5. En negro
se muestran las lineas de corriente que pasan por una circunferencia de radio 10M.
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Figura 5.7: Lineas de corriente para los casos hidrodindmicos en el espacio-tiempo de
Kerr a la izquierda con pardmetro de espin a = 0.9999 y a la derecha a = 0.5. En ambos
casos las lineas de corriente pasan por las circunferencias de radio 10M en 6 = 7/2 y

¢ =0.

La velocidad angular no se induce uniformemente en todo el espacio. En el plano ecua-
torial @ = /2 es la zona del espacio donde es mayor, mientras que en el eje polar dicha
velocidad se anula. En consecuencia, cerca de los polos la materia entra ” directamente”,
teniendo una menor densidad de materia en esta zona, mientras que cerca del ecuador
la materia rota con mayor intensidad, teniendo una mayor densidad de materia. En la
Figura 5.8 se muestra un corte en el plano XZ para p, las isosuperficies muestran este

efecto de achatamiento generando elipses, teniendo una mayor excentricidad cuando
a = 0.9999.
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Figura 5.8: Corte sagital de p en los casos hidrodinamicos en el espacio tiempo de Kerr
a la izquierda con parametro de espin a = 0.9999 y a la derecha a = 0.5. En negro se
muestra las isosuperficies de esta misma cantidad.
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Para asegurar que los métodos numéricos estan funcionando correctamente, se realizé
una prueba de autoconvergencia para a = 0.9999 en M. Debido a que el problema es
axialmente simétrico, calculamos la solucion con resolucion N, x Ny = 80 x 60, asi
M1 = Moo + & (Ary, A8)" donde M, es la solucién en el limite del continuo y € es el
error absoluto de la solucion y n es el factor de autoconvergencia. Después se calculan las
soluciones con N, x Ny = 120x90 y N, x Ny = 180x 135, entonces para estas resoluciones
tendremos que M2 = Moo + 1/1.5" (Ar;, AG)" y M3 = Moo + 1/1.5%" (Ar;, AG)".
Entonces, podemos calcular el factor de autoconvergencia como:

N -

150 = 21”72 (5.8)
Ny — M

En la Figura [5.9| se muestra el factor de autoconvergencia en el caso descrito. Aqui
podemos determinar que los métodos utilizados para resolver el sistema de EDP’s con-
vergen durante la evolucién y permanecen dentro del rango indicado por el orden del
método.
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Figura 5.9: Factor de autoconvergencia para la solucién hidrodindamica en el espacio-
tiempo de Kerr con a = 0.9999.
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SECCION 5.2

Acreccion esférica magnetizada

Se presentan dos escenenarios de evolucion para la acrecion esférica en el espacio-
tiempo de Kerr con un campo magnético incial paralelo al eje de rotacién de intensidad
By = 0.001/M, una con rotacién progrado y pardmetro de espin a = 0.5, la otra con
rotacion retrograda y parametro de espin a = —0.5. Debido a que no existen diferencias
sustanciales en las variables escalares ni en el campo magnético resultante, las figu-
ras presentaras para estas son validas para ambos casos a menos de que se indique lo
contrario.

Se escogié un dominio numérico de N, x Ny x N4y = 160 x 80 x 41, en un dominio
fisico delimitado por 7, = 1.5M v 7pee = 1000M . El dominio es notablemente mayor
cuando anadimos un campo magnético, la razén es que se busca que en la frontera
dicho campo siga constante y paralelo al eje de rotacién, en un dominio numérico
relativamente pequeno como era el caso de las simulaciones hidrodinamicas no es posible
cumplir con esta imposicién, ocasionando errores en el cdlculo de los flujos numéricos en
la frontera externa (de flujo entrante). Otra diferencia importante en la configuracién
numérica es que el factor de Courant se fija en Copp, = 0.25, debido a que los eigenvalores
de las ondas magnetosénicas en la ergosfera aumenta en relaciéon a la magnitud de las
ondas sénicas en esta misma zona, asi para asegurar la estabibilidad del método se
reduce este factor. Debido al aumento del tamano del dominio las condiciones iniciales
para las variables hidrodindmicas se fijan con los parametros criticos de la solucion de
Michel (p. = 0.1/M,r. = 100M), asi nos aseguramos de que la frontera r,,,, siga dentro
del radio de acrecion.

Estos escenarios permanecen en el régimen denominado SANE (Standard and Normal
FEvolution) por sus siglas en inglés, debido a que el fluyjo magnético en el horizonte
de eventos ®, es menor a 50 en cualquier punto de la evoluciéon, como se muestra
en la figura [5.10] En este régimen no existe una influencia significativa del campo
magnético, los flujos son mas estables y la dindmica estd dominada prinicipalmente por
la distorcion del espacio-tiempo y la presién térmica del plasma. Otra forma de saber
que nos encontramos en esté régimen es a través del factor 5 del plasma, definido como:
B = p/Pmag = 2p/b?, se muestra en la tercer grafica de la Figura que > lenla
mayor parte del dominio, como esperemos en este tipo de simulaciones.
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Figura 5.10: Flujo magnético ® medido en el detector de radio ry = 2M como funcién
del tiempo, para los casos con parametro de espin a = £0.5 y a = 0.

Como ya se mencioné la hidrodinamica rige este sistema, en consecuencia la densidad
de materia, velocidades y tasa de acrecién no difere de forma cualitativa de lo descrito
en [5.1.2. Como primer punto podemos ver como existe una disminucion en la tasa de
acrecion proporcionalmente al aumento del parametro de espin a, como se muestra en
la Figura [5.11] Cuando estamos no existe el campo magnético se determina si se ha
llegado a un estado estacionario con M y o, en este nuevo escenario tenemos que veri-
ficar ademas que el campo magnético no esta cambiando, esto lo podemos determinar
visualmente calculando las lineas de campo y cuantitativamente con el flujo magnético
® y la tasa de acrecion de carga Q. En los casos presentados, se puede diagnosticar que
la simulacién se ha estacionado como lo muestran las Figuras [5.10] [5.11], [5.13] y [5.16]




Acreccién esférica magnetizada 59

1.00 A
0.98 A
0.96 A

= 0.94

=

M

0.92 A

0.90 -

0.88

0 100 200 300 400 500 600 700

Figura 5.11: Taza de acrecién de materia M medido en el detector de radio rqy = 2M
normalizada con la taza de acrecién de Michel M,, = —888.577 /M en azul para los casos
con a = 0.5 y en rojo para el caso con a = 0, los tres casos con un campo magnético
inicial paralelo al eje polar y constante, con intensidad inicial de By = 0.001/M.

Cuando comparamos sin campo magnético y con campo magnético, podemos encontrar
algunas diferencias en la distribucion final, existe una mayor densidad de materia dentro
de la ergosfera como puede verse comparando la segunda grafica de |5.12] y la Figura
5.8 Este aumento puede ser explicado por la reduccion en la velocidad radial, medido
con el promedio 9", producto de la redirecciéon del plasma por las fuerzas de Lorentz
generadas por el campo magnético.
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Figura 5.12: Corte sagital y ecuatorial de la densidad de materia p cuando la simulacion
con pardametros a = 0.5 y By = 0.001/M se ha estacionado al tiempo t = 700M , en
negro isosuperficies de p.

La velocidad angular cambia de direcciéon al invertir al cambiar el signo del pardmetro
de espin, sin embargo la fuerza de Lorenntz no es lo suficientemente intensa para in-
ducir una velocidad significativa en la direcciéon ¢ cuando a = 0 ni para modificar el
comportamiento de 9" cuando a = 0.5, en la Figura [5.13| se muestra este comporta-
miento. En realidad el campo magnético parece disminuir la velocidad del plasma en
todas direcciones pero manteniendo la misma distribucién de velocidades, como puede
notarse en la Figura
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Figura 5.13: Promedio de v" y v* medido en el detector ry = 2M para la evolucién de la
acrecion esférica con un campo magnético constante paralelo al eje polar en el espacio
tiempo de Kerr con parametro de espin a = +0.5 y 0.
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Figura 5.14: A la izquierda las lineas de corriente en el plano ecuatorial, a la derecha
las lineas de corriente que parten de dos circunferencias de radio 10M en ¢ = 0y
6 = m/2, en ambos casos el mapa de color muestra la norma de la velocidad |v].
Estas representaciones estan en el tiempo t = 700M cuando la simulaciones se han
estacionado.

En la MHD asume que el plasma es eléctricamente neutro de forma global, es decir estan
presentes aproximadamente la misma cantidad de iones y electrones, sin embargo no se
desprecian las variaciones locales de carga dentro del plasma, como expresa claramente
la ley de Ohm utilizada para derivar las ecuaciones de evolucion . Por otro lado la
condiciéon de la MHD ideal desaparece los campos eléctricos medidos por un observador
comovil, esto elimina la necesidad de considerar campos eléctricos que no sean los
inducidos por el movimiento del plasma a través del campo magnético, entonces no
deberian existir zonas en la escala del dominio donde se acumule carga.

Se dedujo una formula para poder calcular la tasa de acrecién de carga en una superficie
esférica , el radio de dicha superficie sobre la que se ha integrado de ry = 2M, que
corresponde al radio del horizonte de eventos de un hoyo negro de Schwarzschild y a una
superficie que rodea la ergosuperficie en el caso de un hoyo negro de Kerr, dado que la
velocidad angular no es lo suficientemente grande como para generar érbitas podemos
estar seguros que el plasma que pase por dicha superficie no saldra, como lo muestran
las lineas de corriente en [5.14l

De la misma forma en que se mostré en la seccién anterior que la solucion es atractora, se
muestra que las soluciones para la nueva configuraciéon con campo magnético muestran
un comportamiento atractor. Con la misma configuracién numérica descrita al comienzo
de la seccion, se llevaron acabo dos simulaciones con diferentes condiciones iniciales pero
las mismas condiciones de frontera, en la Figura [5.15| se muestra la taza de acrecion
para ambas simualaciones como funcion del tiempo y como ambas tienden al mismo
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valor. Como puede notarse cuando tenemos condiciones iniciales constantes, el tiempo
de relajacién es mucho mayor que si utilizamos la distribuciéon de la soluciéon de Michel,
por lo que se ha optado por esta segunda opcién para el desarrollo de este trabajo.
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Figura 5.15: Tasa de acrecion para el caso MHD en el espacio-tiempo de Kerr con
pardmetro de espin a = 0.5 y magnitud del campo magnético inicial By = 0.001/M
normalizada con la tasa de acrecion de la solucién de Michel que se usé como conidicio-
nes inciales M,, = —888.577/M medida en el detector de radio 74 = 2M medida en el
detector de radio r; = 2M, en color rojo cuando utilizamos la soluciéon completa y en
color azul cuando copiamos las variables en la frontera de la solucion completa sobre
todo el dominio.

Cuando evolucionamos el problema de la acrecion esférica de un plasma en el espacio-
tiempo de Schwarzschild no se detecta una acrecion preferencial de carga, aunque existen
pequenas oscilaciones en la tasa de acrecion de carga la magnitud de dichas oscilaciones
son pequenas en relacion de la magnitud del campo magnético y al ser integrada para
obtener una carga neta recae dentro del error numérico. Por otro lado en el espacio-
tiempo de Kerr la velocidad angular genera una fuerza de Lorentz que repele las cargas
negativas cuando el hoyo negro gira en sentido horario y viceversa en el sentido antiho-
rario, como puede verse en la Figura [5.16]
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Figura 5.16: Taza de acrecién de carga () para las simulaciones con pardmetro de espin
a=0.5, —0.5y0.

Una buena aproximacion para el campo magnético a tiempos cortos de la simulacion
puede realizarse con el campo magnético de Wald, descrito en la seccién[£.2] Los campos
resultantes de la simulacion del plasma tienden las mismas caracteristicas que el campo
magnético de Wald, son asintéticamente constantes y paralelos al eje de rotacion, no
singulares en el horizonte de eventos o su exterior y en cada momento de la evolucién el
campo es axialmente simétrico. Podemos integrar la tasa de acrecién de carga () hasta
un tiempo dado para obtener una carga neta acretada y asi calcular el campo magnético

con las ecuaciones ([4.36))-(4.38)) para poder comparar con la evolucién del plasma.

Una de las predicciones de [35] es que un hoyo negro de Kerr se cargard hasta alcanzar
una carga neta de gy = 2aBy por la inyeccion de energia de un plasma alrededor de
este hoyo negro. Sin embargo en las simulaciones dessarrolladas en este trabajo la tasa
de acrecion de carga no decrece, de hecho se estaciona en un valor diferente de cero en
conjunto con los demas parametros de monitoreo. El hoyo negro ya ha acretado la carga
critica gg a un tiempo de t = 2.34M, en la Figura podemos observar que existen
similitudes para el campo magnético de Wald con a = 0.5, ¢ = 2aBy y By = 0.001/M
y el campo magnético de la simulacién con a = 0.5 y magnitud del campo magnético
inicial de By = 0.001/M.
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Figura 5.17: A la izquierda el campo magnético de Wald para un hoyo negro de Kerr-
Newman con pardametro de espin a = 0.5 y carga ¢ = 2aBy donde By = 0.001/M es
la intensidad del campo magnético. A la derecha el campo magnético de la acrecién
esférica para el caso con a = 0.5y By = 0.001/M al tiempo t = 2.34M donde se ha
acretado una carga de 2aBj.

No podemos esperar que el campo magnético de Wald sea idéntico a nuestro campo
magnético debido a que el primero es una soluciéon de las ecuaciones de Maxwell en el
vacio para un espacio-tiempo axialmente simétrico, mientras que en nuestras simulacio-
nes el campo magnético se ve influenciado por el movimiento del plasma de acuerdo a
la ecuacion de induccion y no a los efectos de una carga intrinseca del espacio-tiempo.
Por otro lado, antes de que se haya alcanzado la carga critica ambos campos parecen
mantener una estrecha relacién, como puede verse en la Figura [5.18 que corresponde al
campo magnético de Wald con a = 0.5, ¢ = aBy y By = 0.001/M y la simulacién con
a=0.5y By =0.001/M al tiempo t = 1.317M cuando se a acretado esa misma carga.
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Figura 5.18: A la izquierda el campo magnético de Wald para un hoyo negro de Kerr-
Newman con pardmetro de espin a = 0.5 y carga ¢ = aBy donde By = 0.001/M es
la intensidad del campo magnético. A la derecha el campo magnético de la acrecién
esférica para el caso con a = 0.5y By = 0.001/M al tiempo ¢ = 1.3171M donde se ha
acretado una carga de aBj.

En la Figura se encuentra el campo magnético, la presién magnética py,q, , 5 del
plasma y la magnetizacién o, una vez que la simulacién se ha estacionado en apro-
ximadamente ¢ = 700M. El campo magnético final se ha diferenciado notablemente
del campo magnético de Wald, en el plano ecuatorial se genera una zona de baja pre-
sién magnética teniendo asi maximos 8 ~ 5 x 10'°, por lo que la influencia del campo
magnético en esta zona es esencialmente nula, a excepcion de la ergosfera y el interior
del horizonte de eventos, donde se incluso existe una region donde S < 1, marcado
en verde en la tercer grafica de La magnetizacién de un plasma se define como
o = b*/p nos permite determinar que el campo magnético es pasivo en la mayor parte
del dominio, sin embargo alrededor del eje polar podemos encontrar una zona de alta
magnetizacion.
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Figura 5.19: En un corte sagital cuando la simulaciéon con pardmetros a = 0.5y By =
0.001/M se ha estacionado al tiempo ¢t = 7T00M, de izquierda a derecha y de arriba a
abajo se muestra el campo magnético con el mapa de color indicando la magnitud del
campo; presién magnética py,qq; 5 del plasma; y magnetizacion o.

Una forma para determinar si las ecuaciones se estan resolviendo de forma adecuada es si
cumplen con la ecuacién de constriccion , para verificar que la ecuacién se cumple
de forma aproximada es calcular la divergencia del campo magnético y posteriormente
calcular el promedio de dicho calculo sobre todo el espacio a cada paso temporal, como:

en la Figura

.20

Tmax

—

TR d 2T [T - BaAdrddde

Jome fo27T Jo ayAdrdods
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(5.9)

se encuentra V - B como funcion del tiempo para los tres casos de

acrecion esférica magnetizada, el promedio de la divergencia permanece dentro del error
numérico para los tres casos siendo menor de 1071% en todo momento de la evolucién.
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Figura 5.20: V - B promediada en el espacio como funcién del tiempo para las simula-
ciones con parametro de espin a = 0.5, —0.5 y 0.

Es necesario recalcar que las ecuaciones que se han resuelto son las de la GRMHD
ideal y no se resuelven simultaneamente las ecuaciones de Einstein, por lo que la carga
acretada no esta modificando el espacio-tiempo y la condicion de que el plasma es ideal
impide generar campos eléctricos que atraigan cargas de signos opuestos dentro del
horizonte de eventos. Por lo que las soluciones presentadas aqui, aunque consistentes y
con errores dentro de las fluctuaciones numéricas, el problema fisico presentado no es
un escenario realista

@ depende primordialmente de la componente de u® medida en un marco de referencia
Eulerino y dicha velocidad es inducida por el efecto de “frame dragging” en el espacio-
tiempo de Kerr, por lo que @ no se limita a la regiéon més cercana al horizonte de eventos,
en realidad el plasma tendria un gradiente de carga tendiendo a ser eléctricamente
neutro cuando r tiende a infinito. La fuerza eléctrica generada por el desbalance de
carga podria ser tratado de forma adecuada saliendo del paradigma de las simulaciones
astrofisicas de plasmas al incluir la presencia de campos eléctricos medidos desde el
marco de referencia del plasma.
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Capitulo

Conclusiones

Se desarrolld un cédigo que resuelve las ecuaciones de la GRMHD para estudiar la
dindmica de un plasma alrededor de un hoyo negro. Las estrategias de discretizacion del
dominio y la paralelizacion con la libreria MPI permiten que cada simulacién requiera
una cantidad moderada de recursos computacionales, con un promedio de 2000 horas
CPU para los casos de mayor resoluciéon. Este tiempo de ejecucién representa una
mejora significativa en comparacion con el uso de programas que emplean coordenadas
de Kerr-Schild cartesianas. Bajo circunstancias similares, el cédigo Cactus requiere al
menos 10000 horas CPU, como se demostré en [36].

El objetivo principal del desarrollo del cédigo ha sido analizar la evoluciéon de un plas-
ma que entra radialmente en el dominio, con densidad y velocidad constantes, siendo
acretado por un agujero negro de Kerr y afectado por un campo magnético constante
y paralelo al eje de rotacion. Los resultados muestran que el cédigo desarrollado puede
reproducir la solucién de Michel con un error menor al 1%. Ademés, encuentra una
solucién para la acrecion de un fluido ideal en un agujero negro de Kerr que autocon-
verge, y proporciona una solucion para el caso general con campo magnético pasivo que
es consistente con el caso hidrodindmico en el agujero negro de Kerr, cumpliendo con
la restriccion de la divergencia del campo magnético.

Se identificaron soluciones estacionarias para la acrecion esférica con un campo magnéti-
co en el régimen SANE. En este régimen, el campo magnético no afecta significativamen-
te la dinamica del plasma, mostrando pequenas desviaciones de la solucién estacionaria
sin campo magnético. Ademas, la comparacién de soluciones obtenidas con diferentes
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condiciones iniciales revela que la distribucion final es la misma, indicando un com-
portamiento de atractor. En tiempos cortos de evolucién, el campo magnético puede
aproximarse al campo de Wald para un agujero negro de Kerr-Newman.

Se verifica la hip6tesis presentada en [35] de que un plasma circundante a un agujero
negro de Kerr acreta selectivamente cargas positivas si la rotacion es prograda y cargas
negativas si la rotacion es retrograda. Sin embargo, bajo las condiciones de idealidad del
plasma y considerando al plasma como un fluido de prueba, la carga acretada excede
la carga critica predicha en el mismo articulo. Para ilustrar los escenarios planteados
consideramos un hoyo negro con una masa M =~ 4.1 x 10°M, similar a la del hoyo
negro en el centro de nuestra galaxia, utilizando las conversiones presentadas en el
apéndice la tasa de acrecién para el estado estacionario es de M ~ 35.1963 M/ s,
acretando la masa M en aproximadamente 32.35 horas, mientras que la carga critica
go ~ 1.469 x 10%6C es acretada en un tiempo de 47.251s. Por lo que tanto la masa como
la carga acretada modificarian de forma importante al espacio-tiempo.

Estos resultados sugieren que el paradigma actual de la GRMHD ideal presenta limita-
ciones, especialmente en el espacio-tiempo de Kerr. La exclusién de efectos de resistivi-
dad y la evolucién del espacio-tiempo pueden causar discrepancias significativas debido
a la acumulacién de carga. Modelos méas complejos que resuelvan simultaneamente las
ecuaciones de Einstein pueden ofrecer una descripciéon mas precisa del comportamiento
del plasma. Este estudio proporciona una valiosa comprensién de la dindmica de la
acrecion de plasma en el espacio-tiempo de Kerr y sienta las bases para futuras investi-
gaciones y el desarrollo de modelos mas precisos que puedan abordar estas limitaciones
y mejorar nuestra comprension de la acreciéon de plasmas.
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Apéndice

En los célculos realizados se utilizaron unidades geométricas, donde G = ¢ = 1, lo que
implica que las coordenadas temporal y espacial estan escritos en términos de M, que se
utilia para escalar las unidades para un sistema en particular. Para poder comparar los
resultados con observaciones es 1til escribir explicitamente las conversiones necesarias
para pasar de unidades geométricas a unidades cgs-Gaussianas siguiendo [37]. Aqui r es
una longitud genérica, ¢ el tiempo, m la masa, v una velocidad genérica, p la densidad
de materia en reposo, M es la tasa de acrecién y G magnitud del campo magnético.

M
Tegs = 1.47651 x 10° (-) T geo (A1)
g M@ geo,
M
tegs = 4.92513 x 107° (%) tgeos (A.2)
. M
Megs = 1.9884 x 10* (V) Moo, (A.3)
©
Vegs = 2.99792458 x 10", (A.4)
M 2
Pegs = 6.17714" (W@) Pgeo; (A.5)
) M. )
My, = 2.030 x 10° (ﬁ) Myeo, (A.6)

M
G = 4414 x 10" (W@) G yeo (A7)
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M\ 32
Qegs = 5.304 x 10%® <—) geo- (A.8)
Mq

Los subindices representan al valor en el sistema de unidades, cgs para el sistema de
unidades cgs-Gaussianas y geo para el sistema de unidades geométricas, aunque el
resultado utilizar el factor de conversion para la tasa de acrecion no esta en el sistema
cgs va que las unidades serian M /s se mantiene este indice por simplicidad. M esté

dado en masas solares M, en los resultados de este trabajo la masa del hoyo negro se
fij6 en M = 4.1 x 105M,.
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