
Universidad Michoacana de San Nicolás de
Hidalgo

Instituto de F́ısica y Matemáticas
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Resumen. La tesis investiga la solución atractora de un plasma en acreción alrede-
dor de un agujero negro de Kerr. Se desarrolla un código numérico para resolver las
ecuaciones de la Magnetohidrodinámica Relativista General (GRMHD) en un espacio-
tiempo de Kerr fijo. El objetivo es estudiar la evolución y estabilidad de un plasma que
entra radialmente en el dominio con densidad y velocidad constantes en la frontera. Se
implementan métodos numéricos avanzados para resolver las ecuaciones y se utilizan
herramientas de diagnóstico para evaluar la solución obtenida. Los resultados mejoran
la comprensión de la dinámica del plasma en entornos relativistas.

Abstract. The thesis investigates the attractor solution of a plasma accreting around a
Kerr black hole. A numerical code is developed to solve the equations of General Relati-
vistic Magnetohydrodynamics (GRMHD) in a fixed Kerr spacetime. The aim is to study
the evolution and stability of a plasma entering radially into the domain with constant
density and velocity at the boundary. Advanced numerical methods are implemented
to solve the equations, and diagnostic tools are used to evaluate the obtained solution.
The results enhance the understanding of plasma dynamics in relativistic environments.

Palabras clave: GRMHD, Kerr, Acreción, Plasma, Relatividad
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Caṕıtulo1
Introducción

La astrof́ısica moderna enfrenta el desaf́ıo de entender los procesos de acreción en ob-
jetos compactos como los agujeros negros y las estrellas de neutrones. Estos procesos
son esenciales para explicar la formación y evolución de estructuras de plasma, aśı co-
mo la emisión de radiación en los núcleos galácticos activos. Un área particularmente
interesante es la acreción de plasma en torno a un hoyo negro, debido a la complejidad
de las interacciones entre el plasma, el espacio-tiempo y los campos magnéticos.

El trabajo fundacional en la acreción en objetos compactos es el de Bondi [1], que pre-
senta una solución anaĺıtica para un flujo estacionario esféricamente simétrico de gas
en un potencial Newtoniano puntual. La generalización de este problema al régimen re-
lativista para un agujero negro de Schwarzschild se logra con la solución semi-anaĺıtica
de Michel [2]. En décadas recientes, se ha reestudiado el problema añadiendo elemen-
tos f́ısicos, como el uso de un hoyo negro de Kerr [3], la consideración de un fluido
autogravitante resolviendo las ecuaciones de Euler acopladas a las de Einstein con una
aproximación anaĺıtica [4] o mediante soluciones numéricas [5], aśı como la inclusión de
un campo magnético externo [6].

La magnetohidrodinámica relativista general (GRMHD, por sus siglas en inglés) se ha
establecido como la herramienta teórica fundamental para describir el comportamiento
de un plasma sometido a efectos gravitacionales y magnéticos. El estándar en este campo
es suponer un plasma de electrones-protones totalmente ionizado con una conductividad
eléctrica infinita. Las soluciones anaĺıticas o semi-anaĺıticas de este sistema son escasas
y, en su mayoŕıa, limitadas al régimen hidrodinámico, lo que hace que las simulaciones
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numéricas sean esenciales para estudiar la evolución temporal, identificar patrones y
evaluar la estabilidad de las soluciones.

Existen varios códigos que resuelven las ecuaciones de la GRMHD ideal en un espacio-
tiempo de prueba, tales como BHAC [7], Cactus [8], Athena++ [9], KORAL [10] y
HARM [11]. Estos códigos han sido probados y comparados para su uso en la colabo-
ración del Event Horizon Telescope (EHT) [12]. La decisión de desarrollar un nuevo
código radica en la independencia que proporciona la capacidad de modificar los méto-
dos numéricos empleados, añadir herramientas de diagnóstico, utilizar las coordenadas
más adecuadas para el problema y diseñar una paralelización que se ajuste a las reso-
luciones utilizadas.

Para este trabajo, se desarrolló un código que resuelve las ecuaciones, usando coor-
denadas esféricas, el esquema de volúmenes finitos con el solucionador de Riemann
incompleto HLLE, un reconstructor lineal y el método de Runge-Kutta de tercer orden
para la evolución temporal del sistema en una malla exponencialmente espaciada en la
dirección radial. El espacio-tiempo se describe en coordenadas de Kerr-Schild, que son
penetrantes en el horizonte, y las ecuaciones se formulan bajo la descomposición 3+1.
La elección de estas técnicas permite una mayor precisión y eficiencia en la simulación
de la dinámica del plasma en entornos relativistas.

El objetivo principal de este estudio es analizar la evolución de un plasma que entra
radialmente en el dominio con densidad y velocidad constantes en la frontera, siendo
acretado por un hoyo negro de Kerr y cuya dinámica es alterada por la presencia de
un campo magnético inicial constante y paralelo al eje de rotación. Esta configuración
está diseñada para profundizar en la dinámica de la acreción del plasma y evaluar el
impacto de la rotación del agujero negro y la intensidad del campo magnético. Además,
las herramientas de diagnóstico se han diseñado para entender las desviaciones del
sistema respecto al caso sin rotación ni campo magnético, aśı como para determinar si
la solución alcanza un estado estacionario.

Se explora el caso conocido de la solución de Michel para verificar que el código repro-
duzca dicha solución, medir el error y verificar el factor de convergencia. Posteriormente,
con la misma configuración, se analiza la acreción en torno a un agujero negro de Kerr
sin campo magnético, examinando las caracteŕısticas del estado estacionario y realizan-
do una prueba de autoconvergencia.

Los resultados de este estudio pueden tener un impacto significativo en varias áreas de
la astrof́ısica. Por un lado, la validación y mejora de los modelos teóricos de acreción
pueden contribuir a una mejor interpretación de los datos observacionales de sistemas
astrof́ısicos reales, como los obtenidos por el Event Horizon Telescope. Además, una
comprensión más detallada de la dinámica del plasma en entornos relativistas podŕıa
informar futuras investigaciones sobre fenómenos de alta enerǵıa, como los jets relati-
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vistas y las explosiones de rayos gamma.

El trabajo está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 2 se construyen las
ecuaciones de la GRMHD ideal y se describe el espacio-tiempo de Kerr y las coorde-
nadas utilizadas. En el caṕıtulo 3 se ilustran los métodos utilizados para resolver las
ecuaciones, se describe la malla utilizada y las condiciones de frontera. En el caṕıtulo
4 se describen las condiciones iniciales para las variables hidrodinámicas y el campo
magnético. En el caṕıtulo 5 se presentan los resultados y las pruebas de convergencia.
Finalmente, en el caṕıtulo 6 se exponen las conclusiones y las perspectivas futuras.
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Caṕıtulo2
Magnetohidrodinámica en espacio-tiempos curvos

SECCIÓN 2.1

Dinámica del plasma

La construcción de las ecuaciones de la magnetohidrodinámica en un espacio-tiempo
(GRMHD) están basada en la descomposición 3 + 1 del espacio-tiempo, cuyo elemento
de ĺınea se escribe como [13], [14]

ds2 = −(α2 − βiβ
i)dt2 + 2βidx

idt+ γijdx
idxj, (2.1)

expĺıcitamente, los tensores de métrica son

gµν =

(
−α2 + βiβ

i βi

βj γij

)
, gµν =

(
−1/α2 βi/α2

βj/α2 γij − βiβj/α2

)
(2.2)

donde α es el lapso, βi el vector desplazamiento y γij es la 3-métrica de la hipersu-
perficie tipo espacio Σt de tiempo constante t con la que se folia el espacio-tiempo, en
forma general se considera que α, βi y γij se encuentran en función de las coordenadas
espaciales y temporal, sin embargo en este caso se busca resolver las ecuaciones de la
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MHD en un espacio-tiempo fijo, que no cambia en el tiempo, estando aśı en función
únicamente de las coordenadas espaciales.

El vector normal a Σt en cada punto del espacio-tiempo está dado por nµ = gµνnν donde
nν = (−α, 0, 0, 0). Con esta métrica podemos construir la 4-velocidad de un elemento
de fluido uµ = (u0, ui) con i = 1, 2, 3 en términos de las velocidades medidas por un
observador euleriano

u0 =
dt

dτ
=

W

α
=

1

α
√
1− vivi

, (2.3)

vi =
ui

u0
=

ui

W
+

βi

α
, (2.4)

siendo τ el tiempo propio, vi las componentes de la 3-velocidad del elemento del fluido
y W su factor de Lorentz, que podemos escribir con esta métrica como

W =
1√

1− vivi
=

1√
1− γijvivj

. (2.5)

La representación 3 + 1 de la MHD ideal se sigue del procedimiento presentado en [15]
y [16]. El campo electromagnético está descrito por el tensor de campo de Faraday F µν ,
que relaciona las componentes de campo eléctrico E y magnético B medidas desde el
observador con 4-velocidad nµ de la siguiente manera

F µν = nµEν − nνEµ − ηµνλδnλBδ, (2.6)

donde

ηµνλδ =
1√
−g

[µνλδ], (2.7)

se usó la siguiente notación g = det(gµν) y [µνλδ] el śımbolo de Levi-Civita totalmente
antisimétrico. Por otro lado el dual del tensor de campo electromagnético ∗F µν está
definido como

∗F µν =
1

2
ηµνλδFλδ. (2.8)

En términos del campo eléctrico y magnético medidos por el observador Euleriano sus
componentes se escriben como

∗F µν = nµBν − nνBµ+ ηµνλδnλEδ. (2.9)
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Las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en términos de estos dos tensores como [17]

∇∗
νF

µν = 0, (2.10)

∇νF
µν = J µ, (2.11)

donde ∇ν es la derivada covariante consistente con la métrica (2.1) y J µ es la 4-
corriente eléctrica. De acuerdo a la ley de Ohm podemos expresar la corriente eléctrica
de la siguiente manera

J µ = ρqu
µ + σF µνuν . (2.12)

Aqúı ρq es la densidad de carga eléctrica y σ la conductividad eléctrica. Es posible
simplificar las ecuaciones de Maxwell aplicando la condición de la MHD ideal, es decir,
tomando en cuenta que el fluido en cuestión es un conductor perfecto. El fluido tendrá
una conductividad infinita, y por ello el término σF µνuν debe desaparecer para man-
tener la corriente finita. Esto implica que el campo eléctrico medido por un observador
en reposo es cero, mientras que el observador con velocidad nµ mide las componentes
del campo E en función del campo magnético

Eµ = F µνnν =
1

W
ηµνλδuνuλBδ, (2.13)

de forma expĺıcita

E0 = 0, (2.14)

Ei = −αη0ijkvjBk, (2.15)

o en términos de los 3-vectores E⃗ = −v⃗× B⃗, donde el producto cruz es definido usando
el elemento de volumen inducido en un espacio puramente espacial, aśı para definir
este producto cruz en este espacio se utiliza la siguiente expresión como su tensor de
Levi-Civita αη0ijk. Utilizando la expresión de las componentes eléctricas y la elección
del observador Euleriano podemos reescribir (2.6) y (2.9) como

F µν = −ηµνλδuλbδ, (2.16)

∗F µν =
uµBν − uνBµ

W
, (2.17)

y podemos reducir (2.10), haciendo uso de (2.17), a la condición de divergencia libre del
campo magnético y la ecuación de inducción para la evolución del campo magnético

∂(
√
γBi)

∂xi
= 0, (2.18)

1
√
γ

∂

∂x0
(
√
γBi) =

1
√
γ

∂

∂xj

(√
γ[(αvi − βi)Bj − (αvj − βj)Bi]

)
, (2.19)

reescribiendo (2.18) y (2.19) usando los 3-vectores se tiene

∇⃗ · B⃗ = 0, (2.20)

1
√
γ

∂

∂t

(√
γB⃗
)

= ∇⃗ ×
[(

αv⃗ − β⃗
)
× B⃗

]
. (2.21)
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Una vez establecida la ecuación de evolución para el campo magnético en la MHD
ideal, debemos obtener las ecuaciones para la evolución de la materia. Estas ecuaciones
pueden obtenerse de la ecuación para la conservación de la masa en reposo del plasma
y la divergencia del tensor de enerǵıa-momento, que respectivamente son

∇µ(ρ0u
µ) = 0, (2.22)

∇νT
µν = 0, (2.23)

donde T µν es el tensor de enerǵıa-momento para un fluido en un campo magnético, se
obtiene sumando el tensor para el fluido, que asumimos perfecto y el tensor de enerǵıa-
momento del campo electromagnético

T µν = T µν
fluido + T µν

EM , (2.24)

expĺıcitamente el tensor de enerǵıa-momento para el fluido perfecto es

T µν
fluido = ρ0hu

µuν + pgµν , (2.25)

donde ρ0 es la densidad de masa en reposo del elemento de fluido, p su presión y h su
entalṕıa espećıfica, definida por h = 1+ ϵ+ p/ρ0, siendo ϵ la enerǵıa interna espećıfica.
Podemos obtener T µν

EM en función del tensor electromagnético F µν

T µν
EM = F µλF ν

λ − 1

4
gµνF λδFλδ, (2.26)

y usando (2.16) es posible reescribir (2.26) como

T µν
EM =

(
uµuν +

1

2
gµν
)
b2 − bµbν , (2.27)

donde bµ es el campo magnético medido desde un marco de referencia comóvil bµ =
uν

∗F µν con ∗F µν el dual del tensor de Faraday:

b0 =
WBivi

α
, (2.28)

bi =
Bi + αb0ui

W
=

Bi

W
+ b0(αvi − βi), (2.29)

bi =
Bi

W
+ αb0vi, (2.30)

b2 = bµbµ =
B2 + α2(b0)2

W 2
. (2.31)

Sumando (2.25) y (2.27), el tensor de enerǵıa momento total es

T µν = ρ0h
∗uµuν + p∗gµν − bµbν . (2.32)
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Aqúı p∗ es la suma de la presión hidrodinámica con la presión magnética p∗ = p+ b2/2,
y observemos que esta notación es consistente con una enerǵıa interna y entalṕıa total
ϵ∗ = ϵ+ b2/(2ρ) y h∗ = 1 + ϵ∗ + p∗/ρ.

Las ecuaciones (2.19), (2.22) y (2.23) son un sistema de ecuaciones diferenciales parcia-
les que puede ser escrito como un sistema de ecuaciones conservativas. Con la definición
del tensor de enerǵıa-momento (2.32) podemos dar una expresión general para las ecua-
ciones fundamentales de la magnetohidrodinámica en un espacio tiempo curvo en forma
de balance flujos:

1

α
√
γ

(
∂
√
γU⃗

∂t
+

∂
√
γF⃗ i

∂xi

)
= S⃗ (2.33)

donde U⃗ es el vector de las variables conservativas, F⃗ i los flujos del sistema en la
dirección i y S⃗ las fuentes

U⃗ =


D
Si

τ
Bj

 =


ρW

ρh∗W 2vi − αb0bi
ρh∗W 2 − p∗ − α2(b0)2 − ρW

Bj

 (2.34)

F⃗ i = α


D(vi − βi/α)

Sj(v
i − βi/α)p∗δij − bjB

i/W
τ(vi − βi/α) + p∗vi − αb0Bi/W
(vi − βi/α)Bj − (vj − βj/α)Bi

 (2.35)

S⃗ =


0

T µνgνσΓ
σ
µj

α(T µ0∂µα− T µνΓ0
νµ)

0k

 . (2.36)

Resolveremos las ecuaciones en un espacio tiempo fijo, por lo que podemos sacar el
termino

√
γ de la derivada temporal y suponiendo que conocemos su forma explicita,

es posible reescribir el sistema.

∂U⃗

∂t
+

∂F⃗ i

∂xi
= αS⃗ − F⃗ i ∂

∂xi
(ln

√
γ) . (2.37)

El segundo término del lado derecho de la ecuación (2.37) es tratado como un término
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de fuente adicional, se reescribe de esta manera el sistema debido a que se utilizarán
métodos numéricos que hacen uso de la estructura de las ecuaciones de balance de
flujos. Aunque es posible aplicar el mismo tipo de métodos a la ecuación (2.33) seŕıa
necesario realizar ciertas modificaciones en los métodos, añadiendo cálculos adicionales
y ocasionando en consecuencia un mayor tiempo de ejecución del programa.

SECCIÓN 2.2

El espacio-tiempo

En 1963 Kerr encontró una solución para las ecuaciones de Einstein que describe un
hoyo negro rotante no cargado. Esta solución es estacionaria, axialmente simétrica con
respecto del eje de rotación, asintóticamente plana y caracterizada por dos parámetros:
la masa M y momento angular J del hoyo negro. La solución de Kerr suele presentarse
en coordenadas de Boyer-Lindquist (t, r, θ, ϕ), en estas coordenadas el elemento de ĺınea
se escribe de la siguiente manera

ds2 = −
(
1− 2Mr

Σ2

)
dt2 − 4Mar

Σ2
sin2 θdtdϕ+

Σ2

∆
dr2 + Σdθ2

+

(
r2 + a2 +

2a2Mr sin2 θ

Σ

2
)
sin2 θdϕ2, (2.38)

donde
Σ2 = r2 + a2 cos2 θ, ∆ = r2 − 2Mr + a2,

y a = J/M es una constante llamada parámetro de esṕın. Esta métrica es invariante
bajo las transformaciones simultáneas de inversión temporal t → −t y ϕ → −ϕ, sin
embargo no es invariante bajo inversión temporal, únicamente en el caso de a = 0, que
es el caso del hoyo negro de Schwarzschild.

Expandiendo (2.38) en torno a a/r y M/r ≪ 1

ds2 = −
(
1− 2M

r
+

2aM cos2 θ

r3
+ . . .

)
dt2 −

(
4aM sin2 θ

r
+ . . .

)
dtdϕ

+

[
1 +

a2(cos2 θ − 1)

r2
+ . . .

]
dr2

1− 2M
r

+ (r2 + a2 cos2 θ)dθ2

+

(
r2 + a2 +

2a2M sin2 θ

r

)
sin2 θdϕ2, (2.39)



El espacio-tiempo 11

y haciendo a = 0 podemos ver que (2.39) se reduce a la métrica de Schwarzschild.

En coordenadas de Boyer-Lindquist existen dos superficies donde la estructura de rayos
nulos colapsa, estas superficies se obtienen imponiendo la condición gtt = 0 y son
conocidas como ergosuperficies

rs,± = M ±
√
M2 − a2 cos2 θ, (2.40)

mientras que los horizontes de eventos se determinan calculando en qué superficies
diverge la componente de la métrica grr, es decir haciendo ∆ = 0

reh,± = M ±
√
M2 − a2. (2.41)

Como podemos observar, los horizontes de eventos y las superficies donde la estructura
de rayos nulos colapsa no coinciden, a diferencia de lo que sucede en la solución de
Schwarzschild. Además para la existencia de los horizontes de eventos es necesario que
|a| ≤ M .

La región entre rs,+ y reh,+ es llamada ergosfera, caracterizada porque el efecto llamado
frame dragging, particularmente fuerte en esta región. Este efecto consiste en la capaci-
dad de un cuerpo masivo rotante para ”arrastrar” el espacio-tiempo, es decir incluso
teniendo una part́ıcula de prueba con momento angular cero, el arrastre le inyectará
una velocidad angular distinta de cero [18]:

dϕ

dt
=

pϕ

pt
=

gθt

gtt
=

2Mar

(r2 + a2)Σ + 2Ma2r sin2 θ
. (2.42)

Existen dos tipos de singularidades en las coordenadas de Boyer-Lidquist, las que están
dadas por el horizonte de eventos ∆ = 0 y las que están dadas por Σ2 = 0. Para verificar
si estas singularidades son f́ısicas o removibles bajo un cambio de coordenadas debemos
evaluar el escalar de Kretschmann K, que divergirá unicamente en las singularidades
reales:

K = RαβγδRαβγδ

=
48M2

Σ6
(r6 − 15a2r4 cos2 θ + 15a4r2 cos4 θ − a6 cos6 θ). (2.43)

Sustituyendo Σ2 = 0 y ∆ = 0 en (2.43) podemos notar que la única singularidad f́ısica
en el espacio-tiempo de Kerr corresponde a la condición Σ2 = 0. De hecho, podemos
remover la singularidad cuando ∆ = 0 con la siguiente transformación de coordenadas

dt′ = dt+
2Mr

∆
dr, dϕ = dϕ+

a

∆
dr, (2.44)



12 El espacio-tiempo

o de forma expĺıcita

t′ = t+

∫
2Mr

∆
dr, (2.45)

ϕ′ = ϕ+

∫
a

∆
dr. (2.46)

Estas nuevas coordenadas (t′, r, θ, ϕ′) son llamadas coordenadas de Kerr-Schild, para
las cuales el elemento del ĺınea del hoyo negro de Kerr se escribe como:

ds2 = −(1−B)dt′2 − 2Ba sin2 θdt′dϕ′ + 2Bdt′dr − 2a(1 +B) sin2 θdrdϕ′

+ (1 +B)dr2 + Σ2dθ2 +
A sin2 θ

Σ2
dϕ′2, (2.47)

donde

B =
2Mr

Σ2
.

Figura 2.1: Espacio-tiempo de Kerr en coordenadas de Kerr-Schild. Se muestran los
horizontes de eventos, ergosuperficies y la singularidad de anillo para un hoyo negro
con parámetro de esṕın a = 0.99 y masa M = 1.

Para la solución de las ecuaciones (2.37) hemos considerado que el espacio-tiempo no
cambia durante la evolución y se trata de la solución de Kerr, descrito por la métrica
(2.47). Resulta importante utilizar las coordenadas de Kerr-Schild debido a que de esta
manera podemos describir al plasma dentro y sobre los horizontes de eventos, asegu-
rando que todo lo que entre en esta zona no pueda salir, si se utilizaran coordenadas
no penetrantes como las coordenadas de Boyer-Lindquist, la dinámica del plasma se
estudiaŕıa fuera de el horizontes de eventos para evitar la singularidad en la métrica,
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lo que genera inestabilidades en la solución y una eyección de materia del hoyo negro,
como se mostró en [19].

Otra parte esencial para el espacio-tiempo es describirlo en la descomposición 3 + 1,
para ello se identifica la métrica (2.47) con la métrica (2.1), obteniendo la función de
lapso α, el vector de desplazamiento βi, las componentes de la 3-métrica espacial γij y
el determinante de la métrica espacial

√
γ

α =

√
r2 + a2 cos2 (θ)

a2 cos2 (θ) + 2Mr + r2
(2.48)

βi =

 2Mr
a2 cos2(θ)+2Mr+r2

0
0

 , βi =


2Mr

r2+a2 cos2(θ)

0

− 2aMr sin2(θ)
r2+a2 cos2(θ)

 (2.49)

γij =

γrr 0 γrϕ
0 γθθ 0
γϕr 0 γϕϕ

 (2.50)

γrr = 1 +
2Mr

r2 + a2 cos2(θ

γθθ = r2 + a2 cos2(θ)

γϕϕ =
((a2 + r2)2 − a2(a2 − 2Mr + r2) sin2(θ)) sin2(θ)

r2 + a2 cos2(θ)

γrϕ = γϕr = −a sin2(θ)

(
1 +

2Mr

r2 + a2 cos2(θ)
)

)

γij =

γrr 0 γrϕ

0 γθθ 0
γϕr 0 γϕϕ

 (2.51)

γrr =
a2 (a2 − 2Mr + r2) cos2 (θ) + 2a2Mr + a2r2 + r4

(a2 cos2 (θ) + 2Mr + r2) (r2 + a2 cos2 (θ))

γθθ =
1

r2 + a2 cos2 (θ)

γϕϕ =
1

sin(θ)2 (r2 + a2 cos2 (θ))

γϕr = γrϕ =
a

r2 + a2 cos2 (θ)

√
γ =

√
(a2 cos2 (θ) + 2Mr + r2) (r2 + a2 cos2 (θ)) sin (θ) . (2.52)
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Estas expresiones de la geometŕıa serán esenciales en la construcción detallada de las
ecuaciones de evolución del plasma sobre el espacio-tiempo del hoyo negro y las condi-
ciones iniciales para el campo magnético.



Caṕıtulo3
Métodos numéricos

La dinámica de los plasmas presenta una naturaleza no lineal que se intensifica en
un contexto relativista, donde las soluciones exactas son escasas y solo se encuentran
bajo circunstancias muy espećıficas. Esta complejidad hace que la exploración de estos
sistemas sea predominantemente numérica. No obstante, la aparición de choques y
discontinuidades en las soluciones limita el uso de esquemas tradicionales, los cuales
suponen la diferenciabilidad y continuidad de las soluciones.

Para abordar este problema, se utilizan métodos numéricos de alta resolución capaces
de capturar choques (High Resolution Shock Capturing, HRSC), especialmente cuan-
do el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) puede escribirse en forma
conservativa, como es el caso de las ecuaciones de la magnetohidrodinámica (MHD). El
teorema de Lax y Wendroff asegura que un esquema numérico conservativo, si converge,
lo hará hacia la solución débil del problema. Además, Hou y LeFloch demuestran que
si las ecuaciones no están formuladas de manera conservativa, no se logrará la conver-
gencia a la solución correcta en presencia de ondas de choque. Por lo tanto, el uso de
métodos que escriben las ecuaciones en forma de balance de flujos garantiza alcanzar
la solución correcta siempre y cuando el esquema sea convergente.

Existen dos enfoques principales en la familia HRSC: los métodos de diferencias finitas
y los métodos de volúmenes finitos. Los métodos de diferencias finitas definen una malla
y evolucionan los puntos de esta malla. En cambio, los métodos de volúmenes finitos
evolucionan las variables promediadas dentro de cada celda, definiendo problemas de
Riemann locales en las interfaces entre celdas. Aunque los métodos de diferencias finitas
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suelen ser más rápidos en mallas regulares y no requieren información sobre la estructura
caracteŕıstica del sistema, necesitan añadir términos de disipación para capturar los
choques, lo que puede conducir a violaciones de las leyes de conservación debido a errores
acumulados. En contraste, los métodos de volúmenes finitos son más flexibles para
manejar mallas no regulares, lo que los hace más adecuados para problemas complejos
y heterogéneos como los que se abordan en este trabajo.

SECCIÓN 3.1

Volúmenes finitos

Asumimos un problema de valores iniciales para un sistema genérico de ecuaciones
cuasi-lineal hiperbólico escrito en forma de balance de flujos:

∂u

∂t
+

∂Fi

∂xi
= S (3.1)

Notemos que (2.37) corresponde exactamente a esta forma genérica, considerando a todo
el lado derecho de esa ecuación como un único vector de fuentes. Nuestro problema de
valores iniciales estará descrito en un dominio definido como D = [0, tf ]× [rmin, rmax]×
[0, π]× [0, 2π]. Para implementar nuestro método, debemos definir un dominio numérico
discreto. Entre todas las maneras en las que podemos discretizar D se ha elegido la
siguiente:

Dd = {(tn, ri, θj, ϕk) | i = 0, . . . , Nr; j = 0, . . . Nθ; k = 0, . . . Nϕ} (3.2)

tn = n∆t

ri = rmine
i∆r

θj = −∆θ

2
+ j∆θ

ϕk = k∆ϕ

donde ∆r = ln (rmax/rmin) /Nr, ∆θ = π/Nθ, ∆ϕ = 2π/Nϕ y ∆t = Cmı́n (ri − ri−1,∆θ,∆ϕ)
con C siendo la constante de Courant-Friedrichs-Lewy definida en la sección 3.5. Las
razones para utilizar una malla con separación exponencial son que cerca del horizonte,
que es donde se necesita una mayor resolución, mientras que cerca de la frontera de
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rmax se espera que la dinámica sea menos violenta comparada con la que ocurre en las
regiones circundantes al horizonte de eventos. La coordenada azimutal se discretiza evi-
tando que existan puntos sobre el eje polar, desplazando todos los puntos en un ángulo
de ∆θ/2. Se evitan los ejes debido a que en esta región las coordenadas esféricas no son
invertibles: la componente del tensor de métrica γϕϕ diverge al igual que los śımbolos
de Christoffel Γϕ

tθ, Γ
ϕ
rθ y Γϕ

θϕ. En la figura 3.1 se muestra una representación del dominio
numérico Dd descrito por (3.2).

Figura 3.1: Dominio discretizado en la forma de (3.2) y una representación cartesiana
de un corte para ϕ constante.

Definimos el volumen de control espacial como Σijk :=
[
ri+1/2, ri−1/2

]
×
[
θj+1/2, θj−1/2

]
×[

ϕk+1/2, ϕk−1/2

]
. Integramos la ecuación (3.1) sobre este volumen:

d

dt

∫
Σi,j,k

ud3x+

∫
Σi,j,k

∂Fl

∂xl
d3x =

∫
Σi,j,k

Sd3x. (3.3)

Aplicamos el teorema de la divergencia sobre el segundo término del lado izquierdo:

d

dt

∫
Σi,j,k

ud3x+

∫
∂Σi,j,k

Fld3x =

∫
Σi,j,k

Sd3x, (3.4)

donde hemos asumido que el volumen de control Σi,j,k está orientado con la base coorde-
nada de los flujos. Para reescribir la ecuación (3.4) definimos las siguientes cantidades:
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ũi,j,k =
1

∆ri∆θ∆ϕ

∫
Σi,j,k

u (x, t) d3x, (3.5)

S̃i,j,k =
1

∆ri∆θ∆ϕ

∫
Σi,j,k

S (x, t) d3x, (3.6)

F̃r
i±1/2,j,k =

1

∆θ∆ϕ

∫ θj+1/2

θj−1/2

∫ ϕk+1/2

ϕk−1/2

Fr(u(r(i± 1/2), θ, ϕ, t)dθdϕ, (3.7)

F̃θ
i,j±1/2,k =

1

∆ri∆ϕ

∫ ri+1/2

ri−1/2

∫ ϕk+1/2

ϕk−1/2

Fθ(u(r, θ(j ± 1/2), ϕ, t)drdϕ, (3.8)

F̃ϕ
i,j,k±1/2 =

1

∆ri∆θ

∫ ri+1/2

ri−1/2

∫ θj+1/2

θj−1/2

Fϕ(u(r, θ, ϕ(k ± 1/2), t)drdθ. (3.9)

Las cantidades (3.7)-(3.8) son conocidas como flujos numéricos. Se trata de los prome-
dios de los flujos conservados sobre las caras de nuestro volumen de control espacial,
por lo que podemos reescribir la segunda integral como:∫

∂Σi,j,k

Fld3x = ∆θ∆ϕ
(
F̃r

i+1/2,j,k − F̃r
i−1/2,j,k

)
+∆ri∆ϕ

(
F̃θ

i,j+1/2,k − F̃θ
i,j−1/2,k

)
+ ∆ri∆θ

(
F̃ϕ

i,j,k+1/2 − F̃ϕ
i,j,k−1/2

)
. (3.10)

Figura 3.2: Integración de los flujos sobre el volumen de control.

Entonces podemos escribir una versión semidiscreta para las ecuaciones de balance de
flujos:

d

dt
ũi,j,k = S̃i,j,k −

F̃r
i+1/2,j,k − F̃r

i−1/2,j,k

∆ri

−
F̃θ

i,j+1/2,k − F̃θ
i,j−1/2,k

∆θ
−

F̃ϕ
i,j,k+1/2 − F̃ϕ

i,j,k−1/2

∆ϕ
. (3.11)
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Como ya se mencionó, los volúmenes finitos nos brindan una mayor flexibilidad cuando
definimos una malla y en la elección de condiciones iniciales, debido a que no estamos
resolviendo las ecuaciones en cada punto de la malla, sino que estamos resolviendo las
ecuaciones para las variables conservativas promediadas. Por lo tanto, debemos suponer
que las soluciones sean integrables en cada celda de la malla en todo momento de la
evolución.

En este trabajo se utiliza el esquema de volúmenes finitos y una variante de los métodos
conocidos como tipo-Godunov. Este tipo de métodos fue propuesto con la observación
de que cuando aplicamos volúmenes finitos, cada celda contigua define un problema de
Riemann local con la discontinuidad en la intercelda. Estos métodos utilizan versiones
aproximadas de la solución de Riemann o, si el problema lo permite, una solución
completa.

SECCIÓN 3.2

Reconstrucción de variables

Las ecuaciones (3.11) proporcionan expresiones para la evolución de las variables con-
servativas, pero desconocemos sus promedios espaciales. Este problema se resuelve me-
diante métodos de reconstrucción de variables. Los métodos tipo-Godunov original-
mente utilizan los valores en los vértices izquierdo y derecho de cada intercelda en la
dirección de reconstrucción, asociándolos con el promedio espacial sobre el volumen de
control.

Se han desarrollado diversas técnicas para calcular este promedio espacial. Los métodos
más comunes son los limitadores de pendiente, que aproximan las variables mediante
ĺıneas rectas o polinomios. En este trabajo, se utilizan los limitadores lineales debido
a su simplicidad y efectividad en la dirección genérica x. Para las direcciones θ y ϕ, la
reconstrucción se aplica directamente con estas definiciones, con sutilezas adicionales
en las fronteras.

El limitador Godunov utiliza el valor constante del centro de la celda para la recons-
trucción:

ũL
i+ 1

2
,j,k

= ui,j,k,

ũR
i+ 1

2
,j,k

= ui+1,j,k. (3.12)

Los limitadores como Minmod, MC y Superbee siguen una lógica similar, pero permi-
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ten variaciones lineales de la pendiente entre celdas adyacentes. La elección de estos
limitadores depende de la precisión y la capacidad de captura de discontinuidades de-
seada. Minmod, por ejemplo, elige la menor pendiente entre las interceldas, mientras
que MC permite una mayor flexibilidad para elegir pendientes intermedias, reduciendo
la disipación de los choques. A continuación se muestran los esquemas expĺıcitos para
cada uno de estos:

ũL
i+ 1

2
,j,k

= ui,j,k + σi(xi+ 1
2
− xi),

ũR
i+ 1

2
,j,k

= ui+1,j,k + σi+1(xi+ 1
2
− xi+1), (3.13)

Minmod [20]:

σi = minmod

(
ui,j,k − ui−1,j,k

∆x
,
ui+1,j,k − ui,j,k

∆x

)
, (3.14)

donde

minmod(a, b) =


a si |a| < |b| y ab > 0

b si |a| > |b| y ab > 0

0 si ab ≤ 0

. (3.15)

Diferencias centrales monotonizadas (MC) [21]:

σi = minmod

(
ui+1,j,k − ui−1,j,k

2∆x
, 2

ui,j,k − ui−1,j,k

∆x
, 2

ui+1,j,k − ui,j,k

∆x

)
, (3.16)

donde

minmod(a, b, c) =


min(a, b, c) si a, b, c > 0

max(a, b, c) si a, b, c < 0

0 en otro caso

. (3.17)

Superbee [22]:
σi = maxmod(σI

i , σ
II
i ), (3.18)

donde

σI
i = minmod

(
2
ui,j,k − ui−1,j,k

∆x
,
ui+1,j,k − ui,j,k

∆x

)
, (3.19)

σII
i = minmod

(
ui,j,k − ui−1,j,k

∆x
, 2

ui+1,j,k − ui,j,k

∆x

)
, (3.20)
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y

maxmod(a, b) =


a si |a| > |b| y ab > 0

b si |a| < |b| y ab > 0

0 si ab ≤ 0

. (3.21)

Figura 3.3: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, se muestra el limitador Godunov,
minmod, MC y superbee. En cada una de las imágenes se muestra un esquema de
la reconstrucción lineal para cada limitador aśı como un ejemplo donde se muestran
las pendientes necesarias para la reconstrucción. Las ĺıneas punteadas sirven para la
reconstrucción de ũR

i+ 1
2
,j,k

y las segmentadas para ũL
i+ 1

2
,j,k

.

Se deben realizar ciertos cambios sobre la reconstrucción en las fronteras de la dirección
θ y ϕ, aunque los métodos tipo-Godunov no necesitan las variables reconstruidas en
estos puntos son muy importantes para el cálculo de las ecuaciones de evolución con el
método de transporte restringido descrito en la sección 3.4. En general cuando se utilizan
métodos de reconstrucción lineales y es necesario calcular estos puntos se utiliza el
método Godunov con una consecuente pérdida de precisión en estos puntos, sin embargo
la topoloǵıa de nuestras coordenadas nos permite hacer uso de la periodicidad de las
coordenadas angulares θ y ϕ, es decir, cuando calculamos ũR

i,j,Nϕ+
1
2

utilizamos los puntos

(i, j, 0), (i, j, 1), (i, j, 2) para completar el cálculo, de forma similar para la coordenada
θ pero tomando en cuenta las consideraciones especiales que se deben tomar en cuenta
debido a que estamos desplazando los puntos de los polos, estas consideraciones pueden
encontrarse en la sección 3.6.
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Para la dirección r, donde la malla no está equiespaciada, los métodos de reconstrucción
deben adaptarse. Las derivadas se calculan con respecto a las diferencias de distancia
h1 y h2 entre los puntos de la malla, como se muestra en las ecuaciones (3.22), (3.23) y
(3.24).

∂u

∂r
=

ui,j,k − ui−1,j,k

ri − ri−1

, (3.22)

∂u

∂r
=

ui−1,j,k − ui,j,k

ri−1 − ri
, (3.23)

∂u

∂r
=

1

h1 + h2

(
h2

h1

(ui,j,k − ui−1,j,k) +
h1

h2

(ui+1,j,k − ui,j,k))

)
. (3.24)

En resumen, aunque el limitador Godunov es el más sencillo de implementar, puede
introducir una disipación excesiva en la captura de discontinuidades. Los limitadores
más avanzados como MC ofrecen una mejor precisión con una complejidad compu-
tacional razonable, adaptándose a las necesidades espećıficas de cada dirección en una
simulación.

SECCIÓN 3.3

Solucionador de Riemann aproximado HLLE

No se puede encontrar una solución anaĺıtica general para los problemas de Riemann,
excepto en los casos unidimensionales, y el trabajo computacional de calcularlos de
forma numérica para cada problema en las interfases resulta incosteable en múltiples
dimensiones. Bajo estas circunstancias, surgen los solucionadores de Riemann aproxi-
mados HLL, que nos proporcionan una solución basada en la propagación de las discon-
tinuidades como ondas a las velocidades caracteŕısticas del sistema. Espećıficamente,
estamos utilizando el solucionador de Riemann HLLE (Harten-Lax-van Leer-Einfeldt),
que considera únicamente la propagación de dos ondas caracteŕısticas.

Los solucionadores de Riemann aproximados se basan en la estructura de eigenvalores
de la matriz Jacobiana asociada a un sistema de ecuaciones tipo ley de balance de flujos.
En nuestro caso, se dice que el solucionador es incompleto debido a que considera solo
dos eigenvalores y no la descomposición caracteŕıstica completa. La idea central es
suponer que, después del decaimiento de la discontinuidad inicial, solo dos ondas se
propagan en direcciones opuestas con velocidades λ− y λ+, generando aśı un estado
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constante entre los valores ũL
i+ 1

2

y ũR
i+ 1

2

de la siguiente forma:

ū =


ũL si λ < λ−

ũHLLE si λ− < λ < λ+

ũR si λ > λ+

, (3.25)

donde

ũHLLE =
λ+ũR − λ−ũL + F(ũL

i+ 1
2

)− F(ũR
i+ 1

2

)

λ+ − λ− . (3.26)

Figura 3.4: Se muestran los eigenvalores más rápidos λ− y λ+, que corresponden a las
velocidades con las que se propagan las ondas a la izquierda y derecha, respectivamente,
en el plano x− t.

El objetivo de utilizar estos solucionadores es construir los flujos numéricos para las
ecuaciones de evolución (3.11). Los flujos en la interfaz xi+ 1

2
están dados por

F̄HLLE
i+ 1

2
=

λ+F(ũL
i+ 1

2

)− λ−F(ũR
i+ 1

2

) + λ+λ−(ũR
i+ 1

2

− ũL
i+ 1

2

)

λ+ − λ− , (3.27)

donde λ+ y λ− se definen como:

λ+ = máx(0, λL
j , λ

R
j ), λ− = mı́n(0, λL

j , λ
R
j ),

para el caso del sistema de ecuaciones de la MHD ideal (2.34)-(2.37), j = 1, 2, . . . , 8. La
estructura caracteŕıstica de la MHD ideal en espacio-tiempos curvos se analiza en [23].
En este caso, requerimos los valores propios para la implementación del solucionador
HLLE. Las velocidades caracteŕısticas relacionadas con la propagación de perturba-
ciones de la densidad de materia tienen un valor propio comúnmente conocido como
velocidad entrópica, y para cada dirección está dado por:

λ = αvi − βi, (3.28)
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mientras que para las ondas de Alfvén:

λ =
bi ±

√
ρ0h+ b2ui

b0 ±
√

ρ0h+ b2u0
, (3.29)

y las cuatro velocidades asociadas con las ondas magnetosónicas lentas y rápidas se
obtienen de la solución de la siguiente ecuación de cuarto orden para λ:

ρ0h

(
1

C2
s

− 1

)
a4 −

(
ρ0h

b2

C2
s

)
a2G+ (bi − b0λ)2G = 0, (3.30)

donde

a ≡ W

α

(
−λ+ αvi − βi

)
, G ≡ 1

α2

(
−(λ+ βi)2 + α2γii

)
, (3.31)

y Cs es la velocidad del sonido. Notemos que en el término γii se omite la convención
de suma de Einstein. No se ha encontrado una expresión práctica para las soluciones
de la ecuación (3.30); sin embargo, podemos encontrar sus valores con el algoritmo de
Newton-Raphson. En este algoritmo es muy importante proporcionar un buen valor
inicial para asegurar la convergencia a la solución f́ısica. Para ello, consideremos que
cualquier onda propagándose en el espacio-tiempo debe tener una velocidad máxima.
Consideremos un frente de onda propagándose en el espacio en la dirección de r̂ con
velocidad constante λ. La 1-forma normal al frente de onda se puede escribir como
ϕµ = (−λ, 1, 0, 0). Esta 1-forma debe ser tipo-tiempo para conservar la estructura
causal de nuestro sistema, es decir, que ϕµϕµ < 0. Contrayendo con la métrica (2.2),
tenemos que:

ϕµϕµ = gµνϕµϕν = λ2 + 2βrλ− α2γrr + (βr)2 < 0

=⇒ −βr − α
√
γrr < λ < −βr + α

√
γrr, (3.32)

de forma análoga se cumple para las direcciones θ y ϕ. Las cotas de la ecuación (3.32)
representan un buen valor inicial para buscar las ráıces de la ecuación (3.30), ya que
estas ondas tienden a tener una mayor velocidad caracteŕıstica en comparación con las
ondas de Alfvén y las ondas entrópicas.

La elección del solucionador HLLE es una práctica común en la MHD en espacios-
tiempos curvos, debido a que la precisión obtenida es comparable con solucionadores
que utilizan una descomposición completa de la estructura caracteŕıstica, aunque estos
últimos tienen una implementación más complicada [24].



Transporte de flujos restringidos 25

SECCIÓN 3.4

Transporte de flujos restringidos

La MHD tiene una ecuación extra (2.18), que no es de evolución, sino una constricción,
esta ecuación describe la ausencia de monopolos magnéticos. Una de las principales
dificultades en la solución numérica en las simulaciones de la MHD ideal es la aparición
de errores numéricos, que al acumularse durante la evolución llevan a la violación de la
constricción ∇·B = 0. Uno de los métodos para combatir este problema es el algoritmo
de transporte de flujos restringidos, que introduce una viscosidad artificial [25]. En el
desarrollo de esta tesis se utilizó un esquema simplificado conocido como flux-CT basado
en los flujos numéricos calculados sobre las aristas del dominio numérico, descrito en [26]
y [8].

Partimos de reescribir la versión de (2.18) integrado sobre el volúmen de control Σ y
aplicando el teorema de la divergencia∫

Σ

∇⃗ · B⃗ =

∫
∂Σ

B⃗ · dA⃗ =
6∑

l=1

∫
Al

B⃗ · dA⃗l = 0, (3.33)

donde identificamos las áreas Al con las caras de la Figura 3.5 como A1 = Ai+ 1
2
,j,k,

A2 = Ai− 1
2
,j,k, A3 = Ai,j+ 1

2
,k, A4 = Ai,j− 1

2
,k, A5 = Ai,j,k+ 1

2
y A6 = Ai,j,k− 1

2
. Este

esquema busca evolucionar las componentes de la intesidad de campo magnético B⃗ en
función de los promedios sobre las caras del dominio numérico, al reescribir la ecuación
de inducción (2.19) en su forma integral sobre dichas caras, notemos que puede ser
escrita para un espacio-tiempo fijo como:

∂B⃗

∂t
= ∇⃗ × Ω⃗, (3.34)

donde Ω⃗ = (αv⃗ − β⃗) × B⃗. Este vector representa los flujos conservados para el campo
magnético descritos en (2.35), por lo que Ωi = F ij, donde F ij es el flujo conservado en
la dirección i = r, θ,ϕ para la componente del campo magnético en la dirección j = r,
θ,ϕ .Tomando una de las caras mostradas en la Figura 3.5, a la cual denominamos A a
un tiempo t ∫

A

∂B⃗

∂t
· dA⃗ =

∫
A

(
∇⃗ × Ω⃗

)
· dA⃗, (3.35)

aplicando el teorema de Stokes y teniendo en cuenta que podemos sacar la derivada de
la integral debido a que estamos integrando a un tiempo fijo

d

dt

∫
A

B⃗ · dA⃗ =

∫
∂A

Ω⃗ · d⃗l. (3.36)
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Haciendo la integración para las caras A1, A2 y A3

Figura 3.5: Representación de un volumen de control espacial Σi,j,k marcando las caras
del dominio y las aristas que conforman el peŕımetro de la cara Ai,j,k+ 1

2
.

d

dt
Br

i+ 1
2
,j,k

=
Ωϕ

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
− Ωϕ

i+ 1
2
,j− 1

2
,k

∆θ
−

Ωθ
i+ 1

2
,j,k+ 1

2

− Ωθ
i+ 1

2
,j,k− 1

2

∆ϕ
, (3.37)

d

dt
Bθ

i,j+ 1
2
,k

=
Ωr

i,j+ 1
2
,k+ 1

2

− Ωr
i,j+ 1

2
,k− 1

2

∆ϕ
−

Ωϕ

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k
− Ωϕ

i− 1
2
,j+ 1

2
,k

∆ri
, (3.38)

d

dt
Bϕ

i,j,k+ 1
2

=
Ωθ

i+ 1
2
,j,k+ 1

2

− Ωθ
i− 1

2
,j,k+ 1

2

∆ri
−

Ωr
i,j+ 1

2
,k+ 1

2

− Ωr
i,j− 1

2
,k+ 1

2

∆θ
, (3.39)

donde

Ωϕ

i+ 1
2
,j± 1

2
,k

= =

∫ ϕ(k+ 1
2
)

ϕ(k− 1
2
)

Ωϕ

(
r(i+

1

2
), θ(j ± 1

2
), ϕ

)
dϕ, (3.40)

Ωθ
i+ 1

2
,j,k± 1

2
= =

∫ θ(j+ 1
2
)

θ(j− 1
2
)

Ωθ

(
r(i+

1

2
), θ, ϕ(k ± 1

2
)

)
dθ, (3.41)

Ωr
i,j+ 1

2
,k± 1

2
= =

∫ r(i+ 1
2
)

r(i− 1
2
)

Ωr

(
r, θ(j +

1

2
), ϕ(k ± 1

2
)

)
dr. (3.42)

Los cantidades (3.40)-(3.42) se calculan como el promedio aritmético de los flujos
numéricos de las caras adyacentes a la arista donde se está calculando la integral.
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Figura 3.6: Se muestran los flujos numéricos necesarios para el calculo de Ωi+ 1
2
,j,k+ 1

2
.

En la Figura 3.6 se muestra un ejemplo del cálculo de Ωi+ 1
2
,j,k+ 1

2
. Es importante notar

que F ij = −F ji, por lo que podemos escribir

Ωr
i,j+ 1

2
,k+ 1

2
=

1

4

(
F θϕ

i,j+ 1
2
,k
+ F θϕ

i,j+ 1
2
,k+1

− F ϕθ

i,j,k+ 1
2

− F ϕθ

i,j+1,k+ 1
2

)
, (3.43)

Ωθ
i+ 1

2
,j,k+ 1

2
=

1

4

(
F ϕr

i,j,k+ 1
2

+ F ϕr

i+1,j,k+ 1
2

− F rϕ

i+ 1
2
,j,k

− F rϕ

i+ 1
2
,j,k+1

)
, (3.44)

Ωϕ

i+ 1
2
,j+ 1

2
,k

=
1

4

(
F rθ
i+ 1

2
,j,k

+ F rθ
i+ 1

2
,j+1,k

− F rθ
i,j+ 1

2
,k
− F rθ

i+1,j+ 1
2
,k

)
. (3.45)

Los flujos involucrados en las ecuaciones (3.43)-(3.45), son calculados con (3.27). Pa-
ra calcular la evolución en un esquema centrado en la celda como es el que se está
utilizando, calculamos el promedio aritmético en cada dirección

Br
i,j,k =

1

2

(
Br

i− 1
2
,j,k

+Br
i− 1

2
,j,k

)
, (3.46)

Bθ
i,j,k =

1

2

(
Bθ

i,j− 1
2
,k
+Bθ

i,j+ 1
2
,k

)
, (3.47)

Bϕ
i,j,k =

1

2

(
Bϕ

i,j,k− 1
2

+Bϕ

i,j,k+ 1
2

)
. (3.48)

Para verificar que no existen violaciones en la constricción se monitorea (3.33), ésta
debe de permanecer dentro de el error numérico.
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SECCIÓN 3.5

Evolución temporal

Para resolver las ecuaciones de la MHD se hace uso del método de ĺıneas (MoL), que
consiste en escribir al sistema de ecuaciones diferenciales parciales como un conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en el tiempo, para lo que se
asume que el sistema se puede escribir de forma semidiscreta. Utilizando (3.11) podemos
escribir

∂ũ

∂t
= −

F̃r
HLLE

i+ 1
2
,j,k − F̃r

HLLE

i− 1
2
,j,k

∆ri
−

F̃θ
HLLE

i,j+ 1
2
,k − F̃θ

HLLE

i,j− 1
2
,k

∆θ

−
F̃ϕ

HLLE

i,j,k+ 1
2
− F̃ϕ

HLLE

i,j,k− 1
2

∆ϕ
+ S̃

n+ 1
2

i,j,k = [L(ũ)]i,j,k. (3.49)

[L(ū)]i,j,k es un operador que contiene las derivadas numéricas espaciales de los flujos
numéricos y las fuentes en forma discreta. Los flujos numéricos se calculan utilizando
el resolvedor de Riemann HLLE, (3.49) se integra de tn a tn+1 y se repite para todo
i, j y k para tener al final la solución en todo el espacio tetradimensional. Existen
diversas maneras de integrar la versión semidiscreta, entre los que están los métodos
Runge-Kutta de m-etapas, y que de forma recursiva podemos escribirlos como

ū(0) = ūn,

ū(p) =

p−1∑
q=0

(
αpqū

(q) +∆tβpq[L
(
ū(q)
)
]i,j,k

)
,

ūn+1 = ū(m), (3.50)

donde αpq y βpq son constantes. Sin embargo los métodos Runge-Kutta de segundo y
tercer orden son los más usados debido a que satisfacen las condiciones para cumplir la
propiedad TVD (total variation diminishing) [27]

αpq ≥ 0, βpq ≥ 0,

p−1∑
q=0

αpq = 1, (3.51)

y la condición para un máximo de la constante de Courant-Friedrichs-Lewy definida
como CCFL = ∆tλn

max/∆x, donde λn
max es la velocidad caracteŕıstica del sistema en el

paso temporal n

CCFL,max = mı́n
pq

(
αpq

βpq

)
, (3.52)
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para los métodos Runge-Kutta de segundo y tercer orden CCFL,max = 1. La propiedad
TVD nos asegura el amortiguamiento de oscilaciones de alta frecuencia en la solución
cuando se integre en el tiempo, en el caso de haber una discontinuidad este tipo de
métodos pueden suavizarla durante la evolución. A continuación se presenta el método
de Runge-Kutta de tercer orden

ū(0) = ūn,

ū(1) = ū(0) +∆t[L
(
ū(0)
)
]i,j,k,

ū(2) =
1

4

(
3ū(0) + ū(1) +∆t[L

(
ū(1)
)
]i,j,k

)
,

ūn+1 =
1

3

(
ū(0) + 2ū(2) + 2∆t[L

(
ū(2)
)
]i,j,k

)
. (3.53)

En la practica la constante de Courant se considera constante para poder establecer el
paso temporal como ∆t = CCFLmin(∆ri,∆θ,∆ϕ).

SECCIÓN 3.6

Condiciones de frontera

Las condiciones de frontera son un ingrediente esencial en la solución de ecuaciones
diferenciales parciales. Junto con las ecuaciones y las condiciones iniciales, determi-
nan la evolución del sistema. Cuando estas condiciones corresponden a superficies que
delimitan el espacio de búsqueda de soluciones, nos permiten modificar el comporta-
miento del sistema. Sin embargo, cuando no delimitan el espacio, están completamente
determinadas por la topoloǵıa del dominio.

En el contexto de coordenadas esféricas, las únicas fronteras que representan superficies
que delimitan el espacio son el cascarón esférico de radio rmax y la frontera de la escisión,
que corresponde a otro cascarón de radio rmin.

Para la frontera de la escisión, es crucial asegurar que el plasma siga la misma tendencia
de comportamiento que en los demás puntos dentro del horizonte de eventos, evitando
aśı posibles reflexiones sobre la escisión. Debido a la naturaleza no lineal del comporta-
miento del plasma y las significativas contribuciones geométricas en estos puntos, no es
suficiente utilizar las condiciones de frontera de flujo saliente convencionales. Por ello,
recurrimos a una interpolación de Lagrange de tercer orden sobre las variables como
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función de la coordenada radial:

U⃗n
0,j,k = L1U⃗

n
1,j,k + L2U⃗

n
2,j,k + L3U⃗

n
3,j,k,

L1 = e−2∆r + e−∆r + 1,

L2 = −e−3∆r
(
e2∆r + e∆r + 1

)
,

L3 = e−3∆r, (3.54)

donde los coeficientes L1, L2 y L3 han sido calculados teniendo en cuenta la no uni-
formidad en la discretización de la coordenada radial. Por otro lado, para la frontera
de rmax, debemos considerar el problema espećıfico que se está modelando y elegir si
necesitamos condiciones entrantes, salientes o una combinación de ambas:

U⃗n
Nr,j,k = U⃗n−1

Nr,j,k
, Flujo entrante, (3.55)

U⃗n
Nr,j,k = U⃗n

Nr−1,j,k, Flujo saliente. (3.56)

Para simular un proceso de acreción esférica, es adecuado imponer condiciones de flujo
entrante en toda la superficie de rmax, simulando una entrada de materia con velocidad
constante. En otros casos, como la acreción de Bondi-Hoyle, se define una zona del
cascarón de donde proviene el viento y se imponen condiciones de frontera entrante en
esa zona espećıfica, mientras que en el resto de la superficie se aplican condiciones de
flujo saliente para evitar efectos de rebote.

Existen dos estrategias principales para tratar la frontera del ángulo polar, la elección
de una depende de si estamos considerando al eje polar como nodos del dominio o si
estamos desplazando los nodos para evitar esta zona. Cuando consideramos el eje polar
basta con realizar una extrapolación con los datos adyacentes de esta misma coordena-
da, sin embargo esta estrategia conlleva ciertos problemas adicionales derivados de que
en este lugar geométrico las coordenadas no son invertibles, aśı el determinante de la
métrica se anula y algunas cantidades geométricas divergen, dificultando la recupera-
ción de las variables primitivas. Aunque podemos tener soluciones satisfactorias usando
esta técnica mediante aproximaciones como se realizó en [28], no podemos librarnos de
los errores numéricos de dichas aproximaciones que se acentúan cuando la dinámica es
especialmente fuerte en esta zona.

Por otro lado, cuando desplazamos el dominio evitando los ejes polares podemos utilizar
las propiedades geométricas de nuestro dominio para determinar de forma exacta los
valores en las fronteras del ángulo polar. Lo primero que debemos de notar es que
todos los puntos de la malla (r, θ (Nθ) , ϕ), (r, θ (0) , ϕ) se encuentran duplicados en los
puntos (r, θ (Nθ − 1) , ϕ+ π), (r, θ (1) , ϕ+ π), es decir, las superficies de ϕ = cte. y
ϕ = π + cte. se encuentran solapadas, como se muestra en la Figura 3.7, para asegurar
el correcto solape se añade la restricción de que el número de puntos en la coordenada
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axial Nϕ debe ser impar. Por otro lado, cuando desplazamos el dominio para evitar
los ejes polares, podemos utilizar las propiedades geométricas de nuestro dominio para
determinar de manera exacta los valores en las fronteras del ángulo polar. Es importante
notar que todos los puntos de la malla (r, θ (Nθ) , ϕ) y (r, θ (0) , ϕ) están duplicados en los
puntos (r, θ (Nθ − 1) , ϕ+ π) y (r, θ (1) , ϕ+ π), respectivamente. Es decir, las superficies
ϕ = cte. y ϕ = π + cte. están superpuestas, como se muestra en la Figura 3.7. Para
asegurar el correcto solapamiento, se añade la restricción de que el número de puntos en
la coordenada axial Nϕ debe ser impar. Se copia la información de las variables en los

Figura 3.7: Estrategia para identificar las fronteras numéricas de θ.

puntos (r, θ (Nθ − 1) , ϕ+ π), (r, θ (1) , ϕ+ π) debido a que no se tratan de fronteras en
el dominio numérico y por lo tanto han sido calculados de forma correcta a diferencia
de sus copias en su superficie correspondiente. Aunque de hecho los puntos de la malla
en estas posiciones representan el mismo lugar geométrico, la orientación de la base
coordenada no es la misma, cumplen simetŕıa por reflexión respecto al eje polar, como
se muestra en la Figura 3.8. Las fronteras son definidas con la información de los puntos
(r, θ (Nθ − 1) , ϕ+ π) y (r, θ (1) , ϕ+ π) porque no son fronteras en el dominio numérico
y, por lo tanto, han sido calculadas correctamente, a diferencia de sus copias en su
superficie correspondiente. Aunque estos puntos de la malla representan el mismo lugar
geométrico, la orientación de la base coordenada no es la misma, cumpliendo simetŕıa
por reflexión respecto al eje polar, como se muestra en la Figura 3.8. En resumen, los
factores de paridad con los que copiamos los datos de su superficie correspondiente se
pueden ver en la Tabla 3.1, adaptada de [29].

En la práctica es necesario añadir puntos fantasma a la coordenada θ para poder utilizar
los reconstructores descritos en la sección 3.2, además de ser necesarios para la correcta
evolución del método de ĺıneas. La estrategia no cambia cuando añadimos estos puntos,
la forma espećıfica de copiado puede entenderse de forma visual en la Figura 3.9.
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Figura 3.8: Representación de la simetŕıa que cumplen la base coordinada cuando
pasamos de una superficie de ϕ = cte. a una de ϕ = cte+ π

.

Finalmente, la frontera de la coordenada axial se llena imponiendo periodicidad sobre
las variables. Para la definición de nuestro dominio, las condiciones de periodicidad
espećıficas son:

U⃗n
i,j,Nϕ

= U⃗n
i,j,1, (3.57)

U⃗n
i,j,0 = U⃗n

i,j,Nϕ−1. (3.58)
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Tensor de rango 0 Paridad
ρ +

Tensores de rango 1 Paridad
Vr +
Vθ -
Vϕ +

Tensores de rango 2 Paridad
Trr +
Trθ -
Trϕ +
Tθθ +
Tθϕ -
Tϕϕ +

Cuadro 3.1: Factores de paridad para las componentes de los tensores respecto a una
reflexión sobre el eje polar. Las componentes covariantes y contravariantes de cada
tensor tienen el mismo factor de paridad.

SECCIÓN 3.7

Recuperación de las variables primitivas

Una vez que hemos evolucionado el sistema, tenemos la información de las variables
conservativas en el tiempo tn+1, pero desconocemos las variables primitivas en este ins-
tante. Las variables primitivas no son solo necesarias para interpretar la información
f́ısica del sistema, sino que también los flujos numéricos se expresan en términos de
estas variables. Para determinar cómo han cambiado en este tiempo, es necesario in-
vertir el sistema de ecuaciones (2.34). No se ha logrado invertir este sistema de forma
anaĺıtica para un espacio-tiempo general y alguna ecuación de estado espećıfica. Incluso
en el caso del espacio-tiempo de Minkowski y una ecuación de estado de gas ideal, es
necesario utilizar métodos numéricos para recuperar las variables primitivas a partir de
las variables conservativas, como se muestra en [30].

Se han desarrollado diferentes estrategias para pasar de las variables conservativas a las
primitivas. La elección de una u otra depende principalmente de la ecuación de esta-
do con la que se esté trabajando, ya que en los casos donde hay ecuaciones de estado
tabuladas, se requiere un mayor tiempo computacional para invertir dicha ecuación.
Algunos métodos disminuyen esta cantidad de inversiones y otros ofrecen mayor estabi-
lidad en la recuperación de variables. Algunos de estos métodos se recopilan en [31]. En
nuestro caso, estamos trabajando con un esquema adaptado de [32], donde se resuelve
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Figura 3.9: Copiado de datos cuando tenemos puntos fantasma.

un sistema de dos ecuaciones acopladas, pero que en el caso de una ecuación de estado
de gas ideal se reduce a una sola ecuación que puede ser resuelta con métodos usuales
para encontrar ráıces.

Primero escribimos el módulo de los momentos conservados y la enerǵıa conservada τ
como:

S2 = SiSi = γijSiSj

= (ρhW 2 + b2W 2)v2 +
(
αb0
)2

(b2(1− 2W 2)− 2ρhW 2 + (αb0)2), (3.59)

τ = −D + ρhW 2 +B2

(
1− 1

2W

)
− 1

2

(
BiSi

ρhW 2

)2

− p, (3.60)

donde v2 es la norma de la velocidad calculada como v2 = γijv
ivj. Para obtener la ecua-

ción (3.60) utilizamos la identidad BiSi = ρhW 2αb0, que puede verificarse realizando
la contracción y reduciendo con las definiciones para bµ. Definimos la variable auxiliar
Z := ρhW 2 y reescribimos la ecuación (3.59) en términos de esta nueva variable y v2:

v2(B2 + Z)2 − (BiSi)
2(B2 + 2Z)

Z2
− S2 = 0, (3.61)

τ +D − B2

2

(
1 + v2

)
+

(BiSi)
2

2Z2
− Z + p = 0. (3.62)

Podemos notar que de la ecuación (3.61) se puede obtener una expresión para v2 como
función de Z, S2,BiSi yB

2. Estas tres últimas cantidades se obtienen con la información
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de las variables conservativas y elementos del tensor de métrica espacial. Por otro lado,
considerando que el plasma obedece una ecuación de estado de gas ideal, la presión se
puede escribir como función de Z y v2:

v2 =
S2Z2 + (BiSi)

2(2Z +B2)

Z2(Z +B2)2
, (3.63)

p =

(
1− 1

Γ

)(
Z (1− v2)−D

√
1− v2

)
. (3.64)

Entonces, podemos escribir (3.60) como una función de la variable auxiliar Z y de las
variables conservativas:

f(Z) := τ +D − B2

2

(
1 + (v(Z))2

)
+

(BiSi)
2

2Z2
− Z + p(Z) = 0. (3.65)

Aunque se trata de una ecuación algebraica, no se han encontrado sus ráıces de forma
anaĺıtica, por lo que se recurrió a un algoritmo numérico iterativo para resolverla. El
algoritmo escogido es una combinación de Newton-Raphson (NR) y bisección, debido a
que NR ofrece rapidez y la bisección ayuda en casos donde estamos cerca de extremos
locales de la función.

Para implementar este método, lo primero que se debe hacer es encontrar un intervalo
que contenga una ráız. Este es uno de los pasos cruciales no solo para su convergencia,
sino para asegurar que el valor encontrado sea una solución aceptable f́ısicamente. Para
esto, suponemos que Z en el paso temporal tn+1 es cercano al valor de Z en el paso
temporal inmediato anterior, es decir:

Zn − δ < Zn+1 < Zn + δ, (3.66)

la elección de δ es heuŕıstica. En el código, se eligió δ como un 30% del valor de Zn.

Una vez que conocemos el valor de Z, calculamos W con la ecuación (3.63), ρ y h
directamente de la definición de la variable auxiliar, p con la ecuación (3.64), y las com-
ponentes de la velocidad escribiendo la definición de momentos conservados en función
de las variables conservativas. El orden de la reescritura y las fórmulas espećıficas es el
siguiente:
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W =
Z (Z +B2)√

Z2 (Z +B2)2 − (S2Z2 + (BiSi)2(2Z +B2))
, (3.67)

ρ =
D

W
, (3.68)

h =
Z

DW
, (3.69)

p =

(
1− 1

Γ

)(
Z −DW

W 2

)
, (3.70)

vi =
γijSj +BjSjB

i/Z

Z +B2
. (3.71)

Existen otros métodos para la recuperación de variables primitivas, como el método de
Newman-Hamlin [33]. Sin embargo, al realizar la misma simulación con idéntica con-
figuración numérica, resulta en un leve retraso en cada paso temporal comparado con
el esquema descrito en esta sección, lo que se traduce en decenas de horas de cómpu-
to adicionales por simulación. Por otro lado, el método de Newman-Hamlin tampoco
representa una mejora en la estabilidad, ya que no asegura llegar a una solución. En
contraste, el método de NR combinado con bisección asegura una solución siempre que
se encuentre en el intervalo inicial.



Caṕıtulo4
Acreción

SECCIÓN 4.1

Condiciones iniciales para el fluido

4.1.1 Acreción esférica

Las condiciones iniciales para las variables hidrodinámicas se construyen a partir de la
solución para un flujo radial estacionario de un fluido perfecto en un agujero negro de
Schwarzschild, conocida como acreción de Michel, establecida en [2]. Para el cálculo de
estas soluciones en coordenadas de Eddington-Finkelstein (EF), se sigue el procedimien-
to presentado en [34]. Las condiciones iniciales están inspiradas en las utilizadas en [5],
donde se resuelven las ecuaciones de la hidrodinámica en un espacio-tiempo curvo con
simetŕıa esférica de forma numérica, partiendo de condiciones iniciales con desnidad
constante y llegando a las soluciones estacionarias de Michel.

El propósito de iniciar con esta distribución del fluido es buscar soluciones que cumplan
con la condición de tener una entrada regular de materia en todas las direcciones.
La hipótesis es que esta configuración evolucionada sobre un espacio tiempo de Kerr
llegará a una distribución de materia estacionaria y atractora.
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Las coordenadas de EF, al igual que las coordenadas de Kerr-Schild, son penetrantes
en el horizonte y equivalentes cuando el parámetro de esṕın es a = 0. Además, cuando
r → ∞, para ambos espacios-tiempos la métrica tiende al espacio-tiempo de Minkowski.
El elemento de ĺınea para un agujero negro de Schwarzschild en coordenadas de EF se
escribe como

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

4M

r
dtdr +

(
1 +

2M

r

)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2). (4.1)

Identificando (4.1) con (2.1), obtenemos la función lapso, el vector de corrimiento y la
3-métrica tipo espacio para estas coordenadas:

α =
1√

1 + 2M
r

, (4.2)

βi =

(
2M

r

1

1 + 2M
r

, 0, 0, 0

)
, (4.3)

γij = diag

(
2M

r

1

1 + 2M
r

, r2, r2 sin2 θ

)
. (4.4)

La idea original de Michel es integrar la ecuación para la conservación de la masa (2.22)
y la divergencia del tensor de enerǵıa-momento (2.22) suponiendo simetŕıa esférica, de
donde se obtiene:

d(
√
−g)ρ0u

r

dr
= 0, (4.5)

d(
√
−g)T r

t

dr
= 0, (4.6)

donde g es el determinante del tensor métrico gµν . Para el caso del agujero negro de
Schwarzschild en coordenadas de EF se cumple que

√
−g = α

√
γ = r2 sin θ. Para

un fluido perfecto el tensor de enerǵıa-momento está definido por (2.25), entonces las
ecuaciones (4.5) y (4.6) toman la forma:

r2ρ0u
r = C1, (4.7)

r2ρ0hu
rut = C2, (4.8)
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donde C1 y C2 son constantes de integración. Tomando los diferenciales totales de las
expresiones (4.7) y (4.8) se obtiene:

dρ0
ρ0

+
dur

ur
+ 2

dr

r
= 0, (4.9)

d(ρ0h)

ρ0h
+ 2

dr

r
+

dur

ur
+

dut

ut

= 0, (4.10)

restando ambas expresiones se obtiene:

d(ρ0h)

ρ0h
− dρ0

ρ0
+

dut

ut

= 0, (4.11)

y podemos reescribir los primeros dos términos de la ecuación anterior como:

d(ρ0h)

ρ0h
= d, ln(ρ0h) =

d, ln(ρ0h)

d, ln ρ0
d, ln ρ0, (4.12)

dρ0
ρ0

= d, ln ρ0, (4.13)

aśı obtenemos la siguiente condición:

[
d, ln(ρ0h)

d, ln ρ0
− 1

]
d, ln ρ0 +

dut

ut

= 0. (4.14)

A partir de la condición de normalización uµuµ = −1, se puede encontrar una expresión
para ut:

(ut)
2 = −gtt + (ur)2, (4.15)

y con ayuda de (4.15) se obtiene el siguiente desarrollo:

dut

ut

=
ur

(ut)2
dur +

M

r2(ut)2
dr. (4.16)
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Finalmente, se sustituye (4.16) en (4.14) y haciendo uso de (4.9) se obtiene la siguiente
ecuación:

dur

ur

[
V 2 −

(
ur

ut

)2
]
+

dr

r

[
2V 2 − M

r(ut)2

]
= 0, (4.17)

donde V 2 = d, ln(ρ0h)/d, ln ρ0 − 1. Esta ecuación es conocida como ecuación de viento.
Si cualquiera de los dos paréntesis se hace cero, corresponde a un punto de retorno. Sin
embargo, las soluciones que pasan por los puntos cŕıticos donde ambos paréntesis se
anulan representan una solución donde el material está cayendo al agujero negro [28].
Los valores cŕıticos de ur o V se obtienen de las siguientes relaciones:

(ur
c)

2 =
M

2rc
, V 2

c =
(ur

c)
2

(ur
c)

2 + 1− 2M
rc

. (4.18)

Las cantidades quedan determinadas una vez conocido el valor del radio cŕıtico rc.
Por otro lado, se considera que el fluido obedece la ecuación de estado para un gas
politrópico p = KρΓ0 , porque se cumple la condición de isentróıa. Dado el valor de
la densidad cŕıtica ρc y la constante adiabática, es posible determinar la constante
politrópica con el procedimiento presentado por Michel, definiendo la función T = p/ρ0
y escribiendo a V 2

c en términos de esta nueva función:

V 2
c =

(1 + n)Tc

n(1 + (1 + n)Tc)
, (4.19)

donde n es el ı́ndice politrópico definido por n = 1/(Γ− 1). De esta última ecuación se
obtiene una expresión para la constante politrópica:

K = Tcρ
1−Γ
c = − nV 2

c

(1 + n)(nV 2
c − 1)

ρ1−Γ
c . (4.20)

Una vez conocida la constante politrópica, se calculan las constantes de integración
C1 y C2, y finalmente se resuelven conjuntamente (4.7) y (4.8). De forma expĺıcita, la
ecuación a resolver es:

(
1 + (n+ 1)Kρ

1
n
0

)2( C2
1

ρ20r
4
+ 1− 2M

r

)
−
(
C2

C1

)2

= 0. (4.21)
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No se conoce una solución exacta para (4.21), debe ser encontrada de forma numérica.
En el desarrollo de este trabajo, se utiliza el método de Newton-Raphson para hacerlo.

Una vez conocido el perfil de densidad, podemos escribir la velocidad y presión en
función de este perfil. La presión se escribe directamente con ayuda de la ecuación de
estado politrópica, mientras que para la velocidad primero debemos escribir ur, ut y ut

con ayuda de las ecuaciones (4.7) y (4.8). Entonces, podemos escribir vr con (2.3) y
(2.4):

ur =
C1

r2ρ0
, (4.22)

ut =

√
(ur)2 + 1 +

2M

r
, (4.23)

ut = −
1 + (1 + 2M

r
)(ur)2

ut + grrβur
, (4.24)

vr =
ur

αut
+

βr

α
. (4.25)

Se utilizaron dos tipos de condiciones iniciales basadas en la solución de Michel. El
primero consiste en tomar la solución en la frontera rmax y copiarla en todo el dominio
tridimensional. El segundo tipo utiliza la solución completa. Esto se hace para determi-
nar si la solución encontrada es atractora, ya que, de serlo, esta solo dependerá del tipo
de frontera numérica escogida para rmax y los valores de las variables primitivas en esta
región. Otra de nuestras hipótesis es que se espera que, al ejecutar dos simulaciones
con estos tipos de condiciones iniciales para el fluido, se llegue a una misma distribución
estacionaria.

Por otro lado, las soluciones de Michel permiten la libertad de escoger ρc y rc, dos
magnitudes cŕıticas que determinan completamente las soluciones de Michel. En la
Figura 4.1 se muestran dos ejemplos de elecciones de parámetros cŕıticos. El primer
conjunto (ρc = 0.1, rc = 100) muestra una menor densidad de materia cerca del agujero
negro con una mayor velocidad, comparado con la segunda elección (ρc = 1, rc = 30).
Esto es importante porque, con una menor densidad y mayor velocidad, la dinámica
del sistema estará dominada por los efectos del campo magnético sobre el plasma.
Podemos aumentar o disminuir este efecto modificando el parámetro ρc. Por otro lado,
modificando rc, podemos aumentar o disminuir el radio de acreción efectivo, de manera
que, a menor rc, la velocidad radial tenderá a cero más rápidamente.
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Figura 4.1: Distribuciones de densidad y velocidad radial para soluciones de Michel, a
la izquierda con parámetros (ρc = 0.1, rc = 100) y la derecha con (ρc = 1, rc = 30). Los
perfies de densidad se encuentra graficada en una escala.
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SECCIÓN 4.2

Condiciones iniciales para el campo magnético

Se utilizó un campo magnético uniforme y paralelo al eje polar, en nuestra elección de
coordenadas se puede escribir como

Br =
1

√
γrr

B0 cos (θ), (4.26)

Bθ = − 1
√
γθθ

B0 sin (θ), (4.27)

Bϕ = 0. (4.28)

El campo magnético al tiempo inicial se inspira en la solución de Wald [35] que des-
cribe una solución en el vaćıo de un campo magnético alrededor de un hoyo negro de
Kerr que cumple con las propiedades de ser estacionario, axialmente simétrico y que
asintóticamente uniforme y paralelo al eje de rotación del hoyo negro. El 4-potencial
electromagnético del campo de Wald se escribe como:

Aµ =
B0

2
(mµ + 2akµ) (4.29)

dondemµ = δµϕ y kµ = δµt son los vectores de Killing para un espacio-tiempo estacionario
y axialmente simétrico, en coordenadas de Kerr-Schild en el marco de la descomposición
3 + 1 el 4-potencial se escribe expĺıcitamente como

Aµ =
B0

2


βϕ + 2a(−α2 + βiβi)

γrϕ + 2aβr

0
γϕϕ + 2aβϕ

 , (4.30)

y entonces podemos escribir las componentes del campo magnético como

Br =
1

α
√
γ

B0

2
∂θ (γϕϕ + 2aβϕ) , (4.31)

Bθ = − 1

α
√
γ

B0

2
∂r (γϕϕ + 2aβϕ) , (4.32)

Bϕ = − 1

α
√
γ

B0

2
∂θ (γrϕ + 2aβr) . (4.33)
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Figura 4.2: A la izquierda un campo magnético Uniforme y a la derecha la solución de
Wald para un hoyo negro de Schwarzschild, ambos con con B0 = 0.05. En el mapa de
color se muestra la magnitud del campo magnético |B|.

Es claro que el campo magnético descrito por (4.26)-(4.28) difiere de la solución de
Wald incluso en el caso de a = 0, como se muestra en la Figura 4.2, difieren tanto en
la magnitud del campo magnético como en la morfoloǵıa de sus ĺıneas de campo, sin
embargo la solución de Wald asintóticamente es igual al campo uniforme. La razón de
escoger el campo magnético uniforme frente a la solución de Wald es que nos interesa
buscar soluciones atractoras, es decir, saber si hay una configuración natural de campo
magnético, entonces el comportamiento asintótico del campo es el que determinará la
din[amica y el estado final del sistema.

Por otro lado en [35] se postula que en un medio ionizado se acretarán de forma ”se-
lectiva”part́ıculas cargadas positivamente mientras que las part́ıculas cargadas negati-
vamente se verán repelidas y viceversa si es que invertimos el sentido de rotación del
hoyo negro. Dando lugar a una carga neta acretada que modificará al campo magnético
descrito por (4.29), añadiendo una perturbación a la solución sin carga:

Aµ =
B0

2
(mµ + 2akµ)−

q

2
kµ. (4.34)

Esta expresión escrita con los vectores de Killing del hoyo negro de Kerr de hecho
corresponde a la solución en el vaćıo para el campo magnético alredor de un hoyo negro
de Kerr-Newman. El cuatro potencial escrito con la métrica (2.47) con la descomposición
3 + 1 está dado por

Aµ =


B0

2
βϕ +

(
B0a− q

2

)
(−α2 + βiβi)

B0

2
γrϕ +

(
B0a− q

2

)
βr

0
B0

2
γϕϕ +

(
B0a− q

2

)
βϕ

 , (4.35)
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Figura 4.3: Soluciones de Wald con parámetro de espin a = 0.9999 e intensidad de
campo magnético B0 = 0.05, a la izquierda sin carga eléctrica y a la derecha con
q = 8aB0.

y expĺıcitamente las componentes del campo magnético son:

Br =
1

α
√
γ
∂θ

(
B0

2
γϕϕ +

(
B0a−

q

2

)
βϕ

)
(4.36)

Bθ = − 1

α
√
γ
∂r

(
B0

2
γϕϕ +

(
B0a−

q

2

)
βϕ

)
(4.37)

Bϕ = − 1

α
√
γ
∂θ

(
B0

2
γrϕ +

(
B0a−

q

2

)
βr

)
(4.38)

En la figura 4.3 podemos encontrar una comparación en los efectos de añadir una carga
a la solución de Wald, ambos campos magnéticos cuentan con un parámetro de esṕın
de a = 0.9999 sin embargo cuando añadimos una carga que se encuentra que en el
ecuador, una disminución de |B| y las ĺıneas de campo recuerdan a las obtenidas en [36]
y [6] bajo circunstancias similares a las configuraciones usadas en este trabajo. Por lo
que se presume una correlación entre la solución de Wald descrita por (4.36)-(4.38) y
la acreción de plasma cuyo flujo lejos del hoyo negro es radial y constante en el tiempo.
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Caṕıtulo5
Resultados

Antes de adentrarnos en la presentación de los resultados, es necesario explicar las
herramientas de diagnóstico empleadas, estas nos permiten interpretar de forma precisa
los fenómenos f́ısicos observados. En el caṕıtulo anterior se ha discutido el proceso de
acreción y las condiciones iniciales utilizadas en este caṕıtulo, ahora nos enfocaremos
en como estas configuraciones impactan en los resultados para diferentes escenarios.

Una de las cantidades más importantes que es necesario calcular en cualquier proceso
de acreción es la tasa de masa acretada Ṁ . Esta se calcula como el flujo de materia en
una esfera de radio rd, es decir, es la integral de la componente del flujo conservado F r

r

de (2.35). Expĺıcitamente, se calcula como:

Ṁ =

∫ 2π

0

∫ π

0

α

(
vr − βr

α

)
√
γDdθdϕ

∣∣∣∣
rd

. (5.1)

Otro indicador para nuestro sistema es el flujo magnético Φ debido a que la evolución
temporal del flujo magnético está relacionada con cómo cambia el campo magnético
a medida que el plasma y el campo magnético se mueven y se deforman debido a la
gravedad. Φ es calculado de la siguiente manera:

Φ =

∫ 2π

0

∫ π

0

|Br|α√γdθdϕ

∣∣∣∣
rd

. (5.2)
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Cuando simulamos la acreción de un plasma, no solamente estamos acrecentando masa,
sino que, aunque el plasma es eléctricamente neutro, pueden ocurrir procesos de acreción
”selectiva”. La forma que tenemos para medir estos procesos es calcular la tasa de
acreción de carga. Partimos de calcular la integral de flujo sobre una esfera de radio rd
de la 4-corriente eléctrica:

Q̇ =

∮
S2(rd)

J µdSµ =

∫
S2(rd)

J rα
√
γdS2 =

∫ 2π

0

∫ π

0

ρqu
rα

√
γdθdϕ

∣∣∣∣
rd

, (5.3)

donde ρq es la densidad de carga. Para llegar a esta ecuación hemos utilizado la ley
de Ohm con la condición de la MHD ideal (2.12). En principio, no conocemos ρq, por
lo que no podemos integrar directamente con la expresión de la última igualdad. Sin
embargo, es importante notar que dicha expresión es la misma que en el caso de Ṁ ,
cambiando únicamente la densidad de materia por la densidad de carga. Para poder
calcular q̇ recurrimos a (2.11) y a la expresión del tensor de Faraday de la MHD ideal
para un observador Euleriano (2.16), obteniendo aśı una expresión para J µ usando
variables conocidas:

J µ = ∇µF
µν =

1

α
√
γ
∂ν (α

√
γF µν) = − 1

α
√
γ
∂µ ([µνλδ]uλbδ) , (5.4)

necesitamos únicamente la componente radial J r que puede ser escrita expĺıcitamente
como:

α
√
γJ r = ∂θ (uϕb0 − u0bϕ) + ∂ϕ (u0bθ − uθb0) . (5.5)

Integrando sobre el cascarón esférico tenemos que:

Q̇ =

∫ 2π

0

[
(uϕb0 − u0bϕ)|r=rd,θ=π − (uϕb0 − u0bϕ)|r=rd,θ=0

]
dϕ

+

∫ π

0

[
(u0bθ − uθb0)|r=rd,ϕ=2π − (u0bθ − uθb0)|r=rd,ϕ=0

]
dθ, (5.6)

También es posible calcular otras cantidades para medir los efectos globales del espacio-
tiempo sobre la dinámica del plasma, por ejemplo, los promedios de las velocidades en
un marco de referencia Lagrangiano:
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v̄i =

∫ 2π

0

∫ π

0
viα

√
γdθdϕ

∣∣
rd∫ 2π

0

∫ π

0
α
√
γdθdϕ

∣∣
rd

, (5.7)

que además de darnos una visión más clara de las perturbaciones que sufre el sistema
respecto de las condiciones iniciales, pueden interpretarse como un indicador del tiempo
de relajación para llegar a un estado estacionario, en conjunto con Ṁ y q̇.

SECCIÓN 5.1

Acreción esférica hidrodinámica

5.1.1 Michel

Una de las pocas soluciones semi-anaĺıticas en el ámbito de la hidrodinámica relativista
es la solución de Michel, que describe un fluido ideal isentrópico en acreción esférica al-
rededor de un hoyo negro de Schwarzschild. La derivación de esta solución se encuentra
en la sección 4.1.1. Además, la solución ha sido derivada en coordenadas de Eddington-
Finkelstein (4.1), que son equivalentes a las coordenadas de Kerr-Schild (2.47) cuando
el parámetro de esṕın a = 0. Por lo tanto, recuperar esta solución resulta en un ex-
perimento numérico necesario para la validación del código desarrollado durante esta
tesis.

Utilizamos una ecuación de estado de un gas ideal para evolucionar nuestro sistema
debido a que la ecuación de estado politrópica no puede violar la condición de isentroṕıa
y, en consecuencia, no es capaz de desarrollar choques genuinos, lo que puede afectar
durante la evolución a los métodos numéricos con los que se solucionan las ecuaciones,
los cuales están basado en la solución de este tipo de problemas. Por otro lado, cuando
no existen choques, existe una equivalencia entre la ecuación de estado politrópica y la
ecuación de estado para un gas ideal, como es el caso cuando la evolución del sistema
se ha estacionado.

Partimos de condiciones iniciales constantes de las variables primitivas sobre todo nues-
tro dominio, que se escogen tomando el valor de la solución de Michel en la frontera
de rmax de nuestro sistema. Estas condiciones iniciales pueden verse en color verde en
la Figura 5.1. La solución exacta que se utilizó para tomar los valores de la frontera se
encuentra con los parámetros cŕıticos (ρc = 0.1/M2, rc = 100M) mostrada en la Figura
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(4.1), y nuestro sistema deberá converger a esta misma solución si el código funciona
adecuadamente.
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Figura 5.1: Densidad de materia, velocidad radial, factor de Lorentz y presión, donde se
recupera la solución de Michel con parámetros (ρc = 0.1/M2, rc = 100M). En verde se
muestran las condiciones iniciales, en azul las variables durante la evolución y en rojo
el último paso temporal guardado con tf = 1000M .

Se realizaron dos simulaciones que recuperan el mismo perfil. La primera se realizó
en un dominio numérico de tamaño Nr × Nθ × Nϕ = 80 × 60 × 31 y la segunda de
Nr × Nθ × Nϕ = 160 × 60 × 31, ambas con un factor de Courant CCFL = 0.4, en un
dominio f́ısico definido entre rmin = 1.2M y rmax = 90M . Debido a que las condiciones
iniciales son esféricamente simétricas, al igual que el espacio-tiempo en el que se está
resolviendo, el único parámetro importante de la malla en este caso es el número de
celdas en la dirección radial Nr. Se resuelve en un dominio tridimensional para poder
determinar si el sistema permanece con la simetŕıa original del problema.

En la Figura 5.1 se muestra la evolución partiendo de condiciones iniciales constantes
para la simulación con el dominio numérico de menor tamaño. Las ĺıneas azules son
las variables primitivas cada 100 iteraciones, lo que corresponde a un salto temporal
entre instantáneas de ∆t = 13.12M . Podemos observar cómo la evolución se estabiliza
en torno a un perfil atractor, especialmente obvio en el caso de la densidad de materia
y la presión.
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Figura 5.2: Norma del error porcentual medido respecto a ρ para la solución de Michel
usando Nr = 40 y Nr = 80.

Debido a que conocemos la solución exacta, podemos medir el error relativo de la
simulación. En la Figura 5.2 se muestra la norma del error porcentual medido respecto
a la densidad de materia ρ como función del tiempo para los dos casos con diferente
resolución numérica. Notamos que llegamos a un error porcentual menor al 2% para
la primera simulación y un error menor al 1% para la segunda, por lo que podemos
afirmar que se recupera la solución exacta y, además, la solución converge en un factor
entre 1-2, lo cual es lo esperado para los métodos numéricos empleados y las condiciones
iniciales utilizadas.

5.1.2 Kerr

No se ha encontrado una solución anaĺıtica general para la acreción esférica de un
fluido ideal en torno a un agujero negro de Kerr. Sin embargo, se han encontrado
numéricamente soluciones en equilibrio para este problema, como se mostró en [3].
Estas soluciones, además de ser estacionarias, muestran un comportamiento atractor,
definiendo su dinámica únicamente por las condiciones de frontera y las ecuaciones
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a resolver. Esto es posible de demostrar realizando dos simulaciones con diferentes
condiciones iniciales, pero con el mismo comportamiento en la frontera rmax.

En este caso, las dos simulaciones se realizaron en un dominio numérico de tamaño
Nr × Nθ × Nϕ = 160 × 60 × 31 con una constante de Courant CCFL = 0.4, en un
dominio f́ısico delimitado por rmin = 1.2M y rmax = 90M . Las primeras condiciones
iniciales se basan en tomar el perfil completo de la solución de Michel con parámetros
cŕıticos (ρc = 0.1/M2, rc = 100M) y las segundas en tomar únicamente el valor de la
frontera de la misma solución.

Para verificar que la solución converge a la misma distribución se utiliza la tasa de
acreción Ṁ , ya que, aunque esta cantidad se mide en una región espećıfica del dominio,
depende de las velocidades vi y la densidad de materia ρ. Aśı, esta cantidad es lo
suficientemente sensible a cambios en la distribución, resultando en un buen indicador
para medir la similitud entre las distribuciones finales. En la Figura 5.3 se muestra Ṁ
para las simulaciones propuestas, donde se observa que la tasa de acreción se estabiliza
en ambos casos para un valor de 0.8Ṁm, donde Ṁm es la tasa de acreción de Michel
con la que se configuraron las condiciones iniciales. Además, el tiempo de relajación del
sistema resulta mayor en el caso de las condiciones iniciales constantes.
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Figura 5.3: Tasa de acreción para el caso hidrodinámico con parámetro de rotación
a = 0.9999 normalizada con la tasa de acreción de la solución de Michel que se usó
como condiciones iniciales Ṁm = −888.577/M medida en el detector de radio rd = 2M ,
en color rojo cuando utilizamos la solución completa y en color azul cuando copiamos
las variables en la frontera de la solución completa sobre todo el dominio.
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Para poder analizar los efectos de evolución de la acreción esférica sobre un espacio-
tiempo axialmente simétrico se realizó una tercera simulación con idénticas especifica-
ciones numéricas a las ya descritas, usando condiciones iniciales constantes pero con un
parámetro de esṕın de a = 0.5, aśı será posible comparar los efectos de aumentar dicho
parámetro. Una de las primeras diferencias que podemos notar en contraste con el caso
en un espacio-tiempo de Schwarzschild es que existe una componente de la velocidad
en la dirección de ϕ en el sentido de rotación del agujero negro, debido al efecto de
Frame Dragging. Esto se puede observar en la Figura 5.13, donde se calcula v̄r y v̄ϕ

en una esfera de radio rd = 2M . Como muestra (2.42), este efecto es proporcional al
parámetro de esṕın, confirmándose esta relación en la gráfica para v̄ϕ. En la misma
figura 5.13 podemos observar que existe un aumento en el promedio de la velocidad
radial v̄r respecto al promedio para la solución de Michel en este mismo punto, que es
de v̂r = −0.1846.
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Figura 5.4: Promedio de vr y vϕ medido en el detector rd = 2M para los casos hidro-
dinámicos en el espacio-tiempo de Kerr con parámetros de esṕın a = 0.9999 y a = 0.5
usando condiciones iniciales constantes.

En las Figuras 5.3 y 5.5, se muestra que la tasa de acreción se diferencia de la tasa de
acreción de Michel, siendo estas menores cuando se evolucionan en el espacio-tiempo
de Kerr. Espećıficamente, para a = 0.9999 se estabiliza en torno a Ṁ = 0.8Ṁm y
para a = 0.5 en Ṁ = 0.85Ṁm. La razón de este decrecimiento es la aparición de la
componente vϕ. Esto hace que el fluido que originalmente se encuentra entrando en
el dominio esféricamente comience a rotar, lo que genera una distorsión en las ĺıneas
de corriente, como se observa en las Figuras 5.6 y 5.7. Cabe aclarar que la velocidad
angular que se induce no es lo suficientemente alta para generar órbitas, pero śı lo
suficiente para ocasionar un retraso en la entrada de materia al agujero negro.
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Figura 5.5: Tasa de acreción para los casos hidrodinámicos en el espacio-tiempo de Kerr
con parámetros de esṕın a = 0.9999 y a = 0.5.

Figura 5.6: Corte ecuatorial de |v| en los casos hidrodinámicos en el espacio-tiempo de
Kerr a la izquierda con parámetro de esṕın a = 0.9999 y a la derecha a = 0.5. En negro
se muestran las ĺıneas de corriente que pasan por una circunferencia de radio 10M .
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Figura 5.7: Ĺıneas de corriente para los casos hidrodinámicos en el espacio-tiempo de
Kerr a la izquierda con parámetro de esṕın a = 0.9999 y a la derecha a = 0.5. En ambos
casos las ĺıneas de corriente pasan por las circunferencias de radio 10M en θ = π/2 y
ϕ = 0.

La velocidad angular no se induce uniformemente en todo el espacio. En el plano ecua-
torial θ = π/2 es la zona del espacio donde es mayor, mientras que en el eje polar dicha
velocidad se anula. En consecuencia, cerca de los polos la materia entra ”directamente”,
teniendo una menor densidad de materia en esta zona, mientras que cerca del ecuador
la materia rota con mayor intensidad, teniendo una mayor densidad de materia. En la
Figura 5.8 se muestra un corte en el plano XZ para ρ, las isosuperficies muestran este
efecto de achatamiento generando elipses, teniendo una mayor excentricidad cuando
a = 0.9999.

Figura 5.8: Corte sagital de ρ en los casos hidrodinámicos en el espacio tiempo de Kerr
a la izquierda con parámetro de esṕın a = 0.9999 y a la derecha a = 0.5. En negro se
muestra las isosuperficies de esta misma cantidad.
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Para asegurar que los métodos numéricos están funcionando correctamente, se realizó
una prueba de autoconvergencia para a = 0.9999 en Ṁ . Debido a que el problema es
axialmente simétrico, calculamos la solución con resolución Nr × Nθ = 80 × 60, aśı
Ṁ1 = M∞ + ε (∆ri,∆θ)n donde M∞ es la solución en el ĺımite del continuo y ε es el
error absoluto de la solución y n es el factor de autoconvergencia. Después se calculan las
soluciones conNr×Nθ = 120×90 yNr×Nθ = 180×135, entonces para estas resoluciones
tendremos que Ṁ2 = M∞ + 1/1.5nε (∆ri,∆θ)n y Ṁ3 = M∞ + 1/1.52nε (∆ri,∆θ)n.
Entonces, podemos calcular el factor de autoconvergencia como:

1.5n =
Ṁ1 − Ṁ2

Ṁ2 − Ṁ3

, (5.8)

En la Figura 5.9 se muestra el factor de autoconvergencia en el caso descrito. Aqúı
podemos determinar que los métodos utilizados para resolver el sistema de EDP’s con-
vergen durante la evolución y permanecen dentro del rango indicado por el orden del
método.
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Figura 5.9: Factor de autoconvergencia para la solución hidrodinámica en el espacio-
tiempo de Kerr con a = 0.9999.
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SECCIÓN 5.2

Acrección esférica magnetizada

Se presentan dos escenenarios de evolución para la acreción esférica en el espacio-
tiempo de Kerr con un campo magnético incial paralelo al eje de rotación de intensidad
B0 = 0.001/M , una con rotación progrado y parámetro de espin a = 0.5, la otra con
rotación retrograda y parámetro de esṕın a = −0.5. Debido a que no existen diferencias
sustanciales en las variables escalares ni en el campo magnético resultante, las figu-
ras presentaras para estas son válidas para ambos casos a menos de que se indique lo
contrario.

Se escogió un dominio numérico de Nr × Nθ × Nϕ = 160 × 80 × 41, en un dominio
f́ısico delimitado por rmin = 1.5M y rmax = 1000M . El dominio es notablemente mayor
cuando añadimos un campo magnético, la razón es que se busca que en la frontera
dicho campo siga constante y paralelo al eje de rotación, en un dominio numérico
relativamente pequeño como era el caso de las simulaciones hidrodinámicas no es posible
cumplir con esta imposición, ocasionando errores en el cálculo de los flujos numéricos en
la frontera externa (de flujo entrante). Otra diferencia importante en la configuración
numérica es que el factor de Courant se fija en CCFL = 0.25, debido a que los eigenvalores
de las ondas magnetosónicas en la ergosfera aumenta en relación a la magnitud de las
ondas sónicas en esta misma zona, aśı para asegurar la estabibilidad del método se
reduce este factor. Debido al aumento del tamaño del dominio las condiciones iniciales
para las variables hidrodinámicas se fijan con los parámetros cŕıticos de la solución de
Michel (ρc = 0.1/M, rc = 100M), aśı nos aseguramos de que la frontera rmax siga dentro
del radio de acreción.

Estos escenarios permanecen en el régimen denominado SANE (Standard and Normal
Evolution) por sus siglas en inglés, debido a que el flujo magnético en el horizonte
de eventos Φ, es menor a 50 en cualquier punto de la evolución, como se muestra
en la figura 5.10. En este régimen no existe una influencia significativa del campo
magnético, los flujos son más estables y la dinámica está dominada prinicipalmente por
la distorción del espacio-tiempo y la presión térmica del plasma. Otra forma de saber
que nos encontramos en esté régimen es a través del factor β del plasma, definido como:
β = p/pmag = 2p/b2, se muestra en la tercer gráfica de la Figura 5.19 que β ≫ 1 en la
mayor parte del dominio, como esperemos en este tipo de simulaciones.
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Figura 5.10: Flujo magnético Φ medido en el detector de radio rd = 2M como función
del tiempo, para los casos con parámetro de esṕın a = ±0.5 y a = 0.

Como ya se mencionó la hidrodinámica rige este sistema, en consecuencia la densidad
de materia, velocidades y tasa de acreción no difere de forma cualitativa de lo descrito
en 5.1.2. Como primer punto podemos ver como existe una disminución en la tasa de
acreción proporcionalmente al aumento del parámetro de esṕın a, como se muestra en
la Figura 5.11. Cuando estamos no existe el campo magnético se determina si se ha
llegado a un estado estacionario con Ṁ y v̄i, en este nuevo escenario tenemos que veri-
ficar además que el campo magnético no está cambiando, esto lo podemos determinar
visualmente calculando las ĺıneas de campo y cuantitativamente con el flujo magnético
Φ y la tasa de acreción de carga Q̇. En los casos presentados, se puede diagnosticar que
la simulación se ha estacionado como lo muestran las Figuras 5.10, 5.11, 5.13 y 5.16.
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Figura 5.11: Taza de acreción de materia Ṁ medido en el detector de radio rd = 2M
normalizada con la taza de acreción de Michel Ṁm = −888.577/M en azul para los casos
con a = 0.5 y en rojo para el caso con a = 0, los tres casos con un campo magnético
inicial paralelo al eje polar y constante, con intensidad inicial de B0 = 0.001/M .

Cuando comparamos sin campo magnético y con campo magnético, podemos encontrar
algunas diferencias en la distribución final, existe una mayor densidad de materia dentro
de la ergosfera como puede verse comparando la segunda gráfica de 5.12 y la Figura
5.8. Este aumento puede ser explicado por la reducción en la velocidad radial, medido
con el promedio v̂r, producto de la redirección del plasma por las fuerzas de Lorentz
generadas por el campo magnético.



60 Acrección esférica magnetizada

Figura 5.12: Corte sagital y ecuatorial de la densidad de materia ρ cuando la simulación
con parámetros a = 0.5 y B0 = 0.001/M se ha estacionado al tiempo t = 700M , en
negro isosuperficies de ρ.

La velocidad angular cambia de dirección al invertir al cambiar el signo del parámetro
de esṕın, sin embargo la fuerza de Lorenntz no es lo suficientemente intensa para in-
ducir una velocidad significativa en la dirección ϕ cuando a = 0 ni para modificar el
comportamiento de v̂r cuando a = ±0.5, en la Figura 5.13 se muestra este comporta-
miento. En realidad el campo magnético parece disminuir la velocidad del plasma en
todas direcciones pero manteniendo la misma distribución de velocidades, como puede
notarse en la Figura 5.14.
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Figura 5.13: Promedio de vr y vϕ medido en el detector rd = 2M para la evolución de la
acreción esférica con un campo magnético constante paralelo al eje polar en el espacio
tiempo de Kerr con parámetro de esṕın a = ±0.5 y 0.
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Figura 5.14: A la izquierda las ĺıneas de corriente en el plano ecuatorial, a la derecha
las ĺıneas de corriente que parten de dos circunferencias de radio 10M en ϕ = 0 y
θ = π/2, en ambos casos el mapa de color muestra la norma de la velocidad |v|.
Estas representaciones están en el tiempo t = 700M cuando la simulaciones se han
estacionado.

En la MHD asume que el plasma es eléctricamente neutro de forma global, es decir están
presentes aproximadamente la misma cantidad de iones y electrones, sin embargo no se
desprecian las variaciones locales de carga dentro del plasma, como expresa claramente
la ley de Ohm utilizada para derivar las ecuaciones de evolución (2.12). Por otro lado la
condición de la MHD ideal desaparece los campos eléctricos medidos por un observador
comóvil, esto elimina la necesidad de considerar campos eléctricos que no sean los
inducidos por el movimiento del plasma a través del campo magnético, entonces no
debeŕıan existir zonas en la escala del dominio donde se acumule carga.

Se dedujo una formula para poder calcular la tasa de acreción de carga en una superficie
esférica (5.3), el radio de dicha superficie sobre la que se ha integrado de rd = 2M , que
corresponde al radio del horizonte de eventos de un hoyo negro de Schwarzschild y a una
superficie que rodea la ergosuperficie en el caso de un hoyo negro de Kerr, dado que la
velocidad angular no es lo suficientemente grande como para generar órbitas podemos
estar seguros que el plasma que pase por dicha superficie no saldrá, como lo muestran
las ĺıneas de corriente en 5.14.

De la misma forma en que se mostró en la sección anterior que la solución es atractora, se
muestra que las soluciones para la nueva configuración con campo magnético muestran
un comportamiento atractor. Con la misma configuración numérica descrita al comienzo
de la sección, se llevaron acabo dos simulaciones con diferentes condiciones iniciales pero
las mismas condiciones de frontera, en la Figura 5.15 se muestra la taza de acreción
para ambas simualaciones como función del tiempo y como ambas tienden al mismo
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valor. Como puede notarse cuando tenemos condiciones iniciales constantes, el tiempo
de relajación es mucho mayor que si utilizamos la distribución de la solución de Michel,
por lo que se ha optado por esta segunda opción para el desarrollo de este trabajo.
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/Ṁ
m

C.I. constantes
C.I. Michel 

Figura 5.15: Tasa de acreción para el caso MHD en el espacio-tiempo de Kerr con
parámetro de esṕın a = 0.5 y magnitud del campo magnético inicial B0 = 0.001/M
normalizada con la tasa de acreción de la solución de Michel que se usó como conidicio-
nes inciales Ṁm = −888.577/M medida en el detector de radio rd = 2M medida en el
detector de radio rd = 2M , en color rojo cuando utilizamos la solución completa y en
color azul cuando copiamos las variables en la frontera de la solución completa sobre
todo el dominio.

Cuando evolucionamos el problema de la acreción esférica de un plasma en el espacio-
tiempo de Schwarzschild no se detecta una acreción preferencial de carga, aunque existen
pequeñas oscilaciones en la tasa de acreción de carga la magnitud de dichas oscilaciones
son pequeñas en relación de la magnitud del campo magnético y al ser integrada para
obtener una carga neta recae dentro del error numérico. Por otro lado en el espacio-
tiempo de Kerr la velocidad angular genera una fuerza de Lorentz que repele las cargas
negativas cuando el hoyo negro gira en sentido horario y viceversa en el sentido antiho-
rario, como puede verse en la Figura 5.16.
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Figura 5.16: Taza de acreción de carga Q̇ para las simulaciones con parámetro de esṕın
a = 0.5, −0.5 y 0.

Una buena aproximación para el campo magnético a tiempos cortos de la simulación
puede realizarse con el campo magnético de Wald, descrito en la sección 4.2. Los campos
resultantes de la simulación del plasma tienden las mismas caracteŕısticas que el campo
magnético de Wald, son asintóticamente constantes y paralelos al eje de rotación, no
singulares en el horizonte de eventos o su exterior y en cada momento de la evolución el
campo es axialmente simétrico. Podemos integrar la tasa de acreción de carga Q̇ hasta
un tiempo dado para obtener una carga neta acretada y aśı calcular el campo magnético
con las ecuaciones (4.36)-(4.38) para poder comparar con la evolución del plasma.

Una de las predicciones de [35] es que un hoyo negro de Kerr se cargará hasta alcanzar
una carga neta de q0 = 2aB0 por la inyección de enerǵıa de un plasma alrededor de
este hoyo negro. Sin embargo en las simulaciones dessarrolladas en este trabajo la tasa
de acreción de carga no decrece, de hecho se estaciona en un valor diferente de cero en
conjunto con los demás parámetros de monitoreo. El hoyo negro ya ha acretado la carga
cŕıtica q0 a un tiempo de t = 2.34M , en la Figura 5.17 podemos observar que existen
similitudes para el campo magnético de Wald con a = 0.5, q = 2aB0 y B0 = 0.001/M
y el campo magnético de la simulación con a = 0.5 y magnitud del campo magnético
inicial de B0 = 0.001/M .
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Figura 5.17: A la izquierda el campo magnético de Wald para un hoyo negro de Kerr-
Newman con parámetro de esṕın a = 0.5 y carga q = 2aB0 donde B0 = 0.001/M es
la intensidad del campo magnético. A la derecha el campo magnético de la acreción
esférica para el caso con a = 0.5 y B0 = 0.001/M al tiempo t = 2.34M donde se ha
acretado una carga de 2aB0.

No podemos esperar que el campo magnético de Wald sea idéntico a nuestro campo
magnético debido a que el primero es una solución de las ecuaciones de Maxwell en el
vaćıo para un espacio-tiempo axialmente simétrico, mientras que en nuestras simulacio-
nes el campo magnético se ve influenciado por el movimiento del plasma de acuerdo a
la ecuación de inducción y no a los efectos de una carga intŕınseca del espacio-tiempo.
Por otro lado, antes de que se haya alcanzado la carga cŕıtica ambos campos parecen
mantener una estrecha relación, como puede verse en la Figura 5.18 que corresponde al
campo magnético de Wald con a = 0.5, q = aB0 y B0 = 0.001/M y la simulación con
a = 0.5 y B0 = 0.001/M al tiempo t = 1.317M cuando se a acretado esa misma carga.
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Figura 5.18: A la izquierda el campo magnético de Wald para un hoyo negro de Kerr-
Newman con parámetro de esṕın a = 0.5 y carga q = aB0 donde B0 = 0.001/M es
la intensidad del campo magnético. A la derecha el campo magnético de la acreción
esférica para el caso con a = 0.5 y B0 = 0.001/M al tiempo t = 1.3171M donde se ha
acretado una carga de aB0.

En la Figura 5.19 se encuentra el campo magnético, la presión magnética pmag , β del
plasma y la magnetización σ, una vez que la simulación se ha estacionado en apro-
ximadamente t = 700M . El campo magnético final se ha diferenciado notablemente
del campo magnético de Wald, en el plano ecuatorial se genera una zona de baja pre-
sión magnética teniendo aśı maximos β ≈ 5× 1010, por lo que la influencia del campo
magnético en esta zona es esencialmente nula, a excepción de la ergosfera y el interior
del horizonte de eventos, donde se incluso existe una región donde β < 1, marcado
en verde en la tercer gráfica de 5.19. La magnetización de un plasma se define como
σ = b2/ρ nos permite determinar que el campo magnético es pasivo en la mayor parte
del dominio, sin embargo alrededor del eje polar podemos encontrar una zona de alta
magnetización.



66 Acrección esférica magnetizada

Figura 5.19: En un corte sagital cuando la simulación con parámetros a = 0.5 y B0 =
0.001/M se ha estacionado al tiempo t = 700M , de izquierda a derecha y de arriba a
abajo se muestra el campo magnético con el mapa de color indicando la magnitud del
campo; presión magnética pmag; β del plasma; y magnetización σ.

Una forma para determinar si las ecuaciones se están resolviendo de forma adecuada es si
cumplen con la ecuación de constricción (2.18), para verificar que la ecuación se cumple
de forma aproximada es calcular la divergencia del campo magnético y posteriormente
calcular el promedio de dicho calculo sobre todo el espacio a cada paso temporal, como:

∇ · B⃗ =

∫ rmax

rmin

∫ 2π

0

∫ π

0
∇ · B⃗α

√
γdrdθdϕ∫ rmax

rmin

∫ 2π

0

∫ π

0
α
√
γdrdθdϕ

, (5.9)

en la Figura 5.20 se encuentra ∇ · B⃗ como función del tiempo para los tres casos de
acreción esférica magnetizada, el promedio de la divergencia permanece dentro del error
numérico para los tres casos siendo menor de 10−10 en todo momento de la evolución.
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Figura 5.20: ∇ · B⃗ promediada en el espacio como función del tiempo para las simula-
ciones con parámetro de esṕın a = 0.5, −0.5 y 0.

Es necesario recalcar que las ecuaciones que se han resuelto son las de la GRMHD
ideal y no se resuelven simultáneamente las ecuaciones de Einstein, por lo que la carga
acretada no está modificando el espacio-tiempo y la condición de que el plasma es ideal
impide generar campos eléctricos que atraigan cargas de signos opuestos dentro del
horizonte de eventos. Por lo que las soluciones presentadas aqúı, aunque consistentes y
con errores dentro de las fluctuaciones numéricas, el problema f́ısico presentado no es
un escenario realista

Q̇ depende primordialmente de la componente de uϕ medida en un marco de referencia
Eulerino y dicha velocidad es inducida por el efecto de “frame dragging” en el espacio-
tiempo de Kerr, por lo que Q̇ no se limita a la región más cercana al horizonte de eventos,
en realidad el plasma tendŕıa un gradiente de carga tendiendo a ser eléctricamente
neutro cuando r tiende a infinito. La fuerza eléctrica generada por el desbalance de
carga podŕıa ser tratado de forma adecuada saliendo del paradigma de las simulaciones
astrof́ısicas de plasmas al incluir la presencia de campos eléctricos medidos desde el
marco de referencia del plasma.
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Caṕıtulo6
Conclusiones

Se desarrolló un código que resuelve las ecuaciones de la GRMHD para estudiar la
dinámica de un plasma alrededor de un hoyo negro. Las estrategias de discretización del
dominio y la paralelización con la libreŕıa MPI permiten que cada simulación requiera
una cantidad moderada de recursos computacionales, con un promedio de 2000 horas
CPU para los casos de mayor resolución. Este tiempo de ejecución representa una
mejora significativa en comparación con el uso de programas que emplean coordenadas
de Kerr-Schild cartesianas. Bajo circunstancias similares, el código Cactus requiere al
menos 10000 horas CPU, como se demostró en [36].

El objetivo principal del desarrollo del código ha sido analizar la evolución de un plas-
ma que entra radialmente en el dominio, con densidad y velocidad constantes, siendo
acretado por un agujero negro de Kerr y afectado por un campo magnético constante
y paralelo al eje de rotación. Los resultados muestran que el código desarrollado puede
reproducir la solución de Michel con un error menor al 1%. Además, encuentra una
solución para la acreción de un fluido ideal en un agujero negro de Kerr que autocon-
verge, y proporciona una solución para el caso general con campo magnético pasivo que
es consistente con el caso hidrodinámico en el agujero negro de Kerr, cumpliendo con
la restricción de la divergencia del campo magnético.

Se identificaron soluciones estacionarias para la acreción esférica con un campo magnéti-
co en el régimen SANE. En este régimen, el campo magnético no afecta significativamen-
te la dinámica del plasma, mostrando pequeñas desviaciones de la solución estacionaria
sin campo magnético. Además, la comparación de soluciones obtenidas con diferentes
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condiciones iniciales revela que la distribución final es la misma, indicando un com-
portamiento de atractor. En tiempos cortos de evolución, el campo magnético puede
aproximarse al campo de Wald para un agujero negro de Kerr-Newman.

Se verifica la hipótesis presentada en [35] de que un plasma circundante a un agujero
negro de Kerr acreta selectivamente cargas positivas si la rotación es prograda y cargas
negativas si la rotación es retrógrada. Sin embargo, bajo las condiciones de idealidad del
plasma y considerando al plasma como un fluido de prueba, la carga acretada excede
la carga cŕıtica predicha en el mismo art́ıculo. Para ilustrar los escenarios planteados
consideramos un hoyo negro con una masa M ≈ 4.1 × 106M⊙ similar a la del hoyo
negro en el centro de nuestra galaxia, utilizando las conversiones presentadas en el
apéndice A, la tasa de acreción para el estado estacionario es de Ṁ ≈ 35.1963M⊙/s,
acretando la masa M en aproximadamente 32.35 horas, mientras que la carga cŕıtica
q0 ≈ 1.469×1026C es acretada en un tiempo de 47.251s. Por lo que tanto la masa como
la carga acretada modificaŕıan de forma importante al espacio-tiempo.

Estos resultados sugieren que el paradigma actual de la GRMHD ideal presenta limita-
ciones, especialmente en el espacio-tiempo de Kerr. La exclusión de efectos de resistivi-
dad y la evolución del espacio-tiempo pueden causar discrepancias significativas debido
a la acumulación de carga. Modelos más complejos que resuelvan simultáneamente las
ecuaciones de Einstein pueden ofrecer una descripción más precisa del comportamiento
del plasma. Este estudio proporciona una valiosa comprensión de la dinámica de la
acreción de plasma en el espacio-tiempo de Kerr y sienta las bases para futuras investi-
gaciones y el desarrollo de modelos más precisos que puedan abordar estas limitaciones
y mejorar nuestra comprensión de la acreción de plasmas.
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Apéndice

En los cálculos realizados se utilizaron unidades geométricas, donde G = c = 1, lo que
implica que las coordenadas temporal y espacial están escritos en términos de M , que se
utilia para escalar las unidades para un sistema en particular. Para poder comparar los
resultados con observaciones es útil escribir explicitamente las conversiones necesarias
para pasar de unidades geométricas a unidades cgs-Gaussianas siguiendo [37]. Aqúı r es
una longitud genérica, t el tiempo, m la masa, v una velocidad genérica, ρ la densidad
de materia en reposo, Ṁ es la tasa de acreción y G magnitud del campo magnético.

rcgs = 1.47651× 105
(

M

M⊙

)
rgeo, (A.1)

tcgs = 4.92513× 10−6

(
M

M⊙

)
tgeo, (A.2)

mcgs = 1.9884× 1033
(

M

M⊙

)
mgeo, (A.3)

vcgs = 2.99792458× 1010vgeo, (A.4)

ρcgs = 6.1771417
(
M⊙

M

)2

ρgeo, (A.5)

Ṁcgs = 2.030× 105
(
M⊙

M

)
Ṁgeo, (A.6)

Gcgs = 4.414× 1013
(
M⊙

M

)
Ggeo (A.7)
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qcgs = 5.304× 1028
(

M

M⊙

)3/2

qgeo. (A.8)

Los sub́ındices representan al valor en el sistema de unidades, cgs para el sistema de
unidades cgs-Gaussianas y geo para el sistema de unidades geométricas, aunque el
resultado utilizar el factor de conversión para la tasa de acreción no está en el sistema
cgs ya que las unidades seŕıan M⊙/s se mantiene este ı́ndice por simplicidad. M está
dado en masas solares M⊙, en los resultados de este trabajo la masa del hoyo negro se
fijó en M = 4.1× 106M⊙.
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