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Resumen

En este trabajo se estudia la propagacion de ondas a través de una ba-
rrera aleatoria activa unidimensional. Se considera una barrera desordenada
entre dos conductores perfectos semi-infinitos. En el interior de la barrera,
las energias de sitio son variables aleatorias complejas, cuya parte real corres-
ponde al potencial aleatorio en el medio, mientras que la parte imaginaria
se asocia a los procesos de absorcion o amplificacion que sufre una onda al
propagarse a través de la barrera. Por medio de la técnica de las matrices
de transferencia, se calculan los coeficientes de transmision y reflexion y se
analizan los efectos de la accién combinada del desorden y del caracter activo
del medio. Se discuten también los efectos de las correlaciones espaciales del
desorden.

Palabras clave: Modelos desordenados no-hermiticos, localizacién de An-
derson, matrices de transferencia.



Abstract

In this work, the propagation of waves through a random active one-
dimensional barrier is studied. We consider a random barrier between two
semi-infinite perfect leads. Inside the barrier, the site energies are complex
random variables, with the real part corresponding to the random potential
in the medium, while the imaginary part is associated with the processes of
absorption or amplification which take place as the wave propagates through
the barrier. Using the transfer matrix technique, the transmission coefficient
is calculated, and the effects of the combined action of disorder and the active
nature of the medium are analyzed. The effects of the spatial correlations of
the disorder are also discussed.

Key words: Random non-Hermitian models, Anderson localization, transfer
matrices.



Introduccion

La presente tesis tiene por objetivo estudiar las propiedades de transpor-

te en una barrera activa desordenada unidimensional (1-D) finita la cual ha
sido puesta entre dos conductores perfectos. Nuestro objetivo principal es
averiguar cudl es el comportamiento del coeficiente de transmisién cuando
las energias de sitio de los atomos que componen la barrera son variables
aleatorias correlacionadas.
En la literatura ya se han encontrado trabajos similares para sistemas de este
estilo, por ejemplo ver [1] y [2], en este dltimo se adopta el enfoque de las
matrices de transferencia el cual adoptaremos para nuestro problema. Estu-
diaremos una barrera en donde la intensidad del desorden es débil!, esto nos
permite analizar el problema por medio de un desarrollo perturbativo de la
matriz de transferencia total. Veremos que las correlaciones pueden afectar
considerablemente las propiedades de transmision como se demuestra en la
parte de resultados al final del capitulo 3.

El contenido del presente trabajo se resume a continuacion:

= En el capitulo 1 se da un sumario de los sistemas cristalinos asi como
algunas de sus propiedades mas caracteristicas y un resultado impor-
tante propio de la naturaleza de los mismos, el Teorema de Bloch. Para
terminar se da una aplicacion del precedente teorema a un modelo en
particular: El modelo de Kronig-Penney [13].

= En el capitulo 2 entramos en el estudio de los sistemas desordenados,
dando algunos ejemplos de como pueden ser estudiados y qué es lo
que queremos decir con introducir desorden al sistema. Posterior a es-
to introducimos el concepto de localizacion de Anderson, el cual es un

'En el capitulo 3 explicamos y definimos lo que queremos decir con desorden débil, el
cual estd relacionado con la varianza de las variables aleatorias.
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fenémeno que ocurre en sistemas desordenados, en particular analiza-
remos un caso ya conocido el cual lleva el nombre de Modelo de enlace
fuerte (TBM) tridiagonal.?

Veremos para este modelo como podemos caracterizar la localizacién
haciendo uso del exponente de Lyapunov para un sistema de talla infini-
ta y como los efectos de las correlaciones de largo alcance se mantienen
también cuando pasamos a un sistema de talla finita.

= El capitulo 3 tiene por objetivo introducir el modelo que es el objeto de
estudio de esta tesis, el cual puede ser catalogado como un modelo del
tipo no hermitiano, es decir, en el cual no siempre se conserva la energia.
Daremos la descripcion matematica del mismo asi como las propiedades
estadisticas de las variables aleatorias que entran en juego. Daremos los
resultados para el caso en que los dos tipos de desorden presentes en el
modelo no tienen correlaciones espaciales, asi como para el caso en que
los dos desordenes tienen auto- e inter-correlaciones.

= En las conclusiones daremos un pequeno resumen de lo hecho en el
trabajo y lo que se espera para el futuro.

Cabe resaltar que en el capitulo 3 se expone el método que hemos decidido
adoptar para la resolucion del problema; el método de las matrices de trans-
ferencia, el cual conlleva una gran cantidad de céalculos analiticos que por
cuestiones de espacio no se reprodujeron por completo.

Asi mismo los resultados que hemos presentado son del tipo analitico pe-
ro también numérico, dando una comparacién entre los dos en la parte de
resultados se muestran buenas coincidencias para ciertos casos los cuales se
analizan también.

2tight binding model, por sus siglas en inglés



Capitulo 1

Sistemas cristalinos
unidimensionales

Los sistemas cristalinos son, y seran en este trabajo de especial interés,
pues son lo que se conoce como sistemas ordenados, en la naturaleza se pue-
den encontrar estas estructuras en metales, diamantes, rocas, etc. Dada la
variedad de estos objetos es de particular interés saber como se componen y
de que manera se pueden estudiar partiendo de simples modelos que tomen
en cuenta su composiciéon microscépicalb]. A priori, sabemos que los crista-
les’ estdn compuestos por un conjunto de dtomos bien ordenados los cuales
conforman el cristal en si, a estos los llamaremos redes de Bravais y tienen la
propiedad de formar una estructura periddica, es decir, que se repite en toda
la estructura. Esta es, geométricamente la forma mas simple de pensar en
la composicion interna de un cristal, y antes de revelar algunas propiedades
fisicas importantes sobre los mismos vamos a dar algunas propiedades de las
redes de Bravais y cémo se describen matematicamente.

1.1. Propiedades de los cristales

Un concepto fundamental sobre la estructura de un cristal, como ya se
dijo son las redes de Bravais, las cuales especifican la forma y/6 estructu-
ra periodica del material en la cual sus componentes son acomodados, estos
componentes pueden ser atomos, moléculas, iones, etc., pero la red de Bravais

INos referiremos asi a cualquier estructura cristalina

10
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®@ @6 ® @ & @ @

Figura 1.1: Diferentes elecciones de vectores primitivos dan lugar a diferentes
celdas primitivas, ver [4] y [5].

solo nos habla de la forma geométrica y de qué tipo son los componentes de
la misma. A continuacién daremos una definicion de una red de Bravais:

Sea {ﬂ,fg, t_;;} una triada de vectores, a los que llamaremos primitivos, no
coplanares; y sea t definido por

F: nlﬂ—l—mfg%—ng% . (11)

El conjunto de todos los puntos de la forma (1.1) conforma la red de Bravais,
con {ny,ny,n3} € Z*. El paralelepipedo definido por {f1, 3,3} lo llamaremos
celda primitiva y su volumen es

Q=|t1- (s x t3)| . (1.2)

Entonces, si {d1, ds, d3} son vectores primitivos el punto de la red Z?:l n;d;
es alcanzado dando n; pasos de longitud |a@;| en direccién de @; parai = 1,2, 3.
Como comentario adicional sobre la definicion anterior, hay que mencionar
que la eleccién de la triada de vectores en cuestion no es tnica, puede haber
otro conjunto de vectores que den lugar a la misma red de Bravais, esto se
puede lograr haciendo una transformacién del tipo: t = Mt, donde t ahora
define una nueva triada de vectores que identifican a una celda primitiva
distinta y M es una matriz ortogonal (3%X3) con entradas enteras.

Otro concepto importante sobre el estudio de estructuras periddicas es el
de red reciproca, el cual definiremos a continuacién.
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Considere el conjunto de vectores (1.1) el cual define una correspondiente red
de Bravais, v una onda plana e*7, entonces: e £ ¢+ para un genéri-
co vector de onda k. Sin embargo, podemos escoger vectores de onda que
satisfacen esta condicién, es decir

e =1=k-t=2mm, neL (1.3
El conjunto de todos los vectores de onda que satisfacen esta propiedad es lo
que se conoce como la red reciproca.
Aun falta decir como generar una red reciproca a partir de un conjunto de
vectores primitivos {t:,t;,%}. Para esto considere {l;l, 52,53} vectores pri-
mitivos definidos por

- fy X 13
by =2 1.4
1 WQ ( )
- ta X 1,
2:2W3Q1 (1.5)
- 1 X ty
by = 2 1.6
3 WQ ( )

donde  estd definido por (1.2). Es inmediato verificar que
5;‘ : l?; = 27T(5ij

Entonces afirmamos que cualquier vector de la red reciproca puede ser ex-
presado como combinacién lineal de los vectores b como

]; == 1{7151 + kggg -+ ]{?353 (17)

donde {ky, ks, k3} € Z3. Entonces en este sentido la red reciproca es una red
de Bravais y de las definiciones anteriores sigue que

]g . f: 271'(/{31711 + 1{5272,2 + 1{5372,3) s (18)

que es justo la condicion que satisfacen los vectores de la red reciproca.
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Una red cristalina puede describirse a través de un conjunto de vectores
primitivos {ﬂ, ts, 1?3} y posiblemente una base, la cual especifica la posicion
de los distintos atomos o iones dentro de la red primitiva. Esto lo hacemos
dando un conjunto de vectores {d:, dy, . .. ,cfm} Un cristal que contiene un
solo atomo en la celda primitiva se llama cristal simple; en este caso la base
es superflua y las posiciones de equilibrio de los atomos coinciden con los
vectores de la red de Bravais, o sea

En general, un cristal con més de un atomo se llama cristal compuesto y las
posiciones en equilibrio de los datomos pueden escribirse usando los vectores
de la base y los vectores primitivos

RY = d; + nity + nots + nsts (1.10)

coni=1,2,...,m.
Algunos ejemplos de cristales de diferentes materiales pueden ser encontrados
en la literatura [4] y [5].
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1.2. Teorema de Bloch

Anteriormente vimos que una estructura cristalina se puede estudiar espe-
cificando una red de Bravais y posiblemente una base[4]. Ahora toca obtener
algunos resultados fisicos de estos sistemas.

Para lo que sigue vamos a enfocar nuestra atencion a sistemas unidimensio-
nales, entonces la ecuacién de Schrodinger para un electrén en el cristal toma
la forma

)+ V) = o) (1.11)

2m dx?

V(z) =V(x +na) (1.12)
donde a es el paso de lared y = € [0, L].

Teorema de Bloch:

Para el problema (1.11) con V(z) que satisface (1.12) existe un conjunto
de autofunciones 1, tales que

Un(r + R) = ™y (a) (1.13)

donde k en este caso es un vector de onda en una dimension asociado a una
onda plana y R es cualquier vector de la red de Bravais.

Antes de proceder con la prueba de dicho teorema, nos gustaria definir el
problema en concreto para el cual vamos a dar la demostracién. Vamos a
considerar un modelo unidimensional finito compuesto por N atomos, enton-
ces cualquier vector R de la red se puede expresar como R = na, siendo a el
paso de la red. Por ultimo hay que especificar las condiciones de frontera del
sistema, para esto vamos a suponer que tenemos condiciones periédicas, es
decir

Y(x+ L) =Y(x+ Na) = () (1.14)

donde ¢ es una funcién normalizable definida sobre un intervalo [0, L].
Estas condiciones de frontera se llaman condiciones de frontera de Born-Von
Karman.

Demostracién(Teorema de Bloch):



1.2. TEOREMA DE BLOCH 15

Sea T el operador de traslacién tal que Trf(z) = f(z + R) donde f(R) es
alguna funcién definida en el intervalo [0, L], este operador entonces efectiia
traslaciones por R. Pensemos en H un hamiltoniano periodico como el de
(1.11), entonces:

TpHi(x) = H(x + R))(z + R) = H(z)y(z + R) = HTp(x) ,  (1.15)

esto para cualquier v, por lo que concluimos que TrRH = HTg, entonces
existe una base de autofunciones comin entre H y Tg, esto es

Hy = Ey
Trr = (R
Es importante notar que las traslaciones forman un grupo abeliano, ya que
TpTr(R) = Te Tt (R) = ¥(z + R+ R') (1.16)

entonces: TRTR/ = TR+R’-
Reescribamos esta tltima expresién de manera equivalente para una auto-
funcion del operador de traslacion

TrTrp = o(R)Trtp = c(R)c(R) (1.17)
pero por (1.16) notamos que
¢(R+ R)=c¢(R)c(R) . (1.18)

Ahora sea R un vector de la red de Bravais definido por R = nt con n € N.
Aplicando (1.18) a R obtenemos

c¢(R)=c(t)" (1.19)

entonces el problema de hallar los eigenvalores de T se reduce a hallar los
valores de ¢(t), los cuales se pueden hallar por medio de la condicién de nor-
malizacién de la funcién 9, esto implica que |¢(t)| = 1, entonces escogemos:
c(t) = e*™t. Después veremos qué valores puede tomar z, por el momento
sabemos que se trata de un ntimero real. Entonces escribimos (1.19) como

c(R) =™ (1.20)

donde k = xb es el llamado vector de onda de Bloch, siendo b el vector de
la red reciproca que satisface por definicion bt = 27. En resumen, hemos
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probado que podemos escoger autofunciones de H tales que para cualquier
vector R de la red de Bravais se cumple

Tpi(x) = ¥(x + R) = c(R)i(z) = e*y(x) . (1.21)

En la demostracion anterior usamos k = xb, y dijimos que se trataba de un
vector de onda de Bloch, sin embargo, no sabemos nada sobre los posibles
valores que pueda tener. Para resolver esto debemos imponer apropiadas con-
diciones de frontera a la funciéon de onda.

Vamos a calcular los posibles valores que puede tomar & en la ecuacion (1.21).
Para esto, hay que usar la condicién de frontera (1.14)

V(x4 Nt) = NFp, (1) = eVF =1 | (1.22)

donde k = zb, entonces exp{2miNx} = 1, como consecuencia encontramos
x = m/N, con m entero. De esta forma los valores que toma el vector de
onda de Bloch son?: k = (m/N)bcon m=1,2,3,..., N.

—

1. . - 3
2Para el caso tridimensional: k = Dot

e
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1.3. Espectro de energia para el modelo de
Kronig-Penney

Un aspecto importante del estudio de sistemas cristalinos en general es el
espectro de energias. Veremos en esta seccion como dicho espectro esta agru-
pado en bandas; sin embargo, aunque esto es un resultado valido siempre, es
dificil de demostrar de manera general para cualquier modelo unidimensional
cuya ecuacién de Schrodinger estd dada por (1.11). Entonces, a fin de probar
el resultado lo haremos para un caso particular: El modelo de Kronig-
Penney(K-P). Ver en [13]

Considere una sucesion de barreras de potencial constante V de anchura

4 Vix)

Vo

X
-

- 0 a-b a

Figura 1.2: Modelo de Kronig-Penney. Una sucesion de barreras de potencial.
[Créditos: https://www.researchgate.net]

b, separadas por una distancia w = a — b siendo a el paso de la red, como en
la figura 1.2
La solucién a la ecuacién de Schrodinger para las regiones (1) y (/1) se puede
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escribir como:

. , 2mE
Yr(r) = Ae" + Be™® | O<z<w , qF)=4/ 7;;2 , (1.23)

/2 - F
?7/)][(1') = C@Bx + DG_BCC , —-b<x<0 R B(E) = %,

(1.24)

Supondremos que E < Vj, el otro caso puede ser tratado de forma anéloga.
Las constantes A, B, C'y D pueden ser encontradas usando las correspondien-
tes condiciones de frontera para la funcién de onda y sus derivadas, ademas
estas deben satisfacer la condicién de periodicidad, es decir:

$r(0) =¥ (0) 5 5(0) = ¢7,(0) (1.25)

Yrr(=b) = e™Pr(w)  dip(=b) = eMPp(w) (1.26)

Las condiciones (1.25) demandan que la funcién de onda y su primera deri-
vada sean continuas en la interfaz de ambas regiones. Las condiciones (1.26)

conectan la funciéon de onda y la primera derivada, en © = —by x = w en
acuerdo con el teorema de Bloch.

Las condiciones de frontera anteriores producen el sistema:
A+B-C—-D=0 (
iqA —igB — pC' — D =0 (1.28
ez’kaJriqu + eikafiqu o efﬁbcf . 6Bbl) =0 (
iqeika—&-iqu . iqeika—iqu . Be—ﬂbc« + 56’86D =0 (

Si buscamos soluciones no triviales a este sistema tenemos que resolver:

1 1 -1 -1
iq —iq -3 gl
det eika+iqw eika—iqw _e—ﬁb _eﬁb =0

Z'qeika-i-iqw _iqeikza—iqw —,66_’36 Beﬁb

Podemos evaluar este determinante haciendo una eliminacién de renglén para
obtener un determinante de una matriz menor 3 x 3, haciendo esto llegamos

2 _ 2
<62 5(] ) sinh Bbsin qw + cosh Bbcos qw = coska . (1.31)
q
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Simplificaremos el problema considerando b — 0y Vj — oo con bV} = cte.,
la precedente ecuacién se escribe como
sin ga _ mVipba

4+ cosga =coska ; P=
qa 1 h?

P

(1.32)

1+F

Flga) =P 099 | o5 0
(ga) « &

Figura 1.3: Solucién grafica de (1.32). Donde P es proporcional al drea de la
barrera Vpb. Hemos escogido P = 37 /2, por razones de conveniencia, ver [13]
[Créditos: Solid state physics. G.Grosso, G. Pastori].



20 CAPITULO 1. SISTEMAS CRISTALINOS UNIDIMENSIONALES

Podemos observar en la figural.3 que las regiones donde |F(ga)| = |cos ka| <

1 corresponden a valores de ¢ tales que E = h%q?/2m, es decir, los posibles
valores para la energia se distribuyen en bandas.

Como casos particulares de esta solucién vemos que el espectro de energias
para P = 0 corresponde a ¢ = k = E = h%k?*/2m que podemos identificar
como la energia de la particula libre como se espera cuando no tenemos per-
turbaciones.

Para P — oo las bandas de energia en la figura 1.3 se vuelven cada vez méas
estrechas, de tal forma que las lineas de energias permitidas se localizan en
multiplos de 7, entonces, para que se cumpla la condicién (1.32) para este
caso se debe tener ¢(F)a = nm — i n?, lo que corresponde a los niveles

2ma?
de energia de una particula atrapada en una barrera de longitud a.




Capitulo 2

Sistemas desordenados

En el capitulo anterior vimos como en un sistema ordenado encontrar el
conjunto de funciones en una red cristalina conduce a ondas de Bloch, es
decir, ondas planas moduladas con la periodicidad de la red y el espectro
de energia agrupado en bandas. En contraste, los sistemas desordenados no
poseen esta simetria de invarianza respecto a traslaciones, sino que suelen
presentar anomalfas en su constitucién como impurezas 6 dislocaciones[11]*,
lo que hace que el tratamiento sea distinto.

Este tipo de materiales seran el principal objeto de estudio en el presente
trabajo. Principalmente el interés surge del hecho que ningtin material real
puede ser idealizado como un cristal perfecto, ya que siempre hay anomalias
que deben tomarse en cuenta, tales como impurezas, dislocaciones, etc.

Las propiedades de un sistema desordenado pueden ser divididas en dos gru-
pos: Uno es el andlisis de los autovalores y el segundo es el estudio de los
autoestados. El estudio de los autoestados es de vital importancia para es-
tudiar los fenémenos de transporte. Como se vera después, podemos usar los
autoestados para determinar las propiedades de localizacion.

En el presente trabajo vamos a considerar solo sistemas unidimensionales
(1-D). Estos representan un papel relevante por distintas razones:

= Es posible obtener resultados analiticos con mas detalle para sistemas
1-D, lo que no siempre ocurre en sistemas de dimensién mas alta.

= Aunque puedan parecer abstractos y sin aplicacion aparente estos sis-
temas son usados en aplicaciones tales como estudio de super-redes,

IPor ejemplo algin metal en el que todos los dtomos son del mismo tipo pero no se
pueden hallar en los puntos de una red de Bravais.

21



22 CAPITULO 2. SISTEMAS DESORDENADOS

guias de onda, etc.

= Las tecnicas usadas en el estudio de los sistemas 1-D suelen ser gene-
ralizadas para problemas en dimensiones superiores.

2.1. Ejemplos de sistemas desordenados

ntinuacién, para dar una i mas clara sobre mo sordenado
A continuacién, para da a idea mas clara sobre modelos desordenados
se presentan algunos de ellos de uso comin el la literatura [6].

Modelo 1: Cadena armoénica con desorden isotopico.
Este modelo esta representado por la ecuacién dinamica

d?u,,
mnﬁ = Uny1 — 2y + Up—1 ) (21)

donde w,, y m,, representan los desplazamientos de la posicién de equilibrio
y la masa del n-ésimo atomo respectivamente y se ha tomado la constante
elastica igual a uno.
Aqui, el cardcter desordenado del modelo lo dan las masas, las cuales son
variables aleatorias con una cierta distribucién. Toman un nimero finito de
valores para cada dtomo, i.e {m < m(q) < M < o0 :q=1,2,...,r—1}
con probabilidad {0 < P(q) < 1;¢ =1,2,...,r — 1}, donde r es el nimero
de atomos, m y M son el valor minimo y méaximo de masa respectivamente
que puede tener m(q). Fisicamente se puede decir que el valor de m(q) esta
acotado por el is6topo mas ligero y el mas pesado si hablamos de un elemento
en concreto.
Podemos imponer condiciones de frontera tales que la cadena quede fija a los
extremos, esto es:

ug = uns1 =0

Por 1ultimo si pensamos en que las soluciones admiten comportamiento de
ondas monocromaéticas se tiene u,, ~ exp{—iwt} con frecuencia w, por lo que
la ecuacién de movimiento estacionaria es:

— My Uy = Upy1 — 2y + Up1 (2.2)

Modelo 2: Modelo de enlace fuerte electronico (TBM: Tight-binding model)
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En este modelo consideramos el movimiento de un electrén en una red dis-
creta, la ecuacién de Schrodinger en unidades naturales? se escribe como

diy,

ZW - €n¢n + wnJrl + %—1 (n = 1’ 27 e ’N) <23)

donde 1, v €, representan las amplitudes de la funcién de onda y las energias
por sitio respectivamente. Para este caso las variables aleatorias son ¢, con
una cierta distribuciéon de probabilidad. Nuevamente imponemos condiciones
de frontera

Yo =Ynp1 =0

y en lugar de considerar la ecuacion dependiente del tiempo consideramos la
ecuacion estacionaria

E% = 5n¢n + 7vbn-‘,-l + 77bn—1 ) (24)

donde FE es la energia.
Modelo 4: Modelo de Kronig-Penny desordenado

Este modelo es una variante de la ecuacién (1.11), en la que se introdu-
ce el desorden por medio de variables aleatorias {b,,v,}. La ecuacién de
Schrodinger (1.11) toma la forma

1 d? -
—5 g2 ¥) + ; (Vo +vn)o(z —an — by)Y(x) = EY(x) (2.5)
tomando como referencia la figura (1.2) podemos pensar que el modelo con
desorden consta de una sucesion de potenciales deltiformes que han sido

desplazados de los sitios de la red y cuya intensidad fluctia.

2h=m=1
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2.2. Localizacion de Anderson

Actualmente se conoce que los sistemas desordenados (como los mostra-
dos antes) presentan un fenémeno conocido como localizacién de Ander-
son[l, 11, 6], en honor a su descubridor, Philip Anderson. Dicho fenémeno
puede ser explicado a través del analisis de los autoestados de un sistema, y
esta relacionado con las propiedades de transporte, en nuestro caso, vamos a
considerar un electrén atrapado en un material unidimensional desordenado,
entonces si ¥ es la funcion de onda del electrén, decimos que se encuentra
localizado siempre que |\If|2 decae exponencialmente a ambos extremos del
sistema. El decaimiento se da sobre una escala [, a la que nos referimos como
longitud de localizacion.

A continuacién daremos algunas formas mas precisas de caracterizar la loca-
lizacién, puede consultar més en [6].

Comportamiento asintético de la funcién de onda:
El comportamiento asintético de una funciéon de onda localizada esta descrito
por su decaimiento exponencial a través de la identidad

P(r) = f(r)e (2.6)

Donde f(r) es una funcién tal que |f(r)| < oo cuando |r| > 1. Definimos
la. longitud de localizacion: loo = A~!. Entonces decimos que un estado es
localizado si |¢(r)|? tiende a cero exponencialmente cuando 7 — oo.

Transmision a través de potenciales aleatorios: Si definimos la fun-
cién de Green de la ecuacién de Schrodinger (H — ET)G(E) = I, donde I
es el operador identidad, entonces definimos la amplitud de transicién de un
electron de un sitio 7 a r’ como:

t(r,r B) = ([{r|GE) 7)) (2.7)

A t también se le suele llamar probabilidad de transmisién y () representa

un promedio sobre las realizaciones del desorden. Cuando ¢ decae exponen-

cialmente para grandes distancias entre r y r’ significa que el transporte

de magnitudes como energia térmica, carga eléctrica, etc. tiende a hacerse

exponencialmente pequeno. Con esto podemos definir A como
2 lim log[t(r,r'; E)]

A |r—r!|—o0 |7” —7’/|

(2.8)
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A se conoce como el exponente de Lyapunov(25].

Calculo de la razén de participacion inversa: Es especialmente tutil
cuando se trabaja con sistemas finitos aunque de cadenas grandes de dtomos.
Esta definido como la suma sobre los sitios de los cuadrados de probabilida-
des, o sea

=) )t (2.9)

a P! se le llama relacién de participacién inversa 6 nimero de participacién
inversa. Es una medida de la porcién del espacio donde la amplitud de la
funcion de onda es significativamente distinta de cero, o dicho de otro modo
cuando la funciéon de onda estd localizada, P es proporcional al volumen en
el cual el estado posee una amplitud significativamente distinta de cero[6].

2.3. Modelo de enlace fuerte

En esta seccién analizaremos el modelo (2.4), el cual fue propuesto por
Anderson[1] como uno de los primeros sistemas para estudiar la localizacién
en materiales desordenados 1-D.

Analicemos un sistema de talla finita compuesto por N atomos y sean ¢, las
energias de sitio correspondientes a cada dtomo con n € [0, N + 1]. Podemos
escribir la ecuacion (2.4) para diferentes valores de n recordando que 1y =

Yny1 =0

(n=1), Ys+e1thy = Eiy
(n=2), s+ 11+ exhy = Ehy

(n=N), Yn_1+entn =EyYy

lo que en notaciéon matricial se expresa como

€1 1 0 ... 0

1 & 1 0 ... 0 Y U

0 1 ¢ 1 ... 0

. ’ A S R (2.10)
1 (N (N
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En otras palabras, tenemos que resolver un problema de diagonalizacién para
encontrar las autofunciones y los autovalores; por supuesto, para un sistema
de talla finita de unos cientos de sitios ya se vuelve un problema complicado
de tratar analiticamente, por lo que podemos proceder usando un método
numérico para resolver el problema (2.10).

Procederemos en dos partes; primero la solucion sin desorden, o sea ¢, = 0,
Vn € N, luego para desorden débil con y sin correlaciones.

2.3.1. Ausencia de desorden

Para el caso en que €, = 0 paratodan = 1,2,..., N se tiene que la matriz
tridiagonal en (2.10) pierde sus elementos en la diagonal, pasando a ser todos
cero, pero como ya se habld antes en este trabajo, en ausencia de algun tipo
de desorden las soluciones son en esencia ondas de Bloch moduladas con el
paso de la red y de la ecuacién de Schrodinger resultante

,lvbn—‘rl + wn—l - Ewn (211)

podemos proponer 1, = Age?*", al sustituir en la ecuacién (2.11) nos queda
que

eF et =F

= E =2cosk

donde k se cuantiza de manera adecuada segun las condiciones de frontera,
que para el caso que consideramos aqui dan

™m
N +1

Yo =y = 1= "N — k(n) =

™
E, =2
cos <N+1>

con esto podemos encontrar el conjunto de eigenvalores y autofunciones lo
cual es consistente con el teorema de Bloch.?

3Hemos supuesto para este problema que el paso de la red es igual a 1.
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2.3.2. Desorden sin correlaciones espaciales

Para esta secciéon vamos a introducir variables aleatorias ,, en la ecuacién
de Schrodinger

¢n+1 + ¢n—1 + 5n¢n - E¢n . (212)

Para la resolucién del problema en general hay que dar las propiedades es-
tadisticas del mismo, en este caso y de aqui en adelante supondremos que

las variables aleatorias tienen una distribucién uniforme P(e) = 1/W si
ee[-W/2,W/2]y P(e) =0sie# [-W/2,W/2].
Esto implica que
w2 AL
(e) = / eP(e)de = —/ ede =0 (2.13)
—w/2 W) _wys
Y W)/2 2
1 [ w
2 2 2
- de = — = . 2.14
=g, fe=Ty=c (2.14)

En ausencia de correlaciones entre las variables aleatorias e, decimos que
tenemos ruido ”blanco”.

Para este sistema vamos a calcular la razén de participacién inversa pa-
ra determinar las propiedades de localizacion. En la practica partimos del
problema (2.10) y calculamos numéricamente las autofunciones, con lo cual
podemos calcular la razén de participacion inversa

P =Sl (2.15)

Los resultados obtenidos para P se muestran en la figura 2.1, para un sistema
con N = 3000 sitios y desorden con intensidad o2 = 0.01.
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Razon de participacion inversa con correlaciones para N = 3000 sitios

0.10

0.08

0.06 -

P~{-1}

0.04 +

0.02 4

0.00 A

Figura 2.1: Razén de participacién inversa vs la energia. N = 3000 sitios.
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Por otro lado el caso N — oo corresponde a un modelo de Anderson
de talla infinita. Podemos determinar la longitud de localizacién a través del
exponente de Lyapunov. Consideraremos la ecuacion

¢n+1 + %—1 + 5n¢n = El/}n )

luego, multiplicamos ambos lados por 1/, y, si definimos p,, = w " , pode-
mos reescribir la ecuaciéon anterior como
1

pos1 =E — e, — ~ (2.16)

con esto el exponente de Lyapunov A\ puede ser escrito como:

N
) 1
:Nh_r>nooNZl = h_r)nooﬁglog]pk\ . (2.17)

¢k1

Dado que A estd escrito en términos de 1, se trata de una magnitud deter-
minista. Los resultados se muestran en la figura 2.2.

Exponente de Lyapunov

0.07

0.06

0.05 A

0.04 4

Lambda

0.03

0.02 4

0.01 A

0.00 4

Figura 2.2: Calculo de A vs la energia, para el sistema de talla infinita con
o2 =10.01.
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2.3.3. Desorden con correlaciones espaciales

En esta seccién retomamos el problema de Anderson (2.12) para un sis-
tema de talla infinita. Vamos a considerar distintas propiedades estadisticas
de las variables aleatorias ¢, en particular consideraremos que estdn corre-
lacionadas. Esto lo hacemos definiendo una funcién x (k) de la forma:

(enen_i) = o2x(k) (2.18)

donde o? es la varianza, la cual supondremos pequeria en este caso y (k)

es a lo que se le conoce como la funcién de correlacién binaria, la cual esta
relacionada con una funcién W (u) como

N

W(p)=1+2) x(k)cos2kpu . (2.19)
k=1

W () se llama densidad espectral, la cual es una funcién par en p y supon-
dremos que es conocida, ver [3]. Esta relacién se puede invertir para hallar
X (k) en funcién de la densidad espectral, es decir

x(k) = %/Oﬂ W () cos (2kp)du . (2.20)

Nos proponemos a calcular la razén de participacion inversa y el exponente
de Lyapunov para el caso con correlaciones espaciales. Para ambos casos po-
demos sustituir en (2.10) los valores de las variables correlacionadas €, con
n=1,2,..., N para encontrar numéricamente los autovalores y los autovec-
tores. Vamos a usar que

2(#27:#1)’ H € [/“LLMQ]
W(p) =

0, & p, po]

donde g1 y po son pardmetros que producen bordes de mouvilidad, los cuales
son, regiones de la energia que separan estados extendidos y estado localiza-
dos. La figura 2.3 muestra el exponente de Lyapunov con bordes de movilidad
ubicados en E = 2cospu; = 1.3y E = 2cos s = 0.7. En este caso se obtu-
vieron los resultados para una sola realizacién del desorden.
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Exponente de Lyapunov

0.035

0.030 4

0.025 4

0.020 1

Lambda

0.015

0.010 4

0.005 4

0.000

Figura 2.3: Exponente de Lyapunov VS Energfa para o2 = 1072

Razon de participacion inversa con correlaciones para N = 3000 sitios
0.10

0.08 -

0.06 -

Po{-LY

0.04

0.02 1

0.00

Figura 2.4: Razén de participacién inversa VS Energia para una barrera de
N = 3000 sitios y 02 = 102
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Si analizamos el modelo de Anderson (2.12) para un sistema de talla finita
con las mismas condiciones de frontera ¥y = Y1 = 0, podemos observar
como la presencia de desorden con correlaciones espaciales produce de igual
forma bordes de movilidad en donde tenemos estados extendidos y localizados
en el cdlculo de la razén de participacién inversa como muestra la figura 2.4
para un sistema de N = 3000 sitios y una varianza del desorden o? = 1072
Los bordes de movilidad se mantienen en los valores F© = 2cosp; = 1.3 y
E =2cospuy =0.7.

La razén de participacion inversa nos da una medida de la porcién del espacio
en donde la funcién de onda es distinta de cero para sistemas de talla finita.
Por otro lado, la figura 2.4 muestra el exponente de Lyapunov para un sistema
de talla infinita el cual es distinto de cero en un intervalo acotado de F, y
dado que I, = A\~! representa la escala del sistema sobre la cual la funcién
de onda decae exponencialmente segtin (2.6) para este caso I, ~ 300.
Como comentario adicional sobre las gréficas (2.3) y (2.4), vemos que la
coincidencia entre ambas no es del todo buena, esto se debe a que \ es un
valor que se calcula en el limite N — oo y 0 < 1, mientras que P! es una
cantidad que se calcula cuando el sistema es de talla finita, en el caso de la
figura 2.4 se usaron 3000 sitios.



Capitulo 3

Sistemas no hermitianos

3.1. Definiciéon del modelo

Entramos ahora en la parte medular de este trabajo, empezando por
definir el sistema en cuestién que analizamos en esta tesis.
Consideraremos una barrera desordenada 1-D compuesta de N atomos, la
cual estd puesta entre dos conductores perfectos semi-infinitos. En el interior
de la barrera las energias de sitio son variables aleatorias complejas, cuya
parte real corresponde al potencial aleatorio, mientras que la parte imaginaria
esta relacionada con procesos de amplificacién o absorcion que sufre una onda
que se propaga a través de la barrera.
Similar al estudio del TBM, este sistema estd definido a través de la ecuacién
de Schrodinger estacionaria:

wn+1 + 2/}nfl + [En + 2(7 + Vn)]wn = Ewn ) (31)

para n = 1,2,..., N. Mientras que para n < 1 y n > N estamos en los
conductores perfectos donde ¢, = v, = 7 = 0, de esta manera recupera-
mos la ecuacién para una particula libre. El término no hermitiano iy es un
parametro que describe absorcién para v > 0 y amplificaciéon para v < 0.

33
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e ikn t ikn

r.e-ikn

Figura 3.1: Barrera unidimensional activa

Estamos interesados en hallar propiedades de transmision de ondas a
través de una barrera aleatoria activa como la que se representa en la figura
3.1.

Vamos a considerar que el desorden es débil, es decir

No? <1 (3.2)
No? <1 (3.3)

y que las variables aleatorias €, y 7, estan auto e inter correlacionadas, es
decir:

(Enensk) = (E)xa (k) = 02xa (k) (3-4)
(I Tntk) = (Ya)x2(k) = ox2(k) (3:5)
(Entnin) = 02 x3(k)
los simbolos () representan un promedio sobre las realizaciones del desorden,
X1, X2 V X3 son funciones de correlacién binarias que supondremos conoci-

das. Las funciones de correlacion se relacionan con las respectivas densidades
espectrales por medio de la identidad:

Wilp) =142 xi(k) cos2uk (3.7)
k=1

para i = 1,2 3.
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3.2. Meétodo de las matrices de transferencia

Vamos a comenzar con el andlisis del problema reescribiendo 3.1 en térmi-
nos de las matrices de transferencia, esto lo logramos expresando la ecuacion
de Schrodinger (3.1) en la forma recursiva

A B

a las matrices P, les llamamos matrices de transferencia en la representacion
de los sitios.

Cuando estamos en el caso de los conductores perfectos semi-infinitos recu-
peramos el caso para una particula libre.

Si deseamos estudiar las propiedades de transmision en la barrera es con-
veniente pasar a la representacién de las ondas planas.
En esta representacion se introducen las amplitudes A,, y B,, por medio de

la identidad . D) )
wn eZ n e—Z n n
( ,¢:1 = eikn e—ikn Bn (39)

- (g;;;) ~0, (g) | (3.10)

esta ultima relacién es andloga a (3.8). De esta manera quedan definidas las
matrices (), las cuales se pueden escribir en términos de P, como

R NP R RIS
Qu=U"FRU , U=(] : (3.11)

Escribiremos la matriz de transferencia Qn de modo que quede expresada
como la suma de un término asociado a la parte determinista de la ec. de
Schrodinger (3.1) y otro término asociado al desorden, es decir

Qn = QO + Q}l ) (312)




36 CAPITULO 3. SISTEMAS NO HERMITIANOS

Definimos la matriz de transferencia total de la barrera de longitud N como
el producto de las matrices ),,, es decir

N N
o-Tlo-TI(@+aL) - (3.14)
n=1 n=1

Consideramos una onda plana con nimero de onda k y médulo unitario, esta
se propaga por el conductor perfecto é incide por la izquierda sobre la barrera
como en la figura 3.1. Se produce una onda reflejada y una onda transmi-
tida cuyas amplitudes son respectivamente la amplitud de reflexion y la de
transmision, las cuales se relacionan por medio de la matriz de transferencia
Q por medio de la identidad

ikN N ik R ik
(tN% ) I1@x <r:€_ik) =0 (T;_ik> : (3.15)

n=1

La ec. (3.15) permite escribir el coeficiente de transmisién para cada reali-
zacion del desorden en términos del elemento (2,2) de la matriz (3.14) de la

siguiente manera
1
Ty = |tn]* = = - (3.16)
(@]

3.3. Barrera activa sin desorden

Como caso particular vamos a calcular el coeficiente de transmision para
el caso sin desorden, es decir, u,, = 0. La ec. (3.14) se transforma en
A N A N N
Q=TI(e"+a)) =TI =(@") - (3.17)
=1 n=1

Para obtener en forma explicita la matriz (3.17) el primer paso es diagonalizar
Q°, y escribir Q° = UDU~! donde

A ed 0
D:<0 e—i‘l) , (3.18)

(e, e7i) son los autovalores de Q° y ¢ es un pardmetro complejo definido
por medio de la identidad

cosq =cosk —ivsink . (3.19)
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La matriz U tiene la forma

ve ik ve ik
U= <(1v>e{'kew (1v>1eike-iq> . (3.20)

La diagonalizacién de Q° permite escribir (3.17) como:

N N A " . iNgq R
(Q°> — DN =0 (e . e_?Nq) ot (3.21)

asi encontramos los elementos de la matriz de transferencia total en ausencia
de desorden

Oy = L {(1— 7 k)eiksin(qzv)—sm(q(N—1))} (3.22)

N sin q 2 sin
soyn e sin (gN)
@)z = 2sin (k) sin (q) (3.23)
@)y = < sinlal) (3.24)

2L 25in (k) sin (q)

sin q 2sin

Q") = — ! { (1 S— k) e*sin (¢N') — sin (q(N + 1))} (3.25)

Para calcular el coeficiente de transmisiéon numéricamente lo hacemos en el
centro de la banda de energfa'. Procedemos evaluando la matriz (QO)N para
cada valor de N en E = 0. Después tomamos el elemento (22) de acuerdo a
la ecuacién (3.16).

Para el cdlculo analitico hacemos uso del elemento (3.25), que al ser mani-
pulado dentro de la expresién (3.16) se vuelve

T]S?) _ sin’ (g) 5 (3.26)
[sin (q) cos (Ngq) —isin (NCD]

Las graficas (3.2) y (3.3) muestran el log TY, vs N para el caso amplificado(y <
0) y absorbente(y > 0) en el centro de la banda E = 0 respectivamente.

IEste solo es un caso particular para evaluar In7T, ya que el mismo comportamiento se
obtiene para cualquier valor de E # +2.
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Numérico VS Analitico (Amplificacion)

— Analitico
10 - Numenco
— Nc =73.7775

T I T T T
0 50 100 150 200 250 300
N

Figura 3.2: Coeficiente de transmisiéon Analitico/Numérico(sin desorden) Vs
N.Cony=-01y E=0

Numeérico VS Analitico (Absorcion)

01 % ' ' i —— Analitico
Numérico
_5 -3
_10 -
=
= i
5 15
_20 -3
_25 -
_30 -
T T T | T T T
0 50 100 150 200 250 300
N

Figura 3.3: Coeficiente de transmisién analitico/numérico(sin desorden) Vs
N.Cony=01y E=0
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3.3.1. Coeficiente de transmisién para v < 1

Para (3.26) notamos que estd escrita en términos de ¢ y N, vamos a cal-
cular una expresién aproximada cuando |y| < 1 y obtener como resultado
una expresion que dependa explicitamente de k, N y ~.

Primero notamos que podemos hacer la aproximacién

N2 3
sinq:\/l— <cosk—%) :\/1—c082k+i'ycosk+7z

ivcosk + 2 1 Coskr+ﬁ
\/1cos2k\/1+¥~sink<1+¥

1 —cos?k 2sin? k
v cos k

~sink +1
St +128ink:

(3.27)

De esta forma podemos expresar e'? como

. ' cos k , cos k
ezq:cosq—i-isinq:cosk—%—i-i (Sink—l—iz ) — T (i—i— )

sin k sin k

—— o1~ otk (1 — > 3.28
¢ ¢ 2sin k ( )

. . ol
o~ b (1 ) , 3.29
c c + 2sin k ( )

usando (3.27), (3.28) y (3.29) podemos calcular cos (Ngq) y sin(Ngq) de la
forma

etNa — g=ilNa cos Nk
inNg="———— —sin Nk +iN 2 |
sin Nq % sin Nk + i VS sk +0(?) (3.30)
eNa 4 71N . sinNk N
COSNq_#_COSNk_ZNVZSin —{—O('y) . (3.31)

Sustituyendo estas expresiones en (3.26) llegamos a que

! _ (3.32)

N~y 2 4 —Nvy

: 0 i0i -
€sink ————=—@€ sink

sink 4 Stk COS 2]€N + 256 51 gke sin
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Este resultado puede simplificarse en los siguientes casos, los cuales co-
rresponden a los limites de barrera corta y larga con respecto a la longitud
de absorcién/amplificacion(l,), es decir: N < 1/]v| ~ [, para barrera corta
y N > 1/|y| ~ [, para barrera larga.

Limite de barrera corta: N/, < 1

N
T~ Ly (B.C)
sin k

Limite de barrera larga: N/l, > 1

TO ~emmnk |, 4>0
Asin?k\?
TJOV:( Sl;l ) e HE oy <0 . (B.L)

Las graficas 3.2 y 3.3 muestran InT% vs N para los casos de vy <0y v > 0
respectivamente. Como indica la ecuacién para barrera corta (B.C) se tendria

InTY =In (1 _ M ) ~_ +O((Nv)?) (3.33)

sin k  2sink
de aqui se explica que InTY crezca linealmente con N cuando v < 0, mos-
trando un efecto de amplificacion, para luego decaer exponencialmente segiin
(B.L), ver figura 3.2.
De igual forma la figura 3.3 muestra que para el caso de v > 0 tenemos una
absorcién, lo cual muestra que In T decae tanto para el caso de barrera corta
y larga, lo cual concuerda con lo predicho en las ecuaciones (B.C) y (B.L).

Como tltima observacién tenemos un méaximo para (B.C), mostrado el la

figura 3.2, este valor de N es tal que: dInT%/dN = 0, entonces, si conside-
ramos vy < 0 tenemos

dinT’y v =~w ky?sin2kN IV’ v\
_— :Oi _—— sin k sin k :O,
AN ( sk’ T T aan kT 256800 k¢

al estar en el centro de la banda k = 7/2 = sink = 1, entonces obtenemos

5
_ 7NC|’7| |’y_| NC"Y‘:O:>N :_il m 334
si sustituimos v = — 0.1 obtenemos que N, ~ 73.7775 como se muestra en

la figura 3.2, lo que concuerda con lo obtenido en [7].
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3.4. Barrera activa desordenada

Hasta ahora no hemos introducido desorden en el analisis de las propie-
dades de transmision en nuestro problema, para hacerlo hay que tomar en
cuenta el caso en que u, # 0 en (3.14). Si consideramos el caso de desorden
débil definido por las condiciones (3.2) y (3.3). podemos escribir Q como

FY Y (@) (@) (@) o) - e

con

Sustituyendo (3.21) tenemos

=S (D) @l (D)

m=1

00 = ¥ (UD ~la) - )Q (Uﬁ (la— z1—1)0—1> o ( pPl-D{- 1).

lo>1
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Los resultados obtenidos para los términos a primer orden son:

QW) = 2 Z e sin[g(N — m +1)] —sin[g(N —m)])  (3.38)
x (sin[gm] — e " sin[g(m — 1)]) tpm,

(OW), = sm;(q) Z (sin[g(N —m +1)] — e *sin[g(N —m)]) (3.39)
x (e7* sin[gm] — sin[g(m — 1)]) upm,

(OW),, = Sm;éq) Z (sin[g(N —m +1)] — e*sin[g(N —m)])  (3.40)
x (" sin [gm] — sin[g(m — 1)]) wp,

(O, = Sm;z'q) S (sinfg(N —m +1)] = e®sing(N = m)]) ~ (3.41)

x (e"*sin[gm] — sing(m — 1)]) up,
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mientras que los resultados para los términos a orden dos son:

QP = _SiTSEZ)k lzl: (sinfg(N — I+ 1)] — e *sin[g(N — 15)]) (3.42)
X (eiZ>SilIl[ql1] — sinfg(l; — 1)]) sinfg(ls — )]wg, w,

(@ = 3 nlaV = 4 0] = sinfy Y - ) (349
x (e"*singly] — sing(ly — 1)]) sinfg(ly — 1))y, u,

(Q@)yy = _sillTS(lZ)k l;h (e sin[g(N — I)] — sin[g(N — I+ 1)]) (3.44)
x (e sinfgl] — sin[g(ly — 1)]) sin[g(lo — I1)]w, w,,

Q= 3 (eHsinfy — )] sV o + 1) (3.9

x (e" sin[gh] — sin[q(l, — 1)]) sin[q(ly — )], wy,

donde l; € [1,N] y I € [l + 1, N].
Con estos resultados podemos empezar a calcular el coeficiente de transmisién
con desorden. Tomemos la expresion (3.16), vemos que la podemos escribir
como

Ty = |ty]” = tathy

= InTy =Inty +1Inty = 2Re{lnty} . (3.46)
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Por definicién: ¢3! = (Q)2, donde el subindice (22) indica que estamos
trabajando con el elemento (2,2) de la matriz de transferencia.
Si consideramos que el desorden es débil escribimos In ¢y haciendo un desa-
rrollo perturbativo tenemos

Inty = —InQy = —In ( &+ Q% + Q%) = —InQy~In (1 ( QQQC;(LO)Q )
22

a0 (@ +QE) 1[N
=—InQs - 22@;0; R [@?312
22
e In Ty ~ —2 Re{ln @gg>}+Re{ a0 ([sz ONT? - [Q%) + @ég)P) }

(3.47)

donde de la tercera a la cuarta linea se usé (3.46). Recordamos de la hip6tesis
de desorden débil (3.2) y (3.3) las cuales se puede reescribir como

N
No? ~ <1 (3.48)
N
No? ~ — < 1 (3.49)

I ’

es decir, consideramos que la barrera es corta con respecto a la longitud de
localizacién asociadas a las energias de sitio aleatorias asi como la corres-
pondiente longitud asociada a las fluctuaciones del coeficiente de amplifica-
cién/absorcién. Consideramos ademés que la barrera es corta con respecto a
la longitud de absorcién/amplificacion: N|y| ~ N/I, < 1.

De esta forma el elemento de matriz (3.25) puede ser escrito usando (3.30) a
primer orden en N+ como

B ( A82>N (sinq) = (1 B 2san;) e sin (gN) —sin[g(N +1)] ~

iNvY . , . cosk(N +1)
! Nk — N+1 ! Nk— N+1)—ry————-—=
ok (e cos Nk — cos k(N + 1))+€* sin Nk—sin k(N + 1)—i Y
et sin Nk
— ’y—

2sink '
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simplificando los términos nos queda

o\ eTRN Ny iy cos k e kN N~
0 . .
o~ — k = —
(Q22> sin q < 2 emR 2sink ) sin q ( 2 s q>

Por 1ltimo vamos a hacer el desarrollo a primer orden en 7 del término
(sing)™!, con lo que nos queda

a N . N'y
v ~ N [ . 3.50
( 22) € ( + 2 sin k‘) ( )

De igual forma vamos a desarrollar los elementos de matriz (3.41) y (3.45),
lo que resulta en

otk N

N .
A1) ~ien [ 4 yN _nycosk; iye BN +1—2
Qo = Zmzlume { +281nk 251n2k+281n2kicos (V+ my

(3.51)

AR o “y
~ 2 k —_— E(N -0 —l+1
5y~ 20 sin l?lz {2sin3k Kcos ( 1—l+1)

—e W FL=2) (9 cos k+iN sin k:)) sin k(ly — 1)+ (lo—1y) sin (ki)e_ik(N—212+2l1):|
o—ik(N+l1—l2)

e sin k(ly — ll)}ullul2 . (3.52)

Sustituyendo (3.50), (3.51) y (3.52) en (3.47) obtenemos In Ty para barrera
corta

1 N~ 1 N N
_ 5 InTy = 2sin k + 8sin? k Z Z (511€l2 - 711’)/12) COS [2k<[2 _ l1>]
hi=1lp=l+1
1 XX
_ 2sin? k Z Z (811%2) sin [2k([2 _ ll)]
h=1l=h+1

+0O(3), (3.53)

donde O(3) representa los términos a tercer orden que despreciamos, los cua-
les son términos proporcionales a: Y&, Vm, €5, 73, V€2 y 2.
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Estamos interesados en el valor medio de In Ty, que se obtiene con un prome-
dio sobre las realizaciones del desorden para (3.53). Usando las propiedades
estadisticas de las variables aleatorias (3.4) y (3.5) podemos usar la férmula

<Z ag, g, G(ly — 11)> = (a,00,)G(ly — Iy)

l1,l2 l17l2

=Y 02Xl — )Gl — ) = No? (><<0>G<o> +2) (1-%) G<n>) ,
(3.54)

conly € [1,N], Iy € [l;+1, N] y donde x(n) y o2 son la funcién de correlacién
binaria y la varianza de o como variable aleatoria(correlacionada) respecti-
vamente. G es una funcién que solo depende de la diferencia (Iy — 1y).

Si aplicamos (3.54) a la ecuacién (3.53), usando (3.4), (3.5) y (3.6), obte-
nemos

2
ol o n
InTy) = e 142 (1——) 2%
< 2Nn N> 281nk+881n k[ * le N n}

n=1

2

N
_ 88(;:2 p [1 +2 ng(n) <1 — %) cos an]

[Zm )(1- %) sin 2/~cn1 +LO@3), (3.55)

25111 k

también se usé que: x1(0) = x2(0) = 1 y donde O(3) tiene el mismo signifi-
cado que en (3.53).
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3.5. Barrera corta sin correlaciones del des-
orden

Comenzaremos analizando los resultados para el caso sin correlaciones,
es decir, x;(n) = Ono.
La férmula para el coeficiente de transmisién (3.55) promedio es

Ny (02 —=0d2)N

sink  4sin’k (3.56)

(InTy) =—

Se muestran algunos resultados para (3.56) tanto numérico® como analitico
para un total de 500 realizaciones del desorden. Se us6 una barrera de N =
300 sitios para todos los casos.

Analitico VS Numérico Sin correlaciones

0.0
—— Analitico
—— Numérico

_01 _

_0.2 -

<LogT=>

_0.3 -

_0.4 _

_0.5 T T T T T T T
-2.0 =L e .5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

E = 2cosk

Figura 3.4: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con ¢? =
5x107% 02 =0yy=3x10"

. 2Hay que recordar que para el cdlculo numérico se toma el elemento (2,2) de la matriz

0.
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Analitico VS Numérico Sin correlaciones

=LogT=

— Analitico
—— Numérico

0.0 T T T T T T T
-2.0 —L 5 =1 =) 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

E = 2cosk

Figura 3.5: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2
5x107% 02 =9x 107" yy=-3x10""

Analitico VS Numérico Sin correlaciones

0.10
0.05 4
0.00 4
A
g’ —0.05
il
W
—0.10
—0.15 A i
—— Analitico
—— Numérico
—0.20 T T T T T T T
=2.0 -1.5 —=1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1:5 2.0
E = 2cosk

Figura 3.6: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2 =
5x 1074 02 =9x 104y y=3x 1074

y =
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La grafica (3.4) muestra el coeficiente de transmision para el caso donde
tenemos ag = 0y v > 0, esto ultimo indica que estamos en el régimen
absorbente y dadas las fluctuaciones de las energias de sitio ¢, el efecto global
en un intervalo al rededor del centro de la banda resulta en una absorciéon de
ondas.

Para la figura 3.5 dado que (02 — 03) < 0y 7y <0 el resultado es un efecto
de amplificacion, i.e (InTy) > 0.

En la grafica 3.6 se muestra una absorcion, y esto sucede pese a que el segundo
término de (3.56) es positivo.

3.6. Barrera corta con desorden correlaciona-
do

Continuamos considerando el caso en el que las variables ,, y ,, presentan
autocorrelaciones pero no intercorrelaciones, lo que implica que (g,7,) =
0.y = 0.

La ecuacién (3.55) con x1 = x2 = x(n) se vuelve

Ty = N (=)l 2N N 2% 3.57
<n N>__Sink_ 4sin’ k + ;X(n)( —n)cos2kn| . (3.57)

Para este caso usamos la misma funcién de correlacién binaria, x; = xa.
A continuacién se muestran los resultados de (3.55) para una barrera de
N = 300 sitios y 500 realizaciones del desorden.

En estos resultados se usé la densidad espectral

mom) M€ (11, pia]
W(p) = ,(3.58)

0, o [, po)

para ambos €, y ¥, como en la figura 3.7. Donde para todos los casos tenemos
que py ~ 1.0471, ps ~ 1.5709 con energias asociadas F; = 1y Ey = 0
respectivamente.

La funcién x(n) estd dada por

[sin (2npug) — sin (2nu1))]
2n(p2 — 1)

xn)=2 / "W () cos (2np)dp = C(359)
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esta funcion produce bordes de movilidad los cuales son valores de la energia
que separan las regiones de estados extendidos de aquellas donde los estados
son localizados.

Hay que recordar también que estamos considerando el caso de barrera cor-
ta, en el sentido que se satisfacen las condiciones (3.4) y (3.5), ademas de
que N|y| < 1. En la grafica (3.8) observamos como al mantener o., # 0

Figura 3.7: Densidad espectral descrita por la ecuacién (3.58)

mientras que suprimimos los efectos de las fluctuaciones de las energias de
sitio y el coeficiente de amplificacién/absorcién, el efecto global en los bordes
de movilidad da como resultado una amplificacién de ondas.

En la gréafica (3.9) observamos que si v = 0 y o2 > 03 el efecto resultante
del coeficiente de transmisién es una absorcién de ondas, lo que se traduce

en un efecto de localizacion.

En la gréfica (3.10) podemos apreciar que tenemos un coeficiente de transmi-
sion negativo en los bordes de movilidad, es decir, el efecto es una absorcion.
Sin embargo, esto sucede para cuando estamos en el régimen v < 0, pero al
ser 02 > || el segundo término de (3.57) resulta dominante, y esto es lo que
explica el fenémeno de la absorcién.
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Analitico VS Numérico Con correlaciones
0.040

— Analitico

0.035 4 —— Numeérico

0.030 H

0.025 A

0.020

<LogT=

0.015 A

0.010

0.005 A

.

0.0DG i U T T T T T 1
=2:0 - =14 =k 0.0 0.5 1.0 EeS 2.0

E = 2cosk

Figura 3.8: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con v = 0,
o2 =0, U,2Y =5x107°.

El mismo razonamiento se puede aplicar al fendmeno representado por la
grafica (3.11), solo que en este caso son las fluctuaciones de =, las que pro-
ducen un efecto de amplificacién total.

Por tdltimo, en la figura 3.12 muestra como los resultados numéricos y analiti-
cos coinciden cuando o, = 0, lo que concuerda con la ecuacién (3.57) para
el caso de v > 0, que en este caso produce una absorcion.
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Analitico VS Numérico Con correlaciones

0.01
— Analitico

—— Numérico

0.00

—=0.01.

—0.02 +

=lLogT=

—0.03

—0.04

_0.05 T T T T T T T
—-2.0 -1.5 —-1.0 -3 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

E = 2cosk

Figura 3.9: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2
5x107%, 02 =10"y~vy=0

5=

Analitico VS Numeérico Con correlaciones

0.04
0.02 A
A
g 0.00 A
|
W
—=0.02
—-0.04 4 — Analitico
—— Numérico
T T T T T T T
-2.0 -1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

E = 2cosk

Figura 3.10: Coeficiente de transmisiéon Analitico/Numérico Vs E. Con o2 =
1075, 03/ =0y~y=-3x10"°
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Analitico VS Numérico Con correlaciones

0.04
— Analitico

0.03 4 —— Numérico

0.02

0.01 +

0.00

<logT=

—0.01 4

—0.02 4

—-0.03 1

—0.04 T
—-2.0 —1.5

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
E = 2cosk

T T
—-1.0 —0.5

Figura 3.11: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2 =
107°,02=5x10"yy=3x10"°

2=
Analitico VS Numerico Con correlaciones
0.00
—— Analitico
—0.25 4 —— Numerico
—-0.50

T T T T
-1.5 -=1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
E = 2cosk

Figura 3.12: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2 =
02 =5x10""yy=3x10"*
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3.7. Barrera corta con desordenes auto- e inter-
correlacionada

Volvemos ahora a las ecuaciones que definen las propiedades estadisticas
de las variables aleatorias que estamos usando, las cuales son

(enen_i) = a2x1(k) (3.60)
(W Vn-k) = ox2(k) (3.61)
(EnYn-r) = oo xs(k) (3.62)

donde las funciones y; estan definidas a partir de una densidad espectral
W;(p) conocida. Vemos que la ec. (3.62) define una inter correlacién entre
£n Y Tn, donde estas tltimas estan auto correlacionadas segun (3.60) y (3.61).
En la férmula (3.55) tenemos un término proporcional a (g,7,) = o2, el
proposito de esta seccion es analizar los efectos que producen estas inter co-
rrelaciones en los resultados para (InTy).

Una expresiéon analitica para ‘7527 puede ser encontrada, ya que esta se puede
escribir en términos de o y o2.

Comencemos considerando dos conjuntos de variables aleatorias 1:7(11), 22 con
n=1,2,..., N que no estan correlacionadas, es decir
(whh,) = Opmbiy - (3.63)
Luego, vamos a definir
YD = 2W cosn + 2@ siny (3.64)
Y2 = 2P cosn + W sing | (3.65)

usando (3.63) podemos encontrar que
(DY) = bumsin2y . (3.66)

Vamos a definir las auto correlaciones de ¢, y 7, a través de una densidad
espectral W, y W, de la siguiente forma

=y O (3.67)
k=—o00
Yo=Y CO? (3.68)
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donde las constantes CfLI’Q) estan definidas como
2 ™
= —/ Vo2W () cos(2nu)dp (3.69)
™ Jo
2 i
Cc® = %/0 \/ W, (1) cos(2npu)dp (3.70)

Lo que sigue es calcular (e,7,) usando (3.67), (3.68), (3.69) y (3.70), tenemos
que

kK’ kK
\/0 202 .
= sin 2n Z £ / / \/W ()W, 21(”*’“)#1621(”46)#2 dpndps
L -7 J -7
Jo2a? [T [T , A
— sin 2n W; v / / \/We(ﬂl)Wy(M)emwﬁuﬂ Z 6_2’(“1+“2)kdpld,ug
. -
/0252 /0252 [k
= sin2n i 7/ \/W p)dp = sin 2n~Y—= 7/ T du
T

o 2(p2 — )

~ sin2p
2

o202 , (3.71)

donde de la tercera a la cuarta linea se us6 que

[ee]
2imn
= E e L z s

n=—oo

donde en nuestro caso L = m y que ambas densidades espectrales son de la
forma (3.58), siendo estas funciones pares en el intervalo de [—, 7].
Usando el resultado (3.71) en (3.55) podemos escribir

Ny (02 —02)
sink 4sin’ k

/5252 sin 2
+ 00y Sin U{ZX N —n sm2k3n} +0(3). (3.72)

2sin? k

(InTy) = — {zvmfjx(n) (N - n) costn]
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Las siguientes pruebas se hicieron para 500 realizaciones del desorden en
una barrera de N = 300 sitios.

Las siguientes graficas muestran resultados para (3.55) donde se han escogido
una densidad espectral igual a (3.58) con los mismos bordes de movilidad.
Las gréficas (3.13) y (3.14) muestran los resultados para el coeficiente de
transmision en el caso de inter correlaciones positivas y negativas respecti-
vamente, es decir n > 0 y n < 0. En estas notamos que en los bordes de
movilidad tenemos efectos mixtos de amplificacion y absorcion.
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Analitico VS Numérico con inter correlaciones

— Analitico
0.04 — Numerico

0.02

0.00 1

<logT=

—0.02 +

-0.04 1

i T T T I T T
=2.0 -1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
E = 2cosk

Figura 3.13: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2 =

5x10_5,0§:10_5,720yn:7r/4

Analitico VS Numérico con inter correlaciones

— Analitico
0.04 4| — Numérico
0.02 A
A
2 0.00 A
<
W
=0.02 1
—0.04 +
T T T T T T T
=2.0 -1.5 -1.0 -5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

E = 2cosk

Figura 3.14: Coeficiente de transmisién Analitico/Numérico Vs E. Con o2 =
5 X 1075, 0'2 = 1075’ v = —3 % ]_075 yn= —7T/4

N =



Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el modelo descrito por la ecuacién (3.1), el
cual representa una barrera desordenada activa puesta entre dos conductores
perfectos, como en la figura 3.1. En el modelo el desorden se manifiesta por
las variables aleatorias €,, y 7,, las cuales vamos a asumir que estan correla-
cionadas y que el desorden es débil.

Estamos interesados en las propiedades de transmisién de una barrera finita,
especificamente en el calculo del coeficiente de transmision, el cual puede
calcularse usando el formalismo de las matrices de transferencia, de aqui pu-
dimos deducir que el coeficiente de transmision tiene la forma dada por la
relacion (3.16).

El producto dado por la ecuacién (3.14) representa la matriz de transferen-
cia total en la representacion de las amplitudes, con esto pudimos calcular
numéricamente las soluciones para el coeficiente de transmisién: 7' = 1/ [Q]QQ.
Como primer resultado se reviso el caso de barrera activa sin desorden, el
cual correspondia a hacer Q}L = 0 en (3.14)3, al hacer esto encontramos los
elementos de matriz de [Q°]V los cuales son (3.22) - (3.25). Al comparar entre
la formula analitica y los cdlculos numéricos para el coeficiente de transmi-
sién en funcion del niimero de sitios encontramos coincidencia como se puede
apreciar en las figuras 3.2 y 3.3.

3Hay que notar que los términos QO y Q}L en la ecuacion (3.14) eran tales que el primero
no llevaba ninguna informacion respecto al desorden mientras que el otro si.

o8
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Y por tdltimo para este caso de barrera sin desorden se hallaron formulas
analiticas para el coeficiente de transmisién cuando N|y| < 1y N|y| > 1,
esto quiere decir que la longitud de la barrera es mucho menor o mucho ma-
yor de la longitud de amplificacién/absorcién.

A partir de la seccion 4 en el capitulo 3, comenzamos analizando el caso de
principal interés para esta tesis: La barrera activa desordenada. La ecuacion
(3.35) representa un desarrollo a segundo orden en w, = (&, + i7,)/2sink,
pues hay que recordar que trabajamos bajo el régimen de desorden débil. Se
escribié este desarrollo como

O=004+0040®4+ . (3.73)

Asi, para los tres primeros términos del lado derecho de la precedente ecua-
cion tuvimos resultados analiticos para sus cuatro elementos de matriz los
cuales eran: (3.22) - (3.25), (3.38) - (3.41) y (3.42) - (3.45).

Con estos resultados pudimos calcular In7Ty solo para el caso de desorden
débil, es decir

No? < 1 (3.74)
No? <1 (3.75)

como hipétesis adicional supusimos que N|vy| < 1. Estas condiciones signifi-
can que la longitud de la barrera es mucho menos de la longitud de localiza-
ci6n y de la longitud de amplificacién/absorcién. A partir de estas hipdtesis
se llego al desarrollo (3.47), en donde habia que sustituir los elementos (2,2)
de las matrices antes mencionadas y usando las propiedades estadisticas de
las variables aleatorias calculamos el promedio sobre las realizaciones del des-
orden, entonces obtuvimos el resultado final (3.55).

De este resultado vimos que, para el caso que 0., = 0, las fluctuaciones de las
variables aleatorias ¢, y v, producian efectos de localizacién y amplificacion
respectivamente como lo muestran las graficas (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11).
Notamos que, al usar la misma funcién binaria de distribucién para €, y 7,
dada por (3.59), recuperdbamos el caso sin desorden como se mostré en la
grafica (3.12) y concuerda con lo esperado por la formula (3.57).

Si considerabamos el caso en el que las energias de sitio y las fluctuaciones
del coeficiente de amplificacién/absorcién estan auto- e inter-correlacionadas,
lo que correspondia a las ecuaciones (3.67) y (3.68) los resultados que ob-
tenfamos se mostraban en las graficas (3.13) y (3.14). Lo que se observé es
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un efecto mixto entre amplificacién y absorciéon dependiendo del signo de 7.
En todos los resultados se variaron los valores de las varianzas de €, y v,
asi como los valores y el signo de v para una barrera de N = 300 sitios.
En los calculos numéricos del coeficiente de transmision para la barrera con
desorden se evalué un promedio sobre 500 realizaciones del desorden.

En este trabajo de tesis se ha usado una combinacién de métodos analiti-
cos y numéricos, se hizo énfasis en las hipdtesis que usamos para llegar al
resultado para el coeficiente de transmision y como este nos da una forma de
caracterizar los efectos de localizacion o amplificacion en la barrera, lo cual
fue uno de los principales objetivos de la tesis.

En trabajos futuros se espera estudiar y dar resultados analiticos, de ser po-
sible, para el caso en el que la barrera no es corta necesariamente, es decir,

sin hacer uso de (3.74) y (3.75).
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