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compañeros que me siguieron en este viaje, empezando por aquellos nuevos
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Resumen

En este trabajo se estudia la propagación de ondas a través de una ba-
rrera aleatoria activa unidimensional. Se considera una barrera desordenada
entre dos conductores perfectos semi-infinitos. En el interior de la barrera,
las enerǵıas de sitio son variables aleatorias complejas, cuya parte real corres-
ponde al potencial aleatorio en el medio, mientras que la parte imaginaria
se asocia a los procesos de absorción o amplificación que sufre una onda al
propagarse a través de la barrera. Por medio de la técnica de las matrices
de transferencia, se calculan los coeficientes de transmisión y reflexión y se
analizan los efectos de la acción combinada del desorden y del carácter activo
del medio. Se discuten también los efectos de las correlaciones espaciales del
desorden.

Palabras clave: Modelos desordenados no-hermı́ticos, localización de An-
derson, matrices de transferencia.
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Abstract

In this work, the propagation of waves through a random active one-
dimensional barrier is studied. We consider a random barrier between two
semi-infinite perfect leads. Inside the barrier, the site energies are complex
random variables, with the real part corresponding to the random potential
in the medium, while the imaginary part is associated with the processes of
absorption or amplification which take place as the wave propagates through
the barrier. Using the transfer matrix technique, the transmission coefficient
is calculated, and the effects of the combined action of disorder and the active
nature of the medium are analyzed. The effects of the spatial correlations of
the disorder are also discussed.

Key words: Random non-Hermitian models, Anderson localization, transfer
matrices.
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Introducción

La presente tesis tiene por objetivo estudiar las propiedades de transpor-
te en una barrera activa desordenada unidimensional (1-D) finita la cual ha
sido puesta entre dos conductores perfectos. Nuestro objetivo principal es
averiguar cuál es el comportamiento del coeficiente de transmisión cuando
las enerǵıas de sitio de los átomos que componen la barrera son variables
aleatorias correlacionadas.
En la literatura ya se han encontrado trabajos similares para sistemas de este
estilo, por ejemplo ver [1] y [2], en este último se adopta el enfoque de las
matrices de transferencia el cual adoptaremos para nuestro problema. Estu-
diaremos una barrera en donde la intensidad del desorden es débil1, esto nos
permite analizar el problema por medio de un desarrollo perturbativo de la
matriz de transferencia total. Veremos que las correlaciones pueden afectar
considerablemente las propiedades de transmisión como se demuestra en la
parte de resultados al final del caṕıtulo 3.

El contenido del presente trabajo se resume a continuación:

En el capitulo 1 se da un sumario de los sistemas cristalinos aśı como
algunas de sus propiedades más caracteŕısticas y un resultado impor-
tante propio de la naturaleza de los mismos, el Teorema de Bloch. Para
terminar se da una aplicación del precedente teorema a un modelo en
particular: El modelo de Kronig-Penney [13].

En el capitulo 2 entramos en el estudio de los sistemas desordenados,
dando algunos ejemplos de como pueden ser estudiados y qué es lo
que queremos decir con introducir desorden al sistema. Posterior a es-
to introducimos el concepto de localización de Anderson, el cual es un

1En el caṕıtulo 3 explicamos y definimos lo que queremos decir con desorden débil, el
cual está relacionado con la varianza de las variables aleatorias.
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fenómeno que ocurre en sistemas desordenados, en particular analiza-
remos un caso ya conocido el cual lleva el nombre de Modelo de enlace
fuerte (TBM) tridiagonal.2

Veremos para este modelo como podemos caracterizar la localización
haciendo uso del exponente de Lyapunov para un sistema de talla infini-
ta y como los efectos de las correlaciones de largo alcance se mantienen
también cuando pasamos a un sistema de talla finita.

El caṕıtulo 3 tiene por objetivo introducir el modelo que es el objeto de
estudio de esta tesis, el cual puede ser catalogado como un modelo del
tipo no hermitiano, es decir, en el cual no siempre se conserva la enerǵıa.
Daremos la descripción matemática del mismo aśı como las propiedades
estad́ısticas de las variables aleatorias que entran en juego. Daremos los
resultados para el caso en que los dos tipos de desorden presentes en el
modelo no tienen correlaciones espaciales, aśı como para el caso en que
los dos desordenes tienen auto- e inter-correlaciones.

En las conclusiones daremos un pequeño resumen de lo hecho en el
trabajo y lo que se espera para el futuro.

Cabe resaltar que en el caṕıtulo 3 se expone el método que hemos decidido
adoptar para la resolución del problema; el método de las matrices de trans-
ferencia, el cual conlleva una gran cantidad de cálculos anaĺıticos que por
cuestiones de espacio no se reprodujeron por completo.
Aśı mismo los resultados que hemos presentado son del tipo anaĺıtico pe-
ro también numérico, dando una comparación entre los dos en la parte de
resultados se muestran buenas coincidencias para ciertos casos los cuales se
analizan también.

2tight binding model, por sus siglas en inglés



Caṕıtulo 1

Sistemas cristalinos
unidimensionales

Los sistemas cristalinos son, y serán en este trabajo de especial interés,
pues son lo que se conoce como sistemas ordenados, en la naturaleza se pue-
den encontrar estas estructuras en metales, diamantes, rocas, etc. Dada la
variedad de estos objetos es de particular interés saber como se componen y
de que manera se pueden estudiar partiendo de simples modelos que tomen
en cuenta su composición microscópica[5]. A priori, sabemos que los crista-
les1 están compuestos por un conjunto de átomos bien ordenados los cuales
conforman el cristal en śı, a estos los llamaremos redes de Bravais y tienen la
propiedad de formar una estructura periódica, es decir, que se repite en toda
la estructura. Esta es, geométricamente la forma más simple de pensar en
la composición interna de un cristal, y antes de revelar algunas propiedades
f́ısicas importantes sobre los mismos vamos a dar algunas propiedades de las
redes de Bravais y cómo se describen matemáticamente.

1.1. Propiedades de los cristales

Un concepto fundamental sobre la estructura de un cristal, como ya se
dijo son las redes de Bravais, las cuales especifican la forma y/ó estructu-
ra periódica del material en la cual sus componentes son acomodados, estos
componentes pueden ser átomos, moléculas, iones, etc., pero la red de Bravais

1Nos referiremos aśı a cualquier estructura cristalina
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1.1. PROPIEDADES DE LOS CRISTALES 11

Figura 1.1: Diferentes elecciones de vectores primitivos dan lugar a diferentes
celdas primitivas, ver [4] y [5].

solo nos habla de la forma geométrica y de qué tipo son los componentes de
la misma. A continuación daremos una definición de una red de Bravais:

Sea {t⃗1, t⃗2, t⃗3} una tŕıada de vectores, a los que llamaremos primitivos, no
coplanares; y sea t⃗ definido por

t⃗ = n1t⃗1 + n2t⃗2 + n3t⃗3 . (1.1)

El conjunto de todos los puntos de la forma (1.1) conforma la red de Bravais,
con {n1, n2, n3} ∈ Z3. El paraleleṕıpedo definido por {t⃗1, t⃗2, t⃗3} lo llamaremos
celda primitiva y su volumen es

Ω =
∣∣⃗t1 · (t⃗2 × t⃗3)

∣∣ . (1.2)

Entonces, si {a⃗1, a⃗2, a⃗3} son vectores primitivos el punto de la red
∑3

i=1 nia⃗i
es alcanzado dando ni pasos de longitud |⃗ai| en dirección de a⃗i para i = 1, 2, 3.
Como comentario adicional sobre la definición anterior, hay que mencionar
que la elección de la tŕıada de vectores en cuestión no es única, puede haber
otro conjunto de vectores que den lugar a la misma red de Bravais, esto se
puede lograr haciendo una transformación del tipo: t̃ = Mt, donde t̃ ahora
define una nueva tŕıada de vectores que identifican a una celda primitiva
distinta y M es una matriz ortogonal (3×3) con entradas enteras.

Otro concepto importante sobre el estudio de estructuras periódicas es el
de red rećıproca, el cual definiremos a continuación.
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Considere el conjunto de vectores (1.1) el cual define una correspondiente red

de Bravais, y una onda plana eik⃗·r⃗, entonces: eik⃗·r⃗ ̸= eik⃗·(r⃗+t⃗) para un genéri-
co vector de onda k⃗. Sin embargo, podemos escoger vectores de onda que
satisfacen esta condición, es decir

eik⃗·⃗t = 1 =⇒ k⃗ · t⃗ = 2πn, n ∈ Z. (1.3)

El conjunto de todos los vectores de onda que satisfacen esta propiedad es lo
que se conoce como la red rećıproca.
Aún falta decir como generar una red rećıproca a partir de un conjunto de
vectores primitivos {t⃗1, t⃗2, t⃗3}. Para esto considere {⃗b1, b⃗2, b⃗3} vectores pri-
mit́ıvos definidos por

b⃗1 = 2π
t⃗2 × t⃗3

Ω
(1.4)

b⃗2 = 2π
t⃗3 × t⃗1

Ω
(1.5)

b⃗3 = 2π
t⃗1 × t⃗2

Ω
(1.6)

donde Ω está definido por (1.2). Es inmediato verificar que

b⃗i · t⃗j = 2πδij .

Entonces afirmamos que cualquier vector de la red rećıproca puede ser ex-
presado como combinación lineal de los vectores b⃗ como

k⃗ = k1⃗b1 + k2⃗b2 + k3⃗b3 (1.7)

donde {k1, k2, k3} ∈ Z3. Entonces en este sentido la red rećıproca es una red
de Bravais y de las definiciones anteriores sigue que

k⃗ · t⃗ = 2π(k1n1 + k2n2 + k3n3) , (1.8)

que es justo la condición que satisfacen los vectores de la red rećıproca.
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Una red cristalina puede describirse a través de un conjunto de vectores
primitivos {t⃗1, t⃗2, t⃗3} y posiblemente una base, la cual especifica la posición
de los distintos átomos o iones dentro de la red primitiva. Esto lo hacemos
dando un conjunto de vectores {d⃗1, d⃗2, . . . , d⃗m}. Un cristal que contiene un
solo átomo en la celda primitiva se llama cristal simple; en este caso la base
es superflua y las posiciones de equilibrio de los átomos coinciden con los
vectores de la red de Bravais, o sea

R⃗n = n1t⃗1 + n2t⃗2 + n3t⃗3 . (1.9)

En general, un cristal con más de un átomo se llama cristal compuesto y las
posiciones en equilibrio de los átomos pueden escribirse usando los vectores
de la base y los vectores primitivos

R⃗(i)
n = d⃗i + n1t⃗1 + n2t⃗2 + n3t⃗3 , (1.10)

con i = 1, 2, . . . ,m.
Algunos ejemplos de cristales de diferentes materiales pueden ser encontrados
en la literatura [4] y [5].
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1.2. Teorema de Bloch

Anteriormente vimos que una estructura cristalina se puede estudiar espe-
cificando una red de Bravais y posiblemente una base[4]. Ahora toca obtener
algunos resultados f́ısicos de estos sistemas.
Para lo que sigue vamos a enfocar nuestra atención a sistemas unidimensio-
nales, entonces la ecuación de Schrödinger para un electrón en el cristal toma
la forma

− ℏ2

2m

d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (1.11)

V (x) = V (x+ na) (1.12)

donde a es el paso de la red y x ∈ [0, L].

Teorema de Bloch:

Para el problema (1.11) con V (x) que satisface (1.12) existe un conjunto
de autofunciones ψn tales que

ψn(x+R) = eikRψn(x) , (1.13)

donde k en este caso es un vector de onda en una dimensión asociado a una
onda plana y R es cualquier vector de la red de Bravais.

Antes de proceder con la prueba de dicho teorema, nos gustaŕıa definir el
problema en concreto para el cual vamos a dar la demostración. Vamos a
considerar un modelo unidimensional finito compuesto por N átomos, enton-
ces cualquier vector R de la red se puede expresar como R = na, siendo a el
paso de la red. Por último hay que especificar las condiciones de frontera del
sistema, para esto vamos a suponer que tenemos condiciones periódicas, es
decir

ψ(x+ L) = ψ(x+Na) = ψ(x) (1.14)

donde ψ es una función normalizable definida sobre un intervalo [0, L].
Estas condiciones de frontera se llaman condiciones de frontera de Born-Von
Karman.

Demostración(Teorema de Bloch):
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Sea T̂R el operador de traslación tal que T̂Rf(x) = f(x + R) donde f(R) es
alguna función definida en el intervalo [0, L], este operador entonces efectúa
traslaciones por R. Pensemos en Ĥ un hamiltoniano periódico como el de
(1.11), entonces:

T̂RĤψ(x) = Ĥ(x+R)ψ(x+R) = Ĥ(x)ψ(x+R) = ĤT̂Rψ(x) , (1.15)

esto para cualquier ψ, por lo que concluimos que T̂RĤ = ĤT̂R, entonces
existe una base de autofunciones común entre Ĥ y T̂R, esto es

Ĥψ = Eψ

T̂Rψ = c(R)ψ

Es importante notar que las traslaciones forman un grupo abeliano, ya que

T̂RT̂R′ψ(R) = T̂R′T̂Rψ(R) = ψ(x+R +R′) (1.16)

entonces: T̂RT̂R′ = T̂R+R′ .
Reescribamos esta última expresión de manera equivalente para una auto-
función del operador de traslación

T̂RT̂R′ψ = c(R)T̂R′ψ = c(R)c(R′)ψ (1.17)

pero por (1.16) notamos que

c(R +R′) = c(R)c(R′) . (1.18)

Ahora sea R un vector de la red de Bravais definido por R = nt con n ∈ N.
Aplicando (1.18) a R obtenemos

c(R) = c(t)n , (1.19)

entonces el problema de hallar los eigenvalores de T̂ se reduce a hallar los
valores de c(t), los cuales se pueden hallar por medio de la condición de nor-
malización de la función ψ, esto implica que |c(t)| = 1, entonces escogemos:
c(t) = e2πixt. Después veremos qué valores puede tomar x, por el momento
sabemos que se trata de un número real. Entonces escribimos (1.19) como

c(R) = eikR , (1.20)

donde k = xb es el llamado vector de onda de Bloch, siendo b el vector de
la red rećıproca que satisface por definición bt = 2π. En resumen, hemos
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probado que podemos escoger autofunciones de Ĥ tales que para cualquier
vector R de la red de Bravais se cumple

T̂Rψ(x) = ψ(x+R) = c(R)ψ(x) = eikRψ(x) . (1.21)

En la demostración anterior usamos k = xb, y dijimos que se trataba de un
vector de onda de Bloch, sin embargo, no sabemos nada sobre los posibles
valores que pueda tener. Para resolver esto debemos imponer apropiadas con-
diciones de frontera a la función de onda.

Vamos a calcular los posibles valores que puede tomar k en la ecuación (1.21).
Para esto, hay que usar la condición de frontera (1.14)

ψn(x+Nt) = eiNktψn(x) =⇒ eiNkt = 1 , (1.22)

donde k = xb, entonces exp{2πiNx} !
= 1, como consecuencia encontramos

x = m/N , con m entero. De esta forma los valores que toma el vector de
onda de Bloch son2: k = (m/N)b con m = 1, 2, 3, . . . , N .

2Para el caso tridimensional: k⃗ =
∑3

i=1
mi

Ni
b⃗i.
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1.3. Espectro de enerǵıa para el modelo de

Kronig-Penney

Un aspecto importante del estudio de sistemas cristalinos en general es el
espectro de enerǵıas. Veremos en esta sección como dicho espectro está agru-
pado en bandas; sin embargo, aunque esto es un resultado válido siempre, es
dif́ıcil de demostrar de manera general para cualquier modelo unidimensional
cuya ecuación de Schrödinger está dada por (1.11). Entonces, a fin de probar
el resultado lo haremos para un caso part́ıcular: El modelo de Kronig-
Penney(K-P). Ver en [13]

Considere una sucesión de barreras de potencial constante V0 de anchura

Figura 1.2: Modelo de Kronig-Penney. Una sucesión de barreras de potencial.
[Créditos: https://www.researchgate.net]

b, separadas por una distancia w = a− b siendo a el paso de la red, como en
la figura 1.2
La solución a la ecuación de Schrödinger para las regiones (I) y (II) se puede
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escribir como:

ψI(x) = Aeiqx +Be−iqx , 0 < x < w , q(E) =

√
2mE

ℏ2
, (1.23)

ψII(x) = Ceβx +De−βx , −b < x < 0 , β(E) =

√
2m(V0 − E)

ℏ2
,

(1.24)

Supondremos que E < V0, el otro caso puede ser tratado de forma análoga.
Las constantes A,B,C yD pueden ser encontradas usando las correspondien-
tes condiciones de frontera para la función de onda y sus derivadas, además
estas deben satisfacer la condición de periodicidad, es decir:

ψI(0) = ψII(0) , ψ′
I(0) = ψ′

II(0) (1.25)

ψII(−b) = eikaψI(w) , ψ′
II(−b) = eikaψ′

I(w) . (1.26)

Las condiciones (1.25) demandan que la función de onda y su primera deri-
vada sean continuas en la interfaz de ambas regiones. Las condiciones (1.26)
conectan la función de onda y la primera derivada, en x = −b y x = w en
acuerdo con el teorema de Bloch.

Las condiciones de frontera anteriores producen el sistema:

A+B − C −D = 0 (1.27)

iqA− iqB − βC − βD = 0 (1.28)

eika+iqwA+ eika−iqwB − e−βbC − eβbD = 0 (1.29)

iqeika+iqwA− iqeika−iqwB − βe−βbC + βeβbD = 0 (1.30)

Si buscamos soluciones no triviales a este sistema tenemos que resolver:

det


1 1 −1 −1
iq −iq −β β

eika+iqw eika−iqw −e−βb −eβb
iqeika+iqw −iqeika−iqw −βe−βb βeβb

 = 0 .

Podemos evaluar este determinante haciendo una eliminación de renglón para
obtener un determinante de una matriz menor 3× 3, haciendo esto llegamos
a: (

β2 − q2

2qβ

)
sinh βb sin qw + cosh βb cos qw = cos ka . (1.31)
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Simplificaremos el problema considerando b −→ 0 y V0 −→ ∞ con bV0 = cte.,
la precedente ecuación se escribe como

P
sin qa

qa
+ cos qa = cos ka ; P =

mV0ba

ℏ2
. (1.32)

Figura 1.3: Solución gráfica de (1.32). Donde P es proporcional al área de la
barrera V0b. Hemos escogido P = 3π/2, por razones de conveniencia, ver [13]

[Créditos: Solid state physics. G.Grosso, G. Pastori].
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Podemos observar en la figura1.3 que las regiones donde |F (qa)| = |cos ka| ≤
1 corresponden a valores de q tales que E = ℏ2q2/2m, es decir, los posibles
valores para la enerǵıa se distribuyen en bandas.
Como casos particulares de esta solución vemos que el espectro de enerǵıas
para P = 0 corresponde a q = k =⇒ E = ℏ2k2/2m que podemos identificar
como la enerǵıa de la part́ıcula libre como se espera cuando no tenemos per-
turbaciones.
Para P −→ ∞ las bandas de enerǵıa en la figura 1.3 se vuelven cada vez más
estrechas, de tal forma que las ĺıneas de enerǵıas permitidas se localizan en
múltiplos de π, entonces, para que se cumpla la condición (1.32) para este
caso se debe tener q(E)a = nπ =⇒ ℏ2π2

2ma2
n2, lo que corresponde a los niveles

de enerǵıa de una part́ıcula atrapada en una barrera de longitud a.



Caṕıtulo 2

Sistemas desordenados

En el caṕıtulo anterior vimos como en un sistema ordenado encontrar el
conjunto de funciones en una red cristalina conduce a ondas de Bloch, es
decir, ondas planas moduladas con la periodicidad de la red y el espectro
de enerǵıa agrupado en bandas. En contraste, los sistemas desordenados no
poseen esta simetŕıa de invarianza respecto a traslaciones, sino que suelen
presentar anomaĺıas en su constitución como impurezas ó dislocaciones[11]1,
lo que hace que el tratamiento sea distinto.
Este tipo de materiales serán el principal objeto de estudio en el presente
trabajo. Principalmente el interés surge del hecho que ningún material real
puede ser idealizado como un cristal perfecto, ya que siempre hay anomaĺıas
que deben tomarse en cuenta, tales como impurezas, dislocaciones, etc.
Las propiedades de un sistema desordenado pueden ser divididas en dos gru-
pos: Uno es el análisis de los autovalores y el segundo es el estudio de los
autoestados. El estudio de los autoestados es de vital importancia para es-
tudiar los fenómenos de transporte. Como se verá después, podemos usar los
autoestados para determinar las propiedades de localización.
En el presente trabajo vamos a considerar solo sistemas unidimensionales
(1-D). Estos representan un papel relevante por distintas razones:

Es posible obtener resultados anaĺıticos con más detalle para sistemas
1-D, lo que no siempre ocurre en sistemas de dimensión más alta.

Aunque puedan parecer abstractos y sin aplicación aparente estos sis-
temas son usados en aplicaciones tales como estudio de super-redes,

1Por ejemplo algún metal en el que todos los átomos son del mismo tipo pero no se
pueden hallar en los puntos de una red de Bravais.
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gúıas de onda, etc.

Las tecnicas usadas en el estudio de los sistemas 1-D suelen ser gene-
ralizadas para problemas en dimensiones superiores.

2.1. Ejemplos de sistemas desordenados

A continuación, para dar una idea más clara sobre modelos desordenados
se presentan algunos de ellos de uso común el la literatura [6].

Modelo 1: Cadena armónica con desorden isotópico.
Este modelo está representado por la ecuación dinámica

mn
d2un
dt2

= un+1 − 2un + un−1 , (2.1)

donde un y mn representan los desplazamientos de la posición de equilibrio
y la masa del n-ésimo átomo respectivamente y se ha tomado la constante
elástica igual a uno.
Aqúı, el carácter desordenado del modelo lo dan las masas, las cuales son
variables aleatorias con una cierta distribución. Toman un número finito de
valores para cada átomo, i.e {m < m(q) < M < ∞ : q = 1, 2, . . . , r − 1}
con probabilidad {0 < P (q) < 1; q = 1, 2, . . . , r − 1}, donde r es el número
de átomos, m y M son el valor mı́nimo y máximo de masa respectivamente
que puede tener m(q). F́ısicamente se puede decir que el valor de m(q) está
acotado por el isótopo mas ligero y el más pesado si hablamos de un elemento
en concreto.
Podemos imponer condiciones de frontera tales que la cadena quede fija a los
extremos, esto es:

u0 = uN+1 = 0 .

Por último si pensamos en que las soluciones admiten comportamiento de
ondas monocromáticas se tiene un ∼ exp{−iωt} con frecuencia ω, por lo que
la ecuación de movimiento estacionaria es:

−mnω
2un = un+1 − 2un + un−1 (2.2)

Modelo 2: Modelo de enlace fuerte electrónico (TBM: Tight-binding model)
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En este modelo consideramos el movimiento de un electrón en una red dis-
creta, la ecuación de Schrödinger en unidades naturales2 se escribe como

i
dψn
dt

= εnψn + ψn+1 + ψn−1 (n = 1, 2, . . . , N) (2.3)

donde ψn y εn representan las amplitudes de la función de onda y las enerǵıas
por sitio respectivamente. Para este caso las variables aleatorias son εn con
una cierta distribución de probabilidad. Nuevamente imponemos condiciones
de frontera

ψ0 = ψN+1 = 0

y en lugar de considerar la ecuación dependiente del tiempo consideramos la
ecuación estacionaria

Eψn = εnψn + ψn+1 + ψn−1 , (2.4)

donde E es la enerǵıa.

Modelo 4: Modelo de Kronig-Penny desordenado

Este modelo es una variante de la ecuación (1.11), en la que se introdu-
ce el desorden por medio de variables aleatorias {bn, vn}. La ecuación de
Schrödinger (1.11) toma la forma

−1

2

d2

dx2
ψ(x) +

∞∑
n=−∞

(V0 + vn)δ(x− an− bn)ψ(x) = Eψ(x) , (2.5)

tomando como referencia la figura (1.2) podemos pensar que el modelo con
desorden consta de una sucesión de potenciales deltiformes que han sido
desplazados de los sitios de la red y cuya intensidad fluctúa.

2ℏ = m = 1
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2.2. Localización de Anderson

Actualmente se conoce que los sistemas desordenados (como los mostra-
dos antes) presentan un fenómeno conocido como localización de Ander-
son[1, 11, 6], en honor a su descubridor, Philip Anderson. Dicho fenómeno
puede ser explicado a través del análisis de los autoestados de un sistema, y
está relacionado con las propiedades de transporte, en nuestro caso, vamos a
considerar un electrón atrapado en un material unidimensional desordenado,
entonces si Ψ es la función de onda del electrón, decimos que se encuentra
localizado siempre que |Ψ|2 decae exponencialmente a ambos extremos del
sistema. El decaimiento se da sobre una escala l∞ a la que nos referimos como
longitud de localización.
A continuación daremos algunas formas más precisas de caracterizar la loca-
lización, puede consultar más en [6].

Comportamiento asintótico de la función de onda:
El comportamiento asintótico de una función de onda localizada está descrito
por su decaimiento exponencial a través de la identidad

ψ(r) = f(r)e−r/λ , (2.6)

Donde f(r) es una función tal que |f(r)| < ∞ cuando |r| ≫ 1. Definimos
la longitud de localización: l∞ = λ−1. Entonces decimos que un estado es
localizado si |ψ(r)|2 tiende a cero exponencialmente cuando r −→ ∞.

Transmisión a través de potenciales aleatorios: Si definimos la fun-
ción de Green de la ecuación de Schrödinger (Ĥ − EI)G(E) = I, donde I
es el operador identidad, entonces definimos la amplitud de transición de un
electrón de un sitio r a r′ como:

t(r, r′;E) = ⟨| ⟨r|G(E) |r′⟩ |2⟩ . (2.7)

A t también se le suele llamar probabilidad de transmisión y ⟨⟩ representa
un promedio sobre las realizaciones del desorden. Cuando t decae exponen-
cialmente para grandes distancias entre r y r′ significa que el transporte
de magnitudes como enerǵıa térmica, carga eléctrica, etc. tiende a hacerse
exponencialmente pequeño. Con esto podemos definir λ como

−2

λ
= ĺım

|r−r′|−→∞

log[t(r, r′;E)]

|r − r′|
. (2.8)
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λ se conoce como el exponente de Lyapunov[25].

Cálculo de la razón de participación inversa: Es especialmente útil
cuando se trabaja con sistemas finitos aunque de cadenas grandes de átomos.
Está definido como la suma sobre los sitios de los cuadrados de probabilida-
des, o sea

P−1 =
∑
r

|ψ(r)|4 , (2.9)

a P−1 se le llama relación de participación inversa ó número de participación
inversa. Es una medida de la porción del espacio donde la amplitud de la
función de onda es significativamente distinta de cero, o dicho de otro modo
cuando la función de onda está localizada, P es proporcional al volumen en
el cual el estado posee una amplitud significativamente distinta de cero[6].

2.3. Modelo de enlace fuerte

En esta sección analizaremos el modelo (2.4), el cual fue propuesto por
Anderson[1] como uno de los primeros sistemas para estudiar la localización
en materiales desordenados 1-D.
Analicemos un sistema de talla finita compuesto por N átomos y sean εn las
enerǵıas de sitio correspondientes a cada átomo con n ∈ [0, N +1]. Podemos
escribir la ecuación (2.4) para diferentes valores de n recordando que ψ0 =
ψN+1 = 0

(n = 1), ψ2 + ε1ψ1 = Eψ1

(n = 2), ψ3 + ψ1 + ε2ψ2 = Eψ2

...

(n = N), ψN−1 + εNψN = EψN

lo que en notación matricial se expresa como

ε1 1 0 . . . 0
1 ε2 1 0 . . . 0
0 1 ε3 1 . . . 0
...

1
0 1 εN




ψ1

ψ2
...
ψN

 = E


ψ1

ψ2
...
ψN

 . (2.10)
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En otras palabras, tenemos que resolver un problema de diagonalización para
encontrar las autofunciones y los autovalores; por supuesto, para un sistema
de talla finita de unos cientos de sitios ya se vuelve un problema complicado
de tratar anaĺıticamente, por lo que podemos proceder usando un método
numérico para resolver el problema (2.10).
Procederemos en dos partes; primero la solución sin desorden, o sea εn = 0,
∀n ∈ N, luego para desorden débil con y sin correlaciones.

2.3.1. Ausencia de desorden

Para el caso en que εn = 0 para toda n = 1, 2, . . . , N se tiene que la matriz
tridiagonal en (2.10) pierde sus elementos en la diagonal, pasando a ser todos
cero, pero como ya se habló antes en este trabajo, en ausencia de algún tipo
de desorden las soluciones son en esencia ondas de Bloch moduladas con el
paso de la red y de la ecuación de Schrödinger resultante

ψn+1 + ψn−1 = Eψn (2.11)

podemos proponer ψn = A0e
ikn, al sustituir en la ecuación (2.11) nos queda

que

eik + e−ik = E

=⇒ E = 2 cos k

donde k se cuantiza de manera adecuada según las condiciones de frontera,
que para el caso que consideramos aqúı dan

ψ0 = ψN+1 =⇒ 1 = eik(N+1) =⇒ k(n) =
πn

N + 1

∴ En = 2 cos

(
πn

N + 1

)
con esto podemos encontrar el conjunto de eigenvalores y autofunciones lo
cual es consistente con el teorema de Bloch.3

3Hemos supuesto para este problema que el paso de la red es igual a 1.
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2.3.2. Desorden sin correlaciones espaciales

Para esta sección vamos a introducir variables aleatorias εn en la ecuación
de Schrödinger

ψn+1 + ψn−1 + εnψn = Eψn . (2.12)

Para la resolución del problema en general hay que dar las propiedades es-
tad́ısticas del mismo, en este caso y de aqúı en adelante supondremos que
las variables aleatorias tienen una distribución uniforme P (ε) = 1/W si
ε ∈ [−W/2,W/2] y P (ε) = 0 si ε ̸= [−W/2,W/2].
Esto implica que

⟨ε⟩ =
∫ W/2

−W/2
εP (ε)dε =

1

W

∫ W/2

−W/2
εdε = 0 (2.13)

y

⟨ε2⟩ = 1

W

∫ −W/2

−W/2
ε2dε =

W 2

12
= σ2 . (2.14)

En ausencia de correlaciones entre las variables aleatorias εn decimos que
tenemos ruido ”blanco”.

Para este sistema vamos a calcular la razón de participación inversa pa-
ra determinar las propiedades de localización. En la práctica partimos del
problema (2.10) y calculamos numéricamente las autofunciones, con lo cual
podemos calcular la razón de participación inversa

P−1 =
∑
n

|ψn|4 . (2.15)

Los resultados obtenidos para P se muestran en la figura 2.1, para un sistema
con N = 3000 sitios y desorden con intensidad σ2 = 0.01.



28 CAPÍTULO 2. SISTEMAS DESORDENADOS

Figura 2.1: Razón de participación inversa vs la enerǵıa. N = 3000 sitios.
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Por otro lado el caso N −→ ∞ corresponde a un modelo de Anderson
de talla infinita. Podemos determinar la longitud de localización a través del
exponente de Lyapunov. Consideraremos la ecuación

ψn+1 + ψn−1 + εnψn = Eψn ,

luego, multiplicamos ambos lados por 1/ψn y, si definimos ρn = ψn

ψn+1
, pode-

mos reescribir la ecuación anterior como

ρn+1 = E − εn −
1

ρn
, (2.16)

con esto el exponente de Lyapunov λ puede ser escrito como:

λ = ĺım
N−→∞

1

N

N∑
k=1

log

∣∣∣∣ ψkψk−1

∣∣∣∣ = ĺım
N−→∞

1

N

N∑
k=1

log |ρk| . (2.17)

Dado que λ está escrito en términos de ψn, se trata de una magnitud deter-
minista. Los resultados se muestran en la figura 2.2.

Figura 2.2: Cálculo de λ vs la enerǵıa, para el sistema de talla infinita con
σ2 = 0.01.
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2.3.3. Desorden con correlaciones espaciales

En esta sección retomamos el problema de Anderson (2.12) para un sis-
tema de talla infinita. Vamos a considerar distintas propiedades estad́ısticas
de las variables aleatorias εn, en particular consideraremos que están corre-
lacionadas. Esto lo hacemos definiendo una función χ(k) de la forma:

⟨εnεn−k⟩ = σ2
εχ(k) , (2.18)

donde σ2
ε es la varianza, la cual supondremos pequeña en este caso y χ(k)

es a lo que se le conoce como la función de correlación binaria, la cual está
relacionada con una función W (µ) como

W (µ) = 1 + 2
N∑
k=1

χ(k) cos 2kµ . (2.19)

W (µ) se llama densidad espectral, la cual es una función par en µ y supon-
dremos que es conocida, ver [3]. Esta relación se puede invertir para hallar
χ(k) en función de la densidad espectral, es decir

χ(k) =
2

π

∫ π

0

W (µ) cos (2kµ)dµ . (2.20)

Nos proponemos a calcular la razón de participación inversa y el exponente
de Lyapunov para el caso con correlaciones espaciales. Para ambos casos po-
demos sustituir en (2.10) los valores de las variables correlacionadas εn con
n = 1, 2, . . . , N para encontrar numéricamente los autovalores y los autovec-
tores. Vamos a usar que

W (µ) =


π

2(µ2−µ1) , µ ∈ [µ1, µ2]

0 , µ /∈ [µ1, µ2]

donde µ1 y µ2 son parámetros que producen bordes de movilidad, los cuales
son, regiones de la enerǵıa que separan estados extendidos y estado localiza-
dos. La figura 2.3 muestra el exponente de Lyapunov con bordes de movilidad
ubicados en E = 2 cosµ1 = 1.3 y E = 2 cosµ2 = 0.7. En este caso se obtu-
vieron los resultados para una sola realización del desorden.
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Figura 2.3: Exponente de Lyapunov VS Enerǵıa para σ2 = 10−2

Figura 2.4: Razón de participación inversa VS Enerǵıa para una barrera de
N = 3000 sitios y σ2 = 10−2
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Si analizamos el modelo de Anderson (2.12) para un sistema de talla finita
con las mismas condiciones de frontera ψ0 = ψN+1 = 0, podemos observar
como la presencia de desorden con correlaciones espaciales produce de igual
forma bordes de movilidad en donde tenemos estados extendidos y localizados
en el cálculo de la razón de participación inversa como muestra la figura 2.4
para un sistema de N = 3000 sitios y una varianza del desorden σ2 = 10−2.
Los bordes de movilidad se mantienen en los valores E = 2 cosµ1 = 1.3 y
E = 2 cosµ2 = 0.7.
La razón de participación inversa nos da una medida de la porción del espacio
en donde la función de onda es distinta de cero para sistemas de talla finita.
Por otro lado, la figura 2.4 muestra el exponente de Lyapunov para un sistema
de talla infinita el cual es distinto de cero en un intervalo acotado de E, y
dado que l∞ = λ−1 representa la escala del sistema sobre la cual la función
de onda decae exponencialmente según (2.6) para este caso l∞ ∼ 300.
Como comentario adicional sobre las gráficas (2.3) y (2.4), vemos que la
coincidencia entre ambas no es del todo buena, esto se debe a que λ es un
valor que se calcula en el ĺımite N −→ ∞ y σ2 < 1, mientras que P−1 es una
cantidad que se calcula cuando el sistema es de talla finita, en el caso de la
figura 2.4 se usaron 3000 sitios.



Caṕıtulo 3

Sistemas no hermitianos

3.1. Definición del modelo

Entramos ahora en la parte medular de este trabajo, empezando por
definir el sistema en cuestión que analizamos en esta tesis.
Consideraremos una barrera desordenada 1-D compuesta de N átomos, la
cual está puesta entre dos conductores perfectos semi-infinitos. En el interior
de la barrera las enerǵıas de sitio son variables aleatorias complejas, cuya
parte real corresponde al potencial aleatorio, mientras que la parte imaginaria
está relacionada con procesos de amplificación o absorción que sufre una onda
que se propaga a través de la barrera.
Similar al estudio del TBM, este sistema está definido a través de la ecuación
de Schrödinger estacionaria:

ψn+1 + ψn−1 + [εn + i(γ + γn)]ψn = Eψn , (3.1)

para n = 1, 2, . . . , N . Mientras que para n < 1 y n > N estamos en los
conductores perfectos donde εn = γn = γ = 0, de esta manera recupera-
mos la ecuación para una part́ıcula libre. El término no hermitiano iγ es un
parámetro que describe absorción para γ > 0 y amplificación para γ < 0.

33
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Figura 3.1: Barrera unidimensional activa

Estamos interesados en hallar propiedades de transmisión de ondas a
través de una barrera aleatoria activa como la que se representa en la figura
3.1.
Vamos a considerar que el desorden es débil, es decir

Nσ2
ε ≪ 1 (3.2)

Nσ2
γ ≪ 1 , (3.3)

y que las variables aleatorias εn y γn están auto e inter correlacionadas, es
decir:

⟨εnεn+k⟩ = ⟨ε2n⟩χ1(k) = σ2
εχ1(k) (3.4)

⟨γnγn+k⟩ = ⟨γ2n⟩χ2(k) = σ2
γχ2(k) (3.5)

⟨εnγn+k⟩ = σ2
εγχ3(k) , (3.6)

los śımbolos ⟨⟩ representan un promedio sobre las realizaciones del desorden,
χ1, χ2 y χ3 son funciones de correlación binarias que supondremos conoci-
das. Las funciones de correlación se relacionan con las respectivas densidades
espectrales por medio de la identidad:

Wi(µ) = 1 + 2
∞∑
k=1

χi(k) cos 2µk , (3.7)

para i = 1, 2, 3.
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3.2. Método de las matrices de transferencia

Vamos a comenzar con el análisis del problema reescribiendo 3.1 en térmi-
nos de las matrices de transferencia, esto lo logramos expresando la ecuación
de Schrödinger (3.1) en la forma recursiva(

ψn+1

ψn

)
= P̂n

(
ψn
ψn−1

)
; P̂n =

(
E − εn − i[γ + γn] −1

1 0

)
, (3.8)

a las matrices P̂n les llamamos matrices de transferencia en la representación
de los sitios.
Cuando estamos en el caso de los conductores perfectos semi-infinitos recu-
peramos el caso para una part́ıcula libre.

Si deseamos estudiar las propiedades de transmisión en la barrera es con-
veniente pasar a la representación de las ondas planas.
En esta representación se introducen las amplitudes An y Bn por medio de
la identidad (

ψn+1

ψn

)
=

(
eik(n+1) e−ik(n+1)

eikn e−ikn

)(
An
Bn

)
(3.9)

=⇒
(
An+1

Bn+1

)
= Q̂n

(
An
Bn

)
, (3.10)

esta última relación es análoga a (3.8). De esta manera quedan definidas las
matrices Q̂n, las cuales se pueden escribir en términos de P̂n como

Q̂n = Û−1P̂nÛ , Û =

(
eik e−ik

1 1

)
. (3.11)

Escribiremos la matriz de transferencia Q̂n de modo que quede expresada
como la suma de un término asociado a la parte determinista de la ec. de
Schrödinger (3.1) y otro término asociado al desorden, es decir

Q̂n = Q̂0 + Q̂1
n , (3.12)

Q̂0 =

(
(1− v)eik −ve−ik
veik (1 + v)e−ik

)
; Q̂1

n = iun

(
eik e−ik

−eik −e−ik
)

donde

v =
γ

2 sin k
, un =

εn + iγn
2 sin k

. (3.13)
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Definimos la matriz de transferencia total de la barrera de longitud N como
el producto de las matrices Q̂n, es decir

Q̂ =
N∏
n=1

Q̂n =
N∏
n=1

(
Q̂0 + Q̂1

n

)
. (3.14)

Consideramos una onda plana con número de onda k y módulo unitario, esta
se propaga por el conductor perfecto é incide por la izquierda sobre la barrera
como en la figura 3.1. Se produce una onda reflejada y una onda transmi-
tida cuyas amplitudes son respectivamente la amplitud de reflexión y la de
transmisión, las cuales se relacionan por medio de la matriz de transferencia
Q̂ por medio de la identidad(

tNe
ikN

0

)
=

N∏
n=1

Q̂n

(
eik

rne
−ik

)
= Q̂

(
eik

rne
−ik

)
. (3.15)

La ec. (3.15) permite escribir el coeficiente de transmisión para cada reali-
zación del desorden en términos del elemento (2, 2) de la matriz (3.14) de la
siguiente manera

TN = |tN |2 =
1

ˆ[Q22]
2

. (3.16)

3.3. Barrera activa sin desorden

Como caso particular vamos a calcular el coeficiente de transmisión para
el caso sin desorden, es decir, un = 0. La ec. (3.14) se transforma en

Q̂ =
N∏
n=1

(
Q̂0 + Q̂1

n

)
=

N∏
n=1

Q̂0 =
(
Q̂0
)N

. (3.17)

Para obtener en forma explicita la matriz (3.17) el primer paso es diagonalizar
Q̂0, y escribir Q̂0 = ÛD̂Û−1 donde

D̂ =

(
eiq 0
0 e−iq

)
, (3.18)

(eiq, e−iq) son los autovalores de Q̂0 y q es un parámetro complejo definido
por medio de la identidad

cos q = cos k − iv sin k . (3.19)
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La matriz Û tiene la forma

Û =

(
ve−ik

(1−v)eik−eiq
ve−ik

(1−v)eik−e−iq

1 1

)
. (3.20)

La diagonalización de Q̂0 permite escribir (3.17) como:(
Q̂0
)N

= ÛD̂N Û−1 = Û

(
eiNq 0
0 e−iNq

)
Û−1 , (3.21)

aśı encontramos los elementos de la matriz de transferencia total en ausencia
de desorden

(Q̂0)N11 =
1

sin q

{(
1− γ

2 sin k

)
eik sin (qN)− sin (q(N − 1))

}
(3.22)

(Q̂0)N12 = − γe−ik sin (qN)

2 sin (k) sin (q)
(3.23)

(Q̂0)N21 =
γeik sin (qN)

2 sin (k) sin (q)
(3.24)

(Q̂0)N22 = − 1

sin q

{(
1− γ

2 sin k

)
eik sin (qN)− sin (q(N + 1))

}
. (3.25)

Para calcular el coeficiente de transmisión numéricamente lo hacemos en el
centro de la banda de enerǵıa1. Procedemos evaluando la matriz (Q̂0)N para
cada valor de N en E = 0. Después tomamos el elemento (22) de acuerdo a
la ecuación (3.16).
Para el cálculo anaĺıtico hacemos uso del elemento (3.25), que al ser mani-
pulado dentro de la expresión (3.16) se vuelve

T
(0)
N =

sin2 (q)[
sin (q) cos (Nq)− i sin (Nq)

]2 (3.26)

Las gráficas (3.2) y (3.3) muestran el log T 0
N vsN para el caso amplificado(γ <

0) y absorbente(γ > 0) en el centro de la banda E = 0 respectivamente.

1Este solo es un caso particular para evaluar lnT , ya que el mismo comportamiento se
obtiene para cualquier valor de E ̸= ±2.
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Figura 3.2: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico(sin desorden) Vs
N. Con γ = −0.1 y E = 0

Figura 3.3: Coeficiente de transmisión anaĺıtico/numérico(sin desorden) Vs
N. Con γ = 0.1 y E = 0
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3.3.1. Coeficiente de transmisión para γ ≪ 1

Para (3.26) notamos que está escrita en términos de q y N , vamos a cal-
cular una expresión aproximada cuando |γ| ≪ 1 y obtener como resultado
una expresión que dependa expĺıcitamente de k, N y γ.

Primero notamos que podemos hacer la aproximación

sin q =

√
1−

(
cos k − iγ

2

)2

=

√
1− cos2 k + iγ cos k +

γ2

4

=
√
1− cos2 k

√
1 +

iγ cos k + γ2

4

1− cos2 k
≃ sin k

(
1 +

iγ cos k + γ2

4

2 sin2 k

)
≃ sin k + i

γ cos k

2 sin k
(3.27)

De esta forma podemos expresar eiq como

eiq = cos q+i sin q ≃ cos k−iγ
2
+i

(
sin k + i

γ cos k

2 sin k

)
= eik−γ

2

(
i+

cos k

sin k

)

=⇒ eiq ≃ eik
(
1− γ

2 sin k

)
(3.28)

=⇒ e−iq ≃ e−ik
(
1 +

γ

2 sin k

)
, (3.29)

usando (3.27), (3.28) y (3.29) podemos calcular cos (Nq) y sin (Nq) de la
forma

sinNq =
eiNq − e−iNq

2i
= sinNk + iNγ

cosNk

2 sin k
+O

(
γ2
)

(3.30)

cosNq =
eiNq + e−iNq

2
= cosNk − iNγ

sinNk

2 sin k
+O

(
γ2
)

. (3.31)

Sustituyendo estas expresiones en (3.26) llegamos a que

T
(0)
N =

1

e
Nγ
sin k + γ2

8 sin4 k
cos 2kN + γ4

256 sin8 k
e

−Nγ
sin k

. (3.32)
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Este resultado puede simplificarse en los siguientes casos, los cuales co-
rresponden a los ĺımites de barrera corta y larga con respecto a la longitud
de absorción/amplificación(la), es decir: N ≪ 1/|γ| ∼ la para barrera corta
y N ≫ 1/|γ| ∼ la para barrera larga.

Ĺımite de barrera corta: N/la ≪ 1

=⇒ T 0
N ≃ 1− Nγ

sin k
+ . . . (B.C)

Ĺımite de barrera larga: N/la ≫ 1

T 0
N ≃ e−

γN
sin k , γ > 0

T 0
N ≃

(
4 sin2 k

γ

)4

e−
|γ|N
sin k , γ < 0 . (B.L)

Las gráficas 3.2 y 3.3 muestran lnT 0
N vs N para los casos de γ < 0 y γ > 0

respectivamente. Como ı́ndica la ecuación para barrera corta (B.C) se tendŕıa

lnT 0
N = ln

(
1− Nγ

sin k

)
≃ − Nγ

2 sin k
+O

(
(Nγ)2

)
, (3.33)

de aqúı se explica que lnT 0
N crezca linealmente con N cuando γ < 0, mos-

trando un efecto de amplificación, para luego decaer exponencialmente según
(B.L), ver figura 3.2.
De igual forma la figura 3.3 muestra que para el caso de γ > 0 tenemos una
absorción, lo cual muestra que lnT 0

N decae tanto para el caso de barrera corta
y larga, lo cual concuerda con lo predicho en las ecuaciones (B.C) y (B.L).

Como última observación tenemos un máximo para (B.C), mostrado el la

figura 3.2, este valor de N es tal que: d lnT 0
N/dN

!
= 0, entonces, si conside-

ramos γ < 0 tenemos

d lnT 0
N

dN
!
= 0 =⇒

(
− |γ|
sin k

e
−N|γ|
sin k +

kγ2 sin 2kN

4 sin4 k
+

|γ|5

256 sin9 k
e

N|γ|
sin k

)
!
= 0,

al estar en el centro de la banda k = π/2 =⇒ sin k = 1, entonces obtenemos

−|γ|e−Nc|γ| +
|γ|5

256
eNc|γ| = 0 =⇒ Nc = − 2

|γ|
ln

(
|γ|
4

)
, (3.34)

si sustituimos γ = − 0.1 obtenemos que Nc ≈ 73.7775 como se muestra en
la figura 3.2, lo que concuerda con lo obtenido en [7].
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3.4. Barrera activa desordenada

Hasta ahora no hemos introducido desorden en el análisis de las propie-
dades de transmisión en nuestro problema, para hacerlo hay que tomar en
cuenta el caso en que un ̸= 0 en (3.14). Si consideramos el caso de desorden
débil definido por las condiciones (3.2) y (3.3). podemos escribir Q̂ como

Q̂ =
(
Q̂0
)N

+
N∑
m=1

(
Q̂0
)m−1

Q̂1
m

(
Q̂0
)N−m

+
N−1∑
l1=1

N∑
l2=l1+1

(
Q̂0
)N−l2

Q̂1
l2

(
Q̂0
)l2−l1−1

Q̂1
l1

(
Q̂0
)l1−1

+O
(
u3n
)

. (3.35)

El desarrollo en (3.35) puede escribirse

Q̂ = Q̂(0) + Q̂(1) + Q̂(2)

con

Q̂(1) =
N∑
m=1

(
Q̂0
)m−1

Q̂1
m

(
Q̂0
)N−m

, (3.36)

Q̂(2) =
N−1∑
l1=1

N∑
l2=l1+1

(
Q̂0
)N−l2

Q̂1
l2

(
Q̂0
)l2−l1−1

Q̂1
l1

(
Q̂0
)l1−1

. (3.37)

Sustituyendo (3.21) tenemos

Q̂(1) =
N∑
m=1

(
ÛD̂(m−1)Û−1

)
Q̂1
m

(
ÛD̂(N−m)Û−1

)
,

Q̂(2) =
∑
l2>l1

(
ÛD̂(N−l2)Û−1

)
Q̂1
l2

(
ÛD̂(l2−l1−1)Û−1

)
Q̂1
l1

(
ÛD̂(l1−1)Û−1

)
.
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Los resultados obtenidos para los términos a primer orden son:

(Q̂(1))11 =
i

sin2(q)

N∑
m=1

(
eik sin[q(N −m+ 1)]− sin[q(N −m)]

)
(3.38)

×
(
sin[qm]− e−ik sin[q(m− 1)]

)
um,

(Q̂(1))12 =
i

sin2(q)

N∑
m=1

(
sin[q(N −m+ 1)]− e−ik sin[q(N −m)]

)
(3.39)

×
(
e−ik sin[qm]− sin[q(m− 1)]

)
um,

(Q̂(1))21 =
−i

sin2(q)

N∑
m=1

(
sin[q(N −m+ 1)]− eik sin[q(N −m)]

)
(3.40)

×
(
eik sin [qm]− sin[q(m− 1)]

)
um,

(Q̂(1))22 =
−i

sin2(q)

N∑
m=1

(
sin[q(N −m+ 1)]− eik sin[q(N −m)]

)
(3.41)

×
(
e−ik sin[qm]− sin[q(m− 1)]

)
um ,
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mientras que los resultados para los términos a orden dos son:

(Q̂(2))11 =
−2i sin k

sin3(q)

∑
l2>l1

(
sin[q(N − l2 + 1)]− e−ik sin[q(N − l2)]

)
(3.42)

×
(
eik sin[ql1]− sin[q(l1 − 1)]

)
sin[q(l2 − l1)]ul1ul2 ,

(Q̂(2))12 =
−2i sin k

sin3(q)

∑
l2>l1

(
sin[q(N − l2 + 1)]− e−ik sin[q(N − l2)]

)
(3.43)

×
(
e−ik sin[ql1]− sin[q(l1 − 1)]

)
sin[q(l2 − l1)]ul1ul2 ,

(Q̂(2))21 =
−2i sin k

sin3(q)

∑
l2>l1

(
eik sin[q(N − l2)]− sin[q(N − l2 + 1)]

)
(3.44)

×
(
eik sin[ql1]− sin[q(l1 − 1)]

)
sin[q(l2 − l1)]ul1ul2 ,

(Q̂(2))22 =
−2i sin k

sin3(q)

∑
l2>l1

(
eik sin[q(N − l2)]− sin[q(N − l2 + 1)]

)
(3.45)

×
(
e−ik sin[ql1]− sin[q(l1 − 1)]

)
sin[q(l2 − l1)]ul1ul2 ,

donde l1 ∈ [1, N ] y l2 ∈ [l1 + 1, N ].
Con estos resultados podemos empezar a calcular el coeficiente de transmisión
con desorden. Tomemos la expresión (3.16), vemos que la podemos escribir
como

TN = |tN |2 = tN t
∗
N ,

=⇒ lnTN = ln tN + ln t∗N = 2Re{ln tN} . (3.46)
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Por definición: t−1
N = (Q̂)22, donde el sub́ındice (22) indica que estamos

trabajando con el elemento (2, 2) de la matriz de transferencia.
Si consideramos que el desorden es débil escribimos ln tN haciendo un desa-
rrollo perturbativo tenemos

ln tN = − ln Q̂22 = − ln
(
Q̂

(0)
22 + Q̂

(1)
22 + Q̂

(2)
22

)
= − ln Q̂

(0)
22 −ln

(
1 +

Q̂
(1)
22 + Q̂

(2)
22

Q̂
(0)
22

)

≃ − ln Q̂
(0)
22 − (Q̂

(1)
22 + Q̂

(2)
22 )

Q̂
(0)
22

+
1

2

[Q̂
(1)
22 ]

2

[Q̂
(0)
22 ]

2

= − ln Q̂
(0)
22 +

1

2[Q̂
(0)
22 ]

2

(
[Q̂

(1)
22 − Q̂

(0)
22 ]

2 − [Q̂
(2)
22 + Q̂

(0)
22 ]

2
)
+O

(
u3
)

=⇒ lnTN ≃ −2Re
{
ln Q̂

(0)
22

}
+Re

{
1

[Q̂
(0)
22 ]

2

(
[Q̂

(1)
22 − Q̂

(0)
22 ]

2 − [Q̂
(2)
22 + Q̂

(0)
22 ]

2
)}

,

(3.47)

donde de la tercera a la cuarta ĺınea se usó (3.46). Recordamos de la hipótesis
de desorden débil (3.2) y (3.3) las cuales se puede reescribir como

Nσ2
ε ∼

N

l∞
≪ 1 (3.48)

Nσ2
γ ∼

N

l′a
≪ 1 , (3.49)

es decir, consideramos que la barrera es corta con respecto a la longitud de
localización asociadas a las enerǵıas de sitio aleatorias aśı como la corres-
pondiente longitud asociada a las fluctuaciones del coeficiente de amplifica-
ción/absorción. Consideramos además que la barrera es corta con respecto a
la longitud de absorción/amplificación: N |γ| ∼ N/la ≪ 1.
De esta forma el elemento de matriz (3.25) puede ser escrito usando (3.30) a
primer orden en Nγ como

−
(
Q̂0

22

)N
(sin q) =

(
1− γ

2sink

)
eik sin (qN)− sin [q(N + 1)] ≃

iNγ

2 sin k

(
eik cosNk − cos k(N + 1)

)
+eik sinNk−sin k(N + 1)−iγ cos k(N + 1)

2 sin k

− γ
eik sinNk

2 sin k
,
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simplificando los términos nos queda(
Q̂0

22

)N
≃ e−ikN

sin q

(
Nγ

2
+ sin k +

iγ cos k

2 sin k

)
=
e−ikN

sin q

(
Nγ

2
+ sin q

)
.

Por último vamos a hacer el desarrollo a primer orden en γ del término
(sin q)−1, con lo que nos queda(

Q̂0
22

)N
≃ e−ikN

(
1 +

Nγ

2 sin k

)
. (3.50)

De igual forma vamos a desarrollar los elementos de matriz (3.41) y (3.45),
lo que resulta en

Q̂
(1)
22 ≃ −i

N∑
m=1

ume
−ikN

{
1+

γN

2 sin k
− iγ cos k

2 sin2 k
+
iγeikN

2 sin2 k
cos k(N + 1− 2m)

}
,

(3.51)

Q̂
(2)
22 ≃ 2i sin k

∑
l1,l2

{
iγ

2 sin3 k

[(
cos k(N − l1 − l2 + 1)

−e−ik(N+l1−l2)(2 cos k+iN sin k)

)
sin k(l2 − l1)+(l2−l1) sin (k)e−ik(N−2l2+2l1)

]
+
e−ik(N+l1−l2)

sin k
sin k(l2 − l1)

}
ul1ul2 . (3.52)

Sustituyendo (3.50), (3.51) y (3.52) en (3.47) obtenemos lnTN para barrera
corta

− 1

2
lnTN =

Nγ

2 sin k
+

1

8 sin2 k

N∑
l1=1

N∑
l2=l1+1

(εl1εl2 − γl1γl2) cos [2k(l2 − l1)]

− 1

2 sin2 k

N∑
l1=1

N∑
l2=l1+1

(εl1γl2) sin [2k(l2 − l1)]

+O(3), (3.53)

donde O(3) representa los términos a tercer orden que despreciamos, los cua-
les son términos proporcionales a: γεnγm, ε

3
n, γ

3
n, γε

2
n y γγ2n.
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Estamos interesados en el valor medio de lnTN , que se obtiene con un prome-
dio sobre las realizaciones del desorden para (3.53). Usando las propiedades
estad́ısticas de las variables aleatorias (3.4) y (3.5) podemos usar la fórmula〈∑

l1,l2

αl1αl2G(l2 − l1)

〉
=
∑
l1,l2

⟨αl1αl2⟩G(l2 − l1)

=
∑
l1,l2

σ2
αχ(l2 − l1)G(l2 − l1) = Nσ2

α

(
χ(0)G(0) + 2

N∑
n=1

(
1− n

N

)
G(n)

)
,

(3.54)

con l1 ∈ [1, N ], l2 ∈ [l1+1, N ] y donde χ(n) y σ2
α son la función de correlación

binaria y la varianza de α como variable aleatoria(correlacionada) respecti-
vamente. G es una función que solo depende de la diferencia (l2 − l1).

Si aplicamos (3.54) a la ecuación (3.53), usando (3.4), (3.5) y (3.6), obte-
nemos

〈
− 1

2N
lnTN

〉
=

γ

2 sin k
+

σ2
ε

8 sin2 k

[
1 + 2

N∑
n=1

χ1(n)
(
1− n

N

)
cos 2kn

]

−
σ2
γ

8 sin2 k

[
1 + 2

N∑
n=1

χ2(n)
(
1− n

N

)
cos 2kn

]

−
σ2
εγ

2 sin2 k

[ N∑
n=1

χ3(n)
(
1− n

N

)
sin 2kn

]
+O(3), (3.55)

también se usó que: χ1(0) = χ2(0) = 1 y donde O(3) tiene el mismo signifi-
cado que en (3.53).
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3.5. Barrera corta sin correlaciones del des-

orden

Comenzaremos analizando los resultados para el caso sin correlaciones,
es decir, χi(n) = δn0.
La fórmula para el coeficiente de transmisión (3.55) promedio es

〈
lnTN

〉
= − Nγ

sin k
−

(σ2
ε − σ2

γ)N

4 sin2 k
. (3.56)

Se muestran algunos resultados para (3.56) tanto numérico2 como anaĺıtico
para un total de 500 realizaciones del desorden. Se usó una barrera de N =
300 sitios para todos los casos.

Figura 3.4: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

5× 10−4, σ2
γ = 0 y γ = 3× 10−4

2Hay que recordar que para el cálculo numérico se toma el elemento (2, 2) de la matriz
Q̂.
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Figura 3.5: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

5× 10−4, σ2
γ = 9× 10−4 y γ = −3× 10−4

Figura 3.6: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

5× 10−4, σ2
γ = 9× 10−4 y γ = 3× 10−4
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La gráfica (3.4) muestra el coeficiente de transmisión para el caso donde
tenemos σ2

γ = 0 y γ > 0, esto último indica que estamos en el régimen
absorbente y dadas las fluctuaciones de las enerǵıas de sitio εn el efecto global
en un intervalo al rededor del centro de la banda resulta en una absorción de
ondas.
Para la figura 3.5 dado que (σ2

ε − σ2
γ) < 0 y γ < 0 el resultado es un efecto

de amplificación, i.e ⟨lnTN⟩ > 0.
En la gráfica 3.6 se muestra una absorción, y esto sucede pese a que el segundo
término de (3.56) es positivo.

3.6. Barrera corta con desorden correlaciona-

do

Continuamos considerando el caso en el que las variables εn y γn presentan
autocorrelaciones pero no intercorrelaciones, lo que implica que ⟨εnγn⟩ =
σεγ = 0.
La ecuación (3.55) con χ1 = χ2 = χ(n) se vuelve

〈
lnTN

〉
= − Nγ

sin k
−

(σ2
ε − σ2

γ)

4 sin2 k

[
N + 2

N∑
n=1

χ(n)(N − n) cos 2kn

]
. (3.57)

Para este caso usamos la misma función de correlación binaria, χ1 = χ2.
A continuación se muestran los resultados de (3.55) para una barrera de
N = 300 sitios y 500 realizaciones del desorden.

En estos resultados se usó la densidad espectral

W (µ) =


π

2(µ2−µ1) , µ ∈ [µ1, µ2]

0 , µ /∈ [µ1, µ2]

, (3.58)

para ambos εn y γn como en la figura 3.7. Donde para todos los casos tenemos
que µ1 ∼ 1.0471, µ2 ∼ 1.5709 con enerǵıas asociadas E1 = 1 y E2 = 0
respectivamente.
La función χ(n) está dada por

χ(n) =
2

π

∫ π

0

W (µ) cos (2nµ)dµ =
[sin (2nµ2)− sin (2nµ1)]

2n(µ2 − µ1)
, (3.59)
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esta función produce bordes de movilidad los cuales son valores de la enerǵıa
que separan las regiones de estados extendidos de aquellas donde los estados
son localizados.
Hay que recordar también que estamos considerando el caso de barrera cor-
ta, en el sentido que se satisfacen las condiciones (3.4) y (3.5), además de
que N |γ| ≪ 1. En la gráfica (3.8) observamos como al mantener σγ ̸= 0

Figura 3.7: Densidad espectral descrita por la ecuación (3.58)

mientras que suprimimos los efectos de las fluctuaciones de las enerǵıas de
sitio y el coeficiente de amplificación/absorción, el efecto global en los bordes
de movilidad da como resultado una amplificación de ondas.
En la gráfica (3.9) observamos que si γ = 0 y σ2

ε > σ2
γ el efecto resultante

del coeficiente de transmisión es una absorción de ondas, lo que se traduce
en un efecto de localización.

En la gráfica (3.10) podemos apreciar que tenemos un coeficiente de transmi-
sión negativo en los bordes de movilidad, es decir, el efecto es una absorción.
Sin embargo, esto sucede para cuando estamos en el régimen γ < 0, pero al
ser σ2

ε > |γ| el segundo término de (3.57) resulta dominante, y esto es lo que
explica el fenómeno de la absorción.
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Figura 3.8: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con γ = 0,
σ2
ε = 0, σ2

γ = 5× 10−5.

El mismo razonamiento se puede aplicar al fenómeno representado por la
gráfica (3.11), solo que en este caso son las fluctuaciones de γn las que pro-
ducen un efecto de amplificación total.

Por último, en la figura 3.12 muestra como los resultados numéricos y anaĺıti-
cos coinciden cuando σε = σγ, lo que concuerda con la ecuación (3.57) para
el caso de γ > 0, que en este caso produce una absorción.
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Figura 3.9: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

5× 10−5, σ2
γ = 10−5 y γ = 0

Figura 3.10: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

10−5, σ2
γ = 0 y γ = −3× 10−5
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Figura 3.11: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

10−5, σ2
γ = 5× 10−5 y γ = 3× 10−5

Figura 3.12: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

σ2
γ = 5× 10−4 y γ = 3× 10−4
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3.7. Barrera corta con desordenes auto- e inter-

correlacionada

Volvemos ahora a las ecuaciones que definen las propiedades estad́ısticas
de las variables aleatorias que estamos usando, las cuales son

⟨εnεn−k⟩ = σ2
εχ1(k) (3.60)

⟨γnγn−k⟩ = σ2
γχ2(k) (3.61)

⟨εnγn−k⟩ = σ2
εγχ3(k) , (3.62)

donde las funciones χi están definidas a partir de una densidad espectral
Wi(µ) conocida. Vemos que la ec. (3.62) define una inter correlación entre
εn y γn, donde estas últimas están auto correlacionadas según (3.60) y (3.61).

En la fórmula (3.55) tenemos un término proporcional a ⟨εnγn⟩ = σ2
εγ, el

propósito de esta sección es analizar los efectos que producen estas inter co-
rrelaciones en los resultados para ⟨lnTN⟩.
Una expresión anaĺıtica para σ2

εγ puede ser encontrada, ya que esta se puede
escribir en términos de σ2

ε y σ2
γ.

Comencemos considerando dos conjuntos de variables aleatorias x
(1)
n , x

(2)
n con

n = 1, 2, . . . , N que no están correlacionadas, es decir

⟨xinxjm⟩ = δnmδij . (3.63)

Luego, vamos a definir

y(1)n = x(1)n cos η + x(2)n sin η (3.64)

y(2)m = x(2)m cos η + x(1)m sin η , (3.65)

usando (3.63) podemos encontrar que

⟨y(1)n y(2)m ⟩ = δnm sin 2η . (3.66)

Vamos a definir las auto correlaciones de εn y γn a través de una densidad
espectral Wε y Wγ de la siguiente forma

εn =
∞∑

k=−∞

C
(1)
n−ky

(1)
k (3.67)

γn =
∞∑

k=−∞

C
(2)
n−ky

(2)
k , (3.68)
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donde las constantes C
(1,2)
n están definidas como

C(1)
n =

2

π

∫ π

0

√
σ2
εWε(µ) cos(2nµ)dµ (3.69)

C(2)
n =

2

π

∫ π

0

√
σ2
γWγ(µ) cos(2nµ)dµ . (3.70)

Lo que sigue es calcular ⟨εnγn⟩ usando (3.67), (3.68), (3.69) y (3.70), tenemos
que

⟨εnγn⟩ =
∑
k,k′

C
(1)
n−kC

(2)
n−k′⟨y

(1)
k y

(2)
k′ ⟩ = sin 2η

∑
k,k′

δkk′C
(1)
n−kC

(2)
n−k′

= sin 2η
∑
k

√
σ2
εσ

2
γ

π2

∫ π

−π

∫ π

−π

√
Wε(µ1)Wγ(µ2)e

2i(n−k)µ1e2i(n−k)µ2dµ1dµ2

= sin 2η

√
σ2
εσ

2
γ

π2

∫ π

−π

∫ π

−π

√
Wε(µ1)Wγ(µ2)e

2i(µ1+µ2)
∑
k

e−2i(µ1+µ2)kdµ1dµ2

= sin 2η

√
σ2
εσ

2
γ

π

∫ π

−π

√
Wε(µ)Wγ(−µ)dµ = sin 2η

√
σ2
εσ

2
γ

π

∫ µ2

µ1

π

2(µ2 − µ1)
dµ

=
sin 2η

2

√
σ2
εσ

2
γ , (3.71)

donde de la tercera a la cuarta ĺınea se usó que

Lδ(x) =
∞∑

n=−∞

e
2iπn
L

x ,

donde en nuestro caso L = π y que ambas densidades espectrales son de la
forma (3.58), siendo estas funciones pares en el intervalo de [−π, π].
Usando el resultado (3.71) en (3.55) podemos escribir

〈
lnTN

〉
= − Nγ

sin k
−

(σ2
ε − σ2

γ)

4 sin2 k

[
N + 2

N∑
n=1

χ(n) (N − n) cos 2kn

]

+

√
σ2
εσ

2
γ sin 2η

2 sin2 k

[ N∑
n=1

χ(n) (N − n) sin 2kn

]
+O(3). (3.72)
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Las siguientes pruebas se hicieron para 500 realizaciones del desorden en
una barrera de N = 300 sitios.
Las siguientes gráficas muestran resultados para (3.55) donde se han escogido
una densidad espectral igual a (3.58) con los mismos bordes de movilidad.
Las gráficas (3.13) y (3.14) muestran los resultados para el coeficiente de
transmisión en el caso de inter correlaciones positivas y negativas respecti-
vamente, es decir η > 0 y η < 0. En estas notamos que en los bordes de
movilidad tenemos efectos mixtos de amplificación y absorción.
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Figura 3.13: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

5× 10−5, σ2
γ = 10−5, γ = 0 y η = π/4

Figura 3.14: Coeficiente de transmisión Anaĺıtico/Numérico Vs E. Con σ2
ε =

5× 10−5, σ2
γ = 10−5, γ = −3× 10−5 y η = −π/4



Conclusiones

En este trabajo se estudió el modelo descrito por la ecuación (3.1), el
cual representa una barrera desordenada activa puesta entre dos conductores
perfectos, como en la figura 3.1. En el modelo el desorden se manifiesta por
las variables aleatorias εn y γn, las cuales vamos a asumir que están correla-
cionadas y que el desorden es débil.
Estamos interesados en las propiedades de transmisión de una barrera finita,
espećıficamente en el cálculo del coeficiente de transmisión, el cual puede
calcularse usando el formalismo de las matrices de transferencia, de aqúı pu-
dimos deducir que el coeficiente de transmisión tiene la forma dada por la
relación (3.16).
El producto dado por la ecuación (3.14) representa la matriz de transferen-
cia total en la representación de las amplitudes, con esto pudimos calcular
numéricamente las soluciones para el coeficiente de transmisión: T = 1/[Q̂]22.
Como primer resultado se revisó el caso de barrera activa sin desorden, el
cual correspond́ıa a hacer Q̂1

n = 0 en (3.14)3, al hacer esto encontramos los
elementos de matriz de [Q̂0]N los cuales son (3.22) - (3.25). Al comparar entre
la formula anaĺıtica y los cálculos numéricos para el coeficiente de transmi-
sión en función del número de sitios encontramos coincidencia como se puede
apreciar en las figuras 3.2 y 3.3.

3Hay que notar que los términos Q̂0 y Q̂1
n en la ecuación (3.14) eran tales que el primero

no llevaba ninguna información respecto al desorden mientras que el otro si.

58
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Y por último para este caso de barrera sin desorden se hallaron formulas
anaĺıticas para el coeficiente de transmisión cuando N |γ| ≪ 1 y N |γ| ≫ 1,
esto quiere decir que la longitud de la barrera es mucho menor o mucho ma-
yor de la longitud de amplificación/absorción.

A partir de la sección 4 en el caṕıtulo 3, comenzamos analizando el caso de
principal interés para esta tesis: La barrera activa desordenada. La ecuación
(3.35) representa un desarrollo a segundo orden en un = (εn + iγn)/2 sin k,
pues hay que recordar que trabajamos bajo el régimen de desorden débil. Se
escribió este desarrollo como

Q̂ = Q̂(0) + Q̂(1) + Q̂(2) + . . . . (3.73)

Aśı, para los tres primeros términos del lado derecho de la precedente ecua-
ción tuvimos resultados anaĺıticos para sus cuatro elementos de matriz los
cuales eran: (3.22) - (3.25), (3.38) - (3.41) y (3.42) - (3.45).
Con estos resultados pudimos calcular lnTN solo para el caso de desorden
débil, es decir

Nσ2
ε ≪ 1 (3.74)

Nσ2
γ ≪ 1 , (3.75)

como hipótesis adicional supusimos que N |γ| ≪ 1. Estas condiciones signifi-
can que la longitud de la barrera es mucho menos de la longitud de localiza-
ción y de la longitud de amplificación/absorción. A partir de estas hipótesis
se llegó al desarrollo (3.47), en donde hab́ıa que sustituir los elementos (2,2)
de las matrices antes mencionadas y usando las propiedades estad́ısticas de
las variables aleatorias calculamos el promedio sobre las realizaciones del des-
orden, entonces obtuvimos el resultado final (3.55).
De este resultado vimos que, para el caso que σεγ = 0, las fluctuaciones de las
variables aleatorias εn y γn produćıan efectos de localización y amplificación
respectivamente como lo muestran las gráficas (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11).
Notamos que, al usar la misma función binaria de distribución para εn y γn
dada por (3.59), recuperábamos el caso sin desorden como se mostró en la
gráfica (3.12) y concuerda con lo esperado por la formula (3.57).
Si considerábamos el caso en el que las enerǵıas de sitio y las fluctuaciones
del coeficiente de amplificación/absorción están auto- e inter-correlacionadas,
lo que correspond́ıa a las ecuaciones (3.67) y (3.68) los resultados que ob-
teńıamos se mostraban en las gráficas (3.13) y (3.14). Lo que se observó es
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un efecto mixto entre amplificación y absorción dependiendo del signo de η.
En todos los resultados se variaron los valores de las varianzas de εn y γn
aśı como los valores y el signo de γ para una barrera de N = 300 sitios.
En los cálculos numéricos del coeficiente de transmisión para la barrera con
desorden se evaluó un promedio sobre 500 realizaciones del desorden.

En este trabajo de tesis se ha usado una combinación de métodos anaĺıti-
cos y numéricos, se hizo énfasis en las hipótesis que usamos para llegar al
resultado para el coeficiente de transmisión y como este nos da una forma de
caracterizar los efectos de localización o amplificación en la barrera, lo cual
fue uno de los principales objetivos de la tesis.
En trabajos futuros se espera estudiar y dar resultados anaĺıticos, de ser po-
sible, para el caso en el que la barrera no es corta necesariamente, es decir,
sin hacer uso de (3.74) y (3.75).
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