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Abstract

In this work we prove: 1) every orientable topological surface without boundary and finite
genus admits at least one (in fact, uncountably many) Riemann surface structure, such that
the group of quasiconformal homeomorphisms (up to homotopy) is countable. 2) There exist
six infinite families of square tiled surfaces (translation surfaces tiled by isometric squares)
with arithmetic Kontsevich-Zorich monodromy.

Resumen

En este trabajo probamos que: 1) toda superficie orientable sin frontera y género finito
admite al menos una (de hecho, una infinidad no numerable) estructura de superficie de
Riemann, tal que el grupo de homeomorfismos cuasiconformes (médulo homotopia) es nu-
merable. 2) Existen 6 familias infinitas de superficies teseladas por cuadrados (superficies
de traslacién teseladas por cuadrados isométricos) con monodromia de Kontsevich-Zorich
aritmética.

Palabras clave: Superficies de Riemann, homeomorfismos cuasiconformes, di-
ferenciales cuadraticas, superficies de traslacion, monodromias.



Indice general

[1. Grupos modulares de superficies de tipo infinito| 10
[L.1. Superficies de tipo infinito] . . . . . . . ... ..o Lo 10
[L.2. Representaciones topologicas de superficies de tipon infinito y arboles nucleo.| 13

icleol . ... 13

[1.2.2. Arbol nicleo preferido| . . . . . .. 17

[1.3. Aplicaciones cuasiconformes y grupos modulares . . . . . . . . .. ... ... 19
(1.3.1. Aplicaciones cuasiconformes| . . . . . . . . ... ... 19

[1.3.2.  Aplicaciones cuasicontormes en superficies| . . . . . . ... ... ... 23

[1.3.3. Superficies de Riemann del primer tipo en una superficie de tipo nfi- |

| nito Sl . .o 27
[1.3.4. Grupos modulares en superficies| . . . . . . .. . ... ... ... ... 29

(.4, Demostracion del Teoremalll . . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 32
[1.4.1. Construccion de la estructura de superficie de Riemann para S de tipo |

| infinito y género finito.| . . . . . ... ..o 32
[1.4.2. Numerabilidad del grupo modular{. . . . . . . ... ... ... .. .. 34

oM I s del o de K h-Zorichl 39
[2.1. Superficies de traslacion| . . . . . . . . . ... 39
[2.2. Superficies de Veech y origamis| . . . . . . .. ... ... 0L 43

[2.2.1. Origamis|. . . . . . . . . . .. 49
2.3. Monodromia del cociclo de Kontsevich Zorichl . . . . . .. . ... ... ... 52
[2.3.1. Espacio moduli de superficies de traslacion| . . . .. ... ... ... 53
[2.3.2. Accion de SL(2,R) y conexiones planas| . . . . . . ... .. ... ... 59
2.3.3. Cociclo de Kontsevich-Zorichl . . . ... ... ... . ... ... ... 61
[2.4. Pregunta de P. Sarnak |. . . . . .. .. ..o 64
[2.5. Herramientas de Grupos Algebraicos.| . . . . . . . . ... .. ... ... ... 68
[2.6. Radical unipotente de Sp(V).| . . . . . . . .. o 69
2.6.1. ‘Iransveccionesl . . . . . . . . . . ... 69
2.7, Demostracion del Teoremal? . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 71



Introduccion

En este trabajo abordamos dos problemas relacionados con las areas de superficies de
Riemann, grupos modulares, espacios méduli y la teoria de grupos algebraicos.

Superfices topoldgicas y de Riemann. A lo largo de este trabajo, denotaremos por
S a una superficie topoldgica, es decir, una superficie orientable, de clase C° y segundo nu-
merable. Ademas, sélo consideraremos superficies topoldgicas sin frontera. Estas superficies
se clasifican en dos tipos: de tipo finito y de tipo infinito. Las primeras son aquellas cuyo
grupo fundamental es finitamente generado y las segundas poseen grupo fundamental no
finitamente generado. En éstas tultimas nos concentraremos mas en la primera parte de este
trabajo. Un ejemplo de una superficie de tipo infinito es la esfera S* menos un conjunto
numerable con exactamente un punto de acumulacién. La caracteristica principal de estas
superficies recae en sus diferentes modos de irse al infinito (vea la Seccién para mas
precisién) a los que llamamos fines.

Denotaremos como R a una estructura de superficie de Riemann en S. Recordemos que
cualquier superficie S admite estructuras diferenciables lisas, i.e. de clase C* (Teorema A de
[Hat22]), por lo que S admite una estructura Riemanniana y por ende coordenadas isotermas,
i.e. una estructura con cambios de coordenadas conformes (vea Apéndice 1 de |Spi99]). Asi,
S admite estructuras de superficie de Riemann.

Mapping class group de una superficie. Para una superficie S es natural estudiar
propiedades del grupo topoldgico (con la topologia compacto-abierta) de homeomorfismos
que preservan orientacion Homeo™(S). Sin embargo, al ser no numerable es dificil de estudiar,
por lo que tipicamente se considera el mapping class group,

Map(S) := Homeo™ (S)/Homeoy(S),

donde Homeoy(S) es la componente conexa del homeomorfismo identidad. Para una super-
ficie S de tipo finito, Map(S) es numerable, finitamente generado por un tipo especial de
homeomorfismos llamados giros de Dehn (vea la Definicién y finitamente presentado
(vea Seccién 4.3 y 5.2 de [FM12]). Si la superficie S es de tipo infinito, entonces Map(S) es
no numerable (homeomorfo a los irracionales), no es compactamente generadoﬂy no es local-
mente compacto (Teorema 4.2 de [AV20]). Por lo que, el estudio de Map(S) de tipo infinito

'Ello significa que Map(S) es algebraicamente generado por un subgrupo compacto.



frente a Map(S) de tipo finito es méas dificil. En este trabajo nos interesan los subgrupos de
homeomorfismos cuasiconformes (médulo homotopia) de Map(S).

Grupo modular de una superficie S. Fijemos una superficie R en S. Un homeomor-
fismo cuasiconforme de una estructura de superficie de Riemann R es un homeomorfismo
g : R — R (que preserva orientacién) que deja casi invariantes los angulos entre los vectores
tangentes en (casi) todo punto p de R (vea la Seccién [1.3| para definiciones més precisas). Al
grupo de homeomorfismos cuasiconformes de la superficie R lo denotamos como QC*(R). Co-
mo es subgrupo de Homeo™(S), QC*(R) tiene la topologia de subespacio. El grupo modular
de una superficie R en S es

Mod(R) := QC*(R)/QCo(R),

donde QCy(R) es la componente conexa de la identidad de QC*(R). Podemos considerar a
Mod(R) como un subgrupo de Map(S) mediante la homomorfismo inyectivo

i:Mod(R) — Map(S),
[hlg — [hls.
Si S es de tipo finito, entonces para cualquier superficie elegida R en S, Mod(R) es

isomorfo a Map(S) (vea el Teorema [1.3.28)). Lo anterior contrasta fuertemente cuando S es
de tipo infinito:

= Para toda superficie R en S existen homeomorfismos que no pueden ser realizados de
manera cuasiconforme (Proposicién [1.3.30)).

» Hay estructuras de superficie de Riemann R y R’ en S, tal que Mod(R) no es isomorfo
a Mod(R').

» Existe al menos una superficie R en S cuyo Mod(R) es no numerable (Proposicién

5.

En contraste con el ultimo punto, K. Matsuzaki [Mat04] fue el primero en dar un ejemplo
de una superficie R en S = $? \ C, con C un conjunto de Cantor, con Mod(R) numerable.
En vista del trabajo de K. Matsuzaki es natural preguntarse:

Pregunta 1. ;Existird para toda superficie de tipo infinito alguna superficie de
Riemann en ella, tal que el grupo modular sea numerable?

La anterior cuestion también viene motivada por la pregunta de Y. Chandran, P. Pattel
y N. Vlamis (pregunta 3.5 de [CPV21])

Pregunta 2. ;Cémo Mod(R) se encaja en Map(S)?



El primer resultado del presente trabajo da respuesta parcial a las dos preguntas ante-
riores.

Teorema 1. (Teorema 1 de [Nin25]) Para toda superficie de tipo infinito (sin frontera) S
de género finito existe al menos una superficie R en S, tal que Mod(R) es numerable.

La pregunta [2] se contesta parcialmente mediante la afirmacion:
» El grupo Mod(R) N PMap(S) es un conjunto denso en PMap(S).

Donde, PMap(S) es el subgrupo de Map(S) que deja fijos los fines de S. Seguin el Teorema
4 de [PV 18] la cerradura del grupo de giros de Dehn es densa en PMap(S) para las superficies
consideradas en el Teorema [I} Nuestra construcciéon de la superficie R en S en el Teorema
nos permite concluir que podemos aproximar todo giro de Dehn en S por elementos de
Mod(R).

Idea de la demostracion del Teorema La estrategia sigue de cerca la de K.
Matsuzaki [Mat04]. Puede resumirse aproximadamente de la siguiente manera. Utilizando
la nocién de un arbol nicleo definido por J. Bavard y A. Walker [BW23], le otorgamos a S
una descomposicién conveniente en pantalones que se utilizard para construir una superficie
de Riemann R en S. La superficie R viene con una sucesion de subsuperficies de Riemann de
tipo finito {R,} que satura a S. La sucesion {R,,} tiene la siguiente propiedad crucial: existe un
N tal que para cada K > N y todo n > K todos los elementos K-cuasiconformes en Mod(R)
dejan a R, invariante mdédulo homotopia libre. Lo anterior nos permite definir un mapeo de
restriccién

Y., : Mod(R), — Mod(R,),
[hlg — [hlg,].

Donde Mod(R), es el conjunto de clases de equivalencia de homeomorfismos con un
representante n-cuasiconforme de R 'y Mod(R,), es el grupo numerable de homeomorfis-
mos cuasiconformes de R,, médulo homotopia. Demostramos la numerabilidad de Mod(R)
mostrando la inyectividad de W¥,.

Una dificultad en el trabajo de K. Matsuzaki y en el de nosotros reside en que necesitamos
que la superficie de Riemann R sea de primer tipo en el sentido de la geometria hiperbdlica. Si
R es de segundo tipo entonces Mod(R) es no numerable. Gracias al trabajo de A. Basmajian
y D. Sari¢ [BS19] una superficie S siempre admite una superficie R de primer tipo (vea la
Seccién , por lo que, esta dificultad se ve superada. Otra dificultad es construir una
saturacién adecuada {R,} que nos permita concluir. Para ello usamos una descomposicién en
pantalones conveniente de S, obtenida a partir de un arbol ntcleo particular (vea el Lema
1.2.5).

Atn queda una cuestién importante,



¢ Toda superficie S con género infinito admite una superficie R
con grupo modular numerable?

La construccién que seguimos para el caso de género finito parece no ser suficiente para
concluir en el caso de género infinito. Por lo que, otras técnicas serian necesarias. Seria sor-
prendente que ninguna superficie con género infinito admitiera una superficie R con Mod(R)
numerable. Otra cuestion es si existen otras formas, aparte de la que aqui presentamos, de
construir grupos modulares numerables.

Superficies de traslaciéon. El segundo problema a tratar estd en el drea de superficies
de traslacion con una relacion con la teoria de grupos algebraicos. En esta segunda parte del
trabajo consideraremos superficies topoldgicas compactas. Una superficie de traslacion M
en S es un cociente de un poligono cuyos lados opuestos son identificados por traslaciones.
Equivalentemente, M es una superficie de Riemann con una 1-forma holomorfa no idéntica-
mente cero (vea el Teorema para definiciones precisas y equivalentes). Las superficies
compactas orientables de género g son superficies de traslacién; recordemos la representacién
poligonal de 4g lados de una tal superficie. La particularidad de una superficie de traslacion
M es que, hay un numero finito de puntos £ C M, donde M \ X es localmente isométri-
ca al plano (con la métrica euclidiana) y en los puntos de £, M es localmente un espacio
cubriente ramificado de grado finito al disco. Los puntos de X se les llama singularidades
coénicas, que son vértices del poligono cocientado o los ceros de la 1-forma holomorfa. Para
una introduccién mas amplia de la teorfa vea los textos introductorios [FM14] y [AM24].

Grupos aritméticos y delgados en el sentido de P. Sarnak. De acuerdo con P.
Sarnak [Sar14] un subgrupo discreto (con elementos enteros) I' C GL(n,Z) con cerradura de
Zariski Zcl(T') en GL(n, R) se llama aritmético, resp., delgado si el indice de I en Zcl(T")(Z) es
finito, resp. infinito. Ejemplos de grupos aritméticos son grupos de indice finito de SL(2,7Z),
por el Teorema de densidad de A. Borel. En general, las reticulas de grupos algebraicos son
grupos aritméticos en el sentido de P. Sarnak. Por otro lado, segin E. Fuchs y I. Rivin [FR16]
los grupos delgados son la norma mas que la excepcién, mas precisamente demuestran que
el subgrupo genérico (de acuerdo a su definicién) generado por dos elementos en SL(n,R) es
delgado. En la teoria de nimeros hay un mayor interés por los grupos delgados, porque tie-
nen propiedades aritméticas, no es facil mostrar que un grupo es delgado y no han sido muy
estudiados. Vea [Sar14; Kon+19] para méas ejemplos de grupos delgados en otras dreas y sus
semajanzas con los grupos aritméticos. Por lo anterior, varios autores se han interesado en
encontrar grupos delgados y aritméticos en contextos geométricos. Por ejemplo, en los grupos
de monodromia de ecuaciones diferenciales hipergeométricas en S? \ {0, 1, 0o} se han encon-
trado familias que tienen monodromia aritmética o delgada |[FF21} |SV14; Sin15]. El contexto
geométrico de nuestro interés son las superficies de traslacion teseladas por cuadrados.

Superficies teseladas por cuadrados u origamis. En el presente trabajo nos intere-
san un tipo particular de superficies de traslacion: las superficies teseladas por cuadrados,



también llamadas origamis o superficies de Veech aritméticas. Un origami M es un cociente
de un poligono teselado por cuadrados unitarios cuyos lados se identifican por traslaciones.
Equivalentemente, un origami es un espacio cubriente ramificado de M al toro, f : M — T?
(a un solo punto), tal que el halado (o pullback) de la 1-forma holomorfa dz en T? bajo f
es la del origami. Un origami M, siempre tiene asociado un grupo no trivial, el grupo de
homeomorfismos afines que preservan orientacién Aff(M). Un elemento de g € Aff(M) es
un mapeo de M en M que en coordenadas de traslacién se ve como un mapeo afin, i.e. es
una transformacién lineal mas una traslacién; ademéas g preserva las singularidades conicas.

Monodromia de Kontsevich-Zorich. La homologia de un origami M con coeficien-
tes en R, Hy(M,R), tiene asociado la forma de interseccién algebraica (vea el Capitulo 6
de [FM12]), que es simpléctica. Consideramos el grupo de automorfismos simplécticos de
H; (M, R), Sp(H;(M,R)). El grupo Map(S) actia de manera simpléctica en H;(M, R). Por
lo que, hay un homomorfismo p : Map(S) — Sp(H; (M, R)). El grupo Aff(M) es un subgru-
po de Map(S) cuando el género M es mayor a 1 (Proposicién [2.3.1]). Por lo tanto, tenemos
un homomorfismo

0 i AfF(M) — Sp(H; (M, R)).

El grupo p(Aff(M)) tiene dos subespacios simplécticos invariantes en la homologia. Uno de
ellos lo denotamos como H10), que consiste en las clases de homologia del kernel del mapeo
lineal f* : H;(M,R) — H;(T% R), inducido por el cubriente ramificado f. El ortogonal
simpléctico a Hgo) es el subespacio tautoldgico, Hj'. El grupo Aff(M) siempre actia de
manera aritmética (en el sentido de P. Sarnak) en H3', por lo que el interés es en el subespacio
simpléctico HSO). La monodromia de Kontsevich-Zorich (KZ) es

p(AFH(M))lyo C Sp(H,”) ~ Sp(2g — 2, R).

Es un grupo discreto con elementos enteros por lo que es pertinente la definicién de aritme-
ticidad/delgadez de P. Sarnak para la monodromia del cociclo de KZ.

Monodromias, conexiones planas y exponentes de Lyapunov. El nombre de mo-
nodromia estd justificado si recordamos que una representacién ¢ : 1 (N) — GL(V) de un
grupo fundamental de una variedad N es equivalente a un haz planoEl en N con fibra V.
El transporte paralelo, proveniente de la conexién plana, alrededor de un punto p en N
da la monodromia ¢. En el caso de origamis, la representacién p estd ligada al (a veces
llamado) haz de Hodge real sobre el espacio méduli de superficies de traslacion, QM,, con
fibra H; (M, R). El haz de Hodge real es plano y con su conexién plana se define el cociclo
de Kontsevich-Zorich. El cociclo de Kontsevich-Zorich y la monodromia del haz de Hodge
real tienen mucha relacion; los exponentes de Lyapunov del cociclo de KZ estan explicados
por la monodromia de KZ [EM15|. Lo anterior es cierto al menos para el caso de origamis.
Por ello el nombre de monodromia del cociclo de Kontsevich-Zorich. En el caso de origamis

2Esto significa que es un haz vectorial con una conexién plana.



la monodromia es un objeto muy concreto como ya hemos definido. Referimos al lector a la
Seccién [2.3| para mas detalles sobre todo lo anterior.
En el Capitulo 2 de la presente tesis abordamos una pregunta de P. Sarnak:

Pregunta 3. ; Qué tan frecuentes son las monodromias de Kontsevich-Zorich
aritméticas o delgadas?

Es poco plausible responder la pregunta de P. Sarnak en toda generalidad para cualquier
género, por lo tanto, nos enfocamos en el caso de género 3. Para género 2, M. Moller dio un
argumento de que los origamis tienen monodromia aritmética (M. Méller nos dio permiso
de poner su prueba en el apéndice de [Bon+22|). En género 3, antes de nuestro trabajo
solo se conocia un ejemplo aritmético debido a P. Hubert y M. Matheus [HM19|. Siguiendo
esta tendencia, respondemos parcialmente la pregunta de P. Sarnak mediante el siguiente
resultado:

Teorema 2. Ezxisten al menos 6 familias infinitas de origamis en género 8 con monodromia
de Kontsevich-Zorich aritmética.

M. Moller usa fuertemente el género 2 para mostrar que p(Aff(M))] es una reticula.

H{®)
Lamentablemente es dificil generalizar sus argumentos para géneros mayores. P. Hubert y C.
Matheus utilizan otras técnicas debidas a Y. Benoist y S. Miquel [BM20]. Sin embargo, sus
métodos son dificiles de aplicar a los casos de interés. Por ello, necesitamos adoptar otras

técnicas.

Idea de la demostracién del Teorema [2l Las familias del Teorema [2 las tomamos
del trabajo de C. Matheus-M. Moller-J.C. Yoccoz |[MMY14]. Una razén para ello es que
las técnicas desarrolladas en [MMY14] nos permiten computar la cerradura de Zariski de la
monodromia de KZ en el grupo simpléctico. Junto con sus técnicas y un criterio de Prasad-
Rapinchuk (Teorema , logramos mostrar que para una infinidad de los elementos de
las familias la cerradura de Zariski de la monodromia de KZ es todo el grupo simpléctico.
Para probamos la finitud del indice de las monodromias de KZ utilizamos el Teorema 1.2
de Singh-Venkataramana [SV14] (vea el Teorema[2.5.1]). Esencialmente tenemos que mostrar
que tres transvecciones Ci, i =1,2,3, de p(Aff(M))IHgoy generan un grupo con al menos un

elemento no trivial del radical unipotente de Sp(V), donde V es un espacio tres dimensional
generado por los vectores v; € Hgo) subyacentes de las transvecciones C;. Recordemos que
una transveccion es una transformacion lineal que consta de la identidad mas un funcional
por un vector, i.e. C(x) = Id+ A(x)v. Como hay que mostrar que hay un elemento no trivial
del radical unipotente de Sp(V) en (C;) tenemos un problema de pertenencia (membership
problem) en SL(3,Z), el cuél no se sabe si es decidible o no, ni mucho menos la complejidad del
mismo (vea [Don23|). Aqui reside la dificultad del problema (también de los métodos usados



por P. Hubert y C. Matheus), por lo tanto, mostrar la finitud del indice es un procedimiento
totalmente heuristico.

El Teorema [2] es parte de una colaboracion mas amplia con Etienne Bonnafoux, Manuel
Kany, Pascal Kutler, Carlos Matheus, Manuel Sedano, Ferran Valdez y Gabriela Weitze-
Schmithiisen. En nuestro trabajo conjunto se encontraron ejemplos de origamis con mono-
dromfa aritmética para género 4, algunas familias (ajenas a las que aqui se mencionan) en
género 3 y finalmente se detalld el argumento de M. Moller para género 2. Mi contribucion
a dicha colaboracién es el Teorema [2 que corresponde al Teorema 5 en [Bon+22].

Las evidencias proporcionadas por el Teorema [2| ademas de los recientes resultados de
Matheus y Kany [KM24], sugieren que todos los origamis tienen monodromia de Kontsevich-
Zorich aritmética. Sin embargo, otros métodos deben ser usados, ya que conforme el género
sube, es mas dificil computar la cerradura de Zariski y ademas se tiene un problema de
pertenencia para SL(n,Z) que puede ser muy dificil de resolver. Para n =4 el problema de
pertenencia es indecidible (vea la Seccién 3.3 de [Don23)).
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Capitulo 1

Grupos modulares de superficies de
tipo infinito

Esta es la primera parte de la presente tesis. Daremos los rudimentos necesarios para
entender y probar el Teorema 1} En la Seccién definimos las superficies de tipo infinito,
sus espacios de fines y ejemplos de ellas. Posteriormente en la Seccién [1.2] presentamos una
manera relativamente uniforme sobre como pensar topolégicamente a las superficies de tipo
infinito y su relacion con los llamados arboles nicleo. Lo anterior nos permitird construir las
superficies de Riemann que requerimos en el Teorema [I} En la Seccién [1.3| presentamos las
aplicaciones cuasiconformes, damos diferentes definiciones y ejemplos de ellos en el plano y
en superficies de Riemann; también presentamos la nocién de grupo modular. Finalmente
en la Seccién [L.4] presentamos la demostracién del Teorema [I}

1.1. Superficies de tipo infinito

Recordemos que una superficie topoldgica S es de tipo infinito si su grupo fundamental
es infinitamente generado. Ejemplos de superficies de tipo infinito se encuentran en la Figura
L1l

Como puede observarse en los ejemplos de la Figura[1.1] la caracteristica de las superficies
de tipo infinito es el modo de irse al infinito, representado por los puntos suspensivos en cada
caso. Evidentemente no son compactas y las hay de género finito como el caso de las Figuras
y como de género infinito como en las Figuras y Estos ejemplos son
tipicos en la literatura y contrastan fuertemente con sus contrapartes finitas. Por ejemplo,
por el Teorema de Uniformizacién todas las superficies de tipo infinito admiten métricas
hiperbdlicas, pero no planas ni esféricas. En el caso de las superficies de tipo infinito también
hay un teorema de clasificacién para ellas, que enunciaremos después de dar los fundamentos
para el entendimiento del mismo y dar una idea precisa de lo que significa irse al infinito.
En lo subsecuente nuestra referencia principal es [AV20], donde el lector podra encontrar las
referencias originales.
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Figura 1.1(b): Monstruo del Lago
Ness.

Figura 1.1(d): El arbol floreado de

Figura 1.1(c): El 4rbol de Cantor. Cantor

Definicién 1.1.1 (Sucesiones de salida, vea la Seccién 2.1 de |AV20]). Una sucesion de salida
es una sucesion de abiertos {Unjnen de un espacio topoldgico X que cumple las siguientes
caracteristicas:

1. U, C U, siempre que n > m,
2. la frontera de cada U, es compacta,
3. ningun U, es relativamente compacto,

4. cualquier compacto K de X intersecta de manera no vacia a lo mds un nimero finito

de U,,.

Decimos que {Vy} es equivalente a {Uy} si existen M,jm € N tal que, o bien Vi, C U;,,
para todo m > M, o bien U, C Vj, para todo m > M. En otras palabras, dos sucesiones
de salida son equivalentes si eventualmente una sucesion contiene a la otra. A la clase de
equivalencia de sucesiones de salida la llamamos un fin, que denotamos como e. Al conjunto
de fines lo denotamos como Ends(X).

Notemos que la condicion 4 es la que captura la idea de irse al infinito, sin ella podriamos
estar hablando de sucesiones de abiertos cuyas fronteras se acumulan en alguna regiéon com-
pacta. Un ejemplo de sucesién de salida esta en la Figura [1.2] El primer abierto consta de
la componente conexa superior al remover la curva naranja, los deméas abiertos se describen
de manera similar. Las curvas coloreadas son sus fronteras.
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Figura (1.2) Sucesién de salida en el arbol floreado de Cantor.

Al conjunto de fines lo dotamos de la siguiente topologia. Seguimos a [AV20]; si U es abier-
to con frontera compacta de X denotamos como U* al conjunto de fines que eventualmente
estan contenidos en U. Los conjuntos U* forman una base para una topologia en Ends(X).
Ahora nos especializamos cuando X es una superficie de tipo infinito que denotamos como
S. Tenemos este importante resultado enunciado como el Teorema 2.1 de |[AV20].

Teorema 1.1.2 ([Fredd]). El espacio Ends(S) es sequndo numerable, compacto y totalmente
disconexo. En otras palabras, es homeomorfo a un cerrado de Cantor.

En los ejemplos de la Figura[I.1] también se ilustran los diferentes tipos de fines posibles.
Un fin e es acumulado por género si toda sucesion de salida de e tiene género. Un fin planar
es un fin no acumulado por género. De estos ultimos distinguimos las ponchaduras y los fines
que son acumulacién de ponchaduras (vea la Flauta en La Figura . El subespacio de
fines acumulados por género los denotamos como Ends?(S). Es posible que las superficies
de tipo infinito solo tengan género finito o componentes de frontera. El siguiente teorema
nos dice que la informaciéon de fines, componentes de frontera y género son suficientes para
determinar topologicamente a una superficie de tipo infinito.

Teorema 1.1.3 (|Ric63|). Dos superficies Sy y Sy son homeomorfas si y solo si tienen mismo
género, misma cantidad de componentes de frontera, Ends(Sy) es homeomorfo a Ends(S,),
y Ends9(S) es homeomorfo a Ends9(S;) bajo el homeomorfismo entre Ends(Sy) v Ends(S;).

Aunque el anterior teorema es suficientemente general para clasificar superficies de tipo
infinito en adelante cualquier afirmacion que se haga sera concerniente a superficies orienta-
bles sin frontera.
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1.2. Representaciones topolégicas de superficies de ti-
pon infinito y arboles ntcleo.

De acuerdo al Teorema [I.1.3] ambas superficies de la Figura[I.3]y [[.1b] son homeomorfas.
No es dificil ver que en efecto tienen un solo fin y dado que es de tipo infinito este debe ser
acumulado por género. El ejemplo muestra también la versatilidad de representar topolégi-
camente a las superficies de tipo infinito, contrario a lo que pasa en el caso finito. Cuando
pensamos en las superficies de tipo finito orientables casi de inmediato nos viene a la mente
una suma conexa de toros. En este sentido la nocién de arbol nicleo nos ayuda a tener una
representacion topologica mds uniforme de las superficies de tipo infinito. Esto tiene cémo
objetivo hacer las veces de una suma conexa de toros como en el caso finito pero también
nos da una buena descomposicion en pantalones.

e

ce=- JOC
iianle

Figura (1.3) Dos representaciones topoldgicas del monstruo del Lago Ness.

1.2.1. Arboles niicleo

La nocién y construccién de arbol nicleo se debe a J. Bavard y A. Walker [BW23],
seguiremos de cerca su exposicion.

Definicién 1.2.1. Un darbol nicleo, T, es un drbol infinito enraizado que cumple que los
vértices solo pueden tener grados 1, 2 o 3, ademds son marcados o no marcados. Los no
marcados solo pueden tener grados 1 o 3. Si la raiz no es marcada tiene grado 3.

Vea las Figuras[L.6aly para ejemplos de arboles nticleo. El marcaje se puede entender
como una coloracién de los vértices, quedara claro mas adelante que los vértices marcados
corresponden al género de la superficie. Denotamos como V(T) al conjunto de vértices de T.

Definicién 1.2.2 (Camino geodésico). Considere un drbol T. Fijemos m € {—o0,0}, si
m = —oo elegimos n € {0,000}, si m = 0 entonces elegimos 0 <n < oco. Definimos Ay =
j€Z:m <j<n}. Un camino geodésico es una biyeccion p : Amn — V' C V(T), tal que
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PG—1),p0G)} € E(T) o{p(G),p(j+1)} € E(T), segin el dominio de definicion de p. También
nos referiremos como camino geodésico a la subgrdfica de T inducida por p.

Espacio de fines de T. Una sucesion de salida de un arbol niicleo es un camino geodésico
con dominio Zsy o {0,...,n} para cierto n > 0. En este ultimo caso p(n) es una hoja no
marcada. Dos sucesiones de salida con el mismo tipo de dominio (infinito o finito) p y q son
equivalentes si existen m,n enteros tal que p(m + r) = q(n + 1), para todo r > 0 donde
tenga sentido la igualdad. El conjunto de clases de equivalencia son los fines de T, Ends(T).
Consideramos un subarbol T’ de T obtenido a partir de la remocién de algtin vértice que no
sea una hoja (marcada o no marcada) de T. El abierto U(T’) de Ends(T) son los fines de
T’. Los abiertos de este tipo generan una topologia para Ends(T) lo cual lo convierte en un
espacio.

Superficie asociada a un arbol nicleo. Dado un arbol nicleo T podemos construir de
él una superficie de tipo infinito usando al arbol como andamiaje para pegar pantalones. Esto
tiene como beneficio que la superficie obtenida venga con una multicurva. A continuacion,
detallamos la construccién, que sigue esencialmente la Seccién 2.3 de [BW23)].

» Reemplazo de vértices. Considere v € V(T) no marcado. Si v tiene grado 3 en-
tonces reemplazamos v con un par de pantalones. Si v tiene grado cero entonces lo
reemplazamos por un disco con frontera ponchado.

Si v estd marcado entonces lo reemplazamos con un toro con deg(v) componentes de
frontera. Cada toro tiene su propia descomposicion en pantalones como en la Figura

' N N N
», 7 —
N |

Figura (1.4) Toros con fronteras y descomposicién en pantalo-
nes. De derecha a izquierda, tenemos un toro con una, dos y trees
componentes de frontera.

» Pegados. Identificamos un par de componentes de frontera (que vienen de toros, pan-
talones o de discos ponchados) mediante algiin homeomorfismo isotépico a la identidad
del circulo si habia una arista que conectaba a los vértices reemplazados.
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» Superficie asociada a T. Una vez hechos los pegados obtenemos la superficie S(T)
asociada a T. La Figura [1.5 resume la construccion en una parte de un arbol ntcleo.

Figura (1.5) De un darbol a una superficie.

En la descomposicién en pantalones de S(T) que hemos dado, tenemos pantalones con
0,1 o 2 ponchaduras. Nos referimos a ellas como pantalones de tipo 0,1 o 2, respectivamente.
Vea las Fig[l.64] y para un ejemplo en género 0 y las Figuras y para género
positivo. En las Figuras mencionadas podemos pensar al circulo como un conjunto de Cantor
y sobre de él se resaltan los fines de los drboles o superficies.

Proposicién 1.2.3 (Lema 2.3.1 de [BW23|). Toda superficie de tipo infinito S, tiene un
darbol nicleo T(S), de tal forma que S(T(S)) es homeomorfa a S.

Demostracion. Comencemos con el arbol infinito trivalente, T;3. Consideremos tres casos.

= Caso 1. Si S tiene un solo fin, segtin el Teorema [1.1.3] S debe ser homeomorfa al
monstruo del Lago Ness, es decir es un fin acumulado por género. Escojamos cualquier
vértice de T3 y cualquier camino geodésico que empiece en el vértice. Removemos el
complemento del camino y nos quedamos con una subgréfica infinita con el vértice
escogido como raiz. Marcamos todos los vértices del nuevo arbol, T. Es claro bajo el

Teorema, m que S(T) es homeomorfa a S.
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Figura 1.6(a): Arbol niicleo sin

ninguin vértice marcado. La raiz estd Figura 1.6(b): Superficie asociada
senialada con un marcador rojo y los al arbol nucleo de la izquierda con
fines estan representados en el circu- género cero.

lo.

Figura 1.7(a): Arbol niicleo que re- Figura 1.7(b): Superficie asociada
presenta género finito. La raiz esta al arbol ntcleo de la izquierda con
senalada en rojo. género positivo.

» Caso 2. Si S tiene dos fines escojamos de T3 un camino geodésico p con dominio de
definicion en los enteros. Removamos T3 \ p de T3, por lo cual nos queda un arbol T.
Tenemos dos subcasos para los tipos de fines que puede tener S. El primer subcaso es
que ambos fines de S sean acumulados por género. De ser asi, marquemos todos los
vértices de T y escojamos cualquier vértice de T, éste sera la raiz de T. En el segundo
subcaso, S tiene un fin acumulado por género y una ponchadura. En este subcaso
escogemos algiun camino q de T con dominio de definicién en los enteros no negativos y
marquemos todos los vértices del camino q. El vértice q(0) serd la raiz. Al complemento
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T\ g lo reemplazamos por una hoja no marcada. Asi, en cualquiera de los subcasos, el
nuevo arbol, T cumple que S(T) es homeomorfa a S en vista del Teorema m

= Caso 3. Si S tiene al menos tres fines, entonces escogemos cualesquiera tres fines de
T3, llamémosles eg, e;, e3. Por ser T un arbol tenemos el camino geodésico p1, que une
a e; con ey y el camino geodésico py3 que une a e; con e3. Los caminos pip vy P13
tienen un subcamino en comun pa con dominio de definicién Z<, para un n € Z.
Es decir p13 Upi, es un tridngulo geodésico con vértice pa(n). El vértice pa(n) serd
la raiz del arbol nicleo. Como Ends(T;) es homeomorfo a K, el conjunto de Cantor,
entonces Ends(S) es homeomorfo a un cerrado de Ends(T3). Por lo que veremos a
Ends(S) como subespacio de Ends(T;). A partir de la raiz consideremos los deméds
caminos geodésicos que van de pa(n) hacia los demas fines de Ends(S). Quitemos de
T; el complemento del subarbol generado por este proceso y denotemos el nuevo arbol
como T’. Si Ends?(S) es vacio y sin embargo S tiene género entonces marcamos un
numero finito de vértices de T’ que coincida con el género de S. Si Ends9(S) no es
vacio entonces marcamos todos los vértices de los caminos geodésicos que emanan de
la raiz a los fines de Ends?(S). Queda la posibilidad de que haya caminos geodésicos
infinitos con ningtin vértice marcado y cada vértice con grado dos. Los caminos asi
representan una ponchadura por lo cual los reemplazamos por una hoja no marcada.
Al final de este proceso nos queda un arbol T. Por el Teorema tenemos que S(T)
es homeomorfa a S.

]

Observacion 1.2.4. El drbol nicleo de la anterior proposicion no es unico. La razon es
porque en la prueba elegimos los caminos geodésicos.

1.2.2. Arbol niicleo preferido

Por razones técnicas que se discutirdn méas adelante, es conveniente trabajar con una clase
particular de arboles nicleo. Estos son arboles niicleo que tienen a lo mas un drbol exterior.
Un arbol exterior es un subéarbol que consta de exactamente tres vértices no marcados y
dos de ellos son hojas (vea la Figura . Los arboles exteriores corresponden a pantalones
del tipo 2. Como muestra el siguiente lema, para las superficies que nos interesan siempre
podemos encontrar un arbol ntcleo de este tipo.

Lema 1.2.5. Sea S de tipo infinito con g = 0 y Ends(S) teniendo infinitos puntos aislados.
Entonces existe un drbol nicleo, T(S), con a lo mds un drbol exterior, tal que S(T(S)) es
homeomorfa a S.

Demostracion. Sea T(S) un arbol ntcleo de S. Dado que T(S) tiene un nimero contable
de vértices, hay a lo més un namero contable de arboles exteriores. Entonces, hay una
enumeracion de ellos, denotada por {ti}icy. Los removeremos de manera que después de la
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Figura (1.8) Arbol exterior

eliminacién, el nuevo arbol ntcleo T'(S) tenga la propiedad de que S(T') es homeomorfo
a S con a lo mas un arbol exterior. Consideremos p; el camino geodésico desde el vértice
de grado 2 de t; hasta la raiz. Recordemos que, pi(j) denota los vértices a lo largo del
camino con p;i(0) como el vértice inicial y pi(m;) como la raiz, donde j € N. Si p;(0) es
la raiz, no hacemos nada. Denotemos por T(pi(j)) la componente conexa de T(S) \ pi(j)
que contiene el segmento geodésico [pi(0),pi(j — 1)}, para 0 < j < m;. Dado que el camino
geodésico p; es finito, hay un tnico subédrbol finito maximal T(p;(1)) que tiene a t; como el
unico arbol exterior numerado. Sustituimos T(pi(l)) por una sola hoja. Observe que p;(l)
no cambia su grado. Si pi(l) # pi(my), entonces pi(l) no es el vértice de un nuevo arbol
exterior; de lo contrario, T(p;i(l)) no habria sido maximal. La tnica posibilidad después de
este procedimiento es que ocurra un nuevo arbol exterior en la raiz. Finalmente, dado que
para cada t; reemplazamos finitas hojas con una sola hoja y Ends(S) tiene infinitos puntos
aislados contables, tenemos que Ends(T’) es homeomorfo a Ends(T). Por lo tanto, S(T’) es
homeomorfo a S(T). O

Figura (1.9) Remocién de un subarbol maximal. El camino hecho por las aristas
dirigidas representa un subarbol maximal. La raiz esta senalada en rojo.
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1.3. Aplicaciones cuasiconformes y grupos modulares

En esta seccion definiremos homeomorfismos cuasiconformes, daremos varias definicio-
nes equivalentes (sin pruebas) para conveniencia del lector. Parte de la razén de ello es que
diferentes definiciones nos permiten decidir si un mapeo es cuasiconforme de manera relati-
vamente sencilla. Otras definiciones nos ayudan a tener una mejor idea conceptual de una
aplicacion cuasiconforme. Luego de ver ejemplos de homeomorfismos cuasiconformes en el
plano, daremos ejemplos de homeomorfismos cuasiconformes en superficies y sobre todo en
superficies de tipo infinito. Antes de poder hablar de Mod(R) necesitamos discutir estruc-
turas hiperbdlicas completas de primer tipo en una superficie de tipo infinito. Lo anterior
nos permitird dar diferentes propiedades de Mod(R) para superficies de tipo finito e infinito.
Todo esto nos ayudara a motivar el Teorema [T} Las referencias principales para esta seccién

son [Ahl06} ILV73; |Leh&7; [FMO6; (Hub06)|.

1.3.1. Aplicaciones cuasiconformes

Vamos a motivar la definicién analitica de un mapeo cuasiconforme. Primero lo haremos
para difeomorfismos y luego daremos dos definiciones analiticas equivalentes (sin prueba).
Consideremos un difeomorfismo f : U — V al menos C', que preserva orientacién, con
U y V abiertos del plano. Podemos escribir su derivada en notacién compleja en el punto
z=x+1y € U como Df, =0,f + 0,f, donde
1 of _of 5z . 1. of  of

(=——1=—) y 0.f (6_x+l@

0.f == ==
2°0x 0y 2

).

La accién de Df, en un vector tangente v, en z es Df,v, = 0,fv,+0,fv,. La razén de expresar
a Df, de esta manera es la conveniencia de ver que si v, tiene norma 1, entonces la imagen
pertenece a una elipse; recordando como parametrizar una elipse podemos ver este hecho.
En otras palabras la derivada de f transforma circulos en elipses. Mdas atn, la forma en la
que hemos escrito Df, nos permite ver que la longitud del eje mayor de la elipse imagen es
|0,f| + 10,f| v la longitud del eje menor es |0,f] — [9,f]. De modo que la excentricidad de la
elipse imagen es B
K¢(z) = M (1.1)
La anterior cantidad nos da un modo de cuantificar qué tanto un difeomorfismo se aleja
de un mapeo conforme. A K;(z) la llamamos la excentricidad de la elipse tangente a f(z) o
simplemente como la distorsién por f en el punto z.

Definicién 1.3.1 (Geometro-analitica). Un difeomorfismo C', f: U — V, con W,V abiertos
del plano es K-cuasiconforme si

K* :=sup K¢(z) < K < oo. (1.2)
zel
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A K*, la llamamos la distorsién de [} Notemos que si f es K-cuasiconforme también es
K’-cuasiconforme, para K’ > K. Si f es conforme entonces f es 1-cuasiconforme, el converso
es el llamado Lema de Weyl (vea Corolario 24.10 de [For81|). Introduciremos dos definicio-
nes equivalentes y mas generales que usan homeomorfismos. La primera definiciéon es una
generalizacion natural de la que dimos mediante difeomorfismos. La segunda definicién, sin
embargo, es mas ttil en la practica y la que mas usaremos a lo largo del texto.

Definicién 1.3.2 (Definicién analitica 1, Teorema 4.1 y 4.4 de |Leh87]). Un homeomorfismo
que preserva orientacion f : U — V es K-cuasiconforme si es una solucion con derivadas
(en el sentido distribucional) localmente cuadrado integrables de la ecuacion 9,fu = 0,f.
Donde n € L>(U), con ||u||, < 1 satisfaciendo casi en todas partes (en el sentido de
Lebesgue).

La motivaciéon para la Definicion [1.3.2]es por lo siguiente. La expresién de la excentricidad
de las elipses infinitesimales (|1.1) se puede expresar también como:

1+ [pe(z)]
Ki(z) = ——— 1.3
' T—lw(2) (13)
donde _
0,f
= . 1.4
ke(z) o.f (1.4)
A ¢(z) se le llama la dilatacién compleja y cumple que |pu¢] < 1. Esto es posible porque
el jacobiano, J¢(z) = |0.f]> — [9,f]%, es positivo. Al escribir de este modo la excentricidad
podemos pensar al difeomorfismo f como una solucién a la ecuacion diferencial parcial
0,fu = 0,f, (1.5)

donde u = yur € L*°(U). Las derivadas parciales que cumplen la ecuacién anterior son
localmente cuadrado integrables. El hecho se sigue de la continuidad del jacobiano y de las
condiciones y . Esto nos invita a pensar a una pu € L*(U) como un campo de
excentricidades dadas sobre U donde nos interesa hallar un homeomorfismo f con derivadas
(en el sentido distribucional) localmente cuadrado integrablesﬂ que cumplan la ecuacion .

La Definicién [1.3.2] nos permite trabajar con funciones mas generales que no son dife-
renciables en todos lados. Sin embargo, en la practica no es facil de aplicar, veamos otra
definicién analitica mas asequible.

Funcién absolutamente continua. Recordamos que una funcién f : [a,b] — R es
absolutamente continua en [a,b] si la derivada de f, f’, existe casi en todas partesﬁ, es
Lebesgue integrable y cumple el Teorema fundamental del célculo: f(x) = f(a) + fz f'dt
(dt es la medida de Lebesgue). La funcién f’ también recibe el nombre de derivada débil.

I Algunas definiciones consideran que K* = K, pero no seguimos ese camino.
2Segtin L. Ahlfors |Ahl06], es suficiente con pedir que sean localmente integrables.
3Esto significa que es respecto a la medida de Lebesgue.
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Consideremos un rectangulo euclidiano Q en C, entonces el rectangulo tiene dos foliaciones
lisas; la foliacién dada por lineas verticales y la otra por lineas horizontales. Asi, si tenemos
un mapeo

f:Q - R,
(X»y) - (fl (va)>f2(x)y))>

podemos restringir a f en las lineas verticales y horizontales. Por ejemplo, tomemos la
linea horizontal {(x,yo) € Q}, con yp fijo. Tenemos el derecho de preguntar si las funciones

(X>y0) — f1 (X)yo) y (X>UO) — fZ(Xayo)

son absolutamente continuas. De manera andloga, obtenemos 2 aplicaciones para una linea
vertical. Si las funciones descritas son absolutamente continuas, decimos que f es absoluta-
mente continua en dichas lineas.

Definicién 1.3.3 (Homeomorfismo ACL). Un homeomorfismo g entre U y V abiertos de C
es absolutamente continuo en lineas (ACL) si para todo rectangulo Q C U, glg es absoluta-
mente continuo para casi todas las rectas verticales y horizontales.

Si tenemos un homeomorfismo ACL podemos hablar de la derivada total casi en todo
punto en su dominio de definicién. Del Teorema 4.21 de |[EF15] tenemos que si las derivadas
parciales existenﬁy son localmente integrables entonces, la funcién es absolutamente continua
en lineas. El converso también es cierto. Asi, en la practica es mas 1util la siguiente definicion
de cuasiconformalidad.

Definicién 1.3.4 (Definicién analitica 2/ACL, vea |[AhlO6; [LV73]). Un homeomorfismo g :
U —V, con U yV abiertos de C, es K-cuasiconforme si g es absolutamente continuo en
lineas y si satisface la condicion casi en todo punto de U, en el sentido de Lebesgue.

Veamos ahora una definicién mas geométrica que sera igual de 1til que la Definicion|1.3.1
para pensar de manera intuitiva en aplicaciones cuasiconformes en superficies.

Cuadrilateros y sus médulos. Un cuadrildtero Q(zq,23,23,24) C C es un abierto sim-
plemente conexo del plano cuya frontera es una curva de Jordan y cuatro puntos ordenados
(z1,22,23,24) en la curva, que por simplicidad lo denotaremos simplemente como Q. Segun
el Teorema de mapeo de Riemann (mediante una transformacién de Schwarz-Christoffel, por
ejemplo) hay un homeomorfismo f que manda a Q al interior de un recténgulo euclidiano Q
de manera biholomorfa y que mapea los puntos (zy, 2, 23,24) a los vértices de Q de manera
ordenada. El rectangulo Q, que a su vez es un cuadrilatero, tiene una base b y una altura
a. Dependiendo de los autores, se conviene llamar a la base al arco f((z1,z;)) v a la altura

a
al arco f((z2,2z3)). De modo que el cociente M(Q) = 5 invariante bajo cualquier otro

biholomorfismo que mapee Q con su base y su altura a otro cuadrilatero Q. A M(Q) le
llamamos el médulo de Q.

4Debe entenderse en el sentido distribucional, pero que gracias al Teorema mencionado las derivadas
parciales son derivadas débiles.
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Definicién 1.3.5 (Definicién geométrica). Un homeomorfismo f: U — V entre abiertos del
plano es K-cuasiconforme si

M(f(Q))
%12)1 M(Q) <K < o0. (1.6)

Las definiciones [1.3.2)[1.3.4] y [1.3.5] son equivalentes, una prueba se puede consultar en
[AhlO6] o [LVT73]. Hay otra definicién que al lector le conviene tener en cuenta y es la que
involucra el modulo de un cilindro o un anillo, que en aplicaciones suele ser muy 1til.

Definicién 1.3.6 (Médulo de un anillo). El mddulo de un anillo A ={z € C: 1y < |z| < 13}
es M(A) := (2m) og(ry/71). Donde 0 < 11 <13 < 00. SiTy =0 9y T2 < 00 0Ty = 00,
entonces M(A) = co.

Nota 1.3.7. El mddulo de un anillo es un invariante conforme. Asi dos anillos son confor-
mes entre si y solo si tienen el mismo modulo. Vea la Seccion 3.2 de [Hub00).

Definicién 1.3.8 (Dominio anillado). Un dominio anillado es un abierto conexo del plano
cuyos complementos o son dominios simplemente conexos o un dominio simplemente conexo
y un punto o dos puntos.

Un dominio anillado siempre se puede mapear de manera holomorfa a alguno de los anillos
descritos en la Definicion [1.3.6l Por lo tanto podemos hablar del médulo de un dominio
anillado.

Definicién 1.3.9 (Definicién geométrica 2). Un homeomorfismo g : U — V, con W,V
abiertos de C es K—cuasiconforme si para todo dominio anillado A, A C U, se tiene que:

MIA) < MiglA) < KM(A). (1.7)

Ejemplos 1.3.10 (Aplicaciones cuasiconformes en el plano).

1. Cualquier difeomorfismo f € C'(Q), Q C C un compacto. La norma de la derivada
de f es acotada pues estamos en un compacto, por lo que el mddulo de Of y Of estdn
acotados. Asi, T es K-cuasiconforme para algin K.

2. La composicion de un homeomorfismo cuasiconforme con un homeomorfismo conforme
es un homeomorfismo cuasiconforme. Esto es porque si g: U — V yf: 0 — U son
cuasiconformes, entonces la dilatacion compleja de la composicion g o f cumple la
siguiente igualdad (vea el Capitulo 1, Seccion C de [AhlO6]):

7| Hgof — Kt
f= .
00 7= (o)1 e

Si g es conforme, entonces wg = 0, asi Ugor = Ws. Por otro lado, si f es conforme,
entonces |ug| = |1gof|. Por lo que la constante K de cuasiconformalidad no cambia.
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3. f(x,y) = (x, x| +y), es un homeomorfismo cuasiconforme diferenciable excepto en la
linea x = 0. Para verlo, usamos la Definicién[1.3.4] (ACL). Haremos el caso en que Yo
estd fijo y x € (—e,€), con € > 0. Consideremos f; : (x,yo) — [x| +yo. Entonces f}
es 1 six >0y —1 cuando x < 0, en cero defina a 5 = 1. Es fdcil comprobar que en
efecto, f,(xy) — f2(x1) = f;z f}, para x1 < x3 € (—e, €). De manera similar lo andlogo
se obtiene para xq fijo. No es dificil ver que la distorsion de f es acotada.

No Ejemplos 1.3.11 (Homeomorfismos de abiertos del plano no cuasiconformes).
1. f(z) = z. Simplemente porque hemos pedido que se preserve la orientacion.

2. Cualquier homeomorfismo del plano al disco. Para ver esto considere un anillo en el
disco cuyas fronteras son un circulo de radio menor que 1 alrededor del origen y la
frontera del disco. Si hubiera un cuasiconforme al plano entonces por la Desigualdad
el modulo del anillo imagen tendria que ser finito, pero no lo es, contradiccion. En
particular, el plano y el disco tampoco pueden ser conformes entre si. Fsto es importante
porque incluso relajando la nocion de conformalidad, el plano y el disco siguen siendo
distintos.

3. Considere una funcion F: R — R diferenciable en ningun lado. Entonces el homeomor-
fismo f: R* — R? (x,y) — (x,y + F(x)) no es cuasiconforme. Esto es porque seqin
la Definicion |1.5.4] un homeomorfismo cuasiconforme es diferenciable en casi todos los
puntos y f no lo es en ningin punto.

4. Ahora considere una funcién de Cantor F: (0,1) — (0,1). Recordemos que una fun-

cion de Cantor F es una extension mondtona creciente al intervalo (0,1) de la funcion
oo

f:C — (0,1), dada por f(x) = Y_27™, donde C es el conjunto de Cantor, x € C y

i=1

x =) 2-3™, para alguna sucesion {ni} C NU{O} (vea el Ejemplo 3.1.1 de [FM06]). De

i=1
manera similar al punto anterior el homeomorfismo f: (0,1) xR — (0,1) xR, (x,y) —

(x,y+F(x)) no es cuasiconforme. La razén es que al no ser F absolutamente continua,
entonces f no lo es en lineas. La distorsion de f es de hecho acotada. Este ejemplo
muestra que incluso cuando un homeomorfismo es diferenciable casi en todas partes
y con distorsion acotada no es suficiente para que sea cuasiconforme. Las derivadas
distribucionales deben tener cierta reqularidad, en particular localmente cuadrado in-
tegrables.

1.3.2. Aplicaciones cuasiconformes en superficies

Definicién 1.3.12. Un homeomorfismo que preserva orientacion f: R — R’, entre superfi-
cies de Riemann, R y R’ es K-cuasiconforme si en coordenadas locales lo es y la excentricidad
de las elipses infinitesimales K(p) < K, para todo punto p € M.
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Figura (1.10) Giro de Dehn en un anillo y su accién en la curva .

En vista del Ejemplo los cambios de coordenadas no cambian la constante de
conformalidad. Por lo que una mapeo cuasiconforme esté bien definido en una superficie de
Riemann.

Para dar ejemplos de homeomorfismos cuasiconformes en superficies necesitamos las si-
guientes dos definiciones. Seguimos la exposicién del Capitulo 3 de [FM12] .

Definicién 1.3.13 (Giro de Dehn en un anillo). Consideramos un anillo A, con 0 < 11,12 <
oo (vea la Definicion . El mapeo
T:A—= A,

(0,1) = (0 + 27tr, 1) (18)

es el giro de Dehn del anillo A.

Una imagen de T esta en la Figura No es dificil ver que T es un homeomorfismo del
anillo A. Podemos usar a T para construir homeomorfismos de superficies como sigue.

Definicién 1.3.14 (Giro de Dehn a lo largo de una curva en una superficie). Considere una
superficie S y una curva esencial simpleEly en S. Considere una vecindad tubular N de y en
S y un homeomorfismo que preserva orientacion ¢ : A — N, donde A es un anillo. Entonces
el mapeo T, : S — S dado por:

oTod™!
T (x) = boTod '(x) x€&€N (1.9)

X en otro caso.

es el giro de Dehn a lo largo de la curva y.

Un ejemplo de T, se encuentra en la Figura . Notemos que el giro de Dehn T, depende
del homeomorfismo ¢ y de la vecindad tubular N. Esto no presenta problemas ya que
cualesquiera giros de Dehn a lo largo de vy son homotépicos entre si. En tltima instancia es
lo que nos interesa, considerar homeomorfismos hasta isotopia.

5Ello significa que la curva no es homotépica a un punto, un borde o una ponchadura y no tiene autoin-
tersecciones.
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Ty (v)

Figura (1.11) Giro de Dehn en un toro a lo largo de la curva y y su accién en la curva «.

Ejemplos 1.3.15 (Homeomorfismos cuasiconformes en superficies de tipo finito).

1. El giro de Dehn T en un anillo A es cuasiconforme. En efecto su derivada es

1 2n
(%)
Segun la Definicion T es cuasiconforme.

2. Una realizacion diferenciable de un giro de Dehn es un homeomorfismo cuasiconforme
para una estructura hiperbolica de una superficie compacta de género mayor que 2. En
efecto, por compacidad la distorsion del giro de Dehn es acotada. Para ejemplos de
género 0y 1 vea los Ejemplos|2.2.0,

Productos infinitos de giros de Dehn. Consideremos una superficie R en S de tipo
infinito y una sucesion de curvas cerradas geodésicas simples no homologas entre si y ajenas
dos a dos ¥ := {yi}ieny en R. Denotemos como « = (&4, &y, ...,) a un elemento de Z". Los

productos T := I TJ¢, para todo o € Z~N, son homeomorfismos de S. Convenimos que T%
ieN
es la identidad.
Para producir ejemplos de mapeos cuasiconformes en superficies de tipo infinito necesi-
tamos el siguiente criterio de estimacion de la distorsion de un producto infinito de giros de

Dehn.

Teorema 1.3.16 (Estimacion de cuasiconformalidad de K. Matsuzaki, extension del Teo-
rema 1 de [Mat03]). Consideremos una superficie R en S de tipo infinito y I:R—= Run
producto infinito de giros de Dehn, como arriba, absolutamente continuo en lineas. Denote-
mos como L la longitud hiperbdlica dey; € Y. Entonces, T3 es isotdpico a un homeomorfismo
FS cuya distorsion K* satisface:
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(%) 1) < <l { (5041} "5,

donde 0y = max{2|ei| — 1,0} y 0; = 7t — 2arctan{sinh(li/2)}. Si K* es finito entonces FS
es cuasiconforme y es extremal. Esto es, FS es el homeomorfismo con la menor distorsion
entre todos los homeomorfismos cuasiconformes isotdpicos a T3

Nota 1.3.17. Por el Teorema B de [Hat22] siempre es posible elegir de la clase de homotopia
de homeomorfismos de TS un homeomorfismo absolutamente continuo en lineas. El anterior
teorema es una ligera modificacion al teorema original de K. Matsuzaki. En la demostracion
K. Matsuzaki se analiza la distorsion de cada giro de Dehn de T3. Los giros de Dehn son
cuasitconformes en las vecindades de las curvas donde se hacen los giros.

Ejemplos 1.3.18 (Homeomorfismos cuasiconformes en superficies de tipo infinito).

1. Productos infinitos de giros de Dehn. Consideramosy como arriba pero con la longitud
de cada ;i acotada uniformemente. De la misma manera consideramos o« € ZY, con
loi| < m, para un m € N. Entonces, por el Teorema el homeomorfismo FS es
un mapeo cuasiconforme.

2. Otros ejemplos que pueden ser homeomorfismos cuasiconformes son los llamados cam-
bios de asa (handle shifts en inglés), para construirlos seqguimos la exposicion de
Consideremos la banda R x [—4,4] en el plano, removamos de ella discos unitarios cen-
trados en las coordenadas (m,£2), para todo m € Z. Identifiquemos pares de fronteras
de los discos removidos en las coordenadas (m,2) y (m,—2) para cada m € Z mediante
una reflexion. La superficie obtenida es una superficie de tipo infinito con frontera con
dos fines acumulados por género que denotamos como X.

Elegimos un homeomorfismo o : L — X que satisface:

» 0(x,y) = (x+ 1,y) para todo (x,y) € L conly| <3y
s 0(x,*4) = (x,£4) para todo x € R

En la franja 3 <y < 4 escogemos al homeomorfismo para que los puntos (x,y) que
estén en ella se cumpla que para o(x,y) =: (x',y’) se tenga x' —x| <1 y3 <y <4
En la Figura[I.13 podemos ver un ejemplo de un ¢ y su accion sobre una curva vertical.
Para toda superficie de tipo infinito S, decimos que un homeomorfismo h es un cambio
de asa si existe un encaje propio e : X — S con:

hix) = eocoe '(x) x€elX)

X en otro caso.
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Figura (1.12) Cambio de asa. En rojo la accién de o en una curva y

Considerando a S = R?/~, con x ~y como arriba si x,y € R x [~4,4] y la identidad si
x,y € R2\ R x [—4,4]. La superficie S hereda una estructura de superficie de Riemann
de R?. Escojamos a o tal que en la franja 3 <y < 4 actiie de manera lineal. Entonces
h es cuasiconforme.

Referimos al lector a las proposiciones [1.3.30] y [1.3.31] y sus demostraciones para ver
ejemplos de homeomorfismos no cuasiconformes en superficies de tipo infinito.

1.3.3. Swuperficies de Riemann del primer tipo en una superficie
de tipo infinito S

Para cualquier superficie R en S se tiene que su cubriente universal es biholomorfo al disco
unitario por el Teorema de uniformizacién (vea por ejemplo el Teorema 27.12 de [For81]).
Como consecuencia R es también una estructura de superficie hiperbdlica completa. Es decir
R = H/T, para I' C SL(2,R) un grupo discreto libre de torsién [Hub06|. Recordemos que
I' también actia en OH, entonces podemos considerar T - ¢ en H, para algin punto ¢ € H.
El conjunto limite de I' es A(T) := I'- ¢ N 0H; que no depende de ¢ € H (Proposicién 3.4.1
de [Hub06[). Hay dos opciones para A(T"), o es OH o es un conjunto de Cantor (Corolario
3.4.6 de [Hub06]). Consideremos Q = 0H \ A(T) y R := (HU Q)/T. La frontera ideal de R
es OR := R\ R (Seccién 4.13 de |McM]).

Definicién 1.3.19 (Tipos de superficies de Riemann). Una superficie de Riemann R en S
es de primer tipo si OR = (), de sequndo tipo si OR # (. En este ltimo caso las componentes
conezas de OR son circulos o rectas.

Al prescribir longitudes para las curvas cerradas en una descomposicién en pantalones
(por ejemplo, mediante un &rbol nicleo) en una superficie de tipo infinito S obtenemos
una estructura hiperbédlica R’ en S. Esto es debido a que los pantalones de tipo 0,1 y 2
se convierten en pantalones hiperbdlicos con cuspides. Sin embargo, R’ puede no ser una
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estructura hiperbdlica completa por la posibilidad de que una trayectoria geodésica converja
a un fin en tiempo finito (vea [Mat04]). Cada par de pantalones hiperbélicos con 0,1 o 2
cuspides los llamaremos pantalones hiperbdlicos de tipo 0,1 y 2, respectivamente. Siguiendo
la nomenclatura de [BS19] llamamos a una componente conexa de la frontera de un pantalén
como puno (o cuff en inglés).

De acuerdo a |[BS19] una geodésica y de una estructura hiperbélica R sale a un fin e siy
converge a e, i.e. para toda sucesion de salida {U,} en e, existe N € Ny, tal que, y C Uy,
para todo m > N. Un fin e es visible si existe un abierto V en el haz tangente unitario de
R tal que para todo v € V, la geodésica que empieza en v sale a e. Un fin no visible es un
fin que no es visible. Una sucesién de pantalones {P;} sale a un fin e si converge a él, i.e. si
para toda sucesion de salida {U,} en e existe N € N. tal que P; C Uy, paraj > N y L algin
natural. Un fin e es de tipo infinito si no es aislado. Con la terminologia anterior tenemos
las siguientes afirmaciones.

Proposicién 1.3.20 (Consecuencia de la Proposicién 3.7 (i) y (iii) de [BS19]). Considere
una superficie de Riemann R en S y una descomposicion en pantalones de R, entonces

1. un fin e de tipo infinito de R es mo wvisible si y solo si para todo rayo geodésico y que
sale a e la sucesion de pantalones en la descomposicion de R que y intersecta sale a e,

2. R es de primer tipo si y solo si cada fin e es no visible.

Teorema 1.3.21 (Teorema 5.1 de [BS19]). Considere R’ una (no necesariamente completa)
superficie hiperbolica con una descomposicion en pantalones. Entonces, existe una eleccion
de gz’roﬂ a lo largo de los punos, tal que la superficie hiperbdlica inducida R (después de
posiblemente anadir embudos) es geodésicamente completa.

Proposiciéon 1.3.22. Toda superficie conexa, orientable de tipo infinito y sin frontera S
admite una superficie R de primer tipo.

Demostracion. Considere una descomposicion en pantalones de S dada por un arbol ntcleo.
Asigne cualquier longitud a cada curva cerrada de la descomposicién en pantalones y obtenga
una (no necesariamente completa) estructura hiperbdlica R’ en S. Por el Teoremall.3.21|existe
una eleccién de giros a lo largo de los punos en la descomposicion en pantalones de R’, tal que
induce una estructura hiperboélica completa R en S. Como la descomposiciéon en pantalones
fue dada por un arbol niticleo la Proposicion nos da que todo fin de tipo infinito de R
es no visible. Una ciispide es un fin no visible (Lema 2.2 de [BS19]). Por lo tanto, R es de
primer tipo. ]

Observacion 1.3.23. FEl resultado anterior estd implicito en el trabajo de A. Basmajian y
D. Sarié [BS’ZQ/, pero no estd escrito. No es necesario una descomposicion en pantalones
dada por un drbol nicleo para que la Proposicion[1.3.29 sea cierta, pero de un drbol nicleo
es facil de ver si un fin es no visible.

6Esto es en el sentido de las coordenadas Nielsen-Thurston.
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Denotaremos como P(S) a la descomposicién en pantalones en S inducida por el arbol
ntcleo escogido para S. También denotaremos como P(R) a la descomposicién en pantalones
hiperbdlicos inducida por P(S) en R como en la Proposicién [1.3.22]

1.3.4. Grupos modulares en superficies

Fijemos una superficie de Riemann de primer tipo R en S. Denotemos al grupo de ho-
meomorfismos que preservan orientacién como Homeo™(S). Dotamos a Homeo™(S) con
la topologia compacto abierta. El grupo de homeomorfismos cuasiconformes que preservan
orientacién lo denotamos como QC*(R) y al ser un subgrupo de Homeo™(S) adquiere la
topologia de subespacio. Ambos grupos tienen una componente conexa de la identidad, de-
notadas Homeog (S) y QCy (R) respectivamente. Asi, tenemos los cocientes:

Definicién 1.3.24 (Mapping class group). Map(S) := Homeo™ (S)/Homeo,(S).
Definicién 1.3.25 (Grupo modular). Mod(R) := QC"(R)/QC; (R).

Recordemos que Mod(R) es un subgrupo topolégico de Map(S) mediante el homomor-
fismo inyectivo y encaje topolégico

i:Mod(R) — Map(S),
[h]g = [hls.

Tenemos los siguientes hechos para toda superficie S de tipo finito:

Teorema 1.3.26 (Dehn- Lickorish, Teorema 4.1 de [FM12]). Map(S) es finitamente gene-
rado por giros de Dehn.

Teorema 1.3.27 (Teorema 1.5 del cap. 5 de |Leh87]). Considere una superficie R en S y
h:R — R un homeomorfismo, entonces, h es isotopico a un homeomorfismo cuasiconforme
de R en R.

Teorema 1.3.28. FEl grupo modular Mod(R) y el mapping class group Map(S) son isomor-
fos (como grupos) para cualquier superficie de Riemann R en S.

Demostracion. Al ser Mod(R) un subgrupo de Map(S) solo nos ocupamos de ver que exista
un mapeo inyectivo de Map(S) a Mod(R). Considere [f] € Map(S), con un representante
f:S — S, entonces es homeomorfismo de R en R, asi por el Teorema [[.3.27] f es isotGpico a
algin cuasiconforme de R en R. O

La situaciéon anterior contrasta fuertemente para superficies de tipo infinito. El mapping
class group Map(S) tiene una estructura mas complicada.

Teorema 1.3.29 (Teorema 4.2 de [AV20]). Para toda superficie S de tipo infinito Map(S)
es
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1. polaco,
2. homeomorfo a los irracionales,
3. no es localmente compacto y

4. mo es compactamente genemdoﬂ

En otras palabras Map(S) es un verdadero monstruo. Para una superficie S de tipo
infinito, se cumplen las siguientes proposiciones.

Proposicion 1.3.30. Para toda superficie R en S existe una infinidad no numerable de
clases de homotopia de homeomorfismos h:S — S con [h] € Mod(R).

Demostracion. Considere una sucesion {y;} de curvas esenciales simples no homoélogas entre
si v ajenas de S. Denotemos a la sucesién como y. Considere o« € (NU{0})Y una sucesién de
numeros naturales estrictamente creciente, con o; > 1/2l;4+1/2. Donde, 1; es la longitud de ;.
Entonces por el Teorema T3 no es isot6pico a ningtin homeomorfismo cuasiconforme.
La no numerabilidad la tenemos de considerar diferentes sucesiones «. O

Proposicién 1.3.31. Para toda superficie S, existen superficies de Riemann R y R en S y
un homeomorfismo h: S — S tal que, h tiene representante cuasiconforme en R pero no lo
tiene en R.

Demostracion. Consideremos una descomposicion en pantalones P(S) de S dada por un
arbol nucleo. Asigne a cada curva una longitud hiperbdlica acotada uniformemente. Por la
demostracion de la Proposicion hay una eleccién de giros de punios de P(S) de tal
forma que la estructura hiperbélica R resultante es completa. Considerando a P(S), ahora
enumeremos a cada curva de P(S) y asignémosles longitudes hiperbdlicas de manera crecien-
te. Nuevamente, por la demostracion de la Proposicion [1.3.22f obtenemos otra estructura de
Riemann R en S diferente a R. El producto infinito de giros de Dehn h a lo largo de los puiios
de P(S) tiene un representante cuasiconforme en R por el Teorema . Sin embargo, por
el mismo Teorema h no es isotopico a ningin cuasiconforme en la estructura R. O

En vista de la Proposicion [1.3.30] es natural hacer la pregunta: ;Coémo son los grupos
modulares Mod(R) en el mapping class group Map(S) para distintas superficies R en S de
tipo infinito? Una primera respuesta es la siguiente:

Proposicién 1.3.32. Existe al menos una superficie de Riemann R en S con Mod(R) no
numerable.

"Es decir, que no existe un compacto que genera de manera algebraica a Map(S).
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Demostracion. Tomemos una descomposicién en pantalones P(S) de S dada por un éarbol
nucleo y asignemos a cada curva de P(S) longitudes hiperbdlicas acotadas uniformemente por
arriba. Por la demostracion de la Proposicion P(S) induce una estructura de Riemann
R en S mediante la eleccién de giros para cada puno en P(S). Enumeremos a la familia de
putios de P(R) y denotemos la sucesién {yi} de putios como y. Las clases [T], [T{,"/] € Mod(R)
con o, o' € {0, =: B por el Teorema Las clases son distintas si & # o'. Asi, el
conjunto {[T3]}xep € Mod(R) es no numerable. O

La anterior proposicién motiva la pregunta ;Existird alguna superficie R en S de tipo
infinito con grupo modular Mod(R) numerable? K. Matsuzaki prob6 en [Mat04] lo siguiente:

Teorema 1.3.33. Considere K un conjunto de Cantor, entonces S*\K admite una estructura
de superficie de Riemann R con Mod(R) numerable.

Si R es de segundo tipo, entonces tenemos que considerar la acciéon de los homeomorfismos
cuasiconformes en la frontera ideal de R. Todo homeomorfismo cuasiconforme g : R — R tiene
un levantamiento cuasiconforme g : H — H. A su vez g tiene una extensién continua tnica a
H ([McM]), por lo g se puede extender de manera univocamente continua a R. Entonces para
R de segundo tipo consideramos el grupo de homeomorfismo cuasiconformes hasta isotopia
relativa a la frontera ideal de R, i.e.

Mod(R) := QC*(R;dR)/QC{ (R; dR).

Una condicién necesaria para que Mod(R) sea numerable estd dada por la siguiente
proposicion de Matsuzaki.

Proposicién 1.3.34 (Proposicién 1 de [Mat04]). Si en una superficie R en S de tipo infinito
el grupo modular Mod(R) es numerable, entonces se satisface que:

1. El numero de geodésicas cerradas simples en R con longitud acotada uniformemente es
finito.

2. R no tiene frontera ideal, i.e. R es de primer tipo.

Para conveniencia del lector s6lo demostraremos el punto 2 de la anterior proposicion.
Para el punto 1 el lector puede consultar [Mat04], ya que es suficientemente clara.

Demostracion del punto 2 de la Proposicion[1.3.3f Si R es de segundo tipo, entonces OR
consiste en circulos o rectas. Considere g : R — R un cuasiconforme, como R es de segundo
tipo g tiene una extensién a R. Denotemos como Lg a una rotacién o una traslacién por
0 dependiendo del tipo de componente de 9R. Entonces [Lg o g] € Mod(R) son clases de
equivalencia diferentes entre si, para @ € S' 0 0 € R.

[]
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Observacion 1.3.35. La argumentacion anterior también es vdlida para superficies de tipo
finito.

Por la anterior proposicion la estructura de superficie de Riemann mencionada en el
Teorema [1| debe ser al menos del primer tipo si queremos que Mod(R) sea numerable.

Como mencionamos en la introduccién, basandonos en el trabajo de K. Matsuzaki ex-
pandimos las clases de superficies de tipo infinito que admiten una superficie R con Mod(R)
numerable, a saber las de género finito. En la siguiente seccion probamos el Teorema

1.4. Demostracion del Teorema

La prueba comienza en esta seccion, que esta dividida en dos partes. La idea de la prue-
ba es la siguiente: Construimos una estructura hiperbélica completa y del primer tipo, R,
en S con ayuda de una descomposicion en pantalones de un arbol ntcleo. La construc-
cién la hacemos en la siguiente subseccién. En la segunda parte mostramos la numerabi-
lidad del grupo Mod(R). Para ello mostramos la numerabilidad de Mod(R),, para todo
natural n, que son las clases de homeomorfismos cuasiconformes con un representante n-
cuasiconforme. Para mostrar la numerabilidad de Mod(R),, usamos tres lemas, el Lema de
Wolpert (Lema , un lema de A. Basmajian y D. Sari¢ (Lema y un lema de
control de las aplicaciones cuasiconformes sobre las subsuperficies (Lema. Finalmente,
como Mod(R) = |J Mod(R), y Mod(R),, € Mod(R),,n > m, se concluye que Mod(R)

neN
es numerable.

1.4.1. Construccion de la estructura de superficie de Riemann pa-
ra S de tipo infinito y género finito.

Primero construimos las estructuras de superficies de Riemann mencionadas en el Teore-
ma [} Necesitamos que sean del primer tipo por la Proposicién y para ello usaremos
las herramientas de la Seccién 3.3

Caso 1. End(S) no tiene un nimero finito de puntos aislados, y el género de S
es 0.

Por el Lema elegimos T(S) teniendo a lo més un arbol exterior. Solo etiquetaremos
las aristas de T(S) que no incidan en una hoja de la siguiente manera. Elegimos una arista
E; del vértice raiz que no se encuentra con una hoja y la etiquetamos como 1!. Asignamos
el nimero 3! a las otras aristas incidentes en los extremos de E; (siempre y cuando no se
encuentren con una hoja). Para las aristas que obtuvieron un niimero, repetimos el proceso
como con E;. Sus aristas vecinas restantes y sin etiquetar tendran el niimero 5!. Procedemos
por induccién para que las aristas se les asignen el factorial de los niimeros impares. Consulte

la Figura para ver un ejemplo.
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Figura 1.13(a): Arbol niicleo con a lo mas

Figura 1.13(b): Superficie con a lo mas un
un arbol exterior. La raiz estd senalada en & (b) P

) par de pantalones hiperbdlico de tipo 2.
rojo.

Obtenemos a partir de T(S) una descomposicién en pantalones en S. Los punos de la
descomposicion en pantalones tendran una longitud hiperbdlica igual al nimero asignado a
la arista correspondiente en T(S). Las aristas que no se encuentran con una hoja siempre
corresponden a un puno. Por lo tanto, tenemos una estructura de superficie de Riemann
R’ (con una estructura hiperbdlica no necesariamente completa) saturada por superficies de
tipo topoldgico finito {Rphen. Describimos la saturacion a continuacién. La subsuperficie
R; es la obtenida mediante el pegando de los dos pantalones a lo largo de E;; cada una
de sus componentes de frontera tiene longitud 3!. La subsuperficie R, es la union de R,
con los pantalones pegados a lo largo de las componentes de frontera de R;. Procedemos por
induccién, y por lo tanto tenemos subsuperficies R, con frontera geodésica cuyas componentes
tienen la misma longitud de (2n 4 1)!. Consulte la Figura para ver un ejemplo.

Por el Teorema (o la demostracién de la Proposicién hay una eleccion de
torsién en cada puno de P(R’), de modo que la superficie resultante R es completa y del
primer tipo.

Caso 2. El género de S es positivo o tiene un nimero finito de fines aislados.

Observe que siempre podemos elegir un arbol nicleo T(S) con un subéarbol finito T* con
todos sus vértices marcados y también teniendo todas las hojas si éstas son un ntimero finito.
Podemos elegir el drbol T(S) de manera que el vértice raiz sea parte de T* y que al eliminarlo
separe T* del resto de T(S). También podemos elegir T(S) de manera que T(S) \ T* tenga a
lo mas un arbol exterior (en el caso de infinitos fines aislados). Entonces, elegimos T(S) de
esta manera.

Asignamos cualquier niimero positivo a las aristas de T*. Luego elijamos una arista E; del
vértice raiz que no sea parte de T* y luego asignamos ntimeros a las aristas como en el caso
anterior. Obtenemos de T(S) la descomposicion de pantalones y una estructura hiperbdlica
no necesariamente completa R’ en S. Hacemos las torsiones en cada puno de P(R’) de manera
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que la superficie de Riemann resultante R sea completa y del primer tipo. Vea las Figuras

1.14afy [1.14D]

Figura 1.14(a): Arbol niicleo que

representa género finito con un Figura 1.14(b): Superficie con géne-
subarbol finito con todos los vérti- ro positivo con una subsuperficie de
ces marcados. La raiz estd senalada tipo finito con todo el género.

en rojo.

La exhaustividad de R se dara por: Ry, que sera la subsuperficie con todo el género de
S y posiblemente los puntos aislados finitos de Ends(S). La frontera geodésica de Ry es el
puno elegido correspondiente a E;. La subsuperficie R, es Ry unida al par periférico o par de
pantalones que limita E;. La subsuperficie R3 es la uniéon de R, y el par periférico o par de
pantalones que limita las fronteras geodésicas de R;. Procedemos por induccion.

1.4.2. Numerabilidad del grupo modular

Como se mencioné en la introduccién y anteriormente, para mostrar la numerabilidad de
Mod(R) definiremos aplicaciones inyectivas ¥, : Mod(R), — Mod(R,) para todo n > N,
para algin N dado por el Lema m Esto implica que Mod(R),,, n > N es numerable.
Para demostrar el Lema |1.4.3| necesitamos los siguientes dos lemas.

Lema 1.4.1 (Lema de Wolpert, [Wol79]). Considere ¢ una geodésica cerrada simple en una
superficie de Riemann R con longitud 1(c) y g : R — R un homeomorfismo K-cuasiconforme.
Entonces, la longitud geodésica 1(g(c)) de la clase de homotopia libre de g(c) en R satisface

(e < 1g(e) < Kifc).

El siguiente es el Lema 8.1 de [BS19].
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Lema 1.4.2. Considere X un pentagono rectangular ideal como en la Fig. . Sea 1(d)
la longitud del segmento ortogonal geodésico d. Entonces, para 1(a) > 1 lo suficientemente
grande y l(c) > l(a), se tiene que

1(d) = Uc) — Ua).

a

Figura (1.15) Pentdgono Ideal

Lema 1.4.3. Considere S de tipo infinito y género finito, y una superficie R en S construida
como en la subseccion anterior. Entonces, existe N € N tal que para todo g : R — R
homeomorfismo K-cuasiconforme, K > N, g(R,) es libremente homotépico a R, para todo
n > K. Las R, son las subsuperficies de la saturacion de la seccion anterior.

Demostracion. El objetivo serd contradecir el Lema Las curvas que vamos a usar son
las fronteras geodésicas de las subsuperficies Ry, que son curvas cerradas de la descomposicién
en pantalones hiperbdlicos descrita en la seccién anterior. El Lema [1.4.2] nos dara el N tal
que si Ry, > N, no es libremente homotépico a g(R,,), entonces la imagen de algunas de
las curvas de la frontera, digamos ¢ bajo g sera lo suficientemente grande como para que la
desigualdad 1(g(c)) < Kl(c) del Lema no pueda cumplirse.

Caso 1. S es de género 0 y Ends(S) tiene infinitos puntos aislados.

Primero, notemos que para cada n si g(R,) no es libremente homotoépico a Ry, pueden
pasar dos cosas. La primera es que hay un m > n tal que todos los componentes de frontera
de R, son mapeados a todos los componentes de frontera R.,. De ser el caso las longitudes
de los componentes de frontera de R, son demasiado grandes y se contradice el Lema de
Wolpert. La segunda situacién que puede pasar y en la que nos enfocaremos es que hay
alguna curva ¢, componente de frontera de R, tal que g(c,) NP(R\ R,) # (). Esto se debe a
que las componentes de la frontera de R,, son elementos de la descomposicion en pantalones
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descrita en la seccion anterior y los R, son subsuperficies con fronteras. Recordemos de la
Seccion [1.2.2] que eliminamos la posibilidad de tener infinitos pantalones de tipo 2, de hecho,
a lo mas uno puede ocurrir solo en la raiz. Por lo tanto, los inicos pantalones hiperbdlicos que
aparecen en R son a lo més uno de tipo 2 e infinitos pantalones de tipo 0 o 1. Supongamos
que tenemos g(c,) N P(R\ Ry) # 0, para algin c,. Dado que tenemos una saturacién por
subsuperficies de género 0, hay alguna geodésica o, homotdpica a g(c,) tal que tiene un
segmento s, que corta un par de pantalones hiperbélicos de tipo 0 o 1. El segmento s,, corta
los pantalones en un componente de la frontera y regresa en la direccién de la geodésica
ortogonal en el par de pantalones correspondiente que también corta la misma componente
de la frontera, consulte las Figuras y [L.I6D] Vamos a dar cotas inferiores a la longitud

del segmento sy.
z €2 3

P @

C1 C1
Figura 1.16(a): En rojo estd cémo el Figura 1.16(b): En rojo estd cémo el
segmento s, podria ser en el caso de segmento s, podria ir en el caso de
pantalones de tipo 1. Las longitudes pantalones de tipo 0. Las longitudes
decyes (2m+1)!y de cy es (2m+3)!, de c1 es 2m + 1)!, de ¢z y c3 son
para algin m. (2m + 3)!, para algin m.

Supongamos primero que P(R) tiene infinitos pantalones de tipo 1. Entonces, el Lema
da una N, con l(a) = (2N + 1)!, de modo que si s, corta un par de pantalones de
tipo 1 con una frontera geodésica de longitud (2m+ 1)! y la otra de longitud (2m+ 3)!, con
m > N, entonces la desigualdad dada por el Lema implica l(s,) > 2m+1)!1(2m+1).
Si s, cortara un par de pantalones de tipo O en la componente de la frontera de longitud
(2m+ 1)! (las otras dos componentes de la frontera tienen longitud (2m -+ 3)!), con m > N,
entonces los célculos para la prueba de la Proposicién 5 de [Mat04] también implican que
l(sn) > (2m + 1)!(2m + 1). Entonces, si g(R,) no es libremente homotépico a Ry, habria
un pantalén tal que s, corta algin componente de la frontera del pantalon de longitud
(2m 4+ 1)! con m > n > N. La discusion anterior muestra, junto con el Lema [1.4.1] que
n(2n + 1)! > U(g(cn)), pero L(g(cn)) > Usn) > (2m + 1)1(2m + 1), una contradiccién. El
haber asignado las longitudes de los punos de acuerdo a los factoriales de los niimero impares
nos permitié contradecir relativamente facil el Lema de Wolpert. Otras asignaciones pueden
ser posibles. Aqui usamos fuertemente que tenemos una descomposicién en pantalones con
a lo més un par de pantalones hiperbdlicos de tipo 2. De lo contrario, conforme la longitud
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de los punos crece la longitud del segmento s, tenderfa a cero por el Teorema 7.17.1 (i) de
[Beal2|. Por lo tanto, no podriamos controlar la longitud de g(cy).

En el caso en que P(R) tenga r € N pantalones del tipo 1, P}, i € {1,2,...,1}, entonces
dejamos a N = min{n : P; C R,Vi € 1,2,...,7} + 1. El mismo argumento en el caso de
pantalones de tipo 0 da el resultado.

Caso 2. S tiene género positivo y posiblemente finitos fines aislados.

Podemos elegir N como en el caso anterior. Sin embargo, tenga en cuenta que dada
nuestra construccién para el caso 2 (vea la Seccién , la subsuperficie con género o
extremos aislados finitos es una superficie no desplazableﬂ. Por lo tanto, todos los argumentos
son similares al caso 1.

]

Fin de la demostracion del Teorema [l Recordemos que Mod(R), son las clases de homo-
topia de Map(S) que tienen un representante m-cuasiconforme para la superficie R que
construimos. El grupo Mod(R,) es el grupo de clases de homotopia de homeomorfismos
cuasiconformes de R,,. Asi, por el Lema [1.4.3] el mapeo de restriccion

Y, : Mod(R), — Mod(R,),
[Q]R — [9|Rn]

estd bien definido para n > N. Debido al Lemam y que P(R) viene de un arbol ntcleo,
cada homeomorfismo n-cuasiconforme g, con n > N cumple que g((Rns1 \ Rn) = Rt \ R,
El homeomorfismo g mapea las componentes de la frontera a componentes de la frontera de
la misma longitud. Es decir, g mapea pantalones de Ry \ R, en pantalones de Ry \ Ry
de la misma longitud de componentes de frontera. Esto implica que si W,,(g) = ¥, (f), para
m > n la diferencia entre g y f, i.e. go f~', en Ry \ Ry es un homeomorfismo conforme
libremente homotépico a la identidad. Por lo tanto, la diferencia entre f y g en R\ R, es
posiblemente un giro de Dehn a lo largo de cada puno de la descomposicién en pantalones de
R\ R, heredada de R. Pero esto es imposible por el Teorema . En efecto, la constante
K de cuasiconformalidad de g esté acotada por:

Kz\/(1+(27;+1)!))2+1.

Pero K < n, una contradiccion. Entonces, ¥, es inyectiva para n > N, por lo que, Mod(R),,
es numerable. O

Nota 1.4.4. Utilizando la demostracion del Teoremal[]] se puede mejorar el resultado: existe
una infinidad no numerable de superficies R en S con Mod(R) numerable. Solo hay que cam-
biar de manera conveniente las longitudes de las curvas de la descomposicion en pantalones
dadas por un drbol nicleo. Para ver que las estructuras de Riemann resultantes son distintas
entre si hay que aplicar la estrategia de la demostracion del Lema|l.4.5

8Una subsuperficie S’ C S es no desplazable si Yh € Homeo™ (S), se tiene que h(S’) NS’ # 0.

37



Nota 1.4.5. Cuando S tiene género infinito el método de arriba tiene una limitacion im-
portante. Uno deberia considerar curvas mo separantes que forman parte naturalmente de
la descomposicion en pantalones de la superficie S. La dificultad ahora es mostrar que un
mapeo n-cuasiconforme g (como en la prueba del Teorema tenga la propieadad de que
g(Rus1 \ Ry) = Rt \ Ru. El mapeo g podria actuar como un giro de Dehn a lo largo de la
curva que encierra al género. Por lo tanto, no mapearia las fronteras de Ry, a ellas mismas.
Si no consideramos curvas no separantes, ahora el problema es verificar que 9|(Rn+1\RTl sea
conforme.
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Capitulo 2

Monodromias del cociclo de
Kontsevich-Zorich

En esta segunda parte de la presente tesis probaremos el Teorema [2 En la Seccién 2.1
definimos las superficies de traslaciéon y probamos las equivalencias entre tres diferentes de-
finiciones. En la Seccion [2.2] establecemos las herramientas de superficies de traslacion que
necesitamos para probar el Teorema [2 En particular, definimos los homeomorfismos afines,
descomposicion en cilindros y las superficies de Veech, con especial énfasis en las aritméti-
cas. En la Seccion definimos el principal objeto a estudiar, la monodromia del cociclo
de Kontsevich-Zorich. La naturalidad de la pregunta de P. Sarnak cae en un contexto de
monodromia de un haz plano en el espacio moduli de superficies de traslacién. Las subsec-
ciones justifican el nombre de monodromia de Kontsevich-Zorich, también dan un
contexto mas amplio donde la pregunta de P. Sarnak también tiene sentido. El lector es libre
de saltarse las mencionadas secciones ya que son muy abstractas pero dan la naturalidad del
problema. Dicho esto, en la Subseccién [2.3.1] introducimos el espacio méduli de superficies de
traslacion; sobre de él definimos el haz de Hodge real, un haz plano en el cual definiremos el
cociclo de Kontsevich-Zorich. Para ello necesitamos definir la accién de SL(2,R) y la nocién
de conexion plana, esto lo hacemos en la Subseccién [2.3.2] En la Subseccion [2.3.3| construi-
mos el cociclo de Kontsevich-Zorich y justificamos finalmente el nombre de monodromia.
Enunciamos la pregunta de P. Sarnak en la Seccion y mencionamos los antecedentes
para el problema. Aqui también definimos la familia de origamis con los que trabajaremos.
También formulamos otra forma del Teorema 2l En la Seccién 2.5 estan las herramientas de

grupos algebraicos que usamos para demostrar el Teorema [2] al que finalmente probamos en
la Seccién

2.1. Superficies de traslacion

Cambiaremos un poco la notacion para hacerla consistente con la literatura. A una su-
perficie topoldgica la seguimos denotando como S. Para una superficie de Riemann R en S
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y w una l-forma holomorfa compatible con R es natural denotar al par (R, w) como una
1-forma holomorfa, haciendo énfasis en la compatibilidad de w con R. En la literatura es
mas usual denotar al par (R, w) como M para decir que hay una superficie R en S en donde
w es compatible con R. Si es necesario hacer énfasis en w denotamos al par (R, w) como
(M, w). Si es claro quién es w simplemente denotamos a (M, w) como M. En adelante toda
superficie S serd compacta.

Hay tres diferentes definiciones de una superficie de traslacion todas ellas equivalentes.

Teorema 2.1.1 (Superficie de traslacion). Una superficie de traslacion M en S se define
por cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

1. (Analitica) M es una superficie R en S con una I1-forma holomorfa no identicamente
cero, .

2. (Geométrica) M es una estructura de traslacion en S\ X, i.e S\ L tiene un atlas de
traslacion mazximal, esto es, un atlas maximal donde los cambios de coordenadas son
traslaciones. El conjunto X C S es finito. En cada punto p de L existe una vecindad
U, y un cubriente holomorfo

fp i Uy ==U, \ {p} — D" := D\ {0}

con un grado de ramificacion finito. Los puntos se llaman singularidades conicas de
dngulo 27k, para k € N, k es el grado de ramificacion.

3. (Euclidiana) M es el cociente de una union ajena de poligonos euclidianos compactos
{Pilie1 (1 es conjunto de indices finito). Los lados {lix} de Pi heredan campos vectoriales
normales ./\fljfk inducidos por la orientacion del plano. El lado i,k de Py se identifica
con el lado 1, k" de Pj por una traslacion T si Nf;k es isomorfo a N[’k, mediante T. De
manera informal, se pegan lados izquierdos con lados derechos.

Demostracion. 1 = 2: Definamos un atlas de traslacién para S\ £. Tomemos un punto
P € S\ X y una carta (U,d) que contiene a p de la estructura de superficie de Riemann
en S con U simplemente conexo. En ¢(U) tenemos w = f(z)dz. La nueva carta alrededor

de p se define como todos los elementos de la forma Ij;ES)) w, para todo q € U. En estas

nuevas coordenadas w toma la forma dw con w = f?;g)) w, precisamente por la ausencia de

un cero. Notemos que en términos de integracién un cambio de coordenadas de la estructura
compleja es un cambio de variable. Esto quiere decir por un lado, que las coordenadas de
traslacién que definimos son compatibles con la estructura compleja subyacente. Por otro
lado, podemos simplemente denotar a la integracién en alguna coordenada de la estructura
compleja simplemente como fg w. Por lo tanto, los cambios de coordenadas para la estructura
de traslacién suceden si cambiamos de punto p’ en U. Pero siempre podemos conectar en la

'El signo + (—) indica el campo vectorial exterior (interior) en el lado 1; x.
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vecindad a p con p’ con una curva dentro de U. Asi, fs w = fs, w — IE’ w, vemos entonces

que la constante de traslacion para el cambio de coordenadas es - IE, w. Tomemos ahora
un cero x de w. En una carta coordenada de la estructura compleja tenemos w = z™dz,
para algin m entero. La funcién p — ﬂz w definida en una vecindad de x es el cubriente
ramificado buscado, con grado m + 1.

2 = 1: Como S \ Z es un superficie de traslaciéon cuyo cambio de coordenadas son
traslaciones, podemos definir la 1-forma localmente como dz, la heredada del plano. Es
invariante bajo traslaciones por lo tanto es una forma bien definida en S \ . Por otro lado,
como f,, es un cubriente holomorfo al disco ponchado, el Teorema 5.10(ii) de [For81], nos
dice que existe un mapeo biholomorfo ¢, : U5 — D*, y g¢ : D* — D~ gr(z) = z*, con
gk © ¢p = f,. Como f, es acotado podemos extender a f, a un cubriente ramificado en
U; por la misma razén ¢, se extiende a un biholomorfismo en U,. A las extensiones las
seguimos denotando como f, y ¢,. Definimos la carta alrededor de p como (U, d,). La
unién del atlas de traslacion de S\ Z con las cartas (U, ¢p,) convierte a M en una superficie
de Riemann. Como localmente f, es de la forma z — z¥, definimos la 1-forma holomorfa
local en p como f{)(z) dz = kz¥'dz. Las 1-formas que definimos son compatibles, en efecto,
el halado (pullback) de dz bajo f, es d(f,(z)) = kz*"'dz y el halado de kz*"'dz bajo una
rama de f; ! es

k(! (2)) " (f,((2) = Ezz dz = dz.

1 = 3: Una 1-forma holomorfa no identicamente cero, w en M induce una métrica sin-
gular que en coordenadas locales se expresa como |f(z)||dz|. Construiremos una triangulacion
topoldgica de la superficie M de tal forma que los vértices sean puntos singulares de w. De
la triangulacion topoldgica obtendremos una triangulacién geodésica donde las aristas seran
segmentos geodésicos de la métrica singular y los vértices los puntos singulares de w. De este
modo podemos cortar a lo larga de cada segmento, y como las cartas coordenadas fuera de las
singularidades son traslaciones entonces podemos identificar mediante las traslaciones a los
segmentos cortados. Asi recuperamos a nuestra superficie y obtenemos una descomposicién
poligonal de la misma.

Usaremos la representacién en un 4g—poligono regular, Py, de una superficie de género
g para construir una triangulacién topologica de M. De esta ultima construiremos la trian-
gulacién geodésica deseada. Para nosotros triangulacién significa un encaje de una grafica
a la superficie de tal forma que cada componente conexa del complemento del encaje sea
homeomorfa a un disco. Escogemos cualquier punto singular de M de tal forma que sea los
vértices de Py. Escogemos algtin vértice de Py y trazamos lineas rectas a los demds vértices
que no estan conectados con el. Esto nos darda una triangulacién topoldgica de M, donde
el complemento de la grafica son triangulos topoldgicos, a la triangulacién la denotamos
como T;. Si no hay puntos singulares en interiores de tridngulos entonces tomaremos a Ty
para construir la triangulacién geodésica. Si hay puntos singulares en los interiores de los
triangulos en T; entonces escogemos un punto singular de los interiores y trazamos lineas
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rectas que conecten a los vértices del triangulo en el que el punto esta. Esto nos darda una
nueva triangulacién T, repetimos el mismo proceso; si en T, no hay punto singulares en el
interior de los nuevos triangulos tomaremos a T,, si hay puntos interiores procedemos como
se hizo para obtener a T,. Dado que existe un nimero finito de puntos singulares este proceso
es finito, por lo que existe una triangulacion topolégica T, como la deseamos. Los ceros de
la 1-forma holomorfa que estén sobre una linea son vértices para las triangulaciones.

Una de las consecuencias del Teorema 18.2.2 de |Str84] nos dice que para cualesquiera
dos puntos de una superficie de Riemann compacta y con métrica singular dada por una
1-forma holomorfa, existe una tnica curva en la clase de homotopia de las curvas que unen
a los dos puntos que minimiza la distancia. Este hecho lo aplicaremos a cada arista de la
triangulacién T, para obtener la triangulacién geodésica como sigue. Si la curva minimizante
no contiene puntos singulares entonces reemplazamos la arista por la curva minimizante. En
otro caso quitamos la arista, con lo cual resulta una nueva cara pero homeomorfa al disco.
Notemos que este proceso no genera nuevas intersecciones entre las curvas minimizantes, es
decir, no genera nuevos vértices, ya que las curvas minimizantes para la métrica singular o
bien son rectas euclidianas o bien son rectas quebradas. Lo ultimo quiere decir que en las
curvas minimizantes esta al menos un cero de la 1-forma holomorfa, pero por construccién
esto no sucede. Al final de este proceso nos quedard una triangulacion geodésica como la
deseamos.

3= 2

Como § viene de un poligono compacto el cociente serd compacto. Construyamos ahora
un atlas de superficie de Riemann para S. Primero, veamos que para cada punto p € M que
proviene del interior de algin poligono podemos escoger una vecindad circular contenida en el
interior del poligono. El cambio de coordenadas serd la identidad o una traslacion al interior
de otro poligono. Similarmente tenemos que si p proviene de la arista de un poligono podemos
formar una vecindad homeomorfa a un abierto de C haciendo un cociente de una pequena
vecindad de cada lado de dos poligonos que se identifican en p. El cambio de coordenadas seré
una traslacién. Asi, hemos dotado a S\ £ de una estructura de superficie de Riemann, donde
L es el conjunto finito de puntos que provienen de los vértices de los poligonos. Alrededor
de p € X podemos construir un cubriente ramificado k : 1 holomorfo al disco ponchado. En
efecto, como p proviene de un vértice, y cada vértice pertenece a un lado de un poligono
identificado a con otro lado por una traslacién quiere decir que cualquier vector tangente en
un lado de un poligono se identifica con otro mediante la funcién identidad. Tenemos ademas
que el nimero de lados es finito, como consecuencia, el transporte paralelo de cualquier vector
tangente cerca de p es trivial. Es decir hemos hecho una vuelta alrededor de p con angulo
27k, k € N. Podemos entonces dividir en k sectores a una vecindad de p donde cada sector
representa una vuelta alrededor del disco. El cubriente ramificado es z — z*.

O

Nota 2.1.2. En la definicion geométrica se puede cambiar la condicion de cubriente por la
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Figura (2.1) Superficie de traslacién, donde se identifican lados opuestos. La singularidad
céHnica estd marcada en rojo.

de: “una vecindad de la singularidad isométrica al disco, este wltimo con métrica
ds? = dr* 4 or?d6?,

con & un entero positivo”. De ahi el nombre de singularidad conica. Otra condicion equi-
valente es que cualquier carta de traslacion en una vecindad de p € X se puede extender
analiticamente de forma univaluada a toda la vecindad menos p y la continuacion tiene
indice entero.

Para una primera exposicién a la teoria de superficies de traslacion la mejor manera de
pensar en superficies de traslacién es en la definicién euclidiana. Gracias a Yoccoz [YocO7]
podemos pensar simplemente en un poligono conexo identificando lados por traslaciones.
Un ejemplo de una superficie de traslacion es la que denominamos figura L, que estd en
la Figura [2.1] Es una superficie de género 2 con una singularidad cénica de angulo 6m. El
ejemplo pertenece a un grupo especial de superficies planas llamadas superficies de Veech
aritméticas; son los objetos con los que trabajaremos.

2.2. Superficies de Veech y origamis

Si tenemos una curva cerrada esencial simple (sin puntos singulares) C' en una superficie
M, entonces la curva cerrada tiene una vecindad tubular que es isométrica a un cilindro
plano sin frontera. La vecindad tubular es maximal si sus componentes de frontera contienen
una singularidad. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.2.1 (Cilindro). Un cilindro en una superficie M es un encaje de un cilin-
dro euclidiano sin frontera, tal que es una vecindad tubular mazimal de una curva cerrada
esencial simple sin puntos singulares de M.
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FS (tap)
Figura (2.2) Flujo lineal en una direccién 6 en una superficie de traslacion.

Definicién 2.2.2 (Alma del cilindro). Liamamos alma del cilindro a la clase de homologia
de la curva cerrada correspondiente.

A veces también llamaremos alma del cilindro a un representante en la clase de homologia.
Como las construcciones que hacemos son hasta isotopia, el abuso de lenguaje no representa
mayor problema.

Flujo lineal en una direccién. De la definicién euclidiana (Teorema de una
superficie de traslacion M, vemos que estd bien definido un flujo lineal medible en una
direccion 0 sobre M, Fq. Las trayectorias del flujo son las rectas del plano con un angulo 0
proyectadas a la representacién poligonal de M (ver Figura. En términos de la definicion
geométrica, el flujo es

Fo:Rx M — M,
(t,p) — Fo(t,p) == @ ' (te + d(p)).

Donde las funciones ¢, @ : M — C son cartas de traslacién de M adecuadas para que la
expresion tenga sentido. El flujo esta bien definido, ya que no depende de las cartas ¢, @;
los cambios de coordenadas son traslaciones. El flujo Fg también se puede interpretar como
el flujo geodésico dado por la métrica singular de M (recordemos el paso T = 3 en la
demostracion del Teorema restringido a la direccion 0. Sin embargo, hay puntos de
discontinuidad, en concreto si q € L y existe t € R con Fg(t,p) = g hay una ambigiiedad
para definir a F(t’;p) con t’ > t, ya que de la singularidad parten mas de una trayectoria.
Afortunadamente solo hay un numero finito de este tipo de trayectorias, asi a Fg(t’,p) le
podemos asignar algin valor arbitrario dentro de M, lo que convierte a Fg en una transfor-
maciéon medible.

Definicién 2.2.3 (Conexiones de silla). Consideremos t,t" € R con t’ < 0 < t. Una
conexion de silla es una trayectoria
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vt it = M,
t — F(t,p)

del flujo Fg con p € M\ L,v(0) =p y F(t,p),F(t',p) € Z. Es decir, una trayectoria del
flujo lineal que une dos puntos singulares (no necesariamente distintos).

Obtencién de cilindros mediante el flujo Fqy. Fijemos una direccion 6 en una super-
ficie M y supongamos que existe una trayectoria cerrada y para Fg, i.e. existen p € M\
y T € R con F(t,p) = F(t+ T,p) = y(t),Vt € R. Entonces, al ser Fg un flujo lineal en M
podemos encontrar un anillo isométrico a un cilindro euclidiano como vecindad tubular de
v([0, T]) (esto se deduce de la equivalencia de flujos lineales en superficies de traslacién y
transformaciones de intercambio de intervalos, vea [Yoc07]). El anillo pudiera ser no maximal
(respecto a la contencién), asi, agrandamos la vecindad tubular. Debe existir entonces un
cilindro tal que su frontera sean conexiones de silla, de otro modo tendriamos un toro.

Definicién 2.2.4 (Descomposicién en cilindros). Para una superficie de traslacion M, una
descomposicion en cilindros en direccion © es una coleccion finita de cilindros {Ci}, C; C M
con las siguientes propiedades:

1. El alma de C;i es una trayectoria cerrada del flujo Fg para todo 1.

2. M\ {Ci} es un 1-simplejo compuesto por conexiones de silla.

Definicién 2.2.5 (Homeomorfismo afin). Un homeomorfismo afin es un homeomorfismo
f: M — M que preserva orientacion, que deja invariante al conjunto de singularidades de
M y en coordenadas locales de la estructura de traslacion es una transformacion afz%ﬂ i.€e.
f(z) =A-z+b con A € SL(2Z,R), b € C para una coordenada local z. Denotamos como
Aff(M) al grupo de homeomorfismos afines de M.

Ejemplos 2.2.6 (Homeomorfismo afines en superficies de género 0 y 1).

1. Homeomorfismo afin en el toro. El ejemplo mds sencillo de un homeomorfismo
afin es un giro de Dehn a lo largo de una curva en el toro, vea la Figura[2.3 La curva
verde es sobre la cual el giro de Dehn se hace, la llamamos v, la curva azul es x. La
curva T, (o) la debemos expresar en términos de la estructura plana del toro. Para ello,
cortamos sobre la diagonal y pegamos por una traslacion, de modo que en la estructura
plana del toro T, () es una diagonal. Finalmente regresando a la estructura del toro,

11

el giro de Dehn tiene una expresion T,(z) = (O :

)z+b,b€@.

2La expresién A - z es una multiplicacién por una matriz y el vector (x,y) con z = x + iy.
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(M, w)

Figura (2.3) Homeomorfismo afin en el toro.

2. Giros de Dehn en cilindros. En general en cualquier cilindro de ancho w y altura

h podemos formar un homeomorfismo afin en él. Vea la Figura [2.]; definiendo el
T
0 1
deformamos el cilindro pero con un corte y pegado volvemos a la estructura del cilindro.
El corte y pegado es la traslacion, en este caso por —w.

p - w . . e
modulo de un cilindro como u = T entonces, al aplicar la matriz parabolica

Proposiciéon 2.2.7. Si f : M — M es un homeomorfismo afin, entonces fuera de las
singularidades conicas de M la parte lineal de f es constante.

Demostracion. Denotemos como ¢, @ : M — C cartas de traslacion de la estructura (M, w).
Entonces @ofod~'(z) = A-z+b, con @(f(p)) =w, ¢(p) = z. En un cambio de coordenadas
en el domino de f, la nueva carta de traslacién es (I)(p) =o¢(p)+c,ceCie.z=z+c.
Entonces,

pofod(Z—c)=A-(Z—c)+b=@gofodp '(Z)=A-(2)—A-c+b.

De manera andloga, un cambio de coordenadas en la imagen de f es solo una traslacion, por
lo que la parte lineal no cambia tampoco en este caso. O

Observacién 2.2.8. En general los homeomorfismos afines no son diferenciables en los
ceros de .

Una aplicacion de la Proposicion [2.2.7/nos permite construir més ejemplos de homeomor-
fismos afines:
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Figura (2.4) Homeomorfismo afin en un cilindro.

Proposicion 2.2.9. Si una superficie M admite una descomposicion en cilindros {Ci},1 €

{1,2,...,m} en alguna direccion 0, con respectivas almas {yi}, y si los mdédulos (vea el Ejemplo

) de los cilindros satisfacen wi/W € Q. Entonces, existen nimeros naturales my,i €
n

{1,..,n}, tal que, f =[] T]¥ es un homeomorfismo afin de M. Donde T, es un giro de Dehn
i=1

a lo largo de ;.

Demostracion. Tomemos el cilindro Cq, y consideremos los racionales irreducibles de los

cocientes de los médulos 15/s; = Wi/H;,j > 2. Consideremos al minimo comun multiplo de

las sj, i.e. p = mem(sy,...,sn). Por lo tanto, wp = pyp(rj/s;), asi definimos m; = p y

m; = p(rj/s;), para j > 2. Definamos

fi= ll[ .
i=1

Notemos que los cilindros C; son dominios de alguna carta de traslacién, y por el Ejemplo
2.2.612 f es un homeomorfismo afin en C;. La Proposicién [2.2.7 impone la condicién necesaria
de que la derivada sea constante excepto tal vez en los puntos singulares. Pero como tenemos
que wim; = wymy, la derivada de f en cada cilindro C; es la misma. No es dificil ver que la
derivada de f sigue siendo la misma que en los cilindros en los puntos de la frontera que no
son singularidades. Finalmente observemos que f deja las singularidades invariantes. O]

Definicién 2.2.10 (Multigiro de Dehn afin). A un homeomorfismo como el mencionado en
la Proposicion [2.2.9 lo llamamos un multigiro de Dehn afin.

Ejemplo 2.2.11 (Multigiro de Dehn afin). En la Fz’gum tenemos una descomposicion en
dos cilindros en la direccion horizontal de una superficie de traslacion. Supongamos que los
mddulos de los cilindros satisfacen v = sy, con v/s € Q irreducible. Por la Proposicion
una potencia adecuada de los giros de Dehn a lo largo de cada alma del cilindro nos
permite construir un homeomorfismo afin, a saber f="TJ oT5 .
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Figura (2.5) Descomposicién de una superficie en cilindros.

De la Proposicién tenemos que la derivada de un homeomorfismo afin fuera de las
ceros de w estd bien definida y es constante. Entonces podemos definir un homomorfismo

D : Aff(M) — SL(2,R)

2.1
f — Df ( )

Definicién 2.2.12 (Grupo de Veech). El grupo de Veech de una superficie M es

SL(M) := D(Aff(M)).

Proposicién 2.2.13 (Lema 5.9 de [MTO02]). El grupo SL(M) es un subgrupo discreto de
SL(2,R).

Recordemos que una reticula I' de un grupo localmente compacto G, es un subgrupo dis-
creto I' C G, tal que el cociente G/T" tiene volumen finito respecto a la medida G—invariante
i, inducida por la medida de Haar de G en el cociente G/T.

Definicién 2.2.14 (Superficie de Veech). Una superficie M es de Veech si SL(M) es una
reticula de SL(2,R).

Definicién 2.2.15 (Superficies de Veech aritméticas/no aritméticas). Una superficie de
Veech es aritmética si SL(M) es conmensurable a un subgrupo de indice finito de SL(2,7Z),
i.e. si BSL(M)B™"NSL(2,Z) es un subgrupo de indice finito, para algin B € SL(2,R). En
caso contrario decimos que es no aritmética.

Un ejemplo de superficie de Veech aritmética estd en la Figura (en la siguiente seccién
serd claro por qué), y como ejemplo de no aritmética tenemos al poligono en la Figura ,
vea el Teorema 1.1 en [Vee89].
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Figura (2.6) Superficie de Veech no aritmética obtenida del doble pentdgono con sus res-
pectivas identificaciones.

2.2.1. Origamis

Las superficies de Veech aritméticas son los objetos con los que trabajaremos. Otro nom-
bre para una superficie de Veech es el de origami. A continuacién, daremos dos definiciones
equivalentes de origami o superficie de Veech pero sin demostracion.

Definicién 2.2.16 (Superficie teselada por cuadrados/origami). Sea (M, w) una superficie
de traslacion con w su 1-forma holomorfa, y (T? = R/Z,dz) un toro plano. Llamamos a
(M, w) una superficie teselada por cuadrados, si existe un cubriente ramificado f: (M, w) —
(T2, dz), tal que la imagen de los puntos de ramificacion es un punto marcado q € T?, y:

1. f mapea los ceros de w a q,

2. El halado de dz bajo f es w, i.e. f*(dz) = w.

Un origami también se puede definir combinatoriamente con un par de permutaciones h'y
v, que denotan las identificaciones horizontales y verticales de cuadrados (i.e. preimégenes del
toro bajo p) indexados por los elementos de las permutaciones. De tal forma que identificamos
el lado derecho del cuadrado i con el lado izquierdo de h(i), similarmente pegamos el lado
superior de 1 con el lado inferior de v(i). Como ejemplo consideremos el origami dado por
los datos combinatorios h = (1)(2,3)(4,5,6,7) y v = (4,2,1)(5,3)(6)(7) como se aprecia en
la Figura

La equivalencia entre la definicion de una superficie de Veech aritmética y la Definicion
[2.2.16)se debe a Gutkin y Judge [GJ00]. Una demostracién accesible est4 en [HLOG], Apéndice
C.

Ahora podemos resumir las diferentes definiciones de una superficie de Veech aritmética
u origami.

Definicién 2.2.17 (Superficie de Veech aritmética/origami). Una superficie M es de Veech
aritmética (o un origami) si cualesquiera de las siguientes condiciones equivalentes se cumple:
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Figura (2.7) Origami obtenido a partir de dos permutaciones, los lados se identifican por
traslaciones.

1. SL(M) es reticula de SL(2,R) y es conmensurable a SL(2,7),
2. M es una superficie teselada por cuadrados isométricos entre s,

3. M se obtiene del cociente inducido por un par de permutaciones hyv. Donde h indica las
traslaciones horizontales y v las traslaciones verticales (como en un pdarrafo anterior).

Es posible que tengamos varios origamis tales que pudieran ser multiplos de algin otro
origami (ver Figura[2.8)). Entonces necesitamos trabajar con aquellos que no lo sean. A estos
los llamamos origamis reducidos.

Definicién 2.2.18 (Grupo de holonomia). Daday € H;(M, Z,7Z) denominamos holonomia
de 'y al nimero complejo fy w. El grupo Hol(M) := {J‘y w:yeH (ML Z) } lo llamamos
el grupo de holonomia relativa de M.

Definicién 2.2.19 (Origami reducido [MMY14]). Un origami M es reducido si no existe
un cubriente ' : M — T2, ramificado en {0} y un cubriente 7w : T> — T? de grado mayor
que 1 tal que f =m" ot

Proposicién 2.2.20. Un origami M es reducido si y solo si el grupo de holonomia es Z B

Demostracion. Si el grupo de holonomia de un origami no es Z @ iZ tiene como grupo de
holonomia una subreticula de Z & 1Z. Entonces, existe un segmento horizontal con holonomia
(n, 0) y un segmento vertical con holonomia (0, m), tal que ((n,0), (0, m)) = Hol(M). Esto
quiere decir que el origami es teselado por rectangulos isométricos de drea m-n. Por lo que,
es posible construir 7’ de tal forma que manda a cada rectangulo de area m - n al toro de
area m - m, Tfn’n. Construimos 7t de tal forma que manda cada cuadrado unitario de 'JI‘Tznm
al toro unitario.

Notemos que mediante el mapeo inducido en la homologia por f se tiene que Hol(M) C
Hol(T?) = Z @ iZ. Ahora, si el origami M no es reducido entonces, al tener a 7t cubriente
intermedio de grado mayor a 1, la holonomia no puede tener a los generadores (1,0) y (0, 1),
m4s atin no puede tener a la vez a ningtin generador de la reticula Hol(T?). O
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Figura (2.8) Origami no reducido. Se indican las identificaciones de los lados en cada caso.
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Figura (2.9) Origami reducido pero no primitivo. Se muestran las respectivas identificacio-
nes en cada caso.

Ademas de origamis reducidos, también tenemos origamis que pueden ser cubrientes de
otros origamis, a los origamis que no son cubrientes de algin otro origami los llamamos
primitivos. Mas precisamente:

Definicién 2.2.21 (Origami primitivo). Un origami M es primitivo si su cubriente asociado
f: (M,w) — (T?,dz) no tiene cubrientes intermedios, excepto p e 1d.

Observacion 2.2.22. Un origami primitivo siempre es reducido. Al revés no necesaria-
mente. Para un ejemplo vea la Figura[2.9, donde las identificaciones son por traslaciones y
f=~fom.

Proposicién 2.2.23 (Proposicién 6.1 de [MMY14]). Si M es un origami de género 3 con
una sola singularidad, entonces M es reducido si y solo si es primitivo.

Trabajaremos con superficies de género 3 con una sola singularidad. Asi, podemos in-
tercambiar libremente los adjetivos de reducido y primitivo haciendo el estudio de la mono-
dromia de Kontsevich-Zorich mas facil.
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2.3. Monodromia del cociclo de Kontsevich Zorich

Accién de Mod(M)El en la homologia. Fijemos una superficie M. El grupo Mod(M)
manda curvas en curvas respetando sus clases de isotopia, por lo tanto actia en H;(M,Z).
Como Mod(M) actia por homeomorfismos preserva el nimero de interseccién algebraico
(vea el Capitulo 6 de [FM12|). Este ultimo dota a H;(M,Z) de una estructura simpléctica.
Asi, tenemos una representacién de Mod(M) al grupo de transformaciones simplécticas de
Hi(M,Z), i.e. p: Mod(M) — Sp(H;(M,Z)). Podemos extender la accién por escalares a la
homologia con coeficientes en R, a la representacion resultante la denotamos como p.

Proposicién 2.3.1 (Lema 5.7 de [MT02]). Consideremos una superficie M de género mayor
que 1. Entonces, el mapeo natural v : Aff(M) — Mod(M), f — [f] es un encaje.

Demostracion. Es claro que t es un homomorfismo, por lo que basta verificar que el kernel es
solo la identidad. Primero, observemos que un homeomorfismo afin f es un homeomorfismo
extremal, i.e. tiene la menor distorsion en su clase de isotopia. Lo anterior se deduce de
los Teoremas 8.1 y 8.2 y sus demostraciones en [Leh87], donde se da la caracterizacién
de homeomorfismos cuasiconformes extremales. Dichos homeomorfismos son aquellos que
mapean diferenciales cuadraticas en diferenciales cuadraticas que en coordenadas locales
son una transformacion lineal diagonal. Como f es afin, se tiene que f(z) = A -z + b,
luego como A € SL(2,R), A se descompone en K'’A’K, con A’ matriz diagonal y K’ y
K rotaciones. Asi, f mapea la diferencial cuadratica (K - w)? en la diferencial cuadratica
(K'~"w)? mediante el mapeo A’. Por lo que, si t(f) = [id], la distorsién de f es identicamente
1 por ser homeomorfismo cuasiconforme extremal, lo cual lo vuelve un automorfismo de
la estructura subyacente de superficie de Riemann de M. Pero un automorfismo de una
superficie de Riemann compacta de género mayor que 1 no puede ser isotopico a la identidad
a menos que sea ¢l mismo la identidad ([Fra66]). Asi, f = id. O

Accién de Aff(M) en H;(M,R). Consideremos un origami M. En vista de la propo-
siciéon anterior el grupo de homeomorfismos afines actiia en la homologia. Consideremos el
mapeo f, : H;(M,R) — H;(T?,R) inducido por el cubriente asociado f : (M, w) — (T2, dz),
entonces definimos

HY(M, R) := Ker(f,).

De manera equivalente,

HO (M, R) = fy € Hy (M, R) ; J w =0}, (2.2)
Y

La accién de Aff(M) descompone al espacio H;(M,R) en dos subespacios simpléctica-
mente ortogonales,

Hi (M, R) = Hy (M, R)* & H{” (M, R), (2.3)

3Nos referimos a Mod(R) para la superficie R compatible con M.
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donde el primer espacio es el llamado espacio tautolégico de dimensién 2. La accién de
Aff(M) en H; (M, R)** es la accién de SL(M). Pero si M es origami, SL(M) C Sp(H; (M, R)*Y)
es una reticula aritmética. Por lo que, estudiamos la accion de los homeomorfismo afines en

HY (M, R).

Nota 2.3.2. La descomposicion también es vdlida para cualquier superficie M, con la
definicion de Hgo)(M, R) como en .

Definicién 2.3.3 (Monodromia de Kontsevich-Zorich). La imagen de la aplicacion

Po:=(po L)|H2°)(M,R) P Aff(M) — SP(HEO)(M> R))

es la monodromia de Kontsevich-Zorich de un origami M.

2.3.1. Espacio méduli de superficies de traslacion

En lo que resta de la seccién daremos una motivacion para el nombre de monodromia de
Kontsevich-Zorich. Es una exposicion técnica y se le invita al lector a continuar a la Seccién
si no quiere pasar por el aparato abstracto que expondremos. Sin embargo, necesariamente
habremos de mencionar objetos definidos en esta seccién para exponer ciertos ejemplos de
grupos aritméticos y delgados en el area de las superficies de traslacion.

La motivacién tiene por objeto mostrar que la pregunta de P. Sarnak es en realidad méas
profunda. Tiene un aspecto dinamico y es aplicable a mas objetos aparte de los origamis.
Para ello introduciremos el espacio moduli de superficies de traslacion. Definiremos el a veces
llamado haz de Hodge real sobre el moduli y finalmente sobre este haz definiremos el cociclo
de Kontsevich-Zorich. El nombre de monodromia es en realidad una holonomia respecto a
una conexiéon plana en al haz de Hodge real que tiene mucha relacién con el cociclo de KZ.
Parte de la exposicién tiene mucha influencia e inspiracién del primer capitulo de [Mat1§].

Espacio de superficies de traslaciéon. Consideremos una superficie topolégica S con
género fijo g y definamos el conjunto

Ly :={(M,w) : w la 1-forma holomorfa de M, con M superficie de traslacién en S}.

Dotaremos a L4 de una topologia como la define Yoccoz en [Yoc07|. Fijemos un punto po en
S y consideremos su cubriente universal basado en py, 7 : §p0 — S. Mediante 7t levantamos
la estructura de traslacion (M, w) en S a gpo. Esto nos permite ver a w como una funcién
continua de gpo a C de la siguiente manera. Tomamos un punto cualquiera q de S, y alguna

curva y que una po con (, asi la clase de homotopia de vy, [y] € gpo- Entonces [ w estd bien
v
definida ya que w es una 1-forma cerrada. De modo que tenemos un mapeo de L4 al espacio

de funciones continuas con valores en el plano complejo en gpo, ie. C(Spo, C). El mapeo es:
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1 Ly — C(Sp,
(M, w) J (2.4)

con [y] clase de homotopia de curvas que empiezan en py y terminan en algtin punto g € S.
Proposicion 2.3.4. La aplicacion es inyectiva.

Demostracion. Si I, ((My, wq)) = I, ((My, w,)), entonces las estructuras de superficie de
traslacién inducidas por w; y w; coinciden en S. En efecto, considere un punto q € Sy
un abierto simplemente conexo U C S de ¢. Para cada p € U considere una curva yqyp
que una a ¢ con p y cuya imagen esté contenida en U. Considere también curvas vyp,p ¥
Ypo,q que unan a po con p y ( respectivamente. Por un lado, tenemos que para la curva
Y = Ypo,q + Yap — Yporp S€ cumple que [ w; = [ w,, por hipdtesis. Por otro lado,

Y Y
Juh:szy lezjwb
Ypo,q Yro,4 Yro,p Ypo,p
por lo tanto, f wi = f w;. De donde se deduce que las estructuras de Riemann compa-

Ya,p Ya,p
tibles con w; y w,, respectivamente, también son compatibles entre si (recordemos cémo se

obtienen las estructuras de traslacién, vea la demostracion del Teorema [2.1.1]). Por lo tanto,
w; = Wy. O

Topologia en L,. El espacio C (gpo,(C) tiene la topologia compacto-abierta. Entonces,
gracias a la proposicién anterior dotamos a L4 con la topologia de subespacio dado por 1.

Observaciéon 2.3.5. Si cambiamos de punto po la topologia en Ly es la misma.

Ejemplo 2.3.6 (Un abierto de Lg). Consideremos la superficie de traslacion M obtenida a
partir de la figura L (vea Figura . Tomemos el punto po el punto singular de M. En
la Figura[2.10 hay diferentes etiquetas para el punto po para facilitar la visualizacion de las
siguientes curvas. Las curvas que tomamos Son Yi,Y2,Y3, Ya que unen respectivamente al
punto po con la etiqueta p1,P2, P3, Pa como se ve en la Figura[2.10. Las clases de homotopia
lvil, 1 € {1,2,3,4}, pertenecen a gpo. Notemos que las clases [yi] son base de la homologia

de L. Consideremos los compactos Ki = {[yi]} C gpo y vecindades Uy C C de [ w de radio
byi]
€ < 1. Entonces tenemos abiertos de funciones V(Ki, U;) C C(gpo, C). Ast, los elementos del

abierto U = I ﬂ V(Ki, W) fson las 1-formas holomorfas con una representacion poligonal

cercana a la ﬁgura L.
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P1

Po P3 P4
Figura (2.10) Abierto de la figura L.

Definicién 2.3.7 (Equivalencia de 1-formas holomorfas). Dos superficies de traslacion,
(My,wq) y (M, w3) en S son equivalentes si existe un biholomorfismo

L: (M, wi) — (Mg, w,),
con L*w; = wy.
Segun el Teorema la anterior definicion es equivalente a la siguiente definicion.

Definicién 2.3.8 (Equivalencia de estructuras de traslacion). Denotamos como (S,{$p$})
al atlas de la estructura de superficie de Riemann en S obtenida de la definicion geométrica

de una superficie de traslacion (M, w) en S (vea el Teorema punto 2). A dicho atlas
también lo llamaremos estructura de traslacion. El subindice o« € 1 con I un indice. Se debe

entender que para cada ¢f hay un abierto Uy, C S que es dominio de Y. Dos estructuras
de traslacion (S,{$5'}) vy (S,{d)g’z}) son equivalentes si existe un biholomorfismo

L: (S, {d5"H — (S,{dp?}),
tal que en las coordenadas de traslacion
L(dy, ) (z) =z+D,

donde z = d)(é)/z, para algin B'. Dicho de otro modo, el halado de la estructura de traslacion
(5»{¢E°2}) bajo L, i.e. (S>{¢(€2 oL}), es compatible con (S,{d5}).

Definicién 2.3.9 (Espacio méduli de superficies de traslacién). Con la relacion de equiva-
lencia en la Definicion [2.5.

QMg = Ly/~

es el espacio moduli de superficies de traslacion de género g con la topologia cociente.

4Es un ligero abuso de notacién, obviamente es donde I;J esté definida.
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Accién de Mod(M) y Map(S) en L. Fijemos una superficie M € L4. Usando la
Definicién [2.3.8] un homeomorfismo que preserva orientacion f : S — S actiia mediante
halados en Ly, i.e.

f- (S,{Cb;)}) = (S){d)%cv ° f}))

donde « estd en el mismo indice que «. Definimos el espacio
QT = Lg/MapO(S),

recordemos que Map®(S) es la componente conexa del homeomorfismo identidad. Una forma
de ver a los elementos de Q)74 son como clases de equivalencia de estructuras de traslacién
que se pueden deformar mediante una isotopia de la identidad. En efecto, la carta ¢§ o f
es isotépica a la carta ¢ o id, mediante la isotopia de f a id. Notemos que ()7 es un haz
sobre el espacio de Teichmtiller de superficies de Riemann de género g. Los grupos Mod(M)
y Map(S) actian en Q7; por halados eligiendo representantes. No es dificil ver que las
acciones no dependen del representante. Tenemos otro modo de ver a QM.

Proposicién 2.3.10. QMg es homeomorfo a QT;/Mod(M) para cualquier M en Ly.

Demostracion. Definamos la aplicacién natural

O : OMy— QT4/Mod(M),
[(Sa{d)fxu})]bihot — Mod(M) - [(S>{¢$})]Map0(5))

Probaremos que @ esta bien definida y que es biyeccion.

(2.5)

Paso 1. La aplicacion @ es una funcion.

Consideremos el elemento [(S,{$p§?})] € QM y dos representantes, (S,{p5?}) v (S, {d)EU]})
Entonces, hay un biholomorfismo

L= (S,{b5"D) — (S, {0%2)),

que en coordenadas locales L(z) = z + ¢, es decir, [*w, = w;. El mapeo L es en particular
un homeomorfismo de M en M, entonces, por el Teorema L es isotépico a un cuasi-
conforme h : M — M. La isotopia a la identidad del mapeo L' o h deforma la estructura de

traslacion (S>{¢EU1}) en la estructura de traslacion (S,{d)g{}) =h- (S,{$42}). Finalmente si

hay una estructura (S,{d)f:ﬁ}) isotépica a (S,{$p§2}), h- (S,{d)((fé}) es isotopica a (S,{d)?;{}).
Con esto el Paso [1] estd completo.

Paso 2. La aplicacion @ tiene inversa.

Para establecer el Paso |2 basta con ver que los elementos de las érbitas de la accién de
Mod(M) en Q7 sean equivalentes entre si en el sentido de la Definicién . Consideremos
una estructura de traslacién dado por una 1-forma holomorfa w, (S,{$%}), con & en un indice.

o6



Entonces, la accién de un homeomorfismo cuasiconforme h : M — M en (S,{$%}) es otra
estructura de traslacion en S mediante el halado de (S,{¢p}) bajo h, ie. (S,{$§ o h}). El
subindice 3 esta en el mismo indice que &, pero para evitar confusiéon cambiamos la notacién
de indice en la nueva estructura de traslacion. La aplicacion

h:(S,{dF o h}) = (S,{d})

es un biholomorfismo de estructuras de traslacién. Si h es un homeomorfismo cuasiconforme
isotépico a h entonces h - (S,{p%}) es una estructura de traslacién isotopica a h - (S,{p%}).
Con esto se concluye el Paso [2|

Ahora no es dificil ver que la biyeccién @ es homeomorfismo.
O

Pensar a QMg como el cociente de una accién por un grupo tiene sus ventajas sobre
todo al pensar en conexiones planas en algin haz de QM. Cuando hablemos del cociclo de
Kontsevich-Zorich sera claro el uso de la accién de Mod (M) sobre QM.

Ejemplo 2.3.11 (Superficies de traslacién equivalentes mediante la accién de Mod(M), cf.
Ejemplo. Enla Figum a), tenemos una superficie de traslacion (M, w) que se obtiene
de la Figura L mediante la identificacion de sus lados opuestos. Haremos un giro de Dehn
sobre vy, que estd en color verde. Veamos cudl es el halado de (M, w) bajo T,. Al halado lo
denotamos por (My, T;w), para entenderlo nos ayudamos de la curva &, que estd indicada
en color azul. En el inciso b) tenemos de manera topoldgica a T, (). Dado que tenemos una
estructura plana obtenida de w, localmente « debe ser una linea recta o una union de lineas
rectas. Como se hizo en el Fjemplo (1] para saber cudl es la recta o rectas que componen a
Ty () en la estructura (M, w) nos ayudamos de que los lados del cilindro donde estd 7y, al
que llamamos C, se identifican por una traslacion. Cortamos sobre la diagonal al cilindro y
pegamos los lados por una traslacion y obtenemos la Figum c). Asi, en la estructura de
traslacion dada por w, T, (o) es la curva en azul en c). Al halado Tyw también lo podemos ver
como el poligono en c), de tal forma que ahora la curva x en la estructura de traslacion dada
por Tyw es la curva azul en c). Notemos que en efecto (My, Tyw) es equivalente a (M, w).
Finalmente, en la Fz'gum d) tenemos de nuevo la estructura (M, w) y de ella podemos

11
obtener como se escribe localmente T, en términos de (M, w). En C, T,(z) = 0 1 z+Db,
b € C en coordenadas locales. En los dos cuadrados restantes T, es simplemente la identidad.
Usando la definicion ACL (Definicion de un mapeo cuasiconforme podemos ver que

en efecto T, es cuasiconforme.

Estratos del espacio méduli QM. El espacio QM estd naturalmente estratificado
en subespacios de 1-formas holomorfas con el mismo ntimero de singularidades y mismo
orden preescrito. Denotemos por X(w) al conjunto de ceros de una 1-forma holomorfa w
y por k = {Kj,...,Ks}, @ un conjunto de nimeros naturales (que no incluye el cero) tal que
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Figura (2.11) Giro de Dehn en una estructura de superficie de traslacién y el halado de la
estructura bajo el giro de Dehn.

> ki = 2g—2. Denotamos como ord(p) al orden de p € L(w). Por el Teorema de Riemann-

fioch o el de Poincaré-Hopf, k puede expresarse exactamente en términos de los 6rdenes de
los ceros de w. Asi,
OMg= || QMq(x).
kY Ki=2g—2
Donde
OMy(k) ={(M,w) :p € Z(w),ord(p) € k}.

Gracias a Kontsevich y Zorich [KZ03] QM,(k) es no vacio para cada dato de ntimeros
naturales k. Ademés Kontsevich y Zorich clasifican las componentes conexas de QM (k) en
IKZ03]|, que son a lo més tres para cada estrato. De ahora en adelante haremos el abuso de
notacion QMg(k) para referirnos a una componente conexa del estrato.

Coordenadas de periodo. A los estratos se le puede dotar de un atlas con coordenadas
en el grupo de cohomologia relativa H'(M, £, C) = C2*™ (m es el niimero de singularidades
menos 1, que es lo que corresponde a la parte relativa), mediante el mapeo:

O(w) :y—>J‘w,y€H1(M,Z,(C). (2.6)
Y
Yoccoz demuestra (en la Seccién 6 de [Yoc07]) que el mapeo @ es un homeomorfismo local.

Los cambios de coordenadas son afines, por ende Q.Mg(k), tiene una estructura de variedad.
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A las coordenadas mencionadas se les suele llamar coordenadas de periodo. Podemos pensar
intuitivamente en las coordenadas de periodo como una vecindad pequena del vector en
C29™™ con elementos los lados de alguna representacién poligonal de w. Sin embargo, como
la representacién poligonal de una 1-forma holomorfa no es tnica, el objeto que de alguna
manera codifica dichas representaciones es el mapeo ®@. Por lo que el atlas con imagen en la
cohomologia relativa es completamente natural.

Cubrientes finitos a los estratos. En realidad los estratos QMg(k) son orbidades.
Esto se debe a la presencia de automorfismos por la accién de Mod(M), pero al igual que
en el caso del méduli de superficies de Riemann, se pueden obtener cubrientes finitos a los
estratos que si son variedad. La manera de hacer esto es considerar el grupo (vea Seccién

2.3)
Mod(M)[r] == ' (Sp(Hi(M, Z))[r]),

donde
Sp(Hi(M, Z))[r] = Ker(Sp(H1(M, Z)) — Sp(Hi(M, Z/7Z)),

para r un natural mayor que 2. El grupo Mod(M)[r] € Mod(M) es de indice finito
y libre de automorfismos (vea la Seccién 6.4 y el Capitulo 12 de [FM12]). A los gru-
pos Mod(M)[r] se les denomina grupos de congruencia de nivel r. Entonces, obtenemos
OMy(k)[r] := QT4/Mod(M)I[r]. La variedad QM(k)[r] es un cubriente finito de QM 4(k),
que a veces se le denomina el cubriente finito de nivel r de QM(k). Gracias a este hecho, en
la literatura es usual pensar a QMg(k) simplemente como una variedad. Solo se tiene que
tener cuidado que cualquier construcciéon hecha sobre QMg (k)[r] se campla para todo r > 3.
Afortunadamente los objetos con los que trabajamos no tienen automorfismos (més adelan-
te daremos la razon), asi en lo subsecuente para construir el cociclo de Kontsevich-Zorich
pensaremos a QM(k) como variedad.

2.3.2. Accion de SL(2,R) y conexiones planas

Para poder definir el cociclo de Kontsevich-Zorich necesitamos tres ingredientes: La accion
del grupo de SL(2,IR) en QOMyg, la representacién de Mod(M) o Map(S) en la homologia
de la superficie, H;(M,R), vy la nocién de conexién plana en el sentido de la geometria
diferencial.

Accién de SL(2,R) en el espacio méduli de superficies de traslacion. El grupo
lineal SL(2,R) actia de manera natural y continua [Yoc07| en QM,(k). Para ver esto,
basta con usar cualquier representacién poligonal Py de x € QM (k). Los lados del poligono
P, son vectores de R? en los cuales una matriz puede actuar. Entonces el nuevo poligono
g- Py, g € SL(2,R) conserva las identificaciones de los lados de x, asi el cociente obtenido de
g - Py es una nueva 1-forma holomorfa, entonces la accién de g sobre x es g-x:= (g - Py)/~.
Notemos que no depende de la representacion poligonal Py. Para verificar la continuidad basta
con ver que una vecindad de x consiste en 1-formas con alguna representacion poligonal de

29



M
]

Figura (2.12) Accién de SL(2,R) en una superficie de traslacién (en este caso un origami),
ejemplo de homeomorfismo afin y una visualizaciéon del cociclo de Kontsevich-Zorich.

la misma forma que la de x, pero con el angulo y longitud de sus lados con pequenos cambios
(vea el Ejemplo . Un ejemplo de la accién de SL(2,R) se encuentra en la Figura ,
donde obtenemos la superficie M que se obtiene de la Figura L mediante la identificacién
de sus lados opuestos. Identificamos A -1 con A - s si el lado s se identifica con 1. Vamos a
hacer uso seguido de la Figura en reiteradas ocasiones ya que ilustra varios conceptos.

Conexiones planas. La notacién y las afirmaciones hechas en esta seccion estan basadas
en [Kob87]. Consideramos un haz vectorial E sobre una variedad orientable de clase C*, . El
haz E es plano si para toda cubierta abierta {U;}ic; de Ny marcos locales sy, las funciones de
transicion gu;,u; - Su; = Su; son constantes. Un haz plano siempre tiene asociado una conexion
plana, es decir una conexién cuya curvatura es idénticamente cero. Si nos fijamos en un punto
Xo € NV, y consideramos el transporte paralelo sobre un lazo en X, entonces el transporte sélo
depende de la clase de equivalencia de homotopia del lazo. Asi, tenemos una representacién
p : m(N,x0) — GL(E,,), donde E,, es la fibra de E sobre xo. De manera equivalente, si
tenemos una representacién p : (N, xo) — GL(V), con V algin espacio vectorial, podemos
construir un haz vectorial plano sobre A. Consideramos el cubriente universal N de N y el
producto E := A/ x V. Decimos que dos elementos (x,v), (y,w) € N x V son equivalentes
si (y,w) = (v x,p(y)v) 6 (x,v) = (v -y, p(y)w) para algiin y € (N, xo). Al cociente con
esta relacién de equivalencia lo denotamos como E := A x oV, que es un haz vectorial plano.
Es conveniente pensar en una conexion plana de este ultimo modo, ya que podemos pensar
de mejor manera el transporte paralelo dado por ella. En efecto, en E el transporte paralelo
es constante, asf nos podemos fijar en algin dominio fundamental Dy en A para la accién
de (N, x0). Fijando un levantamiento de xq, digamos Xy consideremos una curva que inicie
en Xo y termine en otro dominio fundamental D;. Entonces, cuando hacemos el transporte
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Figura (2.13) Ejemplo de transporte paralelo en un cono sin el vértice. A la izquierda el
cubriente universal. El lado a se conecta se identifica con el lado b mediante una rotacion.

paralelo sobre la curva y hallamos cruzado del dominio fundamental Dy a D7, tendremos que
regresar a Dy con la accién de algin y € 7t(N,xo) y su correspondiente accién en la fibra.
Un ejemplo elemental usando el cono plano sin el vértice esta en la Figura [2.13

2.3.3. Cociclo de Kontsevich-Zorich

Ahora ya podemos construir el cociclo de Kontsevich-Zorich, que abreviaremos simple-
mente como el cociclo KZ. Para ello usaremos la definicién que da S. Filip en [Fil16].

Haz de Hodge real. Consideremos el haz trivial £ := (/2.7\/1/9 x H;(M,R), donde f/l\./\/l/g
es el cubriente universal de QM . Como hemos pretendido que QM sea una variedad,
entonces para M € QOM,, Mod(M) es el grupo fundamental de QM. De la Subseccién
usando la representacién p : Mod(M) — Sp(H; (M, R)) (Seccién definimos el Haz
de Hodge real sobre QM como £ := m X, Hi(M,R). El haz £ tiene una conexién plana
a la que se le suele llamar conexion de Gauss-Manin.

Consideremos una curva y; que conecte la identidad e con un elemento g € SL(2,R). Si
x € OMg, entonces usando la conexién plana a lo largo de la curva y¢ - x C QMg tenemos
una transformacién lineal L, g entre las fibras & y £5x. Ambas fibras son isomorfas como
espacios lineales a H;(M,R), entonces, por construccién del Haz de Hodge real, L, g €
Sp(H;(M,R)). Por lo que, tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.12 (Cociclo de Kontsevich-Zorich). El Usando la conexion plana de &, el
cociclo de Kontsevich-Zorich sobre £ es

5En realidad es més correcto trabajar en la cohomologia, pero por la dualidad de Poincaré podemos tomar
la homologia.
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G** :=SL(2,R) x OM, — Sp(Hi(M, R)),

(2.7)
(g,x) = Ligx

donde, Ly g es la transformacion lineal (como arriba) obtenida por transporte paralelo a
lo largo de una curva vy -x, conyy C SL(2,R), yo=e yvi=g.

Proposicién 2.3.13. La transformacion Ly gx no depende de la curva elegida y: € SL(2,R)
que conecta a e con g.

Demostracion. Notemos que la afirmacion es equivalente a decir que para cualquier curva
Yt € SL(2,R) con vy = y; = e, el transporte paralelo de &, a & usando ;- x es la identidad.
Como SL(2,R) es contractible a SO(2,R), podemos suponer que y; € SO(2,R),Vt € [0, 1].

Consideremos el levantamiento de y; - x en QM,, V¢ - x. El levantamiento implica haber
escogido algun representante en la clase de equivalencia de x en QO Mg, por abuso de notacién

—_——

lo seguimos llamando x. El elemento x pertenece a algin dominio fundamental de QMg por
la accién de Mod(M). La accién de y; en x, Vi - X, es por rotaciones de x para todo t. Por lo
que la accién de y; en x inicia y finaliza con exactamente la misma estructura de traslacion x.
Esto quiere decw el levantamiento Yy - x inicia y regresa al dominio fundamental donde

pertenece x en QM. O

Ejemplo 2.3.14 (Un elemento del cociclo de Kontsevich-Zorich). Usemos de nuevo la Figura
. Conectemos e con A mediante la curvcﬂ v = ALt € [0,1]. Fijemos D un dominio

fundamental de la accion de Mod(M) en QOM, donde M pertenece. Notemos que a lo largo
de la curva vy - M la homologia no cambia, solo hemos cambiado la estructura de traslacion
en M. En efecto, estamos haciendo transporte paralelo mediante la identidad en & (c.f.
Figura . Pero, M" := v, - M estda en otro dominio fundamental diferente al de M.
Las superficies M y M’ son diferentes pero son biholomorfas entre si, por lo que las dos se
identifican bajo un elemento f de Mod(M) en QMg (vea la Proposicio’n y el Ejemplo
. Dicho de otro modo, el elemento f mapea M’ de regreso al dominio fundamental D
de M. La aplicacion es a la vez un biholomorfismo f: M’ — M y un mapeo f : M — M,
cuasiconforme. El homeomorfismo cuasiconforme f actia en la homologia de M y su accion
en ella es justamente un elemento del cociclo KZ. Veamos como es f en términos de M.
Observemos que podemos cortar en las lineas punteadas en M’ y reordenar el poligono de
tal forma que tengamos la misma figura poligonal que M. Entonces, el biholomorfismo f en
términos de M, tiene la expresion local (fuera de la singularidad) f(z) = A -z+b, es decir,
tenemos un homeomorfismo afin, y en efecto una aplicacion cuasiconforme de M en M. Ast,
p(f) es un elemento del cociclo de KZ.

SEsto significa que At = (2) 21t>
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Definicién 2.3.15 (Cociclo de Kontsevich-Zorich). Al cociclo G** := G*|axqm,, con

{6 2)or)

también se le llama el cociclo de Kontsevich-Zorich. Denotamos como As un elemento de A.

La definicién anterior del cociclo de Kontsevich-Zorich es la clasica. Originalmente se
pensé asi en concordancia con la definicién de cociclos en sistemas dinamicos respecto a
flujos.

El interés de los cociclos en sistemas dinamicos es el comportamiento de ellos al infinito,
con mas precision, se busca la taza exponencial del cambio en la longitud de los vectores
tangentes conforme la dindmica avanza. Es decir, se busca saber si la cantidad

o]
tim 1108 6%%(Au, ) )| 28)
—oo t

existe para casi todo punto x respecto a una medida A—invariante p en QMg y alguna
norma en el haz £. Si el limite (2.8]) existe, entonces se le denomina exponente de Lyapunov.
Si la medida p es ergddica entonces los exponentes de Lyapunov son un nimero finito [Fil19)
y corresponden a una descomposicion medible en subhaces del haz £. Es decir las fibras son
sumas directas de subespacios, en donde para cada vector de los subespacios el limite
corresponde al exponente de Lyapunov asociado al subespacio donde vive el vector. La defini-
cién més general que hemos dado del cociclo de Kontsevich-Zorich (Definicién [2.3.12]) tiene
mucha importancia para el andlisis de las cerraduras de las SL(2,R)-6rbitas de QMg y su
monodromia; por el trabajo de Eskin-Mirzakhani y Eskin-Mirzakhani-Mohammadi [EM18;
EMM15] las cerraduras son variedades, también llamadas variedades afines. Ademés, las va-
riedades afines son el soporte de las medidas ergédicas invariantes bajo la accién de SL(2, R).

Definicién 2.3.16 (Monodromia de una variedad afin). Considere una variedada afin V o
de manera equivalente la cerradura de una SL(2,R)-érbita en QM. La monodromia de V
es el mapeo:

po @y :m(V) — Sp(Hi(M,R)). (2.9)

Donde @y : m(V) — m(QMg) = Mod(M) es la proyeccion del grupo fundamental de
V al grupo fundamental de QMg y p es como en la Seccion .

En [EFW18] hay una exposicién més explicita de la relacién entre la monodromia de una
variedad afin y el cociclo de KZ, es posible decir propiedades de las variedades afines a partir
del comportamiento del cociclo de KZ. Esta es una primera justificacion para el nombre de
monodromia de cociclo de Kontsevich-Zorich.

La relacion entre la monodromia de una variedad afin y el cociclo de KZ se vuelve méas

estrecha si consideramos el caso de la SL(2,R)-6rbita generada por una superficie de Veech
M.
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Proposiciéon 2.3.17 (Smilie). Una superficie de traslacion M es de Veech si y solo si
SL(2,R)-M es cerrada en QMg. Si M es una superficie de Veech, entonces SL(2,R)-M es
homeomorfa a Ty := SL(2,R)/SL(M). A la orbita Tam la llamamos variedad de Teichmdlleﬂ.

Para una prueba de la proposicién anterior vea [GW]. Recordemos que SL(M) es el grupo
de Veech (Definicién que también es el estabilizador de M bajo la accién de SL(2,R)
en QOMg; es un hecho que no es dificil usando la Proposicién 2.3.10] La Figura ayuda
a ver el hecho.

Eskin y Matheus [EM15] mostraron que los exponentes de Lyapunov del cocicloﬂ respecto
a la medida ergédica invariante de una variedad de Teichmiiller (la forma de volumen de Ty ),
se pueden obtener mediante productos aleatorios de matrices en po @7, (711(7m)), respecto a
una medidaﬂ. Asi, toda la discusién anterior motiva la definicion de monodromia del cociclo
de Kontsevich-Zorich.

Definicién 2.3.18 (Monodromia del cociclo de Kontsevich-Zorich bis). Si M € QM,,
llamamos la monodromia del cociclo de Kontsevich-Zorich a la imagen de la representacion
po@y:m(V)— Sp(2g,R). Donde V :=SL(2,R) - M.

La monodromia tiene espacios irreducibles, por lo que es mas sensato discutir aritme-
ticidad /delgadez en dichos espacios. Por ello, es posible hacer abusos de nomenclatura y
llamar monodromia de Kontsevich-Zorich a la restriccién de p o @y,(711(V)) en algin espacio
irreducible. Por otro lado, como Aff(M) se encaja en Mod(M) (Proposicién , si M es
superficie de Veech tenemos que p o @, (7 (Tw)) = p(Aff(M)). De este modo recuperamos
la Definiciéon de monodromia de KZ en el caso de una superficie de Veech aritmética.

2.4. Pregunta de P. Sarnak

P. Sarnak: ;Cudl es la frecuencia de los grupos delgados/aritméticos en
monodromias de KZ?

Como hemos dicho en la introduccion, la pregunta de P. Sarnak viene motivada por la
ubicuidad de grupos delgados y aritméticos en varios contextos geométricos y de teoria de
numeros. En particular, hay ejemplos de monodromias de ecuaciones diferenciales complejas
en la esfera de Riemann menos tres puntos que son delgadas o aritméticas. Primero veamos
lo que es un grupo delgado/aritmético en el sentido de P. Sarnak.

Definicién 2.4.1 (Grupo aritmético/delgado). Considere ' C GL(n,Z) un grupo discreto.
I es aritmético (resp. delgado) si tiene indice finito (resp. infinito) en ZcU(T)(Z). Donde

TA veces en la literatura se le denomina curva de Teichmiiller, sin embargo, es problematico ya que los
gebmetras algebraicos se refieren a una curva de Teichmiiller a la proyeccién de una variedad de Teichmiiller
en el méduli de superficies de Riemann.

8En este caso el cociclo no es todo SL(2,R), si no el subgrupo diagonal.

9La medida que se obtiene es un empuje de una medida en 77 (7m) bajo p; es una construccién tipo
Furstenberg.
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ZcUT) es la cerradura de Zariski de T en GL(n,R) y ZcU(T')(Z) las matrices con elementos
enteros.

Algunos ejemplos y antecedentes que motivan la pregunta de P. Sarnak:

Ejemplos 2.4.2 (Grupos aritméticos).

1. SL(n,Z). Por el Teorema de densidad de Borel (Teorema 3.2.5 de [Zim8/)]) SL(n,Z)
es Zariski denso en SL(2,R), asi el grupo con elementos enteros es él mismo. Mds en
general cualquier grupo de indice finito de SL(n,Z) es aritmético. Esto porque seria
una reticula y de nuevo se sigue por el Teorema de densidad de Borel.

2. Superficies de Veech aritméticas con monodromia de Kontsevich Zorich
aritmética. M. Méller mostrd que po(Aff(M)) es aritmético para todas las superficies
de Veech aritméticas en el caso de género M = 2. La idea esencial es mostrar que
po(Aff(M)) es una reticula. Por reticula nos referimos a un grupo discreto de un grupo
de Lie cuyo cociente tiene medida finita. La demostracion es muy técnica y requiere
bastante fundamento para poder entenderla. M. Moller nos dio permiso de poner su
prueba en el Apéndice B de nuestro trabajo en [Bon+22]. En género 3, se conocia un
unico ejemplo de un origami con monodromia de KZ aritmética, este ejemplo es debido
a P. Hubert y C. Matheus [HM19]. Recientemente M. Kany y C. Matheus [KM24)]
mostraron familias infinitas de origamis en género 4, 5 y 6 con monodromia de KZ
aritmética usando técnicas parecidas a las que aparecen en esta tesis.

3. Monodromia aritmética en los estratos. Gutiérrez Romo [Gut19] demostrd que

el grupo G = p o @om() (i (QAM(K))) (vea la Definicion es aritmético en
el sentido de P. Sarnak para cualquier componente conexa del estrato QM (k). En
particular, mostro que G es de indice finito en Sp(H1(M,Z)). La Zariski densidad se
obtiene del Teorema de densidad de Borel.

4. Singh y Venkataramana [Sinl5|] han probado que ciertos grupos de monodromia prove-
nientes de ecuaciones hipergeométricas complejas son ariméticos.

Ejemplos 2.4.3 (Grupos delgados).

1 4 0 1 : !
1. T = < <O ]> , (_] O) >, vea el Ejemplo 5 de [Kon+19].

2. Para monodromias de ecuaciones diferenciales en la esfera de Riemann menos tres
puntos, C. Bravy H. Thomas [BT14], asi como también S. Filip y C. Fougeron [FF21|
han encontrado familias de grupos delgados.
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3. Grupos delgados asociados a superficies de Veech no aritméticas. Agradece-
mos a C. Fougeron por explicarnos el siguiente argumento. Consideremos una superficie
de Veech no aritmética M de género g y K el campo generado por las trazas de todas
las matrices de SL(M). Hay una manera natural de considerar a SL(M) como grupo
delgado pero como subgrupo de productos de SL(2,R) como sigue. De acuerdo a Mec-
Mullen, K es una extension algebraica de grado d < g [McMO0S5]. De modo que, SL(M)
naturalmente estd en SL(Ok), donde Ok es el anillo de enteros de K. Por la Propo-

d
sicion 5.5.8 de [Mor15] el mapeo A : SL(Ox) — []SL(2,R), A(g) — (g, ..., 04(g))

i=1
es un encaje. Las transformaciones de Galois oy son los diferentes encajes de K a C;

como K es totalmente real (McMO05], 0i(K) C R para todo oy. Asi, si A(SL(M)) fue-
se una reticula de A(SL(Ox)) tendria que ser irreducible pues A(SL(Ox)) lo es. Pero
SL(M) es una reticula en SL(2,R), por lo que es una proyeccion discreta en la prime-
ra entrada, contradiccion. Segun M. Mdller [Mol06] la anterior discusion es del grupo
A(SL(M)) = p(Aff(M))!WEl con W un cierto subhaz plano de E|r,. Notemos que he-
mos cambiado un poco la definicion de P. Sarnak, en vez de considerar matrices con
elementos enteros, las consideramos con numeros algebraicos como elementos.

Recientemente S. Filip |Fil22] logré colocar a los grupos aritméticos y delgados en los
Ejemplos y en un contexto més amplio y clasificarlos.

Ademas de los trabajos mencionados y el nuestro no se conoce si hay monodromias
aritméticas/delgadas para otras variedades afines.

Familias de origamis en el Teorema

Comenzaremos a describir las familias de origamis que nos interesan. Como la suma
del orden de ceros de una 1-forma holomorfa debe dar 2g — 2, el género quedara claro si
hacemos el abuso de notacion y sélo especificamos k = 4. Las familias que consideraremos
viven en una componente conexa del estrato QM3(4) denominada QM34(4) (vea [KZ03|).
Por la Proposicién 2.4 de [MMY 14| el homomorfismo D definido en es una inyeccion,
en particular no hay automorfismos afines, excepto la identidad. Por lo que, la variedad de
Teichmiiller (vea la Proposicién generada por una superficie de Veech en QM;3(4) es
en verdad una variedad. Las familias de origamis consideradas son del trabajo de C. Matheus,
M. Méller y JC. Yoccoz [MMY14]. Cada una de ellas se puede describir como en la Figura
214

Las familias de origamis que consideramos tienen la forma prototipo como se muestra en
la Figura [2.14] Donde los parametros H;, Hy, H3 y Vi, V,, V3 varian de acuerdo a la Tabla
2.1} N es el nimero de cuadrados y los lados opuestos se identifican usando traslaciones.

Denotamos a las familias de origamis como Fy, cada elemento de Fy es un origami con
un numero de cuadrados N y que tiene una representacién poligonal como en la Figura

10T¢cnicamente es vélido en una variedad que es cubierta finita de Tm.
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Vi

H;

H,

V,
Figura (2.14) Prototipo de origamis primitivos en H°%4(4)

N H;, H, H; Vi V, V3
3n+8 1 2 1 1 2 3n
3n+10 1 3 1 1 2 3n
3n+12 1 4 1 1 2 3n
6n+13 2 4 1 1 2 6n
6n+14 2 3 1 1 2 6n
6n+17 2 6 1 1 2 6n
6n+18 2 5 1 1 2 6n+3
6n+21 2 8 1 1 2 6n
6n+22 2 7 1 1 2 6n+3

Tabla (2.1) Numero de cuadrados para distintas familias de origamis, variando parametros.

Las familias que consideraremos son Finig, Fins10y Fant12y Fentls, Font18y Feni22- En
la demostracién se vera cuales son las subfamilias de origamis para los cuales logramos
demostrar monodromia de K7 aritmética.

Por la Seccién y la Proposicién las familias Fy, indexan variedades de
Teichmiiller. Asi, podemos formular el Teorema [2| de la siguiente manera:

Teorema 2.4.4. Toda familia Fn con N € {3n+8,3n+10,3n+12,6n+14,6n+18, 6n+22},
tiene una subfamilia FY, tal que para cada M € F{ la variedad de Teichmiiller Ty tiene mo-
nodromia de KZ aritmética. En particular, po(Aff(M)) es una reticula en Sp(Hgo)(M,R)).

Damos una respuesta parcial a la pregunta de P. Sarnak mediante el teorema anterior.

En la demostracion del Teorema [2.4.4] o Teorema [2| no utilizaremos la homologia con
coeficientes en R, si no utilizaremos la homologia con coeficientes en Q. Esto es porque
la escision de Hi(M,R) = H; (M, R)** P Hgo)(M,R), cuando M es un origami, también se
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respeta con coeficientes en Q gracias al trabajo de M. Moller [Mol06|. El beneficio es que
podemos usar con tranquilidad el Teorema [2.5.1]

2.5. Herramientas de Grupos Algebraicos.

Ahora procederemos a enunciar algunos fundamentos de la teoria de grupos algebraicos
que necesitamos para demostrar el Teorema 2]

El ingrediente principal para demostrar la aritmeticidad de las familias es el siguiente
teorema de Singh-Venkataramana.

Teorema 2.5.1 (Teorema 1.2 en [SV14])). Supongamos que Q es una forma simpléctica
no degenerada en Q* que toma valores enteros en la reticula Z*9. Supongamos también que
I' C Sp(2g9,7Z) es Zariski-denso en Sp(2g9,Q) y que contiene tres transvecciones Cq, Cy, C3
(i.e. Ci(x) = x 4+ A(x)vi, para un funcional A y un vector fijo vi) tales que Q(vi,vj) # 0
para algin i, j y

(Ci - Id)<€], €2, €3, e4>Z = Zvi-

Supongamos que V = (vi,Vv,,v3) tiene dimension tres y que el grupo generado por las res-
tricciones de Ci en V tiene un elemento no trivial del radical unipotente de Sp(V). Entonces
I" es de indice finito.

Para poder aplicar el teorema anterior primero necesitamos saber cual es la cerradura de
Zariski de la monodromia, para ello necesitamos una definiciéon técnica.

Definicién 2.5.2 (Matriz Galois-pinching, Definicién 4.1 en [MMY 14]). Una matriz simplécti-
ca A con coeficientes enteros es Galois-pinching si el polinomio caracteristico de A es irre-
ducible sobre Q, sus raices son reales y st su grupo de Galoiﬂ es el mazrimo posible.

Nota 2.5.3. El anterior criterio es un ingrediente para establecer la Zariski densidad de
po(Aff(M)). C. Matheus, M. Méller y JC. Yoccoz ya han verificado por nosotros que siempre
hay un elemento Galois-pinching en po(Aff(M)) para las familias de origamis que conside-
raremos cuando el nimero de cuadrados es grande. Vea la Seccion 6 y 7 de [MMY14)], en
particular la Proposicion 7.5.

El siguiente criterio muy general debido a Prasad-Rapinchuk ([Riv15], Teorema 1.5) nos
ayudara a determinar la Zariski densidad de las monodromias de los origamis, que adaptado
a nuestro contexto versa asi:

Teorema 2.5.4. SiT" C G = Sp(2n,Q), v1, V2 € G son tales que y; es Galois-pinching
Y Y2 tiene orden infinito tal que no conmuta con yy. Entonces Zcl({y1,v2)) = Sp(2n,Q) ¢
SL(2,Q)™ para algin m € N.

1Nos referimos al grupo de Galois del polinomio caracteristico.
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2.6. Radical unipotente de Sp(V).

Recordamos que el radical de un grupo de Lie es el subgrupo que se obtiene de considerar
la subalgebra de Lie maximal soluble. El radical unipotente es la colecciéon de elementos
unipotentes del radical [Kna95|.

En el enunciado del Teorema tenemos un espacio vectorial de dimensién tres que
hereda una forma simpléctica degenerada, entonces tenemos que existe un elemento, al que
llamamos aniquilador, e, cuyo complemento ortogonal es V. Asi, podemos calcular la forma
de Sp(V) usando la base e, vy,v,. Entonces

Sp(V) = (g g) A€ Q\ {0}, X € Q@ BeSL(Q)

Cuyo radical es

R(SP(V)) = (2 T):Ae@\mth@z

y su radical unipotente es

U(Sp(V)) = (; T):XGQZ

2.6.1. Transvecciones

Un punto importante para aplicar el Teorema [2.5.1| son las transvecciones. Recordemos
que una transveccién de un espacio vectorial V es una transformacion lineal T:V — V| con
T(x) =1id + A(x)v. Donde, v es algiun vector en V y A un funcional.

Para encontrar transvecciones en origamis necesitamos considerar lo siguiente. Denotamos
como 0 una direccién del flujo geodésico de un origami. Si esta direccién descompone al
origami en dos cilindros (recordemos que un cilindro es un encaje isométrico en una superficie
de traslacion de un cilindro euclidiano, tal que sus bordes son geodésicas que unen puntos
singulares), entonces tenemos dos curvas, y; y Y2, las almas de los cilindros (recordemos
que es una curva cerrada que une los lados identificados de un cilindro). Las almas son
linealmente independientes en su clase de homologia ya que estamos en QM3(4) [MMY14].
Denotemos w; y w; el médulo de los cilindros, entonces por ser origamis tenemos que

k
b_x € Q, Lad] irreducible. (2.10)

Wk V5}

’ . . k k ’ .
Asi, el multigiro D = TJ1 o T/2 es un homeomorfismo afin, recordemos el Ejemplo [2.2.11}
Hay una forma sencilla de obtener los coeficientes k; y k;. Primero notemos que las longitudes
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de las imégenes de p(y2) y p(y1) son iguales respecto a la métrica plana del toro. Denotamos
a la longitud como [w|. Los nimeros enteros f; := wy/[w| y f; := w,/|w| son las longitudes
combinatorias de y; y 2, respectivamente, que se pueden interpretar como las veces que y;
recorre a p(yi). A también lo podemos escribir de la siguiente forma:

fih,  wihy  kp
fzh] a th] a k] )

Como el anterior cociente estd en QQ, entonces podemos tomar el cociente irreducible de
las alturas h,/hy, cz/c1, que también pertenece a Q. Asi,

f] Co k,z
— =, 2.11
foer Ky (2.11)

Si med(ficy, foc1) = 1, entonces, k; = fic; y ki = f2¢4. Si no, entonces k; es el numerador
y k; el denominador del cociente irreducible de (2.11]). La accién del homeomorfismo afin D
en H; (M, Q) es

p(D) =Id+ k1 Q(-, v1)v1 + k2 Q[+, v2)v2, (2.12)

donde Q(x,y) es la interseccién algebraica entre x e y.

Proposicién 2.6.1. La accion del multigiro de Dehn afin D restringida a Hgo)(M,Q), i.e.
po(D) es una transveccion.

Demostracion. Como po(D)(B) € Hgo)(M, Q) para todo P € Hgo)(M,Q), entonces,

De lo anterior y de ([2.12]) tenemos que

k2Q(B,v2) J w = —k1Q(B,v1) J w.

Y1

Pero

Jw

Y2 W2

T ... T T

Jw w

Y1
asi

—wyk,

Po(D)(B) =B + Q(Byv2)v1 + ke Q(B,v2)v2

—kih
=B+ ( h]1 2% +kov2)Q(B,v2).
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De la anterior igualdad se sigue que

kic
X:= kz‘)/z — %‘)/1 (213)
1
pertenece a Hgo)(M, Q). Entonces,
po(D) = 1d + Q(+,v2)X, (2.14)
que en efecto es una transveccion. ]

2.7. Demostracion del Teorema

En esta seccién demostramos el Teorema [2| (formulado de otra manera en el Teorema
2.4.4), primero estableceremos la Zariski densidad de las familias Fy, para N suficientemente
grande. Para esto usamos tres criterios, las proposiciones 4.3 y 7.5 de [MMY14] y el Teorema
[2.5.4 Una vez establecida la Zariski densidad de las familias Fy, procederemos a establecer
la aritmeticidad de la monodromia de KZ para subfamilias de Fy usando el Teorema [2.5.1]
En la Seccion explicamos como implementar el Teorema [2.5.1]

Zariski densidad de las familias
La Zariski densidad la tenemos garantizada gracias a la Proposicién 4.3 de [MMY14]:

Proposicién 2.7.1. Consideremos dos matrices simplécticas A y B. Supongamos que A es
Galois-pinching y B es una matriz unipotente distinta de la identidad. St A y B tienen un
subespacio propio invariante entonces (B — Id)R?9 es un subespacio lagrangiano de R* (i.e.
su complemento ortogonal es el mismo).

Con esta proposicion probamos el siguiente Lema:

Lema 2.7.2. Si N es suficientemente grande las familias Fn de la tabla tienen mo-
nodromia de KZ Zariski densa, i.e. la cerradura de Zariski para su monodromia de KZ es
Sp(HY” (M, R)).

Demostracion. Por la Proposicion 7.5 de [MMY14] las familias Fy tienen un elemento Galois-
pinching, Ay, para N suficientemente grande. Por la Proposicién 7.3 en [MMY14] todos los
origamis en JFy tienen una descomposicién en 2 cilindros que induce un multigiro, por lo
tanto una transveccién cuando se restringe a Hgo)(M, Q). Tomemos cualquier transveccion
Bn. Si Gy = Zcl({Bn, An)) es isomorfo a SL(2,Q) x SL(2,Q), entonces Ax y By tendrian
un subespacio en comun en HEO)(M, Q), en particular en Hgo)(M,]R). Como tenemos un es-
pacio vectorial real simpléctico V, entonces, por la Proposicién tenemos que si una
matriz Galois-pinching y una matriz unipotente B comparten un subespacio invariante, en-
tonces, (B—1d)V es lagrangiano. Pero (By —Id)H%O) (M, R) es unidimensional, contradiccion.
Entonces, por el Teorema se tiene que Gy = Sp(H;(M, Q)). H
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Aplicacion del criterio de Singh-Venkataramana

Como nos interesa saber como actia un homeomorfismo afin D en Hgo)(M,Q) es con-
veniente tener una base para este subespacio; ésta se puede obtener a partir de una base
de H; (M, Q), por ejemplo la que consiste en las almas de los cilindros horizontales y verti-
cales. Llamémosles o7, 02, 03, &1, &2, €3, se pueden observar en la Figura La base para
Hgo)(M, Q) que utilizaremos es:

ep=0,— V301, e=03—207, es=& —(1+H)E v ea=8—(1+Hy)&. (2.15)

Con las bases que elegimos de Hy (M, Q) y HS‘” (M, Q) se puede calcular de manera sencilla
po(D) junto con la informacién de las intersecciones entre la base de H;(M, Q) y las almas
de la direccion 0.

Pasos para implementar el criterio de Singh-Venkataramana

1. Necesitamos tres direcciones 07, 0, y 03 que descompongan en dos cilindros a M (re-
cordemos la Definicién . Las almas de ellos las denotamos como «;, &, para 0,
B1, B2 para 0;, finalmente como y; y y; para 03. Los multigiros en las respectivas al-
mas dan homeomorfismo afines que denotaremos como Dy, D, D3, para las direcciones
01,0, y 03, respectivamente. Por abuso de notacién nos referiremos a po(D;) como Dj.
De acuerdo a la demostracion de la Proposicion paso , las transvecciones
D; tienen asociado algin elemento X; en Hgo)(M,Q). Para calcular las k; necesarias
para obtener a X, nos guiamos por ; las obtenemos de la longitud combinatoria
y la razén de las alturas de las respectivas almas.

2. Con los datos de las intersecciones algebraicas entre la base {0y, &} v las almas de
los cilindros podemos obtener mediante operaciones de algebra lineal los coeficientes
de X; en términos de la base {e;}. Con ello podemos saber si el subespacio vectorial
generado por las Xj, i.e. V = (Xj, Xz, X3) es de dimensién 3. Por el paso anterior también
verificamos si (D; — Id)(er, ez, €3, e4)7 = ZX;. Otra aplicacién mas de operaciones de
algebra lineal nos permite saber el aniquilador e € V (recordemos la Seccién .

3. El paso anterior también permite ver alguna pareja X, Xj, 1 # j que cumple que
Q(Xi, X;) # 0. Escribimos las matrices de Dy, D, y D3, en términos de la base X, Xj, e
y las denotamos como Aj, A; v Ajs, respectivamente. Con las matrices A; encontramos
alguna palabra no trivial que esté en el radical unipotente de Sp(V) (vea la Seccién
. Este paso es de las partes mas dificiles para probar el Teorema ya que, involucra
un problema de pertenencia en SL(3,Z). Por lo que, este paso es totalmente heuristico.
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Aritmeticidad de una subfamilia de F3,.g

Paso (1). Esta familia tiene como prototipo la Figura [2.15 Para ella consideramos la
base para Hﬁ‘” (M, Q) dada por los elementos

ej =0y — (-3n+3)oy, e =o03— 20,

es=§&6—28 y e =& —3&,.

(O

02

& &

03

&3
Figura (2.15) Familia F3,4s.

Para esta familia consideramos la descomposicién en dos cilindros en las direcciones (1, 2),

Denotamos como o v &, a las almas de los cilindros para la 2-descomposicion en la
direccién (1,2). La longitud combinatoria de o; es 3n 47 y la de «; es 1. Por otro lado el
cociente irreducible ¢; /¢y = 1/1, por lo que el elemento en Hgo) (M,Q) es X3 = (3n+7)o—y.
El multigiro asociado es D7 = I1d+ Q(-, 1) og + (3n+7)Q(+, &) etp. En la Figura estéa
la 2-descomposicién en cilindros para esta direccion.

Para la direccién (—1,2) denotamos como 1 y , a las almas de los cilindros para la
respectiva 2-descomposicion. Tienen longitudes combinatorias 3n + 7 y 1 respectivamente.
El cociente irreducible entre las alturas de los cilindros es ¢;/¢; = 1/1. De tal forma que
el elemento en Hgo)(M,Q) es X; = (3n + 7)B2 — B1. El multigiro asociado es D, = Id +
QBB+ Bn+7)Q(+,B2)B2. En la Figura podemos apreciar la 2-descomposicién.

Finalmente para la direccién (1,3) denotamos como y; y y; a las almas para la corres-
pondiente 2-descomposicién. Tienen longitudes combinatorias 3n + 4 y 2 respectivamente.
El cociente respectivo entre las alturas de los cilindros es c;/c; = 2/1. Asi, el elemento en
Hgo)(M, Q) es X3 = (3n+4)y, — 2y;. El multigiro asociado es D3 = Id+ Q(+,y1)y1 + (3n+
4)Q(-,v2)Y2- Enla Figura apreciamos la 2-descomposicién. Los datos para obtener los
multigiros estdn resumidos en la tabla 2.3

Con esto el paso (1) estd completo.

Paso (2). Nos ayudaremos de la matriz simpléctica O, con respecto a la base {0y, &;}:
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e QAN -2 NI e-

Iz

g z

——— 1, 7,
4 4

3n 3n 3n

(a) (b) (c)
Figura (2.16) Descomposicién en cilindros en las direcciones (1,2), (—1,2) y (1,3) de un
origami en Fz,.s. Aqui, &1, B1 v Y1 son las almas de los cilindros blancos en su respectiva
descomposicién.

0O 0 0 1T 00O
O 0 0 1T 11
O 0 0 0 01
0= -1 -1 0 0 00 (2.16)
0O -1 0 000
O -1 -1 0 00
De tal forma que Q(x,y) = x'Oy, para x,y € H;(M, Q).
Los datos de interseccion entre la base de Hi(M, Q) y las almas estan presentadas en la
tabla 2.2
Q| o || B B2l v1 | V2
(o 1 1 1 1 3 0
oo |en+5] 1 |6en+5| 1 |[In+5| 2
03 4 0 4 0 2 2
e -1 -1 1 1 -2 0
6 -1 0 1 0 -1 0
G3 -3 0 3 0 -1 -1

Tabla (2.2) Intersecciones algebraicas entre la base de la homologia y las almas de los
cilindros.

04 02 03
Cq 1 1 1
C 1 1 2
f; | 3n+7 | 3n+7 | 3n+4
1, 1 1 2
kq 1 1 1
k; | 3n+7 | 3n+7 | 3n+4

Tabla (2.3) Datos para los multigiros en las direcciones 01, 0,, 03 para los origamis en Fip s
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Con esta informaciéon podemos obtener como X;,X; y X3 se escriben en términos de la
base {03, &;} v en términos de la base {e;}, simplemente resolviendo las ecuaciones lineales

1) y @19

Nota 2.7.3. En el Apéndice mostramos un programa documentado para el caso de la familia
Finss que nos ayuda a resolver las ecuaciones de /flgebm lineal que naturalmente aparecen
en la implementacion del Teorema |2.5.1. Este mismo programa nos ayuda para las otras
familias solo hay que cambiar los datos de entrada. Los datos de entrada que mecesita el
programa son los siguientes:

1. las diferentes longitudes combinatorias de las almas de los cilindros obtenidos de las
descomposiciones en direcciones 01, 0,, 03,

2. la razon irreducible c;/cq de los cilindros,
3. los coeficientes de la base {ei} en términos de la base {0y, &} y

4. los datos de interseccion de las almas con la base escogida de la homologia.

El programa arroja las expresiones (2.19), (2.20), (2.21), (2.29), (2.23). También arroja
las intersecciones algebraicas entre las X; y expresiones del tipo de . Con la anterior
informacion se decide qué base utilizar del espacio tres dimensional requerido en el Teorema

y asi obtener la expresion (2.25).

Veamos como se hace esto paso por paso. Primero se calculan los coeficientes de las almas
en términos de la base {0y, &;}. Escribiendo n = Ajo7 + A207 + A303 + A&1 + A& + Aeés,
donde 1 es algin alma de algin cilindro, entonces, podemos obtener los coeficientes Ai,1 €
{1,2,3,4,5,6} a partir del siguiente sistema de ecuaciones lineales:

[Q(ﬂ> 61)) Q(n) 0-2)» Q(T]» G3)> Q(ﬂ> EJ )» Q(ﬂ’ EZ)) Q(ﬂ, 53)] = Oﬂ (2'17)

Con los datos introducidos por el usuario también podemos saber las intersecciones alge-
braicas Q) (e;, €;). De este modo podemos saber cémo se escriben los elementos X; en términos
de {e;}. Se resuelven los siguientes sistemas de ecuaciones lineales para A, 1 € {1,2,3,4}:

Q(Xi, Cj) = }\11 Q(€1, ej) + 7\12_()(62, ej) + 7\13_(1(63, ej) + 7\14_()(64, ej). (2.18)

Asi, Xq, X3, X5 se escriben en términos de e; como:

Xy =—e;—2e;+ (3n+ 6)e; — 4dey,
X;=er1+2e;+(3n+6)e3—4des y (2.19)
X3 =—2e;+ (3n+4)e; — 6e; + (6n + 4)ey.
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Con los datos de las longitudes combinatorias y los ¢, y ¢y, el programa puede computar
los multigiros que actiian en e; como :

Di(er) = e+ (-3n—-2)X;, Di(er) =e;—2X;, Diles) =e3—X;, Diles) = es, (2.20)

Di(e1) = e+ (—3n—2)X;, Di(es) =e2—2X;, Dale;) =es+Xy, Dales) =esq, (2.21)

Dg(@]) =€ +2X3, Dg(ez) =€ —|—2X3, Dg(eg) =€ y D3(€4) =€ —X3. (222)

De aqui podemos comprobar que el paso (2) se cumple.
Paso (3). Finalmente hay que calcular el elemento aniquilador, para ello resolvemos el
sistema de ecuaciones lineales Q(e, X;) = Q(e, X;) = Q(e, X3) = 0. De donde, un elemento

aniquilador tiene la forma:
e =5X; + X2+ (3n+ 6)X;. (2.23)

El programa nos devuelve e/5, pero simplemente escogemos e, para evitar coeficientes
racionales.

El programa computa también las diferentes intersecciones algebraicas entre parejas de
X; v vemos que Q(Xj,X3) = —6n — 16. Entonces, escogemos la base X;, X3, e para V. La
accion de las transvecciones en esta base queda como:

D (X3) = X3 42Xy,

(2.24)
D3(X) = X5 — 2X3,

D,(X)) = (30 +2) + 1)X; +18(n+2)*X3 —6(n+2)e y

(2.25)
D, (X3) = —50X; + (30(n +2) + 1))X; — 10e.

La forma de las matrices de las transvecciones en términos de la base Xj, X3, e queda

como:
120 1 00
Ar=10o 1 0], As=1-210]| v
0 01 0 0 1
—30(m+2)+1 —50 0
18(n + 2)? 30mn+2)+1 0
6(n+2) 10 1
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El problema de encontrar una palabra en el radical unipotente es un problema
de pertenencia en SL(3,7Z). Sin embargo, al ser este un problema del cual no
se sabe si es decidible [Don23| nos encontramos con un problema altamente
no trivial. Por lo tanto, tenemos que hacer un sacrificio, por lo que consideramos una
progresion artimética en el nimero de cuadrados donde una palabra pueda ser sencilla de
obtener. Consideramos n = 10k — 2, con k € N de tal forma que obtenemos la siguiente
palabra:

AgkAzAkaTZS

que es un elemento no trivial del radical unipotente de Sp(V). Por lo tanto, podemos concluir
que para la familia F3..5, la subfamilia Fg 2 tiene origamis con monodromia aritmética
para k grande.

Aritmeticidad de una subfamilia de F3,. 0.

Para evitar repeticiones innecesarias resumiremos los datos que necesita el programa para
verificar los pasos (1) y (2) en forma de tablas. El paso (3) se hace de manera heuristica
para encontrar al elemento en el radical unipotente. Recordemos que usamos la base
del espacio Hgo)(M, R) para los calculos.

Paso (1). Para poder obtener descomposiciones en dos cilindros consideramos la sub-
familia dada por n = 2k — 1. Asi la descomposiciones en cilindros en las direcciones 6; =
(2,1),0, = (—2,1) y 05 = (1,1) se observan en las Figuras[2.17a} [2.17b|y[2.17¢, De las figuras
mencionadas obtenemos toda la informacion que necesitamos. En la Tabla (A) mostra-

mos los datos de interseccion entre la base de la homologia y las almas de los respectivos
cilindros. La primera linea corresponde a la direcciones 6;. En la Tabla[2.4] (B) mostramos las
longitudes combinatorias, las ¢; y las k;. Con estos datos obtenemos a los vectores {X7, Xz, X3}
en términos de &y, ..., Y2 y también a los multigiros de Dehn correspondientes.

Paso (2). Las primeras tres lineas de la Tabla [2.5 muestran los coeficientes X; en térmi-
nos de la base {e;} de H%O](M,R). Necesitamos saber cémo es la accién de las respectivas
transvecciones Dy, D, and D3 respecto de la base {ei}, i.e., Di(ej) = ej+1i;X;. Los elementos
de las tltimas tres lineas de la tabla [2.5] muestran los 1y;’s. De los datos y del programa
también podemos saber que Q(X;,X3) # 0.

Paso (3). Usando la Tabla (A) obtenemos el elemento aniquilador e que esta en
la segunda linea de la Tabla Escribimos la accién de las transvecciones en términos de
la base {Xi, X3, e}. Estos datos estdn en las dos primeras lineas de la Tabla . Podemos
computar las correspondientes matrices Ay, A, y Az. Consideramos una subfamilia de la
subfamilia anterior con k = 21l — 1. Asi, el elemento no trivial en el radical unipotente de
Sp(W) es ALALATIA”.

Para las demads familias solo mostraremos las tablas ya que es esencialmente lo mismo.
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01| (2,1) [ 02 ] (=2,1)| O3] (1,1)
Q x| x| P B2 Yi Y2 O 02 0
ol 0| 1 |0 1 1 0 a1 1 1
oy |3k | 3k |3k| 3k |e6k—1]1 2 1 1 1
o | 1] 1 |1 ] ) . f, | 3k+4|3k+4]|6kt3
C] -1 -3 1 3 ) 0 fz 3k+5 3k+5 4
Gl -1] -1 1 1 -1 0 ki | 3k+5|3k+5 4
Glal 4 |4 4 o5 | ky | 3k+4 | 3k+4|6k+3
b
(@) (b)

Tabla (2.4) Para la familia F3n10: En (A): las intersecciones algebraicas de las almas en las
direcciones {01, 0,, 05} y los elementos en la base {0y, &;}. En (B): Longitudes combinatorias
y coeficientes ¢; en las direcciones {07, 0,, 03}.

(4] (%) €3 (1
Xy -1 -3 3k+3 -1
X2 1 3 3k+3 -1
Xs | -4 | 12k+2 -4 ok — 1
D; | =3k -1 -1 0
D, | =3k -1 1 0
D3 1 1 0 -2

Tabla (2.5) Coeficientes de X; en términos de la base de Hgo)(M,Q) y coeficientes de la
accion de las transvecciones en la familia F3,10.

X] X3
Dy X X3 + 2X;4
D, (—=18(k+ 1)+ 1)X; —18(k + 12Xz +6(k+1)e | 18X; + (18(k+1) +1))X3 — 6e
D3 X] —2X3 Xg
Annihilator e=3X;+Xa+3(k+1)X;
Word k=21—1,AJAA A Y

Tabla (2.6) Accién de las transvecciones en términos de la base Xj, X3,e y elemento no
trivial en Sp(W) para la familia F3,10.
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/// 272 /;: /// > y N”,, § a 272 > § 2 272 /:;2 77
6k—3 Ek 6k—3 L 6k —3
(a) (b) (c)

Figura (2.17) Descomposicién en cilindros en las direcciones (2,1), (—=2,1) y (1,1) de ori-
gamis en Fini10. Aqui &, 32 and y; son las almas de los cilindros blancos.

79



Aritmeticidad de una subfamilia de F3,.12

Consideramos la subfamilia dada por n = 2k — 1 de tal forma que las direcciones 07,
0, y 0, nos den descomposiciones en dos cilindros. Al final consideramos otra subfamilia
con k = 36l — 1 para encontrar una palabra apropiada en términos de A;, A, v As. Las
descomposiciones en cilindros se encuentran en las Figuras [2.18a] 2.180] y 2.18¢, de ellas
obtenemos las Tablas 2.7 2.8 y

Q x| o B 32 Y1 Y2 0 02 03
o | 1| 0 1 1 5 0 ¢ 1 1 1
o [3k| 3k [12k—1] 1 [30k—8 | 2 | 1 1 4
ol 1] 1 4 0 5 5 f; | 3k+5|6k+8| 6k+1
G -3 -1 a1 |1 2 o f|3k+41 1 2
o1 1 0 1 0 ki |3k +4 | 6k+8 1
C3 _5 _5 _5 O -1 _1 kz 3k—|—5 6k—|— 8 2(6k—|— ])
() (b)

Tabla (2.7) Intersecciones algebraicas entre las almas y la base {0y, &;}. y datos para los
multigiros para la familia F3,41;.

.

- S WIS IS - ST

|2
——— ———— | 77
77 7

6k—3 [k 6k —3 6k 3
7 #ﬂé

7
7
7
z

(a) (b) (c)
Figura (2.18) Descomposicién en cilindros en las direcciones (2,1), (1,2) y (1,5) de los

origamis en Fizn12. Aqui o, 31y y7 son las almas de los cilindros blancos en la respectiva
descomposicién.
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€1 €2 €3 €4
X; 1 4 —(3k +4) 1
X3 -1 -4 o6k + 7 -4
X3 -4 2(6k+1) -20 24k — 4
D, 3k 1 1 0
D, | —6k+1 -2 -1 0
D3 2 2 0 -1

Tabla (2.8) Coeficientes de X; en términos de la base de Hgo)(M,@) y coeficientes de la

accion de las transvecciones en la familia F3,.12.

Xz X3
—9(k+1 -3 2k +1
D; ((TH +1)X; + 7(k+ 1)2X3 —3(k+1)e | 27X, + ( et 1) +1)X; —18e
D, X3 X3+ 12X,
D; X2 — 6X;5 X3
3 k+1
Annihilator e=X;+ EXZ + (%)Xg
Word k=361—1,ALAPPASIAY
Tabla (2.9) Accién de las transvecciones en términos de la base X;, X3, e y elemento no

trivial en Sp(W) para la familia F3,1;.
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Aritmeticidad de una subfamilia de Fg, 14

Las descomposiciones en cilindros para esta familia estd en las Figuras [2.19al, y
2.19¢, De las descomposiciones en dos cilindros obtenemos las Tablas y Aqui solo

consideramos una subfamilia para encontrar una palabra apropiada en términos de A;, A,
y As. Esta indicado en la Tabla

o o | B B2 Y1 Y2
04 0 1 0 1 0 1
o | 3n+3|3n+3| 1 |6en+5|3n+3|3n+3
03 1 1 1 1 1 1
G 1 5 0 -3 -1 -5
(7 1 1 0 -1 -1 -1
(3 4 4 2 -2 -4 -4
(a)

04 02 03

Cq 1 1 1

C2 1 1 1

fi | 3n+6 4 n+6
f | n+8|6n+10| 3n+38
ki|3n+8| 3n+5 | 3n+8
k| 3n+6 2 n+6

(b)
Tabla (2.10) Intersecciones algebraicas entre las almas y la base {0}, &;}. y datos para los
multigiros para la familia Fg,114.

e N
= N

Ao-¢ 0~ ¢ 7 R 0- ¢
Sp—— 7 St |/ 77 S p—
n+3 f 6n+3 A n+3
(a) (b) ()

Figura (2.19) Descomposicion en cilindros en las direcciones (2,1), (1,1) y (=2, 1) de origa-
mis en Fgni14. Aqui g, 2 v Y2 son las almas de los cilindros en la respectiva descomposicién.
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Tabla (2.11)

(4] () €3 €4
X] 2 6 3TL+ 6 -2
X, 2 —6n+8)| 2 | —(Bn+3)
X3 -2 -6 Nn+6 -2
D, | —(3n+3) 1 2 0
D, -1 -1 0 2
Ds; | —(3n+3) -1 -2 0

Coeficientes de X; en términos de la base de Hgo)(M,Q) y coeficientes de la

accion de las transvecciones en la familia Fg,14.

X2 X3
D; (14+36(m+2))X; —18X3 +6e | 36(n+2)°Xs + (1 —36(M +2))X;3 +12(n+2)e
D, X, X3 +4X;
D; X5 —2X3 X3
Annihilator e=X;—(en+12)X; +3X3
Word n =2k —2,A5A1AFAL7

Tabla (2.12)

Accién de las transvecciones en términos de la base X;, X3, e y elemento no

trivial en Sp(W) para la familia Feg, 4.
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Aritmeticidad de una subfamilia de Fg. 3.

La descomposicién en cilindros para esta familia estd en las Figuras[2.20al, [2.20b] y 2.20d
De la descomposicién obtenemos las Tablas y Aqui solo consideramos una subfa-
milia para encontrar una palabra apropiada en términos de A;, A; v As. Estd indicado en

la Tabla 2. 151
6, || (2,1) 0 || (1,1) [ O3] (—T1,1)
Q
% o« | B B2 |7 Y2 6 0, 03
(o 0 1 0 1 0 1 C 1 1 1
02 |3n+3|3n+3| 1 |6n+5|1|6n+5 C2 1 1 1
03 1 1 1 1 1 1 fi | 3n+8 6 6
G 1 5 0 -3 0 3 f(3n+10{6n+12|6n+12
G2 1 1 0 -1 0 1 ki |3n+10| n+2 n+2
G 6 6 -3 -3 3 3 ky| 3n+8 1 1

Tabla (2.13)

(a)

multigiros para la familia Fg, 5.

€ ) €3 €4
X 2 10 In+38 -2
X3 1 —(3n+4) 1 —(n+1)
X3 -1 n+4 1 —(TL+ ])
D; | —(3n+3) -1 2 0
D, -1 -1 0 3
D3 -1 -1 0 -3

Intersecciones algebraicas entre las almas y la base {0y, &;}. v datos para los

Tabla (2.14) Coeficientes de X; en términos de la base de HSO)(M, Q) y coeficientes de la
accion de las transvecciones en la familia Fg, 3.
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X] X3
Dy X X3+ X
D, (1+18(m+1))X; —54X; —18e | 6(n+1)°X; + (1 —18(n+1))X; —6(n+1)e
D3 X] - 6X3 X3
Annihilator e=(Mn+1)X; +X; —3X;
Word n =3k —1,AFAAFASY

Tabla (2.15) Accién de las transvecciones en términos de la base X, X3, e y elemento no
trivial en Sp(W) para la familia Fg, 3.

D a— // D a— 2, D a—
n+3 n+3 Rk on +3
(a) (b) (c)

Figura (2.20) Descomposicion en cilindros en la familia (2,1) (—1,1) y (1,1) de origamis en
Fonr1s- Aqui oz, B2 ¥ Y2 son las almas de los cilindros blancos en la respectiva descomposicion.
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Aritmeticidad de una subfamilia de Fg, 2

La descomposicion en cilindros para esta familia estd en las Figuras [2.21al 2.215] y 2.21d
De aqui obtenemos las Tablas 2.16, 2.17 v 2.18

01| (2,1) 0, || (1,1) | 03] (—T1,1)
Q o o) B B |V Y2 O 02 O3
o | 0 1 0 1 0 1 € 1 1 1
o, |3n+3|3n+3| 1 |6n+5]1|6n+5 €2 1 1 1
ol 1 | | | ) | f; | 3n+10 8 8
g 1 5 0 3 0 3 fh!3n+12|6n+14 | 6n+14
& 1 1 0 1 0 1 ki |dn+12 | 3n+7 | 3n+7
Glos s |l 4 |4 4 ky | 3n+10 4 4

(a)
Tabla (2.16) Intersecciones algebraicas entre las almas y la base {0}, &;}. y datos para los
multigiros para la familia Fgn 2.

€] €2 €3 €4
X4 2 14 n+10 -2
X, 4 —(12n+16) 4 —(3n+3)
X3 -4 12n+16 4 —(3n+3)
D; | —(3n+3) -1 2 0
D, -1 -1 0 4
D3 -1 -1 0 -4

Tabla (2.17) Coeficientes de X; en términos de la base de Hgo)(M, Q) y coeficientes de la
accion de las transvecciones en la familia Fg, (2.

Xi X3
D, X X3 +4X;
D, (T+72(m+1)X; —72X3 —24e | 72+ 12X + (1 —=72(n+1))X3 —24(n+ 1)e
D; Xy — 8X; X3
Annihilator e=3n+1)X; +X; —3X;
Word n =4k — 1, AFAAFASY

Tabla (2.18) Accién de las transvecciones en términos de la base Xi, X3, e y elemento no
trivial en Sp(W) para la familia Fe, 2;.
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Figura (2.21) Descomposicién en cilindros en las direcciones (2,1), (—1,1) y (1,1) de los
origamis en Fgny22. Aqui &z, B2 v V2 son las almas de los cilindros blancos en la respectiva
descomposicién.
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Apéndice

Este es el programa escrito en Sage que usamos para demostrar la aritmeticidad de
las familias. Ponemos un ejemplo en la familia F3,.g vea la nota [2.7.3] Para las demas
familias solo es necesario cambiar los datos de entrada correspondientes, que son las varia-
bles el, e2,e3, e4, inta2,intal,intb2,intbl,intc2,intcl ,f1_a, f2_a,f1_b,f2 b, f1 c,f2 c,
cl_a,c2.a,cl b,c2 b,cl cyc2c. Enel programa se detalla a qué corresponden las variables
mencionadas.

#Datos para la familia 3n+8 direcciones (1,2) (—1,2) (1,3)

#Los sigma_1 y xi juegan el papel de bases canonicas de un espacio
de

#dimension 6, en el siguiente orden sigmal,sigma2,sigma8, xil , xi2
18 .

#sigmal tiene holonomia (1,0), sigma2, holonomia (6xn+6,0),sigma3

#hol (2,0), zil, hol (0,3), zi2,(0,1),xi hol(0,4) de tal forma que
la

#2—forma simpléctica representada por la matriz O tiene entradas

#i(sigma_i,xi_j) y i(xi_i,sigma_j), asi i(v,w)=vxO*w para vectores
v, w

O=Matrix ([[0,0,0,1,0,0],[0,0,0,1,1,1],[0
[-1,-1,0,0,0,0],[0,—1,0,0,0,0],[0,—1,—1

n=var(’'n’) #es nuestra variable para el cdlculo simbdlico
#El usuario introduce los coeficientes de las ei (base de la parte

no tautoldgica de la homologia) en términos de la base sigma_i
L, TL_1 .
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el=vector([—-3*n—3,1,0,0,0,0])
e2=vector ([—2,0,1,0,0,0])
e3=vector ([0,0,0,1,—2,0])
ed=vector ([0,0,0,0,—3,1])

#FEl usuario introduce los datos para la direccion A. El tiene que
decidir quiénes son las almas, ai,bi,ci. Para esto es necesario
que el usuario introduzca los datos de interseccion de las
bases y at, en este orden sigmal,sigmaZ2,sigma8,xil , xi2 , xi3 .

inta2=vector ([1,1,0,—1,0,0])
intal=vector ([1,6%n+5,4,—1,—1,-3])

intb2=vector ([1,1,0,1,0,0])
intbl=vector ([1,6*n+5,4,1,1,3])

intc2=vector ([0,2,2,0,0,—1])
intcl=vector ([3,9%n+5,2,—2,—1,—1])

#Fl usuario introduce las longitudes combinatorias de las almas
de los cilindros

f1_a=3%n+7
f2_a=1
f1_b=3*n+7
f2_b=1
f1_c=3xn+4
{2 _c¢=2

#Fl usuario introduce las razones entre las alturas de los
cilindros

cl_a=1
c2_a=1
cl_b=1
c2_b=1
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cl_c=1
c2_c=2

ml_a=f2_axcl_a
m2_a=fl_ax*xc2_a
ml_b=f2_bx*xcl_b
m2_b=f1_bx*c2_b
ml_c=f2_cx*xcl_c
m2_c=fl_cx*xc2_c

#Se calculan las ki

k2_a=(m2.a/ml_a).numerator ()
kl_a=(m2_a/ml_a).denominator ()

k2_b=(m2.b/ml_b).numerator ()
kl_b=(m2.-b/ml_b).denominator ()

k2_c=(m2_c/ml_c¢).numerator ()
kl_c=(m2_c/ml_c).denominator ()

#para saber los coficientes de las almas en términos de la base de
toda la homologia:

a2=0.solve_right (inta2)
al=0.solve_right (intal)

b2=0.solve_right (inth2)
b1=0.solve_right (intbl)

c2=0.solve_right (intc2)
c1=0.solve_right (intcl)

#Ahora definimos los elementos de en la homologia (0)

90



A=k2 _axa2—kl_ax(c2_a/cl_a)x*al
B=k2 bxb2—k1l _bx(c2_.b/cl_b)xbl
C=k2_c*xc2—kl_cx(c2_c/cl_c)x*cl

#Simplifcamos las expresiones pues estamos trabando de manera
simbdlica

for i in range(0,len(A)): A[i]=A[i]. full_simplify ()
for i in range(0,len(B)): B[i]=B[i]. full_simplify ()
for i in range(0,len(C)): C[i]=C[i]. full_simplify ()

#Checamos independencia lineal

LIN=Matrix ([A,B,C])
dimW=LIN .rank () # debe ser 3
print (" dim (W)="+str (dmW) )

#Computamos las intersecciones algebraicas entre A,B y C

print (”i(A,B)="+str (AxO«B))
print (7i(A,C)="+str (AxOxC) )
print (”7i(B,C)="+str (BxOxC) )

#Se resuelven ecuaciones lineales para saber los coeficientes de A
, By C en los términos de la base ei

MI=Matrix ([[ el*Oxe3,e2xOxe3 ] ,[el*Oxed , e2xOxed|])
M2=Matrix ([[ e3%Oxel ,ed+Oxel] [ e3xOxe2,edx0xe2]])
X=vector ([AxOxe3 ;AxOxed |)

Y=vector ([AxOxel ;AxOxe2])

lambdas1=M1. solve_right (X)

lambdas2=M2. solve_right (Y)

print ("A="+" ("+str (lambdas1 [0]. full _simplify () )+")el”+"+"4+7 ("+str (
lambdasl [1]. full_simplify () )+7)e2”+"+"+" ("+str (lambdas2 [0].
full _simplify ())+7)e3”+"+"+” ("+str (lambdas2 [1]. full _simplify ())
+77)e477)

X=vector ([BxOxe3 ,BxOxed |)
Y=vector ([BxOxel ,BxOxe2])
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lambdas1=Ml. solve_right (X)
lambdas2=M2. solve_right (Y)

print ("B="+" ("+str (lambdasl [0]. full _simplify ())+")el”+"+"+" ("+str (
lambdasl [1]. full_simplify () )+7)e2”+"+"+" ("+str (lambdas2 [0].

full_simplify ())+7)e3”+"+"+" ("+str (lambdas2 [1]. full _simplify ())
—‘I_” )8477)

X=vector ([CxOxe3 ,CxOxed |)
Y=vector ([CxOxel ,CxOxe2])
lambdas1=Ml.solve_right (X)
lambdas2=M2. solve_right (Y)

print ("C="+" ("+str (lambdasl [0]. full _simplify ())+")el”+"+"+" ("+str (
lambdasl [1]. full_simplify ())+")e2”+"+74+” ("+str (lambdas2 [0].

full _simplify ())+7)e3"4+"+"+" ("+str (lambdas2 [1]. full _simplify ())
_|_77 )e477)

#FEstas funciones toman un vector y regresan el multigiro aplicado
en €l; en particular, la parte unipotente de la transveccion

def UA(y):
ua= kl_ax(y*Oxal)xal+k2_ax(y*Oxa2)*a2

for i in range(0,len(ua)): ua[i]=ua[i]. full_simplify ()
return ua

def UB(y):
ub= k1_bx(y*Oxbl)xbl+k2_bx(y*Oxb2)xb2

for i in range(0,len(ub)): ub[i]=ub[i]. full_simplify ()
return ub

def UC(y):
uc= k1l _cx(y*Oxcl)xcl+k2_c*(y+*O*c2)*c2

for i in range(0,len(uc)): uc[i]=uc[i]. full_simplify ()
return uc

#Checamos que UX(ei)/X sea entero
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ei=[el,e2,e3,ed]
ei2=["el’,’e2’,’e3", ed ]
L=[UA,UB,UC]

L2=[A,B,C]
L3=['A",’'B’,’C’]

#Se wverifica la condicion (D-ID)Z=Zw en la condicion del teorema
de Singh—Venkataramana

print (7 Accién._de._las _transvecciones._sobre_la_base_ei”)

for i in range(0,len(L2)):

print ("D_"+L3[i]+7:7)

for j in range(0,len(ei)):
print ("D_"4+L3[i]+7 ("+ei2 |

jl+7)="+ei2 [j]+"+("+str ((L[i](ei[j])
JL2[i]) . full_simplify ())+"

)7+L3[1])
#Calculos para encontrar el elemento aniquilador

wlw2=(Ax0«B
wlw3=(AxOxC
w2w3=(Bx0«C
AmmM=Matrix

full_simplify ()
full_simplify ()
full_simplify ()
[[0,wlw2,wlw3],[—wlw2,0 ,w2w3],[ —wlw3,—w2w3,0]])

#51 la dimension es 8 podemos continuar

if (dmW==3):
e=copy ((AmmM. right_kernel ()).basis_matrix () [0])
for i in range(0,len(e)): e[i]=e[i]. full_simplify ()
print (””);

print (" Elemento_aniquilador:”)

print ("e=("+str (e [0])+" )A +" +("+str (e [1])+ )B"+" +("+str (e [2])+")
)

#Con estos datos el usuario puede decidir quien es wl,w2 para
obtener la base wl,w2,e y después escribir las matrices en
términos de esta nueva base.

print (””)

print (" Matrices .DX:")
for i in range(0,len(L2)):
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print (" Para_la_matriz .D."+L3[i]4+7:7)

for j in range(0,len(L2)):

print ("D_"+L3 [i]+7 ("+L3[j]+7 )="+L3[j]+"+("+str ((L[1](L2[j])/L2]
i]).full_simplify ())+”)"+L3[i])
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