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Resumen

En esta tesis, se expresa el corrimiento al rojo/azul z± de los fotones emitidos por partículas

que se mueven en trayectorias geodésicas con excentricidad general e entorno a un objeto com-

pacto, en función de la masa del mismo, su carga y el semi eje mayor de la órbita analizada.

Se parametrizan dichas órbitas por medio del llamado semi lactus rectum P y un parámetro

angular χ. Esto permite desarrollar una descripción puramente geométrica en el marco de la

Relatividad General del corrimiento z± causado por el objeto Central.

Se grafican los resultados utilizando como base los datos observados para el objeto candidato

a agujero negro en el centro de la Vía Láctea, Sgt.A∗, y dos de las estrellas que lo orbitan

(S1 y S14), tomándolos como si se encontraran en el plano ecuatorial. Además, se observa el

efecto esperado para una supuesta órbita circular.

Abstract

In this thesis, the red/blue shift z± of the photons emitted by particles moving in geodesic

trajectories with general eccentricity e around a compact object is expressed as a function of

its mass, its charge and the semi major axis of the analyzed orbit. These orbits are paramete-

rized by means of the so-called semi lactus rectum P and an angular parameter χ. This allows

us to develop a purely geometric description within the framework of General Relativity of

the shift z± caused by the Central object.

The results are plotted using as a basis the data observed for the black hole candidate object

in the center of the Milky Way, Sgt.A∗, and two of the stars that orbit it (S1 and S14), taking

them as if they were in the equatorial plane. Furthermore, the effect expected for a supposed

circular orbit is observed.

Palabras clave: Sgt. A*, corrimiento al rojo, Reissner Nordstrom, masa, agujeros negros
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Capítulo 1

Introducción

El pesaje del Corazón, Papiro de Ani. [1]

‹‹ El Universo es una Geometría Viviente ››

Kepler

E
n el estudio del cosmos se han desarrollado diversas técnicas [2], [3], [4],

[5], [6], [7], [8] para calcular órbitas, diámetros, distancias, masas, edades

e incluso la composición de los objetos que nos acompañan en esta her-

mosa vastedad aparentemente infinita que llamamos Universo. Aunque la

Relatividad General de Einstein fundamentó la estructura matemática del
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espacio-tiempo desde hace ya más de un siglo, debido a las enormes magnitudes que se pre-

sentan en el Universo, ha sido más práctico, aunque no más preciso, utilizar aproximaciones

y ajustes post-Newtonianos y estadísticos en la mayoría de las descripciones de los objetos

astronómicos.

Sin embargo, el formalismo desarrollado por Alfredo Herrera Aguilar y Ulises Nucamendi Gó-

mez [9] es estrictamente relativista y es capaz de predecir la masa de agujeros negros a partir

del corrimiento de la luz emitida por las estrellas (o cuásares) que los orbitan. Esto es posible

debido a que, describiendo la órbita de una partícula masiva y compacta en torno a cierto

objeto, en términos de la métrica del mismo, es posible también describir la frecuencia que

tendrán los fotones emitidos por dicha partícula, en términos de la trayectoria geodésica que

seguirán. Así pues, la masa del objeto central es descrita en términos puramente geométricos

a través de su propia métrica y del corrimiento de la frecuencia de los fotones al momento

de ser emitidos (rojo si es emitido al alejarse de nosotros o azul al acercarse). El efecto de la

expansión del universo es incluido en este corrimiento cinemático en la sección 2.5.

A lo largo de los años, Nucamendi et al. [10], [11], [12], [13] han trabajado con diversas mé-

tricas que describen agujeros negros, desde Schwarzchild, Reissner-Nordstrom, naturalmente

Kerr e incluso con la llamada métrica de Bonnor, entre otros, acotando los valores posibles

de sus masas y sus corrimientos. En dichos trabajos, las órbitas de las partículas masivas han

sido tomadas como circulares, lo cual permitía omitir el término de la velocidad radial. En

la presente tesis, se aplicará el mismo formalismo a una métrica de Reissner-Nordstrom, pero

tomando en cuenta órbitas con excentricidad distinta a cero.

La principal motivación de esto subyace en el hecho de que varias de las órbitas de estrellas en

torno al objeto Sagitario A* en el centro de nuestra galaxia, medidas a lo largo de las últimas

décadas, son en su mayoría elípticas con excentricidades cercanas a la unidad [14], [15], [16], lo

cual indica que se deben esperar excentricidades no nulas para una descripción más completa

de este fenómeno.

Naturalmente, el objetivo a largo plazo es describir de manera precisa el comportamiento

de objetos cada vez más realistas, lo cual incrementa la complejidad de los cálculos en gran

manera. Por ejemplo, para describir el corrimiento de la luz emitida por estrellas alrededor del

objeto de Kerr, el momento angular no se conservará, y eso se manifestará como un término

mucho más intrincado que los aquí tratados. Sin embargo, este humilde paso en el formalismo

Herrera-Nucamendi, de órbitas circulares a órbitas con excentricidad, es necesario en dicho

camino.
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(a) Orbitas de seis de las estrellas que orbitan Sgt. A* [16], [17]

(b) Una visión de las orbitas de más estrellas entorno a Sgt. A*
[14]
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Capítulo 2

Formalismo Matemático

Se emplearán coordenadas (r, t, θ, φ) en un espacio-tiempo esféricamente simétrico, no-

rotante, con carga y estático, con una métrica en función del radio r. Se utilizará la convención

de signatura (−,+,+,+).

Se omitirá la torsión del espacio-tiempo, y, por lo tanto, los símbolos de Christoffel poseen

simetría en los índices inferiores, de tal manera que Γµ
αβ = Γµ

βα. Por otro lado, al no rotar, la

métrica es puramente diagonal, es decir, gµν = gνµ = 0 para ν ̸= µ. La notación gµν represen-

ta las componentes del tensor métrico contravariante, obtenidas de la matriz inversa de gµν .

También se asume la notación xµ = (x0, x1, x2, x3) = (r, t, θ, φ) para las coordenadas.

Se utilizarán unidades geometrizadas; es decir, en las que la velocidad de la luz en el vacío, c, la

permitividad del vacío, ϵ0, y la constante gravitacional, G, son iguales a la unidad c = G = ϵ0 =

1. En unidades geométricas, cada intervalo de tiempo se interpreta como la distancia recorrida

por la luz durante ese intervalo de tiempo dado, es decir, un segundo luz es igual a 299792458

m., por lo que el tiempo tiene las unidades de longitud. Esto es consistente con la noción de

que, en la teoría de la relatividad general, el tiempo y el espacio son dimensiones similares,

al formar parte de una variedad cuatridimensional. Además, las cantidades conservadas que

se utilizaran, por ejemplo, la energía, serán definidas por unidad de masa de la partícula de

prueba m, es decir E =
Ẽ

m
.

2.1. Caracterización de las Órbitas

La métrica de Reissner-Nordstrom [18] es una generalización de la solución de Schwarzs-

child, que describe el campo gravitatorio de un cuerpo esféricamente simétrico, estático y sin

rotación, pero que añade una carga q:

ds2 = gtt(r)dt
2 + grr(r)dr

2 + r2
(
dθ2 + sen2θdφ2

)
(2.1)
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donde los coeficientes son:

gtt(r) = −
[
1− 2M

r
+

q2

r2

]
grr(r) =

[
1− 2M

r
+

q2

r2

]−1
(2.2)

Un campo vectorial de Killing deja invariante al tensor métrico. Esto significa que la deri-

vada de Lie del tensor métrico con respecto a dicho campo, se anula. Así pues, los vectores

de Killing son herramientas útiles porque se pueden usar para definir cantidades conservativas.

El producto de un vector de Killing de tipo tiempo con el momento de una partícula se inter-

preta como la energía conservada de la misma. Esto se debe a que tal producto se transporta

en paralelo a lo largo de la trayectoria geodésica de la partícula.

El cuadrado de la norma del vector de Killing tipo tiempo ϵ =
∂

∂t
debe de, por definición,

ser negativa, i.e. ϵµϵµ < 0. Dado a que dicho producto es igual a ϵµϵ
µ = gµνϵ

µϵν = gtt, esta

condición se cumple solamente si:

[
1− 2M

r
+

q2

r2

]
> 0 (2.3)

Es decir:

r2 − 2Mr + q2 > 0 (2.4)

Siempre que la masa sea mayor a la carga (M > q), esta condición genera dos Horizontes:

R± = M ±
√
M2 − q2 (2.5)

El horizonte interior es llamado horizonte de Cauchy [19], cuyas propiedades son extraordina-

rias y van más allá [20], [21] de los alcances de esta tesis; mientras que el horizonte exterior es

simplemente llamado horizonte de eventos, que se define como la región del Espacio-Tiempo en

donde la coordenada temporal se vuelve infinitamente dilatada, lo que significa que para un ob-

servador externo, los relojes de un objeto que cruza dicha región se ralentizan indefinidamente.

Una vez que un objeto o partícula cruza el horizonte de eventos desde el exterior hacia el inte-

rior, inevitablemente se dirige hacia el centro del agujero negro, conocido como la singularidad.
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En ambos horizontes, la norma del vector de Killing es nula (ϵµϵµ|r± = 0). Naturalmente,

únicamente nos interesa la región r > R+.

El momento lineal de una partícula con masa m es Pµ = m Uµ donde Uµ es su campo de

velocidades. Proyectándolo en el campo vectorial de Killing ϵµ obtenemos:

Pµϵµ = gµνP
µϵµ = gttP

tϵt = gttP
t = −m U t

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
(2.6)

Que definimos como la Energía de la partícula:

−Ẽ = Pµϵµ (2.7)

Esto nos permite obtener la componente temporal de la Velocidad en términos de cantidades

conocidas:

U t =
E(

1− 2M

r
+

q2

r2

) (2.8)

Donde se expresa la cantidad de Energía por unidad de masa como E =
Ẽ

m
.

La simetría esférica del espacio-tiempo considerado, genera tres campos vectoriales de Killing

de rotación adicionales Li, donde i = x, y, z indica el eje en coordenadas cartesianas en torno

al cual se realiza la rotación espacial.

Lx = − cosφ
∂

∂θ
+ cot θ senφ

∂

∂φ

Ly = senφ
∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ

Lz =
∂

∂φ

(2.9)

Proyectando el momento lineal de la partícula en el campo vectorial de Killing Lz, esta cantidad

también se conserva y la llamamos L̃z, identificándola como un momento angular en la dirección

z:

L̃z = PµLzµ = gµνP
µLν

z = gφφP
φ = gφφ m Uφ (2.10)

Lo cual permite obtener otra componente de la velocidad de la partícula en términos de

cantidades conocidas:
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Uφ =
Lz

r2 sen2 θ
(2.11)

Donde también el momento angular por unidad de masa se define como Lz =
L̃z

m
.

Haciendo las correspondientes proyecciones del momento de la partícula en L̃x y L̃y, obtenemos

las cantidades Lx y Ly:

L̃x = PµLxµ = gµνP
µLν

x = gθθP
θ (− cos θ) + gφφP

φ (cot θ senφ)

L̃y = PµLyµ = gµνP
µLν

y = gθθP
θ ( sen θ) + gφφP

φ (cot θ cosφ)
(2.12)

Es decir:
L̃x = −r2 cos θP θ + r2 sen2 θ cot θ senφPφ

L̃y = r2 sen θP θ + r2 sen2 θ cot θ cosφ Pφ
(2.13)

Definiendo el cuadrado de la cantidad de momento angular total L̃2 como:

L̃2 = L̃2
x + L̃2

y + L̃2
z (2.14)

O en términos de los momentos por unidad de masa Li =
L̃i

m
:

L2 = L2
x + L2

y + L2
z (2.15)

Obtenemos, utilizando (2.13):

L2 = r4
[
(P θ)2 + sen2 θ (Pφ)2

]
(2.16)

Usando el momento lineal Pφ de (2.10) en términos del momento angular Lz, podemos expresar

la velocidad polar U θ como:

U θ = ±
√
L2 sen2 θ − L2

z

r2 sen θ
(2.17)

Para calcular la componente radial de la velocidad de la partícula que orbita al objeto de

Reissner-Nordstrom, podemos utilizar la Condición de Normalización del momento lineal. Esta

condición nos indica que PµP
µ = −m2c2 o en unidades geometrizadas PµP

µ = −m2. Esta

cantidad es una invariante relativista:

PµPµ = −m2c2 = m2UµUµ (2.18)
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Entonces, en términos de la métrica y usando unidades geometrizadas:

UµUµ = gµνU
µUν = gtt(U

t)2 + grr(U
r)2 + gθθ(U

θ)2 + gφφ(U
φ)2 = −1 (2.19)

Despejando U r y utilizando las velocidades obtenidas en (2.8), (2.11) y (2.17), así como los

coeficientes de la métrica, obtenemos:

U r = ±

√
E2 −

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)(
1 +

L2

r2

)
(2.20)

Para el caso particular de la métrica de Reissner Nordstrom, el momento angular se conser-

va y por ello elegimos describir el movimiento de la partícula en un plano ecuatorial con θ

constante, es decir, U θ = 0. Para describir una órbita acotada de la partícula masiva en torno

a dicho objeto, se utilizará un radio mínimo r− (Pericentro) y un radio máximo r+(Apocentro).

Para caracterizar estas posiciones se utilizarán las expresiones:

r− =
P

1 + e

r+ =
P

1− e

(2.21)

donde e es la excentricidad de la órbita y P es el semi lactus rectum, el cual se define como

«la mitad de la cuerda a través de un foco paralelo a la directriz de una sección cónica»[22].

Definiendo por conveniencia a la energía por unidad de masa como E =
√
1 + 2E y un potencial

efectivo V(r) dado por:

V =
1

2

[
L2

r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
− 2M

r
+

q2

r2

]
(2.22)

Es posible reescribir la velocidad radial (2.20) como:

(U r)2 = 2(E − V) (2.23)

Esta forma se asemeja a la energía de una partícula ficticia moviéndose en una dimensión

espacial, en términos de su velocidad cinética y un potencial.

Tanto en el pericentro r− como en el apocentro r+, la velocidad radial se anula, puesto que

son los puntos de retorno de la órbita (i.e. U r|r−,r+ = 0):
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(U r)2
∣∣
r−,r+

= 2E +
2M

r
− (L2 + q2)

r2
+

2ML2

r3
− q2L2

r4

∣∣∣∣
r−,r+

= 0 (2.24)

Sean r0, r1, r− y r+ las raíces de dicha ecuación y sea k una constante proporcional. Podemos

expresar entonces el polinomio (2.24) como:

k

[(
1

r
− 1

r0

)(
1

r
− 1

r1

)(
1

r
− 1

r−

)(
1

r
− 1

r+

)]
= 0 (2.25)

Y desarrollándolo:

k

[
1

r4
− 1

r3

(
1

r−
+

1

r+
+

1

r0
+

1

r1

)
+

1

r2

(
1

r−r+
+
( 1

r0
+

1

r1

)( 1

r−
+

1

r+

)
+

1

r0r1

)

− 1

r

(
1

r−r+

( 1

r0
+

1

r1

)
+

1

r0r1

( 1

r−
+

1

r+

))
+

1

r0r1r−r+

]
= 0

(2.26)

Entonces podemos igualar los coeficientes de (2.24) y (2.26), obteniendo cinco ecuaciones:

k =− q2L2

2ML2 =− k

(
1

r−
+

1

r+
+

1

r0
+

1

r1

)
L2 + q2 =− k

(
1

r−r+
+
( 1

r0
+

1

r1

)( 1

r−
+

1

r+

)
+

1

r0r1

)
2M =− k

(
1

r−r+

( 1

r0
+

1

r1

)
+

1

r0r1

( 1

r−
+

1

r+

))
2E =

k

r0r1r−r+

(2.27)

Sustituyendo (2.21) en dichas expresiones, obtenemos el momento angular, la masa del objeto

central y la energía en términos de la excentricidad y el parámetro P:

L2 =
P 2(MP − q2)

P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2
(2.28)

E = −
(
1− e2

2P 2

)(
MP − P 2(1− e2)(MP − q2)2

P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2

)
(2.29)

M =
L2
[
P 2 + 2q2(1 + e2)

]
+ q2P 2

P [P 2 + L2(3 + e2)]
(2.30)
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Sustituyendo la masa (2.30) en el potencial efectivo (2.22) y desarrollando la velocidad radial

(2.23) se obtiene:

(U r)2

2
= L2

[
− q2

2r4
+

M

r3
− 1

2r2
+

1

r

(
2q2(1 + e2)

P 3
− M(3 + e2)

P 2
+

1

P

)

+
q2

2P 4
(e4 + 2e2 − 3) + (1− e2)

(
2M

P 3
− 1

2P 2

)]

− q2
(

1

2r2
− 1

rP
+

(1− e2)

2P 2

)
(2.31)

Ahora que el apocentro y el pericentro están en términos del Semi lactus Rectum P y la

excentricidad e, es posible parametrizar el recorrido de la partícula masiva en términos de un

parámetro angular χ ∈ [0, 2π) como:

r(χ) =
P

1 + e cosχ
(2.32)

Entonces, la velocidad radial es:

(U r)2

2
=

L2

2P 3

[
e2 sen2 χ (P − 2M(3 + e cosχ))

+
q2e2

P

(
e2(1− cos4 χ) + sen2 χ(6 + 4e cosχ)

)]
+

q2e2 sen2 χ

2P 2

(2.33)

Sustituyendo el momento angular L2 de la expresión (2.28), obtenemos finalmente las velo-

cidades parametrizadas; la temporal de (2.8), la velocidad azimutal de (2.11) y la radial de

(2.33):

(U t)2 =
P 4 + 2P 2q2(1 + e2) + q4(1− e2)2 + 4MP

[
(1− e2)(MP − q2)− P 2

]
P 2

[
P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2

][
1− 2M

P
(1 + e cosχ) +

q2

P 2
(1 + e cosχ)2

]2
(2.34)

(Uφ)2 =
(MP − q2)(1 + e cosχ)4

P 2 [P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2]
(2.35)
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(U r)2 =
MP − q2

P 2 [P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2]

[
P 2e2sen2χ

(
1− 2M

P
(3 + e cosχ)

)
+ q2e2

(
e2(1− cos4 χ) + sen2 χ(6 + 4e cosχ)

)]
+

q2e2 sen2 χ

P 2

(2.36)

Recordando una vez más que se ha elegido U θ = 0 por conservación del momento angular

total, i.e., el movimiento de la partícula se da en un plano que elegimos ecuatorial.

2.2. Caracterización de las Órbitas de los Fotones

Los fotones siguen órbitas geodésicas nulas, acordes a la ecuación KµKµ = 0. Además,

tomaremos el caso de que los fotones medidos fueron emitidos paralelos al plano ecuatorial de

la órbita de la partícula masiva, por lo cual θ =
π

2
y en consecuencia también el momento

polar del fotón será cero Kθ = 0:

KµKµ = gtt(K
t)2 + grr(K

r)2 + gφφ(K
φ)2 = 0 (2.37)

Siguiendo un procedimiento similar al de las partículas masivas, podemos proyectar el vector

de Killing tipo tiempo ϵµ = (1, 0, 0, 0) con el momento de los fotones para obtener una cantidad

conservada que identificamos como su energía Eγ :

ϵµK
µ = gttϵ

tKt = gttK
t = −Kt

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
= −Eγ (2.38)

Y el vector de Killing rotacional Lµ
z = (0, 0, 0, 1) para obtener otra cantidad conservada que

identificamos como el momento angular Lγ :

LzµK
µ = gφφLφ

zK
φ = gφφK

φ = r2Kφ = Lγ (2.39)

Así, si despejamos la parte radial del momento de los fotones de la ecuación (2.37) y la

expresamos en términos de estas cantidades conservadas, se obtiene:

(Kr)2 =
−gtt(K

t)2 − gφφ(K
φ)2

grr
= E2

γ −
L2
γ

r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
(2.40)

Usando las relaciones trigonométricas:

rKφ = Ksenφ

Kr = Kcosφ

K2 = (Kr)2 + (Kφ)2

(2.41)
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Se tiene la expresión adicional:

K2 = E2
γ −

L2
γ

r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
+

L2
γ

r2
(2.42)

Mientras que (2.40) se vuelve:

K2 cos2 φ = E2
γ −

L2
γ

r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
= cos2 φ

[
E2

γ −
L2
γ

r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
+

L2
γ

r2

]
(2.43)

Ahora es posible definir el llamado parámetro de impacto aparente, como la razón del momen-

to angular en la dirección z y la energía del fotón, bγ ≡ Lγ

Eγ
[23].

Dividiendo (2.43) por el cuadrado de la energía del fotón:

1−
b2γ
r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
= cos2 φ

[
1−

b2γ
r2

(
1− 2M

r
+

q2

r2

)
+

b2γ
r2

]
(2.44)

de donde bγ es:

bγ = ± r2 senφ√
r2 + (q2 − 2Mr) sen2 φ

(2.45)

bγ en términos de los parámetros de la órbita P y e, (2.32), es:

bγ = ±

(
P

1 + e cosχ

)
senφ√

1 + sen2 φ

[
−2M

P
(1 + e cosχ) +

q2

P 2
(1 + e cosχ)2

] (2.46)

2.3. Corrimiento al Rojo/Azul

El corrimiento al rojo/azul se define como la razón de la frecuencia de los fotones emitida

entre la detectada. En el plano ecuatorial tenemos:
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1 + z± =
ωe

ωd
=

−kµU
µ|e

−kµUµ|d
=

(
EγU

t − LγU
φ − grrU

rKr
)
|e

(EγU t − LγUφ − grrU rKr) |d
(2.47)

Por conservación de la energía, Eγ |e = Eγ |d. Dividiendo tanto el numerador como el denomi-

nador por dicha cantidad, y usando la definición del parámetro de impacto aparente:

1 + z± =

(
U t − bγU

φ − grrU
rK

r

Eγ

)
|e(

U t − bγUφ − grrU r
Kr

Eγ

)
d

(2.48)

El signo positivo/negativo del corrimiento es determinado si la fuente de emisión se ale-

ja/acerca, el signo será positivo/negativo y se dice que el corrimiento será al rojo/azul.

Representación de la partícula masiva orbitando un objeto compacto. [12]

Podemos considerar que el detector se encuentra a una distancia d enorme del emisor, por lo

cual la velocidad Uµ|d → (1, 0, 0, 0) i.e.:

ĺım
d→∞

(
U t − bγU

φ − grrU
rK

r

Eγ

)
d

= 1 (2.49)

De esta manera se tiene que el corrimiento es:

1 + z± =

(
U t − bγU

φ − grrU
rK

r

Eγ

)
|e (2.50)

El término
Kr

Eγ
puede obtenerse de (2.40) con (2.32) y de (2.46):

Kr

Eγ
=

cosφ√
1 + sen2φ

(
−2M

P
(1 + e cosχ) +

q2

P 2
(1 + e cosχ)2

) (2.51)
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Substituyendo esta expresión junto con las velocidades de la partícula masiva (2.34), (2.35) y

(2.36), así como el parámetro de impacto (2.46) en el corrimiento al rojo/azul (2.50), se tiene:

1 + z± =

√√√√√√ P 4 + 2
(
1 + e2

)
P 2q2 +

(
1− e2

)2
q4 + 4MP

[
−P 2 +

(
1− e2

) (
MP − q2

)]
P 2 (P 2 − (1− e2) q2 − (3 + e2) (MP − q2))

(
1− 2M(1 + e cosχ)

P
+

q2(1 + e cosχ)2

P 2

)2

−
P

√ (
MP − q2

)
(1 + e cosχ)4

P 2 (P 2 − (1− e2) q2 − (3 + e2) (MP − q2))
senφ

(1 + e cosχ)

√
1 +

(
−2M(1 + e cosχ)

P
+

q2(1 + e cosχ)2

P 2

)
sen2 φ

∓

(
cosφ

[[
e2q2 sen2 χ

P 2
+

[
(MP − q2)

[
e2P 2

(
1− 2M(3 + e cosχ)

P

)
sen2 χ+ e2q2(6 + 4e cosχ)

(
e2((1− cos4 χ) + sen2 χ)

))]/
[
P 2

(
P 2 − (1− e2)q2 − (3 + e2)(MP − q2)

)]]1/2)/
[(

1− 2M(1 + e cosχ)

P
+

q2(1 + e cosχ)2

P 2

)√
1 +

(
−2M(1 + e cosχ)

P
+

q2(1 + e cosχ)2

P 2

)
sen2 φ

]
(2.52)

Es necesario notar que el signo ± del corrimiento está intrínsecamente relacionado con el

cambio de signo de la velocidad radial (2.36), la cual es positiva en el dominio [−π, 0] y negativa

en el dominio [0, π]. La velocidad radial Ur depende del ángulo χ debido a la parametrización

(2.32).

2.4. Dependencia del ángulo φ como función de χ

El parámetro χ ayuda a rastrear la posición de la partícula masiva a lo largo de su órbita a

través de la expresión (2.32). Lo que significa que el ángulo φ en la expresión del corrimiento al

rojo/azul (2.52) depende de dicho parámetro también. Para encontrar tal relación, es posible

partir de analizar el cambio de φ respecto a χ.

dφ

dχ
=

dφ

dr

dr

dχ
=

dφ

dτ
dr

dτ

dr

dχ
=

Uφ

U r

dr

dχ
(2.53)

donde:

dr

dχ
=

d

dχ

[
P

1 + e cosχ

]
=

Pe senχ

(1 + e cosχ)2
(2.54)
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Y usando las ecuaciones parametrizadas de las velocidades (2.36) y (2.35), obtenemos:

dφ

dχ
=

[
− (MP − q2)(1 + e cosχ)4

P 2 [P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2]

]1/2{
MP − q2

P 2 [P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2][
P 2e2 sen2 χ

(
1− 2M

P
(3 + e cosχ)

)
+ q2e2

(
e2(1− cos4 χ) + sen2 χ(6 + 4e cosχ)

)]

+
q2e2 sen2 χ

P 2

}−1/2 [
Pe senχ

(1 + e cosχ)2

]
(2.55)

2.5. Corrimiento total y cosmológico

Sea we la frecuencia de la luz al momento de ser emitida por una estrella en órbita de un

objeto central. Sea wo
cosm la frecuencia medida por un observador lejano debido a la expansión

del Universo. Entonces, sea zT la medida del corrimiento total de la frecuencia, acorde a la

expresión:

zT =
we

wo
cosm

− 1 (2.56)

Que podemos escribir como:

zT + 1 =
we

wo

wo

wcosm
o

(2.57)

Pero tenemos que wo = wcosm
e , donde wo es la frecuencia medida por un observador lejano y

wcosm
e es la frecuencia de la luz afectada por la expansión del universo en el momento de ser

emitida.

Entonces tenemos:

zT + 1 =
we

wo

wcosm
e

wcosm
o

= (1 + z)(1 + zcosm) (2.58)

Donde zcosm =
wcosm
e

wcosm
o

es el corrimiento cosmológico y z =
we

wo
el encontrado acorde al forma-

lismo Herrera-Nucamendi. Al desperjar 1+ z obtenemos la correspondiente ecuación a (2.52).

1 + z =
1 + zT

1 + zcosm
(2.59)
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Capítulo 3

Resultados

3.1. Condiciones

Es necesario recordar algunas de las restricciones que se encontraron en el desarrollo del

formalismo Nucamendi-Herrera. La primera recae en la métrica misma, acorde a (2.4), para

un radio r > R+, es decir, fuera del horizonte de eventos, en términos de la parametrización

de r que se hizo en función de χ, se tiene que cumplir que:

1− 2M

P
(1 + e cosχ) +

q2

P 2
(1 + e cosχ)2 > 0 (3.1)

Mientras que del denominador de la expresión para las velocidades de la partícula masiva

(2.34, 2.35 y 2.36) y del corrimiento mismo (2.52), surge una condición adicional:

P 2 − (MP − q2)(3 + e2)− (1− e2)q2 ̸= 0 (3.2)

3.2. Consideraciones

Para visualizar los resultados obtenidos, se usaron dos algoritmos en Mathematica [24],

el primero para ver el perfil 2D del corrimiento al rojo/azul z vs. el ángulo φ, y el segundo

para ver una franja 3D del corrimiento z vs. el angulo φ vs. masas/cargas proporcionales a la

masa del objeto central, utilizando como base la excentricidad reportada de dos estrellas que

orbitan entorno a Sgt.A∗, eS1 = 0.556 y eS14 = 0.9761 las cuales corresponden a S1 y S14,

respectivamente, y sus semi ejes mayores, aS1 = 7.3673× 1014m y aS14 = 3.545× 1014m [25]

(a través de la relación con el semi lactus rectum P = a(1− e2) [22], para este cálculo se tomó

la distancia desde la Tierra hacia SgtA∗, R0 = 8277 ± 9pc [26], para utilizarla en la fórmula

siguiente, la cual permite transformar el parámetro α, dado en arcosegundos [25], a metros:

aSb = R0 senα ≈ R0α donde, [α] = rad, α ≪ 1 y b = 1, 14).
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Aunque las estrellas S1 y S14 se encuentran en un plano orbital con una inclinación de

119.14◦ ± 0.21◦ y 100.59◦ ± 0.87◦, respectivamente, con relación al plano del cielo (el plano

perpendicular a la línea de visión desde la Tierra hacia el centro de la Vía Láctea), consideran-

do como si dichas estrellas se encontraran en un plano ecuatorial respecto del plano del cielo

(i = 90◦), se usó la masa de Sgt.A∗, de aproximadamente M = 8.5447 × 1036kg [26] y una

carga q = 3×108C, que corresponde a un límite observacional superior para Sgt.A∗ calculada

por Zaja et al. en 2018 [27][28]. Para obtener los resultados en 3D se utilizaron la masa de

Sgt.A∗ como la Unidad (radio gravitacional) y las respectivas proporciones de la carga y el

semi eje mayor.

Para realizar las correspondientes transformaciones del S.I. de unidades a las unidades Geo-

metrizadas, se utilizaron los siguientes factores de conversión [29][30]:

1C =
G1/2

ϵ
1/2
0 c2

m = 3.0548× 10−17m

1kg =
G

c2
m = 7.4262× 10−28m

(3.3)

De esta manera, tenemos que la masa de Sgt.A∗ es 8.5447 × 1036kg = 6.3455 × 109m =

4.297×106M⊙ (donde M⊙ denota Masas Solares), mientras que la cota superior para la carga

es de q = 3× 108C = 9.1644× 10−9m. Tambien se mostrará el corrimiento z para una órbita

circular, i.e. e = 0, con un semi eje mayor a0 = 5.45615 × 1014m, intermedio a los de S1 y

S14.

Cabe resaltar que debido a la enorme diferencia de órdenes de magnitud entre la carga y el

semi lactus rectum, por (2.55), se puede tomar el ángulo φ = χ. Es decir, P ≫ M y P ≫ q,

por lo cual lim
dφ

dχ
= 1.

3.3. Gráficas

S1: Con una excentricidad e = 0.556 y un semi eje mayor de aS1 = 7.3673×1014m, usando

la masa de Sgt.A∗, M = 8.5447×1036kg y su carga estimada, q = 9.1644×10−9m, se obtiene

que el máximo corrimiento al rojo es de z+ = 0.00355165 y el mínimo corrimiento al azul de

z− = −0.00351039. Debido a que la carga q es mucho menor al semi lactus rectum P , sus

efectos son minimos. Para observar esto, se graficó el corrimiento para S1 con una carga q = 0.

La diferencia entre el máximo corrimiento al rojo obtenido con la carga q = 1.4442× 10−18m

y con q = 0, es de 10−59, es decir, prácticamente cero.
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Akiyama et al. [31] y Sushant G. Ghosh junto a Misba Afrin [32] han obtenido un límite

teórico máximo para Sgt.A∗ modelado como un agujero negro de Reissner-Nordstrom, esti-

mando qué q ≤ 0.84M . Utilizando dicha carga, se obtuvo la siguiente gráfica:

La diferencia entre el corrimiento al rojo/azul obtenido con la carga qmax = 0.84M =

5.3302×109m y el obtenido con q = 1.4442×10−18m, es de |z+qmax − z+q| = 1.56754628214×

10−8 y |z−qmax − z−q| = 1.538829441129× 10−8.

Podemos observar los efectos de masas mucho mayores a la masa de Sgt.A∗. Esto es parti-
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cularmente interesante, pues, por ejemplo, el agujero negro TON 618 posee una masa estimada

de 16500 veces la masa de Sgt.A∗ [33] [34]. Aun así, el algoritmo se comporta bien solo con

masas hasta 11000 veces la masa de Sgt.A∗. El corrimiento al rojo máximo en esta gráfica es

z+ = 1.98087 y el mínimo corrimiento al azul es de z− = −0.00255132.

La asimetría observada para masas cada vez mayores puede deberse a que, para el mismo semi

lactus rectum, la luz tiende a ser absorbida (corrimiento al rojo) de manera invariable por el

objeto central.

S14: Con una excentricidad e = 0.9761 y un semi eje mayor de aS14 = 3.545 × 1014m,

usando la masa de Sgt.A∗, M = 8.5447 × 1036kg y su carga estimada, q = 9.1644 × 10−9m,

se obtiene que el máximo corrimiento al rojo es de z+ = 0.0202542 y el mínimo corrimiento

al azul de z− = −0.0187539. Con los mismos datos, pero usando una carga nula, la diferencia

entre los corrimientos es del orden de 3.469× 10−18.
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Modificando la carga según el mayor límite teórico (q = 0.84M = 5.3302 × 109m), se

obtiene una diferencia con el corrimiento calculado usando la carga máxima estimada según

las observaciones (q = 1.4442×10−18m), de |z+qmax−z+q| = 2.8169×10−6 y |z−qmax−z−q| =

2.4199× 10−6.

El algoritmo se comporta bien solamente para una variación de 333 veces la masa de Sgt.A∗.

Esto en parte se debe a que la órbita de S14 se encuentra dos órdenes de magnitud más cercana

al objeto central que la órbita de S1.
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Vemos una asimetría semejante a la presentada en el caso de S1, pero se observa un

corrimiento al rojo significativamente mayor. El máximo corrimiento al rojo es de z+ = 3.07719

mientras que el mínimo corrimiento al azul es z− = −0.110253

Órbita Circular: Finalmente, para analizar el corrimiento al rojo/azul presen-

tando en una órbita circular (el tipo de órbitas analizados anteriormente por Nucamendi et

al.), i.e. con e = 0, y usando un semi eje mayor a = 5.45615×1014m, se obtiene un corrimiento

máximo al rojo de z+ = 0.00342782 y un corrimiento mínimo al azul de z− = −0.00339293.

De nuevo, usando la carga q = 0.84M = 5.3302 × 109m, se obtiene una diferencia con el

corrimiento calculado usando la carga estimada q = 1.4442 × 10−18m, de |z+qmax − z+q| =

1.40889× 10−6 y |z−qmax − z−q| = 1.38980× 10−6.
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El algoritmo se comporta bien para masas increíblemente mayores (hasta 30000 veces la

masa de Sgt.A∗), sin embargo, dado que TON 618 es el mayor agujero negro supermasivo

que se ha encontrado hasta el momento, se utilizó su masa estimada como referencia para una

cota superior, obteniendo como resultado un corrimiento al rojo máximo de Z+ = 2.21343 y

un corrimiento al azul mínimo de Z− = −0.0883726.
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Capítulo 4

Conclusiones

Los resultados obtenidos son acordes a la idealización de Sgt.A∗ como un objeto descrito

por la métrica de Reissner Nordstrom. No hemos analizado la estabilidad de las órbitas, por

lo cual no hemos añadido las condiciones que emanan de ello, por lo cual los corrimientos al

rojo/azul son generales, i.e. pueden no reflejar situaciones físicas concebibles (ya que es posible

que existan cotas para la masa del objeto central en relación con el semi eje mayor de las órbi-

tas, a partir de las cuales las partículas masivas terminen siendo invariablemente absorbidas o

expulsadas por el objeto compacto). Sería un trabajo muy útil obtener dichas cotas al refinar

los resultados obtenidos en esta tesis.

También es muy interesante pensar en los efectos de la rotación en una métrica más ge-

neral, aunque es un trabajo significativamente mayor. Y aun así, esto no bastaría para una

descripción total y realista, pues con base en lo observado por Habibi et al. [35], las observacio-

nes astronómicas presentan una serie de irregularidades causadas por el Disco de Acreción de

materia entorno a Sgt.A∗, que solamente pueden ajustarse añadiendo términos atmosféricos

a través de hidrodinámica relativista. En otras palabras, es necesario añadir mayor realismo

a la métrica utilizada, pero el formalismo demuestra ir indudablemente por buen camino en

dicha búsqueda.
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Apéndice A

Algoritmo 2D

Algoritmo para z vs. φ basándose en los datos para S1/S14 y una masa máxima ajustada

manualmente a base de prueba y error, pero congruente con las condiciones obtenidas en la

sección 3.2. Las funciones Y1, Y2 y Y3 corresponden a la velocidad Temporal (2.34), Azimutal

(2.35) y Radial (2.36), respectivamente. Y4 corresponde a la razón del momento radial del

fotón y su energía (2.51), mientras que b1 es la expresión del parámetro de impacto (2.46) y

finalmente b2 es simplemente la componente radial de la métrica (2.2).

Estos son los datos que se utilizaron. Todos están en proporción a la masa de Sgta. A*

como Unidad:

1 Masa de Sgt. A* = 8.26× 1036kg = 6137180000m = 4153947.507⊙

e = 0.556 Excentricidad S1

e = 0.9761 Excentricidad S14

e = 0 Excentricidad Orb. Cir.

M = 1 Radio Gravitacional de SGT A*

q = 1.4442 ∗ 10−18 Carga Gravitacional de SGT A*

P = (116102.75) ∗ (1− e2) Semi lactus rectum Gravitacional S1

P = (55866.3611) ∗ (1− e2) Semi lactus rectum Gravitacional S14

P = (85984.55598) ∗ (1− e2) Semi lactus rectum Gravitacional Orb. ir.

e = 0.556e = 0.556e = 0.556

q = 1.4442 ∗ 10∧(−18)q = 1.4442 ∗ 10∧(−18)q = 1.4442 ∗ 10∧(−18)

P = (116102.75) ∗ (1− e∧2)P = (116102.75) ∗ (1− e∧2)P = (116102.75) ∗ (1− e∧2)

M = 1M = 1M = 1
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Y1[x_] = Sqrt[((P∧4) + 2 ∗ (P∧2) ∗ (q∧2) ∗ (1 + e∧2) + (q∧4)((1− e∧2)∧2) + 4 ∗M ∗ P ∗ ((1− e∧2)Y1[x_] = Sqrt[((P∧4) + 2 ∗ (P∧2) ∗ (q∧2) ∗ (1 + e∧2) + (q∧4)((1− e∧2)∧2) + 4 ∗M ∗ P ∗ ((1− e∧2)Y1[x_] = Sqrt[((P∧4) + 2 ∗ (P∧2) ∗ (q∧2) ∗ (1 + e∧2) + (q∧4)((1− e∧2)∧2) + 4 ∗M ∗ P ∗ ((1− e∧2)

∗(M ∗ P − q∧2)− P∧2))/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ (q∧2))∗(M ∗ P − q∧2)− P∧2))/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ (q∧2))∗(M ∗ P − q∧2)− P∧2))/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ (q∧2))

∗(1− (2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x]) + ((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)∧2)]∗(1− (2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x]) + ((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)∧2)]∗(1− (2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x]) + ((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)∧2)]

Y2[x_] = Sqrt[((M ∗ P − q∧2) ∗ (1 + eCos[x])∧4))Y2[x_] = Sqrt[((M ∗ P − q∧2) ∗ (1 + eCos[x])∧4))Y2[x_] = Sqrt[((M ∗ P − q∧2) ∗ (1 + eCos[x])∧4))

/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2))]/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2))]/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2))]

Y3[x_] = Sqrt[((M ∗ P − q∧2)/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)Y3[x_] = Sqrt[((M ∗ P − q∧2)/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)Y3[x_] = Sqrt[((M ∗ P − q∧2)/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (M ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)

−(1− e∧2) ∗ q∧2))) ∗ ((P∧2) ∗ (e∧2) ∗ (Sin[x]∧2) ∗ (1− (2 ∗M/P )−(1− e∧2) ∗ q∧2))) ∗ ((P∧2) ∗ (e∧2) ∗ (Sin[x]∧2) ∗ (1− (2 ∗M/P )−(1− e∧2) ∗ q∧2))) ∗ ((P∧2) ∗ (e∧2) ∗ (Sin[x]∧2) ∗ (1− (2 ∗M/P )

∗(3 + e ∗ Cos[x])) + (q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((e∧2) ∗ (1− Cos[x]∧4)∗(3 + e ∗ Cos[x])) + (q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((e∧2) ∗ (1− Cos[x]∧4)∗(3 + e ∗ Cos[x])) + (q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((e∧2) ∗ (1− Cos[x]∧4)

+(Sin[x])∧2) ∗ (6 + 4 ∗ e ∗ Cos[x])) + ((q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((Sin[x])∧2)/P∧2)]+(Sin[x])∧2) ∗ (6 + 4 ∗ e ∗ Cos[x])) + ((q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((Sin[x])∧2)/P∧2)]+(Sin[x])∧2) ∗ (6 + 4 ∗ e ∗ Cos[x])) + ((q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((Sin[x])∧2)/P∧2)]

Y4[x_] = Cos[x]/Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])Y4[x_] = Cos[x]/Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])Y4[x_] = Cos[x]/Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])

+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)]+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)]+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)]

B1[x_] = (((P )/(1 + e ∗ Cos[x])) ∗ Sin[x])/(Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])B1[x_] = (((P )/(1 + e ∗ Cos[x])) ∗ Sin[x])/(Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])B1[x_] = (((P )/(1 + e ∗ Cos[x])) ∗ Sin[x])/(Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗M/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])

+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)])+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)])+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)])

R[x_] = P/(1 + e ∗ Cos[x])R[x_] = P/(1 + e ∗ Cos[x])R[x_] = P/(1 + e ∗ Cos[x])

B2[x_] = 1/(1− (2 ∗M/R[x]) + ((q∧2)/(R[x]∧2)))B2[x_] = 1/(1− (2 ∗M/R[x]) + ((q∧2)/(R[x]∧2)))B2[x_] = 1/(1− (2 ∗M/R[x]) + ((q∧2)/(R[x]∧2)))
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Apéndice B

Algoritmo 3D

Algoritmo para z vs. φ vs. M usando los datos para S1/S14 y una franja de masas desde

1 (el radio gravitacional) hasta una masa máxima ajustada manualmente a base de prueba y

error, pero congruentes con las condiciones obtenidas en la sección 3.2. Las funciones Y1, Y2 y

Y3 corresponden a la velocidad Temporal (2.34), Azimutal (2.35) y Radial (2.36), respectiva-

mente. Y4 corresponde a la razón del momento radial del fotón y su energía (2.51), mientras

que b1 es la expresión del parámetro de impacto (2.46) y finalmente b2 es simplemente la

componente radial de la métrica (2.2).

e = 0.556e = 0.556e = 0.556

q = 1.4442 ∗ 10∧(−18)q = 1.4442 ∗ 10∧(−18)q = 1.4442 ∗ 10∧(−18)

P = (116102.75) ∗ (1− e∧2)P = (116102.75) ∗ (1− e∧2)P = (116102.75) ∗ (1− e∧2)

Y1[x_,m_] = Sqrt[((P∧4) + 2 ∗ (P∧2) ∗ (q∧2) ∗ (1 + e∧2) + (q∧4)((1− e∧2)∧2)Y1[x_,m_] = Sqrt[((P∧4) + 2 ∗ (P∧2) ∗ (q∧2) ∗ (1 + e∧2) + (q∧4)((1− e∧2)∧2)Y1[x_,m_] = Sqrt[((P∧4) + 2 ∗ (P∧2) ∗ (q∧2) ∗ (1 + e∧2) + (q∧4)((1− e∧2)∧2)

+4 ∗m ∗ P ∗ ((1− e∧2) ∗ (m ∗ P − q∧2)− P∧2))/((P∧2) ∗ ((P∧2)+4 ∗m ∗ P ∗ ((1− e∧2) ∗ (m ∗ P − q∧2)− P∧2))/((P∧2) ∗ ((P∧2)+4 ∗m ∗ P ∗ ((1− e∧2) ∗ (m ∗ P − q∧2)− P∧2))/((P∧2) ∗ ((P∧2)

−(m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ (q∧2)) ∗ (1− (2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])−(m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ (q∧2)) ∗ (1− (2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])−(m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ (q∧2)) ∗ (1− (2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])

+((q∧2)/(P∧2)) ∗ ((1 + e ∗ Cos[x])∧2))∧2)]+((q∧2)/(P∧2)) ∗ ((1 + e ∗ Cos[x])∧2))∧2)]+((q∧2)/(P∧2)) ∗ ((1 + e ∗ Cos[x])∧2))∧2)]

Y2[x_,m_] = Sqrt[((m ∗ P − q∧2) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧4))/((P∧2) ∗ ((P∧2)Y2[x_,m_] = Sqrt[((m ∗ P − q∧2) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧4))/((P∧2) ∗ ((P∧2)Y2[x_,m_] = Sqrt[((m ∗ P − q∧2) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧4))/((P∧2) ∗ ((P∧2)

−(m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2))]−(m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2))]−(m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2))]

Y3[x_,m_] = Sqrt[((m ∗ P − q∧2)/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2)))Y3[x_,m_] = Sqrt[((m ∗ P − q∧2)/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2)))Y3[x_,m_] = Sqrt[((m ∗ P − q∧2)/((P∧2) ∗ ((P∧2)− (m ∗ P − q∧2) ∗ (3 + e∧2)− (1− e∧2) ∗ q∧2)))

∗((P∧2) ∗ (e∧2) ∗ (Sin[x]∧2) ∗ (1− (2 ∗m/P ) ∗ (3 + e ∗ Cos[x])) + (q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((e∧2)∗((P∧2) ∗ (e∧2) ∗ (Sin[x]∧2) ∗ (1− (2 ∗m/P ) ∗ (3 + e ∗ Cos[x])) + (q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((e∧2)∗((P∧2) ∗ (e∧2) ∗ (Sin[x]∧2) ∗ (1− (2 ∗m/P ) ∗ (3 + e ∗ Cos[x])) + (q∧2) ∗ (e∧2) ∗ ((e∧2)

∗(1− Cos[x]∧4) + (Sin[x])∧2) ∗ (6 + 4 ∗ e ∗ Cos[x])) + ((q∧2) ∗ (e∧2)∗(1− Cos[x]∧4) + (Sin[x])∧2) ∗ (6 + 4 ∗ e ∗ Cos[x])) + ((q∧2) ∗ (e∧2)∗(1− Cos[x]∧4) + (Sin[x])∧2) ∗ (6 + 4 ∗ e ∗ Cos[x])) + ((q∧2) ∗ (e∧2) ∗((Sin[x])∧2)/P∧2)]∗((Sin[x])∧2)/P∧2)]∗((Sin[x])∧2)/P∧2)]
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Y4[x_,m_] = Cos[x]/Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])Y4[x_,m_] = Cos[x]/Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])Y4[x_,m_] = Cos[x]/Sqrt[1 + (Sin[x]∧2) ∗ (−(2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])

+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)]+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)]+((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)]

B1[x_,m_] = (((P )/(1 + e ∗ Cos[x])) ∗ Sin[x])/(Sqrt[1 + (Sin[x]∧2)B1[x_,m_] = (((P )/(1 + e ∗ Cos[x])) ∗ Sin[x])/(Sqrt[1 + (Sin[x]∧2)B1[x_,m_] = (((P )/(1 + e ∗ Cos[x])) ∗ Sin[x])/(Sqrt[1 + (Sin[x]∧2)

∗(−(2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x]) + ((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)])∗(−(2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x]) + ((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)])∗(−(2 ∗m/P ) ∗ (1 + e ∗ Cos[x]) + ((q∧2)/(P∧2)) ∗ (1 + e ∗ Cos[x])∧2)])

R[x_] = P/(1 + e ∗ Cos[x])R[x_] = P/(1 + e ∗ Cos[x])R[x_] = P/(1 + e ∗ Cos[x])

B2[x_,m_] = 1/(1− (2 ∗m/R[x]) + ((q∧2)/(R[x]∧2)))B2[x_,m_] = 1/(1− (2 ∗m/R[x]) + ((q∧2)/(R[x]∧2)))B2[x_,m_] = 1/(1− (2 ∗m/R[x]) + ((q∧2)/(R[x]∧2)))
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Dado que la velocidad radial (2.36) cambia de signo entre −π y π, se requiere graficar la

función z en el dominio [−π, 0] y de nuevo en el dominio [0, π]. Para mostrar ambas gráficas

juntas, fue necesario graficar una función extra que tenga como dominio [−π, π], para que

dicha función no interfiera con el corrimiento, se eligió una función constante bastante alejada

del origen (−10× 107).
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