UNIVERSIDAD MICHOACANA DE SAN NICOLAS DE
HiDALGO

INSTITUTO DE FiSiCcA Y MATEMATICAS

antribucién cie] P-box al momento
anomalo magnético del muén en una

interaccion de contacto

T E S TS

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Maestro en Ciencias en el area de Fisica

PRESENTA:
Axel Ahiezer Ortiz Villasenor

DIRECTOR DE TESIS:

Dr. Juan Carlos Arteaga Velazquez

CODIRECTOR DE TESIS:
Dr. Adnan Bashir

INSTITUTO DE FISICA
Y MATEMATICAS

U MS NH Morelia, Michoacan, México.

Febrero 2025



A mis padres.



Agradecimientos

Quiero agradecer a mis padres por los valores que me inculcaron con los cuales estoy
seguro de poder alcanzar mis metas. Agradezco a Gustavo Paredes quien fue pieza
clave en todo este trabajo, siempre tuvo la mejor disposiciéon para compartir su valioso
conocimiento, el cual fue indispensable para realizar este trabajo. También me gustaria
agradecerle al Dr. Angel Miramontes por su ayuda para la realizaciéon de este trabajo.
Finalmente quiero agradecer profundamente a mi asesor el Dr. Adnan Bashir por todo
el apoyo y conocimientos que me ha brindado a quien personalmente admiro y estimo
bastante.



Resumen.

En este trabajo hemos calculado los observables fisicos de los mesones pseudoescala-
res en el modelo de interaccién de contacto tales como su masa y factores de forma
elasticos el cual es fundamental para entender la estructura interna de los hadrones.
Posteriormente se calculo el factor de forma de transicién vy* — 7%, Después calcu-
lamos los factores de forma eldsticos para la primera excitacién radial del pion y del
kaon, nuestros resultados muestran un correcto comportamiento cualitativo comparado
con los resultados que se obtienen con estudios realizados con modelos mas refinados.
Finalmente, calculamos la contribucién del P-box “Hadronic Light by Light ” del pion
y del kadn para el estado base asi como para la primera excitacién radial utilizando el
modelo interaccién de contacto.

Palabras clave: Mesén, Quark, Propagador, Pién, Pseudoescalar.

Asbtract.

In this work we have calculated the physical observables of pseudoscalar mesons, such
as their mass and elastic form factor which is fundamental for understanding the in-
ternal structure of hadrons , within a contact interaction model. Subsequently we have
calculated the transition form factor yv* — 7. Following this, we determined the elas-
tic form factors for the first radial excitations of the pion and kaon. Our results show a
correct qualitative behavior compared to the results obtained with studies carried out
with more refined models. Finally, we calculate the contribution of the P-box “Hadronic
Light by Light ” for both the ground state and the first radial excitation of the pion
and kaon using the contact interaction model..

Key Words: Meson, Quark, Feynman, Pion, Pseudoescalar.
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Capitulo

Introducciéon

SECCION 1.1

i.De que esta conformado el Universo?

La investigacién realizada en la fisica de particulas en la actualidad tiene como objeti-
vo dar respuesta a esta ambiciosa pregunta. Desde la antigiiedad se ha tratado se ha
tratado de dar una respuesta a esta pregunta, Anaximenes de Mileto fue uno de los
primeros en proponer una respuesta, en ella proponia que toda la materia podia ser
descrita a partir de 4 elementos: aire, tierra, agua y fuego. No obstante, esta propuesta
no resulté correcta. Mucho tiempo después, Mendeléyev logro clasificar todos los ele-
mentos hasta entonces conocidos en la famosa tabla periédica. A pesar del hecho de
que esta propuesta estaba de acuerdo con los hechos experimentales, la idea de que al
nivel mas fundamental la materia estuviese dada por mas de 100 elementos era bastante
complicada,a pesar de que el modelo de la estructura fundamental de Anaximenes era
erréoneo era conceptualmente superior debido a su simplicidad y a sus pocos elementos
que lo conformaban. El aumento de estos elementos en el modelo de Mendeléyev y una
organizacion sistematica evidente sugeria fuertemente la existencia de una subestructu-
ra mas simple la cual conformara toda la materia. Hoy en dia, sabemos que en efecto,
los elementos de la tabla periddica estan conformados a un nivel mas fundamental
por electrones, protones y neutrones. Se llegd a estos resultados gracias a los experi-
mentos de J.J Thompson a finales del siglo XIX sobre el comportamiento de los rayos
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catodicos [2], [3], el experimento de la laminilla de oro de E. Rutherford [4] y los experi-
mentos utilanzando parafina de J. Chadwick [5] a principios del siglo XX. Sin embargo,
el neutrén y el proton no estaban solos, resultan ser solo las particulas mas ligeras de
un enorme grupo llamados bariones, de igual manera surgieron una gran cantidad de
nuevas particulas llamadas mesones que de manera colectiva son llamados hadrones. El
aumento de particulas que en ese momento se denominaban como “elementales”sugeria
la posible existencia de una nueva subestructura tal como sucedi6 con la tabla de Men-
deleev. Teniendo cada una de estas particulas diferentes propiedades fisicas tales como
la masa, carga eléctrica, espin, extraneza, encanto, belleza, numero bariénico, numero
leptonico, isospin, hipercarga, tiempo de vida y modos de decaimiento, surgiendo de
esta manera la necesidad de encontrar un nuevo sistema de clasificacién. Gracias al
trabajo de grandes cientificos como S. Glashow [6] , S. Weinberg [7], A. Salam [8], M.
Gell-Mann [9] entre muchos otros, es que se han establecido los fundamentos teéricos
de lo que hoy en dia conocemos como el modelo estandar (SM) de particulas elemen-
tales, el cual es capaz de describir 3 de las 4 interacciones fundamentales que se dan
en la naturaleza (fuerte, electromagnética y débil) en términos de lo que hasta hoy en
dia se cree que son los constituyentes mas fundamentales de la materia: los quarks y
los leptones, donde el 98 % de toda la materia del universo visible esta formada por
electrones, quarks u y quarks d . Estos constituyentes son fermiones de espin 1/2, los
cuales interactuan mediante el intercambio de bosones norma, los cuales tienen espin 1,
todos ellos se muestran en la figura {6.1} (en esta figura también se incluye el bosén de
Higgs [11], descubierto en 2012, que es el responsable de otorgar masa a estas particu-
las fundamentales ). En fisica de particulas, hay cuatro interacciones fundamentales, la

Modelo estandar de fisica de particulas
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Figura 1.1: Particulas que conforman el modelo estandar.

fuerte, la débil, la electromagnética y la gravitatoria. Los bosones de norma, los cuales
son los mediadores de la interaccion son los siguientes, para la interaccién fuerte son
los gluones, para la interaccién débil son los bosones W y el bosén Z; mientras que
para la electromagnética, es el fotén. Cabe recalcar que la magnitud de la fuerza gravi-
tacional es tan pequena en comparacion de las demas que, a escalas subatomicas puede
despreciarse.

Cada uno de los elementos que conforman al modelo estandar tiene asociado su corres-
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pondiente antiparticula la cual tiene la misma masa pero todos sus nimeros cuanticos
estan con el signo contrario. Los leptones tienen la misma carga eléctrica pero su masa
es diferente, cada leptén tiene su propio neutrino asociado y pueden interaccionar a
través de fuerzas débiles y electromagnéticas. Los neutrinos solo estan presentes en las
interacciones débiles y no tienen carga eléctrica. Finalmente los quarks pueden interac-
tuar a través de las fuerza fuerte, electromagnética y débil. Existen 6 diferentes tipos
de quarks, cada uno de estos se les denomina con un sabor diferente. Una caracteristica
bastante interesante acerca de los quarks y gluones es que nunca se han podido observar
de manera aislada, debido a una propiedad que se le conoce como confinamiento. Los
quarks siempre se encuentran confinados en grupos los cuales conforman a los hadrones.
Los bariones estdan conformados de tres quarks y los mesones estan conformados por
un quark y un anti-quark. Esta clasificacién es conocida como el modelo de quarks,
el cual gand notoriedad al lograr predecir la existencia del barién €2~. Sin embargo,
este modelo comenzé a mostrar inconsistencias serias, por ejemplo, el bariéon AT, el
cual esta conformado por tres quarks u, tiene espin 3/2, lo cual nos obliga a combinar
tres fermiones idénticos en un estado completamente simétrico uuu para que concuerde
con las caracteristicas de A™t, pero este estado no es valido ya que viola el principio
de exclusion de Pauli. Para solucionar este problema, se introdujo el numero cuantico
llamado “color”, de manera que los quarks pudiesen distinguirse entre ellos y de esta
manera no se violara el principio de exclusion de Pauli. Hay tres colores distintos: rojo
(R), azul (B) y verde (G) (y sus respectivos anti-colores), con esto se soluciona el pro-
blema de AT pero esto podria hacer surgir otro ya que por ejemplo para el caso del
proton podriamos tener varios tipos diferentes de protones del tipo ugugdp, urugds,
upurdg, etc pero sabemos que solo hay estado para el protén, entonces se tiene que in-
troducir este numero cuantico sin alterar la cantidad de estados para las particulas, esto
se soluciona al asegurar que todas las particulas observables son “incoloras”é “blancas”.
El color blanco se obtiene al combinar los tres colores: R, G’y B (anti-colores:R, G,
B ) en el caso del barién o al combinar un color con su respectivo anti-color para el
caso del mesén, es decir que los hadrones deben ser invariantes bajo el intercambio de
colores.Esta simetria ante permutaciones de color es una simetria exacta y se representa
mediante el grupo SUq(3), donde el subindice C hace referencia a que se trata de una
simetria de color. Las simetrias desempenan un papel fundamental en la fisica ya que
a cada simetria se le asocia una ley de conservacién. Cuando aplicamos un grupo de
transformaciones a una funcién de onda la cual describe un estado y el lagrangiano
correspondiente no cambia, entonces decimos que tenemos una simetria.
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SECCION 1.2

Los Hadrones

Toda la materia se constituye a partir de seis quarks, seis leptones ( y sus respectivas
anti-particulas) y los bosones de Gauge pero cerca del 98 % del universo visible esta
conformado a partir de solo tres de ellos: electrones, quarks u y quarks d, el resto de
la materia es inestable. Toda la materia se constituye a partir de los dtomos, un atomo
esta conformado por un nicleo en el cual se concentra la mayoria de la masa y esta
rodeado por una nube de electrones. El nticleo esta conformado de protones y neutrones
(nucleones) unidos a través de la interaccion fuerte, el numero atémico del dtomo esta
dado por el numero de protones, ademas el numero de neutrones es bastante similar al
de los protones. Tanto los protones como los neutrones estan compuestos por tres quarks
ligeros; los protones estan compuestos por dos quarks v y un d y el neutrén de un u y
dos d. Los quarks pueden formar dos tipos de estructuras, los bariones y mesones que
conjuntamente son llamados hadrones; los bariones estan constituidos por tres quarks
qqq, los anti-bariones estan constituidos por tres anti-quarks ggq, los mesones estan
constituidos por un quark y un anti-quark ¢g por lo que un anti-mesén es un meson.
Para la descripcién de particulas microscépicas se usan los siguientes nimeros cuanticos:

= Nimero Leptonico: El estudio de las desintegraciones p y 7 ha llevado a intro-
ducir los nimeros cuanticos, llamados niimeros leptonicos que se conservan en las
interacciones débiles.

= Niumero Baridénico: El nimero bariénico fue introducido para poder explicar la
estabilidad del proton, al cual se le otorgd el nimero bariénico B = 1 y al protén
asi como a todos los demas bariones que decaen en el y B = —1 a sus respectivas
antiparticulas. Al resto de particulas se les otorgé B = 0.

» Extraneza: El nimero cuantico de la extraneza, lo introdujo Murray Gell-Mann
y Kazuhiko Nishijima para poder explicar como ciertas particulas (las cuales con-
tienen al menos un quark strange s) tenfan un tiempo de vida mucho mas largo
de lo que se esperaria al tener masas tan grandes. Las particulas que poseen ex-
traneza decaen débilmente donde se viola la conservacion de extranieza mientras
que cuando esta se conserva decaen mediante las interacciones fuertes y electro-
magnéticas.

= Isospin: Es un nimero cuantico propuesto por Heinsenberg.
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SECCION 1.3

Simetria de Isospin

Gracias a los experimentos de Ernest Rutherford [4] se descubrié que la carga de los
atomos estaba concentrada en algo que se conoceria como nticleo en el cual se encuentra
la mayor parte de la masa del a&tomo. Hasta los anos 30 se pensaba que los atomos solo
estaban constituidos por protones y electrones pero comenzaron a surgir problemas ya
que se sabia que el helio He era cuatro veces mas pesado que el hidrégeno H cuando
en teoria deberia de ser dos veces mas pesado, ;por que sucedia esto? Los experimentos
de Chadwick [5] junto a otros cientificos llevaron al descubrimiento de los neutrones y
precisamente los neutrones eran los que aportaban esa masa a los &tomos. Los neutrones
y protones se encuentran dentro del niicleo de los atomos y tienen una masa casi idéntica.
Heinsenberg propuso en 1932 [62] que el neutrén y el protén son manifestaciones del
mismo estado llamado nucledn, tal como sucede en el caso del electrén y el espin, esto
se propuso ya que la fuerza de interaccion fuerte entre cualquier par de nucleones es
la misma, sin importar si interactiian como protones o neutrones, ademas de que los
neutrones y protones salvo la carga son muy similares en todos los deméds aspectos. A
esta simetria se le llama simetria de isospin, se trata de una simetria aproximada pues
sabemos que el protéon y el neutrén no tienen la misma masa por lo que solo se puede
utilizar bajo condiciones especificas. La propuesta de Heinseberg era la siguiente:

(1.1)

donde n es asociado al neutrén y p al protén, a esto se le conoce como doblete de

isospin. La estructura de grupo de los generadores de isospin T; satisface el dlgebra de
Lie SU(2):
T3, T;] = ieijp T (1.2)

donde n y p forman un doblete que cumple con lo siguiente:

Tylp) = 3lp), Taln) = —5n)
Tol) =1p), T lp) = In)

Sea H, un hamiltoniano, entonces dado que isospin es una simetria de interacciones
fuertes, se cumple que:

(1.3)

[T, H,) =0, i=1,23. (1.4)



Pion

Gell-Mann y Nishijima observaron la existencia de una relacién entre todos estos niime-
ros cuanticos:
B+ S Y

donde Y es el numero cuantico llamado hipercarga definido como Y = B + S.

Q=T3+

SECCION 1.4

Pién

En 1949, Hideki Yukawa [63] gan6 el Premio Nobel de Fisica por predecir la existencia

del pi6n.En esta tesis nos enfocaremos en el estudio del pion, es el mesén mas ligero

y es frecuentemente utilizado para predecir el alcance maximo de la interaccion fuerte.

El pién neutral decae en un electrén positron y en rayos gamma por la interaccion

electromagnética a una escala de tiempo de aproximadamente 10716 segundos, es decir:
™ =e +et+ry

ot =yt (1.6)

Los piones positivo y negativo tienen una vida media de aproximadamente 2.6 x 1078
segundos y decaen en un muoén y un neutrino muonico.

H Particula Simbolo | Anti-particula ‘ Quarks ‘ Masa (MeV/c?) ‘ Spin H

Pion positivo Tt T ud 139.6 0
Pion negativo T 7t ud 139.6 0
Pion neutro 0 0 (uti + dd)/v/2 135.0 0

Tabla 1.1: Caracteristicas del Pion
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SECCION 1.5

Grupo Unitario Especial SU(3)

SU(N) es el grupo de las matrices unitarias N x N con determinante igual a 1, en
donde:

G'G=GG" =1

det(G) =1

Una matriz unitaria puede ser escrita en términos de una matriz hermitiana H como
e’ De la identidad: det (e*) = "D se sigue que la Tr(H) = 0. Sabemos que para
las matrices de N x N existen N? — 1 matrices hermitianas con traza nula por lo que el
grupo de simetria SU(3) tiene 8 generadores, estos corresponden a 8 gluones, los cuales
pueden escribirse como:

(1.7)

1
to ==\ 1.
o= e (18)

donde a = 1,2,--- ,8 y las matrices A\, son las matrices de Gell-Mann las cuales son
matrices hermitianas de 3 x 3 de traza nula y estan dadas por:

010 0 — 0 1 0 0

AM=(100]), =7 0 0, A=1[0 —1 0

0 00 0 0 0 0 0 0

0 01 0 0 — 000
AM=|(0 0 0 0 0 , =10 0 1 (1.9)

100 1 0 010

0 0 O 1 0 0

A=10 0 01 0

0 i 0 V3o 0 -2

Los generadores cumplen la siguiente relacién:

[taa tb] = Z.fabctc (110)

donde f. son las constantes de estructura del grupo; éstas son antisimétricas ante el
intercambio entre cualesquiera de dos de sus indices a, b 6 c.
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SECCION 1.6

Modelo de Quarks

El Mendeleev de la fisica de particulas fue Murray Gell-Mann quien introdujo un oc-
tete que llamo “The eightfold way” en 1961 [9], “The eightfold way” organiz6 a los
bariones y mesones en bonitos patrones geométricos, de acuerdo a su carga eléctrica
y extraneza. Los ocho bariones mas ligeros encajan en un arreglo hexagonal con dos

H Quark Espin B Q Is S Y H
u /2 1/3 2/3 1/2 0 1/3
d /2 1/3 -1/3 -1/2 0 1/3
S /2 1/3 -1/3 0 -1 -2/3

Tabla 1.2: Numeros cuanticos de los quarks

particulas en el centro, este grupo es conocido como el octete de bariones {1.2}, la carga
esta dada en unidades de carga del protén: Los ocho mesones mas ligeros encajan de

The Baryon Octet

Figura 1.2: Octete de los bariones mas ligeros.

manera similar en un patrén hexagonal {1.3}, formando asi el el octete de mesones
(pseudo-escalares): “The eightfold way” no solo forma figuras hexagonales, también se
dan patrones triangulares por ejemplo el cual incorpora los 10 bariones mas pesados
{1.4}, lamado el decuplete de bariones: El modelo de Gell-Mann ademas de presentar
estos patrones geométricos tan bonitos demostro su efectividad ya que llegd a predecir
la existencia de 2~ que fue descubierta experimentalmente en 1964 tal como el modelo
lo habia predicho, gracias a este acierto el modelo gané bastante popularidad, ya nadie
dudaba de su efectividad, siendo este un gran avance en la fisica de particulas. Dejando
de lado el éxito de este modelo, aun quedaba la pregunta ;Por qué los hadrones enca-
jaban en patrones geométricos tan curiosos? En 1964 Gell-Mann y Zweig propusieron
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B The Meson Octet

Figura 1.3: Octete de mesones mas ligeros.

The Baryon Decuplet

s=-1— — — = »

§=-2_ - — = > X Q-1

Figura 1.4: Decuplete de bariones

de manera independiente que todos los hadrones estan compuestos de constituyentes
aun mas elementales, a los cuales Gell-Mann llamé quarks, los quarks venian dados en
tres diferentes versiones (sabores) como se muestra en la tabla (1.2) , formando a su
vez un patrén geométrico {1.5}: Sus respectivos anti-quarks también tienen un patrén

The Quarks

Figura 1.5: Quarks de Gell-Mann

geométrico {1.6}: Se podria decir que los dos grandes aciertos del modelo de quarks son
los siguiente:

» 1. Todos los bariones estdn compuestos de tres quarks (y todos los anti-bariones
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The Antiquarks

Figura 1.6: Anti-quarks de Gell-Mann

de tres anti-quarks).

= 2. Todos los mesones estan compuestos de un quark y un anti-quark.

Pero aunque el modelo de quarks tuvo un comienzo brillante se encontré con dos pro-
blemas, el primero es que nunca se habia podido observar un quark aislado y que tenia
discrepancias con el principio de Pauli ademas de que experimentos posteriores de-
mostrarian la existencia de tres nuevos quarks mas pesados llamados charm ¢, top t y
bottom b. Hoy en dia no hay ninguna duda sobre la existencia de los quarks.

SECCION 1.7

Cromodinamica Cuantica

Las teorias cuanticas de campos son una rama de la fisica que combinan los princi-
pios de la mecénica cudntica con los postulados de la relatividad especial. Su principal
aplicacion se encuentra en la fisica de altas energias, en donde se utiliza para estudiar
particulas subatémicas y sus interacciones. La electrodindmica cudntica (QED) es una
de las teorfas cuédntica de campos (QFT) mas famosas ya que describe los fendme-
nos en los que intervienen particulas cargadas electricamente que interactiian mediante
de la fuerza electromagnética. Esta fue la primera teoria cuantica de campos exito-
sa incorporando conceptos como la creacién y aniquilacién de particulas. Desarrollada
principalmente en la decada de 1930, Richard Feynman fue uno de los principales con-
tribuyentes a la creacién de esta, por esto y numerosas razones se le otorgo el premio
Nobel de Fisica en 1965.

La cromodindmica cuantica (QCD) es la teorfa cuantica de campos que describe las
interacciones fuertes, es decir las interacciones que se dan entre particulas con color,
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al ser también una QFT su estructura es bastante similar a la de QED pero con una
diferencia importante; el grupo de norma no es abeliano,

QCD es una teoria de norma que tiene dos regimenes el perturbativo y el no pertur-
bativo, actualmente es la teoria que nos ayuda a entender la estructura interna de los
hadrones en términos de quarks y gluones de manera mas completa. QCD tiene dos
propiedades recalcables:

= Libertad Asintética: Esto se traduce a que a extremadamente energias, los
quarks y gluones interactiian de manera muy débil, es decir que a medida que se
aumenta la escala de energia las interacciones se vuelven cada vez mas débi-
les.QCD predice este comportamiento, el cual fue descubierto por David Po-
litzer,Frank Wilczek y David Gross. Por este hallazgo recibieron el Premio Nobel
de Fisica en 2004 [15]. Gracias a este descubrimiento, la comunidad cientifica
puede hacer predicciones mas precisas utilizando la técnica de teoria de pertur-
baciones.

= Confinamiento: Los objetos de color como los quarks y gluones no son estados
que se hayan podido observar en la naturaleza por si solos, pues todos los estados
fisicos corresponden a estados incoloros. Dado que los gluones pueden interactuar
entre si, estos forman un campo de color, el cual impide que los quarks se separen.
El potencial entre los quarks aumenta con la distancia, lo que implica que se
necesitaria una cantidad infinita de energia para poder separarlos, la veracidad
de este descubrimiento radica en que explica por que no hemos sido capaces de
observar quarks y gluones libres.

SECCION 1.8

Lagrangiano de QCD

Dentro de las teorias cuanticas de campos, existen las teorias de gauge, las cuales se ba-
san en el principio de invarianza de gauge. Este principio establece que las interacciones
entre particulas fundamentales surgen como consecuencia de exigir que el lagrangiano
del sistema sea invariante bajo un grupo de simetria local. El modelo estandar se basa
en las teorias de norma, SUq(3) es la simetria de norma de QCD.

Al exigir invarianza de gauge bajo el grupo SUcx(3) en el lagrangiano que describe a
los quarks, se obtiene como resultado la interaccién entre ellos. Ya que los quarks son
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fermiones de espin 1/2, estos se describen mediante el lagrangiano de Dirac:
‘CDirac<:U> = 7%(35)(@@ - m;)%(fﬁ) (111)

donde @ = y*0,, y m; representa la masa de los quarks.Los quarks se describen mediante
el campo fermidnico @é(:ﬂ), donde ¢ el indice de color y j el indice de sabor (se asume
una suma sobre indices repetidos). Para que existan interacciones entre los quarks, es
necesario exigir que el lagrangiano sea invariante bajo el conjunto de transformaciones
de gauge asociadas al grupo SUx(3). Para los campos fermiénicos, la transformacién
de norma esta dada por:

bg(x) = dy(x) = Uthy(2)
Wy() = () = Py (2)U"

donde U es una matriz unitaria arbitraria de 3 x 3. De manera general U puede escribirse
como:

(1.12)

U = e'soalo)t” (1.13)

donde g; es la constante constante de acoplamiento fuerte, los 8 elementos «a,(x) (donde
a=1,---,8) son funciones escalares y cada una de las 8 matrices t* son los generadores
del grupo SU¢(3), las cuales satisfacen la relacién (1.10) . El lagrangiano de Dirac no
es invariante bajo la transformacién de norma (1.12), ya que obtenemos:

Lpirac() = L(2) = Lpirac + QZ(x)UTm“(@LU)@b(x) (1.14)

Donde por simplicidad, hemos omitido los indices de color y sabor para el campo fer-
mionico 1. Para poder garantizar la invarianza de gauge del lagrangiano, es necesario
cambiar la derivada parcial J, por una derivada covariante D,,, la cual esta dada por:

D, = 0, +igst"Gy, (1.15)
siendo G, campos vectoriales de espin 1, cuya transformacion de norma es:
G, — G, =G, — 0,a%(x) — gsf“bcab(x)GZ(:x) (1.16)

Tomando todos estos cambios en cuenta, el lagrangiano de Dirac queda de la siguiente
manera:

Lpirac — L1(z) = ¥(2)(iv* D, — m)(z) = Lpirac — gszﬁ(x)fy“taw(a:)Gz (1.17)

Para poder identificar los campos G}, como particulas fisicas (en este caso, los gluones),
es necesario que el lagrangiano incluya tanto los términos de energia cinética como de
energia potencial. Por lo tanto, debemos introducir un termino correspondiente a la
energia cinética de la siguiente forma:

L1(2) = Loon(x) = La(x) — ~Fo Fm (1.18)

4 e
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donde Fj;, es el tensor de energia momento de los gluones, el cual esta dado por:
Fi, = 0,G, — 0,G}, — gsfabCGZGf, (1.19)

donde el ultimo término de la expresion anterior es el responsable de que los bosones
de gauge interactien entre si,una caracteristica distintiva de las teorias no-abelianas,
es decir, aquellas descritas por un grupo de simetria no conmutativo. Finalmente, el
lagrangiano de QCD esta dado por:

n - n a a 1 a v
Lacn(r) = D)0, — m)p(z) — g (e b (2)Gs — TFAF (1.20)
Es importante recalcar que, para poder cuantizar la teoria es necesario introducir en el
lagrangiano el termino de fijacién de norma.Ademas, de que también se deben incluir
a los llamados campos fantasmas para garantizar la unitariedad de la teoria.

SECCION 1.9

Reglas de Feynman

En la fisica de particulas, es comtun enfrentarse a calculos extremadamente complejos
que, en muchos casos, no pueden resolverse de manera exacta. Por ello, se recurre a la
teoria de perturbaciones, donde se utilizan las reglas de Feynman, las cuales se pueden
deducir a partir del formalismo de la integral de camino. Los diagramas de Feynman son
representaciones graficas de las trayectorias de las particulas en procesos de colision,
los cuales deben su nombre a Richard Feynman quien los introdujo por primera vez
en 1948 [64]. Gracias a estos diagramas, el problema de calcular secciones eficaces
de dispersion se simplifica a la suma de amplitudes de todos los estados intermedios
posibles.

Las reglas de Feynman para QCD son las siguientes:

» Lineas Externas:
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ps

Quark Entrante » < u(p, s)
pys

Quark Saliente » > u(p, s)
p.s

Anti-quark Entrante | e > u(p, s)
ps

Anti-quark Saliente | ® < v(p, s)
a, g p

Gluén Entrante 0000000000000 | e4(p)
ap P

Gluén Saliente ¢0000000000000> | e*(p)

donde u y v son espinores de Dirac para el fermion y anti-fermién respectivamente
donde s es el espin y p el momento , los cuales son soluciones de la ecuacién de
Dirac, €*(p) representa la polarizacién de los gluones donde « es un indice de
color y p un indice de Lorentz.

Propagadores: Un propagador es una particula que se esta desplazando entre
dos puntos del espacio-tiempo, se le asocia a una funcién de Green de 2 puntos
que representa la amplitud de probabilidad de propagacion de una particula entre
dos puntos. En la cromodinamica cuantica hay tres tipos de propagadores; para
quarks,gluones y fantasmas.

Vértices: Los vértices representan dos o mas particulas interactuando, a diferen-
cia de QED en QCD se permiten los vértices entre dos o mas gluones ya que estos
pueden intectuar entre ellos.

en donde las letras griegas son indices de Lorentz, las letras a, b, ¢ y d son indices
de color y las letras k, p y ¢ denotan el cuadrimomento de la particula, & es el
termino de fijacion de norma en el lagrangiano de QCD,cabe recalcar que estas
expresiones son a nivel de arbol.

Conservacién de energia y momento: En cada vértice debe haber conserva-
cion de momentos para asegurar esto se le asocia una delta de Dirac. Para un
vértice donde se involucran (m +n): (2m)%6*(q1 + -+ + ¢m —p1 — - - - — pn) donde
los momentos ¢; estan asociados a los momentos entrantes y los momentos p; son
los momentos salientes.

Integracion de momentos internos: Debemos tomar en cuenta todas las po-
sibles configuraciones en las que un proceso puede ocurrir, es por eso que para
cada momento interno q, escribimos el factor d*q/(2m)* e integramos sobre todo
el espacio.
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Quark-Gluén

Propagadores
Quark : y ! iSo(p) = 0ij

p.a g vb , - ;
Gludn 0PN (q) = =% |9 + (€ — 1)L

0000B00B000Y

Fantasma a _’i _____ b 10 Go(k?) = Z'%b
Vértices
M a

—igs T yH

3-Gluones

—igs f [g*(k — p)” + ¢ (p — )* + 9" (q — k)" ]

Fantasma-Gluon

gsf*q"

4-Gluones

—igs [fe f(g*Pg™ — g**g"")+

facefbde (gaﬁgp)\ o ga/\gpﬁ) + fadefbce (ga,b’g)\p . gong)\,b’)}
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SECCION 1.10

Simetria Quiral y su Rompimiento

La simetria quiral de QCD es un caso limite en el que las masas corriente de los quarks
pueden despreciarse. Sabemos que dichas masas no son cero, sin embargo, si conside-
ramos que las masas corriente de los quarks u, d y s son mucho mas pequenas que las
masas de los hadrones, entonces estas pueden ser despreciadas, con todo esto en cuenta,
sabemos que se trata de una simetria aproximada de QCD. Esta simetria es asociada
a la corriente vector axial, la cual se rompe de manera espontanea, a esto se le conoce
rompimiento de simetria espontaneo, una consecuencia importante de esta ruptura de
simetria es la existencia de un bosén sin masa llamado bosén de Goldstone [65], el pién
es el bosén de Goldstone para QCD, si se tratara de una simetria perfecta el piéon no
tendria masa pero como sabemos no es el caso, esto sucede justamente por que se trata
de una simetria aproximada. De la mecanica clésica sabemos que las simetrias del la-
grangiano implica una conservacion de corriente. Como ejemplo, a partir de la corriente
de Noether. Tomemos el lagrangiano de dos sabores de fermiones sin masa, cuyos resul-
tados pueden aplicarse directamente en QCD. Entonces, consideramos el lagrangiano
de Dirac para m = 0:

L = it;hp; (1.21)

donde el subindice j denota los sabores u, d. Consideremos la siguiente transformacién:
—iT.0 .T
i — e ¢j:(1—z§-0)¢j (1.22)

donde T son las matrices de Pauli para el isospin. El campo conjugado se transforma
de la siguiente manera:

B; — D;elF0 o <1 + z% - 9) (1.23)

De esta manera podemos ver que el lagrangiano (1.21) es invariante bajo estas trans-
formaciones.

.7 .- . . oqT .= T .-
L =ith;dp; — L' = ish;dip; — i - <Z¢j(3§¢j - 2%5&9%) = )P, (1.24)
de donde obtenemos que la corriente conservada asociada es:
a n T
Vi= %‘%5%‘ (1.25)

esta corriente es conocida como corriente vectorial. Ahora, consideremos la siguiente
transformacion:

. T
wj — 677‘755.9’(/@' ~ (1 — 2755 . 9) % (126)
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Entonces, el campo conjugado se transforma de la siguiente manera:

- - - T
Wby = ;30 24 (1 — g 9) (1.27)
donde hemos utilizado las relaciones de conmutacién de la matrices gamma, en par-
ticular Y975 = —757%. De aqui, podemos observar que el lagrangiano (1.21) también
permanece invariante bajo esta transformacion.

L= ity — £ = ity = i0 - (0" ys 505 — s 50ty ) = ity (1:28)

vemos que el segundo termino se cancela por anticonmutacién de v, y 5. La corriente
asociada sera entonces:

- T
Al = ¢j7u75§¢j (1.29)

dicha corriente es conocida como corriente vectorial axial. De aqui vemos que el lagran-
giano para dos fermiones sin masa en QCD permanece invariante bajo ambas transfor-
maciones, las cuales conforman la llamada simetria quiral. Por otro lado, si introducimos
el termino de masa en el lagrangiano:

podemos ver que este termino sera invariante bajo la primera transformacion pero no
bajo la segunda, ya que para este término se transforma de la siguiente manera:

Es por esta razéon que se observa una generacién dindmica de masa a medida que la
escala de energia disminuye, pasando del régimen perturbativo al no-perturbativo.



Capitulo

Interaccion de Contacto

SECCION 2.1

Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SD), son llamadas asi en honor a Julian Schwin-
ger y Freeman Dyson [16], [17], son un conjunto de ecuaciones integrales acopladas que
relacionan a las funciones de Green y las teorias cuanticas de campos, comunmente se
les llama como las ecuaciones de Euler-Lagrange de las teorias cuanticas de campos
ya que son las ecuaciones de movimiento correspondientes a las funciones de Green,
una vez que se conocen todas sus funciones de Green la teoria de campos se considera
resuelta. Estas ecuaciones son de suma importancia ya que a través de ellas podemos
estudiar el rompimiento dinamico de simetria quiral, es decir, la generacién de masa de
los fermiones en las QFT's. Estas ecuaciones pueden derivarse de manera formal a partir
del formalismo de las integrales de camino de Feynman. El método mas utilizado para
truncar estas ecuaciones es utilizando teoria de perturbaciones, recordando que esto es
valido solo en un cierto régimen donde la constante de acoplamiento ay < 1. Por lo
que es necesario utilizar otro método de truncacion para el régimen no perturbativo, a
partir de los calculos no perturbativos se puede obtener informacién muy valiosa la cual
en ocasiones se pierde utilizando cédlculos perturbativos como la generacion dinamica
de masas y el confinamiento. En nuestro caso estamos especialmente interesados en la
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generacién dindmica de masas, pues es bien sabido que el 99 % de la masa de la materia
tiene un origen dinamico. Ahora bien, revisemos como los propagadores del fermion y
el foton se modifican debido a las autointeracciones. Aunque la derivacién de las SDE
no depende del valor de la constante de acoplamiento a, como ya se ha senalado, re-
sulta mas intuitivo deducirlas por argumentos perturbativos. De esta manera, podemos
expresar el propagador del quark completo como una serie infinita de correcciones al
propagador desnudo, como se muestra a continuacién {2.1} donde la interaccién es
mediada por fotones.

Figura 2.1: Propagador completo.

En 1949, Freeman Dyson al darse cuenta de que existia un cierto patrén en las correc-
ciones del propagador desnudo, las cuales agrupo en cuatro diferentes tipos:

» Correcciones al propagador fermidnico.

Correcciones al propagador del fotén.

Correcciones al vértice.

Re-correcciones, las cuales son todas las posibles combinaciones diferentes de estas
correcciones.

El proceso de autointeracciones genera 3 series infinitas de correcciones. Las correcciones
al propagador fermidnico estédn representadas por {2.2}. Hemos utilizado un circulo
relleno sobre el propagador fermiénico representando de esta forma la suma de todas
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%+m + o —F ;\N;/\,I,Li

Figura 2.2: Correcciones al propagador fermionico.

las interacciones que pueden afectar al fermién durante su propagaciéon. Lo mismo
ocurre para el propagador completo del fotén y el vértice completo del fermién, que
también poseen dichos circulos rellenos, a diferencia de los propagadores desnudos que
no lo tienen. Las correcciones al propagador del fotén estéan representadas por {2.3}.

Figura 2.3: Correcciones al propagador del fotén.

Las correcciones al vértice estan representadas por {2.4}.
;\Nm:;iiwé . ;\Ni’b;wé 4o —3

Figura 2.4: Correcciones al vértice.

Y las re-correcciones estan representadas por {2.5}.

T T

Figura 2.5: Re-correcciones de todas las correcciones.

Las series anterior mencionadas se pueden representar de una forma mas compacta,
como se muestra en {2.6}.
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Figura 2.6: Primera simplificacién de la serie perturbativa de {2.1}.

En {2.6} es importante notar que el ultimo término en las correcciones corresponde a
las re-correcciones. Expandiendo este ultimo término tenemos una ecuacién como en

Figura 2.7: Expansién de la figura {2.6}.

Ahora bien, representamos a la autoenergia 3(p) como {2.8}. Entonces la ecuacién

Figura 2.8: Diagrama correspondiente a la autoenergia 3(p).

correspondiente al diagrama {2.7} esta dada por la ecuacién (2.1) donde hemos definido
S(p) como el propagador del quark vestido y a Sy(p) como el propagador del quark a
nivel de arbol.

S(p) = So(p) + So(p)X(p)So(p) + So(p)X(p)So(P)E(p)So(p) +
= Su(p) + So()S(p) [So(p) + SHBIEBSo(p) + -] o
S(p)

= So(p) + So(p)Z(p)S(p)

Esta es la representacién diagramaética de la ecuacién de Schwinger Dyson (SDE) para
el propagador del quark en QED, donde Sy(p) = 7’ — y X(p) representa la autoenergfa.
Multiplicando (2.1) por la izquierda con S;*(p) y posteriormente con S~*(p) por la
derecha obtenemos:

(2.2)

NN nn ”n 0nn O”n
‘O'DLO'O'
EEEEE

n
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X
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X
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pP-q
-] -] —
o = > - ®
P q

Figura 2.9: Representacién diagramatica de la ecuacion de Schwinger-Dyson para un
quark en QED.

Esta ultima ecuacién se representa de manera diagramética como en {2.9}.

De manera analoga podemos extender esta idea a QCD. Entonces la ecuacion de
Schwinger-Dyson para el quark en QCD esta representada diagramaticamente por
{2.10}.

pP-q
-] -] T
® = > - ®
p q

Figura 2.10: Representacion diagramatica de la ecuacién de Schwinger-Dyson para un
quark en QCD.

SECCION 2.2

Ecuacién de Bethe-Salpeter

Los estados ligados mas simples en QCD son los mesones y estos estan compuestos
por un quark y un antiquark.La ecuacién de Bethe-Salpeter(BSE) [66], nombrada asf
en honor a Hans Albrecht Bethe [68] y Edwin Ernest Salpeter [67] describe los estados
ligados de un sistema de dos particulas en un formalismo covariante relativista y se trata
de una expresion no perturbativa que depende del propagador del quark y el kernel ggq.

Entonces, para estudiar al pion como un estado conformado por quarks requerimos la
ecuacion de Bethe-Salpeter (Figura {2.11}), la cual esta dada por:
d*q

Por(k: P) = / kiS5 01 alas P)S (o Klas k. P) (2.3)
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donde I'y es la amplitud de Bethe-Salpeter para mesones pseudoescalares y K es el
kernel de la BSE, el cual describe la interaccion del quark y el antiquark, el subindice
f1 representa un quark con sabor f; y fo un antiquark de sabor fo. I'y(k; P) puede
determinarse de manera separada de la BSE una vez que K sea especificado. Ademas,
g+ = q+nPy q_ = q—(1—n)P son los momentos del quark y antiquark respectivamente,
n € [0,1] es la fraccién de momento total que comparten el quark y el antiquark, nosotros
usaremos 7 = 1, k es el momento relativo y P es el momento total, tal que, P? = —m?
donde my es la masa del meson.

k., q. ket
P > P S
————>»-—---| T Ik =c-c>-—--- T I‘I K Ik
S
k q. k-

Figura 2.11: Representacion diagramatica de la ecuacién de Bethe-Salpeter en donde
q+ = k4 vy q- = k_ y ademas por conservacion de momento ¢, +q_ = P.

La amplitud de Bethe-Salpeter para cualquier particula pseudoescalar, incluyendo el
pion, esta dada por:

I, (k, P) = 7945 [iBy (k; P) + v - PFy(k; P) + (v - k)(k - P)Gr(k; P)

. (2.4)
+o,,k,P,Hy(k; P)] = 7'Ty(k, P

Por lo tanto:

Uu(k, P) =75 [iEu(k; P) +~ - PFu(k; P) + (v - k)(k - P)Gru(k; P) + 0k, P, Hi (k; P)]
. (2.5)
donde 7/_, , 5 son las matrices de Pauli, k y P es el momento relativo y el momento
total del par quark-antiquark respectivamente. Donde las amplitudes invariantes E,F,G

y H son funciones escalares de Lorentz de k% y k- P. El vértice axial esta dado por:

i
Iy, =5 VuFr(k; P)+ (v k)k,Gr(k; P) — ok, Hr(k; P)]
fﬂ’PM

+T%,(k; P) + mréﬂ(/ﬁ P)

(2.6)
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SECCION 2.3

Modelo Interaccion de Contacto

En el regimen de bajas energias en la QCD no se puede recurrir a la teoria de pertur-
baciones por lo que debemos utilizar metodos no perturbativos tales como las teorias
efectivas o modelos. En las teorias efectivas se busca simplificar las interacciones de tal
forma que no se pierda demasiada informacion, es decir, que conserve las caracteristi-
cas claves de QCD a bajas energias. Un modelo bastante popular es el modelo Nambu
Jona-Lasinio (NJL), el cual debe su nombre a Yoichiro Nambu y Giovanni Jona-Lasinio.
El cual fue propuesto en el ano 1961 cuando Y. Nambu y Jona-Lasinio publicaron el
trabajo titulado “ Dynamical Model of Elementary Particles Based on an Analogy with
Superconductivity 7 [19]. Poco antes, Nambu y Chou habian sugerido la existencia de
un limite en el cual el pién es un bosén de Goldstone (sin masa), asociado con la ruptura
espontanea de simetria quiral. En el trabajo de 1961, Nambu y Jona-Lasino comenzaron
a partir de un lagrangiano de dos nucleones (que en ese momento eran los constituyentes
fundamentales de la materia) sin masa y que preservan la simetria quiral. La ruptura
espontanea de esta simetria da lugar a una masa finita, lo que a su vez genera bosones
de Goldstone los cuales posteriormente serian identificados con el pién. En esa época
la QCD atn no habia sido propuesta. Cuando la QCD se formulé a mediados de los
anos 70, el modelo NJL comenzé a perder popularidad, debido a que era un modelo no
renormalizable. No obstante, trabajar con QCD a bajas energias resulto realmente com-
plicado por lo que en los anos 80 “s surgié la idea de reinterpretar el modelo NJL, ahora
interpretandolo como un modelo para un sistema de quarks interactiantes, suponiendo
que los grados de libertad de los gluones pueden dejarse afuera de las interacciones,
lo que da lugar a interacciones efectivas entre los quarks. Este modelo nos brinda la
oportunidad de estudiar la ruptura espontanea de simetria quiral y sus manifestaciones
fisicas que se ven reflejadas en los hadrones, como la generacion dindmica de masas
de los quarks, la aparicion de un condensado de quarks y el papel de los piones como
bosones de Goldstone de una manera mucho mas sencilla. De esta forma capturando
caracteristicas clave de la teoria. En el modelo interaccién de contacto (CI) no se utiliza
el propagador del gluén completo (2.7) , se considera al propagador del gluén como una
constante en el gauge de Landau. Dado que el momento del gluén no interviene en la
ecuacion ya que el diagrama de Feynman asociado a una dispersién (gg) no aparece el
gluén que intercambian y simplemente se obtiene un diagrama de cuatro puntas que
corresponden a los quarks entrantes y salientes (es decir que 4 fermiones van a un pun-
to), esta es la aproximacién mas radical de este modelo. Sin embargo, sabemos que el
propagador del gluén si se comporta casi como una constante en el sector infrarrojo, al
menos en gauge de Landau como podemos ver en la figura {2.7} . Es por esta razén
que en el gauge de Landau es una buena aproximacién para todos los observables que



Modelo Interaccién de Contacto 25

8 S —

Gluon Propagator

m  |attice un=4.0 GeV |
Fit J
e latticep=25GeV | |
Fit

A(Q%) [GeV 7]

— T — T —TT
0,01 0,1 1 10 100

q’[GeV]

Figura 2.12: Propagador del Gluon [35].

solo dependen de la fisica en el infrarrojo.

k. k 1 4 1
2D (k) =¢% g, — (1 —&)Lrr| — 5 2Ry =  — = 475,,4 2.7
Por lo que definimos:
m?2 1
mi = —24— = (2.8)

47TO([R 47TCA([R

= m, es la escala de masa generada dindmicamente en QCD [29, 74], para el sector
ligero de particulas m, = 500MeV's.

= a;p es el pardmetro que determina la fuerza de interaccién en el infrarrojo [30,75],
para el sector ligero de particulas a;p = 1.14.

Figura 2.13: Propagador completo.
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El vértice del quark-gluén se toma al nivel mas bajo, es decir que no existen interac-
ciones, esto es equivalente a tomar el vértice desnudo en lugar del completo:
)\a

Lo g i) = 5w (2.9)
Nuevamente esta aproximacién del vértice es la mas adecuada en el gauge del Landau
ya que este gauge es el menos sensible a las diferencias entre el vértice quark-gluén
completo y el desnudo. Este modelo tipo NJL es una interacciéon de contacto en el
espacio de configuraciones. Por lo que la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA) para un
estado quark-antiquark no puede depender del momento relativo, entonces, para el
modelo interaccién de contacto tenemos que:

v-P
2Mp

C(P) =15 [iEH<P> T FH<P>} (2.10)

donde hemos extraido una Mg(es la masa reducida) por razones dimensionales.La BSA
puede obtenerse a partir de la BSE. Al nivel mas bajo, el kernel K esta dado por:

-1 AP\
K=— [Z T] VYo Opw (2.11)

mG °

Sustituyendo en la BSE y siendo cuidadosos con el orden la multiplicacién de matrices
obtenemos:

Pulk.P) = ~goz [ uSnla+ PILa(P)S o), 2.12)

SECCION 2.4

Ecuacion de GAP

Las ecuaciones de Dyson-Schwinger para el propagador del quark en el espacio eucli-
diano estan dadas por:

S7Hp) = Zs(iy - p+m) + X(p) (2.13)

donde Zy = Zy(?, A?) es la constante de de la funcién de onda del quark la cual
depende del punto de renormalizacién p?, la masa de escala de regularizaciéon A? y el
parametro de gauge.
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iD
7N\
= . .

iy 1y i8S

Y
\

i I
Figura 2.14: La ecuaciéon de Schwinger-Dyson para la energia propia del quark.

Ademas,

S0) = 2 [ Do - ) S0 (2.14)

Donde D, (k) es el propagador del gluon vestido, I',(¢q,p) es el vértice quark-gluon
vestido y Z;(u?, A?) es la constante de renormalizacién del vértice quark-gluon.En su
forma mas general el propagador del quark esta dada por:

S(p) = —iy - pov(p?) + os(p°)

Z(p?)
S(p) =
W) = 3 (2.15)
1
S(p) = -
) iy - pA(p*) + B(p?)
Por lo que:
S(p) = —iy-p+M(p 2)) _ Z@)iy-p+ M(p?))
iy p+M —iy-p+ M(p?) (v p)? + M (p?) (2.16)
—iZ(p*)p + M( 2‘Z(192 ) + o5(?) '
= = —ipo o
7+ M) poy (p s(p
Donde hemos utilizado el hecho de que p* = p*.
Lo cual implica que:
Z(p*)M(p?)
)= L 2.17
7sw) p* + M>(p?) (217)
Para resolver las ecuaciones (2.13) y (2.14), hacemos un simple ansatz:
9 1
g D,uu(p - Q> = 5MVW
e (2.18)
Dp.a) = 5w

Observemos lo siguiente:
® m es una escala de masa del gluon.Puede ser asociada con el comportamiento infra-
rrojo del propagador del gluon.
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e El parametro A sirve como corte,entonces el modelo definido es no renormalizable.
Por lo tanto la escala de regularizacién A juega un papel dindmico.

e Todas las cantidades calculadas dependen de A, por lo tanto podemos escoger un
conjunto de constantes de renormalizacién igual a 1. Entonces Z; = Z; = 1. Esto es
parte de la definicién del modelo. Regularizamos el modelo interaccion de contacto pero
no lo renormalizamos.

Usando el hecho de que X, A\*\* = 1—3?1 , la ecuacién de GAP puede escribirse como:

S Hp) = (iy-p+m) + % / (;quyﬂuS(Q)%
(2.19)

1 A
-1 i
S = rop )+ g [ St

Donde hemos cambiado la notacién A — A, qu =/ (4d473) que representa una regulari-
zacion invariante translacional. Ahora sustituimos la ec.(2.15) en la ec.(2.19):

Z(p) 5 iy p+ M)
S(p) = - =5 =
(p) ivp+ M(pQ (p) Z(pQ)
| 1 | L[t @)
= iy p+m)+ 3m—/ W@ = (17 pm) + 2y / My g+ M)

. I Z(¢%) (iv-quM(qz))
= (iv-p+m)+ : :
psm) 3m2G7T2/q iy g+ M) iy g+ M) "
(2.20)

Para encontrar el valor de Z(p?) multipliquemos esta ultima ecuacién por «y - p y calcu-
lemos su traza.

A D D vl )+ i
0 . (2.21)
L / Niz (qQ)Trer M (A Z(*)Trv77,]
3mmg J, —q* + M?(¢?)

Donde hemos utilizado el hecho de que la traza de un producto de niimeros impares de
matrices de Dirac es 0 y que el primer termino en la integral es antisimétrico en g por
lo que la integral es cero. Entonces obtenemos:

i4p? 9 1 9
=lp* = —<=1=Z(p°) =1 2.22
Z(p?) Z(p?) ) (222)

Ahora bien, para encontrar M (p?) tomemos la traza de la ec.(2.20):
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0 0
iTelrp]+ M(p*)Tr[l] = iTelap]+ mTr(l]
0
N 1 /A —i1'r ) + M(¢*)Tr[7.7,]
3rmg J,

—@ + M2(g?) (2.23)

1M M)

= M(p?) =
(p7) = m+ 37rm2G/q —q® + M?(¢?)
Entonces obtenemos que:

L M(g?)
M(p*) = 2.24
W) =mt s / A (2.24)

Por otro lado, sabemos que d*q = dqq*sin?0dfsingdedy, donde 0, ¢ € [0,7] y o €
[0, 27]. Por lo que la integral no depende de los dngulos, por lo tanto:

™ s 2w
dq = dq3/ sin29d9/ sz’n¢d¢/ dy = d¢*¢?*r? (2.25)
Jo 0 Jo
7?/r2 ? 2

Haciendo el cambio ¢> — s y notemos que M(p) = M es una solucién de la ecuacién

de GAP:

M o s
M = — d 2.26
m+37r2mé/0 s+ M2 (2:26)

Ahora, dado que esta integral es divergente, es necesario que utilicemos un esquema de
regularizacion para poderla calcular. Usaremos el esquema de regularizacion de tiempo

propio [36]:
b —a(s+M) __ _—b(s+M)
e e
dpe?+M) — 2.27
/a xe s (2.27)
Usando este hecho obtenemos que:
1 > i Z(s)
- dre—Tl+M?) dre M) _ 2.28
Ve /o Te " Te e (2.28)
donde 7., Ty, son los reguladores infrarrojo y ultravioleta respectivamente,
Z(s) = e Taw(sHM?) o =7i(s+M?) (2.29)

Sustituyendo la ec.(2.28) en la ec.(2.26) obtenemos:

M & S 2 2 2 2
M = _ d —Tau(s+M?) _ =77 (s+M?) 2.30
m + 372l /0 ST L e (2.30)
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Haciendo el cambio de variable s’ = s + M?:

o) ! 2 00
s—M
/ dS( / ) |:€775”S/ . €7Ti27‘SI:| — / dS/ |:€7T3v5/ . e*‘f'iz,.s’:|
M?2 S M2
) / 00 /
o 7‘[2\/ ds es"ruu + 7‘{2/ ds es'nr

M2 s’ M2 s

(2.31)

Haciendo el cambio de variable s'72, =t y s'72 =t donde es requerido, obtenemos:
1 o0 1 oo oo o0
— dte™ — = dte™ — M? / dit~le™t — M? / ditle™ (2.32)
Tuw J M272, Tir JM272, M272, M?272,

Haciendo la integracién por partes en las dos primeras integrales y ademas recordando
que:

INa,y) = / dtt e (2.33)
y
Denotando estas integrales como C(M?; 72, 72,) obtenemos:

1 1
COMP 7 m0,) = MPT(0.MPr,) = MPT(0, MP7)) — —e M — e (2.34)
i TU’U

Con integracién parcial del primer termino de la ec.(2.34) podemos escribirla como:

1 2.2
C(M27 7—13‘77—31;) = MQF(_L M2T3v) o M2F(O7 M2T§"> - _QeiM i (235)

De una forma mas compacta podemos escribirlo como:

C(M27 Ti27‘7 Tgv) = MQF(_L M2Tgv> - M2F(_17 M27i2r) (236)
Entonces,ahora podemos escribir:
M 2.2 2
M:m—l—mC(M ;Tinuv) (237)

Notemos que M resulta una constante. En este trabajo utilizaremos los pardmetros [83]
de la tabla (2.1).
En la tabla se presentan los valores de las masas obtenidas utilizando (2.37).

SECCION 2.5

Identidad Vector-Axial de WT

Para poder solucionar las ecuaciones de Schwinger-Dyson para el propagador del quark
y el vértice quark-gluén debemos truncarlas introduciendo un esquema de truncacion.
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H Quarks ‘ Zy ‘ Apy[GeV] ‘ QIR ‘ QIR H
u,d, s 1 0.905 | 1.14 | 4.56
c,d, s 3.034 1.322 0.376 | 1.50
c 13.122 2.305 0.087 | 0.35
b,u 11.273 3.222 0.101 | 0.41
b, s 17.537 3.574 0.065 | 0.26
b,c 30.537 3.886 0.037 | 0.15
b 129.513 7.159 0.009 | 0.035

Tabla 2.1: Regulador ultravioleta en [Gel/| asi como la constante de acoplamiento
adimensional para diferentes combinaciones de quarks. a;gp = ajgr/Zy con arr; =
1.14,extraido de un ajuste de datos, como se explica en [76], &;p = oqR/mg. Los pardme-
tros fijos son la masa del gluén m, = 500MeV [29] y Ajp = 0.24GeV.

m,, = 0.007 | ms =0.17 | m, = 1.08 | my = 3.92
M, =0.367 | My =053 | M. =152 | M, =4.75

Tabla 2.2: Las masas (m,, ....) son las masas corrientes de los quarks y las masas (M,, ...)
son las masas dindmicas de los quarks.

Las ecuaciones deben ser truncadas cuidando que se preserve la simetria quiral. Esto
puede expresarse mediante la identidad vector-axial de Ward-Takahashi, la cual asegura
que los piones son bosones de Goldstone. La truncacion mas sencilla que satisface este
criterio es la truncacion arcoiris donde el vértice quark-gluon se reemplaza con el vértice
a nivel de arbol.La constante de decaimiento f, y la constante de renormalizacion
candnica son proporcionales en el limite quiral si y solo si, la identidad vector-axial de
Ward- Takahashi se satisface, es decir, si:

P.Tsu(q4,q) = S~ (g4 )ivs + 195 (q) (2.38)

Verifiquemos que esta identidad se satisface en el modelo de interacciéon de contac-
to.Primero, veamos la ecuacién de SD del vértice y calculemos el kernel I de este
diagrama. Por lo que obtenemos la siguiente ecuacion:

K
= +
Figura 2.15: Vértice de la SDE.

En la aproximacién Rainbow ladder esto se transforma en lo siguiente:
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K,
K
= +
K K

Figura 2.16: Vértice de la SDE usando la aproximacién Rainbow-Ladder.

=

q

—1 A%\ -1 /1 16
K=— — | YaV80as = — | = — | YaYa 2.39
mé[%: 4]7755 mg(4)(3)77 (2.39)
Entonces la BSE para un mesoén se escribe la siguiente forma:
-4 1 dq
I'n(P) = B W%Sfl(q + P)TuSg,(a), (2.40)

Donde hemos utilizado el ansatz para el propagador del gluén y del vértice.Ahora bien,
el vértice axial I's, (K4, k) satisface su propia SDE:

dq diq 1 A? A?
Usu(ky, k) = 75%+/W’CX5M(Q+&) = _/WW_QG(SM {?%} [7%] Xou(Q+5 9)

41 d'q -1 [
+ Y5V = V5V — 32 / W%sz(%, )V = W/q YuS 1 (@) Usu(qr, ) S5 (@) v
+ ’75’7u

(2.41)

Multiplicando por P,:
1

2,2
3memeg,

A
P.Is, (ks k) =5y P — / VoSt (0+) Pul's5. (44, 0)SF, () Va (2.42)
q

Ahora, sustituyendo la ecuacion (2.38) en esta ultima expresiéon obtenemos:

A
! /%S(q+) [S™ (g1 )ivs + 9557 (@)] S(9)7a

Pulsu(ky k) — sy - P = T3,

— gz | eSS S @ + [ usledns @S,

T 9.2
3mmg,

1 A A
= - Oé‘ S e} aS . (0%
3mPmE, { /q YaiY55(q)Ya + /q gl mmﬂ

1 A 1 A
= PTG ) e S a5 o5 9 aS ) «
5 /q YaY55 (), Srm?, /q YaS (g4 )iv5

T 9.2
3memg,

- A
1
15 /wS(Q)%ﬂr
q

—= B 5
3mimeg,

A
5 _ 9 9 aS a.
e /q VoS (q+)Vai Vs

(2.43)
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Utilizando la ecuacién (2.19) en el limite quiral (m = 0):

1 A .
- — S~ Y(p) —in - 9.44
ez |, WS @ =570) - (2.4

Por lo que podemos escribir:

P.ls,(ky k) =57 - P+1ivs [S_l(k> — - ’f} + [S_l(k?) — - k} Y5

» o 2.45
Pulayle, k) = 7 P 5~ (R)ing + 1755 (k) 24
La cual es equivalente a la siguiente expresion:

P.Tsu(q4,q) = v57 - P+ 87 (q)ins + 557" (q) (2.46)

Por lo que la identidad de Ward-Takahashi (2.38) se satisface unicamente si P = 0.
Notemos que P? = 0 no necesariamente implica P = 0.En la teoria de Poincaré, la
condicién P = 0 es imposible. Sin embargo, P = 0 implica P? = 0, lo cual garantiza
un pién sin masa. Esto puede suceder en el limite quiral.

——  SECCION 2.6

Corolario de la Identidad Vector Axial de Ward-
Takahashi

Existen consecuencias bastante interesantes que surgen de la identidad Vector Axial de
WT, partamos de la ecuacion:

d*q
PTsu(ke k) =357 P+ [ S8k R0, P) (2.47)
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En la aproximacién Rainbow-Ladder y en el modelo interaccién de contacto tenemos:

4 dq
Pﬂr5u(k+> k) =y P— 3m2@ / W%S(%)PMFM(%,Q)S(Q)%

1 A
R c—— S(q)P.T S
V57 3 /q VuS (44 ) Pl s50(q4, 0) S (@) v

1

=157 P =55
3m2mi,

/ 7S4S~ (a2)ivs + 155 (@)]S (@)

1 A )
=7 P— W/q YulivsS(q) + S (g4 )57,

1

=Y P— 55—
3m2mi,

A
/ [17u Y55 (@)Y + 175 (a4 ) V574]
q

- A
(3
=7 P+ 3, /q (575 (@) + VS (g4 )7vs]
- A
1 . .
=7 Pt om g / V(=07 - q + M)ovy, + v, (=i - g + Moy,
Mg Jq

. A
1 . .
=77 Pt g / VsYu( =17 - g+ M)ovy, + 75 (=) (07 - g + M)oy (=)
Mg Jq
i

A
=7 P+ / V5 (—1y - ¢ + M)ovy, + 57,07 - g+ + M)oy v,
q

3m2m
(2.48)

Ahora separemos las partes con M y oy :

, A

i . .

P.ls, (ks k) =y P+ 33,7 / Vs Vul—17 - qov + Moy + iy - qroy + Moy,
G Jq

. A

1 .

=57 - P+ W/ V5Vl (Q+U$ - QUV)% + VWMM(UV + U\t)%
G Jq

1 /A _ N
s M (ov + o),
3m2mi, 2, . " ’

3m2m
(2.49)
Por otro lado, tenemos que: P,T's,(q+,q) = S™'(q4)ivs + 1155 (q) y sabemos que:
S~Y(P) =ivy- P+ M, entonces:

1 A
=Y P+ s / VY5 - (4107 — qov )y, +
q

P.lsu(ky k) = (i - g4 + M)iys +iys(iy - ¢+ M) = iys(—iy - qp + M) +iy5(0y - g+ M)

= i1 - (@ — qv) +ivs(M + M) = 57 - (g4 — q) + 2iysM
(2.50)
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Comparando las ecuaciones (2.49) y (2.50), para la parte de ivy; tenemos:

1 A
q

oM (A oM [ 1 1

M= oy tof= +
3rmg, J, v v 3mimg J, @& +M? o ¢+ M?

0
2M (M E+MP+@E+ M 2M A2+ P og P oM 4
3m2mg J, (@5 + M?)(¢®> +M?)  3r*mg J, (¢ + M?)(¢* + M?)
_o4am ¢ + M?
3mmg, J, (qf + M?)(q* + M?)

(2.51)
Donde se ha utilizado el hecho de integrandos antisimétricos son cero y que estamos
en el limite quiral. Ahora bien, utilizando la parametrizacion de Feynman para dos
denominadores obtenemos:

/ / q” 2Pl 9 /q;q/F"—i— M? (2.52)
37r2mG

q/2 + MQ)

donde ¢’ = q + zP.
AM [ @+ M aM M
(> + M) 3r2m J, (¢*+ M?)

La cual es justamente la ecuacion de GAP en el limite quiral. Por otro lado, para la
parte de 757y- tenemos que:

M- (2.53)

2, 2
37rqu

1 A
G+ —q=Du+ —/ Yularoir = qov)y (2.54)
" S, , p v 1
Multiplicando por P, y recordando que estamos en el limite quiral:
gr-P—q-P=P+

37T2m / Vulgy - Poy —q- Pov)y,

0 A
éﬂ—l—ﬂ—ﬂzﬂ—l—m/ Yulqy - Poyr — q - Poy)y,
G Jq

=0=— .Pot —q-P
S, /q Yulqs - Poy, —q - Pov)y,

R (2.55)
W/ qu'PO"t—Q'PO'V:O
G Jq
:>/A ¢ P g P
‘ qi+M2 q2+M2

=0

(¢+ - P)(q*> + M?) = (q- P)(q3 + M?)
” / (& + M)(q + M)
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Utilizando la parametrizacién de Feynman sabemos que:

1 B /1 dx
(g3 + M) (> +M2)  Jy (7 + M?)?
Y el numerador de la integral cambia de la siguiente manera:
(P-q)(@* +M?*) = (q- P)(q} + M?) = (P (q+ P))(¢" + M?)
—(q-P)((q+P)*+M?) = (P-q+ P*)(¢° + M*) — (P-q)(¢° + P* +2q - P + M?)
= (P-q)(f# + M7 — f# — P2 —2(q- P) — M?) + PX(¢* + M?) = P*(¢* + M?)
— (P Q)(P2 +2(P-q)) = (P (¢ —aP))(=P* =2(¢' —xP) - P)+ P*((¢' — 2P)* + M?)
= (P-¢ —2P%)(—P?—2¢ - P+ 22P* + P*(¢* + 2*P* — 22¢ - P + M?)

;¢ =q+aP (2.56)

0 0 0
= P2 + 2P — 2P M? — P 4 oP? 4 2a( P T 2P — 20g )
+(¢"- P)(=2¢ - P)

Esto ya que son términos antisimétricos.

— P2(g” +x2Pf+M2+a:PZ(—2m2PZ,—2

Esto ya que estamos en el limite quiral.
= P*(¢” + M?) - 2(¢ - P)?

(2.57)
Y sabemos que:
A 2 A 2.2
P- 1 P
/ _(2 Q)n:‘/ T (2.58)
¢ (@+s) 4, (¢+59)
Entonces la ecuacién (2.57) obtiene la siguiente forma:
1 1
PA(q” +m*) = 5P = P* (éq'Q + M2> (2.59)
Por lo que la ecuacién (2.55) queda de la siguiente forma:
A P2 1 /2 + M2
/ / /2 ) =0
(g +M2
(2.60)

/A 1 2 + M2 0
o @+

Las ecuaciones (2.53) y (2.60) definen el esquema de regularizacién que se debe utilizar
si se quiere satisfacer la identidad Vector Axial de WT, ademas, nos indica que la

identidad Axial Vector de W' se satisface si y solo si el modelo esta regularizado de
tal forma que no existan divergencias cuadraticas o logaritmicas.

Recordemos que:

/0 dss +8M2 =C(M;72,72) (2.61)



Corolario de la Identidad Vector Axial de Ward- Takahashi 37

Por otro lado, sabemos que:

M? d 1
R V7 S 2.62
(s + M?)? dM? s + M? (262)
Por lo tanto, inferimos que:
d ° sM?
2. _ 2 2, _
Cl(M aTiraTuv) = —M dM2C(M 7Tir77—uv> = /O dSm (263)
Para hacer esto, usemos:
2
1 1 Tir
—_ = — drr" e 2.64
an (n—1)! /TEU e (264)
Entonces:
1 T
— d Tz 2.65
o . TTE (2.65)
Usando integraciéon por partes:
1 " 1 m
{—we_‘w + - / e_axdx] = {—xe_“x - —26_‘”‘} (2.66)
¢ @ ¢ ¢
En este caso a = M? + s, entonces:
1 i
—T 2 2 o
—(M?*+s)z —(M?+s)z
[ 5 e + 3 5€ }
M —|—1s (M? +s) 2 (2.67)
_ —(M2%+s8)72, 7,2 2 (M2 +4s)T2 .2 2
- (M2 + 8)2 [6 [Tuv(M + S) + 1] € [Tir(M + 8) + 1]]

Entonces:

C(M;72,72,) = M? / XMl (M 4 ) +1) — e T [ (P +5) +1]
1 s Lary Tuv/) T 0 (M2+S)2
(2.68)

Haciendo el cambio de variable s’ = M? + s:

0o 2
l o M 675/7-3”’7'2 S/ + 675’7'3” . 675/7}‘27«7-,2 S/ _ 678/7-1'27" dS/
S/ 8/2 uv r

> /2 o dsl /2 o0 /9 o] dSI Lo
e dslefs 7'1“;7-’3” + _,675 Tov dslefs TZ‘TTET _ : efs 72
M?2 M2 S M2 A2 S
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Haciendo el cambio de variable s'72 =t s'72 =t donde es requerido obtenemos:
uv r

= / dte™" + / dit~te " — / dte™" — / dtt te " — M*72 / dtt te™
M272, M272, M2Ti2r M2Tl-2r M272,

— M?*72, / dtt2e™" + M*72 / dtt'e™t + M*7} / dtt%e"
M 7—’31) M2T1%U M2T’L2LU
(2.70)
Y sabemos que:
h dte™t = —e~ M7
M?27g,
/ dtt~te™t =T(0, M*72) (2.71)
M27g,
/ dtt et =T(=1, M*72)
M?27g,

Entonces:

Ci(M; 72, 72) = M2[(1 — M272)0(0, M?r,,) — (1 — M*72)T(0, M?r;,) + e~

- e APED(-1, M) 4 MERT(—1, M)
(2.72)

Ahora bien, veamos que la ecuacién (2.60) se puede desarrollar de la siguiente forma:

(qz + M2)2 - (qz + M2)2
1 /A q2+M2 1 /A M2
= — — 4+ — S '
2 . (q2 —1—]\/[2)2 2 . (q2+M2)2
A 1 A M2
= _ —— =0
/q q* + M? +/q (g% + M2)2 (2.73)

7T2 [e%¢) q2 7T2 o] M2q2
= — dq? d?————— =0 2 5 s,dg? —d
47-[-2/0 q q2 + M2 + 471‘2 /0 q (q2 + M2)2 q §,aq §

i/Oo sds +/°° sdsM? 0
o STAE )y (seaEE

= C(M;72,72) + Ci(M;72,,72) =0

y fuwy far

O:/A %q2—|—M2 _/A%q2+%M2—|—%M2
q
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SECCION 2.7

Amplitudes de la BSE para mesones pseudoescalares

Tenemos que para cualquier canal la ecuacion de Bethe-Salpeter en el modelo interac-
cion de contacto esta dada por:

K (M )Tt (M) = Mg (M) T (M) (2.74)

donde K es una matriz de 2 x 2, la masa del estado ligado M,; sera tal que Ay (P? =
—M%) =1, P es el momento total del mesén. Por lo que observamos que la ecuacién
(2.74) se trata de una eigenecuacion, es decir, una ecuacién de valores propios para
el vector 'g(My) = (Eg(Mpy), Fg(Mg))T, la cual tiene solucién para P? = —M%.
Una vez que obtengamos estos elementos de la eigenecuacion de BS debemos resolverla
para el valor propio Ay = 1. Los elementos de la matriz Ky los podemos escribir de la
siguiente manera:

y 4 d*q Tr[Yi(P)y,S 7 (P)SF, (g
3m¢; J (2m) (¢} + M7 )(¢2 + M3)
Ahora bien, utilizando la parametrizacion de Feynman:
1 B /1 dx
EFIENE ) Jo (@ +0)e+ (- 0@ + M2)P
! dz
- / 2 2 2 2 212 (2.76)
o [(@+2(q-P)+ P+ M§)x+ (1 —x)(¢*> + M7 )]

B /1 dx B /1 dx

Jo llg+aPP+aMp + M2 (1—a) +a(l—2)P22  Jy (g2 +p?)?
donde hemos realizado el cambio de variable ¢ = ¢+ 2P y p? = :1ch%1 + M%Q(l — )+
x(1 — x) P?, Entonces:

z] —4 d4q Tr[iy( )7u5f1<9+)¢ﬂ( ) f( )Vulg=q'—zp
=g [ f 5

(¢ + p?)?
BmG/ / q’2+u)

donde 1%, y & 1 son proyectores covariantes de Dirac. Los proyectores qb?{ son los factores
que multiplican a F(P) y F(P) en la BSA, es decir:

: V5 - P
I'(P) = E(P

(P)= s E(P)+ 51

¢1 W—/
¢2

(2.77)

F(P) (2.78)
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Por otro lado, los proyectores % se seleccionan de tal forma que cumplan con las
siguientes condiciones:

Trl)'(P)T(P)] = E(P)
Tr[y*(P)T(P)] = F(P)
Tri! (P)o(P)] = 1 =)
Tr[y*(P)¢*(P)] = 1
Entonces, tenemos que ¢} (P) = Zivs v ©%(P) = S5y - P. Por lo que:
K =Tr _f%m(—w “qe + M) (i95) (=i - g + M, ) (2.80)

—4(¢* + P-q+ My My) = —4(MyMj, + P- (¢ —zP) + (¢ — 2P)?)

Desarrollando y recordando que los términos de la forma (P-¢)*"** son cero, obtenemos:

K'Y = —4(Mp My, — xP? 4 ¢° + 2> P?) (2.81)
Entonces:
/ / d4q My My, — xP* 4 ¢* 4+ 2* P?
~3mg (¢* + p2)?
/ / d4q MfleQ—xPQJrq + 22 P? + p? — g
3mc (¢* + p2)

/ dx/ 2dq |:Mf1Mf2 (1_x)P2—Iu2 + q2+lu2 :|
 3n2mg (¢ + p?)? (¢% + p?)?

1 ! Cl (,u27 Tir, Tuv)
= W/o dx {(Mfle2 — (1 —z)P* - ,u2)—lu2 + C(12, Tirs Tuw)
(2.82)

De manera andloga calculemos los elementos de la matriz restantes:

—1 : vy - P ,
K'Y =1Tr {I'YS’YM(_W'(H‘I‘MJH) ( : )(—w-q+Mf2m]

2Mp
= MLR[(MJCI - Mfz)(P . Q) - Mf2P2] _ MiR[(Mﬁ . Mfz)(P (q/ —ZEP>> o Mf2P2]
- _]\2/[]; My + (1= 2) M)
(2.83)
Entonces:
4 2P? ) 2Mflm+(1_$)Mf2
1=t () () [ ottt

Cl (,u 5 Tirs Tuv)

1 P2 1
/ dafMpo + (1 =) M) T

~ 3m2m2, 2Mpy, J,
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Por otro lado:

M . . . 4M
K* =Tr {— (2—]312757 : P) V(=17 - + My (ivs)(—iv - g+ Mp)v| = — P2RMf1P2
4Mp _ AMp
— 3 Mp(Prq) = Mp (P q)] = =7 [Mp(P- (¢ —2P)) = My (P (¢ —2P))]
4M
— 53 My P* = —AMp|(1 — )My, + &My
(2.85)
Entonces, obtenemos que:
MR ! Cl(ﬂ277ir77uv)
KH(P) = Fas /0 dal(1 = )M + o | ST T (2.86)
Finalmente:
22 Mg . V57 - .
K= =Tr [— <2P2757 P) Yu(—17 - g+ + My,) < > w~q+Mf2)%}
2 —
— E[Q(P )+ P*((P-q) — ¢* + My Mg,)] =2 7 >+ 2°P% + My, Mj, — P%;]
+2(1% — %)
(2.87)
Entonces:
0
11 [t 1¢”% + p? — x(1 —x)P* 4+ My My,
K2(p) = — _/d/2d2_2 17 S
(P) 3min?2 J, v (g7 + 12)? + (¢ + 112)?
1 1 1 Cl (,LL27 Tir, Tuv)
= —m§/o da[p? — (1 — )P + Mflez]T
1 1 1 2 2 Cl (,u27 Tir, Tuv)
(2.88)

Resumiendo, tenemos los siguientes resultados:

1 1 Cl(,u2 T )
K —— | dax |(MyM;, —x(1 — z)P? — p2) =22 0 O T T
(P) = 37727”(;/ X {( nMp, —x(1—x) ) 2 + C(1*, Tiry Tuv)
_ KE§
3m2m
1 p? ! Ci (12, Tirs Tun) KEE
IC12 P) = —_/ dxIM 1— M= » Ty Tww) PS
H( ) 37r2m%; 2MR 0 ‘T[ [ +( :E) f2] MQ 37T2m2
M L Cr (12, Tirs Tuw) KCFE
21 — R _ I\M75 Tiry Tuv) PS
K (P) = 37mE, /0 dx[(1 —x) Mgy, + 2 My ] 2 = Setm
11! Ci(1i2, Ty Tw)  KEE
IC22 P) = _—_/ dxIM . Mz M2 MZ 1 — » Piry Tuv) PS
i (P) 37T2m20 2 Jo x| nMp +xMy + f2( )] 2 37727”20

(2.89)
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Entonces la ecuacién (2.74) queda de la siguiente forma:

(Eps(P)> _ ddg (K]’%E ’C??) (EPS(P )) (2.90)

Fps(P) 3n \Kp§ Kps) \Fps(P)
Donde: ) .
1 _ 471'0([3 _ 471'06[3 _ 40613 (2 91)
3m2mg  3m2m} 32 3 '
Mflez

Cabe recalcar que Mg = es la masa reducida entre los quarks dentro del meson.

Mfl +Mf2
Las masas que obtenemos usando el modelo de interaccion de contacto estan dadas en
la tabla (2.3):

Mesén | Experimental | CI | Diferencia %
7(ud) 0.139 0.140 0.72
K (u5) 0.493 0.495 0.40
h(s5) — 0.69 —
D°(cii) 1.86 1.86 0.03
D7 (c5) 1.97 1.95 0.66
B (ub) 5.28 5.09 3.61
BY(sb) 5.37 5.29 1.60
n.(ce) 2.98 2.96 0.70
B (cbh) 6.27 6.15 2.02
1y (bb) 9.40 9.29 1.20

Tabla 2.3: Masas calculadas usando la ecuacién (2.90) y los parametros de las tablas
(2.1,2.2). Los valores experimentales son resultados de [54].

Entonces, resolviendo numéricamente la eigenecuacién obtenemos las amplitudes de la
tabla (2.4):

SECCION 2.8

Relaciones de Goldberger-Triemann

En las ecuaciones de Bethe-Salpeter o cualquier variedad de estas ecuaciones, es suma-
mente importante mantener las identidades de Ward-Takahashi (WT), ya que, de lo
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m(ud) |0.99 | 0.13
K(us) |0.99 | 0.15
hs(s3) | 0.98 | 0.18
0.99 | 0.12
0.99 | 0.16
0.99 | 0.06
0.99 | 0.08
ne(cé) |0.98 | 0.19
Bf(cb) | 0.99 | 0.15
ny(bb) | 0.98 | 0.19

N o
—~ o~ —
S g‘l vy gl
~— I — —

Tabla 2.4: Amplitudes vectorial Ey v pseudovectorial Fiy en GGeV para el estado base
de los mesones pseudoescalares.

contrario, muchas propiedades importantes se perderian. Gracias a estas restricciones
podemos determinar correctamente las ecuaciones para los factores de forma.

7—]

fwP j
g o)

y (2.92)
+ T3, (k: P) +

Multiplicando por —iP,, para ser consistentes con la ecuacion de WT. Entonces obte-
nemos que P,I'},(k; P) ~ O(P?) y escribiendo m, = 0.
. B oo
- @PNFE,#(l{:, P)=S (h)%g + 5755 (k=)
"y
55 v PEr(k; P) + (v - k) (k- P)Gr(k; P) — 0k, P HR(K; P)] - (2.93)
—ifxm 5 [y PFa(k; P) + (7 - k) (k - P)Gr(k; P) + 0k P He (ks P))]
+ fWTj’V5E7r(k; P)

Ahora bien, utilizando la ecuacién (2.15), obtenemos que:

7_‘7

— iP, T4, (k, P) = {iv - (k + P)A[(k + P)*] + Bl(k + P)*]} 75—

+ Do {in- (= P)ALk — PP + Bl(k — P}
2 ; (2.94)
= {iv- (k+ P)A[(k + P)* — iy - (k — P)A[(k — P)*]} 75%

+ (B(k + P)’) + Bl(k = P)"])1s75
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Multiplicando la ecuacién (2.94) por iP, obtenemos:

I, (k,P) = é2 M% {B (k+ P) ]+B[(k—P)2]}+{—% 7 - kA[(k + P)?]

+ PA(k P)?]} W

P2

v PAI(k -+ PY)+ 55 Py - KA[(k — PY) - i

P
1

— ﬁpm%j {B[(k + P)*] + B|(k — P)*]} — %P/ﬂ/ -k {A[(k — P)*] — A[(k + P)*]} 75;

/7—]

LB PLALk + P+ Allk — PP}
= %Pw% {BI(k + P)’] + B[(k — P)’|} — v, {Al(k + P)’] + A[(k — P)? }7571
s kk,,

Pk {Al(k = P)?] —A[(k+P)2]}755

(2.95)
Ya que queremos comparar con (2.92) multiplicamos a (2.95) por —iP, y obtenemos:

—iP,I%,(k, P) =iy- P {A[(k+ P)’] + A[(k — P)*]} %%j

+ DB fal - PY) = Al + PP os S 43 {BIk+ PY] + BIGk — P}
j (2.96)
Entonces cuando P — 0, Fgu se determina a través de la identidad axial de WT:

—iP,I (k, P) = 577 B(k?) + iy - PA(K*)vys7/

iy B) (k- P) {g%A[(k—p)i_.;[ k+P)z]}%%j
i (2.97)
Vs [v - PFr(k; P) + (v - k)(k - P)GRr(k; P) — 0k, Py Hr(k; P)]

— i fxm s [y - PEo(k; P) + (v - k)(k - P)Gr(k; P) + 0,k P, Hy (; P)]

+ fﬂ7j75E7r(k; P)

Con las definicién P = £ y comparando con: S (p) =iy - p+ M, llegamos a:

frEr(k; P =0) = B(k?)

Fr(k;0) 4+ 2fF(k;0) = A(k?)
Gr(k;0) + 2f,G(k;0) = 2A’(k2)
Hp(k;0) 4 2f- H(k;0) =

(2.98)

Donde se ha utilizado la regla de L’Hopital para resolver el limite.

Estas son conocidas como las relaciones de Goldberger-Treimann. Donde A y B son las
soluciones en el limite quiral de la ecuacién (2.13), f. es la constante de decaimiento
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leptonica del pién.Una consecuencia necesaria de estas relaciones es que las pseudocom-
ponentes F. y G, y la componente del pseudovector H, no son cero en (2.4). Entonces,
el rompimiento de la simetria quiral es una condicién suficiente y necesaria para la
aparicion de un bosén de Goldstone.

——  SECCION 2.9

Normalizacion Canodnica para los mesones
pseudoescalares

Para obtener una consistencia total en el calculo de la constante de decaimiento leptoni-
co de los mesones pseudoescalares y los otros observables, debemos calcular la constante
de normalizaciéon candnica y renormalizar la amplitud de Bethe-Salpeter. Entonces, de-
bemos calcular Ny a partir de:

95(q+)

NIQ{PM = iT?“/ FH<—P) { 5PM FH(P)S(Q_) +S(q+)FH(P)aS(q7)

0P,

g (2.99)

Esta ecuacion nos garantiza que el factor de forma electromagnético del pion sea la
unidad cuando el momento transferido es 0. Ahora, usando la invarianza traslacional
podemos ver que:

N} P, = iTr/ Ly(—P) (%) L (P)S(q) (2.100)

472

La amplitud de Bethe-Salpeter 'y (P) en esta ecuacién esta definida por la ec. (2.10).
Entonces, la amplitud BS renormalizada debe ser definida como:

1

Iy =—TIy(P 2.101
- Ta(P) (2.101)
Podemos reescribir la ec. (2.100) como:
o 3 A
e / Cu(~K)S(@ T (K)S(0) e
Ahora bien, sabemos que:
d 1
0 (2.103)

- P
dP?> ~ 2P? "9P,
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qg+P
I'(-P) I'(P)

-P P

q

Figura 2.17: Polarizacién del vacié.

Por otro lado, tenemos que:

oY(K, P)

= N?P,P, = N’P*=aP, oF,

1 P, OY(K,P) di(K, P) (2.104)
SN2 M ) _ )

“ N = o, T ap

dII(K, P)
dP?

= N? =2
Podemos escribir la ecuacién (2.102) de la siguiente forma:

Nipe =28, [t [t RSt ra )8 0) (2.105)

dP? 4n?

K=P
Con esto podemos deducir que:

N (P) =2 [%H(K, P)]

(2.106)

K=P

donde:

472

(K, P) = > Tr / Pir(—K)S(¢4)Tr (K)S(q) (2.107)

La razén por la que podemos identificar esto con la energia propia del pién es evidente.
II(K, P) es la polarizacién del vacié {2.17}. Usando las reglas de Feynman obtenemos
que:
d4
(K. P) = N7 [ G50 u(=K)S ()T a(K)S(o) (2.108)

Ahora bien, para calcular Ny podemos usar la ecuacién (2.105) o la ecuacién (2.108).
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Entonces:

Vi = o [t [ On-K IS5,

Calculemos la traza del integrando:

v- K . , v K
Tr [ (@EH — WFH) (—iy - g + My)ob s <ZEH + oI, FH>

K=P

(=i g+ Mfz)av}

= oyovTr { [iEH(iV “qr + My, ) + ;/MR

Sty gy M) B+ M)

v K
2Mp

+ Fy(—iy - q+Mf2)”

(2.109)
Veamos los términos proporcionales a E%:

ovovTriEy(iy-qr + My,)iEg(—iy-q+ M;p,)]
= —oyovELTr((iy - qr + My,)(—iv - g+ Mp,)] = —oyovEy {Trly - a4 - ql}
— ooy ER4My, My, = —dooyEqq- P+ ¢* + My, Mjp,)]

(2.110)
Entonces, la integral queda como:
o [t a-PHat+ MMy, Ya-Ptqt+ MMy,
— 4y 2 2\( 2 2\ _4EH 2
o (@@ +M;)(¢*+ M) (¢” +n?)?
Donde se ha utilizado la parametrlzamon de Feynman y ademas
n* =xM; + M; (1 —x)+ Pz(1-=x), ¢ =q+aP.
Entonces: (2.111)
0 0
, [P [N P = aP? 2+ 2P - 20g P+ My M;,
(q” +n7)
__4E2/ / ¢ +77 L Pra@ 1) + M My, —
(¢® +n?) (¢ +n?)?
Ahora, derivamos:
d [ 1 +P2$($—1)+Mf1Mf2_772} (1- 1) [ 2(P2x(z — 1) + My Mz, —n?)
=x(l—x) |-
dpP? | ¢* + 1 (¢* +?)? (¢* + 1)

+z(1 — ) (ﬁ) (2.112)
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Finalmente, obtenemos la siguiente expresion:

E?% 2(P? — 1)+ My Mz, —n?
NEP = 3 /dx/sdsxl—x [( +3 (P x(z — 1) + My My, 77)]
s

2m? n?)? (s +n?)3
—3E; C1(7°, Tirs Tuw) C (UQ,Tir,Tuv)
= 27T2H / xdx(l — x) [—31—2 — 2(P2x(x -1+ Mflez — 7)2)—2 5
0 n n
(2.113)

Donde Cy(, Tir, Tuw) = 5 d‘iQC (x, Tir, Tup)-Ahora, veamos los términos proporcionales a
EHFHS

a;aVTr[ (v K)(iy - qe + My,) -+

ZEHFH

oA —— ooy {i(MTrly - quv- K] — My Trly- Ky - q))

--<—w-q+Mf2>] -
) —4
R

4
+ —O'VO'VEwaijj\ff1 (K . q)

Mpg

(2.114)

Entonces, la integral queda como:
—AEyFy /A M (K -q+ K-P)— MK -q
Mg (Q++M2)(QZ+M2)
0
_ —4EHFH/ M K- -Px+K-P)— My(U~q— 2K -P) (2.115)
(q’2 +17)?
(¢? +77 )

Calculando la derlvada:
d [Mﬁ(l_x)_'—Mflx](KP)
dP2 (% + 12)?

+ [Mp,(1 = x) + My, x] [L]

2K - P)a(l — )
(2 +1?)?

} = [Mp,(1 —x) + My x| {—

2P(¢* +n?)?
(2.116)
Finalmente, tenemos que:

—6EyFy K
NEF = dz | sds(M7,(1— )+ Mpz) |~
T AMpr? / x/s ’ 7)o+ M) [2P(q2+n2)2

_%KUP)ﬂ—x}

(¢* +n?)?
_3(EHFH) ! Cl<77277—i7‘77—uv> 2 62(77277_ir77_uv)
(2.117)

K=P
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Finalmente, veamos los términos proporcionales a F'%:

v K - K ,
J¢UVTT[MF iy - gy + Mfl) o ———Fy(—iy-q+ Mj,)]
F . )
= UWVWTT[(W Ky quy - K+ My (v - K)?) (=i - g+ Mp,)] (2.118)
2
+

:Uvang[Q(q K)(K-q+K-P)—K*(¢*+q-P)+ K*My Mj,]

Entonces, la integral queda de la siguiente manera:

F2 /A2(q-K)(K-q+K P)— K*(¢* +q- P)+ K*Mj, Mj,

M2 (q++M2)(q2+Mf2)
/ / WK - ¢') — 22(g KK - P)(1 — 2) — 22(P - K)(K—q)"
(¢” +n?)?
F2 /A 20(P - K)*(1 —2) — K*(¢? + P?x(x — 1) — My, My,)
(¢2 +n?)?
/ /A2q K)?—2(P-K)’x(1 —xz) — K*(¢* + P?z(x — 1) — My, Mjy,)
(¢* +n?)?
FHKQ/ p / *ZKP )_Eq —sz(x—l)—i-MfleQ
X
(@*+n%)?
:FIQ{KQ/d /A_ 2QW+_2K}2 — — P’z (I_1)+Mf1Mf2+77
Mp, Lg¥+ 1) (¢ +n?)?
F2K2 [ A Z28ePPa(on) _ p2g — 1) 4 My, M;, + 12
_ Fy / dr 2 AMp T
Mg Sy U, (¢* +n?)?
(2.119)
Ahora, calculando la derivada:
d [ RUCLEEn) P2y 1) 4 My My, + 1 _ (e — 1) M Mp +
dPQ (q2 +7]2>2 p (q2 +7]2)3
P2z(z—1)
+ 2x(z — 1)—((]2 o
(2.120)

Finalmente, obtenemos que:

3FEpP? (! Px(x — 1) + My My, + 1
NEE = e 2/ dm/sdsx(m—l) 2z (>+ 2;3 20
m S
BT Jo g (2.121)

3F}21P2 2 2 C2(772’ Tirs Tuv)
- /0 wda(w = 1)(Plo(e = 1) + My, My, + )= o=
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Resumiendo, tenemos que:

3E% (! Ci (0%, Tirs Tuw) Ca(n?, Tir, Tuw)
EE H 1\ Tiry Tuv 2 o\ L2\ Tirs Tuw
Ny© = 2—7T2/0 (1 —x)dx {374—2(1’3 z(xr — 1)—I—Mf1Mf2 -7 )T}

—3EnFy [ C1(0?, Tir, Tuw) Co(n?, Tir, Tuw)
NEF:— d M— 1_ M ) Ty Tuv _2P2 1_ s hary Tuv
" 2Mpm? /0 w(Mp,(1 =) + My, z) { 212 z(l—x) T
3Fzp? 1 Co(12, Tirs Tus)
FF _ H 2 _ o\ L2\ Tirs Tuw
(2.122)
Y tenemos que:
Ni = NiP + NP+ NGF (2.123)

Numéricamente, obtenemos: En este punto es importante notar que las funciones C las

H Mesén \ Ny \ EY \ FS H
mw(ud) | 0.28 | 3.59 | 0.47

K(us) | 0.26 | 3.80 | 0.59
he(s5) | 0.24 | 4.05 | 0.74

D°(cu) | 0.33 | 3.02 | 0.37
DF(es) | 0.31 | 3.22 | 0.51
BF(ub) | 0.27 | 3.72 | 0.21

Sy
w O
TN N
“»
(=l
~—

0.35 | 2.84 | 0.21
ne(cé) |0.46 | 2.15 | 0.41
B (cb) | 0.38 | 2.58 | 0.39
n(bb) | 0.49 | 2.00 | 0.38

Tabla 2.5: Valores de las amplitudes vectorial E§ y pseudovectorial F§ normalizadas
y en GeV para los mesones pesudoescalares utilizando los pardmetros de las tablas

(2.2,2.1).

podemos escribir de manera general como [48]:

v

Caﬁ(M27 Tuv) Tir) - m

(B —2, M72, Mt2) (2.124)

uv?

donde v = a — (8 — 2) y ademas:

Dy, 21, 20) =T, 21) — D, 20) = / dtt* e (2.125)

21
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es la funcién Gamma incompleta generalizada, de esta manera tenemos que:

[e’e] 2 oo
2 _ 2 o 2 4 . S
COl(M 7Tuv77-i7’) - C(M 77_u1)77-ir) — /0 dq m == /0 dSS i M2
= M?[[(—1, M?72) — (=1, M?72)]

Co2(M?, Ty, Tir) = CL(M?, Ty, i) :/ d‘12(q—)2 N / ds( :
0 0

q* + M? T]\p)g

: (2.126)

= —MszQC(M2,7—’U/U;Tir) = MQ[F(O, MQTgv) _ F(O’ M27-Z2r)]
00 2M2 0o SMQ
C M2 wvs Tir =C M27uvair :/ d2q—:/ ds——
03(M=, Ty, Tir) o Tuv, Tir) ; q (2 + M?)3 ; S(S+M2)3
M? d d ) 1 e L

ITdMQdMQ(;’(M 77—’U/U7T’L'7'):§<€ w _ e Zr)

Entonces definimos las siguientes funciones que son las que usaremos:
5 C M2 uvy Lir
Cl(MgaTu’UaTiT) = 1( ]\747—-2 U )
(2.127)

7 C?(M277—uv77—ir)
CQ(MgvTuv;Tir) - WE

SECCION 2.10

Constantes de Decaimiento

Las constantes de decaimiento son bastante importantes en la fisica de altas energias,
por ejemplo, estan relacionadas con el tiempo de vida de las particulas y también nos
indican la fuerza de los decaimientos leptonicos. Ahora bien, la constante de decaimiento
para los mesones pseudoescalares fy esta dada por [25]

4

FuP = NTr [ 8,5, )T ()54 (0 (2.128)

Esta es la expresion en teoria cudntica de campos para la proyeccion pseudovectorial
de la funcién de onda de Bethe-Salpeter del mesén en el origen del espacio de configu-
raciones. En nuestra notacién usual y con N, = 3, tenemos:

3 A
fubPy = 4—7T2T7“/ Y5751, (01 )T (P)SE, (q) (2.129)
q
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Entonces tenemos que:

i =5 | TS (0T (P)S (o) (2130)

Trabajemos con el integrando:

| P |
Tr {75%(—17 Cqe + My )y (ZEH + QWFH) S MfQ)UV}

. v-P .
= opovTr | 57s(—7u) (17 - a4 + My,) (zEH + MFH) (—iv-q+Mp)| (2.131)
I

_ . P .
= —opovTr {%(w g+ + My,) (ZEH + ;MR FH) (=iv-q+ Mﬁ)}

Entonces, notemos que la ecuacién (2.130) obtiene la siguiente forma:

NP / d4 —Tr [VM(iW-q++Mf1) <ZEH—|—%FH> (—27q+M]?2)]
(2m)*

fu =
P (¢t + M) (q* + Mp,)
N P - 7#(27 q+ + Mfl) (ZEH + %FH> (_Z’V g+ Mﬁ)}
/ / <q/2 +M2)2

(2.132)
Donde usado la parametrizacién de Feynman como en la ecuacién (2.76). Ahora sigamos
desarrollando la traza, veamos los términos proporcionales a Fpy:

= Tr[y,(iy - q4 + My )iEg(—iy - g+ Mg,)] = —iEy {@'MfQTT[%ﬁ g+ — IMyTr[y,y - q]}
= 4Ep[Mp,qy — qMj,]

(2.133)
Ahora, contrayendo con P,, obtenemos:

4E4[Mpqy - P —q- PMp] = 4Ey[Mj, (- P+ P*) — q- PMj] (2.134)
Ahora, haciendo el cambio de variable ¢ = ¢’ — P, obtenemos:
0 0
AEy[Mj, (¢ — xP? + P?) — My, (¢~P — 2P| = 4E4[M}, P*(1 — x) + M}, 2P?]
(2.135)

Esos términos se hacen cero debido a que son antisimétricos, ahora bien, la integral
queda como:

(&)(2) o o 55

3EH (,u TzraTuv)
-2 / A

(2.136)
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Ahora, veamos los términos proporcionales a Fly:

—F )
s Trliny - ey - P Mpyuy - P) -+

. v-P _
—Tr | vu(iy - g4 + My,) Fy(—iv-q+ Mj)| = I

2Mp
=iy - g+ Mg,)]

—F
- QMZ {Trlyey - a0y - Py gl + My, Mg, Trly,y - PI}

—4F
= Sap, [P0+ @ (P ay) = PH(a- i) + My, My, P
(2.137)
Contrayendo con P,, obtenemos:
—2FH 2 2
7P [(q+ - P)(P-q)+(q-P)(Pqy) — P(q-qy) + P"My Mj,]
—2F;
= P 0F + PP ) + (P 0 + PP+ ) = P*¢* = P*(q- P) + My My, P
—2F;
- MRH 2(P - q)* + P*(P - q) — P*q* + My, Mp, P’]

Y recordando que ¢ = ¢’ — 2P, obtenemos:

—2Fy
i [2(P - q)* + P*((x — D)aP? — ¢* + My My,)] = My

Entonces, la integral queda como:

() G o]t [ iz

— M M —1)P?
= 2E /dx/sds nMp, +x(z—1) +,u]
MR 471'2 <S+M)

_3FH 2 2 Cl(,u277—i7"77—uv)
= S /0 dz [My, M7, + x(x — 1) P? + 1] e

(2.140)
Entonces la ecuacién (2.130) queda de la siguiente manera:

3EH Cl (HZa Tir, Tuv)
fu=2 / da{Mp (1 =) + M) )
3FjH 2 2 Cl (MzaTiraTuv)
— dx | Mg M - 1P _
SMpm2 /0 o [My My, + 2(x — 1)P* + 1i”] 2
3 ! H Cl (,u27 Tir, Tuv)
47‘(‘2 ; dl‘{EH[Mf (1 )—I—Mflx]_—QMR [Mf1Mf2+x(x_1)P2—|—,u2}} Iu?

(2.141)
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Por otro lado, tenemos que las relaciones de Goldberger-Trienmann estan dadas por
(2.98). Las cuales se reducen a:

JxEn(k; P = 0) = B(k?)

Fr(k;0) + 2f-Fr(k; 0) = A(K?) (2.142)

donde f, es la constante de decaimiento del pion.En nuestro caso,es decir, en la inter-
accién de contacto, tenemos que: B(k?) = M, A(k?) = 1. Entonces, las relaciones de
Goldberger-Triemann quedan de la siguiente manera:

fTI'Eﬂ' = MR

F, (2.143)
2— +Fr=1

B, iR

Multiplicando la ec.(2.10) por ]\g—f = fr y evaludndola en P? = (0. Obtenemos:

7TF7T P) = M + — 2.144
La cual define la relacion entre las cantidades de Goldberger-Triemann como:
GT ( p2 ; GT 7P ar
(P =0)=iyE" + %TF” (2.145)
donde:
FGT — fGTF
GT _
Ex" = Mg (2.146)

I
FOT — = = 0270795

™

EZH(P) | F7(P)
0.357018 | 0.1281

Tabla 2.6: Valores de las amplitudes usando las relaciones de Goldberger-Triemann en
GeV.
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fo | 5T
0.1 0.1

Tabla 2.7: Constante de decaimiento del pién utilizando las diferentes amplitudes en
GeV utilizando los parametros de las tablas (2.2, 2.1).

SECCION 2.11

Factores de Forma

Hoy en dia es bien sabido que los hadrones tienen una subestructura, esto fue descu-
bierto hasta la realizaciéon de experimentos relacionados con las DIS por sus siglas en
ingles Deep Inelastic Scattering en el SLAC National Accelerator Laboratory en Cali-
fornia en los anos sesenta [69]. Por otro lado, el estudio de la estructura de los hadrones
mediante la dispersion de electrones es una técnica que ha otorgado buenos resultados,
esto se logra aumentando la energia de los electrones, lo que se traduce a aumentar la
frecuencia del foton incidente dando como resultado que el fotén pueda interactuar con
los quarks constituyentes del hadron. Y dado que a energias pequenas la constante de
acoplamiento es muy grande no podemos recurrir a técnicas perturbativas por lo que
las técnicas no perturbativas se vuelven un tratamiento indispensable para el estudio
de la estructura interna de los hadrones, es por esa razén que utilizamos los factores de
forma, los cuales contienen informacion del aspecto no puntual de los hadrones. Para
encontrar la distribucién de carga de un hadrén, se debe medir la distribucién angular
de los electrones dispersados y se compara con la expresion de dispersién de electrones
con una carga puntual.

do do N
- = .14
dS2 (dQ)Puntual |F(Q )| (2 ! 7)

El factor de forma es la transformacién de Fourier de la distribucion de carga normali-
zada normalizada p(z):

F(Q*) = /d?’rp(r)e@"? (2.148)

Notemos que:

F(0) = / drp(r) =1 (2.149)



Factores de Forma 56

Entonces:

27 T 00 . oo 1 |
F(QQ) = /0 d¢/(; sen(@)d&/o sz(r)eiQ"“dr — 27T/0 7’2p(7")d7’/1 dueeru

00 iQr __ ,—iQr 4 oo
= 27?/ rp(r) (#) dr = =~ rp(r)sen(Qr)dr
0 0

i Q@
(2.150)
Haciendo una expansién para Sen(Qr) y para QQ pequenios tenemos que:
@)= [ o) |@r-g@ e |
— / (r)d*r — Q2 / r?p(r)d®r + O(Q*) (2.151)
0
2
=1L [upvarvo@ =1- L)+ 0@

Por lo que el radio de carga promedio de la distribucién de carga del hadrén esta dado
por:
dr(Q?)

<T2> = —6 dQ2

(2.152)

Q=0



Capitulo

Factor de Forma Elastico para mesones
Pseudoescalares

SECCION 3.1

Vértice quark-foton vestido

Se debe tomar en cuenta el vértice quark-fotén para asegurar que la identidad vectorial
de Ward-Takahashi se cumple, la cual esta dada por:

Pl (ky ko) = S (ks) — S (k) (3.1)

Donde I'} es el vértice quark-fotén vestido. Esto es de suma importancia para el estudio
de los factores de forma electromagnéticos. Idealmente, el vértice tiene que vestirse a un
nivel consistente con el esquema de truncacién que se utiliza para calcular los estados
ligados de las amplitudes de Bethe-Salpeter. Para ese caso el vértice se determina a
partir de la ecuacién inhomogénea de Bethe-Salpeter:

167Td[R / d4q
3 (2m)

Donde x(q+,q) = S(¢+)T'm(Q)S(q). Debido a la naturaleza independiente del momento
del kernel de interaccién, la forma general de la solucién es:

Lu(Q) = 7, Pr(@%) + 77 PL(Q?) (3-3)

(@) = — Ve Xu (@45 ) 7a (3.2)
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Donde ) + ’yﬁ = 7,. Si sustituimos (3.3) en (3.2) obtenemos que:

Pr(@Q*) =1 (3.4)

Usando la misma identidad llegamos a que:

1
Pr(Q?) = ———— 3.5
A (7 59
Donde K. (Q?) viene dado por:
o Adarg ! -
K. (Q°) = ™ drx(l — x2)Q"Cy(w) (3.6)
0
donde w = M? + z(1 — z)Q* Ademas:
v 9q 7-q
Ve =Y — 7 Ve = s (3.7)

Por lo que es importante notar que en los calculos del factor de forma elastico tendremos

que:
g
ki = M (3.8)

Por lo que para este calculo tendremos que:

Fu(Q) = V#PT(QQ) (3‘9)

Podemos ver en la gréfica {3.1} que Pr(Q?) — 1 cuando Q* — oo, dando el resultado
dado por la teoria de perturbaciones esperado para el vértice desnudo +,. Con esto
aclarado, ahora calculemos el factor de forma electromagnético para mesones pseudo-
escalares.

SECCION 3.2

Factor de forma elastico para mesones pseudoescalares

En la aproximacion de impulso, el vértice M~yM, el cual describe la interaccion entre
un meson (f1 f2) y un fotén es de la forma:

d'l
AMI =N, / (27T)4T7’QM’f1 (3.10)
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Pr(Q%)

_: -I I; S- 10
0*[GeV?]

Figura 3.1: Funcién de vestimenta tranversa para el vértice quark- foton.

Donde:
GMI =Ty (= Py)S(t + Po)il (Q)S(t + Pp)il'y(Py)S(t) (3.11)

Esta notacién asume que es el quark f; el que interactua con el fotén mientras que
el antiquark f» permanece como espectador. De manera andloga definimos AM:/2. La
contribucion de la interaccién del fotéon con el quark f; se puede representar como
FMJ1(Q?) (a partir de AM/1) mientras que la contribucién que surge a partir de la
interaccién del fotén con el antiquark f, la podemos representar como F*:f2. E] factor
de forma total esta dado por [33]:

FM(@Q) = e FMIH(QP) + e, M (Q7) (3.12)

Donde ey, y ey, son las cargas del quark y antiquark respectivamente. Entonces, con-
siderando un meson pseudoescalar con momento P; el cual interactua con un fotén de
momento () por lo que la regién de interaccion tendra un momento P, = P+ Q). Traba-
jaremos en el esquema de Breit, por lo cual tenemos que: Py = K —Q/2y P, = K+Q/2
(ver Figura {3.2}). La cinemética es la siguiente:
P2 _ P2 _ K2 Q2 _ 2 K _ 1

1 — 49 — ‘I‘T—_m, Q—O (33)
En donde m es la masa corriente del mesoén en cuestion. En la interaccion de contacto,
este proceso esta dado por la siguiente expresion:

2K, M ((?) = % /t ! TrliTp(—P)S(t+ Po)il(Q)S(t + P)ily(P)S(1)] (3.14)
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Figura 3.2: Diagrama del triangulo del factor de forma elastico.

Proyectando con —2K,, tenemos:

_ 2 A
CARPMR(Q?) = %(2@) / QK TriT 1 (— Py) S(1-+ Pa)in,s (Q)S (4P )iy (P)S (1)
t (3.15)
Es importante recordar que:
1
ov(t+ P)oy(t + Pr)ov(t) = m
1
T (M2 242K ) - (Q- 1)+ ME)(=m? + 12+ 2(K - 1) + (Q - t) + M7 )(t* + M3)
(3.16)

Para poder calcular las integrales que surgiran mas adelante, necesitaremos la parame-
trizacion de Feynman para 2 y 3 denominadores. Veamos la de dos denominadores:

1 ! dz
- 3.17
A1A2 /0 (xAl + (1 — .CE)AQ)Q ( )
donde:

Al=-m*+ 2 +2(K -t) — (Q-t) + M},

3.18
Ay=—m>+ 12 +2(K -t) + (Q - t) + M} (3.18)
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Entonces tenemos que:

Ax+ (1—2)Ap=—-m* + 2+ 2(K - t) + (Q - t) + M} —22(Q - t)

Q
=142t - (K+§(1—2x) —mQ+M§1

(3.19)
—tKQ1222M2KQ122
- -+ +E< —.CE) —-m° + A +§(—{L’)
Haciendo el cambio de variable: ¢’ =t + (K + %(1 — 2z)) obtenemos:
Q 2
t? —m?® 4+ M7 — (K + 5(1 - 2x)> (3.20)
Por otro lado:
2 2 2
K+ 9(1 —22) | =K*+ Q—(1 —2z)? = Q—(1 + 42% — 47)
2 4 4
, (3.21)
+ (—m2 — %) = Q*r(x — 1) —m?
Entonces (3.20) queda como:
7+ M7 —m?+m?+ Q*x(l —x) =t? + M} + Qx(1 — x) (3.22)

Definiendo w; = M7, 4 Q*xz(1 — z). Entonces:

1 ! dx
= e — 3.23
A1A2 /0 (tlQ + w1)2 ( )

Ahora, al hacer los cambios de variable los productos escalares se deben transformar
de igual forma, por lo que es importante notar que para el cambio de variable de dos
denominadores tenemos que:

(K-t)=(K-t) - K? (3.24)

Ahora veamos la parametrizacién de Feynman para 3 denominadores:

1
1 _ 2/ dxidzazy ' (3.25)
A1A2A3 0 (A1$1I‘2+A2I1(1 —ZL'Q) +A3(1 —ZL’l))

En este caso:
Al =—m*+ 12 +2(K -t) — (Q - t) + M},
Ay =—m’ + 2 +2(K - t) + (Q - t) + M7, (3.26)
Az =12+ M3
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Entonces:
Alfﬂll'g + AQ.I'l(l — .]32) -+ Ag(l — .]31) = $1(—m2 + 2(K : t) + (Q . t) + Mfl -+ Mﬁ)
+ t2 + M?} — 2!1311’2(@ . t)

=1+ 2t- <%x1(1 — 219) +Kx1> + z1(—m* 4+ My, — My,) —|—M]%2

2 2
— {t + (%ml(l —2x9) + le)} + MJ% — <%x1(1 — 2x9) + K11>

+ xl(_m2 + M?l - MJ%)

(3.27)
Haciendo el cambio de variable ¢ = ¢ + xl(l — 229) + Kx; obtenemos:
Q 2
%+ M3 + a1 (—m* + M}, — M) — (5:51(1 — 219) + le) (3.28)

Por otro lado:

-2 K2Q212 K22Q2144 r]
Exl(—xg)nL T —4:61( — 219)% + K%z} (1 + 425 — 4xy) — m?z}
2
- %xl Q*atwg (s — 1) — m’x]
(3.29)
Entonces (3.28) queda como:
"%+ M2 —m?z1 + m’a] + Q*aiwa(1 — 1) + 1y (M7, — MJ%Q) =174 M]%Q (3.30)
+ Q%f:cg(l — x3) + mPaxy (v — 1) + 2 (M7, — MJ?—Q)
Definiendo wqy = M]%(l — 1) + My, + Q*x329(1 — x9) + m?z1 (21 — 1). Entonces:
1 b deydryxy
— =2 — 3.31
A1A2A3 \/0' (t/2 —I— CUQ)S ( )
Para este cambio de variable tenemos que:
(K-t)= (K -t') — 2, K?
2
@Q-t)=(@Q-t)- Q—(xl — 22129) (3.32)

=1+ QQxfxz(xg — 1)+ (Q -t (2x139 — 1) — 2(K - )2y — 23m?

Ademas, se han re-etiquetado los momentos ¢’ — ¢ después de haber realizado el cambio
de variable con la finalidad de simplificar notacién.Con esto podemos seguir con los
calculos. Vamos a encontrar una expresion de la forma:

FMIQ?) = P @) [E°Tee1(Q%) + FTrr(Q%) + EFTem (Q)] (3.33)
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Calculando la traza y proyectando, para la amplitud vectorial obtenemos:
5 —3\ [N 42K - t)(—t* +mP 4+ M7 — 2My, My,) — 4K>(t* + My, Mp,)]
TEEl(Q ) i ) / - 2
272 ) Jy Lem (82 + M)
_ 6 /A 2(K - t)(m? + M}l — 2My, My,) + Mflez(—élKQ) — ]\/[J%Q(—élK2 —2(K -t))
w2 ) J Lo (82 + MJ%Q)

+

2

( 6 ) /A (t + M3 )(—4K? — 2(K - 1))

el Lo (82 + M3)

(3.34)

Para el segundo termino se cancela un denominador por lo que solo debemos utilizar la
parametrizacion de Feynman para dos denominadores obteniendo:

b />/ e
=\ g2 ) 459 | dxlw_‘:l

Para no hacer la notaciéon demasiada cargada hemos hecho un cambio de notacién para
las funciones C de forma que Co(w, Tir, Tuy) = Co(w).

(3.35)

Es importante recordar que todos los términos con potencias impares en ¢’ se hacen
0. En el primer termino haciendo el cambio de variable para la parametrizacion de
Feynman de 3 denominadores obtenemos:

- o 7+ m? (1 — 2 (1 —
(_3) (4K2)/ / dxld:vgxldss(Mfl +m)ay + 2Mp My, (1 — 1) + M (21 — 2)
27r2 0 (3 —|-w2)3
k Ca(wa)

=13 i dxld:vgxl[(Mfl + m®)xy + 2Mp, My, (1 — 1) + MJ%Q (x1 —2)] o

(3.36)

Obteniendo asi que:
1
Tre (Q%) = 3 (—4K?) |2 / dxldx2x1Alc2(“2)+ / az &) (3.37)
472 0 W 0 w1

Donde:
Ay = (M7 + m*)zy + 2My, My, (1 — 21) + M3 (21 — 2) (3.38)

Ahora veamos la amplitud cruzada, calculando la traza, proyectando y haciendo el
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cambio de variable para 3 denominadores obtenemos:

T 2 4K2 dl’ldxgﬂil t2 + (.UQ)(Mfl + Mf2) 4m2Mf1x1(a:1 — 1)]
er(Q7) = 27r2
tl

(12 + wo)?
A da:‘lde:vl 2M3 My, —|— 21Q* My, (22125 — 2x120 + 11 — 1) — 27Q* My,
/ / (12 4+ woq)?
drydzomi[2m® (21 — 1)2 M, — wo (Mg, 4+ Mj,)]
/ / (t? + wo)? ]

Obteniendo que:

Tern(@) = (o ) (48 [ dndrae, (A28 sy E2)

47T2MR Wa Wa

Donde:
Ay = My, + My,
A = 11Q° My, (22135 — 20120 + 21 — 1) — 23Q° My, + 2M7 My, + 2m* M, (11 — 1)?
— 4m2Mf1£C1<£L'1 — 1)

(3.41)
Para la amplitud pseudovectorial tenemos que:
3K? (12 4+ wy — wo)[(3z1 — 2)2m? + 271 Q?]
2
Trr(Q7) = (QM}%Wz) {/ / dl'ldl'gl‘l CETE
/ / o dpa 4m?[mPay (v — 1)* + M7 xy — 2My, M7, (21 — 1)] — 42,Q* My, My,
B (12 4 w,)?
4m2Q*x3 (3z123 — 3w179 + 1) + 4m2 Q%3 (=223 + 279 — 1
(t +CU2)
1
Cl((JJQ) Cg(wg)
—4K? dx1d —
e [ (st
(3.42)

Donde:
Ay = m*(3x; — 2) + 1,Q°
As = 2zym*(z — 1)% 4+ 203m*Q*(3w103 — 3w120 + 1y — 205 + 229 — 1) + QxlmQMjgl
— 2My, MG, [2(zy — 1)m?® + 2,Q7]
(3.43)

Entonces la ecuacién (3.33) queda como:

F™(Q%) = Pr(Q*)(Bn)*Tee(Q°) + (Fu)*Trr(Q*) + EnFuTpr(Q%)]  (3.44)
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En donde:

Ter1 Trm Trr
BE = — 5% FF = — 55 BF = 75 (3.45)

Ya una vez calculado el factor de forma eldstico podemos obtener el radio de carga
usando la expresion:
dr(Q?)

2
ry; = —6 Q% |y (3.46)

Recordar el cambio de unidades 1GeV = 5.068 fm ™.
Mesén | CI | SDE [49,50] | Lattice [51-53] Exp [54] Eg/][ [IéE]F El;/][
m(ud) | 0.44| 0.676 £0.002 | 0.648 £+ 0.141 | 0.659 = 0.004 | 0.66 | 0.66 | —
K (us) | 0.42] 0.593 £0.002 0.566 0.560 £ 0.031 | 0.65| 0.58 | —
hs(ss) | 0.36 - - - - - -
D°(cu)| 0.36 - - - 0.47] 0.55| 0.67
D7 (es)| 0.26 - - - 0.50| 0.35] 0.46
B*(ub)| 0.34 - - - ~ 1061|073
BY(sb) | 0.24 - - - ~ 10.34] 0.46
ne(ce) | 0.20 0.24 0.25 - - - -
Bf(cb)| 0.17 - - - - 10.20] -
n,(bb) | 0.07 0.09 — —~ - |- |-

Tabla 3.1: Radio de carga del pién, calculado con el modelo interaccién de contacto (CI),
estudios refinados usando el formalismo de la ecuacién de Schwinger-Dyson (SDE), data
experimental (Exp), en un modelo hibrido (HM), en el light-front framework (LFF) y
un (PM) modelo potencial de QCD. Todos los resultados son presentados en fermis
(fm).



Factor de forma eldstico para mesones pseudoescalares

66
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Figura 3.3: Factor de forma elastico del pién. La curva solida negra es lo que obtenemos
usando interaccién de contacto, la punteada es obtenida a traves del formalismo de la
DSE [26], los datos obtenidos a través de lattice son del trabajo [77] .Datos experimen-

tales : [28,40, 41,85, 86]

----- f.(s8) ~
+ felet) e as

------ r;g,le]

Fin(©O7)

——— DP%cin
e D.7(cB)
——— B*(ub)
— B,%sb)

- B{‘rcl_n

0*[GeV]

Figura 3.4: Factor de forma eléstico de diferentes mesones pseudoescalares.
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« Lattice

» Experimental Data

Spectrocopy Parameters
----- DSE

Contact Interaction

0*[GeV]

Figura 3.5: Factor de forma elastico del kaén.La curva solida negra es lo que obtenemos
usando interaccién de contacto, la punteada roja y morada solida fueron obtenidos a
través de los trabajos [26] y [78] respectivamente, los datos de lattice se obtuvieron

de [77] .Datos experimentales : [80,81].
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Figura 3.6: Factor de forma elastico del kaén.La curva solida negra es lo que obtenemos
usando interaccion de contacto, la punteada roja y morada solida fueron obtenidos a
través de los trabajos [26] y [78] respectivamente, los datos de lattice se obtuvieron

de [77] .Datos experimentales : [80,81].



Capitulo

Factor de Forma de Transicion

El proceso v*y — 7% es bastante importante ya que con este podemos estudiar el factor
de forma de transicién (TFF) en el dominio de transferencia de momento. Brodsky y Le-
page estudiaron su importancia y propusieron predicciones perturbativas para diversos
procesos [71], trabajo en el cual encontraron que:

lim Q*F(Q%) = V2/x (4.1)
Q2—00

Este fenémeno también se ha sido estudiado en este modelo en [34]. En los experimen-
tos realizados en BABAR [70], se utilizan dos aceleradores, uno lineal que sirve como
inyector que acelera a los electrones y positrones a grandes energias para después depo-
sitarlos en el PEP-II que es el otro acelerador.El PEP-II esta compuesto de dos anillos,
uno de altas energias ~ 9GeV's el cual acelera a los electrones y uno de bajas energias
~ 3.1GeV s el cual acelera a los positrones, estos anillos van en sentido contrario para
hacerlos colisionar justo donde estan los detectores.
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SECCION 4.1

Factor de forma de transicién +* v — 7V

El diagrama de este proceso esta esquematizado por la figura. El vértice que describe la
transicién y*y — 1. puede parametrizarce con un solo factor de forma G, (Q%, Q3)
el cual se puede calcular a partir de [72]

7;1/ = TuV(Qla Q2) + TVH<Q27 Ql) (4‘2)

donde @)1 y Q5 son los momentos de los fotones incidentes, P = )1 4+ ()2 es el momento
del mesén pseudoescalar, my es la masa del meson pseudoescalar y el elemento de
matriz T}, (@1, Q2) esta dado por:

m/(Ql QQ) f elwa,BQlaQQBGw Wﬂ( %,Q%)
= d'k T'y(P)S I 18 (4‘3)
—Tr / Gy ST (PSR ITL(Qa)S )T (Q)

donde k1 = k — Q1, ks = k + Qq, k3 = k, Qe = €2/(47) v fr es la constante de
decaimiento leptonica. La cinemética del sistema es la siguiente (ver figura {4.1}):
Q?=0Q* Q3=0,P?=(Q1+Q2)*=-m%y 2(Q: Q) = —m?% — Q> El proyector
que utilizaremos es €,,,,0(1,&20-

Multiplicando por la izquierda con €,,,0@1,Q20 en el lado izquierdo tenemos:

Gron(@1,Q3)  (4.4)

Qem 1 9 Qe

ﬂ__fﬂ_GHWJ@QIPQQQEMVO[BQIQQQﬁG’Y*WT(Q%v Q%) = 5(@2 + m%f) 7T_f7r

Estos son algunos productos punto necesario para este calculo:
ok = K2 (5 Qa) — (k- Q)+ S
ki -k=k—(k-Q)
ky -k =k + (k- Q)
ki -k =k =k +Q*—2(k-Q1)
ko ky =ki =k +2(k- Qo)

Ademas, el denominador de esta expresion tendré la forma:

1

K+ Q7 =20k Qo) + M — 1t + 2(k - @a) + MR + AP

(4.5)

ou(k1)oy(ka)oy (k) =

B 1

L (K24 M?)
(4.6)
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¥ ~
~
-
>

Figura 4.1: Diagrama del proceso

Utilizando la parametrizacién de Feynman para 3 denominadores (3.25), tomando:
A=k +Q*—2(k-Q)) + M?

Ay =k —mi+2(k- Q) + M? (4.7)
A3 =k + M
Entonces:
Ay + Aoy (1 — x2) + A3(1 — 21) = k> + 2k - 21[Q2 — 22(Q1 + Q2))]
+ M? + 2122Q% + (1 = 1)27[Qs — 22(Q1 + Q2))? (4.8)

= [k + 21(Q2 — 72(Q1 + Q2))]° + 2122Q° + M? — 27[Q2 — 22(Q1 + Q2)]

Hacemos el cambio de variable k' = k + x1(Q2 — z2(Q1 + @2)), entonces obtenemos que:

AllEllEg—f-AQZL‘l(l —l'2> +A3(1 —l'1> = k’l2+[1,§ (49)

donde p3 = —x1[—Q%*12(1 — x1) + m¥%z122(1 — x3)] + M? Finalmente obtenemos que:
1 ! dxlde:L’l

- =9 — 4.10

A1A2A3 /0 (]{5/2 + M%)d ( )

Al realizar el cambio de variable, tenemos que k = k' + x1[22(Q1 + Q2) — Q2], entonces,
los productos puntos que necesitamos cambian de la siguiente forma:

ke Qa = (K- Qo) = T2ty + Q)

ke Q= (K- Q)+ Slaa(@ = miy) +mby + Q7

k2 = k/2 — x%w%m%{ + :E%xQ(m%I + Q2) — Q(k, . Qg)xl + 21‘1.%2[(]{/ : Ql) + (k/ : QQ)]
(4.11)
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Ademas, en este caso tenemos que:

ME-Qu)(k- Q) A koks 1 A g2
/k (k2 + w2)r —Qme/k W Qla@2ﬂ4gaﬂ/k m

k2 4- w?)" 8 k2 4 w?)"

(4.12)

Ahora bien, del lado derecho de (4.3) tenemos:

/(37:334 €vp0@Q1pQ20T 1S (k1)L 1 (P)S(k2)il' ,(Q2) S (ks)il', (Q1)] (4.13)

Recordando la forma para el propagador S(k;) (2.15), la amplitud de Bethe-Salpeter
I'y(P) (2.10) y para el vértice quark-fotén I',(Q) la parte longitudinal no contribuird
en este proceso por lo que esta dado por:

_ 2 e
m@)—PT(@)(m = @u) (4.14)

Expresando el factor de forma como:
G’Y*’YW<Q27 0) = GE(Q27 0) + GF<Q27 O) (415)

Con todo esto en cuenta,calculando la traza y proyectando, tendremos la siguiente
expresion:

Go(Q.0) = T fr 1 /A 4EHmeMQ2 + 2Eg MQ* 4+ 2Egms M
: ’ a Oéem(QQ + m2 ) 47T2 k em k2 + M2>

B 47rf7T / / EHMQxldxld:cg _ 2EgM f; / / xlsdsdxldxg
Qa2 / (k2 + p3)3 QT (s+p3)3

EgM
_ H fﬂ'/ Zlfld[Eld 2CQ<N3)
0

20T ,u3

(4.16)
Para Gr(Q?,0) tenemos que:
2 wfx 1 [(—2Fy / / 22129Q° (21 — 1)?]
= 2z dxqd
Gr(Q,0) o, 472 ( , T104T1GT2 (k"2+/t§)3
+(3:r;1 — K2+ 2(xy — 2)(M? — miaiag(we — 1)) + (1 — 1)(2 — 3wy
(k2 + p3)?

(4.17)

_ falu /1/A:v dxdx 301 = 2 + Y
CaemMr Jy Sy e (k2 +p3)? (K2 + p3)?
—fxFu /1 Ca(pd) | ,Calus3)
= — -2
4aemM7T ; $1d$1d£lf2 (3331 ) /,[/% + y /Lg
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Donde:
YV = 20125Q% (w1 — 1)* 4 2(2y — 2)[M? — mFxiwe(2e — 1)] — (321 — 2) 3 (4.18)
M?(zy + 2) — 2122Q%[(9 — 521) 21 — 4] — m*wiwy(5xy — 6) (2 — 1) '

De este resultado obtenemos la grafica {4.2}.

. - -
Contact Interaction

T
'
'
{
'

e Data Experimental 1

m Data Experimental 2

G(0%)|GeV]

Figura 4.2: La curva solida se obtiene usando interaccién de contacto, la curva punteada
es un fit calculado usando QCD basada en la truncacion rainbow-ladder utilizando el
formalismo de las DSE [84]. Data:los circulos negros [37], cuadrados purpura [38] Las
curvas han sido divididas por (272 f,) de tal forma que coincidan con la normalizacién

de los datos experimentales.
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Ahora bien, una vez que ya hemos calculado el factor de forma de transicién podemos

obtener su radio de interaccién, el cual esta dado por:

dG(Q*)
r2, = —6
M dQ2 02=0
CI [ SDE [39] | Exp [73]
0.32 0.62 0.65 4+ 0.04

Tabla 4.1: Radio de interacciéon del pion. Todos los resultados son presentados en fermis

(fm).




Capitulo

Factores de Forma Elastico y de Transiciéon del
Primer Estado Excitado

SECCION 5.1

Primer estado excitado

Ahora que ya hemos realizado los calculos necesarios para obtener el factor de forma
elastico y de transicion, calcularemos estos ultimos para el primer estado excitado. Para
obtener las masas y amplitudes asociadas a la primera excitacién radial de un mesén
conformado por un quark de sabor f; y un antiquark f» hemos utilizado el mismo
método utilizado en los trabajos [42,43]. Sin embargo, tenemos que incluir un termino
extra debido al hecho de que la primera excitacion radial posee un cero asi como la
funcién de onda radial para estados ligados en la mecanica cuantica. Dentro de cualquier
tratamiento sofisticado de QCD para mesones, todos los momentos de Chebyshev en la
BSA en el primer estado radial poseen un tnico cero, mientras que para el estado base la
BSA no exhibe ninguno [44]. En la aplicacién fenomenolégica del modelo de interaccién
de contacto [45-47] insertando un cero a mano en los kernels de la BSE multiplicdndola
por (1—¢*dF) con el cual forzamos a que el kernel en ¢*> = 1/dp sea cero donde dr es un
parametro adicional. La presencia de este cero reduce el acoplamiento en la BSE y por
lo tanto incrementa la masa del estado ligado. La amplitud de Bethe-Salpeter (2.10)
sigue teniendo la misma forma pero va multiplicada por el factor (1 — ¢*dr) donde q es
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el momento de integracion. Es decir que para la primera excitacion radial la amplitud
de Bethe-Salpeter tiene la forma:

v-P
2Mp

Cu(P) =% (EH " FH) (- deg?) (5.1)

Las amplitudes EFy y Fy para la primera excitacién radial las obtenemos de la misma
forma que en (2.89) pero haciendo el cambio de la funciones C por las funciones F (5.3).
De igual forma las vamos a obtener resolviendo la eigenecuacion para el eigenvalor igual
a 1 cuando P? = —m¥. Se ha observado en [57-61] que el rompimiento espontaneo de
simetria quiral genera un momento cromomagnético anémalo grande de quarks vestidos
y como consecuencia la separacion spin-orbit entre el estado base de los mesones y sus
companeros de paridad se mejora de acuerdo con las observaciones. En este estudio
se asume y se implementa este efecto también en los compafieros de paridad entre las
excitaciones radiales de los mesones [45,46]. Este es el mecanismo responsable de una
separacién mas grande entre los companeros de paridad, son esencialmente correcciones
no perturbativas a los kernels Rainbow-Ladder, las cuales se cancelan en gran medida
en el canal pseudoescalar. Ahora bien,necesitamos discutir como seleccionar la locacion
del cero en la excitacién. Para este propdsito, es necesario fijar el parametro dp, este
pardmetro se fij6 en lo trabajos [45,46] como dr = 2M? para calcular la excitacién
radial de mesones ligeros en el canal pseudoescalar y vectorial, sin embargo, para el
sector pesado este pardmetro debe de ajustarse. En el trabajo [47] hacen el andlisis
para las excitaciones radiales para los diferentes canales para quarks ligeros y pesados
concluyendo asi que la mejor eleccién para este pardmetro es:

dp = dy — dye™BMr (5.2)

Las constantes di, dy y d3 son diferentes para cada canal, Mg es la masa reducida de
los dos quarks, para el canal pseudoescalar estén listados en la tabla (5.1) .

Mesén d1 dg d3
PS 8.32 | 41.67 | 11.08

Tabla 5.1: Parametros para el canal pseudoescalar.
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Figura 5.1: Parametro dr para el canal pseudoescalar.
El cambio realizado en la BSA cambiard las funciones C,3 dependiendo de las corrientes.

Si solo tenemos una amplitud de Bethe-Salpeter en el proceso como para el calculo del
amplitudes (2.89) debemos reemplazar a las funciones C por F, en donde:

F=C—dpD (5.3)

Y tenemos que, utilizando el esquema de regularizacién de tiempo [36] propio para
calcular esta integral :

o] 2 o] T,?T oo _ .2
D(w) = / °ds — / / s2e T qTds = / i |:6_Ti2r(s+w) — 6_73,,(34”;)} ds
0o Stw o Jrz, 0o Stw

(5.4)
Hagamos el cambio de variable s’ = s + w ;ds = ds’,obteniendo:

00 / 2 00 2
—(Ss —w 2 2 o w 2 2 o
D(w) = (—/) (e Tirt — e Tuvs)ds': 2w— s — — (e Tt — e T““‘S)ds/

(5.5)

Ahora, haciendo el cambio de variable t = 725" ; ds' = dt/72 para el primer termino
del segundo paréntesis:

> t W} dt 1 0 L[ >
L = / (2w - e_t—2 = — 2w/ e tdt — — te~tdt — w2TZ-2T/ e tdt
o.m'fr Tir t Tir Tir UJTZ.Z Tir Jowr? wr?

1 1

ir ir

(5.6)



Primer estado excitado 77

Donde hemos utilizado (2.33, 2.125). Ahora, haciendo el cambio de variable t = 72 s';
dt = ds' /72, y procediendo de manera andloga, obtenemos finalmente:

1 1 1 1
D(W) = 2w <7__2F(17WT5") - T_QF(17WT3v)) + 7__4F<27WT31;) - 7_—41_‘(2,(,07'127,) (57)

+ W T(0, wr2,, wrl)

uv?

Por otro lado, esta integral la parametrizan en [45] de la siguiente manera:

2
[e.e] Ti’!‘ 2
D(w) :/0 dss—— — /2 d7'7_—3677—w (5.8)

S+ w

Ahora bien, tenemos que:

4
Tuw T;

uv

2 2
Ti’!‘ 2 677',,_2‘4,00.7 6*7’7/27,0.) Ti’l‘ e*TW 677'12”;“7 6*7’7/27,0.) 677—7’27‘0-) 677,3,0
dr—e ™ = — —w dr = — +w -
) 73 o 4 2 - 4 2
T. T.

2

3 Tir e—’?’w
+w dr
72 T

uv

(5.9)
Donde hemos utilizado la integracién por partes dos veces y notamos que:
2w 2w
r 6 r
w3/ dr = w2/ et dt = W (Bi(—TEw) — Ei(t2,w)) (5.10)
2 7 TauW

En donde E;(z) es la funcién exponencial integral, la cual esta intimamente relacionada
con la funciéon Gamma de la siguiente forma, para x € R:

—Ei(—x) —im para x <0
(0, z) = (5.11)
—FEi(—x) para x >0

Ademas, ya hemos demostrado que:

wl(—=1, 72w) = <

)y tar

— —wl(0, 7w) (5.12)

)y Lar
T
ir

Entonces:

7—7127‘ 9 e—waw 6—7'.2 w €_T2 w e—Tng
/ dr—e ™ = —— tw ( 5~ ) + w*(I(0, 72,w) — T(0, 72w))

3 4 2 » v s Lar
2. T Tuv Tir Tip T
2 2
—Th W —Tiw
e ‘wv e ¢
_ 2 2 2
- 4 - 4 +w (F<_17Tirw) _F(_17Tuvw))
Tuv Tir

(5.13)
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Es una forma diferente de parametrizar a la funciéon D pero dan los mismos resultados
numeéricos. Y de igual manera, definimos:

d —WTyw 7WTi2'r
Dl(w) = —W%D(W) = 2w (67_2 - ‘ ) - wr(()?(")TSU’WTz%)) ( )
uv ir 5.14
d d
Dy(w) = %%%D(W) = WP(OanvWaTz?rW)

Pero si en el proceso que estamos estudiando tenemos mas de una amplitud de Bethe-
Salpeter como en el calculo de la constante de nacionalizacién canénica (2.100) o para
el factor de forma eldstico (3.14) entonces tendremos el factor:

(1 —drg®)? =1+ d%g"* — 2dpq? (5.15)

Recordando que hacemos el cambio de variable ¢ = s entonces, los términos propor-
cionales a d% darédn como resultado integrales del tipo:

S+ w

H(w) = /Ooo s (5.16)

Utilizando el esquema de regularizacién de tiempo [36] propio para calcular esta integral:

o] 3 00 Ti27' 0 .3
’H(w) = / S ds — / / 5367T(s+w)de8 _ / S <e*"'12r(3+“’) _ e*‘ﬁ%v@“*’)) ds
0o Stw 0o Jrz, 0 St+w

(5.17)

Hacemos el cambio de variable s’ = s + w; ds’ = ds obtenemos:

o) / 3 o] 3
—(Ss — W 2 2 o w
H(w) = / (—,) (e Tirs — 7 Tuv® ) ds' = / (—, + 35w — 5% — 3w2) -
w S w S
. (e—Tfrs’ i 6_7—‘2‘”8/) ds’

(5.18)

De igual forma, hacemos el cambio de variable t = s'72; dt = ds’ /72 para los términos
que multiplican al primer termino del segundo paréntesis, obteniendo:

1 [ (W Bwt ¢ 9\
ne [ (SR - )

5 0 [ 1 3w %, L™, s [T
w T, e tdt + — te™"dt — — t“e "dt — 3w e "dt
wr?, ir Jwr? ir Jwr?, wr?

ar 7 4
ir ir

3 1
|:W3T-2F(O,WT-2T) + —C;F<2,w7'§,) — —I‘(3,w7'i) — 3w2F(1,wTi)}
(5.19)



Primer estado excitado 79

Donde hemos utilizado (2.33, 2.125). Ahora, haciendo el cambio de variable t = 72 s';
dt = ds' /72, y procediendo de manera andloga, obtenemos finalmente:

1 1 1
H(w) = WT(0,wr?,wr?) + 3w |:7F(2,w7'5,) — —4F(2,w7'5v):| + 7TF(B,ngU)

(5.20)

6 2
T uv Ti'r

1 1 1
— —T(3,wr?) + 3w? {—2F(1,w73v) — —F(l,war)]

7

En donde de manera anédloga definimos:

d F 2 2 2 _WT’L?’I‘ 2 _"JTS'U
Hi(w) = ~w—H(w) = 3w [M +w < ‘ 5 — ‘ + wF(O,szv,wTi)>]

4 2
Tuv ir Tuw

d d —wt2, —wr?,
Ho(w) = E——”;‘-[(u;) = 3w (e ¢ 5 +WF(07WTi2r’WT3v)>
(5.21)

Por lo que para los cédlculos en los cuales aparezcan dos amplitudes de Bethe-Salpeter
tendremos que realizar el cambio de C a G, en donde:

G =C+dyH —2dpD (5.22)

La funcién de vestimenta transversal del vértice quark-fotén Pr(Q?) no cambia, estara
definida de la misma manera (3.5,3.6). Ahora bien, debido al aumento de la masa de
los mesones del primer estado excitado respecto del estado base, debemos modificar los
pardametros (A, Zg), ya que Ay, representa la escala de energia méaxima de nuestro
sistema de estudio, es por esa razon que estos aumentan conforme que la masa del mesén
aumenta, en este trabajo en particular estamos interesados en los factores de forma del
pién y del kaén por lo tanto debemos modificar A, y de Zg. Ahora bien, tal como se
explica en el trabajo [98] nosotros hemos elegido los pardmetros Zy = 3.034 y Ay, =
1/1.322. Podemos apreciar que el error obtenido en las masas aumenta alrededor de un
5% comparado con los resultados que obtienen en [47] pero los factores de forma tienen
el mismo comportamiento cualitativo encontrado en estudios realizados con modelos
mas refinados [99].

5.1.1 Amplitudes de la BSE para la primera excitacion
radial para mesones pseudoescalares

Ahora ya que contamos con todos los ingredientes y cambios necesarios para estudiar la
primera excitacion radial, calculemos la masa para la primera excitacién radial. Tenemos
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que resolver la siguiente eigenecuacion:

EPS(P) . 4&13 Rgg R}Ejg EPS(P) (5 23)
Fps(P)| — 4m |RES RE§] [Frs(P) '
En donde:
1 2
Fl(,“ Tir Tuv)
Ry (P) = o5 | da |[(My Mg, —x(1 —2)P? — - F (1, Tir, Tuo
BP) = g [ |0t = ol - 22 - POy )
_ REE
3m2m2
1 pz [t Fi(12, Tiry Tuv) REE
R”P:——/dM 1—2)M; L = B8
H( ) 37r2m202MR 0 1’[ flx_’_( JZ) fz] ,U2 37T2m2G’
Mg L Fi(p?, Tiry Tuw) RLE
R (P) = dx](1 — ) Mj, + aM W = S
H( ) 37727/”%,‘ 0 l'[( I’) f2+x fl] MQ 37T2mé
I Fr(p?, Tiry Tus) REE
22 - B 2 2 s hary fuv ) PS
(5.24)
La cual tiene solucién fisica cuando P? = —m?%. Las masas que obtenemos utilizando

este modelo estén listadas en la tabla (5.2).

| Mesén | Experimental | CI | Diferencia % ||

7(1300) 1.3 1.38 6.15
K (1460) 1.46 1.58 8.22

Tabla 5.2: Masas calculadas usando la ecuacién (5.23). Los valores experimentales son
resultados de [54].

Entonces tenemos los siguientes razones entre la masas del estado base y las de la
primera excitacion radial:

M7 (1300) MK(1460)

~ 9.85;

My mg

3.19 (5.25)

95.1.2] Constante de normalizacion candnica para la primera
excitacion radial

Ahora calculemos la constante de normalizacién candnica para la primera excitacion
radial, la cual estara dada por:

N, = NEF + NEF + NEF (5.26)
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Y tenemos que:

3E2 ' 2 iry Tuv 2 iry Tuv
Nt = - / r(1 —z)dr {3M +2(P2x(x — 1) + My, My, — ﬁ)M}
0

272 n? n?
—3EpFy [ G (02, Tir, Tuw) Go(0*, Tirs Tun)
EF __ HLI'H B 1 y Tiry Tuv 2 2 s Tary Tuw
3F2 P2 1 g ( 2 T T )
FF H 2 o\ Y2\ Tirs Tuw
NEL = T /O oo = Ddr(Pa(z = 1) + My My, + ) 220 g
(5.27)

Con lo que obtenemos las siguientes constantes de normalizacion candnicas y con la cual
obtenemos las amplitudes vectorial Fy y pseudovectorial Fly normalizadas listadas en
la tabla (5.3).

[ Mesin | By [ 75 |
7(1300) | 0.427 | 0.080
K (1460) | 0.254 | 0.049

Tabla 5.3: Amplitudes vectorial Fy y pseudovectorial Fiy en Gev para la primera exci-
tacion radial de los mesones pseudoescalares.

9.1.3 Factor de Forma elastico para la primera excitacion
radial para los mesones pseudoescalares

Ya contamos con todos los ingredientes necesarios para calcular el factor de forma

elastico para la primera excitacién radial para los mesones pseudoescalares el cual esta
dado por: .
M, M,

FM(Q) = e FIYNQY) + e, T P(Q7) (5.28)

En donde:
M@ = Pr(@)(ER)*Les(@%) + (FE)’Ler(Q%) + EgF Ler(Q%)]  (5.29)

En donde tenemos que:

Lpp(Q®) = <%> [2/01 dvydya, B, 22 +/01 d:cM}

w2 w1

LEF(QQ):( =3 ) /0 iy (62g1(°"2> —i—(Bg—ngg)gQ(wQ)) (5.30)

47T2MR W9 Wa

Ler(Q?) = ( 5 ) Ml dzydzst, <B4g1(“’2) + (Bs —B4w2)> g2<“2)}

16 M3 2 Wy
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Primer estado excitado

Donde definimos:

By = (M7, +m®)xy + 2My, M7, (1 — x1) + M7 (1 — 2)

By = My, + Mj,

Bs = leZMf-Q(Qazlxg — 2zt — 1) — .751QQMJ«1 + ZM]%lM)z2 + 2m2Mf2(a:1 —1)?

— 4m* My x1 (2 — 1)

By = m*(3z, — 2) + 2,Q?

Bs = 2zym*(zy — 1)* + 223m2Q* (3w105 — w1y + 11 — 205 + 229 — 1) + 2x1m2M]%1

— 2My, My, [2(z1 — 1)m” + 21Q”]

W, = M?l + Q%(l —x)

Wy = M]% + Q*xlo(1 — 23) + Mz (2 — 1)
(5.31)

Entonces, ya tenemos todo listo para calcular los factores de forma elasticos para la
primera excitacién radial del pion y del kadn.

0*[GeV]

Figura 5.2: Factor de forma de elastico de la primera excitacién radial y el del estado
base del pién en una interaccién de contacto.
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Fx(0?)

0.0 0.2 0.4 0.6

0*[GeV]

Figura 5.3: Factor de forma de elastico de la primera excitacién radial y el del estado
base del kaén en una interaccién de contacto.

i ' — ZH=2.26,Ap5=1.2 _

— ZH=1.A4y=0.905

o

F. 1300/(0?)

0*[GeV]

Figura 5.4: Factor de forma elastico del pién para la primera excitacién radial en una
interaccion de contacto.
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i ' — ZH=2.26,Ap5=1.2 -

— ZH=1.A4y=0.905

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.2

0*[GeV]

Figura 5.5: Factor de forma eléstico del kaén para la primera excitacién radial en una
interaccion de contacto.

F. 1300,(0%)

0.0 0.2 0.4 0.6

0*[GeV]

8 12

Figura 5.6: Factor de forma elastico para la primera excitacion radial del pion, la curva
azul solida es el resultado de utilizar una interaccion de contacto, la curva discontinua
en rojo son resultados del trabajo [99] y la curva punteada negra es resultado del modelo
Vector Meson Dominance, el cual también viene dado en [99].



Primer estado excitado 85

Ahora, si bien sabemos que los resultados obtenidos utilizando el modelo de interaccién
de contacto para los factores de forma se desvian mas de lo deseado de los valores
experimentales tal como se ha visto en los trabajos [1,34,83] si nos pueden brindar
un vistazo al comportamiento cualitativo que deberfan tener. De los trabajos [94, 99]
podemos ver que el radio de carga de carga para la primera excitacion radial del pion
es aproximadamente 14 % mas pequeno respecto al del estado base. En este trabajo,
hemos obtenido un comportamiento cualitativamente similar en los factores de forma
asi como en los radios de cargas. Los radios de carga, los cuales podemos calcular a
partir de la expresién:

dF(Q?)
o

estan listados en la siguiente tabla: De estos resultados encontramos que los radios de

(5.32)

2 _

Mesén | CI SDE [99]
7(1300) | 0.39 | 0.583 % 0.010
K(1460) | 0.37 .

Tabla 5.4: Radios de carga de la primera excitacion radial del pién y kaén obtenidos a
partir del modelo de interaccién de contacto (CI) y usando un formalismo mas refinado
de la ecuacién de Schwinger-Dyson (SDE).

carga para la primera excitacion radial del pién y del kaén son aproximadamente un
14 % mas pequenos respecto de los del estado base, una relacién similar a la encontrada
en [99]. Obteniendo las siguientes razones:

T'r(1300) T K (1460)

~ 0.89;

Tr K

~ 0.88 (5.33)

5.1.4] Factor de forma de transicién +* v — 7%

El factor de forma de transicion para la primera excitacion radial esta dado por:

G’Y*’Yﬂ'* (Q27 0) = G*E(Q2> 0) + G*F<Q27 O) (534)
En donde:
EC M F* 1 F 2

GE(QQ,O) = #/ xldxld@%

em’ 0 3 (5.35)

12 —[iFg (! Fi(p3) Fa(y13)
= T == drid -2 X

GF(Q ,0) 4aemM7T/0 1aTx1ax9 [(3.%1 ) ,ug + ILL?Q)

En donde definimos:
X = —M2(x1 +2) — ZE1$2Q2[(9 —bxy)ry — 4] — m2x%x2(5x1 —6)(xze — 1)

5.36
u? = —x1[—Q2I2(1 —x1) + m?-ll'le(l —x2)] + M* ( )
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Graficando estas expresiones y comparandolo con los obtenidos para el estado base

obtenemos la grafica (5.7).

) T
Estado Base

~~~~~ Primer Estado Excitado

Figura 5.7: Comparacién entre el factor de forma de transicion de la primera excitacion

radial y el del estado base.
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Contribucion del P-box al momento anomalo
magnético del muén

El modelo estandar ha resultado ser una teoria bastante exitosa debido a la constante
confirmacién con resultados experimentales. Sin embargo, ciertos observables, los cua-
les requieren una mayor precisiéon para su medicién nos dan el indicio de que tal vez
nuestra teoria aun no este completa, tal es el caso del momento anémalo magnético del
muén, a, = (g, — 2)/2. Histéricamente ha habido una diferencia significativa entre las
mediciones experimentales y los valores tedricos de a,, la cual fue reavivada después de
la reciente (primera) medicién experimental del muén (g —2) en Fermilab (FNAL) [87]:

a, N = 116592040(54) x 107 (6.1)

La cual en combinacion con las mediciones anteriores realizadas en Brookhaven National
Laboratory (BNL) [88] dan un valor experimental promedio:

al™ = 116592061(41) x 10~ (6.2)

El cual ha alcanzado una increible precision de 0.35 partes por milléon. Por otro lado,
el resultado obtenido a través de la teoria del modelo estdandar (SM) es [89]:

a;™ =116591810(43) x 107" (6.3)
El cual tiene una precisién comparable a la de la parte experimental. Sin embargo, aEM

se desvia 4.20 de afmp. Esta diferencia emociona a aquellos que buscan explicaciones
basadas en nueva fisica. Se espera que a medida que se obtengan nuevos resultados
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experimentales esta incertidumbre disminuya. Cabe mencionar que en estudios recien-
tes [100] de lattice QCD en el cual calculan la contribucién del “Hadronic Vacuum
Polarization” con una mayor precision han logrado reducir las incertidumbres en un
40 % logrando reducir de esta forma la desviacién estandar a solo 0.90, aunque aun fal-
tan mas investigaciones para poder corroborar estos nuevos resultados. Por otro lado,
debemos asegurar que todas las contribuciones del a, obtenidas a través del modelo
estandar sean incluidas y calculadas cuidadosamente. Dichas contribuciones son dividi-
das en aquellas que vienen a partir de la electrodindmica cuédntica (QED), la electrodébil
(EW) y las contribuciones hadronicas (QCD) las cuales se podrian dividir en hadro-
nic vacuum polarization (HVP) y hadronic light-by-light (HLbL). La contribucién que
viene dada por la QED (calculada hasta 5-loops) es la dominante [90] en donde se han
calculado hasta 13643 diagramas:

a?”P = 116584718.931(104) x 107" (6.4)

La contribucién electrodébil (calculada hasta 2-loops) es la subdominante y de igual
forma esta bien determinada [91,92]:

alV =153.6(1) x 107" (6.5)

En el trabajo [101] explican que debido a una cancelacién entre los términos de la
correccién al tercer loop debido a una seleccién para la parametrizacion de la correccion
del segundo loop estas resultan ser numéricamente despreciables. Por otro lado, las
contribuciones hadronicas saturan el error en la prediccién del SM [89,93]:

aQCP = gHVP 4 oI (6.6)
En donde la contribucién de a//"" es la dominante [89):
allV? = 6845(40) x 107" (6.7)

Por otra parte, la contribucion a

[IIPE viene dada por [89]:

beo:r_i_aﬂﬂ_'____

HLbL __ _w+n+n'—pole m—box
a =a, + a, + a, ¥

"

/_ —
ag FTHIROle — 93 8750 x 107

aT " = —15.9(2) x 1071 (6.8)

m

af """ = —0.5(1) x 107"

al™t =92(18) x 107"

Debido a la naturaleza no perturbativa de la QCD a menudo se presentan dificultades
no presentes en las partes de la QED y la EW, por lo que estas contribuciones requieren
de una mayor atencién. Es por esta razon que para poder evaluar las contribuciones
hadronicas debemos recurrir a andlisis de data, teorias efectivas y lattice QCD [94—
96]. Sin embargo utilizando el formalismo de las ecuaciones de Dyson Schwinger no
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HV \;t 1w

Figura 6.1: Contribucién Hadronic light by light.

necesitamos inputs de data experimental ni el poder computacional que requiere lattice
QCD. En este trabajo nos concentraremos en la contribucién (HLbL) de a,, de manera
mas especifica, en la contribucién de la P-box en donde P = 7+, K=, 7(1300), K (1460)
y denotaremos como af;’b"x. Este fenémeno ya ha sido estudiado en este formalismo
como en los trabajos [94,96] pero nuestro objetivo principal en este trabajo es estudiarlo
utilizando el modelo de interaccién de contacto (CI), en el cual como se ha demostrado
en diversos trabajos [1,42,43,47] es un modelo muy versétil pero tiene sus limitantes
pero sin duda es interesante saber cual serda el grado de precision que se obtendra
utilizdndolo para hacer estos célculos ya que la mayor contribucién de la (HLbL) viene
dada por el sector infrarrojo, es decir a bajas energias. Para calcular la contribucion del
P-box utilizaremos la formula conocida como “The master formula” la cual es derivada
en el trabajo [97]:

3 12
P-box __ Yem ] 7P —box

CL“ - WL;E(QDCQ%T)Hi (Q17Q27T> (69)
donde a.,, = 1/137 es la constante de acoplamiento de QED y fQ denota una integracién
sobre el momento del fotén Q15 y su angulo relativo 7. Ademas, Q% = Q7 + Q3 +

2|Q1/|Q2|7 v las funciones TIF "% estén dadas por:
1 1-—x
) / da:/ dyl;(xz,y) (6.10)
0 0

las funciones escalares T; y I; estan dadas en los apéndices G y H respectivamente. En-
tonces el tinico ingrediente faltante son los factores de forma electromagnéticos Fp(Q?)
los cuales ya hemos calculado en el capitulo 3 y capitulo 5, a los cuales podemos carac-
terizar con la siguiente forma funcional:

P42 Q2, Q%) = Fr(Q¥) Fr(QY) Fr(Q?) (1617T2

_em+ aps@® + bps@*

A1
1 ‘f‘CpsQQ +dp5Q4 (6 )

Fp(Q?)
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En donde e, es la carga eléctrica del meson en cuestion y apg, bpg, cps v dpsg son los
parametros ajustados del fit.

H Meson ‘ aps ‘ bps ‘ cps ‘ dps H
T 0.326 | 0.032 | 1.178 | 0.077
K 0.339 | 0.014 | 1.136 | 0.024
7(1300) | 0.501 | 0.110 | 1.172 | 0.339
K(1460) | 0.597 | 0.116 | 1.216 | 0.402

Tabla 6.1: Pardmetros para el fit de la ecuacién (6.11).

La ecuacién (6.10) puede escribirse como:

3

ai’b"“’: Gem_ / d223/ drrv'1 —r? /QﬂdqﬁZT (Q1, Q2, TIIT""(Q1, Q2,7)

43272
(6.12)
en donde @1, Q2 y 7 son funciones de (X, 7, ¢) :
9 by r r ,
QX r 0) = g (1 — §cosgz5 — —\/gsmgb>
Q5(2,r,¢) = (1 — gcosgb + = \/_szmb) (6.13)
Q3(Z,7,0) = QF +2Q1 Qa7 + Q3 = (1 + rcosg)
En los trabajos [94,99] utilizando un formalismo mas refinado obtienen:
ar ot mIPE = (15,6 +£0.3) x 107"
ay (1300 =bor=5DE — (2,02 +0.11) x 107" (6.14)
ay P IPE = —(0.48 £0.03) x 107 '
afj(l460)—box—SDE = —1.38 x 10—13

En ese mismo trabajo también dan los resultados de esta contribucién utilizando el
Vector Meson Dominance (VMD):

CLZ—bo:c—VMD = —16.4 x 10_11

CLZ(1300)—boo:—VMD = —(1.85£0.06) x 1073

qK—bor=VMD _ 5 19~ 1 (6:19)
; .

@/ (460)—bor=VMD _ _j (8 » 101

Para calcular las integrales en (6.12) hemos utilizado la libreria CUBA [102]. Utilizando
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el modelo interaccién de contacto obtenemos:

ar o = —23.1 x 107

az(1300)—boz—C’I =-3.74x 107" (6.16)
af vl = —0.989 x 107" |
ql¥(1160)=boz=CT — _9 35 x 10713

De aqui vemos que la diferencia porcentual entre los resultados encontrados en los
trabajos [94, 98] y los obtenidos utilizando una interaccién de contacto son de aproxi-
madamente 65 %. Sin embargo, las razones entre la contribucién dada por los estados
excitados y las dadas por los estados bases tienen una diferencia de aproximadamente
20 % (al menos para los dados por el pién):

aﬂ(lSOO)fboxfCI K (1460)—box—C1I
7

~162x107%; o ~0.024 (6.17)
a 0T —
i

w—box—C1I
ay



Capitulo

Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo hemos visto que aunque el modelo de interaccién de contacto tiene sus
limitaciones, las cuales se deben a tomar al propagador del gluén como constante, lo
que da como resultado una funcién de masa vestida independiente del momento en con-
traste con otros modelos mas refinados tales como Lattice QCD, modelos de constante
de acoplamiento efectiva como Maris-Tandy entre otros. A pesar de dichas limitaciones
la simpleza de este modelo nos permite estudiar fenémenos bastante complejos y des-
cribirlos de manera cualitativa, ademas sabemos que este modelo es muy bueno para
calcular observables los cuales no dependen de escalas de energia muy altas como el
rompimiento espontaneo de simetria quiral tal como se ha visto en los trabajos [42,47].

Se esperaba gracias a los resultados de los trabajos [1,32,82] que los factores de forma
electromagnéticos obtenidos a través del modelo interacciéon de contacto fuesen mas
duros y que el radio de carga se desvia alrededor de un (20 — 25) % en comparacién con
estudios mas refinados o resultados experimentales.

A pesar de esto podemos describir el comportamiento cualitativo de dicho fenémeno.
Ademas, hemos calculado los factores de forma elasticos de la primera excitacién radial
del pién y del kaén (7(1300), K(1460)) en una interacciéon de contacto, siendo este un
resultado no publicado antes. Para lo cual hemos realizado una nueva eleccién en los
pardmetros obteniendo con estos una razén entre los radios de carga de la primera
excitacién radial y el estado base similar a la encontrada con modelos mas sofisticados

ademas de que el error en la masa para la primera excitacion radial solo aumento
alrededor de un 4 %.
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Para finalmente calcular la contribucién del P-box al momento anémalo del muén donde
(P = 7, K,7(1300), K (1460)) en una interaccién de contacto siendo este un resultado
no publicado antes. Cerca del 90 % de dicha contribucién ocurre en el régimen de 0
a 1 GeV tal como se explica en el trabajo [97], es por esta razén que se esperaba
que el error no creciera mucho ya que el tinico ingrediente necesario para realizar este
calculo son los factores de forma electromagnéticos y estos tienen un error relativo de
alrededor de un (20 — 25) % respecto del valor experimental. Nosotros esperabamos
una diferencia porcentual del mismo orden pero tal como lo vimos en el capitulo 6 la
diferencia porcentual aumento bastante, alrededor de un 65 %. Aunque cabe mencionar
que las razones entre la contribucion dada por la primera excitacion radial y el estado
base (al menos para el pién) si muestran un comportamiento mucho mas parecido al
obtenido utilizando modelos mas sofisticados. Tomando en cuenta todos los resultados
podemos tener una mejor idea del alcance del modelo de interaccion de contacto.

Recapitulando, en este trabajo hemos calculado lo siguiente:

Los factores de forma elasticos para los mesones pseudoescalares del estado base.

El factor de forma de transicién yy* — 7°.

El factor de forma eldstico de la primera excitacion radial del pién y del kaon.

La contribucion del P — box al momento anémalo del muén de las particulas
(m,7(1300), K, K(1460)).



Apéndice

SECCION A.1

Convencién Euclidiana

La mayoria de los célculos en un teoria cuantica de campos no perturbativa se realizan
en la métrica Euclidiana (a-b = a,0,,b,). A partir de los tetravectores en el espacio de
Minkowski se obtiene el espacio Euclidiano mediante la continuacién analitica al tiempo
imaginario. Para transformar los vectores espacio-tiempo y energia-momento tenemos:

th = itM
¥ = i7M (A1)
el = ieM
#_ (A.2)

Los indices E y M denotan Euclidiano y Minkowski respectivamente. Las matrices
gamma son de la forma:

v

>M

0E _ ,O0M
CR—

(A.3)

—

v

La métrica es de la forma:
Guv = Guv = 6;w (A4)
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También se tienen las siguientes relaciones:

/ d'EM = —i / d'k”

MM B E
M pM = —igF . pF
oM pM — g P



Gammas

Las matrices gamma Fuclidianas tienen las siguientes propiedades. La propiedad que
hace que las matrices gamma generen un algebra de Clifford es la relacién de anticon-

mutacion:
{7} =AM A =201

(B.1)

donde I es la matriz identidad de dimension d x d y g"” es el tensor métrico (para
la métrica Euclidiana g"¥ = 6*). En 4 dimensiones (d = 4) podemos definir 7° =

142~3 que cumple con las propiedades:

(")
(7°)* =
(A} =+ =0

70y

P
I

Las matrices cumplen las siguientes propiedades:

Yy =41
VY = —2y
VP = 4071

YA AN Ty = =277 PY

VMVVVP _ 5MV7P + 5V07u _ 5,“;7” _ 2'60qu7075

v

(B.2)



Trazas

Propiedades de la traza:

Trl[A+ B] =Tr[A] + Tr[B]
TrirA] = rTr[A] (C.1)
Tr[ABC| = Tr[CAB] = Tr[BCA]

Las matrices gamma cumplen con las siguientes propiedades de la traza:

Y
VAP Py = A(BFVEPT — SHPEVT 4 51 §VP)
V'] =Trly"y"7"] =0

VPN = diet 7

A = Ty A



Hermiticidad

Podemos escoger las forma de las matrices gamma para que cumplan con condiciones

de hermiticidad, se impone que:
Pt =7° (D.1)

que cumple con (7°)? = I. Para el resto de matrices k = 1,2,3

En general:



Notacién Slash de Feynman

La notacién slash de Feynman esta definida por:
d = ~"a, (E.1)
Para cualquier tetravector a se cumplen las siguientes identidades:
qi% =a-b—1a,0"b,

12 1 12 12
dit = a'a" v,y — =a'a” (Vv + V) = Owata’ = a’

2
Trap] = 4(a - b)
Trgb¢d] = 4l(a-b)(c-d) — (a-c)(b-d) + (a-d)(b-c)] (£2)
Trlvsgpdd]) = —di€poab’c’d”
Yyt = =24
Yty = da - b

Tubgy" = —2¢bd



Parametrizaciéon de Feynman

La parametrizaciéon de Feynman es un método de integracién, el cual consiste consiste
en reducir integrales que contienen mas de un factor en el el denominador a una integral
que sola tenga un solo factor elevados a una potencia determinada. Comenzamos con:

A
B /@ (F.1)
AB A-B\B A A—B Jg 2?
Usando el cambio de variable u = 22 = du = -25dz, donde z € [B, A] = u € [0,1],
entonces:

(F.2)

B 2 o [uA+(1—u)BJ?

Entonces:

1 du
AB /0 [uA + (1 — u)BJ? (F3)

esta ecuacion puede reescribirse usando la delta de Dirac como:

e
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De manera anédloga podemos encontrar la parametrizaciéon de Feynman para tres deno-
minadores:

11 11
ABC C-—-B\AB AC

e . B {/01 uA + (C1lu— W)BE /01 uA + ((fu— w)CP? } (F.5)

=B

1 ! du
- 0_3/0 [wA+ (1 — u)z]?

Ahora bien, tenemos que expresar el integrando de la ecuacién anterior de la siguiente
forma:

z=C

1 =B

/o fede = BT T =P

(F.6)

z=C
Por lo tanto:

_ i 1 B —2(1 —u)
f(x)_dx{[uA—i—(l—u)x]Q}_ [wA+ (1 —u)z]? (F.7)
De esta manera usando el cambio de variable:
B (x —C) B B
Obtenemos que:
1 = /B —2(1 — u)dx
[uA + (1 — u)x]Q o o c [UA 4 (1 _ u)x]S (Fg)

1-u dv
o [WwA+vB+(1—-u—0v)C

—2(C - B)

sustituyendo este resultado en la ecuacion (F.5) obtenemos que:

1 /1 /1u dv
— =2 du
ABC 0 o [UA+vB+(1—u—0v)C]3

Expresandolo con la delta de Dirac:
1 ! ! Lol —u—v—w)
—_— = d d d F.11
ABC /0 U/O U/O v [uA + vBwC|3 ( )
De manera similar a esto podemos encontrar la parametrizacion de Feynman para

cuatro denominadores y asi sucesivamente de manera que la parametrizacion para n
denominadores no repetidos seria:

1 1 1—uq =307 g
ﬁ:(n—l)!/ dul/ dm---/ duty,—q
17 Ap 0 0 ) 0 (F.12)

X

(F.10)

[UlAl + -+ un—lAn—l + (1 — Z;} Uk) An]n
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Y usando la delta de Dirac:

1 ! U
—:/dul--/d O~ 2y ) (F.13)
Ay Ay 0 (> ke wAr)"
Ahora, notemos que también podemos obtener una expresion para denominadores con
exponentes, primero veamos que:

1 (—=1)” @' 1
- = — = F.14
Av I(v) dAv—1 {A} ( )
Lo que en una parametrizacién de Feynman implica que:
(=1 { 1 ]
AvBC dAv L |ABC
e -~ (F.15)
1 dv
[uA+vB+ (1 —u—v)C]3
Por otra parte, es facil mostrar que:
d® 1 C(ap) B
= (—1)® AT leBye F.16
T At p - TV gy At T e (F.16)

Entonces, para a =v — 1y § = 3 se tiene:

1 L(v+2) (! L w1
= du | d F.1
A’BC T(v) /0 u/o "TuA+vB + (1—u—v)CJ+2 (F.17)

Siguiendo el mismo analisis podemos obtener la parametrizacion de Feynman para dos
denominadores con exponentes:

1 (=) @t gt { 1 }

ABY ~ T2(v) dA»1dB"~' | AB

(F.18)

B 1 /1 d dy—l dl/ 1 1
20 J, “dATdB T [uA + (1 — u)B]?

Y utilizando la ecuacién (F.16) llegamos a:

r ['(2v) ! w1 — )t
B T2 /0 WA = w) B (F.19)




Nuevas Funciones del Kernel para la formula
maestra

Estas funciones vienen dadas en el trabajo [97].
B (ol = 1)(o7 +5) + Q37(0y — 1)(07 +5) + 4Q1Qs(0f + 05 — 2) — 8Tm,

hi= 2@1@2@%”1,3
8(t2—1) 4
*X( 7 m_)
(G.1)
g, _QioF —D(@7(of +1) +4Qu(r* — 1) —drmi | 8(r — 1)(2m], - Q)
o Q1Q2Q3m2 Q3m?2
(G.2)
oL (_2<o{3 toy =2 Qirloy —D(er +7) 87 Qurloy —1)(oy +7)
T3 m? 2Qam? Q1Qs 2Qm?
Q-of) QGU-0F) 2 3) X(i_ 87 )
Tom T @gm @t e) T e G
(G.3)
o1 (4<¢2<a{f “D4of—1) Qurlof —5)(ef ~1) , 41 Qur(of ~3)(0f 1)
Q2 m2 Qam?2 Q> Qim?
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Representacion de los parametros de Feynman de la
caja del pi6én

En el limite cuando g4 — 0, la contribucién de la caja del pion de las funciones esca-
lares que aparecen en la formula maestra pueden escribirse como una integral en dos
dimensiones de parametros de Feynman:
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