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Resumen

El diagnostico de fallas en sistemas dindmicos es un tema crucial para el sector industrial,
ya que la detecciéon temprana puede prevenir cualquier tipo de incidencias, desde una falta
de eficacia, pérdidas econdmicas, hasta situaciones que ponen en riesgo la seguridad del
personal. Siendo un ejemplo representativo un sistema de nivel de liquido, ya que puede
modelar diversos procesos en la industria. En esta tesis se introduce un enfoque innovador
para el diagnostico de fallas, basado en el Analisis Topolégico de Datos. La metodologia
propuesta consiste en estudiar la “forma de los datos”, con la finalidad de detectar patrones
que indiquen la presencia de un mal funcionamiento (falla) en el proceso. Actualmente existen
muchos métodos de diagnodstico, como los basados en modelos matematicos y los que son
basados en datos o senales, los cuales podrian tener cierta desventaja ante situaciones de no
linealidades y de grandes volimenes de datos. En cambio como se muestra en este trabajo,
el andlisis topoldgico de datos permite capturar informacién que no es tan evidente con los
métodos tradicionales.

En la presente investigacién, se utilizé como planta de prueba un sistema de nivel de
liquido, que es prototipo de laboratorio de la Division de Estudios del Posgrado de la Facul-
tad de Ingenieria Eléctrica de la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo, para
desarrollar el diagnéstico fallas en los sensores del sistema. La principal aportacién de este
trabajo fue la implementacion de un algoritmo utilizando herramientas del analisis topolégi-
co de datos, para estudiar como cambian las propiedades topologicas de los datos ante la
presencia de comportamientos anémalos.

Los resultados obtenidos demuestran que el analisis topologico de datos es una herramien-
ta con ventajas para ser utilizada en el diagnéstico de fallas, no sélo en sistemas de nivel de
liquidos, sino que en cualquier sistema dinamico complejo. En esta tesis se logré implementar
una metodologia basada en el andlisis topoldgico de datos capaz de detectar fallas emuladas
en los datos capturados por los sensores, a partir del andlisis de la forma de los datos. Esta
metodologia fue aplicada a dos escenarios: operacion normal y operacion con fallas, a partir
de los datos obtenidos del sistema. Se aplicé el andlisis topologico de datos para examinar la
forma de los datos y se identificaron patrones topoldgicos que son diferentes en ambos casos.

Este enfoque da una perspectiva al diagnostico de fallas, al no depender de modelos

matematicos del sistema, y abre nuevas lineas de investigacion en el campo del diagnéstico
de fallas.

Palabras clave: Diagndéstico de fallas, sistema de nivel de liquidos, analisis topoldgico
de datos, complejos de Vietoris-Rips, homologia persistente, cédigo de barras.
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Abstract

The fault diagnosis in dynamic systems is a crucial topic for the industrial sector, as
early fault detection can prevent a wide range of incidents, from inefficiencies and economic
losses to situation that may compromise personal safety. A representative example is a liquid
level system, as it can model various industrial processes. In this thesis, a novel approach to
fault diagnosis known as Topological Data Analysis is presented. This methodology focuses
on studying the data shape in order to indentify patterns that may indicate the presence of
malfunctioning within the process.

Currently, there are many diagnostic methods, such as those based on mathematical
models and those based on data or signals. However, these methods may present limitations
when dealing with nonlinearities or large volumes of data. In contrast, as shown in this work,
topological data analysis is capable of capturing information that is not as evident using
traditional methods.

For this research, a liquid level system was used as the test plant. This liquid-level control
system is a prototype used at the Division of Graduate Studies, Faculty of Electrical Engi-
neering, Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo for the fault detection in the
system’s sensors. The main contribution of this work is the implementation of an algorithm
using topologic data analysis tools to study how the topological properties of the data change
in the presence of anomalous behavior.

The results show that the topological data analysis offers significant advantages that can
be used in the fault diagnosis in liquid-level control systems but also in any other complex
dynamic system. In this thesis, a methodology based on topological data analysis was suc-
cessfully implemented to detect emulated faults in the sensor data by analyzing the shape of
the data. This methodology was applied to two scenarios: normal operation and faulty opera-
tion, using data obtained from the system. Topological data analysis was applied to examine
the shape of the data, and distinguishable topological patterns were identified between the
two cases.

This approach offers a new perspective on fault diagnosis by not relying on mathematical
models of the system and opens new lines of research in the field of fault diagnosis.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presenta primeramente el problema a abordar en esta tesis. Luego
se procede a revisar el estado del arte de manera general, el planteamiento de la hipdtesis,
el objetivo general y los objetivos particulares, la justificacion del trabajo y, finalmente, se
explica de manera breve el contenido de cada uno de los capitulos.

1.1. Planteamiento del Problema

En el sector industrial es indispensable mantener una produccién continua y con el menor
numero de accidentes posible, por lo que es importante mantener ciertas variables dentro de
un rango de operacion en especifico que garantice la eficiencia y seguridad tanto del sistema
como la del personal.

Debido a que la mayoria de los sistemas industriales presentan comportamientos no li-
neales y generan grandes volimenes de datos, los métodos tradicionales podrian presentar
ciertas desventajas para un diagnostico de fallas eficiente, dado que requieren de un modelo
matematico que describa de manera precisa la dinamica del sistema o, como en el caso de las
redes neuronales, requieren de grandes volumenes de datos para su entrenamiento.

Un ejemplo de un sistema no lineal es el sistema de nivel de liquidos estudiado en esta
tesis, cuyo correcto funcionamiento depende de la instrumentacién involucrada, como los
actuadores y sensores. Detectar falla en estos componentes es un reto debido a que los datos
generados por el sistema contienen un alto grado de ruido. El analisis topologico de datos
se propone como una alternativa para diagnosticar fallas en los sensores del sistema de nivel
de liquidos, mediante el estudio de la dinamica de la estructura de los datos en presencia de
una falla, sin necesidad de contar con un modelo matemaéatico, o de una cierta cantidad de
datos en especifico. Es por ello que surge la necesidad de desarrollar una estrategia basada
en el analisis topoldgico de datos que detecte patrones asociados a fallas en los sensores de
un sistema de nivel de liquidos.



Introduccion 2

1.2. Estado del Arte

El diagnéstico de fallas ha estado presente desde la época de la revolucién industrial,
con la apariciéon de las primeras maquinas industriales como las maquinas de vapor y el
telar mecanico. En esta época no existia un método definido, sino que el diagnéstico de
fallas se hacia de forma empirica y en la experiencia del operador para diferenciar entre una
operacion normal y una desviacién significativa. En general, se actuaba cuando ocurria fallas
evidentes que provocaban consecuencias graves, como paros del sistema, danos en los equipos
y riesgos para la seguridad. Este enfoque no permitia detectar fallas menores o degradaciones
progresivas del sistema, lo que limitaba un funcionamiento confiable y continuo.

En el siglo XX, con el auge de la industria automotriz, la aviaciéon y la industria petro-
quimica, emerge la necesidad de buscar nuevas estrategias debido a la complejidad de los
sistemas. En la segunda guerra mundial surge el concepto de mantenimiento preventivo, el
cual consistia en revisiones periddicas para evitar posibles fallas en los sistemas. Este método
era poco viable dado que consistia en reemplazar los componentes antes de que presentaran
indices de fallas, por lo que resultaba muy costoso.

Con el avance en la electronica y en el control automatico en la década de los 40’s, surgen
los primeros enfoques de diagndstico de fallas basados en métodos estocasticos. Entre ellos se
destaca el trabajo de Norbert Wiener, el cual consistia en predecir los valores futuros de una
senal basados en valores pasados [1]. La idea de Wiener fue encontrar una prediccién que mas
se aproxime al valor real, reduciendo el error medio cuadratico. Mas adelante, en 1960 Rudolf
Kalman introduce el algoritmo conocido como Filtro de Kalman [2], este enfoque consiste en
estimar el estado del sistema, sin la necesidad de medir los valores reales, considerando la
posibilidad de falla en las mediciones de los sensores.

La década de 1970 marca el comienzo de la redundancia analitica, que consiste en el
uso de un modelo matematico que describa la dinamica del sistema. Uno de los pioneros en
introducir este concepto fue David Luenberger, quien propuso el uso de observadores, método
utilizado hasta hoy en dia. Este método consiste en estimar los estados internos del sistema
y generar un residuo, es decir, la diferencia entre el valor observado y el valor estimado por el
observador. Una pequena variacién en el residuo es indicativo de la presencia de una falla [3].
Otro importante investigador que ayudé a introducir el concepto de redundancia analitica
fue Richard Vernon Beard, quien en su tesis doctoral formaliza los conceptos de ecuaciones
de paridad. En la década de los 80’s se extiende el uso de métodos estocasticos para modelar
sistemas con incertidumbre, Lofti Zadeh introduce los conceptos de conjuntos difusos [4].

La era de la computacién marcé un gran avance en el campo del diagnéstico de fallas
mediante el desarrollo de algoritmos basados en redes neuronales y aprendizaje automatico,
permitiendo detectar anomalias en grandes volimenes de datos. Uno de los primeros trabajos
que popularizo el uso de las redes neuronales, es el introducido por Rumelhart, Himton y
Williams con el concepto de backpropagation, técnica para entrenamiento de redes neuronales
multicapa [5]. La cual tuvo grandes impactos en las industrias automotriz y de aviacion.

Hoy en dia con la llegada de la industria 4.0, el campo del diagnéstico de fallas ha al-
canzado niveles sofisticados gracias a las tecnologias como: el Internet de las cosas (IoT),
Inteligencia artificial, Aprendizaje automatico, Aprendizaje profundo, etc. No obstante, el



3 Hipotesis

campo de investigacion sigue abierto en la bisqueda de técnicas mas robustas y eficaces.

El analisis topolégico de datos es una técnica que actualmente va ganando terreno en el
campo del diagnéstico de fallas. Esta herramienta utiliza matematicas avanzadas, como la
geometria computacional y la topologia algebraica para estudiar la forma de una nube de
datos. En el campo del diagnéstico de fallas, un cambio en la estructura de los datos representa
un comportamiento de falla en el sistema. El analisis topologico de datos se destaca por
las caracteristicas de manejar grandes volimenes de datos, la independencia de un modelo
matematico, la insensibilidad a las no linealidades del sistema, y que es robusto ante la
presencia de ruido. Existen trabajos reportados que muestran eficacia y que es una técnica
prometedora en el campo del diagnéstico de fallas [6, 7, 8].

1.3. Hipétesis

Es posible realizar la itmplementacion del andlisis topologico de datos en un esquema de
diagnaostico de fallas para una clase de sistema no lineal que permita identificar y caracterizar
de manera efectiva los patrones estructurales asociados a fallas.

1.4. Objetivos de la investigacion
Objetivo general:

Disenar un esquema de diagndstico de fallas para un sistema de nivel de liquido basado en
andlisis topoldgico de datos, que permita identificar y caracterizar comportamientos anomalos
a partir de la estructura geométrica de los datos generados por el sistema.

Objetivos particulares:

= Recopilar datos para modelar el comportamiento dinamico del sistema no lineal de nivel
de liquidos de dos tanques interconectados mediante simulaciones con datos experimen-
tales, identificando sus principales modos de operacion y posibles fallas.

= Fxtraer caracteristicas topoldogicas relevantes mediante el andlisis topologico de datos
para diferenciar fallas.

= Disenar un esquema de diagnostico que relacione las caracteristicas topologicas ex-
traidas con la presencia o tipo de fallas en el sistema de nivel de liquido.

» Validar el desempeno del esquema propuesto mediante pruebas en datos simulados y/o0
experimentales, evaluando su capacidad de deteccion y aislamiento de fallas.

1.5. Justificacién y relevancia del estudio

Los sistemas de nivel de liquidos son ampliamente utilizados en la industria. Por ejemplo;
En las plantas petroquimicas es necesario mantener los niveles de los productos quimicos
para evitar pérdidas de material o evitar reacciones peligrosas. En las plantas de tratamientos
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de agua es fundamental mantener el nivel dentro de los rangos especificos para garantizar
la presién correcta en la red. En la industria alimentaria, donde el nivel en los tanques
garantiza el control de temperatura, presiéon y flujo durante el procesamiento de alimentos,
un ejemplo particular es en una planta pasteurizadora de leche. Una falla en este sistema
puede provocar derrames o funcionamiento en vacio de las bombas, hasta interrupciones
en la pasteurizacion, afectando directamente la calidad del producto. Es por ello que es
importante contar con estrategias que ayuden a diagnosticar fallas en dichos sistemas de
manera efectiva, de tal forma que eviten un paro operativo y que garanticen la calidad del
producto final. Ademads, es importante enfatizar que las fallas al no ser detectadas de manera
correcta y temprana, no solo significan pérdidas econémicas, sino que pueden poner en riesgo
la integridad del personal. Actualmente, para detectar fallas en sistemas de nivel de liquidos
se han usado técnicas basadas en modelos mateméaticos y de Big-data. Estas técnicas son
efectivas, pero presentan ciertas limitaciones cuando tratan con grandes volimenes de datos
o con comportamientos no lineales [9, 10].

En este trabajo de investigacion se utiliza una metodologia basada en el analisis topolégico
datos como una herramienta novedosa en el campo del diagnéstico de fallas. Dos ventajas
claves de este método son; no tiene restriccion en el manejo de grandes volimenes de datos y
no requiere un modelo matematico. Este trabajo representa una de las primeras aplicaciones
del analisis topologico de datos a un sistema real que se encuentra en el posgrado de la
Facultad de Ingenieria Eléctrica de la Universidad Michoacana de San Nicolds de Hidalgo.

1.6. Metodologia

Para cumplir con el objetivo del presente trabajo de investigacién se ha estructurado una
metodologia de cinco etapas que van desde la revision bibliografica hasta la validacion del
esquema de diagnéstico de fallas.

En primer lugar, se realiza una revision completa de la bibliografia con el propdsito de
comprender el estado del arte de las técnicas de diagnédstico de fallas aplicadas para sistemas
dindmicos no lineales, asi como los fundamentos tedricos y aplicaciones recientes del anélisis
topoldgico de datos. Esta etapa permitira identificar brechas de conocimiento y justificar la
pertinencia del enfoque.

Posteriormente se debe seleccionar el sistema no lineal; en este caso un sistema de nivel
de liquidos, el cual se puede modelar desde el punto de vista dindmico. Este sistema se ha
analizado con técnicas tradicionales en tiempo real y en simulacion, lo cual se aprovecha para
obtener un conjunto de datos en diversos escenarios o condiciones para diagndstico.

La tercera etapa corresponde a la aplicacion de las herramientas del anélisis topolégico de
datos utilizando técnicas como homologia persistente. Los resultados se interpretan mediante
codigos de barras, con el objeto de distinguir patrones asociados con fallas.

En la cuarta etapa, se disena el esquema de diagnédstico de falla a partir de la informacién
extraida del analisis topolégico de datos. El esquema incluye la identificacion de caracteristi-
cas que distingan el comportamiento normal del sistema ante diferentes fallas.

La quinta etapa consiste en la validacion del esquema propuesto, se emplean datos nuevos
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o simulaciones para evaluar la capacidad de diagnéstico, asi mismo se realiza una comparacién
con métodos tradicionales.

1.7. Organizacién de la tesis

El contenido de esta tesis se distribuye en 5 capitulos, que se describen a continuacion.

= En el Capitulo 2 se introduce los conceptos generales del diagnéstico de fallas y los
métodos tradicionales que se han utilizado en este campo. Se presenta también el sis-
tema de nivel de liquidos como caso de estudio en este trabajo de investigacion. Se
expone primero la infraestructura(partes fisicas) y la instrumentacién que lo confor-
man. Posteriormente se analiza la dindmica del sistema estudiado; considerando tanto
su funcionamiento 6ptimo, como su comportamiento en presencia de falla en los senso-
res.

= En el Capitulo 3 se expone las herramientas matematicas necesarias para el andlisis
topoldgico de datos y se presentan ejemplos ilustrativos para ayudar al lector con la
comprension de la técnica.

= En el Capitulo 4 se desarrolla el algoritmo de diagnostico de fallas basado en analisis
topoldgico de datos, se presentan los resultados obtenidos y se hace una comparacion
con otros métodos.

= En el Capitulo 5 se presentan las conclusiones de la tesis, asi como los trabajos en
desarrollo y los trabajos que se tienen planeados a futuro.

1.8. Lista de publicaciones

1. I. G. Jiménez, J. A. Marin, B. H. Calvillo y A. Gonzélez, “Fault Diagnosis of Two
Interconected Water Tanks System with Topological Data Analysis”, in 2024 IEEE
International Autumn Meeting on Power, Electronics and Computing (ROPEC), IEEE,
vol. 8, 2024, pags. 1-7.
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Capitulo 2

Preliminares del Diagnéstico de Fallas
y descripcién del sistema de estudio

En el presente capitulo se hace una descripcién de los conceptos basicos del diagndstico
de fallas en sistemas dindmicos, asi como del sistema en particular que en esta tesis se utilizé
para pruebas experimentales, el cual consiste de un prototipo de laboratorio de dos tanques
interconectados, cuya dindamica no lineal favorece a la aplicacion de la técnica propuesta.

2.1. Conceptos generales del diagnéstico de fallas

El diagndstico de fallas (FD, por sus siglas en inglés), es el proceso que se realiza para
identificar, localizar y determinar la causa y magnitud de algiin problema en un sistema o
planta. En el contexto de la ingenieria de control, una planta se refiere al sistema fisico
cuyo comportamiento se desea modelar, supervisar o controlar. Este puede ser un proceso
industrial, un sistema hidraulico, una red eléctrica, una planta quimica, entre otros. También
puede incluir subsistemas especificos como un motor, un sistema de nivel de liquidos o una
aeronave, siempre que exista interés en controlar o diagnosticar su comportamiento dinamico.

Una falla se define como una desviacion del comportamiento deseado del sistema, la cual
puede ser generada por causas externas, como influencias ambientales (radiacién electro-
magnética, humedad, temperaturas elevadas, productos quimicos, etc.), accidentes humanos,
o por causas internas como el desgaste de algiin componente o la falta de mantenimiento [11].
Estas fallas pueden comprometer la seguridad, la eficiencia o la calidad del proceso, por lo
que su deteccién temprana resulta fundamental.

En particular, en un sistema de nivel de liquidos con dos tanques interconectados, como
el que se estudia en esta tesis, la manifestacién de fallas en componentes como sensores ul-
trasénicos, bombas o valvulas puede alterar la dindmica del sistema, impidiendo alcanzar o
mantener los niveles deseados. La implementacién de técnicas de diagndstico permite identifi-
car estas desviaciones en etapas tempranas, lo que facilita una intervencion oportuna y evita
consecuencias mayores. El diagnoéstico de fallas, entonces, no solo tiene un papel correctivo,
sino también preventivo, y su aplicacion en sistemas fisicos reales permite mejorar la confia-
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bilidad, reducir los tiempos de inactividad no programados y optimizar el mantenimiento.

Los elementos principales que componen a un sistema tanto hardware como software se
pueden describir como:

» Sensores. Dispositivos que miden la variable fisica, quimica, biolégica, que es relevante
para el buen funcionamiento del sistema. Por ejemplo; sensores de posicion, sensores
de nivel, sensores de temperatura, etc.

= Actuadores. Dispositivos encargados de ejecutar acciones de control sobre el sistema.
Ejemplos de actuadores son: motores, valvulas, servomotores, hidraulicos, entre otros.

= Controlador. Dispositivo que se encarga mediante software de procesar la informacion
recibida de los sensores y realizar la tarea de enviar senales a los actuadores. Por
ejemplo; Microcontrolador, PLC y tarjeta de adquisicion de datos.

La interaccién de todos estos dispositivos (como se muestran en la Figura 2.1) tienen
como objetivo lograr un buen funcionamiento del sistema, mediante el control adecuado de
las variables involucradas. Algunos ejemplos de procesos donde se aplica este principio son:
el control de temperatura en una habitacién, llenado de un sistema de tanques y control de
vuelo de un avion.

Proceso
7
A P S
Actuador Sensor

Figura 2.1: Partes de un sistema.

Sin embargo, debido a esta interaccion de diversos dispositivos en un sistema es que estos
son susceptibles a fallas [12], afectando el funcionamiento en diversos grados. Una forma de
clasificar las fallas segiin su gravedad y el impacto que generan es la siguiente, ver Figura 2.2.

» Falla tolerable (incipiente). Es una alteracién ligera en el comportamiento esperado
que permite al sistema continuar su funcionamiento. Por ejemplo: desviaciones menores
en los instrumentos de medicién, oscilaciones minimas en la frecuencia de una red, pre-
sencia de armoénicos, desgaste en algiin componente del sistema, falta de mantenimiento,
entre otras.

» Falla abrupta (catastréfica). Es una ruptura o descomposicién total de algiin com-
ponente del sistema, de manera que es necesario remplazar dicho componente para que
el sistema siga en operacion.

» Falla intermitente. Es un comportamiento que ocurre de forma esporadica y puede
ser producto de varias fallas. A diferencia de una falla abrupta, en este tipo de compor-
tamiento el sistema regresa a su operacién normal después de un periodo de tiempo.
Algunos ejemplos de este tipo de falla son: error de comunicacién entre componentes del
sistema, obstruccion temporal de algin sensor o falta de calibracién, falsos contactos,
etc.
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Region de fallas tolerables

Figura 2.2: Clasificacién de fallas en un sistema por su gravedad.

El principal objetivo del FD es proporcionar informacién sobre el comportamiento de
las variables (sensores, actuadores, proceso) que participan en el sistema. Las fases de un
esquema de diagndstico de fallas [13] se ilustran en la Figura 2.3:

Fase 1 Fase 2 Fase 3
Deteccién |— | Aislamiento | — [[dentificacion
de la falla de la falla de la falla

Figura 2.3: Fases del diagndstico de fallas.

Fase 1: Deteccion de la falla. Se toma la decisién de si el sistema estd operando de
manera Optima o si existe algin comportamiento no deseado en su funcionamiento.

Fase 2: Aislamiento de la falla. Se localiza el componente del sistema que esta oca-
sionando la falla. Por ejemplo, qué sensor o qué actuador esta fallando.

Fase 3: Identificacion de la falla. Se determina la magnitud, la naturaleza o el tipo
de la falla que estd ocurriendo en el sistema (mecdnica, eléctrica, de comunicacion).

2.2. Métodos de diagnéstico de fallas

Existen reportados en la literatura varios métodos que se utilizan para el diagnodstico fa-
llas. En general, los métodos se dividen en dos grandes grupos: los que se basan en modelos
matematicos del sistema y los que se basan en senales o datos. En la Figura 2.4 se muestran
algunos métodos de cada grupo. Esta clasificacién permite organizar las distintas estrategias
en funcién de la informacién disponible del sistema y del enfoque analitico adoptado. Cada
grupo presenta una filosofia distinta: mientras uno parte del conocimiento explicito del siste-
ma, el otro extrae conocimiento implicito directamente de los datos. Esta distincién resulta
util para guiar la seleccion de métodos segin las caracteristicas del problema, como la com-
plejidad del proceso, la disponibilidad de sensores o la posibilidad de construir un modelo
confiable. A lo largo de las siguientes secciones se describen con mayor detalle los enfoques
mas representativos de cada categoria.
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Métodos de
diagndstico de fallas

|

Basado en modelo Basado en
matématico senales o datos
. PEYON P Andlisis
Observadores Espacios Aniélisis de Légica Redes topoldsico
de estado de paridad umbrales difusa neuronales dz da%os

Figura 2.4: Métodos de diagnédstico de fallas.

2.2.1. Diagnostico basado en modelos matematicos

Los métodos basado en modelos matematicos consisten en diagnosticar comportamientos
andémalos del sistema mediante la comparacion entre sus mediciones reales y las estimaciones
generadas por un modelo que describen el comportamiento dindmico del sistema. Este enfoque
requiere una descripcion matemaética del sistema, generalmente formulada como ecuaciones
diferenciales, que permiten predecir el comportamiento dinamico del proceso bajo condiciones
ideales.

A partir de este modelo, se calculan estimaciones de las variables internas del sistema,
como las salidas o los estados, y se comparan con las senales medidas en tiempo real. A la
diferencia entre estas mediciones se conoce como residuo r(t). Si el residuo permanece cercano
a cero, se asume que el sistema funciona correctamente. En cambio, una desviacién signifi-
cativa indica la posible presencia de una falla [13, 12]. Algunos ejemplos de estos métodos
son:

= Observadores de estado. Este método permite estimar los estados del sistema, a
partir de las entradas y salidas disponibles. Un observador compara las salidas estimadas
por el modelo matematico con la salida real del sistema, generando de esta manera un
residuo, que representa la diferencia. Si el residuo es cercana a cero, se asume que el
sistema funciona correctamente. Si ocurre una falla, esta diferencia se desvia, indicando
una anomalia.

= Espacios de paridad. Se basa en el uso de relaciones algebraicas que deberian cum-
plirse si el sistema opera en condiciones normales. A partir del modelo matematico se
genera combinaciones lineales de las entradas y salidas, conocidas como ecuaciones de
paridad, eliminando de esta manera los estados internos del sistema. Cuando una falla
ocurre, estas relaciones dejan de cumplirse, y la anomalia se refleja en que el residuo se
desvia o se aleja de cero.

= Anadlisis de umbrales. Su fundamento radica en establecer limites o rangos aceptables
para ciertas variables medibles del sistema (como temperatura, presién, nivel de liquido,
velocidad, voltaje, etc.). Mientras que las variables se mantengan dentro del rango, se
considera que el sistema opera con normalidad. Cuando algunas de las senales rebasa
alguno de los limites, se interpreta como una posible falla.
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Un esquema general del diagnéstico de fallas basado en modelo se puede representar como
se muestra en la Figura 2.5. Se construye un estimador de estado basado en la entrada wu(t)
y la salida y(t) para generar una salida estimada ¢(t). Como se indicé anteriormente, la
diferencia de la salida y(t) y la salida estimada g(t) constituye el llamado residuo r(t), cuya
magnitud establece el estado actual del sistema.

[s
s

u(t) @ y(?)

Sistema +\ r(t) Estado
del

sistema

Estimador de estado

y(t)

Figura 2.5: Esquema de diagndstico de fallas basado en modelo matemaético.

2.2.2. Diagnéstico basado en datos o senales

El diagnostico de fallas basado en senales o datos es una alternativa de andlisis cuando
no se dispone de un modelo preciso del sistema. En lugar de depender de una representacion
formal, este método se apoya en la informacién contenida en los datos histéricos o en tiempo
real que provienen de sensores, actuadores u otras fuentes de monitoreo.

El principio fundamental de este enfoque es que el comportamiento normal del sistema
deja un “patrén” en los datos. Cualquier desviacion significativa respecto a este patréon puede
interpretarse como un indicio de anomalia o falla [14]. Algunos ejemplos de estos métodos
son:

= Redes Neuronales: son estructuras computacionales, que estdn compuestas por ca-
pas de nodos que procesan informacion y aprenden patrones sobre el comportamiento
normal del sistema a partir de los datos de entrada. Una ventaja significativa es su
capacidad de modelar relaciones no lineales complejas entre variables, sin necesidad de
un modelos matematico explicito.

= Loégica difusa: es un método de inferencia que permite trabajar con incertidumbre e
imprecision, a diferencia de la logica clasica que se basa inicamente en valores binarios
(verdadero o falso). Esta caracteristica la hace especialmente 1til en el diagnéstico de
fallas, donde las condiciones del sistema no siempre pueden describirse de forma exacta.

En este enfoque, el comportamiento del sistema se evaliia mediante reglas lingtiisticas
)
del tipo “si-entonces”.

A diferencia de los métodos estrictamente numéricos, la 16gica difusa permite que térmi-
nos como “alta” o “baja” no tengan limites precisos, sino que se definan mediante fun-
ciones de pertenencia que representan el grado con el que una variable pertenece a una
categoria. De este modo, se modela el conocimiento experto de forma cualitativa y se
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2.3.

facilita la deteccion de fallas en sistemas donde no se dispone de modelos exactos, pero
si de experiencia operativa [11].

Analisis de correlaciones: es una técnica estadistica que evalta la relacion entre dos
o mas variables del sistema en tiempo real, con la finalidad de detectar desviaciones en
el comportamiento normal del proceso del sistema.

Bajo condiciones normales, muchas variables de un sistema presentan patrones de com-
portamiento consistentes: por ejemplo, si el nivel de un tanque aumenta, es esperable
que la presion también lo haga. Estas relaciones se manifiestan a través de una alta
correlacién (positiva o negativa) entre las senales.

Cuando ocurre una falla, por ejemplo, un sensor defectuoso o una valvula atascada,
estas relaciones pueden romperse o cambiar significativamente. El anélisis de correlacion
permite detectar este cambio, lo cual se interpreta como un indicio de que una anomalia
ha alterado la dindmica del sistema.

Descripcién del sistema no lineal de dos tanques
interconectados

Un sistema de nivel de liquidos se conforma por recipientes o tanques acomodados en
una cierta configuracién, puede ser en serie, en paralelo, en conexién con equilibrio hidraulico,
entre otros, en los cuales es de interés mantener los niveles del liquido que contienen a una
cierta altura fija. El sistema de nivel de liquidos estudiado en esta tesis es un prototipo de
laboratorio que esta conformado por los siguientes elementos (Figura 2.6):

1.

Dos tanques T y T; de almacenamiento de agua conectados en cascada. Sobre el
tanque T} o superior, denotamos a la altura del liquido con hy(t) y sobre el tanque T
o inferior, denotamos a la altura con hy(t).

Dos sensores de ultrasonido S; y S, encargados de medir el nivel del liquido en los
tanques T} y T5 respectivamente.

Dos electro-valvulas. La primera evy, se encarga de regular el flujo del tanque T al
tanque T5. La segunda ev,, tiene la funcion de regular el flujo del liquido que sale del
tanque T3 al deposito.

Un depésito D que almacena el agua que fluye en todo el sistema.

Una bomba hidraulica B que proporciona un flujo constante de agua del depdsito al
tanque superior.

Un microcontrolador arduino uno que permite la adquisiciéon de datos y el control del
sistema.

Una computadora para procesar los datos de los sensores y ejecutar el algoritmo de
control el cual se desarrollé en Matlab®.
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Figura 2.6: Prototipo de laboratorio de un sistema de nivel de liquidos que es objeto de
estudio en esta tesis. En la figura se muestran todos los componentes y se observa que los
tanques estan conectados en cascada.

El propésito de este sistema es mantener o controlar el nivel de liquido en cada uno de los
tanques a un valor deseado (referencia). Inicialmente el sistema es alimentado por la bomba
hidraulica permitiendo un flujo constante del depdsito D al tanque 17, este flujo se trasfiere
del tanque T; al tanque T3, y finalmente del tanque T, regresa al depdsito, completando
de esta manera un ciclo. Los sensores realizan la medicién de las alturas del liquido en
cada tanque en forma de voltaje anal6gico vq(t) y wve(t). Dichas mediciones se envian al
microcontrolador arduino a una frecuencia de muestreo de 0.3 Hz. Después son convertidas a
los valores correspondientes de los niveles de liquido en los tanques a través de los siguientes
pasos:

1. El arduino convierte vy (t) y vo(t) a voltajes digitales s1(k) y s2(k) mediante su conver-
tidor analdgico digital (ADC). Estos son valores enteros que varian de 0 a 1023, que
corresponden a la resolucion de 10 bits del ADC del arduino. Posteriormente, estos
datos son enviados a la computadora para su procesamiento.

2. Previamente, con el algoritmo de control se fijaron h,,q. = 40 em v i = 0 ¢cm, como
las alturas maxima y minima del liquido en cada uno de los taques.

3. Con el software computacional Matlab® se calculan las alturas de los tanque hi(t) y
ho(t) a través de la Ecuacién 2.1,

hi(t) = (%) si(t) (2.1)
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El algoritmo de control es el encargado de procesar las alturas hy(t) y ha(t) y generar
una senal de respuesta, la cual consiste en un voltaje que es enviado hacia cada una de las
electro-valvulas para abrirlas o cerrarlas, dependiendo de si la altura del liquido en los tanques
es mayor o menor que la referencia. Es importante mencionar que el sistema puede iniciar
su operacion en cualquier condicién inicial; es decir, ambos tanques pueden tener cualquier
cantidad de agua y a partir de ahi iniciar el proceso de control.

El algoritmo de control que emplea el sistema de nivel de liquidos esta basado en un
modelado Takagi-Sugeno y modos deslizantes; sin embargo, esto no es motivo de la presente
tesis, aprovechando el sistema controlado se realiza el registro de datos para la aplicacion del
andlisis topoldgico de datos (ver apéndice A).

2.4. Comportamiento 6ptimo del sistema

El comportamiento 6ptimo del sistema se alcanza cuando el nivel del agua en cada uno de
los tanques se encuentra en el valor de referencia. Recordando que la operacion del sistema
puede iniciar en diferentes alturas en cada uno de los tanques, el algoritmo de control se
encarga de llevarlos a las alturas de referencia deseadas. Una vez alcanzadas las referencias,
las alturas medidas por los sensores permanecen con ligeras oscilaciones alrededor de dichas
referencias, esto se muestra en la Figura 2.7. Estas oscilaciones se deben principalmente al
ruido en la senal de los sensores y a las perturbaciones fisicas generadas por el impacto del
chorro en los tanques.

h, (1), hy(t) (cm)

0 | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700

Tiempo (s)
Figura 2.7: Comportamiento de las alturas del sistema bajo operacién éptima. Las lineas
azul y café representan la evolucién de hq(t) y ha(t), respectivamente. Las correspondientes
referencias se muestran en linea punteadas en colores naranja y violeta.

Como ejemplo de investigacién se consideran las referencias H; = 35 cm y Hy = 34 cm
como alturas de referencia. La seleccién de estas referencias responden a criterios practicos,
ya que corresponden a criterios previamente estudiadas durante el ajuste de las ganancias
del controlador.

Es posible representar el comportamiento del sistema de dos formas: la primera es a
través de la evolucion de las alturas con respecto del tiempo, como se muestra en la Figura
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2.7. La segunda es como puntos en R? de la forma (h;(t), ho(t)), donde las coordenadas
representan las alturas del primer y segundo tanque, respectivamente, ver Figura 2.8. La
inclusién de ambas representaciones tiene como finalidad mostrar la evolucién del sistema
desde dos perspectivas: la primera permite observar la respuesta dinamica del sistema desde
las condiciones iniciales, hasta llegar a la referencia deseada, mientras que la vista geométrica
hi(t) vs ha(t) facilita la identificacién de patrones en los datos del sistema. En esta tesis se
utiliza esta segunda forma de representar los datos de funcionamiento arrojados por el sistema
para diagnosticar fallas con analisis topoldgico de datos.
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Figura 2.8: Comportamiento de las alturas vistas como puntos (hy(t), h2(t)) € R2. Las coor-
denadas del punto verde son las alturas referencia (Hi, Hs) y el comportamiento 6ptimo del
sistema se enmarca en un paralelogramo naranja. Notar que los puntos (hq(t), ha(t)) giran
alrededor del punto referencia y por dentro del paralelogramo.

2.5. Comportamiento del sistema con fallas

El sistema de nivel de liquidos estudiado es susceptible a diversas fallas que pueden afectar
su desemperno al mantener el nivel de agua en cada tanque en las alturas referencia, y pueden
ser ocasionadas por cualquiera de los elementos que conforman el sistema. Algunos ejemplos
de posibles fallas que se pueden analizar.

1. Lecturas erréneas en los sensores. Para ilustrar algunas fallas se toma sélo como
ejemplo el sensor S7, es facil extender para Ss.

e Lectura del sensor S; siempre mayor al valor real, provocando que la altura hq(t)
se mantenga por arriba del nivel de referencia.

e Lectura del sensor S; siempre por debajo del valor real, generando que hy(t) per-
manezca por abajo del nivel de referencia.

2. Obstruccion en las electro-valvulas. En este caso el resultado es diferente si la falla
se presenta en ev; 6 en evy. Para explicar se toman como ejemplos los casos extremos, es
decir, alguna de las electro-valvulas se bloquea quedando totalmente abierta o cerrada.

e Cuando ev; queda totalmente abierta, el tanque superior se vacia debido a que el
flujo de T7 a T, es mayor que el flujo del depdsito a T;. En este caso el sistema de
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control genera que ho(t) se mantenga oscilando alrededor de la referencia. Si evy
queda totalmente cerrada, entonces se provoca un desborde de agua en 7T}, en este
caso el tanque inferior se estabiliza un poco abajo de la altura referencia.

e Si evy queda totalmente abierta, entonces el sistema de control abriria comple-
tamente a ev; intentando suministrar el agua suficiente para que T, alcance la
referencia. De manera que ambos tanques quedaran totalmente vacios ya que el
flujo de salida de T5 es igual al de T;. Por otro lado, si ev, se queda cerrada, enton-
ces se provoca un desborde en el tanque 75 y 77 se mantendra oscilando alrededor
de la referencia.

= Sila bomba deja de suministrar agua, entonces ambos tanques se mantienen abajo
de la referencia.

El presente trabajo de investigacion aborda el problema de diagnostico, considerando fallas
intermitentes y catastroficas en los sensores Sy, Ss, las cuales fueron emuladas, alterando los
datos recabados de los sensores en un periodo de tiempo de 50 segundos (multiplicados por
un valor constante en el periodo mencionado), simulando asi comportamientos anémalos en
dichos componentes.

Las fallas se clasifican en:

= Tipo 1: lecturas menores al valor correcto.

= Tipo 2: lecturas mayores al valor correcto.

= Tipo 3: alguno de los sensores deja de funcionar por completo.

Las fallas intermitentes (Tipo 1y 2) pueden originarse por obstrucciones, descalibracién o
condiciones climaticas; mientras que las catastréficas (Tipo 3) pueden deberse a desconexiones
o danos internos que provocan la perdida total de alguno de los sensores.

Estas fallas se aplicaron de forma independiente tanto al sensor S; como al sensor Sj,
permitiendo observar el impacto individual que cada una tiene sobre el comportamiento
dindmico del sistema.

El objetivo principal de estas simulaciones fue analizar como varian las mediciones de
altura captadas por los sensores ante la presencia de fallas, y cémo dicha variacion afecta la
forma de los datos.

A través de esta metodologia, es posible observar diferencias topoldgicas claras entre
las condiciones de operaciéon normal y aquellas en las que ocurre una falla, lo que permite
identificar patrones distintivos asociados a cada tipo de comportamiento. Los resultados
obtenidos se presentan a continuacion, ilustrando tanto las senales de nivel a lo largo del
tiempo, como su representacion en el plano (hq, hg), con el objetivo de mostrar cémo se
manifiestan las anomalias y cémo el método es capaz de detectarlas de manera eficaz.
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Falla de Tipo 1

Durante una falla de Tipo 1, el sensor afectado envia al arduino lecturas inferiores al
valor correcto por un periodo aproximadamente de 50 seg. apartir del segundo 450. Después,
regresa a su comportamiento 6ptimo. Esto lleva a que la altura sea menor a la referencia
durante dicho periodo de tiempo.
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Figura 2.9: Falla de Tipo 1. La curva en azul indica la altura hq(t), durante 50 seg. Se observa
un comportamiento anormal a partir del segundo 450, mostrando una falla en la medicién
del sensor S7.

La Figura 2.9 muestra la evolucién temporal de las alturas de el nivel del liquido en los
tanques cuando ocurre una falla de Tipo 1 en el sensor S;. La senal en azul, correspondiente
al tanque T7, presenta una desviacién considerable en el periodo de tiempo mencionado, lo
cual indica que el sistema percibe un nivel del liquido méas bajo de lo real debido a la falla
inducida en S;.
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Figura 2.10: La sefial café indica la altura hs(t), ilustrando una falla de Tipo 1 en el sensor

Ss.
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De manera similar, la Figura 2.10 ilustra el comportamiento del sistema cuando la falla
ocurre en el sensor S,. En este caso, la senal café, correspondiente al tanque 715, se desvia
significativamente durante el mismo intervalo, como resultado de las lecturas anémalas.

Como parte del enfoque basado en datos, se muestra la representacién del comportamiento
del sistema en el plano (hq, hs), donde cada punto corresponde a una medicién simultanea de
los niveles en ambos tanques. Durante el periodo de falla, los datos se marcan en color rojo.
Si la falla ocurre en el sensor Sy, se observa un corrimiento en el eje x, ya que las lecturas de
hy son inferiores al valor real, como se muestra en la Figura 2.11. En contraste, una falla en
el sensor Sy se manifiesta como un desplazamiento sobre el eje y, debido a lecturas erréneas
en hy como se ilustra en la Figura 2.12.
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Figura 2.11: Comportamiento de las alturas del sistema vistas como puntos (hy(t), ho(t)) € R?
bajo presencia de una falla de Tipo 1. Los puntos de color rojo reflejan la falla, dichos datos
se desplazan a la izquierda del eje z, indicando una falla en Sj.
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Figura 2.12: Comportamiento de las alturas del sistema vistas como puntos (hy(t), h2(t)) € R?
bajo presencia de una falla de Tipo 1. Los puntos de color rojo reflejan la falla, dichos datos
se desplazan en el eje y, ilustrando una falla en Ss.
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Falla de Tipo 2

Durante una falla de Tipo 2, se presenta un comportamiento similar a la falla de Tipo
1. La diferencia es que ahora las lecturas enviadas por los sensores al arduino son superiores
al valor real durante aproximadamente 50 segundos. Posteriormente, la senal vuelve a su
comportamiento normal. Este error provoca que el sistema perciba un nivel de liquido mayor
al existente, lo cual se traduce en un seguimiento inadecuado de la referencia durante dicho
periodo.

La Figura 2.13 muestra la evolucién temporal del nivel en ambos tanques cuando el sensor
S1 experimenta una falla de Tipo 2. En esta ocasién, la senal azul asociada al tanque 717 se
incrementa de forma considerable en el intervalo afectado, evidenciando la sobre estimacién
generada por el sensor defectuoso, lo que indica que el nivel en 7T} sea superior a la referencia.

h, (1), hy(t) (cm)

| |
0 100 200 300 400 500 600 700
Tiempo (s)

0 1 1 1 1

Figura 2.13: Falla de Tipo 2. La curva azul indica la altura hq(t) y durante 50 seg se observa
un comportamiento anormal de Sp, indicando que el nivel de agua en T} esta por encima de
la referencia.

Del mismo modo, la Figura 2.14 presenta el comportamiento del sistema ante una falla
del sensor S,. En este caso, la senal café correspondiente al tanque T, refleja un aumento
anémalo, coherente con las lecturas erroneamente elevadas enviadas por Ss.

En el andlisis basado en datos, se representa el comportamiento en el plano (hy(t), ha(t)).
Dentro de este espacio, se define una regién de operacién deseada, representada por un
paralelogramo de color naranja, el cual delimita las condiciones que se consideran optimas
o normales para el sistema. Este paralelogramo funciona como una zona de referencia visual
que facilita la deteccién de desviaciones anémalas. Cuando se presenta una falla de Tipo 2
en S;. el corrimiento de los datos es sobre el eje x, a la derecha de la referencia (Hy, Hs),
indicando que el nivel del liquido en T} esta por encima de la referencia como se muestra en
la Figura 2.15. En el caso de una falla en S, el corrimiento se manifiesta en el eje y hacia
arriba, como se puede apreciar en la Figura 2.16. Los datos con fallas se ilustran en color
r0jo.
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Figura 2.14: Falla de Tipo 2. La curva café indica la altura ha(t) y durante 50 seg. se observa
un comportamiento anormal de Ss, indicando que el nivel de agua en T estd por encima de
la referencia.
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Figura 2.15: Falla de Tipo 2. El punto (hy(t), ha(t)) es desplazado a la derecha, indicando
que hq(t) rebasé la referencia.
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Figura 2.16: Falla de Tipo 2. El punto (h1(¢), ha(t)) es desplazado por encima de la referencia
sobre el eje y, indicando que ha(t) rebasé la referencia.
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Falla de Tipo 3

Representa la pérdida completa de las mediciones de los sensores S, 53 en el segundo
450. A partir de dicho momento la lectura que regresa el sensor es cero. En la Figura 2.17
se ilustra la perdida de las mediciones del sensor S; y en la Figura 2.19 la pérdida de S,.

Debido a la perdida en las mediciones de uno de los sensores, solo se tiene datos en un
eje. Para una falla de este tipo en S, solo se tiene datos en el eje y, correspondientes a datos
de S5 como se muestra en la Figura 2.18. Cuando la falla se presenta en Sy, sélo se tienen
datos en el eje x, correspondientes a S; como se ilustra en la Figura 2.20.
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Figura 2.17: Falla de Tipo 3. En el segundo 450 el sensor S; sufre un falla catastroéfica
devolviendo un valor nulo.
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Figura 2.18: Falla de Tipo 3. Debido a la falla catastréfica de Si, solo se tiene lecturas de So
indicados en color rojo.
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Figura 2.19: Falla de Tipo 3. En el segundo 450 el sensor S sufre un falla catastréfica
devolviendo un valor nulo.
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Figura 2.20: Falla de Tipo 3. Debido a la falla catastrofica de Sa, solo se tiene lecturas de S;
indicados en color rojo.

En este capitulo se describié los conceptos fundamentales, asi como los métodos comun-
mente usados en el diagnodstico de fallas. Después se describe a detalle el sistema nivel de
liquidos que se estudia en esta tesis. En primer lugar, se presentaron los componentes fisicos
y la instrumentaciéon necesaria para su buen funcionamiento. Posteriormente se explico el
principio de funcionamiento del sistema y la relacion que existe entre cada componente para
cumplir con el objetivo de mantener el nivel de agua en la referencia establecida. Asimismo,
se identificaron los componentes mas propensos a fallas, siendo los sensores y los actuadores
los elementos criticos que pueden llegar a afectar el correcto funcionamiento del sistema. De-
bido a que en esta tesis se centra en el diagnostico de fallas en los sensores, se analizo fallas
tanto para el sensor S, como para el sensor Sy, ilustrando los tipos de fallas posibles y las
consecuencias que pueden generar en el funcionamiento del sistema.



Capitulo 3

Introduccion al Analisis Topolégico de
Datos

En este capitulo se expone una introduccién al analisis topolégico de datos. Para que el
lector tenga una mejor comprension de la herramienta, se incluyen los preliminares matemati-
cos necesarios y se finaliza con ejemplos ilustrativos en los que se aplica el analisis topoldgico
de datos a nubes de puntos en el plano.

3.1. Historia del Analisis Topoldgico de Datos

El Andlisis Topoldgico de Datos (ATD) es una metodologia de la ciencia de datos que
combina herramientas topolégicas, como la homologia, y geométricas, como los complejos
simpliciales, para estudiar la “forma de una nube de datos”. El ATD tiene ventajas signifi-
cativas sobre otras técnicas de andlisis de datos, como lo son la robustez ante el ruido y la
independencia de la dimension y el volumen de los datos.

Aunque el ATD es considerado como una técnica moderna en la ciencia de datos, tiene
sus origenes a principios del siglo XX con la aplicacion de conceptos de topologia algebraica
y geometria computacional al andlisis de datos [15, 16]. Los inicios del ATD se deben a
los trabajos de los matematicos; A. Zomorodian, H. Edelsbrunner [17], J. Harer [18],[19] y
G. Carlson [20], quienes desarrollan la homologia persistente, los c6digos de barras y los
diagramas de persistencia. Una idea general de la informacion que el ATD extrae de una
base de datos, es que logra capturar “hoyos de todas las dimensiones” en el conjunto de
puntos formado por los datos, de esta manera se construye una imagen global de la forma de
la nube de datos. Dicha informaciéon no se puede obtener con otros métodos de andlisis de
datos (andlisis de componentes principales, andlisis de clisteres, redes neuronales, reduccién
de dimensién). En la actualidad, el ATD se ha aplicado para estudiar grandes bases de datos
en diferentes dreas de la ciencia, como lo son: medicina [21, 22, 23], economia [24, 25, 26],
resoluciones de problemas tecnoldgicos [27, 28], en el campo de la ingenierfa [29, 30, 6], entre
otros.

23
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3.2. Preliminares matematicos

Para explorar la estructura general de una nube de datos, el ATD se ayuda de herramientas
geométrico/topoldgicas, las cuales se exponen en esta seccién. A lo largo de la tesis, sélo se
trabajara con bases de datos como en la ecuacién (3.1).

N = {plap27 R 7p€} C Rza donde D = (xlayz) (31)

Los lectores que deseen profundizar en los temas que se tratan en esta seccion, pueden
consultar las siguientes referencias bibliograficas [17, 31, 32, 33, 34].

3.2.1. Complejos simpliciales

Para extraer informacién de la nube de datos en (3.1) con el ATD, es necesario aproximar
a los puntos con espacios que nos proporcionen informacién de la forma de N (3.1). Para
ello se utilizan los complejos simpliciales finitos, los cuales son espacios determinados por un
conjunto finito de puntos y que se construyen uniendo piezas conocidas como simplejos.

Un simplejo es una estructura geométrica que puede tener distintas dimensiones, depen-
diendo del nimero de puntos que se utilicen para definirlo. Por ejemplo, un 0-simplejo es un
punto, un 1-simplejo es un segmento determinado por sus extremos que son dos 0-simplejos,
un 2-simplejo es un tridngulo determinado por tres O-simplejos (vértices del tridngulo) que
estan en su frontera, la cual ademéds contiene a tres 1-simplejos que unen por pares a los
0-simplejos.

Definiciéon 3.2.1. Un complejo simplicial finito K es una coleccion finita de simplejos
{01,00,...,04} tal que, 0;No; =0 (vacio) 6 o;No; es un simplejo oy, que estd en la frontera
de ambos o; y 0;.

La definicién anterior establece que las uniones de los simplejos se realicen de manera
que la interseccion de cada dos de ellos, sea un 0-simplejo en K, un 1-simplejo en K, un
2-simplejo en K, asi sucesivamente. La Figura 3.1 proporciona una explicaciéon grafica de
esta propiedad.

a)

Figura 3.1: En complejos simpliciales, las uniones en a) y b) no estdn permitidas, pero las
uniones en ¢) s lo estdn ya que se realiza a través simplejos en la frontera de ambos.

La Figura 3.2 ilustra tres complejos simpliciales que se construyen con los mismos puntos.
En estos casos, se dice que los complejos simpliciales en a), b) y ¢) de dicha figura tienen
dimensién 0, 1 y 2, respectivamente. Esto ya que estan formados s6lo por puntos (0- simple-
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jos), por puntos y segmentos (0- y 1- simplejos) o por puntos, segmentos y triangulos (0-, 1-
y 2- simplejos).

Figura 3.2: Ejemplos de complejos simpliciales de dimensiones 0, 1 y 2.

3.2.2. Complejo de Vietoris-Rips

Para construir complejos simpliciales que aproximen a la nube de datos N (3.1), en esta
tesis se emplean los complejos de Vietoris-Rips. Si bien existen otras alternativas como los
alfa complejos o los complejos de Cech, el complejo de Vietoris-Rips fue elegido debido a su
eficiencia computacional y que su construccién se basa unicamente en la distancia entre los
puntos de N, lo que lo hace adecuado para datos sin estructura geométrica o con presencia
de ruido. La distancia usual entre los puntos p; = (x;,4;) y p; = (x;,y;) en el plano R? se
denota como ||p; — p;||, ver ecuacién (3.2).

o = w31l = 3/ (i — )2 + (51 — )2 (3.2)

Definicién 3.2.2. Dado un nimero € > 0. El complejo de Vietoris-Rips de N de
radio ¢ es el complejo simplicial VR.(N) C R? que se construye con la unién de simplejos
con vértices en los subconjuntos A C N, tales que para todo par de puntos p;,p; € A, se
cumple que ||p; — p;|| <e.

Notar que para cada radio positivo, existe un complejo de Vietoris-Rips que aproxima
a la nube de datos N. De manera que, al incrementar el valor del radio, los complejos de
Vietoris-Rips correspondientes cambian.

Ejemplo 3.2.3. Para ejemplificar la Definicion 3.2.2 se construye el complejo de Vietoris-
Rips VR1(N) (radio 1) para la nube de datos N = {p1 = (0,0),p> = (1,0),ps = (3, ‘/7?:),]94 =
(%7 _%)aPS = (2a %)} C R2'

Las distancias entre los puntos de N son:

P —pafl =1 P2 — pal = 0.707
Ilp1 —psl| =1 lp2 — psl| = 1.2
[p1 — pall = 1.58 Ips — pal = 1.69
[p1 — psl| = 2.11 Ips — psll = 1.5
|p2 —psl =1 lps — ps| = 1.3

Como los puntos {p1, pa, p3} estin a distancia 1, ellos definen un tridngulo en VR,(N).
Ademds, los puntos ps y ps estdn a distancia menor que 1, por lo que el segmento entre ellos



Anélisis Topolégico de Datos 26

pertenece a VR1(N). Como el punto ps estd a distancia mayor que 1 de los demds, éste no
define conexion con el resto de puntos. El complejo VR(N) formado por estos simplejos se
muestra en la Figura 3.5.

Ps3

b1 D2

Y2
Figura 3.3: Complejo de Vietoris-Rips VRq (V).

Notar que si ¢ < min{||p; —pj|| | pi»p; € N}, entonces VR.(N) = N. Por otro lado,
si ¢ > méx{|lp; — pj|l | pi,p; € N}, entonces VR.(N) es un conjunto convexo en R? que
contiene a todos los puntos de N. Por lo tanto, es ttil conocer la distancia maxima y minima
entre los puntos de N para saber el radio de inicio para comenzar a formar los complejos de
Vietoris-Rips y el radio cuando todos los puntos se conectan.

Tmin = M{|p; = 0|} ¥ Tmae = méx{|p; — p;|}. (3.3)
i#£] i#£]

Como no existe un valor € para el cudl el complejo VR.(N) sea el que mejor aproxima a
N, se escoge una sucesion de valores 7,,;, =g < 1 < €3 < +++ < €, = I'maz ¥ S€ calculan los
correspondientes complejos de Vietoris-Rips para cada radio. Dichos complejos satisfacen,

N =VR.(N) CVR,(N) CVR.,(N)C---CVR., (N)=conv(N), (3.4)

donde conv(N) C R? es la envolvente convexa de la nube de datos N. A esta sucesién
anidada de complejos de Vietoris-Rips se le conoce como filtracién de N asociada a los radios
g9 < €1 < €y < -+ < &,. A continuacién se muestra un ejemplo de una filtracién de Vietoris-
Rips.

Ejemplo 3.2.4. Considere la nube de datos N = {p; = (—%,O),pQ =(0,0),p3 = (1,0),ps =
(3,3)} C R%. Se construye la filtracion de Vietoris-Rips de N asociada a los radios ¢ =
%, 1, %, %, g, ademds se realiza la figura del correspondiente complejo VR.(N).

Las distancias entre los puntos de N son las siguientes:

”p2 _p3|| =1 ) ||p1 _p2|| =15 ) T'min = 0.79
Ips — pal = 0.79 , 1 — pal| = 2.37 . ryon = 2.37
[p2 — pall = 1.06 , Por lo tanto,

a) Para e = % . se tiene que VR%(N) = N = {p1,p2,p3,ps} (Figura 3.4).
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Pa

P1 D2 D3

Figura 3.4: Complejo de Vietoris-Rips VR (N). Dado a que € es menor que la distancia
minima entre cada par de puntos, no se generan conexiones.

b) Para e =1: El complejo de Vietoris-Rips es (Figura 3.5).

VR1(N) = {p1, D2, 03, D1, {D2: D3}, {P3, Pa} }-

P4
19.1 D2 D3

Figura 3.5: Complejo de Vietoris-Rips VR1(N). Dado que las parejas pa,p3 y p3, ps €stdn a
distancia menor que ¢, se generan segmentos entre ellos.

¢) Para e =2 El complejo de Vietoris-Rips es (Figura 3.6).

VR% (N) = {p17p27p37p47 {p27p3}7 {p37p4}7 {p27p4}}'
P4
p.l D2 D3

Figura 3.6: Complejo de Vietoris-Rips VR% (N). Los puntos pa, ps3, p4 estdn a distancia menor
que €, por lo que generan un 2-simplejo.

d) Para e = % : Es complejo de Vietoris-Rips es (Figura 3.7).

VR:(N) = {p1, p2, 3, p1, {p2, p3}, {p3, pa}, {p2, pa}, {p1, p2}}.

P4
b1 D2 D3

Figura 3.7: Complejo de Vietoris-Rips VR% (N). Se ilustra la conexién entre los puntos que
estdn a una distancia igual o menor que €.

e) Para e = % . El complejo de Vietoris-Rips es (Figura 3.8).

VR (N) = {p1>p2>P3>P4> {p2>P3}> {p3>p4}’{pz,pzx},{p17p2}7{]31,p2}}-

ot
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b3
Po D1 D2

Figura 3.8: Complejo de Vietoris-Rips VR s (V). Como ¢ es mayor que las distancias entre
los puntos, se presentan conexiones entre ellos.

Para todo tipo de nubes de datos es posible construir una filtracién de Vietoris-Rips. Con
la finalidad de ilustrar cudndo dos datos estdn a una distancia menor al radio de construccién
e del complejo de Vietoris-Rips, se coloca un disco azul de radio $ centrado en cada dato. De
manera que si dos discos azules se intersectan, entonces los correspondientes centros estan
a una distancia menor que €. En tal caso, los centros determinan un segmento (1-simplejo)
que los conecta. Si lo discos azules de tres datos se intersectan entre si, entonces dichos
datos determinan un tridngulo (2-simplejo). La Figura 3.9 muestra algunos elementos de una

filtracion de Vietoris-Rips para una nube con 80 datos.
b)
d)

a)

i

LS
Figura 3.9: Complejos de Vietoris-Rips de una nube de datos en el plano. Los discos azules
son auxiliares para la construccién, no forman parte de los complejos Vietoris-Rips. En a) se
ilustra la nube de datos N, en b) se ilustra la filtracién para €1, en ¢) para un radio €3 y en
d) se ilustra la filtracion para un radio €3

3.2.3. 0- y 1-homologia de conjuntos en el plano

Una herramienta matematica indispensable para el andlisis topologico de datos es la
homologia [35], esta herramienta permite capturar “hoyos” de diferentes dimensiones en un
conjunto X . Para cada ¢ > 0, existe un nimero entero 3;(X) > 0 que representa “la cantidad
de hoyos de dimensién ¢ que contiene X7, llamados “i-hoyos”, a dicho valor se le conoce como
el i-ésimo nuimero de Betti de X. En esta tesis se estudian bases de datos contenidas en el



29 Preliminares matemaéaticos

plano R2, por lo que sélo apareceran hoyos de dimensién 0 y 1. A continuacién se explica
de manera intuitiva cémo se ven estos hoyos en un conjunto X C R? y se presentan dos
ejemplos.

Un 0-hoyo de X corresponde a una pieza conexa del conjunto X. Asi, 5y(X) es el nimero
de piezas conexas en las que se divide X.
Un 1-hoyo es un hueco que rodea el conjunto X sin atravesarlo. De manera que [;(X) es el

nimero de huecos que tiene X.

Ejemplo 3.2.5. En la siguiente figura se presenta dos conjunto X, Y, para ilustrar como
se ven las homologias y se procede a explicar los 0- y 1-hoyos que contiene.

X:M.

o 27 -

Figura 3.10: Conjunto X formado por tres componentes conexas o piezas, un punto, un
rectangulo con una “antena” y dos tridngulos huecos unido a uno relleno.

» FEl conjunto X que se muestra en la Figura 3.10 estd formado por tres componentes
conezas, lo que indica la presencia de tres hoyos de dimension 0, es decir, So(X) = 3.

s X también contiene tres hoyos de dimension 1, correspondientes a los dos tridngu-
los y al rectangulo sin relleno. Estos 1-hoyos son huecos que rodea el conjunto X sin
atravesarlos, por lo tanto f1(X) = 3.

s De la misma manera el conjunto Y estd formado por cinco componentes conezas, lo
que indica la presencia de cinco hoyos de dimension 0, es decir, fo(X) = 5.

» [n este caso Y contiene solo un hoyo de dimension 1, correspondientes a la estrella.
FEstos 1-hoyos son huecos que rodea el conjunto Y sin atravesarlos, por lo tanto B1(X) =
1

Para que el lector se familiarice mas con los conceptos de homologia, en la Tabla 3.1
se presentan varios ejemplos ilustrativos que permiten visualizar de manera concreta los
ntimeros de Betti 8y v 8 en diferentes subconjuntos de R?. Estos ejemplos buscan reforzar la
intuicién geométrica sobre los 0-hoyos y 1-hoyos, mostrando cémo las componentes conexas
y los ciclos se manifiestan en figuras sencillas y representativas. De esta forma, se facilita
la comprensiéon de los conceptos tedricos previos, preparando al lector para su aplicacion
préactica en los analisis posteriores. Con estos ejemplos, se concluye esta seccién introductoria
sobre homologias, enfatizando su importancia como herramienta fundamental en el estudio
de la forma de los datos.
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Tabla 3.1: Ejemplo de nimeros de Betti de conjuntos en el plano

# Conjunto X Bo(X) Bi(X)

I - 9 0

. C

v E 2 3

v E: 8 0
;\'\i

3.2.4. Homologia persistente

Para una nube de datos N = {p1,ps, ..., p} C R? la homologfa persistente estudia cémo
cambian los 0- y 1-hoyos (propiedades topoldgicas) de los complejos simpliciales de Vietoris-
Rips VR.(IN) a medida que el radio de construccién e crece. A continuacién se presenta los
conceptos de nacimiento y muerte de un hoyo:

= Nacimiento del hoyo a. Hace referencia a cuando el 0- 6 1-hoyo « aparece por
primera vez en la filtracién (ecuacién 3.4). Al correspondiente radio de construccién, es
decir, al primer valor de € para el cual « aparece en VR.(N), se le conoce como radio
de nacimiento y se denota con r,,.(a).

= Muerte del hoyo a. Indica cuando un 0- 6 1-hoyo « se cubre o desaparece en la
filtracion (ecuacién 3.4). El correspondiente radio de construccién se le conoce como el
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radio de muerte y denota con 7, ().

Notar que si rpq.(a) < €1 < €2 < rpue(@), entonces el hoyo a pertenece a ambos complejos
VR, (N)y VR.,(N). En este caso se dice que « persistié de VR, (N) a VR, (N).

» Persistencia del hoyo a. Al valor 7, () —rpac(@) se le conoce como la persistencia
de a y a [ruae(a), "mue(a)] se le llama intervalo de persistencia de a.

Por simplicidad, de ahora en adelante se utiliza la notacién K. = VR.(N). La siguiente
observacion muestra cémo es el comportamiento general de los 0- y 1-hoyos a través de la
filtracion de Vietoris-Rips.

N=K,CK, CK.,,C---CK,, =conv(N)

» Para € < 7,,,, la cantidad de componentes conexas en K. es igual a ¢, el nimero de
puntos en N. Otra forma de decirlo es que para todos los 0-hoyos el radio de nacimiento
es 0 y por lo tanto y(K.) = ¢. Notar que conforme ¢ crece, el niimero fy(K.) decrece
debido a que las componentes conexas se unen entre si. Finalmente, cuando € > 7,44,
todos los puntos se conectan de tal forma que fy(K.) = 1. En resumen, el nimero de
Betti By(K:) decrece de £ a 1 cuando el radio de construccién aumenta.

» Cuando € < 7pp,, no existen 1-hoyos en K. y por lo tanto ;(K.) = 0. Si existe un
valor &1 > 7., para el cual K., tiene un 1-hoyo, entonces 51 (K.) > 1. Para otro radio
€2 > €1 tal que 61(KE2) > 17 €8 posible que Bl(Ka) < 61(K62) 0 Bl(Km) > 51(K<€2)’
dependiendo si se generaron o se taparon 1-hoyos de K., a K.,. Dado que tanto al inicio
como al final de la filtracion no existen 1-hoyos, los radios de nacimiento y muerte de
un 1-hoyo « satisfacen (ecuacién 3.3):

T'min < Tnac(a> < Tmue<a> < T'max

La idea general de la “homologia persistente” es guardar qué tanto persisten los 0- y
1-hoyos a través de la filtracion. Los hoyos que tienen mayor persistencia representan una
propiedad geométrica significativa de la nube de datos N = {p1,ps,...,p} C R? Para
ilustrar la homologia persistente se realiza un ejemplo.

Ejemplo 3.2.6. Se construye los complejos de Vietoris-Rips K., < K., < K., de la nube
de datos N que se muestra en la Figura 3.11.

a) b) c)

Figura 3.11: Complejos de Vietoris-Rips para una nube de datos, donde K., corresponde al
inciso a), K., al inciso b) y K., al inciso c).
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Se proceden a explicar las propiedades de dichos complejos:

a) El complejo simplicial K., es igual a la nube de datos N, debido a que gy < 7. De
manera que 3y(K,,) = 17 que corresponde al niimero de datos en la nube N.

b) El complejo K., tiene dos 1-hoyos « y §. Calculando su homologia obtenemos que
P1(Ke,) =2y Bo(Ke,) = 4, es decir, el nimero de componentes conexas disminuyé al
aumentar el radio de g a ;.

c¢) Finalmente, en K, el 1-hoyo « se cubri6 con 2-simplejos pero se creé el 1-hoyo v. En
este caso la homologia es f1(K.,) =2y fo(K.,) = 1 ya que K., tiene solo una pieza.
Notar que el 1-hoyo ¢ persistio de K., a K.

3.2.5. Cddigo de barras

Para presentar la informacion obtenida a través de la homologia persistente, se utilizan
los cédigos de barras. El cédigo de barras ofrece una representacion grafica de la evolucién
de las homologias a lo largo de la filtracién de Vietoris-Rips, mostrando como nacen y mueren
los 0- y 1-hoyos durante la filtracién ( ecuacién 3.4). Los cédigos de barras se construyen de
la siguiente manera:

1. Existe un eje horizontal que representa la variacién del radio de construccién € > 0,
dicho eje finaliza en el radio maximo 7,4,

2. Si a es un 0- 6 1-hoyo que nace en el radio r,,.(«), entonces comenzamos una barra
que se extiende hasta el radio de muerte r,,,.(). Se utilizan los colores verde y azul
para las barras de la 0- y 1-homologia, respectivamente.

3. La linea vertical en un radio fijo ¢, intersecta tantas barras como el nimero de 0- y
1-hoyos que tiene el complejo de Vietoris-Rips K, .

De la construccién de los codigos de barras se deduce que:
= Cada barra representa un 0-hoyo o un 1-hoyo.
= La longitud de una barra indica la persistencia del 0-hoyo o 1-hoyo al que representa.

= Las barras con mayor longitud persisten por varios de complejos de Vietoris-Rips, éstos
se corresponden con propiedades importantes de la nube de datos V.

Para visualizar cémo es que las homologias evolucionan conforme el radio £ aumenta, se
presenta el codigo de barras de la nube de datos mostrada en el Ejemplo 3.2.6, proporcionando
una explicacién detallada del significado de cada barra.

En el cédigo de barras de la Figura 3.12 se ilustra la evolucion de las homologias a lo
largo de la filtracion, recordando que cada barra de color verde representa a un 0-hoyo y
cada barra de color azul representa a un 1-hoyo. Para valores de € < r,,;,, la cantidad de
0-hoyos en la filtracién es 17, que corresponden a los puntos en la nube N. Notar que hay tres
barras que son un poco mas largas, las cuales reflejan que los datos estan separados en tres
clusters, ver Figura 3.11. Una de las barras de color verde se extiende para todos los radios
de la filtracién, ya que esta representa la componente conexa final. A medida que el radio de
filtracién aumenta, los 0-hoyos disminuyen progresivamente debido a que las componentes se
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conectan entre si. De manera paralela empiezan a aparecer 1-hoyos, en total son tres d, a y 7.
Los 1-hoyos 0 y a aparecen cuando los datos aun estan separados por en clusters, mientras
que ~ aparece cuando los datos ya pertenecen a la componente conexa final.

——
I |
— =
=
— =
]
]
I
— : i
I i :
: e
: : -
f ]
0,00 0.05 o.10 0.15 0.20
Radio £

Figura 3.12: Cédigo de barras para la filtracién del Ejemplo 3.2.6.

3.2.6. Ejemplos

A continuacién se presentan cuatro ejemplos de nubes de datos analizados con ATD. Estos
ejercicios practicos estan disenados para que el lector interprete la informacion contenida en
los cédigos de barras, por ello se le invita a proceder con la lectura de la siguiente manera.

1. Utilizando solo el cédigo de barras, extraer cuidadosamente la informacion contenida

en ellos.

2. Leer la descripcién de los cédigos de barras expuesta en cada ejemplo y compararla con
la informacion que el lector propuso en 1.

3. Observar la nube de datos y comparar con la informacién que se obtuvo del codigo de
barras correspondiente.

Para proceder con el analisis de los cédigos de barras, es importante considerar los si-
guientes aspectos:

» En los cédigos, las barras de color verde corresponden a las 0-homologias (0-hoyos),
mientras que las barras azules a las 1-homologias (1-hoyos).

= Para una mejor visualizacién no se presentan todas las barras correspondientes a las
0-homologias. Los codigos de barras se construyen destacando sélo las barras mas rele-
vantes. Sin embargo, el niimero de puntos en la nube de datos N de la cual se obtuvo
el codigo de barras se menciona en el pie de figura de cada cédigo.

= Las lineas verticales punteadas en los codigos de barras, indican los radios construccion,
€1, €11, €111 Y €1v, de los complejos de Vietoris-Rips correspondientes a las figuras que
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se mostraran posteriormente.

» Cada inciso en las nubes de datos indican etapas de la filtracién, en el inciso a) se
muestra la nube de datos, y en los incisos b), ¢), d) correspondes a tres etapas para
tres radios ¢ diferentes.

Ejemplo 1:

e (Cddigo de barras

=

Q0o 0.0% 0.10 0.15 o2 0323 030
Radko E

Figura 3.13: Cédigo de barras para N con 11 datos.

e Andlisis del codigo de barras para la Figura 3.13

Para el radio ¢, la linea punteada intersecta a cada una de las barras verdes (0-hoyos), lo
que indica que €7 < T,,. En este caso, el nimero de puntos es igual 11. La persistencia de
las barras verdes indica que los datos de N estan separados en tres clusters principales. En el
radio ;7 nace el primer 1-hoyo, pero su corta persistencia indica que los datos que lo forman
estdn a una distancia muy cerca entre si. Para ;;; nace el segundo 1-hoyo con una mayor
persistencia, ademds, cuando éste nace, los datos atin estan separados en dos clusters. Esta
descripcion corresponde a la nube de datos de la Figura 3.14
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o Nube de datos

-+

Figura 3.14: Etapas de la filtracién de la nube de datos en a) .

Ejemplo 2:

e (odigo de barras

LR TR ET T LR

R T PR L PR

E |
H
H

a o.0% ale a1s oz ars 0.30
Aado f

£

B Lt
r |

(v}

o

Figura 3.15: Cddigo de barras para N con 42 datos. En este cddigo de barras se ilustra la
evolucién de la filtracién conforme el radio € crece.

e  Andlisis del codigo de barras de la Figura 3.15

Las barras verdes, que representan a las 0-homologias, son cortas y mueren en radios
parecidos lo que indica que la distancia entre los datos es pequena, y que estan distribuidos
de manera uniforme. La barra azul correspondiente a la 1-homologia, nace después de que
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los complejos de Vietoris-Rips son conexos (muerte de la dltima barra verde). Esto indica
que hay un par de puntos mas separados que el resto. La persistencia de la barra azul es
aproximadamente 0.21, lo que da una idea del diametro del 1-hoyo. Es importante mencionar
que el cédigo de barras no nos indica la forma exacta de la nube de datos, pero las propiedades
mencionadas previamente, es posible deducir que tiene forma de un ciclo. La Figura 3.16
confirma que la nube de datos tiene forma de una elipse.

o Nube de datos
a) b)

Figura 3.16: Etapas de la filtracién de la nube de datos en a). En b) representa el complejo
de Vietoris-Rips para ¢

Ejemplo 3:

e (odigo de barras

=

;

0 003 olo 0.13% 0.20
Ramvo £

=

0

Figura 3.17: Cédigo de barras para N con 26 datos.

o Andlisis del codigo de barras de la Figura 3.17

Las primeras 12 barras verdes, correspondientes a los 0-hoyos, indican que la mayoria de
los datos estan distribuidos de manera uniforme, con excepcion a algunos puntos que estan
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mas separados, esto se puede visualizar en las barras de la 13 a la 20. Las dos barras verdes
con mayor persistencia senalan que los datos estan separados en dos clusters. Las barras
azules evidencian el nacimiento de dos 1-hoyos con una persistencia pequena cuando ain se
tiene dos componentes en la filtracién. El ultimo 1-hoyo, con mayor persistencia, nace cuando
el complejo de Vietoris-Rips ya es conexo, esto indica que los clusters se han fusionado para
formar dicho hoyo. Estas propiedades sugieren que los clusters no tienen forma de elipse o
circulo, si no que existe una hendidura entre ellos, que al unirse hacen posible la formacién
del dltimo 1-hoyo. Por lo tanto, se concluye que los dos clusters tienen forma similar a lunas
menguantes, orientadas en sentidos opuestos. Al observar la Figura 3.20 se encuentra que los
datos estan distribuidos en dos clusters, y que tienen la forma descrita anteriormente.

o Nube de datos

Figura 3.18: Etapas de la filtracién de la nube de datos en a) .

Ejemplo 4:

=
3

S S R - = E B =
0.0 ol o2 0 o4 os
Aaaho 1

Figura 3.19: Cédigo de barras para N con 200 datos.
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o Andlisis del codigo de barras de la Figura 3.19

Las barras de color verde ilustran que los datos de N estan distribuidas de manera unifor-
me, aunque algunos estan ligeramente mas separados. Esta distribucién da lugar al nacimiento
de dos 1-hoyos en el mismo radio €;; cuando el complejo de Vietoris-Rips ya es conexo. Dado
a que la persistencia de estos 1-hoyos es diferente, se interpreta que la forma de los datos se
asemeja al numero 8, compuestas por dos regiones cerradas como un circulo, una de ellas con
un didmetro menor. Al ver la Figura 3.20, se confirman que los datos encierran dos 1-hoyos.

o Nube de datos

.
&

Figura 3.20: Etapas de la filtracién de la nube de datos en a) .

En este capitulo se presento los preliminares matematicos del ATD, abordando las herra-
mientas necesarias para poder extraer informacion de una nube de datos. Se explicaron las
herramientas claves como los complejos simpliciales, los complejos de Vietoris-Rips, homo-
logia persistente y la construccion de codigos de barras, con el fin de proporcionar una base
solida para su aplicacién practica. Para facilitar la comprension, estas herramientas fueron
ilustrados mediante ejemplos ilustrativo. Con estos preliminares establecidos, en el siguien-
te capitulo se implementa el algoritmo de diagndstico de fallas para el sistema de nivel de
liquidos estudiado con andlisis topoldogico de datos.



Capitulo 4

Aplicacién del ATD al diagndstico de
fallas en el sistema de nivel de liquidos

En este capitulo se desarrolla el algoritmo basado ATD para el diagnostico de fallas en el
sistema de nivel de liquidos, motivo de estudio en esta tesis. Se describe detalladamente la
metodologia utilizada para identificar desviaciones en el comportamiento del sistema, asocia-
das a fallas, y para mejor visualizacion se ilustran con figuras. Posteriormente, se presentan
los resultados obtenidos con la aplicacién del algoritmo, destacando su efectividad para de-
tectar distintas tipologias de falla en condiciones simuladas. Este andlisis permite validar la
utilidad del enfoque propuesto dentro del marco del diagnéstico basado en datos.

4.1. Preparacion de los datos

Para implementar un algoritmo de diagnoéstico fallas con ATD, es importante considerar
las siguientes generalidades del sistema de nivel de liquidos estudiado:

1. El sistema puede empezar a operar en cualquier condicion inicial, donde el nivel del
liquido en los tanques T} y T, puede tener cualquier altura hy(0) y h2(0). El algoritmo
de control se encarga de llevarlos a las referencias H; y Hy previamente fijadas.

2. Una vez que las alturas hq(t) y ho(t) alcanzan las referencias H; y Hs, el funcionamiento
6ptimo del sistema consiste en mantener el nivel lo mas cercano posible a esta referencia.

3. Desde el inicio de la operacién del sistema, el arduino captura datos de los sensores S;
y S cada 3 segundos. Debido a que el sistema tiene una dinamica lenta, se capturan
muchos datos repetidos, por lo que es necesario depurarlos antes de analizarlos.

4. Para el algoritmo que se implementa, se utilizan los datos capturados cuando el sistema
estd en estado estable alrededor del punto de referencia (Hi,Hs). Es por ello, que se
eliminan los datos correspondientes a cuando las alturas atin no alcanzan las referencias,
ver Figura 4.1.

39
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Figura 4.1: Base de datos depurados. Estos datos son los que se utilizaran para aplicar el
algoritmo de diagndstico de fallas, dichos datos giran entorno al punto referencia (Hy, Hs)
que se marca en verde.

4.2. Desarrollo del algoritmo

Cuando las alturas hy(t) y he(t) capturadas por los sensores alcanzan las referencias,
los datos (hy(t), ho(t)) tienen un comportamiento oscilatorio alrededor del punto (Hi, Hs).
Este comportamiento da lugar a que los datos generen ciclos, los cuales seran estudiados con
ATD para el desarrollo del algoritmo de diagnostico de fallas. A continuacion se describe el
algoritmo utilizado en 6 pasos:

Paso 1. Una vez que los datos (hy(t), ha(t)) estan alrededor del punto (Hy, H), se guardan
los primeros 50 puntos para realizar un ajuste lineal de ellos, como se muestra en la Figura
4.2. Asi, se determina una linea recta que se denota como L.

37

36 b
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w
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32 33 34 35 36 37 38

h,(0) em)

Figura 4.2: En color café y punteada se muestra el ajuste lineal L; de los primeros 50
datos (hi(t), ha(t)) cuando el sistema ya estd en operacién éptima. La linea azul Lo por
el punto referencia (Hy, Hs) es la perpendicular al ajuste lineal.
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Paso 2. A través del punto (Hi, Hy) se traza la linea recta L, perpendicular a L, como se
muestra en la Figura 4.2.

Paso 3. En adelante se registra cada vez que los datos (hy(t), ha(t)) cruzan a la recta Lo, sin
importar el sentido del cruce (arriba-abajo o abajo-arriba).

Paso 4. Los datos se separan en “ciclos” C},Cy,Cs, ..., de manera que los puntos inicial y
final de cada ciclo corresponden a dos cruces por Ly consecutivos y en el mismo sentido, ver
Figura 4.3. Es importante destacar que un ciclo no necesariamente sigue un patrén uniforme.
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Figura 4.3: Ciclo Cs de la nube de datos capturados por los sensores S1, S3. En color café se
ilustran los puntos inicial y final del ciclo, lo cuales corresponden a dos cruces por Ls.
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Figura 4.4: Los puntos en color negro representan los datos originales y los de color gris sin
relleno representan los 10 puntos agregados entre ellos.

Paso 5. Los datos en los ciclos pueden estar muy separados, lo que podria generar que el ATD
no extraiga la persistencia de los 1-hoyos contenidos en ellos. Para evitar esto, se agregan 10
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puntos uniformemente distribuidos en el segmento que une a cada par de datos consecutivos,
también se realizé esto entre los datos inicial y final de cada ciclo, como se muestra en la
Figura 4.4.

Paso 6. A cada ciclo C; se le aplica el ATD para determinar asi el radio en que muere el
ultimo 1-hoyo contenido en Cj, al cual llamamos radio de muerte y lo denotamos 7,¢(j). Por
ejemplo, en el ciclo Cy de la Figura 4.4, el radio de muerte del dltimo 1-hoyo es 7,,,¢(8) = 0.346
y se ilustra en el codigo de barras de la Figura 4.5. La idea general es que el radio de muerte
Tmue(J) Proporciona una nocién de qué tanto rodea el ciclo C; al punto de referencia (Hy, H»).
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Figura 4.5: En linea punteada se marca el radio de muerte 7,4, (8) del dltimo 1-hoyo para el
ciclo Cg.

4.3. Resultados obtenidos

Para la aplicacién del algoritmo desarrollado en la secciéon anterior, se tomaron H; = 35y
H, = 34 como alturas de referencia y se dejé correr el sistema por aproximadamente 1 hora.
Con el objetivo de mostrar el funcionamiento de la estrategia y como ésta detecta los distintos
tipos de fallas, se aplica el algoritmo a los diferentes escenarios descritos en el Capitulo 2 para
el sensor S7 que mide la altura del tanque superior. Los resultados obtenidos se presentan a
continuacion:

1. Funcionamiento optimo. Durante un funcionamiento adecuado del sistema los resul-
tados obtenidos se presentan en la Tabla 4.1. La primera columna corresponde al ntimero
de ciclos generados durante el tiempo de operacién, los cuales son un total de 20, cada uno
conformado por aproximadamente 20 datos. En la segunda columna se presentan los radios
de muerte del tltimo 1-hoyo contenido en cada uno de ellos. Como se muestra en la Tabla
4.1, el radio de muerte 7,,,.(1) correspondiente al primer ciclo es el mas grande. Esto se
debe al hecho de que por ser el primero, en este ciclo se consideran datos que se obtienen de
cuando el sistema evoluciona de las condiciones iniciales hacia el punto referencia (Hy, Hs),
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ver Figura 4.6. Por esta observacion, el radio r,,,.(1) nos proporciona un cota natural para
los radios de muerte de los ciclos posteriores, es decir, si el sistema esta funcionando de ma-
nera 6ptima, entonces los radios de muerte del dltimo 1-hoyo para los ciclos C; cumplen la
siguiente condicién

Foue(1) = Te(j),  paratodo  j>2.

Tabla 4.1: Radios de muerte r,,,.(j) del ltimo 1-hoyo asociado al ciclo j en condiciones de
funcionamiento éptimo del sistema.

No. ciclo (j) | "mue(j) para un funcionamiento
6ptimo
1 0.5256
2 0.2987
3 0.2491
4 0.2729
5 0.3306
6 0.4803
7 0.2688
8 0.3461
9 0.2258
10 0.2979
11 0.4038
12 0.3038
13 0.2694
14 0.3457
15 0.4237
16 0.1792
17 0.2044
18 0.4593
19 0.0614
20 0.3186
37
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Figura 4.6: El primer ciclo generado se marca en color negro y el resto de los ciclos en
color gris. Notar que el primer ciclo incluye algunos puntos que atin estan alejados del punto
referencia (Hy, Hs) (en verde), por ese motivo el radio de muerte 7p,,(1) es el mayor.
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2. Falla de Tipo 1. Esta falla indica que el sensor esta registrando lecturas menores a las
correctas, lo que lleva a que la altura en el tanque T} permanezca por debajo de la referencia
durante 50 segundos. Por lo tanto, en este periodo de tiempo los datos no cruzan a la recta
perpendicular Lo, lo que genera que el ciclo (g tenga un radio de muerte mas grande que el
Tmue(1) del primer ciclo en funcionamiento éptimo. Este radio de muerte se ilustra en color
rojo en la Tabla 4.2 y su ciclo correspondiente se ilustra en la Figura 4.7.

Tabla 4.2: Radios de muerte 7,,4.(j) para los ciclos en funcionamiento éptimo y en la pre-
sencia de Falla del Tipo 1

No. ciclo (j) Tmue(J) Para un rmue(J) Para
funcionamiento éptimo | Falla de Tipo 1
1 0.5256 0.5256
2 0.2987 0.2987
3 0.2491 0.2491
4 0.2729 0.2729
5 0.3306 0.3306
6 0.4803 0.4803
7 0.2688 0.2688
8 0.3461 0.3461
9 0.2258 0.2258
10 0.2979 2.2204
11 0.4038 0.3018
12 0.3038 0.3457
13 0.2694 0.4237
14 0.3457 0.1792
15 0.4237 0.2044
16 0.1792 0.4593
17 0.2044 0.0614
18 0.4593 0.3186
19 0.0614
20 0.3186
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Figura 4.7: Ciclo Cy¢ cuando hay presencia de una falla del Tipo 1. El r,,,(10) generado
es mucho més grande que el r,,,.(1). En los datos se observa un alejamiento del punto de
referencia por un periodo de tiempo
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En la columna 1 de la Tabla 4.2 se registra el nimero de ciclo j, la columna 2 corresponden
a los radios de muerte 7p,,.(j) en funcionamiento 6ptimo y en la columna 3 se muestran los
radios de muerte 7,,,.(j) cuando hay presencia de una falla.

3. Falla de tipo 2. Esta falla representa cuando S; esta registrando lecturas mayores a la
correcta, lo cual hace que se generen dos ciclos grandes (g, C4; ilustrados en la Figura 4.8,
es decir, los radios 7, (10) v 7mue(11) superan la cota establecido por 7,,,.(1). Estos radios
marcados en color rojo en la Tabla 4.3, representan que el nivel del liquido en el tanque 7T}
supero la referencia.

Tabla 4.3: Radios de muerte 7,,4.(j) para los ciclos en funcionamiento éptimo y en la pre-
sencia de Falla del Tipo 2

No. Ciclo | Funcionamiento | Falla del tipo 2
6ptimo T;

1 0.5256 0.5256
2 0.2987 0.2987
3 0.2491 0.2491
4 0.2729 0.2729
5 0.3306 0.3306
6 0.4803 0.4803
7 0.2688 0.2688
8 0.3461 0.3461
9 0.2258 0.2258
10 0.2979 0.9940
11 0.4038 1.5615
12 0.3038 0.3457
13 0.2694 0.4237
14 0.3457 0.1792
15 0.4237 0.2044
16 0.1792 0.4593
17 0.2044 0.0614
18 0.4593 0.3186
19 0.0614

20 0.3186
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Figura 4.8: En presencia de una falla del Tipo 2, se generan dos ciclos Cjg(en negro), C1q
€on Tpye(en color rojo) mayores al 7p,4(1).
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Es importante indicar que los dos escenarios anteriores representan fallas intermitentes,
es decir, que después de un periodo de tiempo el sistema regresa a su funcionamiento 6ptimo.
En el siguiente tipo de falla, el sistema deja de funcionar por completo.

4. Falla del tipo 3. Esta falla representa una pérdida total del sensor S;. En la segunda
columna de la Tabla 4.4 se ilustra como comienza el sistema a funcionar de manera 6ptima,
pero después del ciclo 9 ya no se registra ningtin dato de S1, lo que hace que ya no se genere
ningun ciclo y que ya no se tenga un radio de muerte r; para j > 9.

Tabla 4.4: Radios de muerte 7,,4.(j) en presencia de una falla del Tipo 3.

Ciclo | Funcionamiento | Falla del tipo 3
6ptimo T;
1 0.5256 0.5256
2 0.2987 0.2987
3 0.2491 0.2491
4 0.2729 0.2729
5 0.3306 0.3306
6 0.4803 0.4803
7 0.2688 0.2688
8 0.3461 0.3461
9 0.2258 0.2258
10 0.2979 Sin senal
11 0.4038 Sin senal
12 0.3038 Sin senal
13 0.2694 Sin senal
14 0.3457 Sin senal
15 0.4237 Sin senal
16 0.1792 Sin senal
17 0.2044 Sin senal
18 0.4593 Sin senal
19 0.0614 Sin senal
20 0.3186 Sin senal

Notar que para los distintos tipos de fallas, la nube de datos generado presenta un des-
plazamiento, ya sea a la derecha o a la izquierda del punto de referencia, sobre el eje x para
el caso del sensor 5.

4.4. Analisis comparativo entre TDA, observadores y
analisis de umbrales

En esta seccion se comparan tres enfoques distintos de diagnéstico de fallas aplicados al
mismo sistema: el analisis topoldgico de, observadores de entradas desconocidas y analisis
de umbrales. Esta comparacién permite evaluar las ventajas y limitaciones de cada técnica,
destacando la utilidad del enfoque de analisis topoldgico de datos frente a métodos conven-
cionales.

Dado que el sistema estudiado presenta una dindmica no lineal y esta sujeto a perturba-
ciones o ruido, la eleccién del método de diagnostico es crucial. En este trabajo, se eligio el
ATD como enfoque principal, dada su capacidad para detectar cambios en la estructura glo-
bal de los datos sin requerir un modelo matematico explicito. Esta caracteristica representa
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una ventaja frente a los observadores de entradas desconocidas, los cuales, si bien ofrecen una
alta sensibilidad ante fallas pequenas, dependen de una modelacién precisa . Por otro lado, el
andlisis de umbrales, aunque es simple de implementar y util para detectar fallas abruptas,
presenta limitaciones en su sensibilidad y puede generar falsos positivos o no detectar fallas
sutiles, como las intermitentes.

Desde la perspectiva del sistema de nivel de liquidos, donde las seniales pueden presentar
oscilaciones y ruido, el ATD demostré ser una herramienta robusta que permite visualizar
cambios topoldgicos en las trayectorias de los datos. En contraste, los observadores requie-
ren un ajuste cuidadoso y pueden no ser facilmente adaptables a variaciones no modeladas.
El analisis de umbrales, si bien puede ser una solucion rapida en entornos industriales, re-
quiere establecer limites apropiados, los cuales pueden no ser obvios cuando el sistema tiene
comportamiento variable.

Tabla 4.5: Comparacion entre métodos de diagnéstico de fallas aplicados al sistema de nivel de liquidos

Criterio Analisis To- | Observadores de | Andilisis de um-
polégico de | entradas desco- | brales
Datos (TDA) nocidas
Requiere modelo ma- | No Si No
tematico
Sensibilidad a fallas | Alta Alta Baja
pequenas
Robustez ante ruido Alta (con procesa- | Media Baja
miento adecuado)
Facilidad de imple- | Media (requiere | Baja (modelado | Alta
mentacién procesamiento to- | e implementacién
poldgico) compleja)
Capacidad de locali- | S{ (por patrones to- | S{ Limitada
zar la falla poldgicos)
Tipo de informacién | Datos histéricos del | Modelo dindmico + | Senales de salida
usada sistema entradas/salidas
Dependencia de la ex- | Baja Media Alta
periencia del usuario

En este capitulo se presento el algoritmo desarrollado basado en el anélisis topologico de
datos para diagnosticar fallas en el sistema de nivel de liquidos estudiado. Cada etapa del
algoritmo se acompana de ilustraciones que facilitan su comprension.

Asi mismo se muestran los resultados obtenidos, los cuales evidencian la efectividad del
algoritmo desarrollado, destacando su capacidad para detectar fallas con una alta precision.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1. Conclusiones

En esta tesis, se desarrollé un enfoque basado en Andlisis Topolégico de Datos (ATD),
aplicado a un sistema de nivel de liquidos de dos tanques interconectados en cascada. El
objetivo principal fue diagnosticar fallas en los sensores del sistema mediante el analisis de
las propiedades topoldgicas de los datos generados por los sensores durante su operacion.

En primera instancia, se describio el sistema nivel de liquidos, detallando los componentes
fisicos, su principio de funcionamiento y la instrumentacion necesaria para su correcto funcio-
namiento. Si bien tanto los sensores y actuadores son susceptibles a falla, esta investigacién
se centrd especificamente en el diagnodstico de fallas en los sensores, tomando el sensor 1 como
caso de estudio, con la finalidad de validar la efectividad de la estrategia propuesta.

Con la caracterizacién del sistema, se introdujeron los conceptos de diagndstico de fallas
y los métodos que se han usando hasta la actualidad. Debido a las limitaciones que presentan
dichos enfoques, como la dependencia de modelos matematicos, la sensibilidad frente a ruido,
o la necesidad de contar con grandes volimenes de datos, justifican la necesidad de explorar
nuevas estrategias, en este caso el ATD como una técnica reciente en el campo del diagnéstico
de fallas.

Para sustentar la técnica propuesta, se presentaron los preliminares matematicos nece-
sarios del analisis topolégico de datos, como los complejos de Vietoris-Rips, la homologia
persistente y los cédigos de barras, herramientas esenciales para estudiar la evolucion de las
propiedades topoldgicas de los datos, proporcionando informacién valiosa para la deteccién
de estructuras que indiquen la presencia de falla.

Como parte final de este trabajo, se desarroll6 un algoritmo de diagnostico de fallas,
tomando en cuenta los fundamentos tedricos previos. Los resultados obtenidos demostraron
que el ATD es una herramienta robusta frente a variaciones o deformaciones en los datos y
capaz de detectar los cambios en la estructura de los datos, esto permite a tener ventajas
frente a otros métodos. A diferencia de técnicas tradicionales como el andlisis de umbrales
o el uso de observadores con entradas desconocidas, el enfoque propuesto permite distinguir
claramente entre un comportamiento normal y la apariciéon de anomalias, reduciendo asi la
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posibilidad de falsas alarmas.

Como principal aportacion, en esta tesis se propone un enfoque innovador en el area
del diagnéstico de fallas basado en el estudio de la topologia de los datos. En comparacién
con métodos tradicionales (basados en modelos mateméticos, andlisis de senales, andlisis
de umbrales, Machine Learning ), el ATD presenta ventajas significativas que se detallan a
continuacion:

= Con ATD no es necesario tener un modelo matemético del sistema para hacer el
diagnéstico de fallas.

= La aplicacién del ATD no restringe la cantidad de datos disponibles, ya sea que se tenga
muchos o pocos. En comparaciéon con el métodos de Machine Learnig que si ocupan
gran cantidad de datos para su entrenamiento.

= El ATD es robusto ya que las propiedades que extrae de los datos no cambian con
pequenas variaciones.

= El ATD es tolerante a ruido en comparacién con el analisis de umbrales, que detecta
como falla cuando un dato sale del umbral.

= El algoritmo que se desarrollé en este trabajo se puede generalizar para aplicarlo en el
diagnostico de fallas de cualquier sistema no lineal con un comportamiento oscilatorio
similar al sistema estudiado en este texto.

Finalmente es importante destacar que se cumplié con el objetivo general y los objetivos
particulares de la tesis al lograr tener resultados satisfactorios en la aplicacién del ATD. A
continuacion se mencionan los trabajos futuros.

5.2. Trabajos futuros

Este enfoque presentado abre puertas para futuras investigaciones y mejoras en el algo-
ritmo desarrollado, por ejemplo en la aplicacién en sistemas mas complejos. A continuacién
se presentan algunos trabajos futuros.

» Actualmente se esta implementando el algoritmo desarrollado en esta tesis para que
pueda realizar el diagnéstico de fallas en este sistema nivel de liquidos en tiempo real,
de tal forma que cada vez que se detecte un comportamiento anémalo, se active una
alarma.

= Generalizar el algoritmo para diagnéstico de fallas en cualquier componente del sistema.

» Implementar un esquema de control tolerante a fallas.
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Apéndice A
Caracteristicas del controlador

Se presenta el diagrama de bloque del controlador implementado en Matlab Simulink y
las ganancias del controlador

Figura A.1: Diagrama de bloques del controlador en Simulink.

Una para las ganancias del controlador Takagi-Sugeno (las
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Caracteristicas del controlador

Tabla A.1: Ganancias del controlador por retroalimentacién de estado en el modelo Takagi-Sugeno
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Apéndice B

Cddigos de programacion para el
algoritmo implementado

B.1. Cdédigo para captura de datos y extracciéon de ci-
clos en Matlab®

A continuacién se presenta el c6digo con los comentarios (indicados con el simbolo % y
en mayusculas) que describen de manera general cada uno de los pasos mencionados en el
algoritmo.

J DEFINICION DE LAS REFERENCIAS (H_1,H_2)
H_1=35;
H_2=34;

% ALTURAS LEIDAS POR LOS SENSORES
h_i=S_3i*100;

JDEPURACION DE LOS DATOS

u_1=0.03*H_1;

u_2=0.03*%H_2;

u_inf=H_2-u_2;

u_sup=H_1+u_1;

h_dep=unique(h_i, 'rows', 'stable');

indice_hr = find(h_dep(:,1) > u_inf & h_dep(:,1) < u_sup & h_dep(:,2) > u_inf &
— h_dep(:,2) < u_sup,1);

h_est=h_dep(indice_hr:end,:)

JAJUSTE LINEAL CON LOS PRIMEROS 50 DATOS CUANDO h_+i YA ESTA OSCILANDO EN LA REFERENCTA
n=50;

d_u = h_est(h_est(:,1) > u_inf h_est(:,1) < u_sup & h_est(:,2) > u_inf & h_est(:,2) <
< u_sup, :);

h_ajus = d_u(l:n,:);

a = polyfit(h_ajus(:,1), h_ajus(:,2), 1);

L_1 = polyval(a, d_u(:,1));

25
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#CALCULO DE LA RECTA PERPENDICULAR

m = a(l);
mp=-1/m;

b_p =H.2 - m_p * H_1;
L2=mp *du+ b_p;

/% REGISTRO DE DATOS h_1 y h_2 CUANDO CRUZAN LA RECTA PERPENDICULAR
enc = false;
for i = 2:size(h_est, 1)
y_pan = m_p * h_est(i-1, 1) + b_p;
y_pac = m_p * h_est(i, 1) + b_p;
pos_ant = h_est(i-1, 2) - y_pan;
pos_act = h_est(i, 2) - y_pac;
d_act = abs(h_est(i, 2) - y_pac);
if ((pos_ant <= 0 && pos_act > 0) || (pos_ant >= 0 && pos_act < 0)) && d_act > u_d
p_c = 1i;
enc = true;
break;
end
end

% EXTRAER LOS CICLOS
ddpc = h_est(p_c:end, :);
c = 0;
ciclo = 1;
p_ciclo =
i=1;
while i <= size(ddpc, 1)
plot(ddpc(i, 1), ddpc(i, 2));
p_ciclo = [p_ciclo; ddpc(i, :)1;
if i > 1
quiver(ddpc(i-1, 1), ddpc(i-1, 2), ddpc(i, 1) - ddpc(i-1, 1),ddpc(i, 2) -
— ddpc(i-1, 2), 0, 'Color', 'r');

(1;

y_pa = m_p* ddpc(i-1, 1) + b_p;

y_act = m_p *ddpc(i, 1) + b_p;

if ((ddpc(i-1, 2) > y_pa && ddpc(i, 2) < y_act) || (ddpc(i-1, 2) < y_pa &&

< ddpc(i, 2) > y_act)) &&(abs(ddpc(i-1, 2) - y_pa) && abs(ddpc(i, 2) - y_act))

c=c¢c+ 1;
if ¢ ==

name_file = sprintf('ciclo%d.txt', ciclo);
dlmwrite(name_file, p_ciclo, 'delimiter', '\t');
pause (10) ;

c = 0;

ciclo = ciclo + 1;

p_ciclo = ddpc(i, :);
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end

B.2. C(Codédigo de analisis de datos en Python

Se hizo uso de la paqueteria ghudi para el anélisis de los datos con ATD. A continuacién, se
presenta el c6digo junto con una explicacion general, donde los comentarios estan denotados
con mayusculas y con el simbolo # .

#CARGA DE LAS PAQUETERIAS NECESARIAS PARA EL ATD
import gudhi as gd

import os

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#IMPORTAR CICLOS GENERADOS
¢ = np.loadtxt('C:\\documents\\ciclo8.txt',delimiter="\t")

#INTERPOLACION DE LOS CICLOS, AGREGANDO 10 PUNTOS ENTRE ELLOS
from scipy.interpolate import interpld

def interpolate_uniformly(c, p):
¢ = np.array(c)
¢ = np.vstack([c, c[0]1])
interpolated_c = []
x=np.arange (c.shape[0])
X_new=np.linspace(0, c.shape[0]-1, num=p*(c.shape[0]-1)+ c.shape[0])

for col in range(c.shape[1]):
f=interpld(x, cl[:, coll, kind='linear')
interpolated_col=f (x_new)
interpolated_c.append(interpolated_col)
c_interpolated=np.column_stack(interpolated_c)

return c_interpolated
c_interpolated=interpolate_uniformly(c, p=10)

#APLICACION DEL ATD
ac=gd.RipsComplex(c_interlpolated)
st=ac.create_simplex_tree(max_dimension=2)
persistence_diagrams= st.persistence()
persistence_diagrams_c= []
for dim, interval in persistence_diagrams:
start=interval[0]/2
end=intervall[1]/2
interval_c= (dim, (star, end))
persistence_diagrams_c.append(interval_c)
gd.plot_persistence_barcode(persistece_diagrams_c,max_intervals=15)
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