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Resumen

El presente documento tiene como proposito mostrar el trabajo realizado
sobre tres problemas de Geometria Discreta en los cuales he trabajado du-
rante mis estudios de doctorado. El enfoque utilizado cuenta con el anadido
del uso de herramientas computacionales. Las mismas aparecen en varios as-
pectos como los son: la asistencia en el estudio de los problemas, el diseno de
una demostracion asistida por computadora, la bisqueda de ejemplos y el di-
seno de algoritmos. De igual manera, se incluyen demostraciones puramente
matematicas de resultados en dichos temas.

Sobre el primer problema, en este trabajo se presenta un enfoque para
estudiar cuando podemos teselar un poligono con piezas congruentes. En el
mismo capitulo se incluye una demostracién asistida por computadora del
hecho de que no podemos teselar cuadrados ni rectangulos con una cantidad
impar n < 9y n < 7 de piezas congruentes no rectangulares, respectiva-
mente. Ademads, se listan todas las teselaciones de cuadrados, con piezas
equiangulares no rectangulares, para n < 5.

En el siguiente capitulo se incluyen algunos avances en el problema de
determinar la minima dimension en la que un conjunto de puntos puede
realizarse, respetando un orden predefinido sobre sus distancias. El primero
es la observacion de que un tipo de orden, que habia sido expuesto en otro
trabajo como no realizable en cierta dimensién, de hecho puede realizarse en
la misma. Para esto se muestra una construccién que funciona en general. El
segundo avance es la demostracion del hecho que, para 6rdenes bipartitos con
n < m, la minima dimension en la que éstos pueden realizarse es n. Ademés
se incluyen algunos resultados computacionales.

El dltimo capitulo trata problemas sobre particiones de medidas y conjun-
tos de puntos en R?. En éste se muestra la resolucién del caso faltante para
el problema de equiparticiones ortogonales, con la exposicién de una clase
de medidas que no cuentan con una equiparticién ortogonal en R3. Ademsés,
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se incluye un algoritmo para listar equiparticiones ortogonales de conjuntos
de puntos para el caso discreto. Con el mismo, se construyeron ejemplos de
conjuntos sin dichas equiparticiones que no caen en la clase anteriormente
mencionada. También se exponen dos resultados, en los que se demuestra que
cualquier conjunto de puntos cuenta con una 1-particion ortogonal y que to-
dos los conjuntos de puntos en posiciéon convexa cuentan con una t-particién
ortogonal.

Palabras clave: Geometria Discreta, Geometria Computacional, Tesela-
ciones, Combinatoria, Particiones.



Abstract

The present document has the purpose of showing the work I have do-
ne about three Discrete Geometry problems during my PhD studies. The
approach used has the addition of using computational tools. These tools
appear in some ways such as the assistance in the study of those problems,
making a computationally assisted proof, search of examples, and algorithms
design. In the same way, there are pure math proofs of results in the presented
subjects.

About the first problem, in this work, an approach to studying the pro-
blem of deciding under which conditions we can tessellate a polygon with
congruent pieces is shown. In the same chapter, there is a computationally
assisted proof of the fact that we could not tessellate squares or rectangles
with an odd amount n < 9 and n < 7 of congruent pieces unless those
are rectangles, respectively. Moreover, there is a list with all tessellations of
squares with equiangular pieces for n < 5.

In the next chapter, some progress is presented about the problem of
deciding the minimum dimension in which a set of points can be realized such
that, a prescribed order over their distances is satisfied. The first one is the
observation that a type of order, which has been presented in another work
as unrealizable in a dimension is realizable in that one. For this, a general
construction of points is shown. The second one is the proof of the fact that,
for bipartite orders with n < m, the minimum dimension those orders can
be realized is n. To finish, some computational results are presented.

The last chapter concerns problems on measures and point sets partitions
in R?. In this one, the resolution of the remaining cases for the orthogonal
equipartition problem is presented, describing a measures class in which no
measure has an orthogonal equipartition in R3. Also, an algorithm to list
every orthogonal equipartition for a point set is included. Using that algo-
rithm, some examples of sets without that kind of partitions not contained



VI

in the mentioned class were built. At the end of this chapter, two results
about another partition problem are shown. Those are the proofs that every
point set in R? has an orthogonal 1-partition and that every set of points in
a convex position in the plane has an orthogonal ¢t-partition.
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Capitulo 1

Introduccion

Seria bastante dificil introducir el propodsito de esta tesis mencionando
algo que no se haya dicho antes sobre la importancia de las computadoras en
nuestras vidas, dado que estan presentes de alguna manera en cada actividad
humana. Las ciencias de la computacién son un campo de estudio muy amplio
dedicado especificamente a investigar qué podemos lograr mediante dicha
herramienta. Por otro lado, los ordenadores han probado su valia en el estudio
cientifico. Probablemente, el lector ha escuchado al menos sobre una manera
en la que son utilizados en las ciencias naturales como lo son: la Fisica,
Quimica y Biologia.

.Qué hay de las matematicas? Las ciencias de la computacién pueden
considerarse un area de las matematicas. El uso de resultados matematicos
y la busqueda de otros para construir algoritmos que calculen funciones de
manera eficiente abarca gran parte de las tareas realizadas en este rubro. En
el sentido contrario, las computadoras también han estado presentes en la
labor matematica.

Un ejemplo féacil de explicar es el de una conjetura de Pdlya sobre los
nimeros de Liouville, los cuales tienen un vinculo con la famosa funciéon zeta
de Riemann. Para n € N, consideremos su factorizaciéon en nimeros primos
n=pi"...p* y definamos la funcién

k
w(n) = Z a;

la cual cuenta la cantidad de factores primos de un nimero considerando su
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multiplicidad. La funcién de Liouville se define como

esta funcion que nos dice si la cantidad de factores primos de un ntimero es par
o impar. Pélya conjetur6 en 1919 [29] que la carga de nimeros con cantidad
impar de factores era en cierto sentido mayor, es decir, que la funcién

L(n) = Z/\(n)

cumple que L(n) < 0 paran > 1. Dicha conjetura fue refutada por Haselgrove
en 1958 [I7] en un articulo donde muestra una prueba por contradiccién,
realizando la evaluacién de una funcion relacionada con una Mark 1. Pero no
calcula explicitamente un nimero n tal que L(n) > 0. El minimo valor donde
la conjetura falla fue publicado por Tanaka en 1980 [36] y en dicho trabajo
reporta que 906 150 257 es el minimo valor para el cual L(n) > 0.

El anterior es un ejemplo donde el uso de la computadora esta presente en
la busqueda de contra-ejemplos para una proposicion, dichos cédlculos serian
practicamente imposibles de realizar por un ser humano. Pero no es el tinico
caso en el cual nos podria ser de utilidad la gran capacidad de construir ejem-
plos grandes. En el Capitulo |3 veremos otro uso. En este caso se construyé
un ejemplo, dificil de imaginar sin asistencia, para dilucidar una propiedad
suficiente para cumplir una Proposicién.

Otra forma en la que las computadoras han ayudado en nuestra labor
matematica es proveyendo una nueva forma de demostracion. La conocida
como asistida por computadora. Para ejemplificar dicha técnica utilizaré su
exponente mas famoso. El Teorema de los cuatro colores.

La pregunta del problema es: ;Cudl es la minima cantidad de colores ne-
cesarios para poder colorear propiamente cualquier grafica plana? Se tienen
registros de que dicha pregunta, parafraseada como un problema sobre colo-
rear mapas, fue hecha por August De Morgan en 1852 en una carta dirigida
a William Rowan Hamilton. Desde esa fecha, una respuesta a dicha pregunta
eludié a muchos matematicos mas, entre ellos Charles Sanders Pierce, Arthur
Cayley y Alfred Bay Kempe. Los intentos de dar una demostracién en la que
la minima cantidad de colores necesarios es 4 incluyeron falsas demostracio-
nes, es decir que contienen errores, correcciones de algunas de estas y hasta
existe una prueba errénea que fue aceptada por muchos anos como vélida
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por la comunidad matematica. En su libro, Amanda Montejano [2§] cuenta
de una forma interesante y divulgativa la historia de la proposicién.

Volviendo a la respuesta de la pregunta, no fue hasta 1977 cuando se
publicé una demostracién de que 4 colores siempre bastan en dos articulos
de K. Appel, W. Haken y J. Koch [3 [4]. En estos aparecié una demostracién
asistida por computadora, en resumen la estrategia fue, dada la hipotesis de
la planaridad de las graficas, encontrar un conjunto finito de configuraciones
inevitables y después hacer la comprobacion de que solo son necesarios 4 colo-
res para obtener una coloracion propia de los vértices. Lo que nos interesa de
esta prueba es la estrategia en si, que se puede extrapolar a otros problemas,
la cual consiste en reducir a una cantidad manejable por una computadora
el nimero de casos a revisar. Esto ultimo, seguido de la inspecciéon automa-
tizada implementando un algoritmo.

En conjunto con el enfoque computacional, este es un trabajo que compila
resultados de investigacién matemédtica. En especifico, de Geometria Discre-
ta. Podemos definir dicha area de las matematicas como la que estudia las
propiedades combinatorias de estructuras geométricas. Problemas de empa-
quetados, cubiertas, teselaciones, convexidad, teoria de rigidez, geometria de
computacional y de nimeros, son algunos ejemplares del area. El ejemplo
més representativo es sin duda el Teorema de Helly, publicado en 1923 [18].

El Teorema dice que si consideramos una familia de convexos X1, ..., X,, C
R? tal que n > d + 1 con la propiedad de que la interseccién de cualesquiera
d 4+ 1 es no vacia, entonces todos los conjuntos de la familia tienen intersec-
cién no vacia. Notese que aunque es un resultado sobre objetos geométricos,
la hipotesis sobre las familias es combinatoria. Como nota adicional, este
también aparecié publicado en 1921 por Konig [19] y en 1922 por Radon
[30].

La busqueda de patrones puramente combinatorios nos permite enten-
der estructuras que son mas complejas, desde un punto de vista mas sim-
ple. Este es el mismo motivo por el cual se prestan para la utilizacién de
técnicas computacionales. Al ser combinatorias las propiedades que estamos
estudiando, y casi siempre de caracter finito, la utilizacién de algoritmos re-
sulta natural para analizar los mismos. El objetivo de esta tesis es presentar
tres trabajos realizados durante mis estudios de doctorado, en los cuales se
emplearon técnicas matematicas y computacionales.

En el Capitulo |2 se presentan pruebas asistidas por computadora de al-
gunos hechos sobre teselaciones de poligonos. El primero es el hecho de que
un cuadrado no puede ser teselado con una cantidad n < 9 impar de piezas
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congruentes entre si, a menos que dichas piezas sean rectangulos. Lo mismo
se cumple al querer teselar un rectangulo con una cantidad n < 7 impar
de piezas congruentes. Ademads, listamos las teselaciones de 5 piezas de un
cuadrado, cuando las piezas son equiangulares entre si, i.e. cuando las piezas
tienen la misma medida en cada angulo en el mismo orden. Estos resultados
contestan algunas preguntas realizadas en [39], que vienen de un problema
derivado del propuesto en [23].

En el Capitulo [3|tratamos con un problema sobre la prescripcién de orde-
nes sobre las distancias de puntos en el espacio euclidiano. El problema se
puede plantear como sigue. Sea GG una grafica simple con N vértices y sea
< un orden definido sobre las aristas de G. ;Existen N puntos en R¢ y una
enumeracién de éstos tal que (4, 7) < (k,1) <= d(z;,x;) < d(xy, 2;)? (Cudl
es la minima dimensién en la que podemos encontrar dichos puntos? En [I]
se responde afirmativamente la primera pregunta para cualquier par (G, <)y
parcialmente la segunda pregunta para gréaficas completas y bipartitas. Sobre
el caso de K, ellos afirman que d = n — 2 es la minima dimensién donde
existen los puntos para cualquier orden. Para esto muestran un orden que
sefialan que no se puede realizar en R" 3, pero el resultado que utilizan para
esta tarea es falso. Ademas, el orden que proponen es de hecho realizable,
lo cual se muestra en el mismo capitulo. Cuando G = K, ,,, prueban que
n—1<d<nparan < my en el mismo capitulo se exhibe una clase de
érdenes que no puede realizarse en R"~! cuando n < m. Ademds se incluyen
algunos resultados computacionales sobre este caso.

En el Capitulo [4] se tratan los resultados obtenidos sobre problemas de
particiones de medidas en R? y R3. Para esto consideramos medidas de Borel
tales que u(H) = 0, para cualquier hiperplano H. Decimos que d hiperpla-
nos forman una equiparticiéon ortogonal de una medida p, si los hiperplanos
son ortogonales entre si y cada regién formada por dichos planos cumple que
u(R) = 1/2%. La pregunta que tratamos en R? es, si para toda medida exis-
te una equiparticion ortogonal y la respondemos negativamente mostrando
una clase de medidas sobre la curva de momento que no cuentan con di-
chas particiones. Ademas mostramos ejemplos obtenidos mediante el uso de
computadora de conjuntos de puntos que no tienen equiparticion ortogonal
y no se encuentran sobre la curva de momento. También presentamos un
algoritmo para listar todas las equiparticiones ortogonales para conjuntos de
puntos. El problema que tratamos en R? es uno relacionado al anterior. Sea
0 <t <1/4y p una medida en R? ;Existen dos rectas ortogonales que
dividan el plano en 4 regiones (listadas en sentido horario) con medidas ¢,
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t, (1 —=2t)/2y (n—2t)/2 respecto a u? Se conoce que dicha pregunta tiene
respuesta afirmativa para t = 0, 1/4. Nosotros presentamos algunos avances
en la version discreta, mostrando que la pregunta tiene respuesta afirmativa
cuando t = 1 y para cualquier valor de ¢t cuando los puntos se encuentran en
posicién convexa.



Capitulo 2

Teselaciones de poligonos

2.1. Introduccion

Sean P y T poligonos convexos. Decimos que P puede ser teselado por
n copias de T, si existen convexos T7i,...,T},, todos congruentes a T', tales
que P = UT; y int(T;) Jint(7;) = O para i # j. Una pregunta natural
es ;Bajo qué condiciones puede P ser teselado por n copias de 17 En este
Capitulo nos concentraremos en dicha pregunta, cuando P es un cuadrado o
un rectangulo.

Es facil ver que para cada n € N, un cuadrado se puede teselar por
n rectangulos congruentes. Eso se puede conseguir dividiendo el cuadrado
mediante n — 1 lineas verticales. Si n no es primo, existen otras maneras de
teselar con rectangulos. Si consideramos n par, tampoco resulta dificil de ver
que podemos teselar utilizando un triangulo rectangulo. En general, no se
conoce si existe un nimero n impar y una pieza no rectangular que tesele
con n copias un cuadrado. La conjetura que se mantiene, como aparece en
[31], es la siguiente:

Conjetura 2.1. Sin € N es impar, entonces un cuadrado puede ser teselado
por n copias congruentes de un poligono convexo T si y solo si T es un
rectangulo.

Dicha conjetura fue propuesta para n = 3 por Rabinowitz como un pro-
blema en la revista Cruz Mathematicorum y fue respondida por Maltby [23].
El mismo generalizo su resultado, mostrando que es imposible teselar un
rectangulo por 3 copias de T', a menos que 7' sea un recténgulo [24].
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Para el caso n = 5, la conjetural2.1]fue verificada por Yuan et al. [39]. Ellos
atribuyen un problema similar a Danzer, quien conjetur6 que un cuadrado no
puede ser teselado por 5 poligonos congruentes (convexos o no), a menos que
sean rectangulos. La conjetura de Danzer sigue abierta. En el mismo trabajo
de Yuan et al. también proponen la conjetura solo para n primo.

Por otra parte, si nos centramos en la cantidad de lados que debe de tener
T existen algunos resultados. Thomas y Monsky [37, 27] probaron indepen-
dientemente que un cuadrado no puede ser teselado por una cantidad impar
de tridngulos con la misma &area y, en particular, por una cantidad impar de
triangulos congruentes. Recientemente, Rao et al. mostraron que 7" no puede
tener mas de 6 lados y tampoco puede ser un trapecio rectangulo [31].

En este Capitulo se presenta otra manera de abordar este problema, con
la cual se obtuvieron pruebas asistidas por computadora de los resultados
presentados en las secciones v [2.4] En resumen, la estrategia general es
la siguiente: asumimos que un cuadrado o rectangulo P puede ser teselado
por n copias de un poligono convexo T, el cual no es un rectangulo. En la
Seccién deducimos algunas propiedades que dicha teselacion deberia te-
ner. Seguido, construimos una grafica asociada a la teselacién. Después, en la
Seccion se expone el algoritmo que utilizamos para descartar las posibles
graficas relacionadas con dichas teselaciones. Dado que cada teselacion tiene
una grafica asociada, entonces al haber descartado todas las posibles gréficas,
concluimos que no existen dichas teselaciones. La Seccién muestra una
modificacién al algoritmo para ser utilizado en un caso mas general y de es-
ta forma contestar algunas preguntas abiertas planteadas en [39]. La dltima
seccion esta dedicada a algunas conclusiones y preguntas abiertas sobre el
tema.

El trabajo que exploramos en este capitulo es el presentado en [21] en
conjunto con el Dr. Edgardo Roldan.

2.2. Propiedades combinatorias de la tesela-
cion

Comenzaremos listando las cuatro propiedades que las teselaciones de un
cuadrado o rectangulo deberian tener. Las primeras tres son combinatorias
y seran de ayuda para reducir el nimero de graficas por analizar. La tltima
es geométrica y sera usada mas adelante en el algoritmo.
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Lema 2.2. Sean n > 3 un natural tmpar y sea P un rectangulo. Considere-
mos Sg, S1, S2, S3 como los lados cerrados de P ordenados ciclicamente, donde
los indices los tomamos (méd 4). Si P puede ser teselado por n copias,
Ti,...,T,, de un poligono convexo T, entonces se cumple lo siquiente:

1. T tiene al menos cuatro lados.

2. Si una pieza T; intersecta dos lados consecutivos sy y sg+1 de P, en-
tonces T; contiene el vértice de P comiun a ambos lados.

St P es un cuadrado, T tiene exactamente cuatro lados y no es un rectangulo,
también se cumple que:

3. Una pieza T; no puede tener dos lados a,b tales que a C s y b C Spio
para ningun k.

4. T no tiene dos angulos rectos consecutivos.

Demostracion. Como se menciond en si P es un cuadrado, entonces (1)
se sigue de los resultados en [37, 27]. Si P es un rectangulo, entonces pode-
mos aplicar una transformacion lineal que lo envie a un cuadrado. Como las
transformaciones lineales preservan areas, el mismo resultado se cumple.

La parte (4) es el Teorema 1.2 en [31].

Para probar (2), asumamos que T; intersecta los lados sy y sk4+1, pero no
intersecta la esquina contenida en s M sgyq. Si T; toca dos esquinas opuestas
de P, como en la Figura (izquierda), entonces el didmetro de T; es igual
al de P. Consideremos ahora las componentes conexas de P\ T;: estds son al
menos dos, de lo contrario 7; cubriria una mitad de P. Una de estas compo-
nentes debe estar propiamente contenida en uno de los tridngulos rectangulos
obtenidos de partir P por su diagonal, pero cualquier pieza en esta compo-
nente debe tener diametro menor que el de P. Lo cual es una contradiccién.
Si T; no toca dos esquinas opuestas de P, como en la Figura (medio),
es similar. Sea T} una pieza que contiene la esquina comun de P a los lados
Sk Y Sk+1. Entonces el didmetro de T debe ser menor que el de 7j, lo cual
también es una contradiccion.

Para terminar, asumamos que (3) no se cumple. Consideraremos dos ca-
sos, el primero cuando alguna esquina de P es incidente a exactamente una
pieza. Entonces T" debe tener un angulo recto. Como 7; tiene dos lados pa-
ralelos, debe tener dos dngulos rectos consecutivos. Esto contradice (4). El
segundo caso es cuando cada esquina de P es incidente con al menos dos
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Figura 2.1: Tres tipos de teselaciones imposibles, correspondientes a las partes
(2) v (3) del Lema 2.2 En las primeras figuras, el didmetro de cualquier
convexo contenido en C' es menor que el diametro de 7;. En la ultima figura,
los dngulos interiores de T; son todos mayores que 7 /4.

piezas. Entonces T' debe tener un angulo interior de a lo més /4. Pero T;
tiene dos vértices en s, y dos en sp.o, por lo que todos sus angulos interiores
son estrictamente mayores a 7/4, ver Figura [2.1] (derecha). O

En lo que resta de la seccion nos centraremos en la grafica asociada a
cada teselacion. Como veremos a continuacion, dicha grafica contiene toda
la estructura combinatoria de la teselacion.

Sean 171, ...,T, poligonos convexos que teselan un poligono P con lados
cerrados sy, ..., s, en orden ciclico. Construyamos una grafica G = (V| F),
donde V' = {s1,..., sk, T1,...,T,}. Definimos las aristas como sigue:

» {A,B} € E,si AN B es un segmento de longitud positiva.
w {s;,5;,} e Bifi—j=1 (mdd k).

Llamaremos a ésta, la grafica de teselado. Podemos pensar en esta
como la dual de una piramide con base en P, con este ya teselado por las
piezas 11,...,T,.

La siguiente Proposicion muestra una propiedad que sera de gran utilidad.

Proposicién 2.3. Las grdficas de teselado son 3-conezas.

Demostracion. Recordemos que cada v; es una tesela o un lado de P. Debe-
mos probar que para cada eleccion de vy,v9 € V, tenemos que G' = G—v;—y
es conexa. Para esto es suficiente probar que para cada T; € V(G') y cada
S; € V(G'), existe un camino de 7; a S;. De esta manera, cada dos vértices
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Fy

F1 F3

Fy

Figura 2.2: Una teselacién (negro) y su grafica asociada (rojo).

de G’ estarfan conectados por un camino a través de algunos lados y teselas.
Sea p un punto en el interior de T; € V(G").

Si v; vy vy son lados de P, entonces consideremos un segmento [ de p
a cualquier punto del interior relativo de S; # v1,vs. El segmento [ esta
contenido en P\ (v; Uwvy). Tomemos la gréifica inducida por las teselas que
intersecta [ y S;. Esta es una gréfica conexa de G’ la cual contiene a T; y Sj,
asi que G’ es conexa.

En el caso de que ambos v; v v2 no sean lados, consideremos una linea [
que separe los interiores relativos de v; y vy. Sea [’ la linea paralela a [ que
contiene p. Como vy y vy son convexos, la interseccién de I 'y (v Uvg) es un
segmento, un punto o el conjunto vacio. En cualquier caso, existe un segmento
contenido en [’ conectando p y un lado S; # vy, v, el cual no intersecta v Uv,.
Como en el caso anterior, esto implica que G’ es conexa. ]

Como observacion, el Teorema de Steinitz [I4] dice que la familia de
graficas poliédricas son precisamente las que cumplen ser planas y 3-conexas.
Por lo tanto, nuestras gréaficas de teselado son poliédricas.

Notemos que el grado de una tesela T' en G puede no corresponder a su
nimero de lados como poligono. De todos modos, la cantidad de lados es una
cota inferior del grado. Por otro lado, la grafica tiene un conjunto distinguido
de vértices que forman un ciclo (las aristas correspondientes a los lados), ver
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Figura [2.2]
Desde este punto nos restringiremos al caso donde P es un cuadrado

o rectangulo. Trabajaremos con las parejas (G,S), donde G = (V, E) es
una grafica plana y 3-conexa con n + 4 vértices, y S C V induce un 4-
ciclo en G. Como estas graficas nacen de una teselacién, nos referimos a los
vértices de GG simplemente como lados cuando v € S y teselas en otro caso.
Ademas, decimos que dos parejas (G, S) y (G',S") son isomorfas si existe un
isomorfismo ¢ de G a G’ tal que ¢(5) = 5".

Para evitar confusiones futuras, a la unién de los conjuntos de vértices de
las piezas T; las llamaremos los vértices de teselado. Como observacion,
cada pieza T; tiene angulos internos en cada uno de sus vértices de teselado,
aunque algunos de estos sean iguales a 7.

2.3. Explorando la teselacién

Esta seccién esta dedicada a explicar el algoritmo y las propiedades que
utiliza para descartar las posibles graficas asociadas a una teselacién.

Observacion. En la practica necesitamos generar todas las posibles graficas
de teselacién utilizando plantri [9]. Para facilitar dicha tarea, anadimos un
vértice s a la grafica y aristas (s, s;), por cada vértice en S. Esto simplifica la
revision de isomorfismos, puesto que solo revisamos isomorfismos que dejan
fijo a s. Ademas, cuando trabajamos con piezas con 4 o mas lados, aseguramos
que la grafica tiene grado minimo al menos 4.

Sea P un rectangulo con lados de longitud 1 y r o un cuadrado. Sea S
el conjunto de lados de P. Supongamos que P puede ser teselado por piezas
Ti,...,T, congruentes a un convexo 7', el cual no es un rectangulo. Como
consecuencia de la parte (1) del Lema T tiene al menos 4 lados y, por
tanto, su grafica de teselado (G, S) es una gréfica plana, 3-conexa, con n + 4
vértices y grado minimo 4.

Utilizando plantri es posible generar todas las graficas G con dichas
propiedades paran < 9. Hecho esto, podemos revisar cada grafica y hacer una
copia de la misma por cada posible ciclo 4-ciclo distinguido correspondiente
a S. Para no lidiar con copias repetidas, utilizamos el algoritmo para revisar
isomorfismo incluido en NetworkX [16].

Ahora podemos filtrar nuestras graficas utilizando la parte (2) del Lema
2.2] eliminando cada grafica que contiene mas de un vértice adyacente a los
mismos dos lados consecutivos. Después de este paso hacemos otro filtrado
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Figura 2.3: En esta teselacion podemos ver que o, +a, +ay, = 2wy t;, +t;, =
ty, +t1,.

dependiendo de si T tiene 4 o 5 lados. Si T tiene 4 lados, podemos utilizar
la parte (3) del Lema para descartar las gréficas que tienen vértices
adyacentes a lados opuestos. Si T tiene 5 lados, podemos descartar las graficas
que tienen vértices asociados a piezas con grado menor a 4.

Para continuar con la eliminacién de las posibles gréaficas de teselado,
utilizaremos las propiedades geométricas de T, en especifico los valores de
sus angulos y la longitud de sus lados. Sean py,...,px los vértices de T y
Qi,...,qf sus angulos internos. También llamaremos t; a la longitud del
segmento p;p;+1. La primera observacion es que angulos deben satisfacer la
ecuacién ag +ag + - + o = (k — 2)m.

Notemos que si v es un vértice de teselado de una pieza T;, entonces el
angulo interno de 7; en v puede ser m o algin «;. También tenemos que para
cada vértice de teselado v, la suma de los angulos internos en v de las piezas
que lo contienen debe ser 27, m o 7/2 dependiendo si v se encuentra en el
interior, un lado o en un vértice de P respectivamente (ver Figura . Por
lo tanto, los angulos a, s, . . ., . deben satisfacer un sistema de ecuaciones
lineales no homogéneas.

Algo similar pasa con las longitudes de los lados de T'. Para cada lado s;
de P, toma las piezas T; adyacentes a s;. La suma de los lados de esas piezas
contenidas en s; deben suma la longitud de s; la cual debe ser 1 o r. Esto
nos da cuatro ecuaciones lineales no homogéneas para t; y, si es el caso, para
r. Nosotros no fijamos el valor de r, lo tratamos como variable.

Miés atin, si dos piezas T; y T} se intersectan en un segmento v;vy tal que
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V1 ¥ Vg SON esquinas consecutivas de ambas piezas, entonces podemos deducir
una ecuacion de la forma t; = ¢;. En general, si tenemos un segmento ¢ que
contiene un lado de las piezas T;,, ..., T;, y T, ..., T;, tal que los T;, y T} |
se encuentran en lados opuestos de ¢ y cubren todo ¢, entonces podemos
deducir otra ecuacion lineal para los ¢; (ver Figura .

En el caso de que T sea un cuadrilatero, también podemos contar con
ecuaciones que involucren lados y angulos de T', dado que sabemos que el
drea de T es r/n vy, por tanto,

tltg Sin(Oég) + t3t4 sin(a4) = t2t3 SiIl(Oé3) + t4t1 sin(ozl) = 27’/n
. Computando las longitudes de las diagonales de T" obtenemos

2 412 — 2t1ty cos(ap) = t3 + 15 — 2tsty cos(ay)
t3 + 13 — 2tytz cos(az) = t5 + 15 — 2t4t; cos(ay).

El problema con esto es que, de la grafica G, nosotros no podemos saber qué
vértices de teselado de una pieza T; corresponden a qué vértice de T'. Si el
grado de T; en GG es mayor que 4, entonces deberiamos decidir qué vértices
de teselado de T; tienen angulo igual a 7, es decir, cudles no son vértices de
T; como poligono. odriamos calcular todas las posibles selecciones de vértices
con angulo 7, pero son demasiadas incluso para una sola gréfica. En lugar de
esto, hacemos un tratamiento mas eficiente que nos permite descartar mas
graficas restantes.

Cada angulo de T se encuentra etiquetado por a,r o o dependiendo de si
el angulo es agudo, recto u obtuso. También etiquetamos los angulos de cada
pieza T; en cada vértice de teselado del mismo con a,r, o0, p dependiendo de
si el angulo es agudo, recto, obtuso o plano. A dichas etiquetas las llamamos
tipo de angulo. Es importante observar que los angulos que no son del tipo
p deben aparecer en el mismo orden ciclico en todas las copias de T'.

Aunque los tipos de dngulo que pueden aparecer en T son bastantes, es-
tas son faciles de listar. Por ejemplo, si T es un cuadrilatero, sus angulos
internos (en orden ciclico y fijando una orientacién) pueden ser listados de 9
maneras: aaao, aaro, aaoo, arao, aror, aroo, aoao, aoro y aooo. Néte-
se que estamos considerando la propiedad (4) del Lema para descartar
los etiquetados con dos angulos rectos consecutivos. De la misma manera
descartamos también cuando 7" es un rectangulo no considerando rrrr.

Ahora vamos a listar algunas propiedades que deben cumplir los angulos
de una pieza. Si v es un vértice de teselado de T} y a la vez una esquina de
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o[

r a a

Figura 2.4: En la imagen se muestra la representacion de un teselado de un
cuadrado, donde los tipos de angulo de T" son aror. Esta es una representacién
puramente combinatoria basada en una grafica GG, por lo que los angulos no
necesariamente deben coincidir con el dibujo en el plano. En este caso, solo
existe un posible etiquetado para los angulos que yacen en la frontera del
cuadrado P. Por tanto, se puede deducir que los angulos en rojo son del tipo
r y los morados o.

P, entonces el tipo de angulo de T; en v debe ser a o r, dependiendo si existe
otra copia Tj que tenga a v; como vértice de teselado o no. Otra propiedad
facil de observar, si T; y T} son las tnicas piezas que tienen a vy como vértice
de teselado que ademas se encuentra en un lado de P, entonces los tipos de
angulo de T} y T} en v; son ambos r o uno es a y el otro o (ver Figura.

Para evitar listar cada propiedad individualmente, introducimos las si-
guientes definiciones. Sea € > 0 un numero real lo suficientemente pequeno.
Definamos minang(7;, vx) como ¢, 7/2, w/2 + ¢ o 7, dependiendo de si el
tipo de angulo de T; en v, es a, r, o o p, respectivamente. De la misma
forma, definamos maxang(7;, vx) como 7/2 — e, w/2, m — € o 7, dependiendo
de si el tipo de angulo de T} en vy es a, r, 0, o p, respectivamente. Si € es
lo suficientemente pequeno, entonces los valores de los angulos de T; en vy
se encuentran en el intervalo [minang(7}, vy ), maxang(T;, vy )]. Entonces, para
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cada vértice de teselado vy tenemos que

Z maxang(T;, vg) > a(vg),

T;Svg

Z minang(7;, vg) < a(vg),

Ti2dvg

donde «(vy) es m/2, m o 27 si v se encuentra en una esquina, un lado o
el interior de P, respectivamente. En la practica, esto nos permite decidir
el tipo de angulo de las piezas razonablemente rapido, incluso cuando no
sabemos el valor exacto de los angulos de T'. Otra observacion importante es
que cada una de las sumas mostradas tiene a los mas n términos y cuando
trabajamos con n < 9, cualquier valor de ¢ < 7/18 nos permite distinguir
entre asignaciones validas e invalidas de tipos de angulo.

Otra propiedad sobre los angulos de T que utilizamos para filtrar se enun-
cia en el siguiente Lema.

Lema 2.4. Sea T" un cuadrilatero que tesela P el cual tiene dos dngulos con
tipo r. St alguna pieza T; tiene un vértice de teselado vy en una esquina de
P con dngulo o, < 90, entonces ag, = /3 0 a, = w/4.

Demostracion. Sea «, el angulo obtuso de T'. En la teselacién, el niimero de
angulos obtusos debe ser igual al nimero de agudos. Observemos que ningin
angulo obtuso coincide con una esquina de P y cualquier angulo obtuso que
coincida con un lado de P comparte vértice con el angulo agudo de una
pieza diferente. Por hipdtesis, tenemos al menos un angulo agudo en una
esquina de P, entonces debe existir un vértice de teselado v en el interior
de P incidente a mas angulos obtusos que agudos. Por otro lado, sean N,,
N, v N, el nimero de angulos agudos, obtusos y rectos en la teselacién,
respectivamente. La suma de los dngulos en cada vértice de teselado interior
es 27, por lo que tenemos que

21 = Nya, + Nyag + Nymw/2 = Nya, + No(m — N,) + Ny /2
= (N, — Ny, + Ny + N, /2

. Como «, > 90, entonces tenemos que N, — N, < 3 y, por tanto, a, es de la
forma pr/(2¢) con 1 < p <4y 1< q<3. De aqui concluimos que los tinicos
posibles valores para «, son 27/3 y 37 /4. Por lo tanto, «a, es igual a 7/3 o
/4.

m
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tg t3

as
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Figura 2.5: Los cuadrilateros del Lema [2.5

Otra propiedad que utilizamos para eliminar pares (G, S) es una que
incluye el drea de las piezas con etiquetado aror.

Lema 2.5. Sea T' un cuadrildtero con drea A y etiquetado aror. Si a; = w/4
(ver lado izquierdo de la Figura , entonces

V2A < t1,04 < 2\/Z
Si T esta etiquetado arro (ver lado derecho de la Figura , entonces

tl = t3 + t4 COS(OZl),

tg = t4 SiH(Oél).

Demostracion. Primero observemos que t4 = (t; +t2)/\/§ yt3 = (tl—tg)/\/é,

por lo que

-1
5=

si pensamos a t; en funciéon de t5 podemos derivar t; respecto a ty y asi
obtenemos que

tits + 2A.

v lo — 11
1 — .
to + 1
Como oy = m/4, entonces 0 < ty < t; y, por tanto, t; es negativo y los valores

extremos de t; se dan cuando t; = 0 y t; = t; lo cual nos da el resultado
deseado. La segunda parte es facil de ver proyectando t4 sobre t1 y t2. [

Las propiedades combinatorias mencionadas en la Seccién [2.2]y las propie-
dades geométricas de la presente, son suficientes para descartar cada pareja
(G, S) cuando P es un cuadrado con n < 9 y cuando P es un rectangulo con
n < 7. En lo que resta de la seccién se explica el procedimiento para realizar
dicha tarea.
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Para cada pareja (G, S) seleccionamos una de las posibles asignaciones de
tipo de angulo para 7. Para cada pieza T;, queremos decidir que vértices de
teselado de T; corresponden a que vértices de T'. Para hacer esto, realizamos
una busqueda en profundidad para explorar el drbol de posibilidades para
dichas asignaciones. Este proceso podemos dividirlo en tres pasos:

Selecciéon Seleccionamos una pieza T; y uno de sus vértices de teselado vy
tal que (7;,vx) atn no haya sido asignado a un vértice de 7.

Asignacién Hacemos una lista de las posibles asignaciones vélidas de (T;, v),
tomando en cuenta las condiciones sobre los dngulos mostradas antes.

Verificacién de ecuaciones Para cada asignacion, revisamos si una nueva
ecuacion para los angulos o para los lados de T fue generada. Si este es
el caso, verificamos que las ecuaciones atin puedan tener solucion. Esto
lo realizamos utilizando Sympy [26] para realizar célculos simbdlicos, lo
cual nos garantiza no descartar ecuaciones que si tengan solucion. En
caso de ser posible, también revisa las ecuaciones no lineales del Lema
Esto ultimo se realiza numéricamente, por lo que permitimos un
pequeno valor de tolerancia.

Las asignaciones que no rompen las condiciones de las ecuaciones se anaden
a la pila para seguir la bisqueda.

El orden en el que exploramos las piezas y sus vértices de teselado es
importante. Siempre comenzamos por las esquinas de P y las piezas que
comparten vértice con estas. Después continuamos con los vértices en los
lados de P. En muchos casos esto es suficiente explorar estos vértices para
descartar (G, S) para un etiquetado de T'. Cuando no es el caso, continuamos
con los vértices en el interior de P.

Cuando P es cuadrado y n < 9 es impar o cuando P es un rectangulo
y n < 7 es impar, cada gréfica (G, S) es descartada con este método. Esto
prueba los siguientes resultados.

Teorema 2.6. Sean = 7,9, entonces un cuadrado no puede ser teselado por
n copias de un poligono convexo T a menos que sea un rectangulo.

Teorema 2.7. Sea n = 5,7, entonces un rectingulo no puede ser teselado
por n. copias de un poligono convexo T a menos que sea un rectingulo.

Lo anterior lo verificamos implementando dicho procedimiento utilizando
las herramientas computacionales ya mencionadas. Dicha implementacion
puede encontrarse en https://github.com/XGEu2X/TilingSquare.
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2.4. Teselacion por piezas equiangulares

Decimos que dos poligonos convexos P y () son equiangulares si existe
una biyeccién f entre sus vértices, tal que el dngulo en v es igual al de f(v),
para cada vértice. En esta Seccién se trata el problema de teselar P con
piezas equiangulares en vez de congruentes. La motivacién para considerar
piezas equiangulares la podemos encontrar en la parte final de [39], donde se
listaron los siguientes problemas abiertos:

1. jTodas las teselaciones de un cuadrado P con 5 piezas equiangulares
tienen triangulos, isésceles o rectangulos como piezas?

2. ;Todas las teselaciones de un cuadrado P con 5 piezas equiangulares
tienen solamente piezas con dngulos que miden 7/4, 7/2 y 37 /47

3. Listar todas las teselaciones de un cuadrado con 5 piezas convexas no
rectangulares.

Utilizando el mismo método presentado en la Seccién incluyendo al-
gunas modificaciones, hemos sido capaces de contestar dichas preguntas. Las
primeras dos con una respuesta negativa, lo cual podemos verificar con la
solucion presentada para el tercero.

Sobre las modificaciones realizadas al método presentado en la Seccion
2.3] la mas obvia es que solo consideraremos las medidas de los dngulos y
las ecuaciones que los involucran. Otro cambio, el cual mejora bastante el
rendimiento, es el uso de mas tipos de angulo cuando las piezas son triangu-
lares. En este caso, en lugar de utilizar a para etiquetar los angulos agudos,
utilizamos (sa), (ma) y (la) que corresponden a los angulos agudos menores,
iguales y mayores a m/4 respectivamente. Analogamente, remplazamos o con
(s0), (mo) y (lo). Por tltimo, utilizamos un Lema en remplazo del Lema [2.2]
puesto que este no lo podemos utilizar directamente en este caso.

Lema 2.8. Sea n > 3 un entero impar y P un cuadrado. Sean s, ss, S3, S4
los lados (cerrados) de P ordenados ciclicamente, donde los indices los to-
mamos (méd 4). Si P puede ser teselado por poligonos convexos Ty, ..., T,
equiangulares entre si y cada pieza son tridngulos, entonces se cumple lo
siquiente:

1. Siuna pieza T; intersecta un lado s en un segmento de longitud positiva
y uno de sus vértices v se encuentra en Skyo, entonces el dngulo o de
T; en v, satisface que o < /2.
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2. Si una pieza T; contiene un lado sy e intersecta Sgi1 (0 sk—1) en un
segmento de longitud positiva, entonces el angulo o de T; en sp_1 N S
(0 Sk+1 0 sk), satisface que oo < /4.

Si1T; es un cuadrildtero, entonces:

3 Una pieza T; no puede tener dos lados a,b tales que a C s y b C Skio
para algun k.

Demostracion. En (1), los dos lados adyacentes a v tienen longitud al menos
1, asi que el lado s; es el lado mas pequeno 7T;. Entonces, el angulo méas
pequeno de T; es a y, por lo tanto, @ < 7/3 < m/2. El enunciado (2) se
deduce directamente del hecho de que T; es un tridngulo rectangulo y « es su
angulo més pequeno. El enunciado (3) se sigue de que en un tridngulo todos
sus lados son adyacentes entre si. Finalmente, para probar (4), supongamos
que T; intersecta sy, Sg11 V Skio. Como T; es un cuadrildtero s;,; debe ser
uno de sus lados y los vértices de T; que no estan en si,1 se encuentran en s
y Sgao. Por lo tanto, los dngulos incidentes a si, 1 son rectos y los dos angulos
restantes son mayores a /4. [

Modificamos el programa utilizado en la Seccién anterior con utilizando
este Lema. Al correr la implementacion nos quedaron 15 graficas cuando las
piezas son tridngulos y 27 en el caso de que sean cuadriladtero. De estas, 3
y 8 no representan teselaciones validas. Esto se puede verificar facilmente
a mano. Dichas graficas pueden ser revisadas en el repositorio, al igual que
las graficas de teselaciones no realizables y las graficas no filtradas. Con esto
podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 2.9. FErxisten 31 maneras en las cuales uno puede teselar un cua-
drado con 5 poligonos converos no rectangulares.

Las teselaciones se muestran en las Figuras 2.6] y

La relacién de equivalencia entre particiones con la misma grafica podria
no ser la que uno esperaba. Por ejemplo, en la Figura[2.7]se ven cuatro parejas
de teselados encerrados en rectangulo punteados. Las dos teselaciones en cada
rectangulo tienen la misma pareja (G, S), pero uno podria tener motivos para
pensar que son distintas.

En la Figura [2.0] se muestran las 12 formas en las cuales un cuadrado
puede ser teselado por 5 piezas equiangulares. Las teselas en cada caso son
tridngulos rectos, sea « el angulo mas pequeno del triangulo. Los triangulos
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Figura 2.6: Teselaciones equiangulares con cinco triangulos.

/1]

=
7

B

Figura 2.7: Teselaciones equiangulares con cinco cuadrilateros. Los angulos
de las piezas son de la forma. o, 7/2,7/2, 7 — a.
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en la parte superior de la Figura (verde) tienen tan(a) = a ~ 0,56984,
donde a es la raiz real del polinomio a® — a? + 2a — 1. Los de las teselaciones
en la fila de en medio (rojo) tienen tan(«) = 1/2. Los de las teselaciones del
fondo (morado) tienen tan(a) = 1.

Cuando las piezas son cuadrilateros, existen 19 familias de teselaciones del
cuadrado con 5 cinco cuadrilateros equiangulares. Las familias representadas
en la primera fila de la Figura2.7] (verde) tienen dngulos 7/4, 7/2,7/2 y 37 /4.
El resto tienen dngulos a, /2, 7/2 y m — a, donde « puede ser escogido, en
todas, excepto en dos teselaciones, en el intervalo (0,7/4), y a veces puede
tomar otros valores. Las primeras dos teselaciones (azul) son la excepcion; «
solo puede ser tomado en el intervalo (0, arctan(1/2)).

2.5. Comentarios finales

Como se menciond en la Seccion la implementacion de los algorit-
mos, documentaciéon y algunos ejemplos se pueden encontrar en https:
//github.com/XGEu2X/TilingSquare. El tiempo de ejecucion no resultéd ser
un problema, aunque, como cada grafica se revisa por separado, el proceso
puede ser paralelizado facilmente. La ejecucién de la prueba del Teorema 2.6
para el caso n = 9 toma un par de dias en su ejecucién en una computadora
actual promedio, mientras que los demés casos se ejecutan en un par de horas
a lo mucho.

Para los Teoremas[2.6)y[2.7] aumentar el ntimero de piezas no parece facti-
ble utilizando nuestro método, puesto que el nimero de graficas a considerar
es simplemente muy grande. Para el caso equiangular cuando consideramos
7 piezas, nuestro algoritmo produce alrededor de 2000 graficas. En este caso
no encontramos una manera sistematica para decidir cuales de estas graficas
eran validas o no.

Una observacion importante es que el enfoque utilizado puede emplear-
se para encontrar teselaciones de cualquier poligono. Esto requeriria tener
su propia version del Lema para optimizar el procedimiento, asi como
lo hicimos con el Lema [2.8] en el caso equiangular. Otro hecho a considerar
seria considerar otras subdivisiones para los etiquetados de los angulos. Po-
siblemente, la cuestion més importante es que las gréaficas generadas sean
3-conexas o en su defecto tener otra caracterizaciéon que nos permita gene-
rarlas de manera sistematica.

Regresando al caso cuando P es un rectangulo o un cuadrado, notamos
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en las ejecuciones de los algoritmos que cuando el etiquetado de 71" es aror, el
algoritmo usualmente tenia que explorar de manera mas profunda el arbol de
posibilidades de asignacion de los angulos antes de poder descartar la pareja
(G, S). Esto nos motiva a pensar que vale la pena poner especial atencién en
dicho tipo de piezas, pero no pudimos probar algin resultado general para
las mismas.



Capitulo 3

Prescribiendo 6rdenes en
conjuntos de distancias en el
espacio

3.1. Introduccion

Una pregunta comun en geometria discreta es, dado un conjunto de pun-
tos S ;Cuéantas distancias diferentes puede haber entre elementos de S7 El
problema de contestar dicha pregunta es conocido como el problema de dis-
tancia de Erdés [12]. Otra pregunta relacionada es, dada una gréfica G, deci-
dir si esta es una de distancia unitaria, ¢.e., cuando puede esta ser realizada
geométricamente en R? con aristas de longitud unitaria [2]. En el plano, es-
te problema de decision es NP-dificil; més ain, es completo para la teoria
existencial de los reales [34].

El problema en el que nos centraremos en este capitulo esta relacionado
con los anteriores, pero nos concentramos solamente en el orden entre las
distancias de los puntos en vez de las magnitudes en si.

Sea n > 2, d enteros positivos y sea P = {po,...,p,_1} un conjunto de
puntos en R?. Supongamos que los puntos de P se encuentran posicionados
de un modo que cada pareja (p;, p;) define una tnica distancia. Entonces P
induce un orden natural en ([g]) (con [n] ={0,...,n —1}), dado por

(1,7) < (k1) <= lpi = pill <llpx —pull -
Decimos que un orden en ([Z]) es realizable en R? si existe un conjunto P C R¢

24
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el cual induce dicho orden.

La pregunta natural es la siguiente: Dados n y d, jqué ordenes sobre
([g]) son realizables en R%? Esto es siempre posible cuando n es pequefio
comparado a d. En [I], los autores estudian el problema de encontrar, para un
n dado, el menor d tal que todo orden (o preorden) en ([g}) puede ser obtenido
de algin conjunto P C R? Ellos afirman que la respuesta es d = n — 2
(d = n—1 para preérdenes. Aunque ellos prueban que cualquier orden puede
ser realizado en R" 2, el orden que muestran como no realizable R"3 es de
hecho realizable. En la Seccién [3.4] mostramos un ejemplo de un orden de ese
tipo y cémo se realiza en el espacio para cada d > 4.

Por otro lado, supongamos que 2 < n < m y d son enteros positivos.
Considera conjuntos de puntos P = {pg,...,pn-1} ¥y @ = {q0, -, qm-1} en
R tales que cada par de puntos (p, q) € P x Q determina una tinica distancia.
Entonces Py @ inducen naturalmente un orden en [n] x [m] dado por

(i,7) < (k1) <= |lpi —qll <llpx — all-

Como en el caso anterior, decimos que un orden en [n] X [m| es realizable en
R? si existen conjuntos de puntos P,Q C R? que inducen dicho orden.

Para este caso, Almendra-Hernandez y Martinez-Sandoval probaron que
la minima dimensién d para la cual cualquier orden en [n] X [m] es realizable
en R? cumple que n — 1 < d < n. En la Seccién se muestra un orden en
[n] x [n + 1] que no es realizable en R"!, con lo que probamos que el valor
correcto para d es precisamente n.

En la Seccién se presentan algunos resultados de experimentos compu-
tacionales relacionados con el Teorema [3.2]

El trabajo que exploramos en este capitulo es el presentado en [20] en
conjunto con el Dr. Miguel Raggi y el Dr. Edgardo Roldan.

3.2. Caso bipartito

Comenzaremos por definir un tipo de orden [d+ 1] x [d+2]. Més adelante
mostraremos que ninguno de dicho tipo puede realizarse en R<.

Definicién 3.1. Sea d un entero positivo y sea < un orden total en [d +
1] x [d + 2]. Decimos que el orden < es desalineado si cumple las siguientes
propiedades:

1. (kk) < (k,k—1)<...<(k,k—d), para cada k € [d + 1],
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AN G GO @ ¢ 3 4 G
Por T 1 1. 1. 1.1 % | 0 26 23 21 20 19
P 1 1.1 1. 1.1 pp| 5 1 27 24 22 18
Pr 1 1. 1.1. 1.1 P2 | 9 6 2 28 25 17
P 1 1. 1. 1. 1.1 ps |12 10 7 3 29 16
Py 1t 1 1 1 1 1 ps |14 13 11 8 4 15

Figura 3.1: Izquierda: Las flechas representan las restricciones de orden en
la Definicién [3.1] (ciclicamente). Derecha: Un ejemplo para d = 4 de un orden
desalineado.

2. (kk)<(k+1,k)<...<(k+d,k), paracada k € [d+ 1],y
3. (dyd+1)<(d—1,d+1)<...<(0,d+1).

Donde las entradas de la primera y segunda coordenada de los elementos de
[d+ 1] x [d+ 2] son tomadas (méd d+ 1)y (méd d + 2), respectivamente.

Una forma facil de entender este tipo de érdenes es utilizando la biyeccion
p:ld+1] x[d+2] = [(d+ 1)(d+ 2)]

tal que
(4,5) < (k,1) <= »(i,7) < (k).

También podemos visualizar el orden < con una tabla como en la Figura
3.1l

Las propiedades de un orden desalineado se pueden interpretar de la si-
guiente manera. La propiedad (1) pide que en cada fila, el elemento en la
diagonal sea el menor, y al movernos a la izquierda hasta topar con el final
de la tabla y continuar con el elemento méas a la derecha, los elementos de la
fila sean ascendentes hasta llegar de nuevo a la diagonal. La propiedad (2) es
similar, pero para las primeras d 4+ 1 columnas y moviéndonos hacia abajo.
La propiedad (3) implica que los elementos en la tltima columna decrecen de
arriba hacia abajo. En la Figura se encuentra una representacion visual
de lo anterior con un orden en [5] x [6].

Es facil construir un ejemplo de un orden desalineado: Para empezar
coloca los primeros d+1 nimeros en la diagonal principal de una cuadricula de
(d4+1) x (d+2) (en cualquier orden). Después rellena las entradas diagonales,
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debajo de la diagonal principal, una por una, de tal modo que cada diagonal
contenga el menor ntimero posible. Hecho esto, rellena la ultima columna
con los siguientes d + 1 numeros en orden creciente de abajo hacia arriba.
Finalmente, rellena los espacios restantes, diagonal por diagonal, empezando
por la que estd mas arriba y siempre utilizando el menor ntimero posible para
cada una.

Observacion. Esta construccién produce
(d+ 1) (d!l(d—1)!---11)?

ordenes desalineados. De todos modos, este niimero es muy pequeno compa-
rado al total de posibles érdenes.

En lo que resta de la seccion nos enfocaremos en probar el siguiente
Teorema.

Teorema 3.2. Ningin orden desalineado en [d+ 1] X [d+ 2] es realizable en
R,

Antes de empezar vamos a introducir notacién. Si X C R¢, denotamos
por conv(X) a la envolvente convexa de X. Si | X| = d + 1, denotamos por
O(X) al circuncentro de X.

La demostracién que construiremos es una por contradiccién. Suponga-
mos que P = {po,...,pa} vy Q@ = {qo, .., qa+1} son subconjuntos de R? tales
que inducen un orden desalineado en [d + 1] x [d + 2|. Por cada i € [n + 1],
definimos @Q; = Q \ {¢:}. Nuestro objetivo es probar que O(P) no puede estar
dentro ni fuera del simplejo conv(Q441). Para esto, comenzaremos observan-
do algunas propiedades que tienen P y () como consecuencia de inducir un
orden desalineado.

Observacion. Directamente de la Definicién [3.1] se puede deducir que:
1. Para cada p € P tenemos que d(p, q) < d(p, qa+1)-

2. Sii € [d], entonces:

w d(pit1, @iv1) < d(ps, Qi)
w d(Pit1; Qar1) < d(Di, Gas1)

Pero cualquier otro elemento de () esta mas cerca de p; que de p;,1.
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.t e | *qi+1
o | Qa1 pi | Pit1

Figura 3.2: Representacion visual de la propiedades de un orden desalineado.
Las lineas rojas son las mediatrices de los segmentos punteados.

Denotemos por M(z,y) al hiperplano mediatriz del segmento Zy. Tene-
mos que M (x,y) separa los puntos mas cercanos a x de los que se encuentran
mas cerca de y y viceversa. De este modo, la Observacién sobre las propie-
dades de un orden desalineado se puede visualizar en la Figura |3.2]

El siguiente Lema nos muestra propiedades importantes acerca de los
circuncentros de Qg11, Qo v P. Esto lo conseguimos utilizando algunas pro-
piedades relevantes acerca de conos (para méas cerca de conos léase [11] y

B])-

Lema 3.3. Sean X = {xg,...,2q} yY = {yo...,ya} subconjuntos de R?
tales que cada par de puntos en X X Y determinan una tunica distancia.
Supongamos que para cada i tenemos que

Ny — zil| < lyi — il <o < lys — 2]

donde los indices los tomamos mod d+ 1. Entonces O(X) se encuentra en el
interior de conv(Y).

Demostracion. Para simplificar, considera que todos los indices los tomamos
mod d 4+ 1. Ademds, podemos asumir que O(X) se encuentra en el origen,
por lo que cada hiperplano M (x;, z;) contiene al origen.

Los hiperplanos M (x;, z;) dividen R? en varios conos que podemos iden-
tificar como sigue. Si y € R? es un punto que no esté sobre ningtin hiperplano
M (x;, z;), entonces podemos asignar a y la permutacién o = (ng, n1, . ..nq)
que representa el orden en el que las distancias desde y a los puntos z,,, apa-
recen. En otras palabras, ||y — x| < ... < ||y — zn,||- A todos los elementos
del mismo cono los asignamos a la misma permutacion, y los puntos en otros
conos son asignados a una diferente, por lo que podemos identificar cada cono
con su respectiva permutacion.
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Figura 3.3: Izquierda: El cono (], correspondiente a la permutacion o =
(1,2,0). Derecha: El cono Cf.

Si C; es el cono que contiene y;, entonces la permutacion asignada a C;
es (i,1+1,...,i— 1) y ocurre que

Ciy = M (g1, ) N M (Tiso, Tigr) N - N MF (2521, 25-0).

Antes de continuar, recordemos que si C' es un cono, entonces definimos
su cono dual C* ={z: (x,y) > 0,y € C}.

Sean v; = x; — x;41 para cada j € [d + 1]. Entonces, C; es el cono
generado por el conjunto de vectores {T; —T;41, Tit1—Tir2, ..., Tio—Ti 1} =
{vo,...,va} \ {vi_1}, ver Figura 3.3

Como Zie[ 4+1) Vi = 0, podemos concluir que los conos € cubren R,

Supongamos que O(X) no esta en el interior de conv(Y'). Entonces existe
un vector v tal que (v,y;) > 0 para cada i € [d + 1], por lo que (—v,y;) <0
para cada i € [d+ 1], lo que implica que —v ¢ C} para cada indice, pero esto
contradice el hecho de que los conos C cubren R?. [

Usemos el Lema tres veces: Primero con x; = p; v y; = ¢; para
i € [d+ 1]; la hipétesis se satisface por la Propiedad 1 de la Definicién .
Seguimos aplicandolo a x; = q411-; v y; = p; parai € [d+1] (donde los indices
de los z; se toman mod d + 1). La hipétesis se satisface como consecuencia
la Propiedad 2 de la Definicién . Finalmente, lo aplicamos con x; = q441-;
y y; = p; para i € [d+ 1], donde los indices de los z; estan reducidos mod
d+ 1 al conjunto {1,2,...,d + 1}. La hipdtesis de nuevo se cumple por la
Propiedad 2 de la Definicién |3.1]
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Las hipotesis del Lema [3.3| se satisfacen por la Definicion (3.1l De esta
forma obtenemos que:

O(P) € conv(Qg+1),

O(Qa+1) € conv(P) y
O(Qy) € conv(P).

Sea Q" = Q\{qo, qas1} y denotemos por H al hiperplano generado por '
Lo que sigue es probar que qy ¥ gq4+1 se encuentran en el mismo semiespacio
definido por H. Consideremos la esfera circunscrita Sy de (g, entonces Sy
acota la bola By con centro en O(Qy) y ademds qq41 € Sp. Anédlogamente,
sea Sg.1 la esfera circunscrita de Q411 v Bgy1 la bola acotada por Sy, con
centro en O(Qg1). De la misma forma tenemos que ¢g € Sy41. Como ambos
puntos O(Qo) v O(Qa41) estdn en conv(P), ademds el orden es desalineado
lo que implica que ambos O(Qy) v O(Qqa+1) se encuentran mas cerca de g
que de qq11. Por lo tanto, go € By ¥ qar1 & Bai1-

En consecuencia tenemos que

qo € Say1 N By,
qa+1 € So \ Bat (3.4)

lo cual nos permite concluir que ¢y y g41+1 se encuentran del mismo lado de
H (ver Figura [3.4).
Llamemos H* el semiespacio acotado por H que contiene ¢y y qq1-
Como el orden es desalineado tenemos que M (p;, pi+1) separa {qi+1, Ga+1}
del resto de elementos de Q para cada i € [d] (ver Figura [3.2). Para utilizar
este hecho, haremos uso del siguiente lema, el cual puede considerarse como
una versién corregida del Corolario 4 en [I] (ver Seccién [3.4)).

Lema 3.5. Sea X = {xq,..., 24} C R? un conjunto de puntos en posicion
general, O un punto en el interior de conv(X) y Lo, ..., Ly C R hiperplanos
en posicion general. Para cada i € [d+1], llamemos L} a los semiespacios ce-
rrados acotados por L; que contienen O y L; a la cerradura del complemento.
Supongamos que O & Ly y

x; € (ﬂ Lj> nL;.
J#i
entonces
O e ﬂ L} C conv(X).

i€ld+1]
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Figura 3.4: El punto ¢g debe encontrarse sobre la linea punteada verde y
qa+1 sobre la linea azul. Por tanto, qy v ¢4+1 se encuentran del mismo lado
de H, al igual que O(Qy).

Toe *T1
|on

Figura 3.5: La interseccién en verde esté contenida dentro del simplejo azul.
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El Lema puede verse ejemplificado en la Figura [3.5]

Demostracion. El enunciado es trivial para d = 1. Consideremos d > 1
y sea L := ﬂie[dﬂ] L. Supongamos que existe un punto y € L tal que
y ¢ conv(X). Podemos asumir que y € int(L), puesto que L es un convexo
no vacio, los hiperplanos L; estédn en posicién general (por lo que int(L) es
no vacio), y conv(X) es cerrado.

Como y ¢ conv(X) y O € conv(X), tenemos que existe un punto z €
int(L) [ conv(X) en el segmento entre 0 y y. Por lo tanto, existe un indice
J € [d+ 1] tal que z es combinacién convexa de los z;, con i # j.

Los x; € L; cuando @ # j, por lo que z € L;, pero el segmento entre O
y y esta contenido en L;r. La unica manera en la que dicho segmento pueda
tener un punto interior en L; es si O,y € Lj, lo cual contradice la eleccion
de y. O

Si aplicamos este Lema para O = O(P), x; = ¢, Lo = Hy L; =
M (p;_1,p;) podemos concluir que qg11 € conv(Qgr1) C Bgi1, lo cual con-
tradice (3.4]). O]

3.3. Caso completo

Como ya se mencion6 antes, el Corolario 4 en [I] es falso. En dicho trabajo
utilizan el Corolario para demostrar la Proposicion 5, con la cual aseguran
que no todos los ordenes en (d;‘?’) son realizables en R?%. En esta seccién
mostramos que los érdenes que exhiben son de hecho realizables en R para
todo d > 4. Por lo tanto, la pregunta sobre la minima dimensién en el caso

completo sigue abierta.

Proposicién 3.6 (Contra-ejemplo a la Proposicion 5 en [1]). Para todo d > 4
existe un conjunto de puntos P = {po,...,pas2} en R en posicion general
tal que cada par de puntos (distintos) define una tunica distancia y el orden
que P induce en ([df’]) satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada (i,j) € ([g]) y (k1) € ([d;?’])\([;l]), tenemos que (k1) < (i,7),
Y

2. para cada (i,7) € [d] x {d,d +1,d+2} y (k,1) € (S \ ([d] x {d,d +
1,d +2}), tenemos que (i,7) < (k,1).
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Dichas condiciones piden que las distancias mas largas sean entre elemen-
tos en ([‘21]) y las mds cortas entre los que se encuentran en [d] x {d, d+1, d+2}.

Demostracion. Para d = 4 tenemos el siguiente ejemplo que fue encontrado
por computadora.

P ={(16,39,7,51), (26,14,0,9), (48,39, 47, 49), (68, 17, 27, 10),
(22, 13,37, 23), (40, 54, 18, 17), (55, 18, 8, 45) }.

Para d > 5, consideremos primero R% como el conjunto de puntos en R4*!
cuyas coordenadas suman 1. Sea X = {xg,...,z4} la base canénica en R4
tal que ||z; — ;|| = v/2 cuando i < j < d. Sea también ¢ = (g + --- +
xq)/(d+ 1), y para i € 3 definamos

yi:c—l-\/ﬁ(%—c) (3.7)

tal que los vectores en Y = {yo, 41,2} forma un tridngulo equildtero, con
lados de longitud

To+ T3 —Tog— X
||y1—yo|’:\/§|| = 32 0= 21 = V2. (3.8)

Gracias a la simetria entre nuestros vectores, la norma de la diferencia entre
re€XyyeYes |y — o o yo— x2|. Haciendo los calculos, se muestra

que
3—2v2
I\yo—xo\|2:2—\/§——\/_ <2— 2~ 0,586
d+1
3—-2V2
2
-l f=2- —- < 2.

o — —

En cualquier caso, tenemos que ||y — x| < v/2.
Observemos que las coordenadas de todos los puntos en X y Y suman 1
y el conjunto X UY tiene d + 4 puntos, que es uno méas de los que necesi-
tamos. Por lo que el conjunto P puede obtenerse bajo una perturbacién de
los vectores en (X \ {z4}) UY. Solo necesitamos que los tres puntos en Y se
encuentren mas cerca entre si que los puntos en X. Esto lo podemos conse-
guir de la misma manera que en las Proposiciones 8 y 9 en [I], perturbando

X UY podemos realizar cualquier orden en (g) U ({d’d+§’d+2}). O]
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3.4.

Experimentos computacionales

Dados d,n, m queremos construir conjuntos de puntos para cada posible
orden [n] x [m] en R? Para esto podemos reformular este problema como
uno de optimizacion.

Para cada permutacién p de los elementos en [n] x [m], hacemos lo si-
guiente.

1.

Comienza con dos conjuntos aleatorios de puntos A y B en R?, con n
y m puntos, respectivamente.

. Calcula todas las distancias entre los elementos de A y B.

Construye la permutacién p’ asociada al orden de dichas distancias.
Considera el siguiente factor de error:
E(A, B,p) = Li(p,p') + d(A, B) + (A, B)

Donde L; mide la distancia entre las permutaciones, d(A, B) es una
penalizacién por tener parejas de puntos muy similares, y ¢(A4, B) otra
penalizacién por tener parejas de puntos (a,b) € A x B, con a muy
cercano a b.

. Optimiza dicho factor hasta que E(A, B,p) = 0, lo cual significaria que

un ejemplo ha sido encontrado. Para esto hemos utilizado Differential
FEvolution como heuristica y corrimos miles de simulaciones en una

GPU.

Aqui listamos algunos resultados que fueron obtenidos utilizando el méto-
do anterior:

= Para d = 2, n = 3 y m = 3, construimos conjuntos de puntos para

todas las 9! permutaciones.

= Parad=2,n=3ym=4, de 10000 permutaciones aleatorias, encon-

tramos 11 para las cuales no fuimos capaces de construir un conjunto
de puntos. Por otro lado, el niimero esperado de érdenes desalineados
es 1/15120.

= Parad =3, n =4, y m = 4, hemos podido construir un conjunto de

puntos para cada una de las 10000 permutaciones consideradas.
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= Parad=3,n=4,ym=>5, de 10000 permutaciones aleatorias, hubo
26 para las cuales no pudimos construir un conjunto de puntos.

Conjeturamos que todas las permutaciones de [d + 1] x [d + 1] se pueden
realizar en R%.



Capitulo 4

Problemas de particiones en el
plano y espacio euclidiano

4.1. Introducciéon

Sea i una medida de Borel en R?, decimos que p es una masa si pu(H) = 0
para cualquier hiperplano afin. Decimos que un conjunto de hiperplanos
Hi,H,,...,H; C R? define una equiparticion de u si estos hiperplanos di-
viden R? en 2¢ partes de igual pu-medida. El problema de determinar el va-
lor de d para el cual cualquier masa tiene equiparticion fue propuesto por
Griinbaum en 1960 [13] y es un caso especial del problema de particiones
de masas de Griinbaum-Hadwiger-Ramos [32] [7]. El problema de Griinbaum
tiene respuesta afirmativa para d < 3 [15, 38], respuesta negativa para d > 5
y sigue abierta para d = 4.

En este capitulo estamos interesados en dos variantes de dicho problema.
En la primera, una condicién adicional es anadida en la que pedimos que los
hiperplanos sean ortogonales entre si. En esta linea, decimos que los hiper-
planos Hy, Ho, ..., H, C R? definen una equiparticion ortogonal de p si estos
hiperplanos son mutuamente ortogonales y dividen R? en 2* partes de igual
p-medida. La pregunta, dadas estas condiciones, es la siguiente:

Problema 4.1. ;Todas las masas p en R? tienen una equiparticiéon ortogonal
con d hiperplanos?

Es un hecho conocido que la respuesta es afirmativa para d < 2 y gracias
al trabajo de Avis [6] sabemos que la respuesta es negativa para d > 5. En
la Seccion se responde negativamente dicha pregunta para d > 3.

36
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La Seccién [4.2|esta dedicada al problema equivalente donde reemplazamos
las medidas por conjuntos de puntos. Dado un conjunto de 8n en R? una
equiparticion ortogonal de X es una particion de X en 8 conjuntos con n
cada uno, los cuales pueden ser separados por 3 planos ortogonales.

En la Seccion se describe un algoritmo capaz de encontrar todas las
equiparticiones ortogonales de un conjunto X. En [10] se describe un algorit-
mo que corre en tiempo O(n'*?log(n)), mientras que el nuestro lo hace en
tiempo O(n"). Creemos que nuestro algoritmo puede ser mejorado para correr
en tiempo O(n°log(n)), puesto que en el caso 2-dimensional existe un algo-
ritmo que encuentra las equiparticiones ortogonales en tiempo O(nlog(n))
[33]. En la misma Seccién se comenta esto con més detalle.

Para la segunda variante del problema nos restringiremos al plano y a la
versién discreta del problema. Sea X un conjunto de 2n puntos en R? y ¢
un entero positivo tal que t < n/4. Llamamos t-particion ortogonal a una
particiéon de X en 4 conjuntos con t, t, (n —t), y (n — t) puntos en orden
ciclico, tal que cada parte puede ser separada por dos rectas ortogonales.

Problema 4.2. ;Todos los conjuntos de 2n puntos, X en R? tienen una
t-particion ortogonal?

La pregunta tiene respuesta afirmativa cuando ¢ es igual a 0 o n/4. En
el primer caso, solo es necesario encontrar una recta que parte a la mitad el
conjunto y en el segundo es consecuencia de [15, 38]. Por otro lado, en [5]
prueban que, utilizando la versiéon continua, que si p representa un area de
un cuerpo convexo I, este admite una t-particién ortogonal si su didmetro
es al menos /37 mayor que su ancho minimo. En la Seccién se presen-
tan dos resultados que muestran que la pregunta tiene respuesta afirmativa
para t = 1 y en el caso de que los puntos se encuentren en posiciéon con-
vexa. Ademads, también se incluyen algunos comentarios sobre experimentos
computacionales en el intento de encontrar un ejemplo de un conjunto que
no tenga una t-particion ortogonal.

El trabajo que exploramos en las Secciones y [£.3], es el presentado en
[22] en conjunto con el Dr. Edgardo Roldén.
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4.2. Equiparticiones ortogonales de masas en
la curva de momento

Podemos definir la curva de momento en R% como

v(t) = (t,£%,...,t%

para t € R.

Para probar el Teorema requerimos algunos Lemas. En el primero se
afirma que no todos los elementos de una base ortonormal pueden estar muy
lejos de una direccién dada.

Lema 4.3. Si {uy,...,uq} es una base ortonormal de R? y v € R un vector
unitario, entonces existe un indice i € {1,...,d} tales que |(u;,v)| > 1/+/d.

Demostracion. Considera el hipercubo con caras ortogonales a cada wu;. Sea
w = (uy + - + ug)/Vd, entonces w es un vector unitario el cual define
una linea a través dos esquinas opuestas del hipercubo. Por otro lado, existe
un indice i € {1,...,d} tal que la linea generada por v cruza las dos caras
opuestas I} y Fy ortogonales a u;. Observa que la linea definida por w cruza
a través de esquinas de Fy y Fy. De esto se sigue que |(u;, v)| > |[{(u;, w)| =

1/Vd. O

Para M suficientemente largo, la parte de la curva de momento tal que ¢t >
M se comporta como una linea vertical debido a que su ultima coordenada
domina al resto. Este hecho lo utilizamos en el siguiente Lema.

Lema 4.4. Para todo d > 2 existe un numero My > 0 tal que se cumple lo
siquiente:

Si Hy, Hs, ..., Hy son hiperplanos mutuamente ortogonales en R?, enton-
ces la parte de la curva de momento definida por

D= {2(t) s = My}
intersecta algun H; en a lo mds un punto.

Demostracion. Sea u; el vector normal a H; con ultima coordenada > 0. Si
eq = (0,...,0,1) € RY, entonces el Lema implica que algin u;, digamos
uy, satisface que

(ug, eq) > %
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Supongamos que H; intersecta I' en dos puntos distintos y(a) y (b) con
0 < a,b. Entonces el vector v = 7= (v(b) — y(a)) es paralelo a H y, por lo
tanto, (uy,v) = 0.

Observemos que

b) —y(a
v = M = (1751, Sg, ey Sd—l);
—a

donde S, = a™ +a" b+ +ab" ! + 0",

Siuy = (21, ...,2q) entonces x4 = (uy, eq) > 1/3/d y, por lo tanto,

0= <u1,U> =+ xQSl + .. .ZL‘de_l

Sq_
>33'1—Sl—"'—Sde‘i‘L

i

Si-1
i
El lado derecho de esta desigualdad es un polinomio en a y b, y satisface que
los coeficientes que multiplican los términos de méximo grado son negativos.
Por lo tanto, si M, es suficientemente largo y M,; < a,b, entonces
implica que r; < —1 lo cual contradice que ||u;| = 1. O

$1<S1+"'+Sd_2—

(4.5)

Para d = 3 no es dificil ver que podemos escoger M3 < 2. Por otro lado,
para {v(t) : t > 0} si existen tres planos ortogonales que intersectan v en al
menos 2 puntos.

Con los Lemas anteriores estamos listos para probar el siguiente Teorema.

Teorema 4.6. Para cada d > 3 existen una medida finita de Borel en R? tal
que no tiene una equiparticion ortogonal por d hiperplanos.

Demostracion. Sea M,y T’ como en el Lema[4.4]y sea y una medida finita de
Borel con soporte en I'. Supongamos que p tiene una equiparticién ortogonal
definida por hiperplanos Hi, ..., Hy, entonces debe haber un segmento de
longitud positiva en I' en cada una de las 2¢ componentes conexas de R?\
(HyU---U Hy). Esto implica que I intersecta H; U---U H, al menos 2¢ — 1
veces.

Debido al Lema [£.4] existe un plano, digamos H;, que I' intersecta solo
una vez. Como I' es un subconjunto de la curva de momento, I' intersecta
cada H;, con i > 1, en a lo mas d puntos. Por lo tanto, el nimero de puntos
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de interseccion entre I' y Hy U --- U Hy es a lo mas 1 + d(d + 1), los cuales
para d > 4 son menos que 2¢ — 1. Por lo tanto, no existe un conjunto de
d hiperplanos mutuamente ortogonales que definan una equiparticion de pu
cuando d > 4.

Para d = 3 tenemos que d(d — 1) + 1 = 7 = 2% — 1. Mostraremos que
en este caso existe un segundo plano que intersecta I' en a lo mas 2 puntos.
Supongamos que un plano H con vector normal u intersecta I' en tres puntos
v(a), v(b) y v(c), con 0 < a, b, c.

Entonces el vector v = m(w(b) —(a)) x (y(c) —y(a)) es orto-
gonal a H y por tanto paralelo a u. Notese que

v=(1,—a—b—c,ab+ ac+ bc).

Sean y =a+ b+ cy z = ab+ ac + be, claramente tenemos que 0 < y, 2.

Si I' intersecta a Hy y H3 en al menos 3 puntos cada uno, sus vecto-
res normales uy y ug son paralelos a los vectores de la forma (1, —ys, 22) ¥
(1, =3, 23), con 0 < ya, 22, Y3, 23.

Como H, y Hj son ortogonales tenemos que

0= <(17 —Y2, 22)7 (17 —Ys, Z3)> =1 + Y2Ys3 + Zoz3 > 17

lo cual es una contradiccion.

Entonces, H, o Hj intersectan a I' en a lo més 2 puntos. Por lo tanto, el
ntimero de puntos interseccién entre I'y Hy, Hy, H3 esalomas 6 < 7 = 23—1,
probando que ningtn conjunto de 3 planos mutuamente ortogonales define
una equiparticién de pu. O

En esta Seccion se ha mostrado que, para d = 2, I' intersecta cada par de
lineas ortogonales en a lo mas 3 puntos. Para d = 3, I intersecta cualquier tri-
pleta de planos mutuamente ortogonales en a lo mas 6 puntos. Queda abierta
la pregunta si para d > 3, I' intersecta cualquier conjunto de d hiperplanos
en a lo mas d(d + 1)/2 puntos.

4.3. Equiparticiones ortogonales de conjun-
tos de puntos en el espacio

Decimos que un conjunto X de puntos en R? estd en posicion general, si
no existen 3 puntos colineales en X, 4 sobre el mismo plano, 6 en la unién de
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2 planos ortogonales y 7 en la unién de 3 planos ortogonales. Observa que este
tipo de conjuntos son los que uno esperaria al generar puntos aleatoriamen-
te, asi que podemos conseguir que cumplan dichas condiciones perturbando
cualquier conjunto de puntos. Es facil ver que, si |X| > 7, es suficiente pe-
dir la condicién de que no existan 7 puntos estén en la uniéon de 3 planos
ortogonales para que se cumplan las demas condiciones.

Recordemos que un plano orientado H C R? divide R? en dos semiespacios
abiertos. Como consideramos planos orientados, con vectores normales v,
decimos que el lado positivo es el semiespacio H' al que apunta v y el
semi-espacio opuesto H~ el negativo. Supongamos que tenemos una tripleta
H,, Hy, H3 de planos orientados que se intersectan entre si, entonces para
cualquier seleccién de signos sy, s2,s3 € {4, —} tenemos regiones cerradas

definidas por
N = (4.7)

i€{1,2,3}
Sean X un conjunto de 8n puntos en R® y X, ..., X5 una particién de X.
Decimos que X1, ..., Xg es una particion ortogonal de X si cada X; tiene n

puntos y existen tres planos orientados ortogonales Hq, Hy, H3 y biyecciones
X, — R; que asignan a cada X; una de las 8 regiones R; definidas en ,
tal que X; C R;. En este caso decimos que los planos Hy, Hy, H3 certifican la
equiparticion.

Nuestro algoritmo se basa en la siguiente observacion.

Lema 4.8. Si X tiene una equiparticion ortogonal certificada por los pla-
nos Hy, Hy, H3, entonces existen planos Hi, H), H} que también certifican la
particion y cuya union contiene exactamente 6 puntos de X.

En la direccién contraria, es posible demostrar que uno siempre perturbar
los planos para obtener una tripleta de planos mutuamente ortogonales que
no contengan puntos de X y que también certifiquen la misma equiparticién.

Si tenemos planos Hy, Hy, H3 tales que |H; N X| > |HoN X | > |H3N X|,
entonces solo existen dos posibilidades:

|H N X| =3, |H,NX| =2, |HsNX| =1,

Sea A;, Ay, A3 C R3 un conjunto finito tal que A;UA;UA3 estd en posicién
general. Si |A;| =3, |As] =2y |A;] = 1, entonces es fécil revisar que existe
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una unica tripleta de planos ortogonales Hy, Hy y H3 que contienen A;, Ay y
As, respectivamente. Computar dichos planos es también una tarea sencilla.

Si Ay = Ay = A3z = 2 entonces existe a lo mas una tripleta de planos
ortogonales Hi, Hy y H3z que contiene Ay, Ay y Az, respectivamente. Dicha
tripleta puede computarse como sigue:”

Primero, para cada i € {1,2,3} considera los vectores v; los cuales son
la diferencia entre los dos puntos de A;, cada uno. Si u; es un vector unita-
rio normal a H;, entonces esto es equivalente a que uq, us, u3 sea una base
ortonormal tal que u; L v;, para cada i.

Ahora escoge a, b tal que sean vectores linealmente independientes entre
sf y el plano que generan no contengan ningtin v;. Toma una base v, por
ejemplo a; = a X v; y b; = b X v;. Para satisfacer que u; L v;, cada u; debe
entonces ser una combinacion lineal de a; y b;. Para simplificar, asume que
el coeficiente de b; es 1 y sean

U; = ou;a; + bl
Para que estos vectores sean ortogonales necesitamos que, para cada i €
{1,2,3},
0= - U1 = Qi1(a; - aig1) + 06(a; - bigr) + i1 (bi - aigr) + (bi - Giga)
= Ajoiaip + Bia + Gy + Dy,
donde los indices los tomamos (méd 3) y
Ai = a; - aiqa, B; = a; - biya, Ci =b; - a1, D; =b; - ai41.

El anterior es un sistema de tres ecuaciones cuadraticas cuya soluciéon esta

dada por "
T q
a; = s, (4.9)
donde
q = (A1 BsDy; — A1CoD3 + Ay By D3 + AyCs Dy
— A3ByDy + A3C1 Dy — By By Bz — C1CoCs)?
+ 4(A1A3Dy — A1CC3 + Ay B1Cs — A3By B)
(—=AyD1Ds + ByB3D1 — B3sC1 Dy 4+ C1CoD3),
ri = AiBiyoDit1 — AiCi1Digo + Ai1 BiDio + Ai1Ciga D;
— Aiy2Biy1Di + Ai2CiDiy — BiBi11Bio — CiCi1Ciya,
s; = —AiAipoDig1 + AiCi1Cio — A1 BiCiyo + Ai2BiBiy1).
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Si ¢ < 0, no existe una solucién real y, por lo tanto, no existe una tripleta
de planos Hy, Hy, H3 que satisfaga las propiedades requeridas. Si s; = 0,
podriamos no asumir que b; = 1. En otras palabras, podria haber una solucién
cuando u; = b;. Dichos casos deben revisarse. Si los vectores uq, us, u3 son
encontrados, solo necesitamos construir los planos ui,uy,uz y trasladarlos
apropiadamente para determinar Hy, Hy, H3. Debido a la eleccién del signo
en existen 8 soluciones reales, las cuales corresponden a tripletas de
vectores de la forma +uy, tus, tus y que describen la misma tripleta de
planos.

Para los calculos computacionales es importante observar que el valor
de g en (4.9) no depende del indice, asi que los parametros que definen los
planos Hy, Hy, H3 tienen coeficientes en Q[,/q]. Esto significa que, si ¢ > 0,
podemos determinar de manera exacta si un punto dado se encuentra en el
lado positivo o negativo de un plano.

En este punto estamos listos para describir el algoritmo (1| Este recibe
como entrada un conjunto de 8n puntos en posicién general. Primero, para
cada tripleta Ay, Ay, A3 C X con |A;| = 3, |Ay] = 2y |A3] = 1, utilizamos
la funciéon PLANES_321 para construir los planos ortogonales Hy, Hy, H3 que
satisfacen Hy N X = Ay, HoNX = Ay y H3N X = A;. Después, la funcion
PARTITIONS para construir todas las posibles particiones de X certificadas
por estos planos. Esto lo realiza asignando las posibles regiones en las que
pueden encontrarse a cada uno de los 6 puntos de X en H; U Hy U Hs. Si
todas las partes tienen el mismo tamano, la particion es anadida a la lista de
particiones ortogonales.

Al terminar este proceso para las tripletas con 3, 2 y 1 elementos, realiza
su equivalente para las tripletas Ay, As, A3 C X con |A;| = |As| = |A43| = 2.
Para esto, utiliza la funcion PLANES_222 para construir, si estos existen, los
planos ortogonales Hy, Hy, H3 que satisfacen H1 N X = A;, HoN X = Ay y
H; N X = A;. Si dichos planos existen, el algoritmo procede como en el caso
anterior.

Nuestro algoritmo corre en tiempo O(n'), puesto que toma tiempo O(nS)
iterar sobre los conjuntos A;, As, A3 y para cada una de estas tripletas se
requiere tiempo O(n) revisar si forman una equiparticion.

Creemos que esto se puede mejorar para correr en tiempo O(n%?log(n)).
Esto debido a que para cada conjunto X que revisamos con una equiparticién,
esta se puede certificar con planos que satisfacen |Hy N X| = 3, |[HoNX| =2
y |Hs N X| = 1. En el caso de que solo fuera necesario revisar este tipo de
planos para asegurar que un conjunto X no tiene equiparticiéon ortogonal,



CAPITULO 4. PARTICIONES EN R? Y R? 44

Algoritmo 1: Encontrando equiparticiones ortogonales en dimen-
sion 3.

Datos: Un conjunto X C R? de 8n puntos con coordenadas enteras

en posicion general.

Resultado: Un conjunto E de equiparticiones ortogonales de X.
E+ 0
para todo A; € ()3(), Ay € ()2(), Az € ()1() hacer

fin

H,\, Hy, H3 < PLANES,321(A1,A2,A3)
para todo p € PARTITIONS (X, Hy, Hy, H3) hacer
si p define una equiparticion entonces
| Anadep a E
fin
fin

para todo A, € ()2(), Ay € X), Az € ()2(), todos distintos hacer

fin

Hy, Hy, H3 < PLANES,222%A1,A2,A3) si Hy,H>,Hs son planos
vdlidos entonces
para todo p € PARTITIONS (X, Hy, Hy, H3) hacer
si p es una equiparticion entonces
| Anadepa E
fin
fin
fin
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entonces podriamos iterar solo sobre los conjuntos A; C X, con |A4;| = 3,
para encontrar los planos H; D A; que parten a la mitad a X (de los cuales
hay a lo mas n®2 [35]). Después, proyectamos X sobre H; y resolvemos la
versién 2-dimensional del problema sobre H; (en tiempo O(nlog(n)) [33]) lo
cual produce planos H,, Hs ortogonales entre si y a H;. Al final nos sigue
tomando tiempo O(n) para revisar si este proceso forma una equiparticion.

La implementaciéon de nuestro algoritmo se puede encontrar en el siguien-
te repositorio: https://github.com/XGEu2X/Grunbaum-3d-Partitions. Esta
utiliza SageMath para realizar los calculos con valores indicados. El reposi-
torio incluye instrucciones de uso, algunos experimentos realizados y un par
de ejemplos de conjuntos de puntos, uno tiene equiparticién ortogonal y el
segundo no. Cabe resaltar que dicho ejemplo no se encuentra sobre la curva
de momento.

4.4. Particiones ortogonales de conjuntos de
puntos en el plano

En esta seccién asumimos que los conjuntos de puntos se encuentran
en posicion general. Los planos y las regiones que definen las denotaremos
igual que en la Seccién [4.3] sustituyendo el uso de H por el de [, puesto
que estamos hablando de rectas. Ademas, cabe notar que al situarnos en R?
las direcciones para de rectas se pueden tomar en S'. Antes de comenzar a
presentar las definiciones y resultados de esta seccién, enunciamos el Teorema
de Ham-Sandwich [25].

Teorema 4.10 (Ham-Sandwich, versién discreta). Sean Si, ..., Sq conjuntos
de puntos en R. Entonces existe un hiperplano orientado H tal que |S; N
HY <|S:/2| y |Sin H™| <S5;/2|, para cada S;.

Este conocido resultado es usualmente demostrado en su version general
utilizando el Teorema de Borsuk-Ulam. Aqui no incluimos una demostracion
para no desviarnos del tema principal de la seccién. Por otro lado también
es 1util senalar la siguiente observacion.

Observacién. Si X C R? es un conjunto con n puntos y 0 < k < n es un
entero, tenemos que para cada direccién en S sucede uno de los siguientes
escenarios. Existe una recta orientada [ con |[TNX| = k o una recta orientada
lecon [ITNX|=k—-1y[INnX]|=2.


https://github.com/XGEu2X/Grunbaum-3d-Partitions
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+
Iy

P

Figura 4.1: La linea [y, define dos particiones para X. Ambas tienen en el
semiplano positivo a los puntos en rojo y cada una contiene un punto en
verde.

Si X C R? es un conjunto de 2n elementos y 0 < t < n/2 es un entero,
decimos que el par de rectas (I, ls;) forman una t-particion de X si se cumple
que [FNINX| = ¢, [l NNX| =¢t, |IFNl,NX| =n—t,y |, Nl;NX| = n—t.
Ademas decimos que es una t-particion ortogonal si las rectas son ortogonales
entre si.

En consecuencia de la observacién anterior, para cada direccién en S!
podemos elegir al menos una recta ly; y por el Teorema [4.10| una recta [,
respecto a [y, para formar una t-particion; excepto para las que cumplen
el segundo escenario de la observacién [£.4l En este caso podemos elegir que
punto forma parte de lj, y formar una ¢-particién para cada eleccién (ver
Figura . Notese que siempre podemos tomar la recta [, que minimice
|a — /2], donde « es el dngulo correspondiente a la regién [ N14,. Ademas,
podemos realizar la misma construccion si comenzamos con una recta que
parte a la mitad. Entonces las t-particiones de X casi inducen una particién
de S!, salvo por los extremos donde coinciden dos particiones.

El siguiente Lema sera de gran utilidad para demostrar los dos resultados
principales de esta seccion.

Lema 4.11. Sea X un conjunto de 2n puntos en el plano y 0 < t < n/2
un entero. Si existen parejas de rectas (l,,la) y (hn,hat) que inducen t-
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particiones de X, tales que los dngulos correspondientes a las regiones [T N5,
y h” N hy, son agudo y obtuso, respectivamente, entonces X tiene una t-
particion ortogonal.

Antes de demostrar el lema hagamos una observacion. Consideremos una
pareja de rectas (I, ls;) que induce una t-particién de X con angulo o < 7/2,
correspondiente a la regién [;7 N I3,. Tomemos la direccién de ly; y rotemos
esta, en sentido contrario a las manecillas del reloj, hasta que lleguemos al
limite de la particién. Llamemos Iy, 1 a la recta en dicha direccion. Si el par
de rectas (I, los11) tiene dngulo o/ > 7/2, es evidente que existe una direccién
intermedia en la que su recta [, induce una t-particién ortogonal junto a la
recta [,. En el caso que o/ < 7/2, este angulo es el mayor posible, puesto
que estamos en el limite de la particiéon. Ademads, si escogemos una recta I,
ortogonal a ly;y1 que parte X a la mitad, esta cumple que |I/, N lorq| > t.
Podemos realizar el mismo analisis para el par (h,, hy;) rotando en el sentido
de las manecillas del reloj.

Dicho lo anterior, podemos rescribir el Lema [4.11] como sigue.

Lema 4.12. Sea X un conjunto de 2n puntos en el plano y 0 <t < n/4 un
entero. Si existen parejas de rectas ortogonales (L, lor) y (hn, har) que cumplen
que:

1. |1t = |kt = n
2. 4] = [hf) = 2t
SNl NnX| >t
4. | nhy, N X| <t
Entonces X tiene una t-particion ortogonal.

Demostracion. Para facilitar la escritura, vamos a utilizar los signos que apa-
recen en las particiones en el orden que los hemos escrito hasta ahora. Escri-
bimos (+,+), (+,—), (—,+), (—,—), donde el primer signo se refiere al de
la linea que parte a la mitad y el segundo a la otra.

Observemos como cambian de region los puntos en las direcciones que
sirven de transicién entre particiones, cuando rotamos en sentido antihorario.
Si la particion cambié debido a la recta que divide a la mitad, entonces ocurre
uno de los siguientes escenarios:
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[ J 0—}:1
® (+v+) [ ] (_7+) ® (+7+) ° (_7+>
ﬁ b1 Iz o
'. [ J ; [ J [ J i
° ° * .4—0p2 °
(+,-) . (+,-) .
| (=) JINCRS

Figura 4.2: Izquierda: Al rotar en sentido antihorario, los puntos p; y po
pasan de (+,—) a (+,+) y de (—,+) a (—, —), respectivamente. Derecha:
Al rotar, los puntos p; y pe pasan de (+,4) a (—,+) y de (—,—) a (+,—),
respectivamente.

» Un punto pasa de (+,+) a (—, %) y otro de (—, %) a (+, %).
= Un punto pasa de (+,+) a (—,+) y otro de (—, —) a (+, —).

En ambos casos el tamano de las partes cambia en a lo méas 1. Lo mismo
ocurre con las rectas que dividen en proporcién 2t (ver Figura. Maés atn,
si ambos cambios ocurren en la misma direccién, ninguna particién recibe
dos puntos a la vez. Por lo tanto, las hip6tesis (3) y (4) implican que existe
una direccién con t-particion ortogonal. O

Ambas versiones del lema nos permiten utilizar la siguiente estrategia al
querer probar si un conjunto tiene t-particion ortogonal. Al suponer que no
es el caso, podemos asumir que todas las parejas de rectas (I, ls;) ortogonales
tales que |I7| = ny |I5;| = 2t, cumplen que | NI5;NX| > t. También podemos
asumir que todas las parejas de rectas (I, ls;) que inducen ¢-particiones de X
tienen dngulo correspondiente a la regién [ N[5, agudo. Equivalentemente,
podemos asumir que |l NI, N X| < ¢ para cada pareja de rectas ortogonales
o que el angulo correspondiente a la regién [ N1, es obtuso para rectas que
inducen t-particion, puesto que un conjunto X tiene t-particién ortogonal si
y solo si cualquier reflejado por una recta de X la tiene.
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Figura 4.3: Al encontrarse todos los puntos de X dentro del circulo, tenemos
que la recta descrita por el segmento x;z; separa las regiones (+, —) para
ambas parejas de rectas.

Dicho esto, podemos proceder con el primero de los dos resultados prin-
cipales de la seccion utilizando el Lema [4.12]

Teorema 4.13. Todos los conjuntos X C R? con 2n elementos tienen 1-
particion ortogonal.

Demostracion. Supongamos que X no tiene 1-particién ortogonal. Entonces
podemos asumir que cualquier par de rectas (l,,l) tales que |If| = ny
|15,] = 2t cumple que | N5, N X|=0.

Listemos los elementos de X en su envolvente convexa, en sentido anti-
horario, como =z, ..., x;_1. Los segmentos x;x;; induce rectas ortogonales
(I8, 15) tales que |(I°)"] = ny [(I5)T] = 2. Mds aun (I!)™ N (I5)T N X = 0,
considerando todos los indices (méd k).

Ahora consideremos dos elementos z;, z; € X tales que d(z;, ;) > d(x,y)
para cada z,y € X. Como estos puntos son diametrales, entonces todos
los elementos de X se encuentran dentro del circulo C con didmetro z;z;.
En consecuencia, es ficil ver que la recta que contiene a z; y z; separa a
(DTN (Y y (YT N (8571, Por lo tanto, tenemos que

X @H n @G NX[+HIE D N @) NX[+2=2n+2,



CAPITULO 4. PARTICIONES EN R? Y R? 50

lo cual es una contradiccién (ver Figura [4.3)). ]

Para el segundo resultado, vamos a utilizar el Lema 4.11

Teorema 4.14. Sea X C R? un conjunto en posicion convexa con 2n ele-
mentos y 0 <t < n/4 un entero. Entonces X tiene una t-particion ortogonal.

Demostracion. En esta prueba todos los indices los consideramos (méd 2n—
1). Para comenzar listemos los elementos de X, en sentido antihorario, co-
mo o, ..., Ta, 1. Los pares de rectas (I57 [,) definidas por los segmentos
TiZ(i42t) Y T(i4t)T (i+t4n) fOrman una t-particién. Supongamos que X no tiene
una t-particién ortogonal, entonces los angulos correspondientes a las regio-
nes (I)* N (I%,)" son agudos, lo que es equivalente a que

<«7€(z'+2t) — Ty T(itt) — $(i+t+n)> <0,
se cumpla para cada 1.
Por otro lado, tenemos que
2n—1

Z <x(i+2t) = Ly T(i4t) — x(i+t+n)>
i=0

2n—1
= Z <9€(7;+2t)7 913(i+t)> - <5U(z'+t+n), iU(z‘+2t)> - <iU(z‘+t), 95@> + <33'z', x(i+t+n)>
i=0
2n—1 2n—1
- Z <x(i+2t)’x(i+t)> - Z <x(i+t+t)>$(i+t)>
1=0 i=0
2n—1 2n—1
+ Z (i, Tit4m) ) — Z (it 4man—t), T(ir2en—t)) = 0,
i=0 =0
lo cual nos lleva a una contradiccion. O

Para finalizar, los Teoremas y en conjunto con los experimentos
computacionales que realizamos nos llevan a creer que todo conjunto tie-
ne t-particion ortogonal. Lamentablemente, no fuimos capaces de construir
una demostracion para el caso general. Sobre los experimentos, realizamos
la busqueda de un conjunto sin dicho tipo de particién sin éxito, para con-
juntos con hasta 26 puntos. Para esto utilizamos variantes de los algoritmos
mencionados en la Seccién v Differential Evolution como heuristica de
busqueda.
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