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RESUMEN

En la presente tesis se introduce una nocién de CW-complejo no-conmutativo de dimension
finita, se establece cudando un CW-complejo de dimension finita cldsico tiene una versién no-
conmutativa, ademds de presentar un estudio detallado de las superficies compactas clasicas
orientables y no-orientables, y lo que consideramos sus versiones no-conmutativas, las cuales
se ven como CW-complejos cudnticos de dimensién 2, donde probamos que estas tienen K-
teoria isomorfa al caso clasico, aparte de describir los generadores de estos grupos. Mas atn, se
estudian las clases de isomorfismos de las C*-algebras no-conmutativas introducidas tanto para
las superficies compactas cuanticas orientables como las no-orientables, para lo cual se emplea la
Teoria de Brown-Douglas-Fillmore; este hecho representa uno de los resultados mas importantes
de esta tesis. A su vez, demostramos que todo CW-complejo de dimension 2 tiene una version no-
conmutativa y que su K-teorfa es isomorfa al caso clasico, donde en la prueba se utiliza la sucesion
espectral de Schochet. Es asi como definimos una filtracién creciente de ideales cerrados de estas
C*-algebras (tanto para el caso cldsico como el cudntico) y determinamos el primer diferencial
de dichas sucesiones espectrales mediante el estudio detallado de los homomorfismos conexion.
Finalmente, un resultado analogo para los CW-complejos de dimensién n es obtenido, ademas de
ilustrar los cédlculos con ejemplos importantes de CW-complejos cuanticos de dimensién finita.

PALABRAS CLAVE: CW-complejo no-conmutativo, C*-dlgebra, K-teoria, homomorfismo
conexion, sucesion espectral.

ABSTRACT

In this thesis, we introduce a notion of a finite-dimensional non-commutative CW-complex, we
establish when a classical finite-dimensional CW-complex has a non-commutative version, and
we present a detailed study of orientable and non-orientable classical compact surfaces and what
we consider to be their non-commutative versions, which are seen as 2-dimensional quantum
CW-complexes, where we prove that their K-theory is isomorphic to the classical case, apart
from describing the generators of these groups. Furthermore, we study isomorphism classes of
the introduced non-commutative C*-algebras for both orientable and non-orientable quantum
compact surfaces, for which the Brown-Douglas-Fillmore Theory is used; this fact represents
one of the most important results of this thesis. In turn, we show that every 2-dimensional
CW-complex has a non-commutative version and we prove that their K-theory is isomorphic to
the classical case, where the Schochet spectral sequence is used in the proof. We thus define an
increasing filtration of closed ideals of these C*-algebras (both for the classical and quantum
cases) and determine the first differential of such spectral sequences by detailed study of the
connection homomorphisms. Finally, an analogous result is obtained for n-dimensional CW-
complexes and the calculations are illustrated with important examples of finite-dimensional
quantum CW-complexes.



INTRODUCCION

En este trabajo las siguientes C*-dlgebras representan las versiones no-conmmutativas de las C*-
algebras sobre las superficies compactas clasicas orientables y no-orientables respectivamente:

C(Tyq) ={f €T :0(f)(z) =o(f)(y) si x~y, 2,yedD}, (0.1)

CPupg) = {f €T 0(f)(z) =0(f)(y)si z~y, z,yedD}, (0.2)
donde en (0.1]) la frontera 0D = S! fue dividida en 4g arcos ay, . . . , Qg a;l,. .. ,aggl, T denota la
C*-dlgebra de Toeplitz, la funcién o : T — C(S') denota el mapeo del stmbolo y la relacién de
equivalencia esta dada por identificar a;(t) ~ aj_l(t), j=1,...,2¢9, t€]0,1], (ver Definicién
2.1.1)), asi para (0.1) obtenemos una superficie cerrada cuédntica orientable de género g.

Por otro lado, en para n,k € ZT con 1 < k < n, dividimos la frontera 0D = S'
en 2n arcos Gi,...,0g, b1, ..., 0k, Gpa1, ...y, a,;il, ...a; ', y obtenemos una superficie cerrada
cudntica no-orientable de género n bajo la relacion de equivalencia dada por a;(t) ~ b;(t) con
i=1,...,k t €l0,1], a;(t) ~ a;l(t),j =k+1,...,n, t €[0,1] (ver Definicién . Bajo

esta simbologia, algunos de los resultados més destacados son

= La prueba de que superficies cerradas cuanticas de géneros diferentes no son isomorfas
(esto es, no son *-isomorfas como C*-algebras);

La demostracién de que para todo g y todo (n,k), C(Tyq) 2 C(Punk).q);

La prueba de que C(Pp,1),q) = C(Pr iry,q) iy s6lo si (n, k) = (0, k');

La demostracion de que las superficies cerradas clésicas y sus contrapartes cuanticas tienen
K-teoria isomorfa.

De este modo, este trabajo contiene la prueba del siguiente teorema (resultados que se
encuentran en el articulo [24]).

Teorema A. Para g € Z%, si C(Ty,) denota una superficie compacta cudntica orientable de
género g, como en (0.1). Entonces C(T,,) es isomorfa a la C*-dlgebra generada por 1, T, 1y
y los operadores compactos K := IC(H,), donde

2 % (411
Hyi= & 6(Z),  T,:= (J—f U - _,) ,
J:
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y U representa al operador shift bilateral en l5(Z), esto es, Ue, = e,i1 para todo n € 7
con {en}, ey la base ortonormal candnica de ly(Z). Ademds, dados n,k € Z* con k < n, si
C(P(nk),q) denota una superficie compacta cudntica no-orientable desde (0.2)), entonces C(Pnk)q)
es isomorfa a la C*-dlgebra generada por 1, T, k., T, 1. y los operadores compactos K := K(Huk),

donde

n k : n .
Hop = & 6N & & (Z), Top= (ﬂsz_ l) o d <JL B 1),

j=1 j=k+1 j=1 J J/) i=k+1\0 J J
y S representa el operador shift unilateral derecho en lo(N).

Siguiendo esta linea, demostramos que las superficies cerradas cuanticas se pueden ver como
CW-complejos cuanticos de dimension 2, donde a grosso modo, diremos que en general un
objeto virtual EZ, su interior By y su frontera 3@2 son analogos no-conmutativos de las bolas
cerradas, el interior y sus fronteras clasicas respectivamente, si y solamente si, estas tienen K-
teoria isomorfa al caso clasico correspondiente. Bajo esta Optica el lector puede hacerse una
idea de lo que entendemos por CW-complejo cuantico, por consiguiente, otros de los resultados
mas importantes de este trabajo y cuyas demostraciones fueron realizadas con la poderosa

herramienta de las sucesiones espectrales, especificamente la sucesién espectral de Schochet son:

Teorema B. La K-teoria de un CW-complejo cldsico de dimension 2, es isomorfa a la K-teoria
de su contraparte no-conmutativa.

Teorema C. Sean X un CW-complejo cldsico de dimensionn y X, una version no conmutativa.
Entonces si la sucesion espectral de Schochet asociada a X (ver Seccz’én colapsa en la pagina
2, y las siguientes sucesiones exactas cortas se escinden

00— Fv_lvaer(A) - FUJCerw(A) - ijcv+w(A)/Fv_1:KU+w(A) - an - O’

se cumple que K. (C(X)) = K.(C(X,)).

Ahora bien, jcémo nacié la idea de introducir la nocién de version no-conmutativa de un CW-
complejo clasico de dimensién finita? para responder esta pregunta, note que las superficies
compactas clésicas son CW-complejos de dimension 2, donde el 0-esqueleto es un punto, el 1-
esqueleto es un bouquet de circulos y el 2-esqueleto lo obtenemos al pegar D, a lo largo de su
frontera al 1-esqueleto. En este sentido, como C(D,) es una versién cudntica de C(D), donde
el objeto virtual D, fue introducido por Klimek-Lesniewski en [15]; resulta bastante natural
preguntarse por las C*-dlgebras que se pueden obtener, al “pegar” ﬁq al 1-esqueleto (bouquet
de circulos) a lo largo de su frontera, donde este proceso de pegado se hara mediante un diagrama
pullback. Las C*-dlgebras obtenidas seréan ejemplos de CW-complejos cudnticos de dimensién
2.

De esta manera, el presente manuscrito esta organizado en 4 capitulos, el Capitulo 1 contiene
todos los preliminares necesarios para la investigacion, lo que incluye algunas generalidades sobre
la C*-dlgebra de Toeplitz, algunos conceptos y resultados relativos a la K-teorfa de C*-dlgebras,
la Teoria de Brown-Douglas-Fillmore y lo mismo para las sucesiones espectrales, particularmente
la sucesion espectral de Schochet. En el Capitulo 2 se desarrolla el estudio de las superficies
cerradas cuanticas orientables y no-orientables, demostrando los resultados antes mencionados.



En el Capitulo 3 el lector puede encontrar la motivacién del estudio de los CW-complejos
cuanticos finitos, la descripcién de una sucesion espectral de Schochet tanto para el caso clasico
como para el cuantico, el estudio del primer diferencial, aparte de las demostraciones de los
Teoremas , y otros hechos importantes. Finalmente, el Capitulo 4, contiene a C(CP™) y a su
analogo no-conmutativo C(CP;') como un ejemplo interesante de CW-complejo cudntico finito.



cAPiTULO 1

C*-ALGEBRAS Y SUCESIONES ESPECTRALES

En este primer capitulo desarrollaremos la teorfa mds importante sobre C*-dlgebras que
tendremos en cuenta a lo largo de esta tesis, invitamos amablemente al lector interesado a
consultar los libros [4, 28, 18, 22], para informacién mas detallada. Asimismo, haremos mencién
de las sucesiones espectrales y algunas de sus generalidades, dejando entrever que es una de las
mas poderosas herramientas para el calculo de la K-teoria de C*-dlgebras.

1.1. Generalidades sobre C*-dlgebras

Recordemos que una C*-dlgebra es una *-algebra de Banach compleja A (la operacién * es una
involucién en A), tal que satisface la C*-identidad: ||a*a|| = ||a||* para todo a € A. El espectro
de un elemento a en una C*-algebra con unidad 14 es usualmente denotado mediante el simbolo
spec(a), y esta definido por spec(a) := {\ € C: a— Al 4 no es invertible en A}, es bien conocido
que spec(a) es un subconjunto compacto no-vacio del plano complejo. La notacién C*-gen(.5)
serd empleada a lo largo de esta tesis para denotar a la C*-subdlgebra de A generada por un
subconjunto no vacio S de A.

Sea A una *-algebra, entonces para cada = € A, definimos

|z == sup{r(x) : res una C*-seminorma en A}l (1.1)

Si ||z|]| < oo para todo x € A, entonces la C*-dlgebra universal de A, denotada por C*(A), es
la completacion de A/ J respecto a la C*-norma inducida por , donde J es el ideal de A
dado por

J:={x e A:|z|| =0}.
Note que C*(.A) existe si y sélo si ||z|| < oo para todo x € A. Los siguientes son ejemplos
interesantes de C*-algebras, algunos de ellos presentados como C*-algebras universales:

i) Dado un espacio de Hilbert H, dim¢c(#H) > 2, el conjunto de operadores lineales y acotados
en H, denotado por B(H), junto con las operaciones

(T + S)(z) :=T(x) + S(z), (aT)(x):=aT(x), (TS)(x):=T(S(x)),

Una C*-seminorma en una *-dlgebra A es una seminorma en A que satisface la C*-identidad y es submultiplicativa.

8
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i)

iii)

iv)

para todo T,S € B(H) y cualquier a € C, la involucién definida por tomar adjunto y
la norma de operadores, constituye una C*-dlgebra no conmutativa con unidad idy (el
operador identidad en H). Si el espacio de Hilbert H tiene dimensién infinita, el tinico
ideal bilateral, y cerrado en norma, de B(H), es el subespacio de operadores compactos en
H, denotado por K(H), o simplemente K.

Dado un espacio topoldgico compacto Hausdorff X, el conjunto de las funciones continuas
en X, denotado por C(X); esto es,

C(X):={f:X — C: fes una funcién continua}

junto con las operaciones puntuales, la involucién * : C(X) — C(X), f*(x) := f(z) para
todo x € X y la norma infinito, definen una C*-algebra conmutativa con unidad. En el
caso en que X sea localmente compacto Hausdoff y no-compacto, diremos que una funcion
continua f : X — C se anula en el infinito si y s6lo si para todo € > 0 existe un subconjunto
compacto de X, digamos K., tal que para todo x € X \ K. se cumple |f(z)| < e. Asi,
definimos el conjunto

Co(X):={f: X — C: f se anula en el infinito},

el cual resulta ser un ideal cerrado de C (X ), donde X esla compactificacion por un punto
de X. Por consiguiente tenemos la siguiente sucesion exacta corta

0 — Co(X) —= C(X) —=C(X)/Cy(X) = C — 0.

Para ¢ € (0,1) se define la C*-algebra de funciones continuas sobre el espacio cuantico
compacto SU,(2) (ver [29]) como la C*-algebra universal generada por los elementos a, b
con las relaciones:

afa+bb=1, ab=qba, aa*+ @b*b=1, ab* = gb*a, b*b = bb*.

En general, Vaksman y Soibelman definen el espacio cudntico compacto SU,(n) como una
C*-4lgebra universal.

En el articulo [15], los autores Klimek-Lesniewski definen la C*-dlgebra de funciones
continuas sobre el disco cuantico C(D,) como la C*-algebra universal del dlgebra polinomial
generada por z, z* sujetos a la relacién z*z — ¢>zz* = (1 — ¢?)1. La cual unos parrafos méas
adelante veremos que es *-isomorfa a la C*-dlgebra de Toeplitz (ver Seccién [1.2)).

La C*-dlgebra de funciones continuas sobre el espacio cuantico compacto Sg”“ (las esferas
cuédnticas impares de Vaksman y Soibelman [26]), C(S2"*!), se define como la C*-dlgebra

universal generada por n + l-elementos 21, - - - , 2, 2,41 bajo las siguientes relaciones:
2% = qziz; para todo i < j;
* — *, - -,
Zizi = qziz;; para todo i # j;

2= zizr+(1—¢%) (Zz]zj) o i=1,--,n;

§>i
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1Pl = ZnalZngts
n+1

dozizi= 1.

i=1

Este espacio fue originalmemte definido por Vaksman y Soibelman como el espacio cuantico
homogéneo C(SU,(n + 1))/C(SU,(n)).

Todo algebrista de operadores, siempre que desee escribir sobre C*-dlgebras, se encuentra en
la obligaciéon moral de hablar de unos de los resultados mas trascendentales del area, debido a
Gelfand, Naimark y Segal, los teoremas que expresan una equivalencia de categorias, y que
abrieron la puerta a la investigacién de las C*-algebras. En 1943, los investigadores antes
mencionados demostraron que no hay otra C*-algebra conmutativa méds que el algebra de
funciones continuas en un espacio topolégico compacto Hausdorff (salvo equivalencia dada por
isomorfismos isométricos), y mas tarde, demostraron que toda C*-dlgebra se puede ver como
una *-subalgebra del algebra de operadores lineales y acotados sobre un espacio de Hilbert.

Teorema 1.1.1 (Gelfand-Naimark). La categoria de espacios topoldgicos compactos
Hausdorff, con mapeos continuos como morfismos, es dual a la categoria de C*-dlgebras
conmutativas con unidad, con *-homomorfismos como morfismos, via los siguientes funtores
contravariantes:

» A una C*-dalgebra conmutativa con unidad A, le asociamos el espectro de Gelfand speC(A)EL
esto es, el espacio de los funcionales lineales multiplicativos no nulos en A, y a cualquier
*-homomorfismo ¢ : A — B le asociamos la funcion continua a: spec(B) — spec(A), es
decir, la tinica funcion continua tal que (f)(a) = f(d(a)) para todo f € spec(B) y todo
ac A

» A cualquier espacio topoldgico compacto Hausdorff X, le asociamos la C*-dlgebra
conmutativa con unidad C(X), y a cualquier funcién continua f : X — 'Y, le asociamos el
*-homomorfismo g € C(Y') — go f € C(X).

Este teorema puede ser generalizado a espacios topoldgicos localmente compactos Hausdorff.

En el sentido del teorema anterior y en el contexto de la Geometria No-conmutativa es valido
preguntarse por los espacios que asociamos a las C*-dlgebras no conmutativas, y la respuesta es:
los espacios cuanticos, los que filoséficamente se ven como &dlgebras de funciones continuas,
es decir, un espacio cuantico compacto suele definirse como un objeto de la categoria dual a la
categoria de C*-dlgebras con unidad.

En general, dentro de la teoria del dlgebra de operadores podemos ver a una C*-algebra como
una C*-subalgebra de un espacio de operadores lineales y acotados en un espacio de Hilbert,
mas exactamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2 (Gelfand-Naimark-Segal, 1943). Para cada C*-dlgebra A existe un espacio
de Hilbert H tal que A es C*-isomorfa a una C*-subdlgebra de B(H).

2Entendemos que la topologia de spec(.A) estd dada por la topologfa *-débil del dual de A .
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1.2. C*-3lgebra de Toeplitz

Una C*-algebra muy importante en K-teoria y muy estudiada en la literatura es el dlgebra de
Toeplitz, por lo que merece especial atencién, ademdas de que la usaremos mas adelante para
definir discos cuanticos de dimension par e impar de una manera adecuada.

Més adelante veremos que es posible definir la C*-dlgebra de Toeplitz como la C*-dlgebra
universal asociada a cierto grafico dirigido de fila finita (ver Ejemplo , mientras tanto,
en esta parte mostraremos que puede ser vista como una deformaciéon del dlgebra de funciones
continuas sobre el disco cerrado unitario del plano complejo D := {z € C: |z| < 1}. A lo largo
de esta seccién D y 0D denotaran el interior y la frontera de D respectivamente. El lector puede
consultar el libro [27] para mé&s informacién.

Sabemos que el espacio vectorial,

Ly(D) = Ly (]D %) {f D — C: f es medible, /|f |2—<oo}

donde % es la medida de Lebesgue 2-dimensional normalizada, resulta ser un espacio de Hilbert
al dotarlo de la forma sesquilineal definida positiva:

— , dA
(19) = [ T (1.2

D s
Entonces definimos el espacio de Bergman A3(ID) como el subconjunto de Lo(D) formado por
las funciones holomorfas y Ls—integrables en D. Veamos que A2(ID) es un subespacio cerrado
de Ly(D) y por consiguiente un espacio de Hilbert. Para tal fin primero notemos que por la

formula integral de Cauchy, para cualquier disco cerrado con centro 2z, € D y radio s, digamos
B(zp; s), se cumple que

1 2w )
flz) = %/ f(zo +re)d¢ paratodo0 <r <s, fe& AyD),
0

y al multiplicar por r e integrar en el intervalo [0, s|, obtenemos:

ms2

2m 1
/ / f(zo + re)rd¢dr = fdA . f(z0) = —/ fdA.
B(z0;s) B(zo0;s)

En virtud de este resultado no es dificil ver que, para v € D fijo,

FAGHIRS

1
=] @) para todo f € Ay(D). (1.3)
— |7
Ahora bien, recordemos que nuestro objetivo es demostrar que Ay(D) C Ay(D), asi que, con

tal propésito en mente, dado f € Ay(ID) existe una sucesién {f,}nez, C Aa(D) tal que
| fo = fllLom) = 0, y ademads, del andlisis real sabemos que existe una subsucesién { f,, }rez+ que
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converge puntualmente a f , “=-casi en todas partes. Luego por . para todo disco cerrado de
centro 0 y radio r contenido en D, y todo z en él, se cumple que

1
|fn(2) = fm(2)] < 1——7”an - meLQ(D),

y por consiguiente, la sucesién { f,, },ez+ converge uniformemente en cada disco cerrado de centro
0 y radio r, contenido en D. Ya que el Teorema de Morera establece la existencia de una funcién
analitica en el interior de la bola cerrada, este limite debe coincidir con f, %—casi en todas
partes, esto es, f es holomorfa en .

De esta manera, como Ay (D) es un subespacio cerrado de Ly(ID) por el teorema de la Proyeccién
ortogonal, podemos considerar la proyeccién P : Ly(D) — Ay(ID) y entonces, dado f € C(D),
definimos el operador de Toeplitz T : A3(D) — Ay(ID) con simbolo f por T¢(¢p) = P(f¢) para
todo ¢ € Ay(D). En virtud de esto, el dlgebra de Toeplitz es la C*-subalgebra de B(Ly(D)) dada
por

T = C*gen{T} : f € C(D)} C B(Lz2(D)). (1.4)

Observe que podemos checar que para todo simbolo continuo f € C(ID) se verifica que T7 =15y,

en efecto, dados ¥, ¢ € Ay(D),
(Ti (W), 0) = W, Ti(0)) = (W, P(f8)) = (P"(¥), fo) = (¥, fo)

= (fY,9) = (fv, P(¢)) = (P"(fv), 6) = (P(f¥), )

= (T5(¢), ).
Ademas, si /5(N) denota al espacio de Hilbert de las sucesiones cuadrado sumables, entonces el
espacio de Hilbert Ay(D) es isométricamente isomorfo a ¢5(N), ya que el conjunto

{Go:=vn+12z": neN}

donde z : D — D estd dada por z(re®) = re® (la funcién identidad en D), define una base
ortonormal de A»(ID), en efecto, es claro que span{(, : n € N} = Ay(D) y ademads, de la forma
sesquilineal definida positiva (|1.2)),

dA 2m didr
<Zn,2m> — /—n m_"" / / n —int m zmt T
1 1
= - / i ( / el ")tdt) dr = 26, / L
™ Jo 0 0

B 2001
- (n+m+2)
de donde,
25mn
(Gor o) = Vi F TV T L 27 = Vi b Wim - L = 5,

Por consiguiente, {(,}n,en es una base ortonormal de Ay(D), y entonces se cumple que Ay(D) =
05(N). Ahora bien, nuestro objetivo es ver a la C*-dlgebra de Toeplitz como la C*-algebra
generada por el operador shift-unilateral derecho en ¢5(N), para conseguirlo note que la siguiente
proposicién se satisface:
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Proposicién 1.2.1. Es cierto que

sim =20 .,
", donde z es la funcidn

0
\ /nLHCn,l sin>1.

i) T.G, = Z—i;(’nﬂ para todon € N, TY(,, = {
identidad en D;

it) El conmutador [T,,TF] actia en ¢, en la forma [T, T, = m@l para todo n € N.

Luego, [T,,Tr] € K(A2(D)). Mds ain [T7,Ti"] € K(A2(D)) para todo n,m € N;

iii) [Ty, Th) € K(A2(D)) para todo par de polinomios g, h en las variables z y Z.

Una consecuencia de la proposicién anterior es que la C*-dlgebra de Toeplitz es generada por
T.,T; =Tz, ida,m y la subdlgebra de operadores compactos K(Ay(ID)), esto es,

T = Crgen{{T., Tz, ida,m} UK(A2(D))}. (1.5)

Mads atin note que si S denota al operador shift-unilateral derecho en Ay(D), esto es, S(¢,) =
Cni1- Entonces observe que

n+1
(S - Tz)Cn = S(Cn) - Tz(Cn) - (1 - n+ 2) Cn—&-la

y como 1lim (1 — 4 /Z—ié) =0, se deduce que S —T, € K(A2(D)) y en virtud de ([L.5)) se obtiene

n—oo
que S € T. De este modo, como toda matriz elemental E;;(, := 05 ,(; se puede escribir en la

forma S™(1— 55*)S**, se concluye que K(A5(D)) C C*-gen{S, S*,ida,m)}. Y en este sentido se
puede demostrar que
T = C*-gen{S, S*,idy, vy} C B((2(N)), (1.6)

donde vemos ahora a S como el operador shift-unilateral derecho de ¢5(N) lo cual es posible
puesto que Ay(D) = ¢5(N). A lo largo de este trabajo veremos a la C*- dlgebra de Toeplitz como

en (0).

Por otro lado, se conoce que la C*-algebra del disco cuantico de dimensién 2, C (@q) para
0 < g < 1, la cual se define como la C*-dlgebra universal del algebra polinomial generada

por z,z* sujetos a la relacién 2*z — ¢?22* = (1 — ¢*)1, es isomorfa al algebra de Toeplitz.
Para obtener tal isomorfismo se define en (5(N) el elemento z := Y - (Ay — Appy1) S™H(S*)™

donde A, := /1 — ¢?>™, el cual estda en T, y es de tal suerte que a partir de su descomposicion
polar se recupera el operador shift-unilateral derecho S, permitiendo probar que la C*-algebra
generada por z es isomorfa a 7. Ademas, en virtud de que z satisface la relacién cudntica
de D,, basta definir los *-homomorfismos 1, : C*-gen{S,S*, 1} — C(D,), ¥1(S) = 2|z y
@2 : C(D,) — C*-gen{S, S*,1} por 1y(z) = S, comprobar que ¥, (S) es una isometria parcial, y
notar que ¥ o Y1 = idoxgen(s,s+,1}, Y10 2 = ide )

De este modo, teniendo en cuenta que el conjunto de los operadores compactos en AQ(@),
denotado por K(Ay(D)), forma un ideal cerrado de Ay(D), y que T/K(A2(D)) = C(0D),

obtenemos una sucesién exacta corta

0 — K(A45(D)) —=T 2 C(D,) -2 C(0D) — 0, (1.7)
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donde 1 es el mapeo inclusién, y o : T — C(0D) estd dado por o(Ty) = f ls5 v es
conocido como el mapeo del simbolo (recomendamos el libro [27] para més detalles al respecto).
Equivalentemente, tenemos la sucesién exacta corta

0 —=K(>(N)) —=T = C(D,) -~ C(0D) —=0, (1.8)

donde o : T — C(9D) se define mediante la relacién o(S) = u y u representa al mapeo identidad
en 0D, note que usamos el hecho de que C(9D) = C*-gen{u,@, 1} por el Teorema de Stone-
Weierstrass.

14

Lo anterior representa una “versién no-conmutativa” de la sucesién exacta corta

00— Cy(D) ——C(D) —2= C(0D) — 0, (1.9)

con o(f) = f l45, donde la deformacion fue practicamente reemplazar el interior del disco D
por los compactos. En este sentido, nos resulta muy interesante preguntarnos si este tipo de
“reemplazo” cambia la K-teoria. Esta pregunta motivé el presente trabajo, ver Seccion para
mas detalles.

1.3. C*-algebras gréficas

En esta subseccién le damos un espacio a las C*-dlgebras gréficas, en virtud de que motivaron el
estudio de las esferas cuanticas y espacios proyecticos complejos cuanticos como CW-complejos
no-conmutativos; desde el articulo de Szymanski-Hong [14]. Para més nociones bdsicas sobre
C*-élgebras gréficas, una referencia obligada es [20].

Definicién 1.3.1 (Gréfico dirigido de fila finita). Sea G = (G° G, r,s) un gréfico dirigido
donde G° y G' son el conjunto contable de vértices y aristas, respectivamente. Ademés, r
asigna a cada arista el vértice al que llega, y s el vértice del que parte. Con esta notacion
decimos que un vértice v € G° es regular si el conjunto s7'(v) := {e € G' : s(e) = v} es un
conjunto finito no vacio, en el caso en que sea vacio decimos que v es un sink. Asi diremos que
un grafico dirigido es de fila finita si todo vértice es o bien regular o un sink.

Definicién 1.3.2 (C*-dlgebra grafica). Si G = (G°, G, r, s) es un gréfico dirigido de fila finita.
La C*-algebra universal asociada a G y denotada por C*(G) es la C*-dlgebra universal generada
por un conjunto de proyecciones {p, : v € G°} e isometrias parciales {s. : e € G'} con las
siguientes relaciones:

i) pupw = 0, para todo v # w;

1ii

i)

ii) stsy =0 para todo e # f;
1) s¥s. = Py para todo e € G*;
)

Py = S sest para todo vértice regular v € G°.
{e€eG':s(e)=v}

iv

[lustramos estas importantes definiciones con los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 1.3.3. La C*-dlgebra més simple con la que podemos trabajar es la dada por el
conjunto de los nimeros complejos C, y como C*-algebra gréfica se representa con solamente
un punto. De igual modo, la C*-dlgebra de funciones continuas sobre la frontera del disco
D, C(OD), esta dada por la C*-algebra universal asociada al grafico dirigido de fila finita con
G = {v}, G' ={e} y r(e) = v = s(e).

Ejemplo 1.3.4. La C*-dlgebra de Toeplitz puede ser vista como una C*-dlgebra grafica (una
C*-dlgebra obtenida desde un grafico). Para ello basta considerar G = {vy,v2}, G = {e11, €12},

r(e11) = v1 = s(eq1),r(e12) = v, s(e12) = v; como en la Figura

v1 > Yug

Figura 1.1: Toeplitz como C*-algebra gréfica.

En este sentido, si {e, }nen es la base candnica de £2(N) podemos considerar el espacio de Hilbert
separable H = Cey @ lo(Z") = Ceq @ spanfey, es-- -}, v definir las proyecciones ortogonales
p1,p2 - H — H como pi(aeq ® a) = aeg, p2(aeg @ a) = a para todo « € C y todo a € ly(ZT),
ademds definimos las isometrias parciales s11,$12 : H — H, s11(eg) = 0,s11(e,) = e,41 para
n > 1, sia(eg) = e, s12(e,) = 0 para n > 1. Entonces se satisfacen las relaciones:

2 ok 2 ok _ * _
Py = D1 =Di, Dy =D2 =Dy, P1P2 = P2p1, Si1512 =0,
* * * *
$11511 = P1, S19512 = P2, S11877 + S12S19 = P1-

Y ademas C*(G) = C*-alg-universal{py, pa, s11, s12} = C*-gen{S := s11 + 512, 5*} = T por (L.6).

Ejemplo 1.3.5. En la Seccién [I.1] se define la C*-dlgebra de funciones continuas sobre el
espacio cuantico Sg"“, de gran importancia para los gedmetras no-conmutativos. Szymanski-
Hong [I4] demostraron que esta se puede interpretar como la C*-dlgebra universal de un
grafico dirigido de fila finita con los siguientes requerimientos G° = {v; : i = 1,--- ,n + 1},
G'={eyj:i,7=1,--- ,n+1,i <j} r(ey) =vj,s(e;;) = vi. Abajo el grafico para n = 4.

€11 €22 €33 €44 €55

Figura 1.2: C(SZ) como C*-dlgebra grafica.
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1.4. K-teoria de C*-algebras

Recordemos que dada una *-algebra A, definimos el conjunto de sus proyecciones, denotado por
P(A), como
P(A):={peA: p=p’=p'}.

En este conjunto definimos la siguiente relacién de equivalencia:

p,q € P(A), p~q siysélosiexiste v e A tal que p=rvv, ¢ =vv",

bajo esta situacion decimos que las proyecciones p y ¢ son Murray-von Neumann equivalentes.
Esta relacion de equivalencia es de gran importancia en la teoria de algebras de von Neumann,
especificamente en su clasificacion por tipos, a su vez, es utilizada para definir el grupo I
asociado a una C*-dlgebra.

En este sentido, observemos que P(A)/ ~, esto es, el conjunto de clases de equivalencia, en
general no define un semigrupo bajo la operacion suma més natural que se nos puede ocurrir,
ie,

[p] + [a] = [p+dl,

ya que no-necesariamente es cierto que p+q € P(A). De este modo si queremos una proyeccion,

O Ee-e

lo que motiva trabajar con algebras de matrices sobre A y definir un tipo de relacién de Murray-
von Neumann en matrices de cualquier tamano. Sin mas filosofia, considere el siguiente conjunto

M (A) = U/\/ln(A), via los encajes M, (A) 3 a+— <8 8) € M,1(A),
n=1

el cual define una *-4lgebra no-conmmutativa, en esta *-algebra, decimos que p, g € P(M(A)),
esto es, p € P(M,,(A)),q € P(M,,(A)) para algunos n,m € Z* son equivalentes, en simbolos
p ~ q, siy sblo si existe v € M,xn(A) tal que p = v*v y ¢ = vv*. Y por consiguiente, el
conjunto V(A) := P(My(A))/ ~ junto con la operacién binaria

+:V(A) x V(A) = V(A) dada por [p] + [q] := [p @ q] = [diag(p, q)] = [(g 2)}

es un semigrupo abeliano. Asi, tenemos la siguiente definicién (recomendamos los libros
[4, 28], 22] para consultas relacionadas con la K-teoria de C*-dlgebras y el libro de Michael
Atiyah [2], uno de los precursores de la K-teoria, para resultados sobre haces vectoriales y
K-teoria).

Definicién 1.4.1. Dada una C*-algebra unital A4, su grupo Ko(.A) se define como el grupo de
Grothendieck de V(A). Note que Ko(A) resulta ser un grupo abeliano.

En la siguiente proposicién resumimos algunas de las propiedades méas importantes de este
grupo:
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Teorema 1.4.2 (Propiedades de Ky). [22] Dada una C*-dlgebra unital A, se cumplen
) Ko(A) = {Ip] — [d] - p.q € PMa(A)), n € Z+;
ii) [04] = 0;
i) p ~p q en P(M,(A)) implica [p] = [q], donde ~y, significa equivalencia homotdpica;

it1) (Propiedad universal) Si G es un grupo abeliano, y ¢ : P(My(A)) — G es un mapeo que
satisface

o Y(p®q) =(p) +¥(q);
e (04) =0,
o Sipnr~ypqen P(M,(A)) entonces (p) = ¥ (q);

entonces existe un unico homomorfismo de grupos ¢ : Ko(A) — G tal que el siguiente
triangulo es conmmutativo

P(Moo(A)) —= Ko (A)

|

g

iv) Ko es un fuctor covariante de la categoria de C*-dlgebras con unidad a la categoria de
grupos abelianos.

En el caso de C*-dlgebras sin unidad, consideramos su unitizacién mas pequena A= A+C, y
definimos el grupo Ky de A como Ky(A) := Ker(m,) Idonde 7: A= C,7(a,a) = a para todo
(a,a)) € A, y 7, denota el homomorfismo inducido por 7 en los Ky-grupos.

Ahora bien, para definir el grupo X; de una C*-dlgebra unital, denotamos por U(.A) al conjunto
de elementos unitarios de una C*-dlgebra unital A y deﬁnlmos en U(Mu(A)) la operacién
binaria @ por

wdv = (g 0) € U(Moim(A), 1€ UMu(A),v € UMm(A)

y definimos, ademds, una relacién de equivalencia en U(M(A)), en el sentido de que si
u € UM,(A)),v e UM, (A)) decimos que u ~ v si y sélo si existe k € ZT, k > max{m,n}
tal que u® I, ~p V@ [y, en U(My(A)), vy donde I, es la matriz identidad en M (.A). Con
estos ingredientes, tenemos la siguiente definicion

Definicién 1.4.3. Dada una C*-algebra A, se define su grupo X;(.A) como

K1(A) = U(Muo(A))/ ~

respecto a la suma [u] + [v] = [u @ v] para todo u,v € U(Mu(A)). Claramente este grupo
resulta ser abeliano.

3Ker es nuestra notacién para Kernel.
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Teorema 1.4.4 (Propiedades de K1). [22] Dada una C*-dlgebra A, se cumplen
i) Ky (A) = {[u] : u e UMu(A)};
ii) [1] = 0;
i) Siu,v € UMu(A)) yu~y v entonces [u] = [v];
iii) Siu,v e UM,(A) es cierto que [uv] = [vou] = [u] + [v];

iv) (Propiedad universal) Si G es un grupo abeliano, y v : U(Muo(A)) = G es un mapeo que

satisface
e Y(u®v) =1p(u) +¥(v);
e (1) =0;

o Siun~pven U(Mn(j)) entonces ¥(u) = ¥ (v);

entonces existe un unico homomorfismo de grupos ¢ : K1(A) — G tal que el siguiente
triangulo es conmmutativo

U(Moo(A)) — K1(A)

|

g

v) Ky es un fuctor covariante de la categoria de C*-dlgebras a la categoria de grupos abelianos.

Para lo que sigue, recordemos que dada una sucesiéon de R-médulos y morfismos de R-médulos,
denotada { My, @i trez, donde @ : My — My vy R es un anillo con unidad, la sucesién

N ﬂ;?_/\/lk,1 Pr—1 Mk Pk MkJrl ... (110)

es llamada una sucesién exacta si para cada k € Z se tiene que Ker(ygi1) = Im(pg). Mas
aun, se dice que la sucesién se escinde en My, si existe un morfismo ¢ : My, 1 — My tal que
Qr © Y = id g, ,, donde id g, , es el morfismo identidad en M.

Como el lector ha de suponer, a lo largo de esta tesis nosotros sélo consideraremos dos tipos
de moédulos; las C*-dlgebras y los grupos abelianos, con R = C y R = Z respectivamente. Un
importante resultado sobre sucesiones exactas que se escinden es el siguiente:

Proposicién 1.4.5. [2§ Dados R-mdédulos A,E y C. Si la sucesion

0 y A —2— &£ ¢ s 0

es exacta y se escinde en &, entonces los siquientes enunciados se satisfacen
i) E=a(A) & y(C) 2 A @ C;

it) existe un homomorfismo de R-mddulos (un *-homomorfismo en el contexto de C*-dlgebras)
0:&— A tal que d o v = id 4;
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., ~ 5 .
ii) la sucesion 0 > C > £ > A » 0 es exacta y se escinde.

En este sentido si

0 Al ¢ 0
es una sucesion exacta corta de C*-dlgebras. Un resultado bastante importante en K-teoria de
C*-algebras sostiene que el functor Ky es semi-exacto, esto es, la sucesion

Ko(A) 2> Ko(€) Zm%o(C)

es exacta. Lo que vuelve natural buscar grupos de K de grados mas altos, que formen una
sucesion exacta larga homolodgica. Para tal fin, se definen el cono C' A y la suspension A de
una C*-dlgebra A como

C.A = CO((O, 1],./4) = Co((o, 1]) ® .A,

SA = Co((0,1),A) = Co((0,1)) ® A.

Ahora bien, en virtud de que C'A es contraible sus K-grupos superiores, definidos por homotopia,
son todos 0. Sea ev;(f) := f(t) el mapeo evaluacién en el punto ¢ € [0, 1]. Entonces tenemos la
siguiente sucesién exacta corta de C*-algebras

0 YA 2> CAZE A —5 0

y la sucesién exacta larga asociada tiene la forma
e — 00— Ky (A) N K1 (XA) —
0 — K1(A) - Ko(SA) — 0 — Ko(A).

La exactitud de esta sucesién larga significa que K;41(A) = K;(X.A). Por consiguiente una
natural definicién de K-grupos superiores puede ser K;(A) := Ko(X'A) ﬁ donde X' simboliza
la ¢-ésima suspension.

Como el siguiente resultado establece, la K-teoria de C*-dlgebras es 2-ciclica, esto es, slo cuenta
con dos K-grupos, Ky y K;. Este es un resultado muy 1til en el algebra de operadores. Muestra
ademds una relacién entre la K-teoria topoldgica compleja y la K-teoria C*-algebraica.

Teorema 1.4.6 (Periodicidad de Bott). Para cualquier C*-dlgebra A, Ko(32A) = Ko(A) y en
CONSECUencla

Kira(A) = K;(A) para todo i € N.

Corolario 1.4.7. [28] En virtud del teorema anterior la sucesion eracta larga se reduce a la
potente herramienta para el cdlculo de K-grupos, conocida como la sucesion exacta de seis
términos, esto es, dada una sucesion exacta corta

0 7> A-T">A/T 0

4La definicién de K; mediante matrices unitarias y la definicién empleando la suspensién, definen grupos isomorfos.
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donde vemos a Z como un ideal de A, entonces tenemos la sucesion exacta

Ko(Z) —2> Ko(A) —> Ko(A/T) (1.11)

Ki(A)T) === Ki(A) 2 Ky(T)
y una receta para calcular los morfismos de conexion es la siguiente:

i) Paraind: dado u € Un(;l\//]), por Teorema es claro que [u®u*] = [uu*®1,] = [la,] =
u

0 g
0 u ) ver 125,

0. Luego existe un levantamiento unitario v € Us,(A) tal que w(v) =

Section 4.3]. Por lo tanto ind([u]) = [v (10" 8) v*} — [1n].

i) Para exp: dado p* = p* = p € Mnxn(z@/f) debemos encontrar un levantamiento
autoadjunto de p en A, esto es, un © = z* € M,x,(A) de tal suerte que w(x) = p,
con esto, entonces exp([p] — [1,]) = [e*™].

Considerando las bolas cerradas unitarias, sus interiores y fronteras,
wk k k k R k
B :={zeR":|z|| <1}, B :={zeR":|z| <1}, OB ={x e R": |z =1}, (1.12)

los siguientes ejemplos son consecuenma directa de los Teoremas[1.4.2]y[1.4.4], del homeomorfismo
RF = B* y del hecho de que B" es contraible.

Ejemplo 1.4.8. A continuacion listamos algunos de los K-grupos que usaremos a lo largo de esta
tesis, hacemos especial mencién al {tem vi); el calculo de estos K-grupos puede ser encontrado
en el libro [22, Péagina 234]:

0 Co(Rzn)) = Ko(CO(B2n> = KQ(ZQTLC) = :K()(C) = Z, n € ZJr,
0(Co(R271)) =2 Ko (Co (B2 1)) = Ky (X2=NC) =2 K, (C) =0, neZt,
(

1) Ko
ii) o
iii) 1 (Co(R?™) =2 Ky (Co(B>) = Ky (X2"C )g ( )=0, neZt
iv) Ki(Co(R*1)) = Ky (Co(B™ 1)) = Ko(B*7VC) 2 %Ko(C) = Z,  neZ,
V) JCO(C(En)) >~ Ko(C) =7, Ki(C(B")) =K, (C)=0, neZt.
i)

frontera) orientable de género n € N entonces se cumple Ko(C(X)) = Z & Z y ademas

2n
K1(C(X)) = @ Z. Por otro lado, si X denota una superficie no orientable de géneron € Z*
i=1
n—1
entonces Ko(C(X)) = Zy & Z y K1(C(X)) = ‘6—912
Ejemplo 1.4.9. Como Xy(C) = Z[1], K;(C) = 0, Ko(C(SY)) = Z[1] y K1 (C(S")) = Z[u], con
u la identidad en S!, los K-grupos del algebra de Toeplitz T se pueden calcular empleando la
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sucesién exacta de seis términos dada en el Corolario [1.4.7] e inducida por la sucesion exacta

corta (|1.8)):

ind T

Z[1 — 587 = Ko(K) —= Ko(T) —= Ko(C(S)) = Z[1]
Zlu) = K, (C(S")) < Ku(T) X,

(K) 220.

El mapeo del indice ind : K;(C(S')) — Z = Ko(K) se relaciona con el winding number
wind(®) € Z de funciones continuas ® : S' — S' y el indice de Fredholm Index(F) € Z
de elementos invertibles [F] € € en el dlgebra de Calkin € := B/K, donde B := B(H). De esta
manera, como Ko(B) = K;(B) = 0, el mapeo del indice ind : K;(€C) — Z = Ky(K) en la sucesién
exacta de seis términos inducida por la sucesion exacta corta 0 - K — B — € — 0 resulta
ser un isomorfismo. Ahora bien, por [28, Example 8.C], ind[u] = —[1 — SS*], donde [1—55%]
representa un generador de Ko (K). Ya que ind es un homomorfismo de grupos abelianos podemos
escribir para todo k € Z,

- . —Index(S**), k <0,

y como la K-teorfa de C*-dlgebras es homotdpicamente invariante tenemos que
ind[®] = Index(Fy) = —wind[P]

para cualquier funcién invertible ® € C(S') = T /K C €, donde Fp denota un levantamiento de
.

Si una C*-dlgebra se ve como la C*-dlgebra universal de un gréafico dirigido de fila finita, entonces
su K-teoria es bastante sencilla de calcular, ya que contamos con el siguiente teorema, el lector
puede encontrar una prueba en [20)].

Teorema 1.4.10 (K-teoria de una C*-algebra gréfica). Dado un grdfico dirigido de fila finita
G = (GG, r,s). Sea Vi el subconjunto de G° de todos los vértices que no son sink y tal
que sélo emiten una cantidad finita de aristas, entonces denotando a ZVg y ZG° como los
grupos abelianos libres con generadores Vg y G° respectivamente, la K -teoria de C*(G) puede
ser calculada como

Ko(C*(G)) = coker(Ko )l Ki(C*(G)) = Ker(Kg),

donde K¢ : ZVg — ZG° es el homomorfismo de grupos abelianos definido por

Kg(v) = Z r(e) | —v, paratodo v e G°.
{e€G1:s(e)=v}

Scoker(K ) representa al cokernel de Kg.
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1.5. Teoria de Brown-Douglas Fillmore

La Teoria de Brown-Douglas-Fillmore clasifica operadores esencialmente normales que son
unitariamente equivalentes modulo compactos. Debe entenderse a un operador esencialmente
normal en un espacio de Hilbert H como un operador 7' € B(H) tal que TT* —T*T € K(H) o
equivalentemente como un operador 7' € B(H) tal que 7(T") es un operador normal en el dlgebra
de Calkin € = C(H) := B(H)/K(H) donde 7 denota la proyeccién canénica w : B(H) — C(H).
Recomendamos los libros [4], 28] y los articulos [0, [6] para profundizar en esta teoria.

Definicién 1.5.1 (Equivalencia médulo compactos). Sean Ty, Ty € B(H), se dice que Ty y T
son unitariamente equivalentes modulo compactos cuando 75 es unitariamente equivalente a una
perturbacion compacta de T}, es decir, existen un operador unitario U € U(H) y un operador
compacto K € IC(H) tal que UTLU* = Ty + K. Note que podemos definir una relacién de
equivalencia ~, mediante

Ty~ T 3U e UH), K e K(H) tal que UTLYU =Ty + K.

El resultado fundamental de esta teoria sostiene que dos operadores esencialmente normales T} y
T5 son unitariamente equivalentes médulo compactos si y sélo si tienen el mismo espectro esencial
spec,(T1) = spec,(Ty) v ademads, Index (7} — A1) = Index (7, — A1) para todo A € C\ spec,(77).

Estudiando este tipo de operadores, Brown, Douglas y Fillmore encontraron una relacién con
las extensiones de C*-dlgebras, por tal razén hacemos alusién a este importante concepto en
esta tesis.

Definicién 1.5.2 (Extensiones de C*-dlgebras). Dadas dos C*-algebras A y C, una C*-extensién
(o simplemente extensién) de A por C, es una C*-dlgebra £ con *-morfismos o : A — €y
B : & — C tal que la sucesién

0 A2l o 0 (1.13)

es exacta. El conjunto de C*-extensiones de A por C se denota mediante el simbolo Ext(.A4,C).
Ademéds, se dice que una extension £ es trivial si y sélo si la sucesion exacta ((1.13)) se escinde.

Dada una C*-dlgebra A, entonces por el Teorema de Gelfand-Naimark esta puede ser
vista como una C*-subdlgebra de algin B(#), en este sentido se define el conmutante de A, en
B(H), como

A ={T € B(H): ToS=80T paratodo S e A}.

Es bien conocido que A’ resulta ser también una C*-subalgebra de B(#). Luego, definimos el
algebra de multiplicadores de A, denotada M(.A), como la C*-dlgebra mas grande de A" tal que
contiene a A como un ideal esencial, donde A" es el doble conmutante de A, esto es, A" := (A")
(ver [28, Remarks 2.2.3]). Ademads, se tienen los siguientes resultados.

Proposicién 1.5.3. [28, Proposition 2.2.14] Si A es un ideal de una C*-dlgebra £, entonces
existe un unico *~homomorfismo p: € — M(A) tal que p es la identidad en A.

Lema 1.5.4. [28, Lemma 3.2.4] Dada una C*-extension como en (1.13)), entonces existe un
inico *-homomorfismo € : € — M(A) tal que el siguiente diagrama conmuta
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E
N
A : y M(A),

donde el *-homomorfismo v : A — M(A) denota la inclusion.

Bajo estos preceptos, para definir la invariante de Busby consideremos la C*-extension ([1.13)
B

0 A== €& C 0.

Asi, como se trata de una sucesién exacta corta, se cumple que a(A) = Ker(f) C £ y en
consecuencia, a(A) es un ideal de £. Luego, en virtud de la Proposicién existe un tnico
*-homomorfismo p : &€ = M(a(A)) tal que pt [o(a)= ta(a)- Ahora bien, como a : A — a(A) es
un *-isomorfismo, entonces el mapeo inducido en las dlgebras de multiplicadores & : M(A) —
M(a(A)) también es un *-isomorfimo. Por lo tanto, si definimos € := (@)~! o i, se cumple que
eoa = (lo cual constituye una prueba del Lema . De este modo, la invariante de Busby
se define como el *-homomorfismo:

7:C—=> M(A)JA, 7(c):=moe(s(c)),

donde 7 : M(A) - M(A)/A denota el mapeo cociente y s(c) € £ es cualquier levantamiento
de ¢ € C tal que (s(c)) = c. Para ver que este *-homomorfismo no depende del levantamiento,
sean s(c) y §'(c) dos levantamiento de ¢ € C, entonces B(s(c)) = ¢ = B(s'(¢)), queremos probar
que 7(e(s(c))) = m(e(s'(¢))). En efecto,

B(s(c)) = B(s'(c))

Por consiguiente, existe a € A tal que s(c) — s'(¢) = a(a) y por el Lema obtenemos que
€(s(c) — §'(c)) = e(a(a)) = t(a). Entonces, m(e(s(c) — s'(c))) = 0, como queriamos.

Definicién 1.5.5 (Nociones de equivalencia de C*-extensiones). [28, Section 15.4] Si A y C
denotan C*-dlgebras, dadas dos C*-extensiones de A por C, digamos

0 A e b 0

0 A2 e 2 0 0

con invarianes de Busby asociadas T y To. Decimos que &1 y E; son

i) fuertemente equivalentes si existe un *~isomorfismo v : & — & tal que el diagrama

0 A g b 0
i’y
a2 B2
0 A Es C 0,

es conmutativo;
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it) fuertemente unitariamente equivalentes si existe un unitario v € M(A) tal que To(a) =
m(u)m(a)m(u)* donde w: M(A) = M(A)/A es el *homomorfismo cociente.

En este trabajo estamos interesados en aquellas C*-extensiones de compactos por algebras de
funciones continuas en un subconjunto compacto X del plano complejo C. Esto es, en C*-
extensiones del tipo:

0 — KH) +— & L>C(X) — 0, (1.14)

donde & es una C*-subdlgebra de B(H) con idy, € € y K(H) C & como ideal. Tipicamente
a este tipo de C*-extensiones se les conoce como C*-extensiones de compactos por C(X), y
usando la notacién de la Definicién [1.5.2] Brown, Douglas y Fillmore clasifican los elementos
de Ext(K,C(X)) o simplemente Ext(C(X)). En este sentido, el estudio de estas C*-extensiones
estd estrechamente relacionado con el estudio de los operadores esencialmente normales que son
unitariamente equivalentes médulo compactos; observe la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.6. Son ciertos:

i) Dada una C*-extension € de compactos por C(X), como en (1.14), entonces todo operador
lineal y acotado en £ resulta ser un operador esencialmente normal.

ii) Sea T € B(H) un operador esencialmente normal y sea X = spec,(T'), entonces eziste una
extension de compactos por C(X) de tal suerte que & = C*-gen{{T,T*,idy} U K(H)} v

0 — KH) +— & L-C(X) —= 0

es exacta, con ¢ = (I"' o C(¢))™ om |, donde T es la transformada de Gelfand
y ¢ es el homeomorfismo usual entre el espacio de ideales mazimales de la C*-dlgebra
C*-gen{n(T),n(T*),1} y el subconjunto compacto del plano complejo X.

Definicién 1.5.7. Sea X un subconjunto compacto de C. Entonces, una funcion indice de X
es un mapeo definido en el conjunto de componentes acotadas de C\ X con valores enteros.

En el sentido de la anterior definicién, dado un operador esencialmente normal 7' de tal suerte
que spec,(T') = X, entonces la funcién indice asociada a T es el mapeo A — Index(T — /\1)E|.
En resumen, el Teorema de Brown-Douglas-Fillmore sostiene lo siguiente.

Teorema 1.5.8 (Teorema de Brown-Douglas-Fillmore). [I3, Theorem 7.5.6] Dos operadores
esencialmente normales Ty y Ty son unitariamente equivalentes modulo compactos si y solo si
tienen el mismo espectro esencial X y ademds, Index(T; — A1) = Index(Ty — A1) para todo
A€ C\ X. Mds ain, toda funcion con valores en Z, localmente constante en C\ X y que se
desvanece en el infinito, es la funcion de indice asociada a algun operador esencialmente normal

T.

Comentario 1.5.9. [4], Section 16.2] La Teorfa BDF es muy aplaudida porque en general Brown,
Douglas y Fillmore demostraron que para cualquier espacio métrico compacto X, se cumple que
Ext(K,C(X)) = X'(X), donde X'(X) denota el primer grupo de K-homologia de X.

La siguiente definicion es de gran importancia en esta tesis.

%Index denota el indice de Fredholm.
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Definicién 1.5.10 (Pullback de C*-édlgebras). Dadas tres C*-dlgebras A,B,C y *-
homomorfimos A —">C <2 B, el diagrama Pullback de Ay B a lo largo de C y respecto a

los mapeos @1, o es la C*-dlgebra A @ B dada por
(p1.92)

A & B:={(a,b) e AGB:¢pi(a) = p2(b)}.

(501 7902)

Observacién 1.5.11. Es preciso observar que A @ B junto con las proyecciones pry(z,y) = x
(p1,2)
y pry(x,y) = y es la C*-dlgebra més pequena tal que el siguiente diagrama conmuta:

A @& B

Y mds pequena quiere decir que si existe otra C*-dlgebra D con *-homomorfismos

A<LD &B, tal que el diagrama de abajo a la izquierda conmuta, entonces existe un
*-homomorfismo v: A & B — D tal que el de la derecha también conmuta:

(p1,02)
C+—2 A
4.02]\ pry
e
A B,
R %
C

Ejemplo 1.5.12 (La esfera cuantica estandar de Podles). Esta importante C*-dlgebra para los
gedmetras no-conmutativos se define como la C*-dlgebra C(SZ) dada por el diagrama Pullback

@/C(Sg)\r
I

C(Sh)

De esta manera, continuando con la invariante de Busby, esta conduce a una descripcién isomorfa
de € (en una extensién como en (1.13))), en el sentido del siguiente teorema.

Teorema 1.5.13. |28 Proposition 3.2.11] Dada una C*-extensién € como en (1.13), se cumple
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que E es *-isomorfa al pullback

donde, a partir de la Definicion|1.5.10, el objeto M(A) @ C estd dado por

(m,7)

M(A) (g)c ={(z,y) e M(A) @ C : w(x) =7(y) }.

Un isomorfismo entre £ y el Pullback es establecido mediante la regla de asignacion

V€= M(A) & C dle) = (ele), Ble)).

(m,7)

Para ver que el *~homomorfismo 1) del Teorema [1.5.13| es de hecho un *-isomorfismo, observe
que podemos aplicar el lema del cinco al siguiente diagrama conmutativo:

donde a4 (a) := (a,0).

1.6. Sucesiones espectrales homoldgicas

En esta seccién daremos algunas nociones sobre la teoria de sucesiones espectrales, las cudles son
una herramienta matematica muy utilizada en areas como la topologia algebraica y el dlgebra
(co-)homoldégica, ya que permiten realizar calculos de tipo (co-)homoldgicos de una manera
elegante, pero con el inconveniente de que, en general, los diferenciales en una sucesion espectral
son muy dificiles de calcular y practicamente bajo la presencia de problemas de extensién no
nos brindan mucha informacién. Invitamos al lector a consultar los libros [I7, [3], para deleitarse
con esta rica teorfa. Asi como también a revisar las notas [21].

Desde la introduccién de esta tesis hemos dicho que utilizaremos la sucesion espectral de
Schochet [23] para adelantar los calculos de K-teorfa, y en vista de que dicha sucesién espectral
es de tipo homoldgico (ver [I]); a continuacién presentamos los conceptos necesarios para su
comprension, desde este paradigma.

. Qué es una sucesion espectral?

Filosoficamente podemos pensar una sucesién espectral como un libro con infinitas paginas,
donde en cada pédgina encontramos grupos de homologia (co-homologia). No estd de mas decir
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que leer un libro con infinitas paginas es evidentemente una tarea imposible de llevar a cabo,
por lo cual, siempre buscamos que a partir de cierta pagina todas sean iguales (isomorfas) y
asi conocer el final de la historia sin tanto esfuerzo. Para entender a cabalidad el concepto de
sucesion espectral es menester comprender la siguiente definicion.

Definicién 1.6.1 (Grupo abeliano bigraduado). Un grupo abeliano bigraduado digamos
G = G. . es un sucesién de grupos abelianos que se encuentra doblemente indexada, esto es,

g*,* = (gr,s)r,s A

De acuerdo con esta notacion, introducimos los siguientes objetos y algunas denominaciones
encontradas en la literatura.

» Decimos que G, s es el grupo abeliano de bigrado (r, s).

» Un morfismo entre grupos abelianos bigraduados f : G — G’ de bigrado (u,v) es una
sucesion de homomorfismos de grupos

(fT,S : gT,S - g7/"+u,s+v)7“7S€Z‘

» Un diferencial d : G — G de bigrado (u,v) es un morfismo de bigrado (u,v) tal que d* = 0.
Un grupo abeliano bigraduado G junto con un diferencial d de bigrado (u,v) se dice un
grupo diferencial bigraduado y se denota mediante el simbolo (G, d).

» Un morfismo entre grupos diferenciales bigraduados f : (G,d) — (G',d’) donde d y d'
tienen bigrado (u,v), es un morfismo f : G — G’ tal que conmuta con los diferenciales.

Observacion 1.6.2. Observe que si componemos dos morfismos f: G — G 'y g: G — G” de
bigrado (u,v) y (u/,v") respectivamente, entonces la composicién go f : G — G” es un morfismo
de bigrado (u + «’,v + v'). Observe también que dado un grupo abeliano bigraduado G y un
diferencial d : G — G de bigrado (u,v), podemos considerar los siguientes grupos abelianos
bigraduados

Ker(d) = Ker(d). . = (Ker(d),s)rsez = (Ker(d, 5))rsez,

Im(d) = Im(d)*,* = (Im(d)r,s)r,sez = (Im(dr—u,s—v»r,seZ'

Y como la composicion de los morfismos

dr'fu,sfv dr,s
grfu,sfv gr,s gr+u,s+v

satisface d, s o d,_, s—, = 0, entonces se cumplen las siguientes contenciones

Im(d),,s C Ker(d),s € Gys.

De este modo, tiene sentido preguntarse por la exactitud de este complejo de cadenas, es decir,
podemos pensar en determinar la homologia de (G, d), en efecto, definimos la homologia de
(G, d), denotada por H(G,d), como el grupo abeliano bigraduado

H(G,d) := Ker(d)/Im(d),
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donde el grupo abeliano en el bigrado (r, s) estd dado por el grupo cociente

H,4(G,d) :=Ker(d,s)/Im(d,—y s—v)-

Consideramos importante mencionar que los grupos abelianos bigraduados se suelen representar
en el plano Z x Z, donde el grupo abeliano G, lo etiquetamos en el punto (r,s) € Z x Z.
Asimismo, el morfismo d, s : G, s — G4y s+0 10 representamos en el plano mediante una flecha
que va del punto (r,s) al punto (r + u, s+ v).

A continuacién presentamos uno de los conceptos mas importantes de esta tesis; el concepto de
sucesion espectral homoldgica.

Definicién 1.6.3 (Sucesion espectral homolégica). Una sucesién espectral homoldgica (E,d)
es una sucesion de grupos abelianos diferenciales bigraduados (E' = E!,, d"); ¢z+, donde los

diferenciales d' : E' — E' tienen bigrado (—[,] — 1) y ademaés 7

E"t > H(E d') = Ker(d')/Im(d")
para todo [ € Z™.

En la literatura es comin encontrar que al grupo abeliano diferencial bigraduado (E',d") se le
conozca como la pagina [—ésima de la sucesién espectral o simplemente E'—pégina, y que dado
el morfismo d}., al niimero 7 + s se le conozca como grado total del morfismo. De este modo,
en aras de ilustrar esta notacién veamos (E',d') para | = 1,2 en el plano Z x Z. Note que el
homomorfismo d}n’s : E,is — E}_LS se representa por una flecha que va desde el punto (r,s)

hasta el punto (r — 1,s) ver Figura [L.3|y el homomorfismo d2, : E?, — E?_, | se representa
por una flecha que va desde el punto (r, s) hasta el punto (r — 2, s+ 1) ver Figura

dl
Ej, — Ei, — E%Q

) )

dl
Ej, — Ei, — E3,

) ) )

dl
Ejo — Ei, — E%,o

) )

Figura 1.3: P4gina 1 de una sucesién espectral homoldgica.
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2 2 2 2
E073 % E3,3
2 2 2 2
E072 % E372
2 2 2 2
Fo <*E2\1 -
2 2 2 2
EO 0 El 0 E2 0 E3 0

Figura 1.4: Pagina 2 de una sucesién espectral homoldgica.

Definicién 1.6.4. Sean £ = (E',d")jcz+ v € = (€,d");cz+ sucesiones espectrales. Un
morfismo de sucesiones espectrales ¢ : E — & consiste de una sucesion de morfismos de grupos
diferenciales bigraduados (ver Definicién [1.6.1))

(@l : (El?dl) — (gludl))leZ+

tal que para cada [ € Z™ el siguiente diagrama conmuta

H(E,d) £~ H(E, )

| |

gt AT en
donde ¢! denota el morfismo inducido en los grupos de homologia.

1.6.1. Parejas exactas

Una de las técnicas méas empleadas para construir sucesiones espectrales son las parejas exactas,
las cuales son definidas a continuacién.

Definicién 1.6.5 (Pareja exacta). Una pareja exacta de grupos abelianos bi-graduados consiste
de dos grupos abelianos bi-graduados D y £ y morfismos « : D — D, f:D - Ey~v:E =D
con bigrado (1,—1),(0,0) y (—1,0) respectivamente, formando un tridngulo exacto

D——D

N/
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en el sentido que la imagen de cada mapeo es el kernel del siguiente. Una pareja exacta se suele
representar mediante el simbolo (D, &, «, 8,7) y a decir verdad representa una maquinaria muy
util para construir sucesiones espectrales.

Teorema 1.6.6 (Construccién de una sucesioén espectral a partir de una pareja exacta). Dada
una pareja exacta (D, €&, «, 3,7), note que si consideramos

i)d=Foy:&E—=E dod=0;
& = Ker(d)/Im(d);

D' = Im(a);

ii
iii

iv) o : D' — D’ mapeo inducido por «;

v) v : & — D' mapeo inducido por 7;

1)
i)
1)
)
)
i)

vi) §': D' — & mapeo dado por ' (a(d)) = [f(d)] para todo d € D.

Entonces el objeto (D', &', a/,f',7') define una pareja exacta conocida como pareja derivada.
M4s atin, haciendo &' = £,d' = d, €2 = &',d*> = d' = ' o+ y asi sucesivamente, obtenemos
una sucesién espectral (€', d');cz+ comtinmente referida como la sucesién espectral asociada a
la pareja exacta (D, &, a, 3,7).

Definicién 1.6.7. Una sucesién espectral £ = (E',d');cz+ colapsa en la pagina E' si y sélo si
d' = 0 para todo [ > t.

Definicién 1.6.8. Sea G un grupo abeliano. Una filtracion de G es una familia {F*G}yez de
subgrupos de G tal que

CF'GCF'GCF'''GC---CQG.
Ademds, el grupo graduado asociado estd definido por gr,(G) := F'G/F*~'G para cada v € Z.

Definicién 1.6.9. Sea (E* . )1z una sucesion espectral, entonces para cada v,w € Z y cada
l € Z* definimos

qu; = Ker(d' : El — Ezl;—l,wﬂ—l)
Bql;, :=Im(d" : E| flw—l+1 7 Ef;,w—l—l)'

v

Observacién 1.6.10. Note que podemos ver a Zqiw Y Bf)’ como subgrupos de £, . Con lo
cual, se puede definir B35, = (Miez+ Z} )/ (Uiez+ B ).

En virtud de que las sucesiones espectrales consideradas en esta tesis colapsan, la pagina
infinito de nuestras sucesiones espectrales, denotada mediante el simbolo ETY,, estara dada por

B = Efﬂﬁs para algin [ € Z*. Para més detalles sobre dicha pagina invitamos nuevamente al
lector consultar los textos [17, [3].

Definicién 1.6.11. Se dice que una sucesion espectral (E d)iez+ converge a un grupo

diferencial graduado H = {H }scz si y sélo si para cada s € Z eziste una filtracion {F"H} ez
Hausdorff, exhaustiva y completa (ver [17, B] para revisar tales conceptos) de tal suerte que
Ex, = FHy\ o/ F* " Hy .
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1.6.2. Sucesion espectral de Shochet

La sucesion espectral de Schochet es una sucesiéon espectral que esta asociada a una pareja
exacta construida mediante una sucesion creciente de ideales cerrados de C*-dlgebras. Dicha
sucesion espectral es utilizada para el cdlculo de K-teoria de C*-algebras; en este trabajo serd
empleada para demostrar que la K-teoria de un CW-complejo clasico finito y la K-teoria de su
contraparte no-conmutativa, bajo ciertas condiciones, resulta ser la misma.

Teorema 1.6.12 (Sucesion espectral de Schochet). [23] Sean A una C*-dlgebra y consideremos
AiCACAC---CAC---CA

una filtracion de A con U, A, = A. Entonces existe una sucesion espectral {E"(A),d"} con
d": By, = By ey la cual converge al objeto graduado de X.(A) y tiene por pdgina 1,

Ei,w = Kotw (A”/Avfl)'

Si la filtracion es finita con A, = A para todo n > N entonces Eiw =0parav>N+1y
EN = B>,

Observe que dada una filtracion finita de ideales cerrados de una C*-algebra A, esto es, sea
{O}:A_1CAOCA1C"'CAn:A

una filtracién creciente de A. Entonces la pareja exacta con la que construimos la sucesion
espectral de Schochet es la que sigue

Ko (fr—1)

*(+1 Ak 1

S A

Ej iy = Ka(Ag /A1)

donde K, (fr_1) v K«(jx) son los homomorfismos inducidos en los grupos de K-teoria por la
inclusion y el mapeo cociente respectivamente, viendo a Ai_; como un ideal de A, para cada
7, 0 < k <n,y 0 denota a los homomorfismos conexion de . Ademas, la pagina 1 de la
sucesion espectral de Schochet se ve como lo muestra la siguiente figura:
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dl d1 dl dl

3 K3(Ao) — Ky(Ar/4o) — Ks(A2/as) «+— -+ —Kp3(A /A, )
d d d d

2 Ko(Ao) — Ks(Aija,) —— Ku(A2/a) e o0 4 Kppa(AnfA )
dl dl dl dl

1 Ki(Ag) —— Ko(Aifd) e K3(Asfa) m— oo K (Anfan)
d d d d

0 Ko(Ap) 4= Ki(A/a) 4= Ko(Aofa) 4 -+ ——Kp(Arja, )

0 1 2 n

Figura 1.5: Diagrama de la sucesién espectral homolégica con diferenciales d;.

En la Figura podemos observar que por la periodicidad de Bott las filas pares son
iguales entre si, lo mismo sucede con las impares.

Comentario 1.6.13. [23] Lemma 6.7] Para la sucesion espectral de Schochet, el Teorema
implica que E® = FX, ,(A)/F" 'K y1w(A) donde para cada s € Z*, la filtracién
{F'Ks(A)}pez+ estd dada por

F'X(A) :=Tm((iy)s : Ks(Ay) = K (A))
para cada v € Z* con i, 1 A, — A el mapeo inclusion y (iy). : Ks(A,) — Ks(A) el

homomorfismo inducido en los grupos de K-teoria. Ademds, decimos que no existen problemas
de extension, si las sucesiones exactas cortas

00— valxv-i-w(A) — vav-i-w(-A) - Fv:Kv-‘rw(A)/Fviljcv-‘rw(A) = E'l??'w - 0’

son split (se parten) para cada v € ZT. Y en consecuencia podemos recuperar la K-teoria desde
el objeto graduado asociado.



CAPITULO 2

SUPERFICIES COMPACTAS CUANTICAS

En este capitulo presentamos una definiciéon de superficies compactas cuanticas, las cuales
vemos como andlogos no-conmutativos de las superficies compactas clasicas (sin frontera). Estas
definiciones representan nuestra motivaciéon mas importante para trabajar con CW-complejos
de dimension finita y sus versiones no-conmmutativas, ya que nuestras superficies compactas
cuanticas van a resultar ser CW-complejos cuanticos de dimension 2, analogos de las superficies
compactas cldsicas (simplemente superficies cuando no haya lugar a confusién).

Ademads, nosotros hacemos una clasificacion completa de las clases de isomorfismos de las
superficies cuanticas introducidas, obteniendo por ejemplo que al contrario del caso clasico,
las clases de isomorfismos de las superficies cuanticas compactas no-orientables dependen de
un parametro que cuenta el nimero de arcos que se identifican siguiendo la misma orientacion.
Para revisar los detalles de esta aseveracién lo invitamos a ver la Seccién [2.3] y consultar nuestro
articulo [24].

2.1. Superficies Compactas Cuanticas

Desde la literatura, es bien sabido que las superficies compactas cldsicas sin frontera pueden
ser descritas mediante poligonos simplemente conexos en el plano 2-dimensional, a través de
identificaciones adecuadas de las aristas, y en este sentido toda superficie compacta clasica
acepta una representacién simbdlica, conocida como representaciéon normal [10], por ejemplo, el
toro y el plano proyectivo real se pueden escribir como ajasa; ay' y ajagbby, respectivamente.
Ademas, es bien conocido que por el Teorema de Clasificacién de Superficies Cerradas sin
Frontera, toda superficie de este tipo, es o bien homeomorfa a la esfera, a sumas conexas de
planos proyectivos reales (si la superficie es no orientable) o a sumas conexas de toros (si la
superficie es orientable de género mayor o igual que 1).

Ahora bien, en virtud de que todo poligono simplemente conexo en C es homeomorfo al disco
cerrado unitario del plano complejo D, para nosotros resulta ser mas apropiado identificar arcos
del circulo unitario 9D =: S' en lugar de las aristas de un poligono, los que para nuestros fines
seran etiquetados por pares de letras ai, as,... vy by, b, ... si ellos tienen la misma orientacion,

33



34 2.1. SUPERFICIES COMPACTAS CUANTICAS

o por pares de letras agi1,ar12,...y a,:il, a,;iQ, ... si ellos tiene orientacién opuesta.

A lo largo de este capitulo, asumimos que luego de elegir una orientacion de la frontera del disco
cerrado unitario 9D, los arcos apareceran etiquetados por pares, bien sea como los pares a; y b;
o como los pares a; y aj_l, donde la notacién aj_l hace alusién a un arco con orientacion opuesta
al arco a;. En este sentido, nosotros parametrizamos los arcos mediante las curvas continuas
—1. 1 +

aj,bj,a; 1 [0,1] =S, j€Z,
de tal forma que a; y b; tienen orientacion positiva (sentido contrario a las manecillas del reloj)
y aj’l tiene orientacién negativa. Bajo estos preceptos, la frontera del disco cerrado unitario 0D
estarda completamente subdividida en estos arcos, donde dos arcos cualesquiera tienen a lo mas
un punto inicial y un punto final en comun.

Siguiendo estas ideas consideremos para n € Z%' los 2n arcos ai,... ,a bi,... by,

Aty - 7%,@;1,--- ,a,, con 0 < k < n. Ahora bien, si k& = 0, sélo tenemos las parejas
-1 o ’ . ’ . sz

aj y a; , y para k = n, solo tenemos a;, b; y ningin arco con orientacion opuesta. En este

sentido, definimos el siguiente espacio topoldgico cociente.

Definicién 2.1.1. Definimos una relacion de equivalencia ~ en D mediante

a;(t) ~bi(t), i=1,....k te€l0,1], si k>0,
aj(t)waj_l(t), j=k+1,...,n, t€[0,1], si k<n,
a;(0) ~ a;(1) ~ b;(0) ~ by(1) ~ a;*(0) ~ a; (1),

y aqui, los indices i, j y | en la ultima linea recorren todos nuestros arcos. De este modo
trabajaremos sobre el espacio topoldgico cociente D/ ~ .

Comentario 2.1.2. Bajo esta relacién de equivalencia estamos pegando a; y b; identificando
los puntos a;(t) y b;(t), y pegando los arcos a; y a; ' identificando los puntos a;(t) y a; ' (t) de la
frontera del disco. Note ademas que si restringimos la relacion de equivalencia de la Definicion
a 0D se producen N arcos, todos compartiendo el mismo punto de partida y punto final,
y de este modo es claro que

— N
S'/~ = 0D/~ = VS

7j=1

Es decir, 0D/ ~ es homeomorfo al producto cuia de N circulos con un punto base comun,

N
digamos 1 € C, luego, '@181 = (USl X {]}) / ~o donde (1,1) ~¢ (1,7), l,r€{1l,--- N}
J= j=1

Desde nuestra notacién recordemos que si el espacio topoldgico cociente (respecto a la relacion
de equivalencia de la Definicion produce una superficie cerrada orientable de género g,
que simbolizaremos por T, entonces es claro que & = 0 y ademds, n = 2g. Por otro lado, si el
espacio topoldgico cociente produce una superficie cerrada no-orientable de género de Euler n,
entonces por lo menos un arco aparece dos veces con la misma orientacién por lo que claramente
k > 1. Note que en cualquier caso la tercera linea en la Definicién [2.1.1] es redundante.

Observe que bajo la relacién de equivalencia introducida en la Definicién [2.1.1] el toro y el plano
proyectivo real estén dados como lo muestran las Figuras 2.1 y [2.2] respectivamente.
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as al
by by
Figura 2.1: Plano proyectivo real ajasbiba. Figura 2.2: Toro alagaflagl.

En aras de facilitar la comprension de nuestra notacién, los simbolos P, ), v Ty, seran
empleados para denotar espacios virtuales que representaran a las superficies cerradas cuanticas
no orientables y orientables respectivamente, lo anterior utilizando las siguientes asignaciones:
—1 -1
P(nk),q CON ATCOS A1,y vy Apey b1y ooy Opy Qg1 oy Gy Qg s Gy

-1 -1
Ty, con arcos ay, ..., agg, ay -, ..., agy (2.2)

donde n,k,g € Z*, 1 < k < n, y q es utilizado para expresar la palabra “cudntico” 6 “no-
conmutativo”. Filoséficamente, para las superficies cerradas cuanticas, en lugar de trabajar con
el interior del disco cerrado unitario D, lo haremos con el interior del disco cuantico, esto es, el
espacio virtual D, el cual definimos como el dlgebra de operadores compactos IC(¢3(N)) = K,
es decir, Cy(D,) := K. Las Figuras [2.3| y [2.4 ilustran este hecho.

Figura 2.3: Plano proyectivo cuantico real. Figura 2.4: Toro cuantico.

En este sentido, los simbolos P, )4 v Ty, denotardn los andlogos cudnticos de

P, &P #P, T, = T#- - #T.
— —
n veces g veces

donde, como ya se menciond lineas arriba, las superficies cerradas no-orientables P, con género
de Euler n son homeomorfas a la suma conexa de n planos proyectivos reales P = Py, y la
superficie cerrada orientable T, de género g es homeomorfa a la suma conexa de g toros T = T;.

Introducimos en esta etapa la notacion ¢ para “cuantico” porque permitimos asignaciones tales
que el espacio topoldgico cociente D/ ~ con respecto a la relacion de equivalencia de la Definicién
no necesariamente es homeomorfo a P, o a T,. Para abordar estos casos, la tercera linea
e < ey . . . . . —1 .y
adicional en la Definicion fue introducida. Por ejemplo, si a; es seguido por a; y la relacion
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de equivalencia no incluye la tercera linea, entonces la curva obtenida por pegar a;(t) y a;l(t)

para cada t € [0,1] se puede reducir a un punto en el espacio cociente D/ ~. Tenga en cuenta
que no prescribimos el orden de los arcos aunque la lista de las letras puede sugerir lo contrario.

Si D/ ~ es homeomorfo a T, o P,, entonces las C*-dlgebras de funciones continuas C(T,) o
C(IP,) son *-isomorfas a las C*-dlgebras de todas las funciones f € C (D) tales que f(z) = f(y
siempre que x ~ y respecto a la relacion de equivalencia dada en la Definicion [2.1.1

Definicién 2.1.3 (Superficies cerradas cudnticas orientables). Para g € Z*, supongamos que
dividimos la frontera 0D en 4g arcos a, ..., a,, a;l,. .. ,aggl. Entonces una superficie cerrada
cudntica orientable de género g es definida por la C*-dlgebra

C(Tyq) = {f €T :0(f)(x) =a(f)(y) si x~y, v,yedD},

donde o : T — C(S') denota el mapeo del simbolo de la C*-extensién (1.7) y la relacién de
equivalencia es dada por la Definicién [2.1.1]

Definicién 2.1.4 (Esfera cudntica). Definimos una superficie cerrada cudntica orientable de
género 0, una 2-esfera cuantica, de la siguiente manera:

O[Sy ={f €T 1 a(f)(e™) =a(f)e™), te0,1]}.

Definicién 2.1.5 (Superficies cerradas cudnticas no-orientables). Para n,k € Z* con 1 <
k < n, dividimos la frontera 0D en 2n arcos ai,...,a, b1,..., b, Gri1, .. .an,a,;il, aly
consideremos nuevamente la relacién de equivalencia dada en la Definicién [2.1.1] Entonces la
C*-dlgebra

CBra) = {f € T 0(f)@) = o(f)(y)si x~y, v,y oD}

define una superficie cerrada cuantica no-orientable de género n.

Note que hemos definido una colleccién de superficies con el mismo género. Lo cual
significa que cualquier permutaciéon de arcos define una diferente C*-subdlgebra de 7.
Por ecjemplo, observe que los dos siguientes arreglos ajasa;‘ay’... agg_laggaggl_la;gl y
a1y . . . Aoy 1G9a; tay " . ..a;gl_la;; producen C*-subalgebras de 7 diferentes, pero una
superficie orientable del mismo género. Ademads, es importante mencionar que el procedimiento
clasico de cortar y pegar utilizado para la clasificacion de superficies cerradas no puede ser
aplicado en nuestras superfices cuanticas, ya que la C*-algebra Cy(D,) := K es simple, esto es,
no puede ser dividida en dos piezas con una frontera comun. Lo que sugiere que no contamos
con ninguna técnica topoldgica de este estilo para determinar si por ejemplo las C*-dlgebras

3 /

C(Pni)q) ¥ C(Peni,q) son isomorfas para k # k.
Miés adelante demostraremos que estas C*-dlgebras son *-isomorfas si y sélo si k = k’. Ademads
de demostrar que todas las C*-dlgebras asociadas a la misma superficie cudntica orientable son
*_isomorfas. Para una descripcion més explicita de las superficies cerradas cudnticas orientables,

considere para g € Z*, 4g arcos en el circulo 9D dados por

—1 . 1 L ﬂ—iw -1 L £9TJj—t
aj, a; (0,1 = 8%, a;(t) = "2, a;(t) = e :
para j = 1,...,2g. De donde se obtiene que el espacio topoldgico cociente D/ ~ respecto a la
relacion de equivalencia dada en la Definicion [2.1.1) produce una superficie cerrada orientable
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de género g y en consecuencia, utilizando la Definicion obtenemos una superficie cerrada
cuantica orientable de género g. Del mismo modo, si queremos superficies cerradas cuanticas
no-orientables de género de Euler n, podemos considerar la siguiente subdivision de la frontera
del disco unitario del plano complejo, en 2n arcos

i d=itt

aj by e 0.1] = 8Y ay(t) = e by (t) = e

para 7 = 1,...,n. Observe que en cualquier caso, t determina la orientacion de los arcos.

Note que, en virtud de que o es un *-homomorfismo y por consiguiente decreciente en norma,
entonces estas definiciones producen C*-subdlgebras del algebra de Toeplitz 7. Ademads, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.1.6. Dadas las superficies cerradas cudnticas C(Tyq) y C(Pnk),q) de las Definiciones

y[2-1.3 respectivamente. Se cumple que

2 n
K CC(Ty0). K CCPuaa) ¥ ey 2 (V). ate@ona = (Us')

7j=1

Mads aun, tenemos las siguientes sucesiones exactas cortas

0—=K —C(T,,) —2= C (,2vglgl) 0, (2.3)
]:

0—>K—"%C(Plpg) == C (,Glsl) 0, (2.4)
]:

donde o : T — C(S') denota el mapeo del simbolo.

Demostracion. Como Ker(o) = K y gracias a que Ker(o) C C(Ty,) y Ker(o) C C(Pur),q), la
2

primera parte del teorema se satisface. Para demostrar o(C(Ty,)) = C <,\7qlSl> (ver Comentario
J:

2.1.2)) note que
0(C(Tyq)) = {o(f) € C(Sl) 1 f€C(Tye)}t={g€ C(Sl) tgoap=go al_17 l=1,---,2g},
2
y entonces un *-isomorfimo entre C (}\?181) y 0(C(T,,)) puede ser implementado por el mapeo
Al

v:C (;\;}181) — 0(C(T,,)), dado por y(f)(a(t)) = v(f)(al_l(t)) = f(e*™ ]) paratodo t € [0, 1]

y todo [ € {1,---,2¢}. Similarmente, para las superficies cerradas cudnticas no-orientables
C(P(n,k),q) se tiene

0(C(Pugyg)) ={9 €C(S) 1 goa=gob, goa,=goa, " l=1,- k r=k+1- n}

<3

y un *-isomorfismo ¢ : C ( 1Sl> — 0(C(P(np),q)) es dado por

J

I a(t) = 9(f)(bu(t) = f(e2™1), I(f)(ar(t) = O(f)(b(1) = f(e*™r + k)
para todo t € [0,1] y todo [ € {1,--- ,k}, r € {1,--- ,n—k}. O
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Y

Debido al teorema anterior, y a nuestra notacién Cy(D,) := K = Ker(o), se tiene que
Co(Dg) € C(Tyq) v Co(Dy) € C(P(np),q)- Ahora bien, en el caso de C(S?) (ver Definicién ,
la imagen del mapeo del simbolo produce solo las funciones continuas en la semi-circunferencia
St := {z € dD : Im(z) > 0}. Por consiguiente, tenemos la siguiente sucesién exacta corta de
C*-4lgebras

0—>K—'> C(S2) 2> C(S') —=0. (2.5)

Recuerde que la sobreyectividad del mapeo del simbolo o, se sigue de levantar una funcion
N N —

fecC (‘\/181) C C(SY) (o f € C(SL) C C(S")) a una funcién continua f € C(D), esto es,
j:

f(re®) :=r f(e), y en consecuencia o(Ts) = [, donde hemos parametrizado al disco cerrado
unitario en la siguiente forma:

D := {re :r €[0,1],0 € [0,27]}.

De esta manera, podemos aplicar la Teoria de Brown-Douglas-Fillmore, de ahora en adelante

simplemente BDF, para estudiar las sucesiones exactas cortas (2.3)), (2.4) y (2.5), v por
consiguiente clasificar sus clases de isomorfismos. Este es el objetivo de la siguiente Seccion.

2.2. BDF y Superfices Compactas Cuanticas
Para determinar la invariante de Busby de las extensiones de C*-algebras (12.3)) y (2.4)), considere
. aql 1 ~ Vat
pn St — (S'/~) = VS (2.6)
el mapeo cociente restringido a la frontera del disco, y respecto a la relacién de equivalencia
establecida en la Definicion 2.1.1, donde N = 2g y N = n, respectivamente. Entonces la

inclusién C (,\]\/[181> C C(S') = o(T) corresponde al pullback p% : C .J\\/[181> — C(S"). Ahora
j= j=

bien, sabemos que B := B(H) = M(K), entonces M(K)/K = B/K, observe también que el
mapeo del stmbolo o : T — C(S') & T /K se puede interpretar como el *-homomorfismo cociente

N
7 : B — B/K restringido al dlgebra de Toeplitz, y como para todo f € C (l\/lSl), se cumple

J:
que pi(f) € C(SY), podemos extender este mapeo a C(ID), en el sentido de que podemos definir
P (f)(re?) = rf(e). En consecuencia, T es un elemento de C(Ty,) para N = 2g, o bien
N
un elemento de C(P(, 1)) para N = n. Note ademds que O(Tp{(?)) = py(f) v por lo tanto, la
N

invariante de Busby estd dada por
N
v : C ('\/ Sl) — B/K, ~(f)=0(T—) € T/KC B/K.
]:1 pN(f)

En virtud del Teorema |1.5.13] hemos probado el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2.1. Las superficies cudnticas cerradas dadas en las Definiciones[2.1.5 y[2.1.5,
C(Tyq) y C(Ppniy,q) respectivamente, son *-isomorfas al pullback

B o clvs (2.7)
(W’TN) ']:1
pro s
Sl
1 )

g e(,
xB/K% ’

donde 7 : B — B/K denota el mapeo cociente y N € {2g,n}.

<=

Corolario 2.2.2. Como consecuencia de la proposicion anterior, las superficies cudnticas

cerradas dadas en las Definiciones y[2.1.8 C(Tyq) y C(Pniyq) respectivamente, son *-
isomorfas al pullback reducido (con N € {2g,n})

c®,) @ c(j@lsl) (2.8)
P~

(o:03)
(ﬁq> //prl C (]ngl) )
\C(Sl)l/@}‘v

N

Demostracion. Note quesi (b, f) € B @& C (,\/181 entonces m(b) = 7n(f), luego 7(b) € o(T)
(m,7N) J=

yva que la imagen de 7y vive en o(7) = T /K = C(S'). Entonces podemos encontrar un elemento

t € T tal que m(b) = o(t), de donde deducimos que (b —t) = 0, es decir, b — t € Ker(7) = K.

Por lo tanto, b =t + (b —t) € T, puesto que t € 7, K C T y en particular 7 es un espacio

vectorial. Asi obtenemos el pullback deseado, donde hemos definido C(D,) := T. O

C

El pullback anterior nos permite dar una buena interpretacion de las superficies cerradas
cuanticas como CW-complejos no-conmmutativos [9]. Clasicamente, nosotros podemos ver (|2.8))
como una dualizacién de los siguientes diagramas pushout (de acuerdo con el género):

TY P~ ~ (2.9)
_/ ivngl D / Vs
\Sl ngji \Sl %z

donde pa, y p, son dados en (2.6), y ¢ : S* = 0D < D denota el mapeo inclusién. Observe que

N

en este sentido, vemos a \/ S! como un 1-esqueleto obtenido por adjuntar N arcos al 0-esqueleto
j=1

el cual consiste de un solo punto. Entonces los diagramas en (2.9) nos indican como pegar una

2-celda al 1-esqueleto, y en (12.8)) se expresan estas ideas pero en un sentido no-conmmutativo o

cuantico.
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2.3. Clases de isomorfismos

Los objetivos de esta seccion son listados a continuacion:

Probar que superficies cerradas cudnticas de géneros diferentes no son isomorfas (esto es,
no son *-isomorfas como C*-algebras).

Demostrar que para todo g y todo (n, k), C(Tyq) 2 C(Ppnk).q)-

Checar que C(Puk),q) = C(Ppv ir),q) siy sblo si (n, k) = (n', k). Y finalmente,

Verificar que C(S?) no es *-isomorfa a C(Tyq) ni a C(P(nk).q)-

Para tales fines emplearemos la teoria de BDF (ver Seccién [1.5)). Dicho esto, en virtud de que
en la teoria BDF se trabaja tipicamente con extensiones de compactos por C(X) podemos ver a

N N
\/S! como un subespacio compacto adecuado de C, en este sentido, note que cldsicamente \/S!
=1 =1

es homeomorfo a una unién de N circunferencias de radio HTI y centro —%, que denotaremos

por el simbolo S, (—%), y estas tienen un punto base comun en 1 € C; tal como en la Figura
l
2.5 Asi, consideraremos

N N N ] N
gpN:l\:/lS1 = Xy ::U(Shll (—7)>: {IG(CZ
=1

=1

1] 1+1
x+7‘:L} (2.10)

un homeomorfismo que atestigua tal aseveracion.

/\%{z}

T 44

T 3

Figura 2.5: Producto cuiia para n = 4.

Comentario 2.3.1. La suma de C*-extensiones se basa en el isomorfismo H @& H = H para
espacios de Hilbert de dimensién infinita. De este modo, dos veces la C*-extension dada por el
operador shift-unilateral derecho S (el cual resulta ser un operador esencialmente normal) en
l5(N) corresponde a

S®S: gQ(N) D gQ(N) — gQ(N) D gQ(N), S @ S(@j D €k) = €j+1 ®D ek+1,
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para todo j, k € Ny aqui {e;};eny denota la base ortonormal canénica de ¢5(N). Ademés, note
que si consideramos el operador unitario

V. EQ(N) D EQ(N) — EQ(N), V(Gj D Gk) = €9 + €9k41, 7, keN

entonces
et 0 silespar
Vie) =19 2 : o
0@ ers silesimpar,
2
y es rutinario verificar que V(S @& S)V*(e;)) = e2 para todo | € N, por consiguiente
V(S @ S)V* = S% Esto muestra que bajo equivalencia unitaria fuerte dos veces la C*-

extensién de Toeplitz generada por S produce una C*-extensién generada por S?. Note que
[0(S?)] = [w?] = [u] + [u] € K(C(SY)), de modo que la adicién en el grupo de clases de
equivalencias de extensiones de K por C(S!') corresponde a la adicién en K;(C(S')). Bajo esta
mirada, el operador S @ S* deberia ser el elemento 0, esto es, unitariamente equivalente a una
perturbacion compacta de un operador unitario. En efecto, para ver esto, consideremos los
operadores

W EQ(N) S5 EQ(N) — fQ(Z), W(Gj ©® ek) =€j + e_(k+1), J, k€N,

y Ae_1 = ey, Ae; = 0 para | € Z\ {—1}. Trivialmente el operador A es un operador compacto
en (5(Z). Ademés, el adjunto de W, W* : l5(Z) — (2(N) @ ¢5(N) esta dado por

W (e1) e d0 sil >0,
e =
YT 0@ e gy sil<o,

y por lo tanto

. sileZ\{—-1},
W(S @S )W (ez)Z{SlH sil:—}{ }

En consecuencia, se deduce que W(S & S*)W* + A = U, donde
U: £2<Z) - 62(2)7 Uel = €41, l e Zu

denota el operador shift-bilateral en ¢4(Z), y entonces se verifica lo que querfamos. Ademas,
el homomorfismo s : C(S') — C*-gen{{U,U*} UK}, s(u) = U define un levantamiento ya que
spec(U) = St. Como consecuencia, esta C*-extensién produce el elemento 0 en el grupo de clases
de equivalencia de extensiones de compactos por C(S!), lo cual es consistente con la relacién

[0(9)] + [o(57)] = [uw’] = 0 € I, (C(SY)).

De acuerdo con el comentario previo, la C*-dlgebra unital generada por el operador shift-
unilateral derecho S y los operadores compactos, y la generada por S* y K definen diferentes
generadores en el grupo de extensiones de compactos por C(S!). Sin embargo, ambas C*-algebras
son isomorfas al algebra de Toeplitz.

En cuanto a nuestras superficies cerradas cuanticas, veremos que cambiar la orientaciéon de
un arco corresponde a reemplazar un elemento generador por su adjunto, y esto no cambia la
C*-4lgebra generada. Los siguientes resultados van hacia esa direccion.
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Proposicién 2.3.2. Sean X5, y X, como en (2.10)), entonces existen mapeos continuos
Cog : St = Xoy, G ST — X, tales que se cumplen:

0(C(Tyq)) = C*-gen{(yy, 6297 1} = C(Xyy),
U(C<P(n,k),q)) = C*-gen{(y, C_m 1} = C(Xn),

y en consecuencia tenemos las siguientes extensiones de compactos por C(Xy), donde N =
29, N =n:

0 —> K —“> C(T,,) == C(Xa,) —> O, (2.11)
0 K —= C(Pup,q) — C(Xn) —= 0. (2.12)

Demostracion. Si z : Xy — Xy C C, z(x + iy) = x + iy denota la funcién identidad en
Xy, entonces es claro que z separa los puntos de Xy, por lo tanto en virtud del Teorema de
Stone-Weierstrass z, Z y 1 generan la C*-dlgebra C(Xy), esto es, C(Xy) = C*-gen{z,Z, 1}.

Ademas, con py y @y como en ([2.6) y (2.10) respectivamente, tenemos que (¢n © py)* es un
homomorfismo de C(Xy) en C(S!), y entonces, la funcién (y € C(S*) dada por

(nvi=(ponopn)z:S' = Xy CC (2.13)

estd bien definida y como ¢y es un homeomorfismo, entonces separa exactamente los puntos de
los arcos después de la identificacion por py. Ademas, ya que (y € C(S'), la podemos extender
a todo C(D) definiendo Cy(re) := r(y(e®),r € [0,1], § € R. Luego, Tz, € T y es claro que
o(T¢,) = (v, ademas,

spec(o (1, ) = spec(z) = X, C*_gen{U<TfN)’U(TZ*N)’ 1} 2C(Xy) 2C(St/~) =C (j§181> .

N
Por consiguiente, cualquier funcién h € C A\/181 ~ C(S'/~) C C(S') = o(T) satisface las
‘]:

mismas “condiciones de frontera” de las Definiciones y para N = 2gy N =n
respectivamente. Esto significa que cualquier h puede ser aproximado por polinomios en
o(Tz,) v U(TCfN). Note que hemos demostrad(i que o(C(T,,)) = C*gen{(ay, (2g, 1} = C(X2y)
y similarmente o(C(Pr))) = C*gen{(n,¢n, 1} = C(X,). Por lo tanto, los operadores
esencialmente normales T@g y 1z, dan lugar a las extensiones de C*-algebras pretendidas, esto
es,

C(Tyq) = C*-gen{{T, . Tég} UK}, C(Pk).q) = CF-gen{{T% Tf*n} UK}.
U

Recordemos que una extensién de una C*-dlgebra A por C con invariante de Busby 7 permite
una descripcién isomorfa por el pullback de C*-dlgebras (ver Teorema ([1.5.13))). En el caso de

N
C(Tyq) v C(Ppnk),q), Podemos considerar el pullback reducido (2.8). Més atin, si C( ,vl Sl) en
j:

N ~
[2.8) es reemplazado por su imagen isomorfa (o)~ : C( V S') = C(Xn), con ¢y desde (2.10),

7j=1
entonces obtenemos pullbacks isomorfos

on:CD,) © C(Xy)3c®,) & c( Vs,

(0,03 0Pk (o03) I=

On((t, f)) =t en(f)).

(2.14)
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Por lo tanto, en aras de aplicar la Teoria de Brown-Douglas-Fillmore, estudiamos las clases de
isomorfismo de las C*-dlgebras dadas por las extensiones (2.11)) y (2.12) con los generadores

esencialmente normales sz y T> , respectivamente.
g n

En ambos casos, la invariante de Busby 7 : C(Xy) — B/K estd definida por 7y (z) = o(T ) =
(v € T/K=C(S'), donde z denota la funcién identidad en Xy y N =2g o N = n. Por (2.13),
(n = (pnopn)*z,y por , podemos usar el homeomorfismo ¢y para ordenar los circulos de
X en una cierta “forma normal”. Por lo tanto, asumimos que después de una permutacion de
circulos y posiblemente un reordenamiento de orientaciones, los circulos correspondientes a los
arcos ai, . ..,ay tienen orientacion positiva y son ordenados por sus radios comenzando con el
radio 2 para el arco a;. En el caso de superficies compactas cuanticas orientables C(T,,), cada
arco a; aparece de nuevo con orientaciéon opuesta aj_l, y en el caso de superficies compactas
cuanticas no-orientables C(P(, x),¢), los primeros k arcos tienen un acompanante con la misma
orientacion mientras que los otros tienen un acompanante con orientacién opuesta.

Proposicién 2.3.3. Suponga que existe un isomorfismo de C*-dlgebras o : C(M,) 5 C(M),
donde My, M, € {Ty 4, Pnpyq : 9,nk € Z*, k < n}, entonces las C*-extensiones de compactos
por C(My) y C(M) son fuertemente equivalentes en el sentido de la Definicion .

Demostracion. Si asumimos que existe un isomorfismo de C*-algebras a : C(M,) 5 C(M),
entonces en virtud de que todas las C*-dlgebras consideradas en esta parte son C*-subédlgebras
de T y contienen al radical de Jacobson K = Ker(o), obtenemos un isomorfismo o : K — K.
Cualquier isomorfismo como este puede ser implementado por un operador unitario U, € B
[13, Remark 2.5.3]. Mas auin, cada isomorfismo o : K — K tiene una tnica extensién a su
dlgebra de multiplicadores B = M(K). Por lo tanto el isomorfismo a : C(M,) — C(M)
puede ser dado por «a(t) = U,tUZ con operador unitario inico U,. En la terminologia de la
teoria de Brown-Douglas-Fillmore, esto significa que la C*-dlgebra extensién correspondiente
a C(M,) y C(M) son fuertemente equivalentes [4, Section 15.4]. Como una consecuencia,
podemos encontrar generadores esencialmente normales 7> € C(M,) y TAEW € C(M,) tal que

UaT;, Uy =Ty modK. O
N N/

La equivalencia unitaria modulo compactos de operadores esencialmente normales con espectro
esencial Xy, como se mencioné en la Seccién [1.5]es exactamente el punto de partida de la teoria
de Brown-Douglas-Fillmore y serd la herramienta béasica para nuestra clasificacion de clases de
isomorfismo.

En el siguiente teorema demostraremos aun mas, daremos una descripcién bastante explicita
de un generador esencialmente normal para cada clase de isomorfismo que genera un ejemplo
particular de superficie cuantica cerrada.

Teorema 2.3.4. Para g € Z", si C(T,,) denota una superficie compacta cudntica orientable de
género g, como en la Definicion m Entonces C(T,,) es isomorfa a la C*-dlgebra generada
por 1, T, T} y los operadores compactos K := K(H,), donde

2 29 (41, 1
= Bew, 1= @ (Iu-2),
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y U representa al operador shift bilateral en l5(Z), esto es, Ue, = e,i1 para todo n € 7
con {en}, ey la base ortonormal candnica de l5(Z). Ademds, dados n,k € Z* con k < n,
§i C(P(nk),q) denota una superficie compacta cudntica no-orientable desde la Definicion
entonces C(P 1y q) €s isomorfa a la C*-dlgebra generada por 1, Ty, Ty y los operadores
compactos K := KC(H,, 1), donde

k n k  + 1 1 n ] 1
an = @EQ(N) D D €2<Z), ka = @ (LS2 - —,> S, @ (L - _.) ’
= J

1 j=k+1 J=1 J J j=k+1 J J
y S representa el operador shift unilateral derecho en f5(N).

Demostracion. Primero usamos el homeomorfismo ¢y desde (2.10) para ordenar los circulos
desde el producto cuna en la “forma normal” descrita lineas arriba. Supongamos sin pérdida
de generalidad que las superficies compactas cuanticas se definen mediante la identificacion

por pares de 2N arcos aj,...,ay, by, ..., by, a,;il,...,a]’vl, donde 0 < k < N. Para k = 0, la
superficie cuantica pertenece a la familia orientable y N tiene que ser par. Suponemos ademas
que los radios de los circulos correspondientes a los arcos ag,...,ay bajo el homeomorfismo

(2.10) son ordenados desde 2 a % con radios decrecientes y la orientacién de estos arcos es
positiva.

Es conocido desde la Teorfa de Brown-Douglas-Fillmore (ver Comentario que los
operadores esencialmente normales T con espectro esencial Xy C C son clasificados, salvo
perturbaciones compactas, por X!'(Xy) = K;(C(Xy)). Sabemos que X;(C(Xy)) = ZV, y en
virtud de que [4, Theorem 16.2.1] nos dice que esta correspondencia es dada por

N
T — P <IndeX(TN — ;) — Index(Ty — Aj_l)), (2.15)

j=1
donde \; pertenece a la j-ésima componente conexa de C\ Xy contado desde la componente

externa, la componente no-acotada que contiene a g hasta la componente mas interna que
contiene 0, y [Ty] representa la clase de equivalencia de Tly.

SiTg, €C (Tny/2,q) O Tz, €C (P(n,k),q) denota el operador esencialmente normal que genera las

C*-extensiones (2.11]) o (2.12). Entonces gracias al Ejemplo concluimos que

Index(T7 — A;) = —wind[o(T7 — A;)] = —wind[(x — A] (2.16)

para la funcién invertible {5 — \; : S' — C, donde (y : S' = Xy fue definido en (2.13).

Como \; pertenece a la j-ésima componente interna, wind[(y — A;| cuenta los nimeros de giro
a lo largo de todos los arcos con indice menor o igual que j. Por consiguiente, en virtud de
([2-16), Index(TgN —\j) — IndeX(TZN — Aj_1) cuenta los nimeros de giro a lo largo de los arcos
que (y mapea dentro del j-ésimo circulo. En el caso k = 0, esto es, 17, € C(Tny2,4), cada arco
a; ocurre exactamente una vez més con orientacién opuesta, por lo tanto todos los nimeros de
giros son 0. Si TZN € C(P(w,k),q), entonces los primeros arcos aj, j < k, tienen un companero
b; con la misma orientacion positiva y todos los otros tiene un compafiero aj’l de orientacion
opuesta. Entonces la funcién (y : S' — X gira dos veces alrededor de los primeros k-circulos
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y tiene nimero de giro 0 a lo largo de los demds. Asi que el mapeo dado en (2.15)) junto con
[2.16) queda en la forma

[TEN] = (O, ce 70) S ZN7 TEN S C(TN/Q,q)y (217)

[Tz = (=2,...,-2,0,...,0) € Z" @ ZN7F, Tz € C(Pnpyg), (2.18)
donde Z" = X (C(Xy)).

Ahora bien, examinaremos los operadores T para garantizar que su espectro esencial sea Xy
y la diferencia de indices de Fredholm en corresponda exactamente a la de la N-tupla
en y (2:18). Es bien sabido que spec(c(S)) = S! (ver [27]), donde S denota el operador
shift unilateral derecho en /5(N). Note que si escribimos al operador shift-bilateral U en (o(Z)
como el operador multiplicacion por el generador unitario u € C(S'), u(e”) = €%, en la base
ortonormal {Z=u® : k € Z} C Ly(S"), se deduce que spec(U) = spec(o(U)) = spec(u) = S'.
Ahora bien, gracias al Teorema del Mapeo Espectral, también tenemos que spec(c(S?)) = S' y
ademas

Sspec (0 (j+15'2— 1)) —S]+1 (—1)7 spec (U (‘7+1U— l)) —SJH <—1>
J J J J J J J 7

Por lo tanto el operador T en el Teorema tiene espectro esencial Xy C C, ya que

1 1 N 1 1 1
spec, (T k) = spec (o (@ (‘7+ S? - )@ P (‘LU— —))) .y (SM (— )) — Xy
J=1 J J Jj=k+1 7 7 k=1 k

Para calcular el indice de Fredholm Index (7 — A) para A ¢ X, primero observe que la suma

ortogonal de operadores de Fredholm & F; implica que Index (% FJ) = > dim(Ker(F})) —
J=1 j=1

Jj=1

dim(Ker(F})) = >_ Index(F}), y luego
j=1

k .
1 11
Index(Ty — A) = > Index (‘LSZ ) ZIndex (iU o )\) (2.19)
j=1 J =kt 1 J
Note que, como U es un operador unitario, entonces se cumple spec (J iy — ) cs! i1 (—j) C

Xy, por lo tanto ]+1U ] — X es invertible para todo A ¢ X y por consiguiente

1 1
I+ U—--—X) =0 para todo A & Xy.

Index(
J J

Para determinar Index <j]i52 — % - )\>, tenemos en cuenta que o(S) = u € C(S'), con u como
antes. En consecuencia, por el Ejemplo|1.4.9

1 i+ 1 1 —2si |24+ A <
Mdex (2252 = 2 ) = Cwina (L2 2L ) P 0
J J J J 0si [;+Al >
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Recordando que A; en (2.15) fueron ordenados de tal modo que A; viven dentro del circulo
”7152 — L paral =1,...,j y afuera de estos circulos para [ > j. Aplicando (2.19)-(2.20)), el
mapeo ([2.15)) produce

[Twi] = (=2,...,-2,0,...,0) € ZF @ Z"N (2.21)

en particular [Ta 0] + (0,...,0) € Z* parak =0y N = 2g. Como 17, v TN tienen el mismo
espectro esencial Xy, deducimos de (2.15)), (2.17)), (2.18) v (2.21)) que

[Tag0] = [15,,] para Tp, € C(Ty,), [Tva] = [15,] para T € C(P(vk)q),
por lo tanto 75, es unitariamente equivalente a una perturbacién compacta del generador
T&g € C(T,,) pero no a una perturbacién compacta de Ty, para k > 0. Méds ain, Ty es
unitariamente equivalente a una perturbacién compacta del generador T e € C(P(n' kr),q) ST Y
sélo si N = N'y k = k’. Esto prueba que la C*dlgebra generada por Tb, 0, T30 1y Kes
isomorfa a C(T,,) pero a ninguna otra C*-algebra desde la Definicién 2.1.3] y que la C*-dlgebra
generada por T, T, 1y K es isomorfo a C(P(y),4) pero a ninguna otra desde la Definicién

2.1.5
U

Como consecuencia directa, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.3.5. En virtud del Teorema las C*-dlgebras C(Ty,) y C(Ty ) son isomorfas
siy sélo si g =g'. Ademds, C(Pryq) ¥ C(Piir)q) son isomorfas siy sélo sin=mn'yk =Fk.
Mis aiin, C(Ty,q) nunca es isomorfo a C(Pur)q), y C(S7) no es isomorfa a C(Tyq) ni a C(Ppp).q)-

Demostracion. El iltimo enunciado de este Corolario se deduce del hecho de que un generador
esencialmente normal de la C*-dlgebra C (Sg) tiene al semi-circulo como espectro esencial, por
lo que el espectro esencial nunca es homeomorfo a X . Ademds, segun el Teorema de Weyl-von
Neumann [4, Corollary 16.2.3], todos esos generadores esencialmente normales son equivalentes
unitarios hasta una perturbacién compacta y generan, por lo tanto, C*-dlgebras isomorfas. [

Note que el Teorema muestra que no es necesario que el cociente topolégico D/ ~ con la
relacién de equivalencia dada en la Definicién produzca una variedad topoldgica, sélo
el nimero de pares de arcos y sus respectivas orientaciones importan. En este sentido, la
cuantificacion aumenta la degeneracion. Es importante recordar que las superficies clasicas no-
orientables P ) v P(v )y son homeomorfas siempre que k£ > 0 y &' > 0. Mientras que, las
C*-élgebras de las correspondientes versiones no-conmmutativas C(P(yx)q) ¥ C(Pvk,q) son
isomorfas si y s6lo si k = k’. En este sentido, la cuantificacién disminuye la degeneracién.

2.3.1. K-teoria de Superficies Compactas Cuanticas

El siguiente teorema es muy interesante e importante puesto que nos dice que la deformacion
efectuada a las superficies compactas clasicas no cambia su K-teoria. Comparar el resultado a
continuacion con el dado en el Ejemplo del Capitulo 1.
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Teorema 2.3.6. Es cierto que

2
Ko(C(Tyo) =2 DL, Ki(C(Tyy) = 7
Ko(C(S2) 2 Z & Z, K1(C(S?)) =0,
n—1
Ko(C(Pnpq)) = Z2 ® L, Ki(C(Pny.g)) = 92

Demostracion. Para calcular los K-grupos de nuestras superficies compactas cuanticas, haremos
uso de la herramienta méas utilizada para el célculo de K-grupos de C*-dlgebras; la sucesién
exacta de 6-términos. En efecto, note que si My € {Tn/24, Pivi,g : Nk € ZF, k < N},
entonces la sucesion exacta corta

0 —= K~ C(M,) —%~ C(VS') — 0

=

induce la sucesion exacta de seis términos

Ko(K) —— Ko(C(My) ~= Ko(C(V,S) (2.22)

ind exp

Ki(C(V ) =7 K (€M)~ K (K).

]:
Ahora bien, como X;(K) = 0y Ko(K) = Z[1 — 55*] donde S denota el operador shift-unilateral
N
derecho en /5(N) y ademas, JCO(C(}@ISU) = Z[1] y le(C(.@lSl)) = @PZ = Z". Entonces
J= J= j=1

reemplazando estos grupos, la sucesion exacta de seis términos (2.22)) queda en la forma

1] (2.23)
é.

Ahora, la sucesién 0 — Ker(a.) — Ko(C(M,)) == Z[1] —> 0 es una sucesién exacta que se
escinde, cuyo homomorfismo testigo de la escisién viene dado por [1] — [1]. Y como (2.23)) es
exacta, deducimos que

Z[1 = SS7] — = Ko(C(My)) —~

indT

ZN = K (C(M)) ~——

Ko(C(My)) = Z/Im(ind) & Z[1], K1(C(M,)) = Ker(ind). (2.24)
Por lo tanto sélo resta determinar el homomorfismo ind : Ky (C( '@181)) — Ko(K) en (2.22).
]:

N N .
Sabemos que le(C(j\Z/lSl)) = @ Z[u;], donde los generators u; estan dados por u;(7(t)) := emit

7j=1

N
para 7 : [0,1] — C( '\/181) parametrizando el j-ésimo circulo, y u;(7) := 1 para cualquier otro
=

N N N
TE 4\/1S1. Més atin la inclusion C '\/181) C C(S") corresponde al pullback p} : C( ,vlSl) — C(SY)
J= J= j=
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con py desde ([2.6)).

Ahora bien, si suponemos que M, = T, , con N = 2g, entonces, en virtud de la Definicién [2.1.1],
cada arco a; ocurre exactamente una vez mas con su orientacién negativa aj_l. Por lo tanto los

2
winding numbers (nimeros de giro) de todas las funciones invertibles ¢ € C( .\?181) C C(S') son
=

0, asi que ind = 0 y por consiguiente Ko(C(Tyq)) = Z & Z[1] y K1(C(Ty,q)) = Z* por (2.24).

Para el caso de M, = Py con N = ny 1 < k < n, observe que podemos aplicar el
n

homeomorfismo ¢,, para ordenar los circulos de .\/lSl de tal suerte que los primeros k circulos
‘7:

corresponden a arcos que ocurren dos veces con la misma orientacion (esto es, a;(t) ~ b;(t)) v

los otros pares ocurren con orientaciones opuestas (esto es, a;(t) ~ aj_l(t)). Por lo tanto, una

funcién invertible u € C (,\7}181) C C(S') con winding number m € Z a lo largo de a; tiene
j:

también winding number m a lo largo de b; si 7 < k. Por otro lado, si j > k, entonces una
funcién con winding number m € Z a lo largo de a; tendrd winding number —m a lo largo de

a; ! asi que estos winding number suman 0. Para los generadores [u;] de I (C( .\7}181)) ~ g L,
= j=1
descritos anteriormente, obtenemos
indfu;] =2, j <k, ind[u;] =0, j >k,

asi que ind(my,...,m,) = 2(my + --- + my) en la sucesion exacta (2.23). En particular,
Im(ind) = 2Z y Ker(ind) = Z" !, asi que el resultado para C(P, ),,) se deduce por ([2.24).

Por dltimo, para el caso de C(S?) (ver Definicién , recuerde que un nimero complejo
e™ ¢ S! es identificado con su conjugado e~ € S'. Entonces, el espacio topolégico cociente
S'/ ~ resulta ser homeomorfo a un intervalo cerrado y por lo tanto contraible, y los grupos
abelianos Ky y K; de una C*-algebra de funciones continuas en un espacio topolégico contraible

N
son isomorfos a Z y 0 respectivamente. De esta manera, si reemplazamos C( V S') por C en
Jj=1

(2.22)), la fila inferior se convierte en 0 y la fila superior se vuelve exacta, esto es, se obtiene la
siguiente sucesion exacta de seis términos

7 ——= Ko(C(S%) —= Z[1] (2.25)
indT leXP
0 =0 - 0,
de donde por la Proposicién se deduce que Jo(C(S7)) = Z @ Z y Ki(C(S;)) = 0 como
queriamos. 0

Observacion 2.3.7. Es importante observar que nuestras superficies compactas cudnticas
oritentables y no-orientables tienen los mismos K-grupos que los de sus contrapartes cldsicas ver
Ejemplo|1.4.8, el lector puede encontrar el cdlculo de los K-grupos de las superficies compactas
cldsicas en la tesis de maestria [16].

En el resultado que sigue daremos una descripcion explicita de los generadores de los K-grupos
previamente calculados con la sucesién exacta de seis términos.
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Teorema 2.3.8. Los siguientes enunciados sobre los generadores de los grupos de K-teoria de
las superficies compactas cudnticas se verifican:

= Los generadores del grupo abeliano Ko(C(Ty,)) son [1] y [Ppow,) — [1]. De igual modo,
estos también son generadores del grupo Ko(C(Pk)q)), donde Pgoty, denota a la matriz

. T.T T.\/1-T:T,
Potta I-T"T.TF 1-T'T.
es la version no-conmutativa de la famosa Proyeccion de Bott.

.y 2z es la funcion identidad en D. Esto es, Ppoy,

» Los generadores de K1(C(T,,)) estan dados por la clases de equivalencias de los unitarios

[@1d€BU@ ) 1d1 para. j = 1,---,2g. En el caso del grupo Ki(C(Puk),q)) los
1=j+1

generadores estan dados por

@ui@U@eald sij >k,
Uj = =i+l
(S2a” @1d@82@ & id) +A; sij <k,
i=j+1
donde A; (60, ,...,0) = (O,...,O,el,O,...,O), Aj(el,O,...,O) = (O,...,O,G0,0,...,O)
y los elementos €, €1 estdn insertados en la j-ésima posicion, {e,}nen denota la base
ortonormal candnica de (5(N) y j € {2,--- ,n}.

Demostracion. Recordemos nuevamente que en virtud del Teorema de Stone-Weirstrass, la
funcién u : S' — S! definida por u(e*) = €*™ (la funcién identidad en S') satisface que
C(S') = C*-gen{u,u,1}, por consiguiente, si extendemos esta funcién al interior del disco
cerrado unitario, en el sentido z(re?™*) := ru(e*®), entonces z € C(D) y obtenemos una
deformacién de la famosa proyeccién de Bott de Co(ID):

T.T*  T.J1-T°T T
Poo = 21z 2 =12 = : <T*,\/1—T*Tz>.
Bettq ( 1 T°TT 1-T°T, ) (\/1—T;Tz) o\ :

Como ind[u] = [Ppott,] — [1] € Ko(K) y [u] es el generador unitario de K (C(S')), concluimos
que ind[u] = [Ppott,] — [1] es un generador de Xo(K). Mas atin, la imagen del mapeo del indice
en es o bien 0 (caso orientable) o 2Z (caso no-orientable), por lo tanto el generador de
Xo(K) nunca vive en la imagen del mapeo del indice, asi que 0 # [1] — [Pgott,| €s siempre un
generador no-trivial del Ky-grupo de una superficie compacta cuantica. Ademas, en el caso de
una superficie compacta cudntica no-orientable, tenemos la relacién 2([1] = [Ppott,|) = 0 € Z/27Z.

Por otro lado, podemos levantar el generador genérico u € C(S') al operador shift S € T, y por
el Ejemplo sabemos que ind[u] = —[1-5.5%], por lo tanto la ecuacién [1] —[Pgotr,| = [1-55%]
es cierta en Ko (K).

Para encontrar generadores del X;-grupo, considere los generadores 1-dimensionales [u;] €

N
K4 (C (k\_/lSl)) descritos antes. Para una superficie cudntica C(M,) de género distinto de cero,
o, K1(C(M,)) — Ker(ind) es un isomorfismo en virtud de (2.23). Por otro lado, sabemos
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| g+1 1 N 1 s e . . . j+1 1
que [u;] = |5-u; — 5| € Kl(C(kylS )) ya que la funcién invertible no-unitaria, “=u; — 5 es

homotopica a u;. En el caso orientable, el isomorfismo del Teorema nos permite demostrar
que

j—1 1 1 41 1 2
o {J@ id ® <]—+ U — —) & @ 1d} {‘7 + u; — —_] = [u;] € K1(C( vV sH).
i=1 J J i=j+1 J J k=1

Luego, por homotopia, {@ ideoUo® 69 1d] € X:1(C(T,,)) son generadores unitarios, donde
1=7+1

7=1...,2g.

Por otro lado, en el caso no-orientable, los operadores unitarios

U ®1d@U€9 @11de(3( 0a) >k, (2.26)
1= 1=j+
satisfacen o,[U;] = [u;] € Ker(ind) y producen generadores unitarios de Xi(C(Ppk)q));

donde nosotros usamos de nuevo el isomorfismo del Teorema [2.3.4 Para 1 < 7 < k, los
N
generadores adicionales de Ker(ind) C X, (C(k\_/lSl)) pueden ser dados por las sumas [uf] @ [u;] =

2uf —1]|@ = jlu] — %], donde las ecuaciones son ciertas por homotopia. Los elementos unitarios

j—1
se levantan a operadores no-unitarios S*? @ o idpS?@ @ idenC (P(n.k),q)- Note que la funcién
i=j+1

en C(S') corresponde a o(S*? @& EB id® S?@ @ id) satisface las condiciones de frontera de la
=2 i=j+1

Definicién [2.1.5], esto es, tiene winding number —1 a lo largo de a; y by, y winding number 1 a lo

largo de a; y b;. Del mismo modo que en el Comentario definimos un operador compacto

Aj c K(Hn,k)a j S ka por

A;(ep,0,...,0) =(0,...,0,e1,0,...,0), | insertado en la
A;(e1,0,...,0)=(0,...,0,e0,0,...,0), [ j-ésima posicién,

y 0 en todos los otros elementos basicos. Entonces

Uj:=(S?a" @ld@52@ & id) + A; € C(Ppi,) (2.27)

i=j+1

produce un operador unitario tal que o.[U;] = [uj] & [u;] € Ker(ind). En conclusién,
(U ] o, [Un] € K1 (C(Ppn,ky,q)) Producen un conjunto de generadores libres de K1 (C(P(n),q)) =
v/l donde los operadores U, son definidos en ([2.26) y (2.27]).

U

En el siguiente capitulo se introduce el concepto de CW-complejo no-conmutativo finito y se
dictan algunas generalidades.



CAPITULO 3

CW-COMPLEJOS FINITOS NO-CONMUTATIVOS

En este capitulo presentamos los conceptos y resultados que motivaron el titulo de este
trabajo, entre los que destacan la definicion de CW-complejo cuantico finito o CW-complejo no-
conmutativo finito, en este sentido resolvemos la pregunta ;cudl es una versiéon no-conmutativa
de un CW-complejo clasico finito? Nuevamente, las palabras cuantico y no-conmutativo se
utilizaran indistintamente. Asimismo, se les da un tratamiento a importantes ejemplos de la
Geometria No-conmutativa como espacios dotados con esta estructura.

En principio abordamos una motivacion a tales conceptos, utilizando las ideas expuestas en el
capitulo anterior para las superficies compactas cuanticas.

3.1. Motivacion CW-complejos cuanticos

A manera de resumen, recordemos que a cada C*-dlgebra A le podemos asociar dos grupos
abelianos Ko(A) v K1(A), donde Ky y K; en términos categdricos, son funtores covariantes de
la categoria de C*-algebras a la categoria de grupos abelianos. Y ademsds, si f : A — B es
un *-isomorfismo de C*-algebras entonces el mapeo inducido K, (f) : K.(A) — K.(B) es un
isomorfismo de grupos. Para resultados importantes en K-teoria invitamos al lector consultar
[4, 28]. De este modo, de los conocimientos de la K-teoria de C*-dlgebras sabemos que para
todo espacio de Hilbert separable y de dimension infinita H

%,(K) = K, (K® C) = K,(C) = K, (L(2C)) = K. (Co(D)), (3.1)

donde se ha usado que la estabilizacién de C es *-isomorfa a K := IC(H) (dlgebra de operadores
compactos en H) y recordamos que Y. denota la suspensién en C*-dlgebras. Por consiguiente,
podemos notar que en las sucesiones exactas cortas ((1.7)) y , las esquinas tienen K-grupos
isomorfos, lo cual sugiere la pregunta natural ;son isomorfos los K-grupos del centro? la respuesta
es afirmativa (ver la ilustracién de este hecho en el Figura [3.1).

o1
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Ko(Co(DD)) Ko(C(D)) Ko(C(Sh))
\ g[ 5
Ko(K) Ko(T) Ko(C(S))
| |
K1(C(S)) X1 (T) K1 (K)
g % \
K1(C(S1) K1(C(D)) K1(Co (D))

Figura 3.1: K-teorfa de Toeplitz vs C(D).

Y estas ideas seran tenidas en cuenta a la hora de construir ejemplos de CW-complejos cuanticos
finitos. De igual manera, es menester mencionar también que, mas adelante construiremos una
filtracién creciente de ideales para CW-complejos finitos clasicos de dimensién n y lo mismo
para su versiéon no-conmutativa y estas filtraciones nos arrojaran dos sucesiones espectrales,
una para el caso clasico y la otra para el cudntico. En consecuencia, nuestra tarea consiste
en determinar los diferenciales que definen a estas sucesiones espectrales y compararlos, ahora
bien, la dificultad que representa el encontrar los diferenciales en sucesiones espectrales es muy
conocida, no sobra decir que para diferenciales mas grandes; el problema es mayor. Asi pues,
una de las estrategias que hemos utilizado para intentar describirlos, encuentra su motivaciéon en
la C*-algebra de Toeplitz. El calculo de los homomorfismos conexién de las sucesiones exactas
de 6 términos inducidas por las sucesiones exactas cortas (1.9)) y trae consigo una filosofia
importante. Para la inducida por la clésica ,

Ko (Co(D)) — Ko (C(D)) ——= Ko (C(S))

301T lalo

K1(C(S1)) =— K1 (C(D)) =— K1(Co(ID))-

Note que al ser D contraible es cierto que Xo(C(D)) & Z y K1(C(D)) = 0, ademds, ya que
X1 (Co(D)) = 0, el homomorfismo Ko(C(D)) — Ko(C(S)) resulta ser sobreyectivo, pero como
el grupo Ko(C(S')) es isomorfo a los enteros Z, entonces también es inyectivo. De donde, el
mapeo del indice Jy; es un isomorfismo. Con lo cual manda generador en generador. Ahora
bien, en virtud de la periodicidad de Bott, [u] es un generador del grupo abeliano X(C(S'))

donde u : S' — S! estd dado por u(e*™) = e*. En este sentido, para conocer el mapeo
del fndice debemos encontrar un levantamiento unitario v € My(C(D)) de (8 g) . Con esto

en mente, lo que hay que hacer es extender u de manera continua al interior del disco de
dimension 2, D. Observe que esto se logra “multiplicando por un radio”. Asi que, si definimos

—./1 = 2 — . ) .
vi= ( - & B L -2 ) con z : D — C dado por z(re*™) = ru(e?™) = re*™*. Entonces
— |z

note que v define a una matriz unitaria con coeficientes en C(D), en efecto,

|
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w = (o RE (v VIR - (0)

y similarmente verificamos que v*v = 1. Ademss,
_ 1.2
- 2 V1—|z| _(u 9 ’
1—1z]? z 0 u

) o . 0 )
por lo tanto v es un levantamiento unitario de la matriz (8 ﬂ) y por el Corolario [1.4.7] el

mapeo del indice estd dado por

it = (e V) 600 (e V)]G )
()

N K\/l— 2Pz 112
= [PBott] - [1]7
donde Pgot 1= ( \/%E : 1V 1_ |z’|§‘ ) es una proyeccién; esto es, Pa.. = Ppott = Pho-

Esta proyeccion es tipicamente conocida como proyeccién de Bott. Ademads, como

P r? ruy/1 —r2
Bott =\ /1T —r2ru 1 —12

entonces lim,_,; Ppott = ((1) 8) y el mapeo

Ko(Co(D)) > K\/l_—g - ru?/_?)] - [((1) 8

define un isomorfismo.

)] — n = wind(u") € Z

Similarmente, al echar un vistazo a la versiéon no-conmutativa (|1.7]), esta sucesién exacta corta
induce la sucesiéon exacta de 6-términos en K-teoria siguiente

Ko(K) ———Ko(T) — Ko (C(S"))

301T ialo

K1 (C(SY)) =—Ki(T) =<— K1 (K).

Entonces por 1) se cumple que el mapeo X;(C(S')) Dot Ko(K) es un isomorfismo. Y de
este modo, dy; queda completamente determinado si lo conocemos en el generador del grupo
abeliano X (C(S!)). Observe que como en la versién cldsica, debemos encontrar un levantamiento
unitario v € My(T) de (g g) Asi, note que si definimos v := ( 7 TZT;TZ Vv lT_z* TZTZ)
con z como antes, se cumple que
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i) = |( e ) (00) (i Y )]G 0)]

1 - T:T, T 0 0)\—\/1-T.T: T, 0 0
B T.T; T.\/1-T:T.\] [(1 0
- 1 -T*T,T: 1-T:T, 0 0
= [PBottq] - [1]

1.7 T.\/1 =TT,
1-T:1.T7 1-T:T,
Pgott tal como se menciond en el Teorema [2.3.8. De esta manera, identificando generadores, esto

es [1] = [1], [u] — [u] ¥ [Pgott] — [1] = [PBott,] — [1] obtenemos cuadrados conmutativos en la
Figura [3.1]

donde Py, = ( ) es considerada como la versién cudntica de

Para ver que v es una matriz unitaria hemos usado el lema siguiente.

Lema 3.1.1. Sean A una C*-dlgebra con unidad (no necesariamente conmutativa) y a € A con
la|| <1, entonces

V=

(e )

1—a*a a*
es un elemento unitario en My(A).

Demostracion. Para demostrar esto, observe primero que a(a*a)” = (aa*)"a para todo n € N.
En efecto, consideremos el conjunto W := {n € N: a(a*a)"” = (aa*)"a}, luego, note que 1 € W
y si n € W, entonces

a(a*a)"™ = a(a*a)"(a*a) = (aa*)"a(a*a)

= (aa")"(aa*)a = (aa*)"*a,

de donde n + 1 € W y por lo tanto W = N. Mds atn, es cierto que ap(a*a) = p(aa*)a para
todo polinomio p = p(z) con z* = x € A. Ahora bien, como la funcién [0,1) 5 ¢ — /1 —t es
un elemento de la C*-algebra Cy([0,1)) entonces por el Teorema de Stone-Wierstrass, existe
una sucesiéon de polinomios {pr = pi(t) lren de tal suerte que limy_ o pp(t) = /1 —t para
todo t € [0,1) (de hecho la convergencia es claramente uniforme). En este sentido, por el
Calculo Funcional Continuo, para todo 7% = T € A con spec(T) C [0, 1] se satisface que
limy 00 pr(T) = v/1 — T. Por consiguiente, se deduce

avl—a*a = ka apg(a®a) = kh’m pr(aa™)a = /1 — aa*a. (3.2)
—00 —00

Finalmente, debemos probar que vv* = I, = v*v. En efecto, por (3.2))

S —

a —/1 — aa* a* V1 —a*a
1 —a*a a* —V1 — aa* a
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B aa* + (1 — aa*) av1—a*a —+/1— aa*a
- \W1—-ca*aa* —a*y/1—aa* (1—a*a)+a*a

1 a1 —a*a — /1 — aa*a
V1 —a*a a* —a*v/1— aa* 1

- 1 av'1—a*a —av1 — a*a
o V1—a*aa* —+1—a*aa* 1

_ ((1) (1)).

Similarmente se prueba que v*v = 5. Por lo tanto v es un elemento unitario de My(A). O

Tal como se menciond en el capitulo anterior, las superficies cerradas cuanticas, resultardan ser
ejemplos de CW-complejos cuanticos de dimension 2. En los siguientes ejemplos trabajaremos
esto a més detalle previo a introducir la definicion formal de CW-complejo cuantico de dimension
finita.

Ejemplo 3.1.2 (Superficies compactas, sin frontera, orientables y de género g). Recordemos
que por el Teorema de Clasificacion de Superficies Compactas sin Frontera, toda superficie de
este tipo se puede ver como una suma conexa de g-toros que denotamos por T, := T# - - #T.

——

g—veces
Es bien conocido que este espacio topoldgico resulta ser un CW-complejo clasico de dimension
2, cuya descomposicion esqueletal estd dada por () < {x} — \/?i St < T, es decir, podemos
empezar con un (0-esqueleto que consista de un solo punto, y de este modo, el 1-esqueleto
estard dado por el producto cuna \/?ilSl, y finalmente, si le pegamos a este espacio un disco de
dimension 2 adecuadamente, obtenemos la suma conexa de g-toros. Ahora bien, asi como vimos
en el capitulo 2, este CW-complejo admite una version no-conmutativa, cuya descomposicion
esqueletal cudntica viene dada por ) — {x} — \/?ilSl — T4 Esto es, el 0-esqueleto y
el l-esqueleto son completamente clasicos, lo cual era de esperarse ya que no se conoce una
deformacién adecuada de un intervalo. En este sentido, note que asi como se considera a C(T,)
como C*-subélgebra de C(D), donde

C(Ty) = {f €CD) : f(z) = f(y), (Va,y €D)(z ~y)},

nosotros demostramos que C(T,,) es una C*-subdlgebra de C(D,). Y en consecuencia, tenemos
los siguientes diagramas pullbacks:

C(Ty) C(Tg,q)
PN N,
e( Vs (D) C(f_vglgl) T
N DA
(Sh) C(Sh)

Figura 3.2: Pullbacks superficies compactas, sin frontera, orientables y de género g clasico-cuantico.

En la Figura los *-homomorfismos ¢ y o representan la restriccion a la frontera del disco
cerrado unitario y el mapeo del simbolo respectivamente.
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Ejemplo 3.1.3 (Superficies compactas, sin frontera, no orientables y de género n). Tal como
en el ejemplo anterior, denotamos por P, := P# - - - #P la suma conexa de n planos proyectivos.
——

n—uveces

Como ya se menciond, C(IP,,) es una C*-subalgebra de C(D) dada por

C(Py) ={f €CD): f(z) = f(y), (Vo,y € D)(z ~y)}

y su versién no-conmutativa C(P(,4),) resulta ser una C*-subdlgebra de C(D,) con
descomposicién esqueletal cudntica @ < {*} < VI S' < P, 1).4:

VC(P”)\\ C(P(mk),q)
2/
C(Zylgl) C(D) c(vsh \ T
pZ\ }/‘p Pn ‘/
C(SY) C(sh)

Figura 3.3: Pullbacks superficies compactas, sin frontera, no orientables y de género n cldsico-cuantico.

Note que T es un CW-complejo cudntico de dimensién 2 y representa la cuantizacion del
disco cerrado unitario del plano complejo D (ver Subseccién ; y entonces, para encontrar el
homomorfismo conexién lo tinico que tuvimos que hacer fue extender continuamente el generador
wen C(S') a una funcién en C(D), “todo el 2-esqueleto”, con norma menor o igual que 1. Pero esto
es bastante simple, la dificultad empieza cuando queremos construir la versiéon no-conmutativa
de CW-complejos obtenidos de pegar discos de mas altas dimensiones. En este respecto, uno
de los primeros objetivos que trazamos fue definir discos cuanticos de dimensién par e impar,
nos interesamos por estudiar la K-teoria de los CW-complejos cuanticos finitos y compararla
con los clasicos, invirtiendo todo el esfuerzo en encontrar un teorema de comparacién que nos
permita concluir cudndo la K-teoria de un CW-complejo clasico y cudntico es la misma. Intentar
responder esta pregunta, dio origen a este trabajo.

3.2. CW-complejos no-conmutativos finitos

A continuacién recordamos la definicion de CW-complejo clésico finito en aras de comparar con
lo que entenderemos por CW-complejo cuantico finito o CW-complejo no-conmutativo finito.

Definicién 3.2.1 (CW-complejo finito cldsico). Sea X un espacio topoldgico, se dice que X es
un CW-complejo finito si se puede construir de la siguiente manera

» Comenzamos con X! = () y un espacio discreto X° (un conjunto finito de puntos);

» El n-esqueleto X™ se obtiene a partir del (n — 1)-esqueleto X"~ pegando n-celdas B"
(el n-disco cerrado en R™) mediante las funciones f; : S"' — X" ! es decir, tenemos
Pushout (Figura en un sentido topoldgico y pullback (Figura [1.5.10) en el lenguaje
de C*-algebras.
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xn c(xn1 5 C(B"
/ \ E <j@1 =)
Prk PrR
1 ]ﬁi*” /
X B -
=1 c(x™ 1) ]6:910(153 )
) /
S 1 mki=(f,)? =t
S No o
i} &)

Figura 3.4: Pushout n-esqueleto. Figura 3.5: Pullback n-esqueleto.

= El proceso termina en un nimero finito de pasos. Esto es, existe m € N tal que X = X™,
al minimo de tales naturales se le conoce como la dimension de X.

Dado un CW-complejo X de dimension n, entendemos por descomposicion esqueletal de X, a
la sucesién de inclusiones

P=X'T X0 X' ..o X"y X" = X,

Observacién 3.2.2. Observe que en virtud del Teorema [I.1.I} dado un espacio topoldgico
compacto y Hausdorff, digamos X, al aplicar el funtor contravariante de las funciones
continuas en X, “C”, obtenemos una C*-dlgebra conmutativa con unidad C(X), lo cual ha
sido representado en la Figura de la definicion previa.

Para establecer una definicion consistente de CW-complejo cuantico o mno-conmutativo,
necesitamos dejar claro lo que entendemos por bola cerrada cuantica, ya que es el objeto que
tal como en el caso de la definicién anterior, queremos ir pegando a lo largo de su frontera a
los esqueletos, mediante *-homomorfismos de C*-dlgebras (en un diagrama pullback), y es aqui
donde nos encontramos con la dificultad de que las C*-dlgebras no-conmutativas cuentan con
pocos ideales, en comparacion con las C*-dlgebras conmutativas, por consiguiente con pocos
*_homomorfismos. Bajo esta discusién nos formulamos las siguientes preguntas.

= ;Cudl es un analogo no-conmutativo de las bolas cerradas clasicas en R"?
= ;Cudl es un analogo no-conmutativo del interior de las bolas cerradas clasicas en R™?
= ;Cudl es un analogo no-conmutativo de la frontera de las bolas cerradas clasicas en R™?

Todas estas preguntas las resolvemos con la K-teoria de C*-dlgebras, esto es, diremos que un
objeto virtual EZ, su interior By y su frontera 3@2 son analogos no-conmutativos de las bolas
cerradas, el interior y sus fronteras clasicas respectivamente, si y solamente si, tienen K-teoria
isomorfa a sus correspondientes contrapartes clasicas, y ademas, hay una correspondencia en
sus generadores; la cual serd explicada unas lineas mas adelante. Note por ejemplo que en la
Seccion hemos trabajado con una bola cerrada cuantica de dimension 2, esto es, nosotros

podemos considerar C(Ez) =T, C(B) =Ky C(@Ez) =T/K = C(@EQ) = C(S') (donde

=2 = i o
hemos usado el homeomorfismo B = D y la convencién B, := D, ). Més atin, sabemos que sus
K-grupos sastisfacen:
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Ko(Co(B)) = Z([Psots,) — [1]);
K1(Co(B?)) = {0} = I, (Co(BY));

u

=
=
9

&l
R
N
=

u

u
=
=
o
&l
N
I
IS
=
u

Ko(C(9B")) = Z[1];

5, (C(B%)) = {0}

I

Z[1];

%, (C(B,)) = {0}; Ko (C(9B,))

= Ko(Co(B2)) 2 Z([Paors) — [1)); = XK,(C(9B,)) = K, (C(9B")) = Z[u].

De modo que el siguiente diagrama es conmutativo, en el sentido obvio, al identificar los
generadores.

Z([Ppott,] [1])\ Zf} (1]
Z([Paot] — [1]) —— Z[1] —— Z[1

Z[u) 0
’ /

Zlu

ja)

]/Z
x

0 0

12
.<7

Figura 3.6: Bola clasica y cuantica de dimensién 2.

Antes de establecer una definicién mas precisa de lo que entendemos por bola cerrada cuantica,
interior y frontera, hacemos un estudio de los generadores de las esferas cldsicas en la siguiente
seccion.

3.2.1. Generadores de las bolas clasicas y sus fronteras

Repasamos un poco los generadores clasicos de la K-teoria de las C*-algebras de funciones
continuas sobre las bolas clasicas, sus fronteras y sus interiores. Recordemos que la n-esfera
S" = OB puede ser vista como la compactificacion de Alexandroff o compactificacion por
un punto de R", o de la bola abierta B". Més atn, K;(C(S")) = K1(Co(B") + C) = K1(Co(B™))
(aqui + denota la unitizacién), en virtud de que por el Teorema la compactificacién por
un punto corresponde a la minima unitizaciéon de Cy(B™). De este modo, a partir de la sucesién
exacta de seis términos , para k € Z* se cumple

Ko(C(TB™)) = Ko(C(S™1)) 2 Ky (Co(B* 1)) @ Z[1] = Z[1], (3.3)
K1 (C(OB™)) = K1 (C(S1)) 2 51 (Co(BHY)) = Zihs,, ), (3.4)
Ko(C(OB™")) = Ko(C(S™)) = Ko(Co(BH)) @ Z[1] = Z([Ps,,] — [1]) @ Z[1],  (3.5)
K,(C(OB™ ) = K1 (C(S™)) 22 K1 (Co(B™)) = 0 (3.6)
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A continuacién vamos a construir detalladamente los generadores Pp,, y Up,, de estos grupos
de K-teoria, para ello explicaremos los por menores de como llegar a los isomorfismos anteriores
a través de la sucesion exacta de seis términos. De esta manera, observe que para cada n € N,
el mapeo w : C(B") — C(9B") definido por m(f) = f [,z para todo f € C(B") es un *-
homomorfismo sobreyectivo. En efecto, dado g € C(0B"), como la bola cerrada unitaria de
dimensién n, B", puede ser parametrizada en la forma

B ={r0:rc0,1], 6 € 9B"}.
Entonces si definimos f : B" — C, f(r) = rg(f) para todo r € [0,1] y todo § € dB", se cumple

que 7(f) = g. Por consiguiente 7 es un homomorfismo sobreyectivo de C*-algebras. Luego la
sucesion

0 — Ker(r) ~— C(B") —> C(0B") — 0 (3.7)

es una sucesion exacta corta y a raiz del diccionario del Teorema de Gelfand-Naimark
Ker(m) = Cy(B™). Entonces la sucesién exacta corta (3.7) queda en la forma

0 — Co(B") +— C(B") —=> C(dB") — 0 (3.8)
y en consecuencia esta induce la siguiente sucesion exacta de seis términos en K-teoria,

n

Ko(Co(B")) —= Ko(C(B")) —= Ko (C(0B")) (3.9)

301T lalo

K1(C(9B")) =K1 (C(B")) = K1(Co(B"))-

Note que al ser B" un espacio topolégico contraible,

%, (C(B")) = K. (C) = {f[” . (1)

y va que, como se dijo antes, la compactificacién por un punto de B"! es homeomorfa a
S*~1 .= 9B", tenemos que

K.(C(9B")) 2= K. (Co(B" ") @ C) = K. (Co(B" ™)) ® K.(C).
En este sentido (3.9 se puede ver como sigue

Ko(Co(B")) —— Z[1] Ko(C(OB")) (3.10)

801T iam

%, (C(9B"™)) 0 %, (Co(B™)) = 5, (C(OB" ).

Ahora bien, en virtud de que la teorfa K de la C*-algebra Cy(B™) depende de si n es par o impar,
si queremos investigar los generadores de los K-grupos en (3.10) es imperativo considerar estos
casos. Lo cual hacemos en las siguientes lineas.
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Caso par
Si n = 2k para algin k& € N, recordemos que, de acuerdo con el Ejemplo

Z[1] =0,

K. (Co(B")) = K. (C) = {0 * = 1.

Entonces la sucesién exacta de seis términos (3.10]) se ve como

z—2- 701 4> 71] . (3.11)
p I

Note que el homomorfismo 0y, : Z — Z es inyectivo, ya que el homomorfismo precedente es el
homomorfismo cero. Por consiguiente el mapeo del indice dy; también es sobreyectivo, asi que
01 es realmente un isomorfismo, y en este sentido manda generadores en generadores.

Caso impar

En este caso, note que si n = 2k + 1 para algun k € N, por el Ejemplo [1.4.8 se cumple que

0 x=0,

K. (Co(B™)) = K, 11(C) = {Z w=1.

Como X1 (C(0B")) = K1 (Co(B™ 1)) @ K, (C) = 0@ 0 = 0 la sucesién (3.10) se ve

(T)Hzm ——Ko(Co(B?*)) @ Z[1] . (3.12)
0 0 7
Esto es,
0 Z[1] 7L . (3.13)
T
0 0 Y/

Y en virtud de que la sucesion exacta corta
0 — Z[l]| — Z®Z[l] — Z —= 0

se escinde, el homomorfismo d;9 manda [1] + [0] y el generador de Ko(Co(B?*)) al generador
de K, (Co(B2**1)). Con todo esto en mente investiguemos los generadores de estos grupos de
K-teoria. Revisaremos el comportamiento para n = 1,2, 3 para luego generalizar las ideas. Note
que para n = 1, tenemos la sucesién exacta corta trivial

0 —> C(B') —= C(B) — C{0}®C{1} —= 0

la cual induce la sucesién exacta de seis términos en K-teoria
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(f Z[1] Z([Pp,) — [1]) @ Z[1cec]
0 0 Z[UB1]

donde [Pg,] —[1] ¥ [Up,] denotan al generador de CKO(C((?EI)) y de K (Co(B')) = le(C(QEQ)) =

K1(C(SY)) respectivamente. Observe que Pp, puede ser dado por Py, := (0,1) € C @ C, de
modo que si definimos X € Mlxl(C(El)), X(t) =t para todo t € B [0, 1] se verifica que

7(X) = (X(0), X(1)) = (0,1) = Pp,.

De esta manera, al considerar la funcién Up, := *™X Ug, (t) = e*™ para todo t € [0,1], la cual

ya sabemos que es el generador del grupo abeliano X (C (8@2 ), obtenemos que

O10([P5,]) = 010 ([(0, 1)]) = [e*™].

Ahora bien, extendiendo continuamente Up, al interior del disco por L?Bl(re%ix ) =re para
Up,

0 Uy,

Up, —\/1 —Up U,
V= — ~
1 —Uxp Up, Ug,
y entonces ya que el mapeo del indice 0y : JCI(C@EQ)) — Ko(Co(B?)) es un isomorfismo y
ademas, cumple con

todo r € [0, 1], podemos definir un levantamiento unitario de ( como

Z;[VBlz;{vgl \/ 1-— Z;{VBlz;{vjél Z;{VBl 10
do1(Us,]) = — o -
JU— U U, Uy, 1 — U U,

(o, ™)) =[60)]

. r? V1 —r2Up, 9
El objeto Kr VI= U, g2 — [1] es un generador del grupo Ko(Co(B%)), y
r? V1 —r2Up,

como hemos referido varias veces, la proyeccion se conoce como
’ Y V1 — 12Uz 1—r?

proyeccién de Bott clasica. En esta parte la denotaremos por Pp,. Note que ya hemos
determinado los generadores de le(C@EQ)) =~ Z[Ug,], TKO(C(aﬁl)) = Z([Pg,] — [1]) & Z[1]
v Ko(Co(B?)) = Z([Pp,] — [1]). Para determinar los generadores de UCl(C(6E3)) v Ko(Co(B?))
hay que tener presente que gracias a que OB~ es la compactificacién por un punto de B? la
proyeccién Pp, puede ser vista como una funcién continua cuyo dominio es OB’ y codominio
las matrices 2 x 2 con coeficientes en los complejos, donde se ha definido dicha funcién en el

punto infinito como la matriz ((1) 8) Luego, si definimos X (p,0) = pPp,(0) € M2><2(C(E3>>
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para todo p € [0,1] y todo 0 € 8@3, X resulta ser un levantamiento autoadjunto de Ppg, ya que
trivialmente 7(X) = Pp, y entonces

O0([P,]) = [e*].

Asi que definiendo Up, = €>™¥ se tiene que Xi(C(OB')) = Z[Up,). Por consiguiente,

generalizando estas ideas, podemos razonar inductivamente, de forma que dado un generador
_2k .

Up,, , : OB" — UN(C), Up,, ,(p)Up,,_,(p)* = In = Up,,_,(p)*Up,,_,(p) del grupo abeliano

X1 (C(OB")) necesitamos encontrar un levantamiento unitario v € My (C (E%)) de tal suerte

U 0 . )
que 7(v) = Bék” us , pues en dado caso el mapeo del indice en Up,, estarfa dado
2k—1

0 O 0 0

. —2k . . o
obtenemos v? la idea es extender Up,, , : 0B — Ux(C) al interior de la bola cerrada unitaria de
dimensién 2k de manera continua. Note que, en este sentido, nosotros podemos definir la funcién

073%,1 B & Mpyun(C), Z:{/B%A('r, 0) = rUp,, ,(0), para todo r € [0,1] y todo 0 € B> y

entonces si consideramos

usz—1 _\/1 - usz—J/{EQk_l o (TUB%_l —/1 - 7“2)

por Jn(Up,,) = [v (]lN 0) v*] — [(]lN 0)} Asi, buscamos responder la pregunta jcémo

~—— ~ N *
\/1 - uB%AUB%fl UB%A " T’UB%71
tenemos m(v) = (UB(Q)’“ ! U*O ) . Ademss,
Bag—1
[ [(1yx 0\ ., Iy O
s = (5 [ 9)
. Z/[321671 _\/1 - uszfluEQk,l (ﬂN 0)
- ) % 7 7% 0 O
| \/1 B uB%fluB?kfl Z/{szq
ugzkﬂ \/1 B UB%*IZ/{E%A o [(HN 0)}
) % 7] 77 0 0
_\/1 - uB%,luszfl uszq ]

1y rv1—r*Ug, \| [(In O
rI=r2uy o (1-r)ly 0 0/
Ahora bien, definimos la funcién Pp,, : B?* — Mynyon(C), mediante la regla de asignacién
7"2]1]\/ Tm U32k71 (0) 2k
Pp,, (r,0) = (Tm s, (0) (1= 12)1y ) para todo r € [0,1) y todo § € 0B ™.
Observe que podemos definir una funciéon continua en la compactificacién de la bola abierta

ok - —ok+1
B2*; esto es, en OB = B U {o0}, que también la denotaremos por Pg,,, Pp,, : OB *

Moanxan(C), donde definimos Pp,, en el infinito como <]lév 8) . Entonces,
k41
)) = Z([Pp,.] — [1n]) ® Z[1]

[Pg,,] € Xo(C(OB
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y observe que para determinar el otro homomorfismo conexién necesitamos encontrar un

. . —2k
levantamiento autoadjunto de Pg,,, esto es, encontrar un X € JCO(C(81832 +1)), X* = X tal
que 7(X) = Pp,,, ya que bajo tal situacién el homomorfismo conexién conocido como el mapeo

exponencial estarfa dado por 910([Pg,,]) = [*X] € K1 (Co(B**1)). Con este objetivo en mente,

definimos X : BT — Moanxan(C) por X(r,0) :=rPpg, (). Entonces

o([Pr,)) = lf: @ijVrjpg%] _ [f: (275'!70)]-1)3% I

=0 =0
= [¢"Pp,, + 1y — Pp,,].

En consecuencia Ug,,,,(r,0) = > Pp, (0) + 1y — Pp,,(0) es un generador del grupo
K1(Co(B**1)) que resulta ser un bucle ya que Up,, ., (0,0) = 1y = Up,,,,(1,0), por consiguiente

puede ser visto como una funcién Ug,, ,, : C(B**! U {oo}) = C(@E%H) — Usn (C). Asi, hemos
definido inductivamente los generadores de los K-grupos de las esferas clasicas y de las bolas

abiertas.

3.2.2. CW-complejos cuanticos finitos

En virtud de las ideas expuestas en las secciones previas, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.3 (Bolas Cudnticas). A lo largo de este trabajo, diremos que los objetos virtuales

n —MN . . -n —N . .
B,, B, y B, son versiones no-conmutativas de B, B" y B respectivamente, si se cumple que
=T =n

K.(C(B,)) = K.(C(B")), K.(Co(B})) = K.(Co(B")), K.(C(9B,)) = K.(C(9B")) para * € {0,1}
y ademds, podemos considerar proyecciones ()g,, y unitarios Vp,, , tales que los diagramas de las
Figurasy son conmutativas (en color azul se representa la sucesion exacta de seis términos
en K-teoria inducida por las bolas cerradas clasicas, sus interiores y sus fronteras, y la sucesion
en rojo representa la versién no-conmutativa) via las asignaciones [Pg,, | — [In] — [@p,,] — [1n]

y [Z/{BQk—l] = [VB%—J:

Z([QBy] = [1n]) 1] ]
T | 7
Z([Ppy,) = [1n]) ] ]
| |
ZUp,, ] 0 0
Z[VB,,_,] 0 0

Figura 3.7: Caso par n = 2k.
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| Zr} /Z QBZA] []IN])
0 ] Z[] ® Z([P,,] —
0 0 ZUg,,.,)

0 0 Vsz+1]
Figura 3.8: Caso impar n = 2k + 1.

donde se entiende que Ko(Co(B*)) = Z([Pp,] — [In]), Ko(Co(BF")) = Z([Qp,,] — [Ln]),
K1(C(0B")) = ZUp, ,] y Ki(C(0B,)) = Z[Vp,_,]. Note que las sucesiones exactas de seis
términos en K-teoria representadas en tales figuras se obtienen de las siguientes sucesiones
exactas cortas de C*-dlgebras ( y son las C*-extensiones para las bolas cldsicas y
cuanticas, respectivamente, en el caso par. Lo anédlogo representan (3.16) y (3.17)) en el caso
impar)

0 —— Co(B?*) —— C(BY) — C(0B”") ——~ 0, (3.14)
0 — Cy(B%*) —= C(B,") — C(9B.") — 0, (3.15)
0 — Co(B* 1) — (B — c(eB™ ") —= 0, (3.16)
0 — Cy(B*') — C(B, ') — C(0B, ') —= 0. (3.17)

A continuacién introducimos la nocién de CW-complejo cuantico finito.
Definicién 3.2.4 (CW-complejo finito no-conmutativo). Decimos que X, es un CW-complejo
cuantico o no-conmutativo de dimension n si y soélo si existen bolas cudnticas EZ que pegamos
a Xg“l a lo largo de ngl = 8@: via funciones virtuales de pegado f; : ngl — ngl, de tal
forma que el n-esqueleto cuantico se define como el diagrama Pullback

CXM) =c(xr) e <J§§C(EZ))

(ko) \d=1
Pr(ﬁn Prcl]%,n
C(Xr 1) %C(E”)
q =1 q
TI'L ﬂ'R
q;n q,n
N, —n
& C(0B,)
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donde se consideran 7}, y 7}, como el pullback de las funciones virtuales (f;, i) iy (zq,J)ﬁv 1
respectlvamente y los morﬁsmos Wf estan dados por sumas directas de los epimorfismos en
- y . Ahora bien, dado un CW-complejo cudntico X, de dimensién n, entendemos

por descomposmlon esqueletal cuantica de X, a la sucesion de —eplmorﬁsmos
C(Xy) = C(XY) — C(XF7H) = -+ = C(X,) — C(X7) — {0}.

Comentario 3.2.5. Dentro de la Geometria No-conmutativa solemos decirle objetos virtuales
a espacios topologicos cuanticos que por si mismo no existen, sino que filoséficamente por el
Teorema de Gelfand-Naimark representan a una C*-algebra tipicamente no-conmutativa.
De este modo, en la definicién de CW-complejo cudntico finito, trabajamos con C*-algebras
cuyos esqueletos se definen exclusivamente con diagramas pullbacks. En la siguiente definiciéon
respondemos la pregunta sobre cudl es una versiéon no-conmutativa de un CW-complejo clasico
finito.

Definicién 3.2.6 (Versién no-conmutativa de un CW-complejo finito). Dado un CW-complejo
X de dimensién n, con descomposicién esqueletal f = X1« X0 <3 X1 s oo ey X771 oy
X" = X, decimos que un espacio virtual X, es una versién no-conmutativa de X si X, es un
CW-complejo no-conmutativo de dimension n y K. (C(X™)) = K. (C(X;")) para todom < n—1.
Y ademas, el siguiente diagrama es conmutativo

x.(e(xm) =8 5. (§c(0B")
K.(C(X) = 5, (B e (0By))

donde el isomorfismo entre la K-teoria de las esferas clasicas y cuanticas estd dado por la
identificacién de los generadores. Algunas veces diremos que un CW-complejo cuantico es una
versién no-conmutativa de uno clasico si conserva la misma forma de pegar que el clasico, y tal
afirmacién debe entenderse como que el diagrama de arriba conmuta.

3.3. Sucesion espectral de Schochet y CW-complejos

En lo que sigue deducimos una sucesién espectral de Schochet para CW-complejos cuanticos
finitos y CW-complejos clasicos finitos. Con el objetivo de demostrar que un CW-complejo
clasico y su versiéon no-conmutativa tienen K-teoria isomorfa. Lo cual representa uno de los
principales resultados de este trabajo.

3.3.1. Sucesion espectral caso clasico

Observe que dado un CW-complejo X de dimensién n. Tenemos *-homomorfismos sobreyectivos
C(X™) (X ) I o(xm ) B (X)) e o(X ) P 0(X0) B0

donde p; := Prf . Ahora bien, los siguientes ideales de A := C(X™) = C(X) forman una filtracién
creciente de A:
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A = {0}, Ao = Ker(ﬂn), A= Kel‘(ﬂnfl o Pn), Ay = Ker(ﬂnd O Pn—1© Pn) R
'Ak‘ = Ker(pn_ko-..opn_lopn)’ e R An:Ker(pOo...opn):A7

esto es, Ay C Apy para todo entero —1 < k < n, en efecto, si f € A; entonces
Pn—(k+1) © Pn—k © "0 Pp-10 pn(f) = Pn—(k+1) (pn—k O +0Pp-10 pn)(f) = Pn—(k+1) (0) = 0, por
consiguiente f € Ay, 1, como queriamos. Asi, en virtud del Teorema [1.6.12] existe una sucesion
espectral homolégica (EL . d")cz+ que converge al objeto graduado asociado a X, (C(X)) y tiene
por pagina 1, B}, = Kyj(Av/4,1). Para nuestra fortuna, los cocientes sucesivos 4v/4, ; son
muy simples, de acuerdo con la siguiente proposicién.

Lema 3.3.1. Dada la informacion anterior, es cierto que
~Y n k—1 A ~Y Nk k
App E Co(X"\X"7) y An-ifay oy = @16'0(183 )
j:

Demostracion. Se deduce de la correspondencia biyectiva entre los abiertos de X y los ideales
cerrados de C(X). O

De este modo, en virtud de la periodicidad de Bott y el Lema [3.3.1], es claro que la pagina 1 de
la sucesion espectral de Schochet asociada a nuestra filtracion se ve de la siguiente forma

Nn d Nn—1 d* d! M d! No

®LZ — O L — — ®LZ — D Z

J=1 Jj=1 J=1 J=1
d* d* d! d!

0 — 0 — e — 0 — 0
Ny, dl Np1 1 dt N dt No
DL — D — — ®L — DZ
J=1 Jj=1 Jj=1 J=1

1 dl dl 1
0 — 0 — — 0 — 0

Figura 3.9: Diagrama de la pagina 1 de la sucesién espectral clasica.
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3.3.2. Sucesioén espectral caso cuantico

Tal como para el caso clasico, dado un CW-complejo cuantico de dimensiéon n, tenemos una
secuencia de *-homomorfismos sobreyectivos

n Pq,n n—1\ Pan—1 n—9o\ Pa,n—2 Pq, Pq,2 Pq,1 Pa,
C(XD) 5 C(Xph) i O(X 7 2) 20 —H2 0(X2) 5% C(X ) 2 C(X ) 220
donde p, ; = Prij para cada j, 0 < j < n,yla C*-dlgebra no conmutativa A, := C(X}') = C(X,)
tiene una filtracién creciente de ideales cerrados dada por

A4 CAwC - CAppi € C A =C(X))
donde A—l = {0}7 -Aq,O = Ker(pq,n)v Tty Aq,n—k = Ker(pq,k -0 pq,n)u ) -Aq,n - C(XZ;)

Del mismo modo que en el caso clasico los cocientes sucesivos Aan-k/A, .1, son el interior de
los discos que pegamos.

Lema 3.3.2. Es cierto que

N
Co(Xg \ Xy 1)/Co(Xg\ X3) = Agni/ Agn—hr1) = j@lco(Bg) = Ker(pg,r)

donde pqy = C(X}) — C(X;™') y el mapeo dado por ® : Agn_i/Agn—e+1) — Ker(pgr),
O([a]) = (pgr+1 © -0 pgn)(a) para cada a € Ay, es un *-isomorfismo.

Demostracion. Veamos que ® estd bien definido, en efecto, para todo [a] € Ag,—k/Agn—(k+1) S€
cumple que
Pak(®([a])) = pgk © (Pgrr1 © - 0 pgn)(a) =0

ya que a € Ay, . En consecuencia ®([a]) € Ker(p,) para cada [a] € Agn—i/Agn—(e+1) ¥
ademas, si suponemos que [a] = [b], entonces [a —b] = 0, es decir, a —b € Ay n—_(r41), con lo cual
(Pgk+1 ©- -0 pgn)(a—b) = 0, 0 equivalentemente (py 41 00 pgn)(@) = (Pgr+1 © -0 Pgn)(b).
Por consiguiente ®([a]) = ®([b]). Entonces ® es un *-homomorfismo bien definido, resta ver
que @ es biyectivo. Observe que la sobreyectividad es inmediata. Para la inyectividad note
que si a,b € A ,—k son tales que (pgr+1 © -0 pgn)(a) = (Pgr1 © - -0 pgn)(b) entonces
(Pge+1 00 pgn)(a—b) =0, asi (a—b) € Ker(pgrs1 00 pgn), y obtenemos a—b € Ay 541y,
o equivalentemente [a] = [b]. Ademads, del diagrama pullback

L R =
(Wq,k Tq, ! B

Pak PI“K

Ny —k
k—1
C(XF) SC(B,)

7j=1

gk ok
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N,
se deduce que & Cy (B*) = Ker(n}) = Ker(pgx).- O
j=1 ’

Ahora bien, por la discusién presentada en la Seccién [I.6]y gracias al lema previo, en el caso no-
conmutativo también tenemos una sucesion espectral de Shochet asociada a nuestra filtracion
creciente de ideales cerrados, que denotaremos por el simbolo & = (€!,,d');cz+ cuya primera

pagina es similar a la Figura (ver Figura note la diferencia en la notacién d' y d'):

Ny, ' N dal al Ny d! No
DL — D 7L — e —— DL — DZ
j=1 j=1 j=1 j=1
al al al al
0 — 0 — ce — 0 — 0
Nn gl Np—1 4l 4! Ny al No
DL — @ — — OZLZ — DZ
j=1 7j=1 j=1 j=1
al al al al
0 — 0 — - = 0 — 0

Figura 3.10: Diagrama de la pagina 1 de la sucesién espectral cuantica.

Aqui sucede que los diferenciales no tienen por qué ser los mismos. Lo que significaria que las
paginas de las sucesiones espectrales de Schochet asociadas tanto para el caso clasico como
cuantico no necesariamente son isomorfas.

Comentario 3.3.3. Es claro que la sucesién espectral homoldgica de Schochet (Teorema|l.6.12))
se obtiene desde una pareja exacta, en nuestro caso observe que de la siguiente sucesion exacta
corta (similarmente para la sucesién espectral cudntica)

00— Ay 25 Ay 5 Ay J A ——0,

donde f v jri1 denotan el mapeo inclusion y la proyeccion, respectivamente. Se deduce el
triangulo exacto
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K (fr
K*(Ak) (fr)

> Ko(Apt1)

Ox K (Gr+1)

Ei,* = :K:*(AkJrl/Ak)

con K, (jrs1), Ke(fe) v O« de bigrados (0,0),(1,—1) y (—1,0) respectivamente (0. son las
transformaciones naturales u homomorfismos conexién). Luego, los diferenciales d*, los cuales
tienen bigrado (—1,0), estan dados por

dl = :K:'Uerfl(jvfl) @) a(v,v—l) . :K:Uer(Ay/Aufl) — :K:v+w71(~’4v71/'/4v72>'

Para lo que sigue, recordemos que nuestro objetivo es encontrar un teorema que permita
comparar, en el caso clasico y cuantico, las sucesiones espectrales anteriores, y a su vez, concluir
que los K-grupos de C(X™) y C(X7') son isomorfos, donde el simbolo X' representa una version
cudntica del CW complejo X. De esta manera, note que de nuestros diagramas pullback(s)
obtenemos sucesiones exactas cortas

No n n Pn n—1
0— & Co(B") — C(X™) 2 C(X"1) —~0,

Jj=1

N n n Pa,n n—1
0 & Colly) —C(Xp) 0K ) =0,

y por el Comentario y la Definicién tendrfamos las esquinas de las sucesiones
anteriores con K-grupos isomorfos, (tal como en el ejemplo dado en la motivacién de este
trabajo). De este modo, para probar que las C*-dlgebras del centro tienen la misma K-teoria
tenemos a la mano, la sucesion espectral deducida de la filtracién que construimos unos renglones
arriba.

Comenzaremos el camino de la prueba de este hecho estudiando los CW-complejos de dimension
2; para los cuales se cumple lo siguiente.

Proposicion 3.3.4. Dado un CW-complejo cldsico de dimension 2 siempre podemos construir
un CW-complejo no-conmmutativo con la misma dimension y siguiendo la misma forma de pegar
del clasico. Esto es, todo CW-complejo clasico de dimension 2 tiene una version no-conmutativa.

Demostracion. Sea X un CW-complejo de dimensién 2, esto es, con descomposicion esqueletal
de la forma ) — X% — X' < X? = X, entonces de acuerdo con la Definicién sabemos
que el 1-esqueleto esta dado por el siguiente diagrama pullback:
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C(XhH:=C(X" & @C([ 1))
(nf mft) I=
i \
X0 = Cllpn o) Be1)
\ 1R
@ C(S%)
y en vista de que X° = {p1,--- ,pn,} = X{ y la versién no-conmutativa de un intervalo es si

mismo. Entonces el 1-esqueleto cuantico coincide con el clasico X! = X ;. El 2-esqueleto cuantico
lo construimos con el siguiente diagrama pullback:

C(X7)=CX,) @& &T

/ X
| 1 \ N
C(x}) =c(xh) o7
" No 2 "
@C(Sh = mesh)
j=1 =1

donde 7}, = 7} (cldsico = cuéntico) y 7l (f1, -, fxo) = (0(f1), ..., 0(fny)), con o = T — C(S')
representando al mapeo del simbolo. Por consiguiente el objeto virtual X 3 asi definido satisface
la Definicién 3.2.41 m

Teorema 3.3.5. En la situacion de la proposicion anterior, la K-teoria de un CW-complejo
clasico de dimension 2, es isomorfa a la K-teoria de su contraparte no-conmutativa.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X es un CW-complejo conexo.
Ahora bien, es claro que X.(C(X")) = X.(C(X})) v K.(C(X")) = K.(C(X,)) puesto que
X0 = X!y X" = X]. A continuacién usaremos las sucesiones espectrales discutidas en las

Subsecciones y [3.3.2) para dar una prueba de K, (C(X?)) = X, (C(X?)). De este modo,
note que los ideales cuanticos y clasicos estan dados por

NQ N2
Ag-1=10, Ao = Ker(pg2) = @100@33) = ,@1K7 Ag1 = Ker(pg10p2) vy Age = C(X(?)v
j= j=

Ay =0, Ay = Ker(ps) = %%100@2), Ar = Co(X2\ X0) y Ay = C(X?).
&
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De acuerdo con el Lema tenemos los siguientes cocientes sucesivos

No 9 No Ny 1 No
Auofdg = & ColB2) = BK, A1/t = @ CoB') y Ae2/tys = & C{s),
j= j= j= j=

A No 9 A N, 1 A No
0/.,471 = jGZElCO(B ), 1/.40 = Ji}lCO(B ) y 2/A1 = JGZElC{p]},

donde Xg = X% ={py, -+ ,pn, }- Ahora, observe que por periodicidad de Bott (Teorema [1.4.6))

y nuestra filtracién, sélo tenemos dos diferenciales d' (posiblemente no triviales) en la pagina
E! . de la sucesién espectral. Estos son en el caso clsico

db 7N 2 900 (A2 ) 20 a0, (AL) W a0 (A1) 2 2 (3.18)
1. N1 ~ A do1 X1(jo)=id A ~ 7 Na
d 7" = Xl( 1/Ao) — j(:o(A[)) — :K:o( 0/.A71) =7 , (319)
y en el cuantico
al: ZN 2 Ko (Arz/agy) 20 Ky (Agr) T8 A (Aan fa, ) = ZY (3.20)
Ko (jg,0)=id

ab: ZN 5 (At fa0) 2 Ko(Ag) Ko(Aao/a, ) = T2, (3.21)

En consecuencia, la primera pagina de nuestra sucesién espectral se ve en la forma (ver Figura
m y Figura m para el caso clasico y cudntico respectivamente).

2 xO(J§100(32))£ xl(]§lco(gl))£ gco(glc)

1 0 L 0 2 0

0 JCO(J%CO(B?))QZE xl(]§lco(31))£ JCO(]%OlC)
0 1 2

Figura 3.11: Primera pdgina CW-complejo clasico dimensién 2.
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N 1 N 1 N,

9 Ko(EK) EK1(ECBNE Ko @ C)
j=1 j=1 j=1

0 0

1 0 <« 0 <~ 0
N 1 N 1 N,

0 Ko(BK) LXK (& CBNE Ko & C)
7j=1 7j=1 7j=1
0 1 2

Figura 3.12: Primera pagina CW-complejo cuantico dimensién 2.

N
Para el diferencial (3.18)), note primero que el grupo Xy del 0-esqueleto es Ko(C(X?)) = GSZ[Pj]
j=1

donde los generadores [P;] vienen dados por P;(px) = d;, 6; denota la delta de Kronecker y
note que P; € My, (C(XY)).

Ahora bien, la sucesion exacta corta formada por ideales clasicos

0 ./41 ./42 Az / Ay 0

induce la sucesién exacta de seis términos

Ko(Co(X*\ X)) — Ko (C(X?))

0 iam

0 K1 (C(X2)) =—— K1 (Co(X 2\ X)),

asi que para determinar el homomorfismo conexién 0;q debemos extender de manera continua
P, a C(X?) con k=1,---,Ny. Para esto, el primer paso consiste en extenderlo continuamente

al l-esqueleto de manera adecuada. Para tal fin, sea f{ := Py y sean a; : [—1,1] — [—1,1]
N1

parametrizaciones de los intervalos [[[—1,1] entonces para cada k € {1,---, Ny} definimos la
i=1

siguiente funcién

fé:XIZX; — Mlxl(C),

V(o) o= { THR@(-D) site [-10]
ai(t) = fila(t)) .{tfk()(af(l()) ) sitao,u.]

Funcién que es claramente continua y extiende a fy. Hasta este punto las funciones f? y f} son
las mismas para el caso clasico como cudntico, en virtud de que X° = X? y X' = X. Ahora
bien, para extender esta funcién al 2-esqueleto en el caso cldsico usamos el siguiente diagrama
pullback:
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e Ec®)
T 3
N2
& c(sh)
j=1

donde

CX?) = C(XY) @& &)

(r3m3h) I=1

= {(fv (fh' o 7fN2>) S C(X1> @]%gl(j(@z) : ﬂé(f) = ﬂ—é{((fla T 7fN2))}

= (L1 ) €CXY @ BCEB) 1 (E()); = i lsr, j =1, , No}.

7=1
Asi, si consideramos para cada j € {1,--+, No}, Fii(r;0;) == r;(72(f}))(6;) para todo r; € [0,1]
y 0; € S', entonces es claro que Fj; € C(EQ), ademds definiendo f? := (f}, (Fe1, -+, Finy))

podemos afirmar que f7 es un elemento del pullback C(X?). En efecto, observe que

ﬂ-g(Fkl? T 7FkN2) = (7T2L(f13>17 T 777—5(]0]61)1\72) = ﬂé:(fl:)

En este sentido el elemento real f? resulta ser un levantamiento autoadjunto de f = Py para
cada k € {1,---, Ny} y en consecuencia el mapeo exponencial en la clase de equivalencia de
esta funcién estd dado por dio([Py]) = [e2™/%] pero como nos interesa es la proyeccién de este
morfismo, entonces

dl([Pk]) _ ([e%if,f mod AO]; . ,[e%ifl?mod AO]) — <[€27rz'f,é]7 . ,[62”%&])
=(fe(ai(1)) = filar(=1)), -+, flan (1) = frlan, (—1))) (3.22)

donde {a; }5\7:11 son las parametrizaciones de nuestros discos de dimension 1 (es decir, intervalos)
y un elemento [e*™/] € K;(C(S")) estd determinado (por homotopfa) por el winding number y
el winding number se calcula por la diferencia del punto final en Z al punto inicial de Z.

En el caso no-conmutativo jcémo podemos extender continuamente f; al 2-esqueleto cuantico?
La estrategia es similar a la clésica, esto es, usaremos el siguiente diagrama pullback para lograr
tal objetivo.
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= (£ F) €CD ® BT (o) = olf). 5 = Lo+ Vo),

De esta manera, considerando para cada j € {1,---, Na}, Fy; = T'r,; donde TF,, denota al
operador de Toeplitz con simbolo Fj; y Fj; es definido como en el caso cldsico, entonces se

cumple que Fi; € Ty Ty,, = Tg,, = Tk, para todo j € {1,--- Ny} y todo k € {1,--- , Np}.
Ademas, definiendo f7, := (fy, (Fr1,- -+, Frn,)) se tiene que
Tos(Fi - Fews) = (0(Fra), - 0(Fawy)) = (0(Th,), -+, 0(Thy,))
= (m(f)r -y (f)we) = (g (fids - e (fi)ns)
= WiZ(fli)'
Por lo tanto f(ik es un elemento autoadjunto del pullback C (Xg) y en este caso el primer
diferencial cuantico estd dado por

a'([Rd) = ([ mod Ayl [e™ix mod Ay )
= (@) = flar(=1), -, fllax (1) = fi(aw (-1)))
d'[Py).

Para calcular el otro diferencial (3.19)) (caso clésico) debemos tener en cuenta la siguiente
sucesion exacta de seis términos

(3.23)

N2

@19%(00(]32)) — Ko (Co(X?\ X?)) —

0
J:
&nT J/O
0

jjév_élxl(co(lﬂ%l)) ~— XK1 (Co(X?\ X)) =—0.
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Note que, para determinar el homomorfismo conexiéon dy; basta con calcularlo en las potencias
de los generadores unitarios u; : Ejl- — S, u;(t) = €™ para cada j € {1,---, N;}. Para ello
debemos hacer un proceso de extensién continua de este mapeo, en principio es suficiente verlo
como constante 1 € C en los puntos de X°, y luego usar el diagrama pullback para extenderlo
continuamente de manera adecuada a todo el 2-esqueleto. Note que consideramos a los u;’s
como generadores del grupo K;(Co(B')) en virtud de que K;(Co(B')+C1) = K, (C(S')). En este
sentido, sea a; la i-ésima arista en X' entonces definimos u; : X' — C por

i a(0) = {?“) o

Ahora bien, ya que el j-ésimo K (C(S"))-grupo en la esquina inferior izquierda de (3.23]) se puede
ver como K (C(S')) = {[u’] : n; € Z}, entonces como ya se dijo, basta calcular dp; ([u;]). Asf,

note que si definimos para cada k € {1,--- ,No} y 7 € {1,---, N1} la funcién vy; B - C por
ki (ri0) = ri(my (@5))i (O,
se cumple que la funcién w; := (@;, (vi;, -+ ,vn,;)) pertenece a la C*-dlgebra C(X?). En efecto,
Ty (U, ongg) = (3 (@), -+ (9 (@) w,) = 75 (W),

entonces por el Lema se cumple para todo n; € N que

W 1 wjw;

wim (s Y cwmieoe)

. o 0 o
es un levantamiento unitario de (u] u*) en Myyo(C(X?)). Por tanto, el mapeo del indice

0 "
j
clasico en (3.23)) queda
et ' i 10
O [u;] = I —wjwiwi 1 —wjw; — {(O O>}

* *
wjw; wjy/1 — wiw; 1

donde la matriz Pp; := | /1 —wjwj w; 1 — wjw; 00

(proyeccion tipo Bott cldsica). Y en consecuencia el diferencial d' ([3.19) estd dado por

d'([w)) = [ (3 8) vj med A—l} ) K(l) 8”
_ <[pB7j 2] — K(l) 8)] oo [Py has%vz] - K(l) 8)})

Continuando con el estudio de los primeros diferenciales, en el caso del diferencial cuantico
(3.21), si queremos determinar 9¢;, lo tnico que cambia en el razonamiento anterior es
que debemos extender u; al 2-esqueleto cuéntico, para esto definimos vgx; = T,,, con vy

* sz
) ’Uj €S ulla proyeccion
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como en el caso cldsico para todo k € {1,--- ,No} y todo j € {1,---, Ny}, asi definimos
Wqj = (U, (Vg1j, -+ ,Vgny;)) que claramente es un elemento de C(X7). Ademas, al considerar
o Wq,j —/1- wq,jw;,j 2
Vgj -= ( T—w e wp, € UQ(C(Xq))

nuevamen r ma (3.1.1] v, ; es un levantamiento unitari U; r en
evamente por el Lema [3.1.1} v, ; es levantamiento unitario de u;, or ende

(i) = (1, 11~ [(5 o) |-+ 1 1210 | (5 0)])

* *
donde Qg ; :== | /1 Wq,jWy 5 Wy s 1 — wg jwg,; = Yil\g o) Y

Por 10 tanto observe que si identificamos [P ;] cldsico con [Qp ;] obtenemos que los diferenciales
y son iguales d! = d! salvo isomorfismos. Ahora bien, por el Teorema m la
sucesion espectral de Schochet colapsa en la pagina 2 tanto en el caso clasmo como en el cuantico,
luego como hemos obtenido que E;, = 6:}*, ver Figura m v va que d? = 0 = d? deducimos
que E?, = &2y por lo tanto B, = E?, = &2 = £, y la segunda pagina se ve como lo
muestra la Figura |3.14] .

d oL
iy — 7l
Z / jzl ~ \N
] ~ al 1%;() 7
\ @ 7 j=1

Figura 3.13: Primera pégina cldsica (azul) y cudntica (rojo) isomorfa.
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0 0 0 0

E(2),2 = Eg,o E%,z = E%,o E%,z - E2270 0
\

0 0 0 0
\

Eg Ef, B3 0

Figura 3.14: Pagina 2 clasica.
Ademas, como la sucesion espectral de Schochet en este caso colapsa en la segunda péagina,
obtenemos que E7, = F'Kyy(A)/F''Kytw(A) (ver Comentario [1.6.13) y en consecuencia

tenemos las siguientes sucesiones exactas cortas

00— F'Xo(A) — Ko(A) = F*Ko(A) — F?Ko(A)/F*Ko(A) = E5 g —0,

0— FOKo(A) — F'Ko(A) — F1Ko(A)/FOKo(A) = E?, = 0—=0,

0 {0} FO%o(A) = B3, 0.
Igual en el caso cuantico
0 —— FO%o(Ay) — F'Ko(A,) — F'Ko(A,)/FOKo(A,) = E2, = 0—0,

00— FIKO(Aq) - KO(Aq) = F2g<0(>’4q) - F2g<0(>’4q)/Flg<0(Aq) = 822,0 —0,

(=23

0 {0} FOUCO(A,]) 5370 0,
de donde deducimos las sucesiones exactas cortas
0 E&O Ko(A) Eg’o 0, (3.24)
0—— £2) —= Ko(A,) —= E2y—0, (3.25)

y afirmamos que por ser X un CW-complejo conexo entonces E2270 = Z y por lo tanto la sucesion
exacta corta (3.24)) se escinde. Ahora bien, note que todo CW-complejo conexo es conexo por
caminos y ademds, en virtud de que un CW-complejo es conexo si y sélo si el 1-esqueleto es
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conexo, obtenemos que el 1-esqueleto es claramente conexo por caminos (ver [I1, Exercise 3,
pag. 529]). De este modo, como X' es conexo por caminos para cada par de puntos p;, p; existe
un camino sin lazos que une p; con p;, digamos ay, U - - - Uay,, con ay, (—1) =n;, ai,, (1) =n; o
ag, (1) = n;, ay,, (—1) = n;. Ahora bien, si n; # n; entonces existe un ay, tal que ay, (0) # ay, (1)
y en consecuencia se tiene que, por (3.22)

dl(nlv U >nN0) = (a1<1) - al(_1>7 e 7a1€z(1) - akl(_]‘>7 e 7aN0(1) - aNo(_l)) ¢ Ker(d1>'

Entonces, (ny,--- ,ny,) € Ker(d') siy sélo si ny = --- = ny,, de donde obtenemos que
Ej, = Ker(d': Eyy— Eiy)/Im(d" : Ejy — Ey,) = Ker(d' : Ejg — Ej)
= 7.

Por los argunentos anteriores la K-teoria de C(X?) y C(X, q2 ) se recupera con los objetos graduados
asociados, esto es,

Ko(C(X?) =Z & Egp = Z& &5y = Ko(C(X])), Ki(C(X?)) = By = & = K (C(X)),

como queriamos.

O

De este modo, el objetivo es demostrar algo parecido para dimensiones mas altas. En la siguiente
seccién se mencionan ideas al respecto.

3.4. Estudio del primer diferencial en caso clasico y cuantico

A lo largo de esta parte del presente trabajo, se hace un razonamiento parecido al realizado a
los CW-complejos de dimension 2 en la seccién precedente. En particular se da una descripcion
detallada del diferencial d' (respectivamente d') para el caso de CW complejos finitos tanto
clasicos como cuanticos. Para llevar a cabo tal objetivo, vamos a introducir la definicion de lo
que entendemos por tupla de giro.

Definicién 3.4.1 (Tupla de Giro). Dado un CW-complejo C(X) y una version no-conmutativa
C(X,), note que por la Deﬁm'cién
= 51 k es impar entonces Ky ( gICO(Bk“)) & ZNk+1 - asi que definimos la tupla de giro de
[ug] € Ki(C(XF)), denotado por tup,([ug]) (respectivamente tup([u]) para el caso cldsico),
como tup,([ug]) := (Go1 © K1 (754 11)) [ug] € ZV¥+1 donde Oy es el isomorfismo conezidn de
k+1

Ni1 Lt
fK:l < @D C(@Bq )) en :KO < EB Co(Bk+1)>
J

]

k+1

= 51 k es par entonces K < @ Col Bk+1)> >~ 7ZNe+1 - asi que definimos la tupla de giro de

[P,] € Ko(C(X]))), denotado por tup,([P,]) (respectivamente tup([P]) para el caso cldsico),
como tup, ([Py]) := (010 0 Ko(7Ly41))[Py] € ZNe+1 donde Dy es el homomorfismo conexion

de Ko < &) C(@Bk+l)) en XKy ( gglco(ﬂi%k“))
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Para el estudio del pimer diferencial consideramos los siguientes casos.

Caso d' : X;(Bola impar) — X(Bola par) (respectivamente d')

N,
Del Lema [3.3.2| sabemos que Ag,—r/Agn—(ey1) = EBICCO(IB%’;), que es una C*-algebra no-
=1

conmutativa sin unidad. Queremos describir el primer diferencial de nuestra sucesion espectral

Ko(jq,n—(k+1))
Sl

O
' K1 (Agn—k/ Agn—hr1)) = Ko(Agn-k+1)) Ko(Agn—r41)/ Agn—(k+2)-

Note que estamos suponiendo que k es impar. Sea [uy] € K1(Agn—r/Agn—(k+1)), €ntonces como
el K; de una C*-dlgebra sin unidad debe ser igual al K; de su unitizacién, realmente estamos

. N .
tomando [uy] en Ky (Agn—r/Agn—@k+1) + CL) con uy, € Uy ( EéCCO(]B’;) + (Cll) , donde Uy denota
i=1

las matrices unitarias de tamano d x d. Para conocer el homomorfismo conexion dy; seguimos los
siguientes pasos, los cuales son una generalizacion de las ideas desarrolladas en la motivacion.

1¢" PASO: extensién de u; a Ud(C(Xé“)).

Ne Ne  _
Es claro que u; € Uy ( éC(BS)) tomando 1 € @ C(IB%’;) en la unitizacion de Ag,—r/Agn—(e41)-
j=1 Jj=1

N (%1@ (BE) § C1)
Ahora bien, considerando ug(o0) = u; mod & CO(B’;) € Uy(C1) con C1 = T
j=1 2 cors)
2

podemos reemplazar 1 por ]lc( Xk Y definir

_ Ne | —k
(09 L0100 = (000Nt (arcosca € Us (€O © ECB).

. _ N ok
y evidentemente ((ug(00))a,sle(xt-1y, (Uk)a,s) € C(XF ) ( O ) j@IC(Bq) =: C(X7})
ﬂ'q,k’ﬂ'q,k -

y entonces Gy, 1= ((Uk)as)1<a,8<d € Ua(C(X})) donde (ig)as = ((uk(oo))aﬁ]lc(X(z;fl), (Uk)a,g)-

U 0
) aeCO )

N+
i, 0 il () 0 S CB; ")
C L . U e — q,k+1 o —0eXkK Jg=r - 1
omo (Tyi) <K 0 ay 0 e () 1 Ngfcoowl) re

Ngy1
S o@

290 PASO: extensiéon de (

Net1 gy & CB, )
homomorfismo 7%, : @ C(B, ) — 5 ——— es sobreyectivo, existe una matriz unitaria
’ j=1 ® CQ(Bk+1)

Net1 | —kt1
Vg1 € Uog( @ C(Bq+

)) (ver [28], Section 4.3]) de tal suerte que
Jj=1
L (7 _
R (ke () 0 L ug 0
Trq,k-ﬁ-l (Uk+1> - ( 0 Wik_'_l(fLZ) = ﬂ-q,k’—i-l 0 QTL;; . (326)
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ASf, si definimos ﬁk+1 = ((6k+1)aﬁ)1§a’ﬁg2d con

- a0 Negr | —kt1
(B = ((% u) ,<vk+1>aﬂ> cc(xh) & &'e@"), (3.27)
k af Jj=1
N; —
obtenemos que U1 € Usy C(Xé“) ) @R é%c(BZ*l)) . Ademas, por las definiciones de
(”q,k+1v7"q,k+1) J=
uk<OO)]lc(Xk71) 0

Ukt1 Y Uks Pgk © Pok+1(Tktp1) = 0 u’,;(oo)ﬂc(xk_l)> € Usa(Cle(xi-1y), y por el

Lema Pa i1 (Ors1) € Ung(Ker(pg i) + CL) = Usg(Agn—r/ Agn-+1) + CIL).

3" PASO: extension de Upy1 € Usq(C(XTY)) a Usa(Agn—ri, + CL).

Ug+1 O

Observe que considerando ( 0 & ) € Uw(C(X)TY)), entonces se cumple que
k+1

{(Ukﬂ 0 )] =0 € K (C(XTY) y como pgrez © -0 pgn o C(X)) = C(XFT) es

0 o,
sobre, existe U, € Usa(C(X7')) tal que pyria © -0 pun(ty) = <Uk0+1 77*0 ) Desde lo cual se
k+1

obtiene que,

N Uk 0
Pak © Paktl © Pak+2 © 0 Pen(Un) = pgk © pq,k“( (;rl )

Uk41
(Pq,k o Pgkt1(Vky1) 0 )
0 Pak © Pak+1(Vpir)
ug(c0)1 0 0 0
B 0 uy(o0)1 0 0
- 0 0 wi(co)l 0
0 0 0 u(oo)l

y esta ultima matriz es un elemento de Ll4d((C]lC(X§_1)). Por consiguiente, deducimos que
U € Usa(Ker(pgr © pyrs1 © Parsa © -0 pyn) + CL), esto es, 0, € Usg(Ayn_t + C1).

4t PASO: descripcién del primer diferencial

Para describir el diferencial d' := fKo(jq’n_(kH)) o Jp1, hacemos algunas observaciones sobre
los pasos anteriores y el mapeo jgn—(et1) @ Agn—e41) + C1 = Agn_oi1)/ Agn—kr2) + CL.
Con esto en mente, note que hemos considerado [uy] € Ki(Agn-i/Agn—(e+1)) =

_ N, , .
Ki(Agn—r/Agn—@k+1y + CL) con uy, € Uy (élco(B’;) + (C]l) = U, (Aq,n_k/Aq,n,(kH) + C]l).
j:

Ahora bien, si 0, € Ugq(Agn—rk + C1) es la matriz del paso anterior, entonces por el Lemam
(Lema en el caso clasico), Agn—i/Agn—(k+1) = Ker(pgr) donde el *-isomorfismo estd dado
por [a] — pgry1 © -+ O pgn(a), con lo cual, ¥, mod Ay, (k1) se puede identificar con el
elemento py i1 © -+ © pPen(0n). Y este estd dado por
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.. 5 — Pq,k+1(6k+1) 0
Pqk+1 © © Pgn(Un) ( 0 Pro+1(Vf41)

up 0
Prcikﬂ (( Ok &72) 7Uk+1) 0
- a0
0 Pqu,kJrl (( Ok ﬂk) 7Uk+1>

ix 0 0 0
o @ o o
“ o o @ o]

0 0 0

donde pg (i — uk(00)1) = u(o0) —ug(00) = 0. Asi, @y € Usy(Ker(pyy) + C1). Como pyy, = Prly
entonces el mapeo

. N, .
Pr : Ker(pgs) + C1 — jelé“lco(mz’;) L1, Prf(al,b) = b, (3.28)

es un *-isomorfismo, luego Prfjk(ﬂk) = Prik(uk(oo)]l,uk) = uy € Agn—i/Agn—+1) + CL. Por
consiguiente

ug, 0 0 0
R . 0 w; 0 0 .
Pry o pgre1 o oo 0 Pan(Un) = 0 0 w 0 € Uy (.Aq’n_k/Aq,n_(k_H) + (C]l) . (3.29)
0 0 0 wu
De este modo, note que, para describir el homomorfismo

conexion 9y : Ki(Agn-r/Agn—+1) + CL) = Ko(Agn—(it1)), como 0, € Usg(Agnr + CI)
y se cumple (3.29)), entonces

1, 0 0 O 1, 0 0 O
- 0 0 0 0] ., 0O 000
Gorlfun) =\ | o 9 0 o™~ {|0 00 0]
0 0 00 0O 00O
y en consecuencia
1, 0 0 O 1, 0 0 O
. - 0O 0 0 0] .. 0O 00O
dl([uk])::KO(Jq,n—(kH))O@Ol[Uk;]: Ul 00 0l mod Ag - (k+2) | — 0 00 0
0O 00O 0O 00O
1, 0 0 O
- 0 0 0 0] ., . .
Pero como v, 0 00 ol mod Agn—(k+2) € Agn—(k+1)/Agn-(e+2) + CI1 y ademas
0O 00O

sabemos que
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. . Ni 41 .
Aq,n*(k+1)/~’4q,nf(k+2) + C1 = Ker(pgrt1) + C1L = @1 CO(B];H) + C1.
J:

1, 0 0 O
. N 0 00 O0f ., . .
Entonces la clase de equivalencia v, 000 ol mod Ay ,—(k+2) se puede identificar con
0 00 O
1, 0 0 O
el prF 5| 200 015 339)). Y por (B2
el elemento qu{;—f—l O Pgk+2 © **° OPgn | Un 0O 00 0 Un, ,(VeI‘ : ) por "
0 00 O
tenemos que
1, 0 0 0O
- 0 00 O] -,
Priiys O Paks2 © o0 0 pgn [ O 0000
0 00O
I; 0 0 0
_ PR U1 O 0 00O Uy O
= gk+1 0 0, 0 00O 0 Ot
0 00O
- 1; O s
_ Prf,kﬂ Vk41 0 0 Upy1 O
2d 2d
up 0 a 0 up, 0 .
e (5 ) ) (50 ) ((F 5) i) o
2d O2q
1; 0 .,
_ Vg1 (Od 0) Vg1 O2d
O2q O2q
Por lo tanto d!([uy]) = [ka (]Bd 8) U;+1:| — {(%d 8)} . Por otro lado, en virtud de (3.26])
N1 |y
L ~ 0 @ c®B, )
(v <7Tq,k+1(uk) ~*> donde [rL, . (ux)] € K = como
q,k+1( k+1) 0 W(ikﬂ(uk) [ q,k+1( k)] 1 é’?ﬁlco(ﬁ’;“) y
Npy1 L 7
V1 € Uaa( 5 C(Bsﬂ)) es un levantamiento unitario de (Wq’kﬂ(uk) L ’ ~ *) entonces
i=1 Tkt ()
Net1 iy
5 e@t N
o1 : K4 N;’ll — Ko( & Co(Bi™)) queda en la forma
& Co(Bh™) J=1

j=1

Al ()] = [ (4 0) o] = | (5 0)] = et
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Por lo tanto, el diferencial d'[uy] es la tupla de giro de 4y, (ver Definicién [3.4.1)). Note que
las cuentas anteriores funcionan de manera parecida para el caso cldsico (¢ = 1), esto es, para
determinar el diferencial d', es decir, el diferencial dado por

801 Ko (Jn

d! c Ky (AnrfA,_y) — Ko(An—(k+1)) (Hl) Ko(An-+1) /4, _412)), Kk impar.

Asi que al identificar los generadores del grupo K; de las funciones continuas en las bolas clasicas
de dimensién impar con el grupo X; de las bolas cudnticas impares, por Definicién (3.2.6[), los
diferenciales d! y d' en este caso son iguales salvo isomorfismos.

Caso d' : Ky(Bola par) — X;(Bola impar) (respectivamente d')

Observe que dado un CW-complejo clasico X de dimensién n, entonces por el Lema [3.3.1}
N,

sabemos que An—i/4, 1) = @ Co(BF) y si tomamos k par se cumple Ko(An—k/a,_pr)) = ZNe,
j=1

Luego, bajo este contexto, en el caso clésico el primer diferencial d* de la sucesién espectral es
el homomorfismo de grupos abelianos

Ko (fn— (k+1)
)

dl :j(:o(‘A’ﬂ*k/An,(k+1>> 810 KI(ATL—(k—l—l)

Asf que, si queremos estudiar d!, necesitamos estudiar antes al homomorfismo conexién 09, el
cual se define en la siguiente sucesién exacta de seis términos en K-teoria de C*-algebras

:K:l( (’H'l)/A,,L,(kJrz)), k par.

Ko(An—rt1)) — Ko(An—) —= Ko(An—+r/A,_11))

OT Jow

0 X (Anfk:> —X (An—(k+1))7

luego para conocer dyg nos tomamos [Py] — [1g € Ko(An-+/4,_ 4y + C1) donde [Py] es
tal que Py = P, = P;. Entonces note que si queremos calcular 0i9[Py] ocupamos extender
continuamente Py, a A, = Co(X™\ X*~1) + C1. Para lograrlo observe que

P = (ij)f.j’j:l c MNXN(CO(H;V:’H]B’“) + C1), donde N € Z™.

0 0

1 1=5<
lim Py ;i (= ):{ i=j=d

, . . , 1
Asi que, si consideramos lim,_,, Py(2) := < d 0) entonces

z2—00 0 en otro caso,

y en este sentido podemos definir

Xi(00) = (1m Piy(z ))NJ _ G)d 8) € Myun(C)

z—r

con lo cual afirmamos que

Py, := (X5 (00) L gxn-1y, Pr) € Muen(C(XP)). (3.30)
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En efecto,
Tr (Xi(00)Le(xi-1y) = Xp(00) = mp (Py).

Ahora bien, necesitamos un levantamiento autoadjunto de 1~3k en las matrices de tamano 2N x 2N
sobre la C*-dlgebra de las funciones continuas en el k + l-esqueleto, esto es, en X! y para
conseguir tal objetivo usaremos el siguiente resultado, cuya prueba puede ser encontrada en
[28].

Proposicién 3.4.2. Sean p : A — B un epimorfismo entre C*-dlgebras y b* = b = b*> € B
entonces existe un autoadjunto a € A tal que p(a) = b, esto es, toda proyeccion en B tiene un
levantamiento autoadjunto en A respecto a p.

De este modo, como el homomorfismo pri1 @ Mpyxn(C(XF)) = Mpyun(C(X")) es
sobreyectivo, y ademas, ﬁk es una proyeccién en My, n(C(X*)) entonces por la proposicién
anterior existe un elemento autoadjunto Qry1 € Muyxn(C(X F1)) de tal suerte que
Prr1(Qrs1) = Ppo A su vez, el mapeo prya 0 - 0 p, : Myun(C(X™)) = Myun(C(XFH)
también es un epimorfismo, entonces existe ), € Manxan(C(X™)) tal que piro 0+ -0 p,(Qy) =

Q+1- De donde por (3.30) deducimos

Pr © Pre1© Prsz O 0pu(Qn) = pr 0 pra1(Qrir) = pu(Dy) = Pri ()
= Xk(oo)]lc(xk—1) € MNXN(C]IC(Xk—1)).

En consecuencia, considerando 1¢(xx-1) como la unidad de la unitizacién mds pequena,
Qn € Muxn(Ker(pr o pgr10 o+ 0py) + Cl) = Mnun(An—k + C1).

Asi, por Corolario se cumple O1o([Py] — [14]) = Owo([P]) = [eQ’TiQ"]. Por consiguiente,
d'([Pe] = [14]) = [¢*™9" mod A, (k42)-

Ni41 7k+1)

. - o C(B
Por otro lado, note que Ko(7y,,)[Pr] = [77,,(Pr)] € Ko | 5———— | , asi que para describir
& Co(BH 1)
Jj=1
N
‘k+lc(ﬁk+l) Nos
el homomorfismo conexién 9;p : Ko % - X ( CO(]B%’““)) consideramos
& co(@+) =1

Jj=1

Niv1
Qrt1 = Qi1 € Myxn(C(XFH)) y notamos que Pr,§+1(Qk+1) € Mnxn ( ’Eg C(]B%kﬂ)) es

j=1
un levantamiento autoadjunto de 7T,§+1(Pk); de esta manera 810([7T,f+1(]5k)]) = [eQﬂ_iPrkRJrl(QkJrl)]_

Afirmamos ahora que dio([7f,,(Py)]) = d*([Py] — [14]). En efecto, como
pk+1(62”Q’“+1) — o2miby _ P+ 1y — P,
entonces

e*mr 1 € Uy (Ker(pi1) + C1)) = Uy(Ker(mf, ) + C1)) = Un (An—or1)/An—er1) + C1)

v va que @, mod Ap—er1) + CL = Prﬁrl(@kﬂ) por Lema y (3.28)), se cumple que
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o[t ()] = [1a)) = [ mod Ay —(xy2)] = d'([P] — [1]).

Por lo tanto, en este caso, el primer diferencial es la tupla de giro de la proyeccién [Py] (ver
Definicién . Argumentos completamente analogos funcionan para el caso cuantico, con lo
cual si identificamos generadores del grupo Xy de la C*-dlgebra de funciones continuas sobre
las bolas clasicas de dimensién par con las cudnticas, y si X, es una versiéon no-conmutativa del
CW-complejo de dimensién finita X (ver Definicién entonces las tuplas de giro en el caso
cldsico y cudntico son iguales (salvo isomorfismo), esto es, tup = tup,, de donde obtenemos que
d' = d’.

A continuacién enunciamos uno de los resultados mas importantes de este trabajo, el cual

representa una generalizacion de lo hecho en el Teorema |3.3.5 para CW-complejos de dimension
2.

Teorema 3.4.3. Sean X un CW-complejo cldsico de dimension n y X, una version no
conmutativa. Entonces si la sucesion espectral de Schochet asociada a X (ver Seccion
colapsa en la pagina 2, y las siguientes sucesiones exactas cortas se escinden

00— valjcv-i-w(-A) — vav-i-w(-A) - FUJCU-&-w(A)/FUil:KU"Fw(A) - ET(;O —0,

se cumple que K, (C(X)) = K.(C(X,)).

Demostracion. Note que tal como se detalla en la Seccién si identificamos generadores de
la K-teoria de nuestras bolas clasicas y cudnticas correspondientemente, obtenemos tuplas de
giro iguales (ver Definicién , salvo isomorfismo, y en consecuencia el primer diferencial
en el caso clasico coincide con el primer diferencial en el caso cuantico, asi, se cumple que la
primera pagina clasica de la sucesion espectral y la respectiva cuantica son isomorfas, donde el
isomorfismo esta dado por la identificaciéon de generadores (ver Figura [3.15)).

Figura 3.15: Isomorfismo entre Ei* y &}7*
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Lo anterior implica que la segunda pagina de la sucesion espectral de Schochet para C(X,)
es isomorfa a la segunda pagina de la clasica, y por consiguiente, para el caso cuantico la sucesion
espectral también colapsa en la segunda pagina. Ahora bien, por hipétesis se cumple que las
sucesiones exactas cortas

0—— FU_13<U+M(A> — ij{v+w<-/4> - FUj{v—O—w(A)/FU_l:KU“'w(A) - E&Ow —0,

se escinden, en consecuencia no existen problemas de extension y desde los objetos filtrados
asociados podemos reconstruir la K-teoria del CW-complejo, de donde K, (C(X)) = K, (C(X,)).
O



cAPiTULO 4

EJEMPLOS

En este capitulo presentamos un ejemplo muy interesante de CW-complejo finito no-
conmutativo, los espacios proyectivos complejos cuanticos; los cuales miramos como versiones
no-conmutativas de los espacios proyectivos complejos clasicos.

Con tal objetivo en mente, las siguientes C*-algebras representan versiones no-conmutativas de
las bolas clasicas en el sentido de la Definicién [3.2.3] asimismo definimos sus interiores y sus
fronteras:

2m

™ —2m—+1
CB," ) =T®---aT, CB,"") =T - aT ®C([0,1]),

m—uveces m—uveces

Co(BI™) =K - ®K, CoB.") :=K®-- 9K ® Co((0,1)),

—2m-—+1

C(OB,") = c®" /oy, C(OB," ") i= B /eoteym ).

De ahora en adelante usaremos la notaciéon 7™ para representar a la C*-dlgebra T®---QT.

m—uveces

Similarmente, emplearemos la notacién K®m para aludir al ideal cerrado K® - - - ®K. Las C*-

m—uveces

normas de los productos tensoriales son tnicas porque las C*-dlgebras son nucleares, ver [28]
Appendix T].

Ahora bien, para calcular la K-teorfa de estas C*-dlgebras no conmutativas utilizaremos la
Formula de Kiinneth y la sucesion exacta de seis términos en K-teoria. Por tal motivo, en las
lineas siguientes recordamos la famosa Férmula de Kiinneth.

Teorema 4.0.1 (Férmula de Kiinneth, [28]). La férmula de Kiinneth sostiene que para dos
C*-dlgebras A, B con K;(B) libre de torsion y A separable y de tipo I; es cierto que

Ko(A® B) = (Ko(A) @z Ko(B)) ® (K1(A) @z K1(B)),
K1(A®B) = (Ko(A) @z Kq1(B)) @& (K1 (A) @z Ko(B)).

87
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De este modo, en virtud de este teorema obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.0.2. Se cumple que

Z , j=0, Z , j=0,
—2m ~ —2m+1 ~
X;(C(B, ) = ; KiCB, )=
0 y J = 1 0 , ] = 1
z , j=0, 0, 7=0
35 (Co(BE™)) = ;o 3G(Co(BFH)) =
0, Jj=1 Z , =1
Z y J = 07 YASY/ y ] = Oa
—9m, ~ —2m-+1 ~
X;(C(oB, ")) = ; K(C(OB, )=
Z , j=1 0 . j=1.

Demostracién. Por el Teorema para calcular la K-teorfa de nuestros discos cudnticos y
sus interiores; basta aplicar induccién sobre m y usar la Férmula de Kiinneth. En efecto, note
por ejemplo que el grupo K, de las bolas cudnticas pares, se determina de la siguiente manera

KO(C(E;L)) EKo(TRT)ZKo(T) Rz Ko(T) ®Ki(T) @z K (T) 27 Ry 7 = Z[1].

Luego, razonando por induccién matematica tenemos que

—2(m+1)

Ko(C(B, ) = Ko(TOm @T) 2 Ko(TH) @2 Ko(T) @ Ki(TO) @2 K1(T) =2 Z @2 Z = Z[1].

Por consiguiente IKO(C(Ezm)) = Z[1] para todo m € N. Ademads, como la C*-adlgebra de los
operadores compactos es estable, se cumple

Ko(Co(B2™)) = Ko(K®m) 2 Ko(K) = Z[Ey)

donde Ep:=(1—-855*)®---® (1 —SS*) y S denota al operador shift unilateral derecho en el
espacio de Hilbert ¢5(N). Para el grupo X; de estas bolas cudnticas aplicamos nuevamente el

Teorema F.0.1]

:K1<C(E;l)) =K (TRT)=ZKo(T) @z Ki(T) @ Ki(T) @2 Ko(T) =0®0=0.

Asi de manera inductiva podemos checar que X;(C (Ezm)) = ( para todo m € N. Similarmente
podemos calcular la K-teoria de las bolas impares y sus interiores.

En cuanto al calculo de los K-grupos de las fronteras, empleamos la sucesion exacta de 6-términos
en K-teoria; inducida por la sucesion exacta corta
—m —m
0 —=Co(B') —=C(B, ) —=C(9B, )) —=0,
en el caso par e impar. Esto es,

m

Ko(Co(BI")) — Ko (C(B, ) — Ko(C(OB;))

301T lﬂlo

m

K1 (C(0B, ) =— K1 (C(B, ) < K1(Co(BM))
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donde Jy; es el mapeo del indice, d;o el mapeo exponencial y Ko (C (EZL)) y K1(C (E?)) son claros
por la discusién anterior. O
Comentario 4.0.3. Observe que

K;(C(B™) = 5,(C(B,)), K;(Co(B™)) = K;(Co(By")) y I;(C(IB™)) = K;(C (9B, )
para cada j = 0,1 y m € N, ver Ejemplo[1.4.8

4.1. Espacio proyectivo complejo clasico vs cuantico

Comenzamos estudiando las esferas clasicas de dimension impar, ya que es bien conocido que el
espacio proyectivo complejo clasico de dimensién n, puede ser definido como CP" := S?*! /St
respecto a la relacién de equivalencia

z,y € Sz~ 1y siysélosiexiste v €S tal que z = vy,

y observamos que S?"*1 € C"*! es la esfera clédsica de dimensién 2n 4 1. Ahora bien, en aras de
ilustrar la construccion clasica del espacio CP™ como CW-complejo de dimensién n y a su vez
motivar su version no-conmutativa, trabajaremos con n = 1,2 para luego generalizar las ideas.

En el caso n = 1 note que la esfera clasica de dimension 3, se puede expresar de la siguiente
manera:

S* = {(21,22) € C*: |z P + |2)* = 1}
= {(2’1,2’2) € C2 . ’Zl‘ < 1, ’22’ = \/1 — 2121} U {(21,0) S (C2 . ‘Zl‘ = 1}
= {(z,0v/1—22) € C*: (z,v) € B2 x S'} U {(21,0) € C*: || = 1}.

En consecuencia tenemos que el diagrama de la Figura es conmutativo

S3
a7
st B x St
alo’k %1
S

1 X Sl
Figura 4.1: Pushout S3.

donde

o B xS — S LSt — S}, @ :S'xS! — S
(z,v) = (z,0/1—|z]), u = (u,0), (w,0) =
71 es el mapeo inclusién y
1B xS' — B xS
(z,v) = (zv%0)
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es un homeomorfismo. Consideramos las acciones de S en el diagrama pushout definidas por
v — gu (parte izquierda) y (z,v) — (gz,gv) (las deméds entradas). Ademds, como la funcién v,
es un homeomorfismo tal que ¥1(gz, gv) = (2v*, gv), esto es, S! actia solamente en la entrada
de la derecha, obtenemos del diagrama Pushout de la Figura un diagrama S'—equivariante
y entonces nos arroja el espacio proyectivo complejo CP! = §?/S! de la Figura .

A

{punto}
Figura 4.2: CP!.

En efecto, solamente necesitamos observar que cada mapeo en la Figura es S'-equivariante,
es decir, respeta la accién de S!.

Similarmente si escribimos a S° (n = 2) como

SB = { 21,22723) < Cg |Zl|2 + |ZQ|2 + |23|2 = 1}

(

(21, V/1 = |21)2 22, /1 — |12/ 1 — | 2|2 ) : (21, 20,0) € B? x B x St}
(217 ) ) |21| - 1}
(
(

{
u {
{217\/ |21| 22,\/1_|21|2\/1_|Z2|2 21,227 )GBQXBQX81}

{(21,u,0) : (21,u) € B* x ST U{(2,0,0) : |zl| =1},

O‘;’wx %

o(B° x B’) x S!

-

tenemos el diagrama

2B xSt

Figura 4.3: Pushout S°.

donde
%:E2XE2X81 — S5,
(z1,22,0) = (21,1 = |z1]2 22, /1 = |21]2/1 — |22 v
o2 S3 — S as: OB xB) xS — S,

(Z) V 11— |Z‘2 U) = (ZJ V I |Z|2 U,O), (Zl,ZQ,U) = (217 V 1- |Zl|2 Z2>7
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y la funcién
Uy B xB xS' — B xB xS,
(z1,20,0) = (210", 290", 0)

es un homeomorfismo. Entonces el diagrama de la Figura es un diagrama pushout S'—
equivariante con las acciones diagonales (1, xs,23) — (921, g%, g2x3) v en el lado izquierdo
(y1,y2) = (gy1, gy2), g € S*. Ademaés, como la funcién 1 es tal que

Pa(gz1, gz, gv) = (210", 290", gv) para todo (z1, 22,v) € B xB xS! y g€ S,

obtenemos el espacio CP? = S° /S, ver Figura al considerar los mapeos anteriores médulo

St.
/ E2
IB X IB%
Figura 4.4: CP?.
. ., =2 =2 —2
En general, para facilitar nuestras cuentas, usaremos la notacion Hle B =B x---xB,en
consecuencia observe que
S = {(z sz aken) € CFFL [ P e [P [ P = 1)

y todo elemento (z1,- - , 2k, 2k11) € S?**1 se puede expresar en la forma

(21, V1= |z V1= |z Pa VI = [22 V1= [z PV = a2 o) (40)

ko =2 . .
donde (21, , z,v) € [[;_; B" x S' y si consideramos los mapeos

k
% HEZ x St — S (2, -+ 2, v) :=1, conlcomo en (@I,

i=1

Mo, /1= a2 V1= a2 v) = (21, /1= |z - V1 = |z_1]? v,0)

([, B*) xSt —» %L

(21, 2K,0) (217\/1 —|z1]? 22, - - ,\/1 - \Z1’2"'\/1 — |zr-1]? ).

Entonces, tal como para los casos n =1 y n = 2, con el homeomorfismo que convierte la accién
diagonal de S! a una accién en la 1ltima entrada




92 4.1. ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO CLASICO VS CUANTICO

—2 =2
Ve [IL,B xS' — T, B xS,
(Zla"' ,Zk,'U) — (Zl'U*,“' ,ZkU*,U),

obtenemos el diagrama Pushout

CPF ;= st fs1

CPH1 = 51 o 1, B

En este sentido hemos verificado que los espacios proyectivos complejos clasicos CP" tienen la
siguiente descomposicion esqueletal:

X'=X'=CP' - X?’=X3=CP'— ... 5 X" 2= xl_cpr!— X =CP"

Ejemplo 4.1.1 (Espacios proyectivos cudnticos virtuales CPq’““). Definimos inductivamente

los espacios proyectivos cudnticos o no-conmutativos de dimensién k+ 1, en simbolos C((Cqu“),
de la siguiente manera

. C(Xg) = C((CPC?) =C(CP% :=C({p}) = C, p = punto;
. C(qu) = C(Xg);

. C(X2) =C(CP!):=C(CP’) @ C(B)=C(CP") & T

(12, 02) (12, 02)

Esto es, el espacio virtual (Cqu lo definimos mediante el siguiente diagrama Pullback:

C(CPY) :ZC(CP;) & T

) (12, 02)
pry, pr\
C(CPY) ~C B) =T,
C(9B,) = C(0B") = T/K

donde el *-homomorfismo 7 : C — C(S!) est4 dado por m3(a) = a 1 para todo a € C y 05 es el
*-homomorfismo cociente, es decir, o5(t) := t mod K para todo ¢ € T. Por lo tanto,

C(CPY:=C(CP’) @ T={(a,f)eCOT:m(a)=0s(f)} 2K +C,

(72,02)
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donde + denota la unitizacién (este ejemplo corresponde a la esfera cudntica estdndar de Podles
Ejemplo [1.5.12]). Ademés, note que el mapeo 75 es un *-homorfismo inyectivo, en consecuencia

Y

el *homomorfismo prf también es inyectivo, y por consiguiente se cumple que C(CP)) =

prx(C(CP))) C C(EZ), es decir C(CP,) resulta ser una C*-subdlgebra de C(Ez) = T. De este
modo, podemos ver el ejemplo anterior como el primer paso de induccién, y asi tener definido

_ k
C(CPy), es decir, nuestra hipdtesis de induccién es C(CP}) = prif(C(CP))) C C(Bjk) =T
j=1
k
con lo cual estamos viendo a C(CPq’“) como C*-subdlgebra de ® T y entonces el espacio
j=1

proyectivo complejo no conmutativo de dimension k + 1, C((CquH), se define mediante el
siguiente diagrama Pullback:

Pk+1 e C(Cpk) @ C(IB% (k+1))
2(k+1) (72(k+1),02(k+1) 2(k+1)
/ ) k
C(CPF) cBY) = <® T) ®T

j=1
OB ) <<,§IT) ® 7') /K
&

k
donde, el *-homomorfismo Ty(k41) : C(CP)) — (( ® T) ® T) / K esté definido mediante la
i=1

regla Ty41)(2) = pry(z) ® 1 mod K para todo z € C(CP}) y ademés, el *-homomorfismo
k k

To(kt1) (® T> T — <( ® T) ® 7’) / K es justo el *-homomorfismo cociente. Observe
j=1 j

Jj=1
que el mapeo Ty41) estd bien definido gracias a la hipdtesis de induccién. Veamos ahora que se

trata de un *-homomorfismo inyectivo. En efecto,
Ker(myq1)) == {2 € C((CPf) prF(z) ® 1mod K =0} = {0},
donde hemos usado que 1 = idg, ) no es un operador compacto. Por lo tanto, podemos concluir
k
que pry 2k o5 inyectivo y luego C(CPy*!) = pr RkH (C(CPE)) Cc C(B, kH)) = (@17‘) @ T
]:

como queriamos. Por consiguiente, tenemos la siguiente filtracion esqueletal virtual de este
espacio cuantico

T=0=>X'=X'"=CP’ = X]=X)=CP, —
— X=X =CP ! — X" =CP).

Co(IB’;) sik= 2m,

0 si k=2m+ 1.
clasico. Luego, la sucesion espectral asociada a la filtracion creciente de ideales cerrados de esta
C*-4lgebra se ve en la forma

Ademds, por el Lema [3.3.2 Agn—i/Agn—(k+1) = tal como en el caso
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al al al al

A — — 7Z — 0 — A
al al al al

0 — 0 — iy — 0 — 0
al al al al

A — — 7Z — 0 — A
al al al al

0 — 0 — iy — 0 — 0

Figura 4.5: Sucesion espectral para CFP}'.

esto es, todos los diferenciales son nulos, entonces la sucesion espectral colapsa en la segunda
pagina y
Ko(C(CP))) = ZM" = Ko(C(CPY))
K1 (C(CPF)) =2 0= K, (C(CPY)).
Ademas, los homomorfismos

Ko(Tagrin) : Ko(C(CPF)) = ZH — Ko(C(oB ") = zZ]1),

son split con splitting homomorfismo [1] — [1] tanto en el caso cldsico como en el cudntico y

k+1))

:Kl(TQ(k+1)) : Kl(C(CP(f)) — le(C(ﬁlB% , Jcl(TQ(kJrl)) = 0.

Por lo tanto CP(;C es una versiéon cudntica del espacio proyectivo complejo clasico CP*.
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