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Resumen

Entender cémo se transforman las funciones de Green bajo cambios de norma cons-
tituye un problema fundamental y, a la vez, desafiante en las teorias de norma. En
esta tesis nos hemos centrado en estudiar la variacién del propagador del electrén en la
electrodindmica cuantica reducida (RQED) con fermiones masivos, aplicando las trans-
formaciones de Landau-Khalatnikov—Fradkin (LKF).

Partiendo del propagador fermiénico a nivel arbol en una norma inicial, buscamos ob-
tener su forma en una norma covariante arbitraria, lo cual conduce a informacién de
caracter no perturbativo. Si bien las expresiones obtenidas son no perturbativas, en el
régimen de acoplamiento débil es posible expandirlas en series perturbativas hasta el
orden deseado; en nuestro caso, hemos llevado la expansion hasta términos correspon-
dientes a dos lazos.

Palabras clave: Propagador de Electrén, Funciones de Green, Transformaciones de
Landau-Khalatnikov-Fradkin, Electrodinamica Cuantica Reducida, Teoria de Pertur-
baciones en Dos Lazos.



Asbtract

Understanding how Green’s functions transform under changes of gauge is a fundamen-
tal and challenging problem in gauge field theories. In this thesis, we focus on studying
the variation of the electron propagator in reduced quantum electrodynamics (RQED)
with massive fermions, applying the Landau-Khalatnikov—Fradkin (LKF) transforma-
tions.

Starting from the tree-level fermion propagator in a chosen gauge, we seek to obtain its
form in an arbitrary covariant gauge, which leads to genuinely non-perturbative infor-
mation. Although the resulting expressions are non-perturbative, in the weak-coupling
regime it is possible to expand them perturbatively to any desired order; in our case,
we carry out the expansion up to a two-loop level.



Indice

0.1. Lista de AcrOnimos . . . . . . . . . .

. Introduccién

. Fundamentos de la electrodinamica cuantica

2.1. Reglasde Feynman . . . . . . . . ... ... oL
2.2. Propagadores: discusion general . . . . . .. ..o
2.2.1. Propagador del fermién . . . . . . .. ...
2.2.2. Propagador del fotém . . . . . ..o

2.3. Electrodindmica cuédntica reducida . . . . . . . . . ... ... .

. Transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin

3.1. Transformaciones LKF . . . . . . . . . . ..
3.2. Herramientas y notacion . . . . . . ... ... oL

3.3. Laestrategia . . . . . . . . L

. Aplicaciéon de las transformaciones LKF en RQED
4.1. La transformacion LKF para fermiones en RQED . . . . . ... .. ..

4.2. Caso de fermiones sin masaen RQED . . . . .. ... ... ...



II

4.3. Caso de fermiones masivos en RQED . . . . .

4.3.1. Expansion perturbativa para p? < m?

4.3.2. Expansion perturbativa para m? < p?

5. Conclusion

A. Integrales utiles

Referencias

23

27

28

31

33

34



Lista de Acrénimos

SECCION 0.1

Lista de Acréonimos

GF
LKFT
QCD
QED
QED2
QED3
QEDA4
QFT
RQED
SM
STI
U(1)
WFGTI

Fijacién de norma.

Transformaciones Landau-Khalatnikov-Fradkin

Cromodinamica Cuantica

Electrodinamica Cuantica

Electrodinamica Cuantica en 1 dimensién espacial + 1 temporal
Electrodindmica Cuantica en 2 dimensiones espaciales + 1 temporal
Electrodinamica Cuantica en 3 dimensiones espaciales + 1 temporal
Teoria Cuéantica de Campos

Electrodindmica Cuantica Reducida

Modelo Estandar

Identidades de Slavnov-Taylor

Grupo unitario de dimensiéon 1

Identidad de Ward-Fradkin-Green-Takahashi




Capitulo

Introduccion

A través de los tiempos el ser humano, en su deseo por describir el mundo y estructurar
sus ideas, ha buscado clasificar y comprender todo aquello que lo rodea en términos
de teorias y modelos fisicos. Desde los filosofos griegos, que propusieron la existencia
de atomos indivisibles, hasta los quimicos del siglo XIX, que organizaron los elementos
en la tabla periddica, cada época ha intentado identificar las piezas fundamentales que
constituyen la materia.

Sin embargo, fue en el siglo XX, con el descubrimiento de que los 4&tomos no eran real-
mente “indivisibles”, cuando surgié con mayor fuerza la pregunta fundamental: ;de qué
estd hecho todo en su nivel méas basico? Primero se establecié que los atomos estaban
formados por electrones que orbitan un ntcleo compuesto por protones y neutrones.
Mas tarde, experimentos de mayor precision revelaron que estos tultimos también es-
taban formados por particulas atiin mas elementales: los quarks, los cuales interacttian
mediante los gluones, portadores de la fuerza fuerte.

Combinadas, estas particulas fundamentales y sus interacciones constituyen la base de
las teorias cuanticas de campos de gauge, que unifican los principios de la mecédnica
cuantica y la relatividad especial, proporcionando un marco tedrico consistente para
describir las fuerzas fundamentales de la naturaleza.

En este caos de descubrimientos, un grupo de cientificos, entre ellos Sheldon Glashow [1],
Abdus Salam [2], Steven Weinberg [3], entre otros, logré lo imposible: unificar dos de las
fuerzas fundamentales de la naturaleza (la electromagnética y la nuclear débil) a través



de un sélo modelo, llamado el Modelo Electrodébil. A esto se sum6 la comprension de
la fuerza nuclear fuerte, que mantiene unidos a los quarks, gracias a la cromodindmica
cudntica (QCD) [4, 5]. Juntas, estas piezas forman el Modelo Estandar de las particulas
elementales y de sus interacciones fundamentales (SM, por sus siglas en inglés), una
especie de "tabla periddica del siglo XXI” que clasifica no sélo la materia, sino también
las fuerzas que la gobiernan. El modelo se coroné con el descubrimiento del bosén de
Higgs [6] en 2012, una manifestacion del mecanismo a través del cual adquieren las
particulas fundamentales su masa.

Dentro del marco del Modelo Estédndar, la electrodindmica cudntica (QED, por sus si-
glas en inglés) destaca como una de las teorias més exitosas en la historia de la fisica.
Desarrollada en la década de 1940 por Richard Feynman, Julian Schwinger y Sin-Itiro
Tomonaga, quienes fueron galardonados con el Nobel de fisica en 1965 debido a sus
contribuciones, la QED describe con extraordinaria precision como interactiian las par-
ticulas cargadas, como electrones y positrones, a través del intercambio de fotones, los
cuantos de luz. Se basa en la teoria cuantica de campos y une a la mecénica cuanti-
ca con la teoria electromagnética de Maxwell. Lo que hace excepcional a esta teoria
es su capacidad predictiva. La QED calcula cantidades como el momento magnético
del electrén con una precisiéon de doce digitos. Estas predicciones han sido verifica-
das experimentalmente en multiples ocasiones [7, 8], consolidando a la QED como la
teoria fisica mas precisa. Ahora bien, en el mundo de los materiales bidimensionales
como el grafeno o los polimeros cuasi-unidimensionales, surge una paradoja intrigante:
aunque los electrones estan confinados a moverse en un plano, el campo electromagné-
tico con el que interactiian sigue propagandose libremente en las tres dimensiones del
espacio. Esta desigualdad entre la libertad del campo y el confinamiento de las par-
ticulas plantea un desafio tedrico: describir de manera consistente estas interacciones
hibridas. Para resolver este problema, fisicos como Eduardo C. Marino [9, 10] y Sofian
Teber [11] desarrollaron un marco teérico ingenioso: la electrodindmica cudntica redu-
cida (RQED). Esta teorfa no es simplemente una QED simplificada a dos dimensiones,
sino una construccién cuidadosa que preserva la naturaleza tridimensional del campo
electromagnético, pero acopla su dinamica a particulas confinadas en 2+ 1-dimensiones.

La consecuencia mas conocida de la covarianza de norma en la QED son las identi-
dades de Ward-Fradkin-Green-Takahashi (WFGTI) [12, 13, 14, 15]. Estas identidades
relacionan varias funciones de Green de n puntos entre si. Aunque son intrinsecamente
no perturbativas por naturaleza, se cumplen en cada orden de la teoria de perturbacio-
nes y sirven como una verificacién de los calculos en una norma covariante arbitraria.
Por ejemplo, el propagador de electron esta relacionado con el vértice de interaccion
electron-fotén a través de una WEGTI. La generalizacion de estas identidades a la QCD
son las identidades de Slavnov-Taylor (ST) [16, 17]. Otra consecuencia de la simetria de
norma en la QED son las transformaciones locales que nos permiten relacionar una fun-
ciéon de Green dada en una norma con su valor en otra norma. Estas transformaciones,
relativamente menos conocidas, para los propagadores de electrén y fotén, asi como el



vértice electron-fotén en diferentes normas covariantes, fueron derivadas inicialmente
por Landau y Khalatnikov en la Ref. [18] y luego de manera independiente por Fradkin
en la Ref. [13] empleando el formalismo canénico de la QED. Por lo tanto, estas son
llamadas correctamente las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF).
Las reglas generales que gobiernan estas transformaciones, aunque visiblemente com-
pactas, no son simples en absoluto. Estas transformaciones fueron derivadas mas tarde
por Johnson y Zumino a través de métodos funcionales [19, 20]. De manera similar a
las identidades ST, las transformaciones de la QED se generalizaron a las funciones
de correlacion de la QCD unas décadas después por Aslam y Dall’Olio [21, 22, 23]
(abreviadas como transformaciones AD), respectivamente. Las transformaciones LKF
para el fermién sin masa en la RQED han sido estudiadas en [24]. Es notable que, a
pesar de que las WFGTI y las transformaciones LKF son relaciones independientes,
estd establecido que si las WFGTI se cumplen en una norma, entonces, si las funciones
de Green involucradas se transforman a otra norma bajo la transformacion LKF, las
WEFGTI en esa otra norma se cumpliran autométicamente. Debido a la naturaleza en
el espacio de momentos de las WFGTI, estas identidades se han implementado am-
pliamente en los estudios de norma en la literatura. Sin embargo, las transformaciones
LKF no han tenido la misma cantidad de aplicaciones. No obstante, todavia se pueden
encontrar numerosas aplicaciones de las transformaciones de norma en la literatura en
el contexto de la QED en diferentes dimensiones espacio-temporales: QED2 [25], QED3
[26, 27, 28, 29, 30], QED4 o QED [30, 31, 32, 33, 34|, QEDd [35, 36], QED escalar
[37, 38, 39, 40] y RQED [24, 41, 42|, en la teoria de perturbaciones asi como en el
dominio no perturbativo de la QED.

Esta tesis se estructura su contenido de la siguiente manera: Tras la introduccion ini-
cial, en el Capitulo 2 se revisan los fundamentos de la electrodinamica cuantica, con
especial énfasis en las reglas de Feynman y la teoria de propagadores para fermiones y
fotones, lo que permite introducir de manera natural el caso particular del que estamos
interesados, la electrodinamica cuantica reducida. A continuacién, el Capitulo 3 esta
dedicado a las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin. Y finalmente, el eje
central de nuestra investigacion se desarrolla en el Capitulo 4, donde se aplican estas
transformaciones al contexto de RQED. En él, se analizan dos cuestiones: el caso sin
masa y el caso masivo, lo que permite explorar tanto las analogias como las diferencias
cruciales entre estos modelos.



Capitulo

Fundamentos de la electrodinamica cuantica

Las teorias de norma, que estudiamos dentro del marco de las teorias cuanticas de
campos (QFTs por sus siglas en inglés), describen las interacciones fundamentales de
la naturaleza, como el electromagnetismo, la interaccién fuerte y la interaccién débil.
La base en la cual se sustentan estas teorfas es en el principio de norma [43, 44}, que
nos estipula que las interacciones entre particulas son obtenidas al demandar que el
lagrangiano sea invariante ante transformaciones locales de norma.

Con el fin de describir la dindmica de fermiones, partimos de la densidad lagrangiana
de Dirac para fermiones libres [45],

EDirac - %(Za - m)w ) (2]')

donde 1)(z) representa el campo fermiénico y @ = "0, en notaciéon slash de Feynman.
No obstante, este lagrangiano no es invariante ante transformaciones locales de norma
del tipo U(1), correspondiente a

Y(x) = ¢ (2) = " p(a), (2.2)

donde 0(x) es una funcién arbitraria de z. Para garantizar la invarianza de la teoria
ante la mencionada transformacién de norma, se debe incorporar un término adicional
conocido como el lagrangiano de interaccion L;,;. Esto se logra de manera natural al
introducir el campo de norma A, a través del acoplamiento minimo, reemplazando la
derivada ordinaria 9, por la derivada covariante:

D, = 0, +ieA, (2.3)



donde, al mismo tiempo, el campo bosénico A* debe transformarse como
1
Au(r) = Al (x) = Au(z) + 28M9(37) : (2.4)
De este modo, al sumar los lagrangianos

‘CDirac + Eint = @(Zw - m)w ) (25)

obtenemos una expresion que resulta invariante ante la transformacion local de norma
para el campo fermiénico 1, definida en la ecuacién (2.2). Para poder interpretar al
campo A" como un campo fisico (fotones), es necesario introducir un término cinéti-
co. Este término corresponde precisamente al lagrangiano de Maxwell, con lo cual el
lagrangiano completo queda expresado como:

_ _ 1 ,
EDirac + 'Cint + EM&.I’U}@” = ¢<Za - m)r(,b - €¢7“¢Au - ZFMVFH 9 (26)
donde el tensor del campo electromagnético F* esta descrito por la expresion
F,=0,A,—0,A,. (2.7)

Hasta el momento, tenemos un lagrangiano que es invariante ante las transformaciones
locales de norma para el grupo U(1). Para fijar la norma y obtener un propagador de
fotones, se anade el término:

1
Lo = ——(0,A"), (2.8)

2€
conocido como el término de fijacion de norma (GF), donde & es el pardmetro de
norma covariante. Al ser un término artificial introducido a mano, el término de norma
no cambia la fisica porque los resultados fisicos son invariantes de norma y no dependen

de la elecciéon de la norma. Entonces en el contexto de la electrodindmica cuantica, el
lagrangiano es ([46], [47])

£QED = £Mamwell + EDirac + £int + £GF

1 — — 1
= _ZFMVFMV + 77/)(2@ - m)¢ - 6¢7M¢Au - 276

Por lo tanto, la interaccion entre la materia y la fuerza electromagnética a nivel ele-
mental y en cualquier dimension se explica a través de la accion.
1 1 _ _
Sam = [ ddx{ — Fu " = A + 0~ m) — A, (210)

4
donde eyy1p = J* es la corriente eléctrica y e la carga.

(9,A")%. (2.9)

Al igual que en la mecanica clasica, una vez que hemos obtenido el Lagrangiano, por
medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange, encontramos las ecuaciones de movimiento.
De manera similar, podemos encontrar las ecuaciones de movimiento en QED. Ade-
mas, a partir de conocer la densidad lagrangiana es que podemos derivar las reglas de
Feynman, de las que hablaremos a continuacion.



Reglas de Feynman

SECCION 2.1

Reglas de Feynman

Las Reglas de Feynman son una formulacién desarrollada por Richard Feynman para
ayudar a visualizar los procesos de dispersion en las teorias cuanticas de campos. Ca-
da elemento de estos diagramas representa fermiones, bosones (ya sean propagadores
o particulas iniciales y finales), y sus interacciones. Las particulas iniciales, finales o
intermedias, se representan mediante lineas: en QED una linea recta corresponde a un
fermion cargado, por ejemplo un electron, y una linea ondulada a un fotén. Los vértices
indican las interacciones entre ellas. Los diagramas de Feynman y las reglas de Feynman
se derivan del Lagrangiano al comparar la amplitud de dispersion e intentar ofrecer una
representacion visual de las diferentes partes que la componen [48].

En Electrodindamica Cuantica Reducida, la regla de Feynman para el propagador del
electréon en espacio de momentos es

=Y
~.
=,
s
S~—
I
-~

donde m es la masa del electrén y p su momento asociado. Para el propagador del
fotén, definido en norma y dimension arbitrarias, tenemos

o i I(1—e.) ~q"q”
ANANAANAANAANANAL —iDy q) = <g,u1/ =& )
H 7 v 0 (9) (4)ze (—q?)1—=e 2

donde € = £(1 —¢,), y a su vez &, = (d, — d.) /2. Por tltimo, para el vértice

— el = —iey



Propagadores: discusién general

donde el subindice cero indica que estamos a nivel de arbol; es decir, dichas expresiones
corresponden a los términos de orden cero en la respectiva expansion perturbativa en
términos del acomplamiento electromagnético a = €2 /4. .

Estos son los tres propagadores y vértices fundamentales en RQED [11]. A partir de ellos
es posible construir una infinidad de diagramas de Feynman, que describen procesos de
dispersion cada vez mas complejos.

Estos diagramas de Feynman se combinan entre si para construir amplitudes que repre-
sentan procesos fisicos, como la dispersién de particulas. Cada amplitud de dispersiéon
puede expandirse en una serie perturbativa en potencias del acoplamiento electromag-
nético a = e*/4m, ya que cada vértice contiene un factor e. Dado que esta constante
tiene un valor aproximado de o = 1/137 en unidades naturales, mientras mas vértices
tenga un diagrama, mayor sera la potencia de e y, por tanto, menor su contribucion.

Por esta razon, para alcanzar un cierto nivel de precision, suele bastar con considerar
unicamente los diagramas de orden mas bajo, es decir, los diagramas de primer o se-
gundo orden. Esta es, en esencia, la idea central de una expansién perturbativa. Si el
acoplamiento fuera mayor que uno, la expansion perturbativa dejaria de tener sentido
fisico.

SECCION 2.2

Propagadores: discusion general

Los propagadores son funciones de Green, es decir, soluciones de la ecuacion de movi-
miento de campos fermionicos o de norma, que se utilizan para representar la contri-
bucion de las particulas virtuales que aparecen en las lineas internas de los diagramas
de Feynman. Fisicamente, en espacio de posiciones, describen la amplitud de probabi-
lidad de que una particula creada en un punto z del espacio-tiempo sea aniquilada en
otro punto y. En la siguientes secciones se revisaran algunos aspectos formales de estas
funciones de Green.



Propagadores: discusién general

2.2.1 Propagador del fermion

Para un fermion libre de masa m y funcion de onda y(x), dicha funcién satisface la
ecuacion de Dirac, la cual se expresa como

(i) — m)io() = 0. (2.11)

En presencia de un campo electromagnético, la ecuaciéon de Dirac se modifica mediante
el acoplamiento minimo, dando lugar a la siguiente forma:s:

(i — m)(x) = ey A,. (2.12)

donde A, es el potencial electromagnético y e la carga eléctrica del fermion.

Podemos desarrollar una estrategia para resolver esta ecuacion utilizando el método de
la funciéon de Green. Para ello, definimos la funcién de Green G(x,y) a través de la
siguiente ecuacion:

(id — m)G(z,y) = 6 (z —y). (2.13)
La siguiente funcién de onda formalmente satisface la ecuacion de Dirac en presencia
de un campo electromagnético externo,

v(a) = @) = [ d'yGla.yler 4,0 (). (2.14)

donde 9y(x) es la solucién libre (o de campo externo nulo) de la ecuacién de Dirac
(2.11). Verificamos que ¢ (z) resuelve la ecuacion de Dirac:

@@ —mpu) = [ d'yd —m)G.yler 4,0 ()

= / d*yst(x — y)ey" A,

= ey'A(z). (2.15)
A continuacion, transformamos G(x,y) al espacio de momentos:
d*p -
Gz, y) = / CP_g(p)e-ivlay) 2.16
(z,y) o) (p)e (2.16)

Al sustituir esta expresién en la Ec. (2.13) y aplicar el operador i@, sobre el exponencial,
es decir,

(i — m)e” @) = (p — m)e P (@=Y), (2.17)

se obtiene la siguiente ecuacion:

/ .y (p—m)Sp)e ™ = 5z —y)

(2m)*
d4p —ip-(z—y



Propagadores: discusién general 10

Al comparar ambos lados de la ecuacion, se deduce que

S(p) = —— (2.19)

p—m
correspondiendo al propagador de un fermion en el espacio de momentos. Multiplicando
y dividiendo por p + m podemos expresar la propagadora de la siguiente manera:

p+m
2 —m2

Slp) = (2.20)

Esta expresién representa el propagador del fermién a nivel de arbol en la teoria de
perturbaciones.

2.2.2 Propagador del fotén

Formulamos las ecuaciones de Maxwell para el campo electromagnético, cuyos cuantos
son los fotones (particulas de espin 1), en presencia de una corriente externa J*, de la
siguiente manera:

O%A* — 0#(9,AY) = J*, (2.21)

en el cual O es el operador d’Alembertiano (también llamado operador de onda). En
notacién covariante se define como

0 =9,0". (2.22)

Al imponer la condicién de Lorentz, 0,A” = 0, la ecuacion de movimiento para el fotén
se reduce a

A+ = J~. (2.23)

Podemos buscar una solucién formal de la ecuacién en términos de una funcién de
Green G(z,y), la cual satisface la siguiente ecuacion:

G (z,y) = 6*(x —y). (2.24)

Podemos escribir la soluciéon A*(z) de la ecuacién de Maxwell en términos de la funcién
de Green G(z,y):

Ar(@) = [ d'yGla,p) I (). (2:25)

Ahora podemos comprobar esta solucion de la ecuacion de Maxwell:
A = /d4y O°G (2, y)J"(y /d4y54 JH(y) = J*. (2.26)

Una vez comprobada la solucién, realizamos la transformada de Fourier de G(z,y) al
espacio de momentos:

Glo) = [ b Dl e 2.27)




Electrodinamica cuantica reducida 11

Para realizar esta transformacion, lo més sencillo y directo es operar la expresion ante-
rior con [1?:

d* : d .
/ q D(q>|:]2€fzq-(x7y) — (54(313—31):/ q efzq-(xfy)

(27 (2m)4
[ 88 b s — [ L, 22%)

por lo tanto, podemos inferir que
D(q) = —=. (2.29)
Esto permite definir de manera tensorial al propagador del fotéon como
v v 9"
A™(q) = g™ D(q) = _qT’ (2.30)

al identificar la condiciéon de Lorentz con la norma de Feynman ¢ = 1. En una norma
covariante arbitraria &, el propagador del foton se escribe de la siguiente forma:

v w v
A (g) = —9q2 +<1—s>qq3 , (2.31)

donde se pueden tomar valores de & = 1 si hablamos de la norma de Feynman o £ =0
si se toma la norma Landau. Parte de la discusién en este capitulo ha sido adaptada
de [47].

SECCION 2.3

Electrodindmica cuantica reducida

En cuanto a la electrodindmica cuantica reducida, puede considerarse una formulacion
adaptada de la electrodindmica cuédntica, en la que los campos de materia y de norma
viven en espacios de diferente dimensionalidad. Describe la interaccion de un campo
de norma U(1) abeliano que vive en d. dimensiones espacio-temporales con un campo
fermidnico que vive en un espacio-tiempo reducido de dimensiones d., es decir, d. < d,
[49]. Partimos de la formulacién de la electrodindmica cudntica reducida mediante su
densidad lagrangiana.

SRQED = /ddWJ]LRQED. (2.32)
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donde
ﬁRQED — _lFu L, FRvy — i(aﬂ Auw)Q
4 H 26\ H
(9" O, — M)t — epy A, . (2.33)

Se limitan a los electrones a moverse en un plano definido por §(4=%)(z).

La corriente fermién-fotén: Esto se logra proyectando la corriente fermién-fotén
JH(x)d(H =) (2) de modo que se mueva tnicamente dentro de dicho plano, como se
describe a continuacion [50]:

JH(z) = JH(2)8 B (z) sip = pe,
=30 sip=de—1,dg, ,dy—1.

Podemos ver dos tipos de indices, pero considerando al tiempo como el indice cero. El
primero son los indices de materia: . = 0,1,--- ,d. — 1. Y los segundos son los indices
de norma: py = 0,1,--- ,d. — 1,d,,--- ,dy — 1, relacionados con el campo A,. Aqui
asumimos que d, > d., y que el campo de gauge en el término de interaccion se evaltia
en A,(xg, - ,24,,0,---,0).

Propagador del fotén en RQED: Recordemos que en la electrodinamica cuantica
reducida, el electrén vive en un plano o espacio-tiempo d. y el fotén en d,-dimensiones.
Por tanto, en la regularizacion dimensional, tenemos d, > d.. En el espacio de momento,
el propagador usual del fotén D, [9, 51] adopta la forma

{ Dubv DuPv
D (1) =~ (gw - b ) + il (2.34)

La primera parte es la transversal, mientras que la segunda es la longitudinal. En la

norma de Landau, £ = 0, la parte longitudinal es cero.

En el espacio de menor dimensionalidad d., correspondiente a la QED reducida, el
propagador se modifica y puede expresarse como:

Dy 0) = D (57) (s = ) .80 (42) P (2.35)
donde .
D(p?) = I{-e) (2.36)

() ()
cone, = (dy—d,) /2y E=(1—¢,)¢.
Dejaremos la discusion del propagador del fermion en RQED para los capitulos

dedicados a las transformaciones LKF y sus aplicaciones en la QED y, en particular,
en la RQED.
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La motivacién para la formulacion de la QED reducida es bastante evidente. Dado que
los fermiones cargados se encuentran en espacios de menor dimensionalidad, resulta
logico y, ademas, mas practico describir su interacciéon mediante una teoria de norma
en dimensiones reducidas. La QED reducida puede aplicarse al estudio del grafeno, de
las superficies de aislantes topoldgicos, de sistemas artificiales analogos al grafeno y de
otros materiales similares [52, 53].



Capitulo

Transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin

Las transformaciones de Landau-Khalatnikov-Fradkin (LKF) [18, 13] en QED consti-
tuyen un conjunto de relaciones que permiten conectar una funcién de Green en una
norma covariante con su correspondiente en otra norma covariante. En QED existen
tres funciones de Green fundamentales: los propagadores de fermién y fotén (funciones
de dos puntos) y el vértice de interaccion fermién-fotén (funcién de tres puntos). Cada
una de estas funciones posee su propia transformacion LKF. Es importante destacar
que las transformaciones LKF siguen siendo validas en la electrodinamica cuantica re-
ducida, aunque en este caso las integrales se adaptan a la dimension reducida en la que
se permite a los electrones propagarse. Ademas, es importante senalar lo siguiente:

1. Estas transformaciones son expresiones cerradas y no perturbativas. Esto significa
que su derivacion es independiente de si la constante de acoplamiento es pequena
o grande. Por lo tanto, estas transformaciones pueden aplicarse tanto a funciones
de Green perturbativas como no perturbativas.

2. Una vez que obtenemos la expresion transformada en una forma cerrada y no
perturbativa, podemos optar por expandirla hasta cualquier orden de aproxima-
cién en la expansion perturbativa para compararla con los resultados disponibles
en la literatura, obtenidos mediante la evaluacion de los diagramas de Feynman
correspondientes.

3. Estas transformaciones también pueden aplicarse a funciones de Green puramen-
te no perturbativas, que no pueden ser expandidas en teoria de perturbaciones,
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como las soluciones del propagador de fermién obtenidas a través del rompimiento
dindmico de la simetria quiral.

SECCION 3.1

Transformaciones LKF

En este trabajo nos concentraremos tinicamente en la funcién de Green del fermién (en
el espacio de coordenadas) o, de manera equivalente, en el propagador del fermién (en
el espacio de momentos). Anteriormente, utilizamos la notacién G(z,y) para represen-
tar la funcién de Green de dos puntos de forma genérica. En el caso de los fermiones,
adoptaremos la notacion S(xy,z2) o simplemente S(z = xo — x1). Ademds, como estu-
diaremos la dependencia con respecto al pardmetro de norma covariante &, incluimos
explicitamente dicha dependencia en la notacién: S(z;¢). Bajo la transformacion local
de norma en Eq. (2.2), la funcién de Green del fermion cargado se transforma de la
siguiente manera:

S(x;€) = S(x; &) [BaO=2a@)] (3.1)

En esta expresion, notese lo siguiente:

= El subindice d indica las dimensiones del espacio-tiempo que se estan consideran-
do.

» S(x;&) es la funcién de Green del fermién cargado en una norma inicial o de
partida &;. Cabe destacar que esta funciéon constituye la entrada para las trans-
formaciones LKF. Puede obtenerse a partir de un calculo perturbativo a cierto
orden, o bien ser una solucién generada dindmicamente en la norma inicial &.

= Kl factor exponencial es el factor de transformacién que contiene la carga electro-
magnética e. Es precisamente debido a este factor que las transformaciones son de
naturaleza no perturbativa. Este exponencial puede expandirse en una serie per-
turbativa en potencias de e? pero dicha expansion pierde validez si a = €2 /(47) >
1. Por lo tanto, dependiendo del valor numérico de «, es posible extraer de estas
transformaciones tanto informacion perturbativa como no perturbativa.

n S(x;€) es la funcion de Green del fermién en la norma final £. Aunque las transfor-
maciones en si mismas son exactas, nunca podemos obtener una forma completa
de S(z;€) ya que la informacion inicial de S(x;&p) siempre es incompleta. En
otras palabras, nunca conocemos de manera exacta la funcién de Green completa
de un fermién en una norma particular desde el inicio.
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s Estas transformaciones estan disponibles en esta forma cerrada en el espacio de
coordenadas. Sin embargo, la mayoria de los calculos en una teoria cuantica de
campos (QFT) se realizan en el espacio de momentos. Realizar las transformadas
de Fourier de un espacio al otro no siempre resulta sencillo.

SECCION 3.2

Herramientas y notacion

Consideramos la estructura general del propagador del fermién de Dirac, en el espacio
de momento, de la siguiente manera [30]

N B(p§) _ Fp:§)

S(p;§) = Alp; &) +i y M0 (3.2)
donde F'(p; &) es la renormalizacion de la funcién de onda, M (p; ) es la funciéon de masa
del fermion y £ es el parametro de norma. Notemos que se ha incluido una dependencia
sobre ¢ porque precisamente queremos ver el propagador en diferentes normas cova-
riantes. Notese que este propagador depende de dos funciones debido a la naturaleza
de espin 1/2 del fermion. Sin embargo, si los fermiones fueran sin masa, estaria descrito
unicamente por una sola funcién,

Str6) =208 = TS 3.3)

De manera semejante, en el espacio de coordenadas, S(x;&) puede escribirse como

S(x;6) = X (2;6) + Y (x;€). (3.4)

Nuevamente, para el caso de fermiones sin masa, esta expresion se convierte en:

S(a;€) = #X(2;€) . (3.5)

Podemos relacionar las expresiones en dos espacios mediante las transformadas de Fou-
rier de la siguiente manera:

S:€) = [ e S(a;), (3.6)
S(w:6) = [ e "5 (m:6). (.)
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Podemos reescribir la expresion de las transformaciones LKF absorbiendo el factor e? en
la definicion de la funciéon A. Ademas, si elegimos la norma inicial como la de Landau,
¢ =0 (por ejemplo), podemos escribir:

S(a;€) = S(a; 0)e 12O~ 2a@], (3.8)
donde 4 ,
P e~
A ( ) 2562 - d/ (27_[_)d p4 I (39)

en donde e representa el acoplamiento electromagnético y p simboliza el factor de escala
de la masa para que e resulte adimensional para cada d.

Considerando a 6 como el angulo formado entre p y z, e integrando sobre los (d — 2)
angulos restantes, es conveniente realizar un cambio coordenadas cartesianas a coorde-
nadas esféricas:

dp = p*dp sin®2 (0)dO Qo (3.10)

donde el angulo solido es:
9 (d=1)/2

Y = - n)

(3.11)

Por lo tanto:

Ay(z) = —i€ pt™ d g 2/ dpp*~ 5/ df sin®=2 (§)e P cost (3.12)

Resolviendo la integral, llegamos a la siguiente expresion [30]:

Ay(z) = 1625 jd ()T (;l - 2) (3.13)

donde I'(z) es la funcién Gamma de Euler.

SECCION 3.3

La estrategia

La estrategia para utilizar la transformacién LKF consiste en los siguientes pasos:

= Partimos del conocimiento del propagador del fermién en la norma inicial, por
ejemplo, la norma de Landau & = 0 o0 § = 1/3 en el caso de RQED. Si consi-
deramos tnicamente el propagador de fermion a nivel de arbol, es decir, el orden
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mas bajo en teoria de perturbaciones, podemos escribir

F(p;&) =1, (3.14)
M(p; &) =m. (3.15)

Esto constituye S(p;&p). Notese que podemos alcanzar niveles mayores de sofisti-
cacion si partimos de un propagador a un loop, dos loops o a érdenes superiores.

= Luego realizamos la transformada de Fourier de esta entrada al espacio de coor-
denadas Eq. (3.7), obteniendo S(x;&).

= A continuacién, aplicamos las transformaciones LKF para obtener S(z;¢) en la
norma arbitraria &.

= Finalmente, transformamos el resultado final de vuelta al espacio de momentos
para obtener S(p;§). Esto completa la estrategia computacional.

Al final, obtenemos la expresion no perturbativa del propagador del fermién en una
norma covariante arbitraria, partiendo de su expresién en la norma inicial seleccionada,
en nuestro caso & = 1/3. Si existen resultados perturbativos disponibles en la literatura,
podemos expandir nuestro resultado en potencias de o hasta el orden deseado y realizar
las comparaciones correspondientes.

Teniendo estos pasos en consideracién, el proximo paso es determinar el resultado para
el propagador del fermién tras la aplicacién de las transformaciones LKF en RQED. A
pesar de que las transformaciones LKF no han sido ampliamente exploradas en lo que
respecta a las teorias de norma, como en el caso de las identidades de WFGT, existen
varias referencias accesibles en la actualidad para QED: QED2 [25], QED3 [26, 27, 28,
29, 30], QED4 o QED [30, 31, 32, 33, 34], QEDd [35, 36], QED escalar [37, 38, 39, 40] y
RQED [24, 41, 42], en la teoria de perturbaciones asi como en el dominio no perturbativo
de la QED. De hecho, su estudio ya se ha realizado antes en RQED en [41, 54] para el
caso de fermiones sin masa.



Capitulo

Aplicacién de las transformaciones LKF en RQED

Dedicamos este capitulo a las transformaciones LKF y a su aplicaciéon en la QED
reducida. Comenzamos el capitulo con una breve discusion sobre el propagador del
fermion en la QED reducida.

SECCION 4.1

La transformacién LKF para fermiones en RQED

La transformacion LKF para fermiones en el espacio de configuraciones quedaria como
S (5;6) = S (1369) o [Bac 0o -Buctor] (4.)

Si observamos la Eq. (3.8), redefinimos la dimensién — ahora d, — para denotar que
estamos en RQED. Y ademas

ddeq e—iq-x
(27T)de q4—25e ’

Ba (wie0) = =if () € = &) '™ |

y a su vez

flee) =T(2—ec)/ (4m)™. (4.3)
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Sabemos que, en el espacio euclidiano, al realizar el cambio de variable indicado en la
Ec. (3.10) e incorporar el angulo sélido definido en la Ec. (3.11), obtenemos:

1 2xldeD)/2
(27r)d6 r (%)
% 2—5+de+285ﬁ (x)47de*256 I (d62_1> r (d€_42+256)

()

[ (de=a
= —if (c) (€ - &»é% ()~ (4.4)

Ade (z5€0) = —if (ee) (€ — 50)62/#7%

2aqrde/2T

donde a = 4—2¢. y d, = 2e.+d,. Al particularizar al caso de la QED reducida (RQED),
consideremos como ejemplo el grafeno. En este sistema, los electrones se propagan en
d. = 3 dimensiones, mientras que los fotones lo hacen en d, = 4. Recordando también
dy—d. .
que se cumple €, = =5=. Observamos que el argumento de la funcién Gamma en el
numerador es:
de—a 3—(4—2¢,) 1
5 5 5 e (4.5)
Para el caso de interés fisico que estudiamos, es decir, d, —d. =1 0 €. = 1/2, tenemos
una divergencia en

T (de - a) =T(0)! (4.6)

Con el fin de aislar y controlar dicha divergencia, introducimos el parametro de regula-
rizacién e, definida como € = ¢, — 1/2, de tal manera que € — 0.

I'(¢)
93—2¢73/2] <% _ 8)

Ry (z:2) = —if (£) (€ — &o)e? ()™ | (4.7)

donde la funcién f(e.) se puede escribir o redefinir en términos de e:
f(e)=T(3/2—¢e)/(4m) ", (4.8)

de modo que el argumento de la funcion Gamma se escribe simplemente como I'(e).
Esta redefiniciéon permite realizar una expansion sistematica alrededor del limite de
interés ¢ — 0, donde la funcién Gamma presenta un polo simple. En este limite, las
funciones involucradas se desarrollan utilizando una expansién de Taylor alrededor de

€ =0 como
) = i—yE—l—llz(GﬁJ—i—ﬂQ)s—i—O(eQ) ,
(px)™* = 1—2cln(ux) +0 (52) ,

(4r)*? = 2y/m+2y/me In(dr) + 0 (), (4.9)
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siendo vg la constante de Euler-Mascheroni. Sustituyendo estas expresiones en la Ec.
(4.4) obtenemos:

~ — 1
As (z;¢) = —i(félfro)a (5 —In(7) —vg —2In (pz) + O (E)> : (4.10)
Como la Ec. (4.10) no puede evaluarse para x — 0, introducimos el pardmetro de

regularizacion adicional xpy;y,:

As (Zmin; €) = _Z.(f—élio)@ (i —In(7) —vg — 2In (Uxmin) + O (E)) . (4.11)

La diferencia entre estas dos tltimas seria

. - —2v
—i [Ag (mini €) — By (w12)] = m( r ) | (4.12)
Lmin
donde v = (¢ — &)/4m y a su vez la constante de estructura fina es a = e*/(4n).
Teniendo la Ec. (4.12) a nuestra disposicién, podemos calcular el propagador del fermién
en QED reducida para cualquier norma arbitraria.

SECCION 4.2

Caso de fermiones sin masa en RQED

Empezamos con el caso del fermién sin masa. Para este caso, solo existe una estructura
de Dirac, mientras que la otra se anula para cualquier norma covariante estrictamente:

Y(2;6) =0,
M (z;€) =0.

En consecuencia, de las Ecs. (4.36) y (3.4) se obtiene que el propagador del fermién en
los espacios de momento y coordenadas adopta la siguiente forma:

S(p;€) = F(Z; ) , (4.13)
S(a; ) = f X (:€) - (4.14)

Suponemos que, en una norma inicial £ = &y, se cumple que F(p;&) = 1. Para QEDy,
la eleccién mas adecuada de la norma inicial es £, = 0, correspondiente a la norma de
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Landau, debido al hecho de que, en la teoria de perturbaciones, bajo la aproximacién
de logaritmos dominantes:

2
F(p;¢) = 1—1—Zflnz2+(9(ozz), (4.15)

lo que implica que nuestra aproximacién es vélida hasta el orden O(«). Sin embargo,
para RQED, la elecciéon més adecuada es & = 1/3 [42], debido a que:

€13, 7

Flpe)=1+2 - =t O(a?). (4.16)

Por razones de generalidad, continuaremos utilizando la notacion &,. Por lo tanto,

X@@@:;S

1 dde —ip-x
=2 | G S0 0)

(75 &)

(2m)
= _i ddep e_ip'ﬂcp L
12 (27T)d5 p2
. . . ' 9
— _112(2271-)@/0 ddep/o depdEfl Sindef2 (9)Qd672 ezp:rcosep‘r;gs (417)

Las integrales se resuelven empleando las Ecs. (A.1), (A.2) y (A.3), lo que conduce a:

1
X (x;&) = — 4.18
(5:60) =~ (4.18)
sin olvidarnos que nos encontramos en d, = 3 dimensiones. Asi que
1 )2 r w3
X (;€) = X (x; &) eM/mom) 0 = —Zmmgm2rs, (4.19)
s

donde v = (£ — &) /4m. Asi, la renormalizacién de la funcién de onda se convierte en
—iF () = [ ' (p-2) 77X (2:6)

o T ) 21/
= 27TP/ dx / df z3 sin 6 cos @ ¢PTcos? <_$mmx—2u—3>
0 0 4T

le{ 00 2 1/2
= —p%/o dx x~"i\/m (px) Js3/o (px) | (4.20)
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y haciendo uso de la Ec. (A.5), se obtiene

F(p;§) = gi‘;lyi—;p”\/?_r /0 T d(pr) (pr) R J32 (p)

2v r(f1—-2v—-1/2+3/2
_ Imlanl/\/%sz/fl/Q (i / / ))

(
V2 T(3(1+20+1/2+3/2))
VT (1=v) (pTmin\¥
_2r(§+u)< . ) . (4.21)

Nuevamente, hacemos uso de la Ec. (A.6) para obtener el resultado y, al fijar x,;, = 2/A,
se tiene:

_yrl(=v) (i)%. (4.22)

Fpé)=—"——7—%

PO = T (g

Este es el resultado para el propagador de fermiones sin masa transformado de norma
en la RQED. Para entrar més a detalle ver Ref. [55].

SECCION 4.3

Caso de fermiones masivos en RQED

Aunque el estudio de las transformaciones de Landau—Khalatnikov—Fradkin en la elec-
trodinamica cuantica reducida sin masa revela las implicaciones de la invariancia de
norma y pone de manifiesto ciertas restricciones perturbativas, resulta natural exten-
der este andlisis al caso con masa fermidnica, con el fin de considerar escenarios realistas
y aplicaciones a sistemas fisicos que contienen fermiones masivos.

En sistemas materiales bidimensionales, como el grafeno, la masa del electron modifica
sus propiedades eléctricas y magnéticas, asi como su comportamiento bajo la aplicacion
de campos externos. Desde una perspectiva formal, la introduccién de una escala de
masa puede regularizar divergencias infrarrojas, enriqueciendo y generalizando el anali-
sis, y permitiendo explorar las implicaciones de las transformaciones de norma sobre la
estructura escalar adicional que aparece en el propagador de fermiones masivos. En este
trabajo, generalizamos las transformaciones LKF al caso masivo, examinando como la
presencia de masa generaliza la forma funcional de la transformacién de norma para el
propagador.
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Nuevamente, iniciamos suponiendo que en una norma inicial & = &,

Fp;&p) 1

) M) o

: (4.23)

Esto es decir que asumimos que, en la norma inicial &y, el propagador del fermién
corresponde al propagador desnudo, es decir,

F(p; &) =
(I% 50)

Por lo tanto,

X (1560) = ~S(3:6) = —— / a*p e—ipm( tp ) (4.24)

¢ 2 (27T)de p2 + m2

Concretamente, para el caso d. = 3, y utilizando las soluciones de las integrales presen-
tadas en el Apéndice, la expresion se transforma en:

7 d? ) T -
Kwty= L ] ()

(2r)° p* +m?

1 -
— —172/ dpﬁ/ df sin 0 cos fe P os?
x (2m)° Jo pP>+m

2 1 oo p? cospr  sinpz
- 2 / dp B 2 - 2
z(2m)”Jo Tptmt \ pr o (pr)

(1 + mx) e e (4.25)

d%e 4 1
Y (2,&) = —m/ (QW)Z;E o i <p2 - m2> )

Procediendo con la sustituciéon d, = 3 y utilizando las férmulas correspondientes del

Apéndice, se obtiene:
Pp e 1
e
om)® p2 + m?

= —LQ/ dp——— / df) sin § e~ cosb
(2m)” Jo p? +
2

m oo P 2 sin px
o 2/ dp 2 2
(2m)” Jo P> +m pI

= (4.26)

De igual forma,

Y (.%, fo) =
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Por lo tanto, el propagador fermiénico masivo inicial —el propagador desnudo— en la
norma &, expresado en el espacio de coordenadas, es:

S(;60) = #X (2;80) + Y (2560)

1 /14+mzN _,.., m ..
= —¢E ( p > e — —e . (4.27)

dmx
Podemos ahora aplicar las transformaciones de norma LKF, dadas en las Ec. (4.11)
y (4.12), para obtener el propagador fermionico, en el espacio de coordenadas, en una
norma arbitraria &, partiendo de su expresion en la norma inicial £ = &, de la siguiente

T stgm [ (e me ()

47 3 4 Lmin

donde, como antes, v = a(§ — &)/ (4m). Nuevamente, escribimos de manera individual,
expresiones de las funciones vectorial y escalar transformadas por las transformaciones
de norma LKF, X (z:£) vy Y (z;€), que definen el propagador fermiénico S (z;¢):

()T e
Y (036) = — e (xzin>_2y . (4.30)

Con el fin de obtener la expresién del propagador en el espacio de momento, procedemos
a efectuar la transformada de Fourier inversa correspondiente.

Ap€) = [ da e (@:6) (431)
iB (€)= [ d e (o) X (156) (4.32)

A continuacién, se lleva a cabo la evaluacion de la integral multidimensional necesaria
para determinar la funciéon A (p;¢), haciendo uso de la ecuacién (4.30).

—2v
A(p;§) = —/d3:c gz 1 o—ma ( ’ ) ,

Lmin

m o 1-2 T ; 0
= ——— drxz e ™ df sin fe'P* "
2v 0 0 )

2xmin

m oo o, sin px
=—— / de x'™2e™ ™ 2 ,
2x 0 pbx

min
m o
Y .
= ———p e ™ sinpr dx |
PTin /0

2v 2 v=3
min I'2-2 " B
p v— m "
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De manera andloga, la funcion B(p,{) puede determinarse utilizando la Ec. (4.29),
siguiendo un procedimiento semejante al aplicado para A(p,§):

) 1 1 —2v
iB (p; 5) — _/de ezpmcos& (p:c COS 0) E ( + mx) e M ('T) ,

x3 Lmin

p [ —mz z v : ipx cos 6
=—= dr (14+mx)e ( > / df sin 0 cos 0 ™ ,

2Jo Tmin 0

00 _oy .
= —g ; dzx (1 4+ mz)e ™ (x:z: > [—22‘ (cospx — Smpf)]
min px (pl’)

1 0o

= —— / dz (14 mz)e ™ 22" "2 (px cos pr — sinpx) , (4.34)
PT i Y0

donde ya hemos realizado la integracion angular. A continuacién, podemos efectuar la
integracion radial para obtener una expresion final cerrada:

1 2v p2 e
B (p;§) = T (MTmin)™ T (=20 — 1) (1 + m2>

[(2y +1) m2msm <2ytan1 (f))
+m? { (1 + 2u:;> sin ((1 — %) tan~! (Z))

— (4y2 + 1) P cos ((1 —2v) tan~! (i)) H : (4.35)

m

Las expresiones no perturbativas (4.33) y (4.35) para las funciones transformadas de
norma A (p; &) y B (p; €), las cuales constituyen el propagador fermiénico
- B(p;¢)
S(p:§) = A(ps§) +i———=,
p

representan dos resultados principales de esta tesis. Estas expresiones son no perturba-
tivas en el sentido de que resumen los resultados de una serie perturbativa infinita en
términos de leyes de potencia o funciones trigonométricas del acoplamiento «.

Para problemas mas practicos y de interés fenomenoldgico, la funcién de masa M (p; €)
resulta mas relevante. Esta puede reconstruirse facilmente a partir de las funciones
A(p;€) y B(p;€) de la siguiente manera:

2
P Ap;§)
Mp:&) =—F7F- (4.36)
B (p;§)
De manera similar, podemos construir una expresién cerrada no perturbativa para la
renormalizacién de la funcién de onda F' (p;€) a partir de la relacién que derivamos
previamente:

F(p;§) = =B (p;&) — M(p;€) A(p; €) - (4.37)
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Podemos ahora centrarnos en la expansion de estos resultados generales como una serie
perturbativa en el régimen de acoplamiento débil, un régimen que es mas comun dentro
del dominio de aplicacion de la electrodinamica.

4.3.1 Expansién perturbativa para p?> < m?

Cuando el acoplamiento « es suficientemente pequeno, es decir, @ < 1, podemos realizar
su expansion perturbativa hasta el orden que se desee. La expansion de los términos al
orden v? y en el orden principal de p*/m? puede expresarse como:

(MTmin)> = 14 2vlog (MEmin) + 202 log? (M) | (4.38)
2\ V"3 2
p N p
<1+m2> =1+ (v=3) e
r'2-2v) B 1 9 2\ 9
(QV_]_)——]_—2’YEV+3(_6’YE_7T )7/ s
. 1P p
1—2v)t 1) =(1—-2v)—.
sin (( v)tan - ( V) -
En orden principal en p?/m?, el resultado es:
ml' (2 —2v 3 p? 2(vr—1
M (p; 5) = ( ) 3 2 9 ( 2 ) :
'(—2v—1) [2v (82 — 1202 —2v+3) m?25(2v —1) (42 —4v — 3)
(4.39)
Podemos expandirla hasta el orden O(a?), lo que significa O(v?), obteniendo:
L) 2 2 p2 4, 1 p2 3
M(p,ﬁ)—m<1+3v(l+5m2>+91/ (1_5m2 +0(7) ] . (4.40)

Noétese que este es el limite de masa grande, p?> < m?, el cual resulta ficil de calcular.
A partir de esta expresion, no es posible recuperar el limite de masa nula.

De manera andloga, procedemos a expandir la funcién F (p; ) hasta el orden o, equi-
valentemente 2, haciendo uso de las expresiones (4.38). Finalmente, obtenemos:

F(p;é)=1+v —é—l—Z'y +1n(m2x2.)+3p2
’ g o min) 5 2

1 4
2 2 2.2 2.2
+v {2 In (m :L'min) + (Q’yE - 3) In (m :cmin)
8 7 8 2 p? 1
2 2,2
T2 T 3T S T T e (27 <7E +30n(m f’“‘mm)) - 29)]
+O(?). (4.41)
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Las Ecs. (4.40, 4.41) constituyen la transformacion LKF de las Ecs. (3.14, 3.15) a nivel
de la teorfa de perturbaciones a orden O(a?), hasta p*/m?.

Para comprobar la validez de la expansién perturbativa en F (p; &), se evaluaron expli-
citamente los términos de primer orden v y segundo orden v? para distintos valores de
MTmin ¥ p°/m? y considerando o = 1/137 y £ =&y = 1. Por ejemplo, para ma,,;, = 1071
y p*/m? = 0, el primer orden resulta aproximadamente —2.8 x 1072, mientras que el se-
gundo orden es ~ 4.4 x 1075, lo que corresponde a una razén relativa de |R| ~ 1.6 x 1073.
Para mZ,;, = 1072 y p?/m? = 0, el primer orden es —5.5 x 1072 y el segundo orden
1.5 x 107°, con |R| ~ 2.8 x 1073, De manera analoga, para m,,;,, = 1073 se obtiene
~ —8.1x 1073 y ~ 3.4 x 107° para el primer y segundo término de la serie respectiva-
mente, con |R| & 4.1 x 107, Estos valores muestran que el segundo orden es consisten-
temente menor que el primero entre dos y tres érdenes de magnitud, confirmando que
la aproximacién perturbativa esta bien justificada en el régimen analizado.

4.3.21 Expansién perturbativa para m? < p?

Como una verificacion adicional de los resultados obtenidos, analizaremos ahora el
comportamiento de nuestras expresiones en el limite en el cual la masa es mucho menor
que el momento, es decir, cuando m? < p?. Este régimen resulta especialmente til,
ya que permite contrastar nuestras féormulas con las expectativas perturbativas bien
establecidas en el limite ultrarelativista o en el limite de masa nula en algunos trabajos
anteriores.

Bajo esta suposicién, podemos expandir las funciones A (p; &) y B (p;€), dadas en las
Ecs. (4.33) y (4.35), respectivamente, reteniendo los términos hasta orden v? y tnica-
mente el orden principal en la razén m?/p?. Al llevar a cabo esta expansién sistemédtica,
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obtenemos:
T ] 9 R (SR )
o (7;) + (Zf) (3-2y—In (pwanm)))

2

+12 (2%%; — % +27p1n (p2x12nin) + ;hlz (prfznin)

+ (T]:L) (27r —2myp —7ln <p2'r12nin>>
+ (;;f) (—2 + 6y — 275 + ﬂ; +31n (p2x1?nin>

—27gIn (p2xr2nin> - ;lnz (p2xfnin>>):| ) (4.42)

»”
+ <T;22> (—1 +2vg +1n (prfnin)))

2
+° ((—4 +4dyp — 295 + % +21n (p*22,,)

B(p;§) = —1+ <m2> +”((2_2’7E_1n (P*7om))

~2ypIn (P, ) — ;th (pwamnD
+ (Zj) <—27 + 272 — ﬂ; — log (p29512nm)
+2vlog (p2xfnin) + ; log® (p%fmn))) : (4.43)

Al sustituir las Ecs. (4.42) y (4.43) en las Ecs. (4.36) y (4.37), podemos obtener la
expresion para la funcién de masa y la expresién para la renormalizacién de la funcion
de onda del fermién. Reteniendo tinicamente el orden principal en la razén m?/p?* y los
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términos hasta orden O(«?), dichas funciones adquieren la forma:

forfer )] e

F(p;¢) = 1—1—1/(—2+27E+1n( mln)—l—?)(p >)

M(p;§) =

V2(4_47E+2%25—7:—21n( mm) +271n< mm)

—I— ln Pt )+ m2 6ve + 31n (pxi,, : (4.45)
p?

Podemos ir un paso mas alld y examinar el limite sin masa, es decir, m — 0. En este
limite, las Ecs. (4.44) y (4.45) se reducen a:

M(p;§) =0, (4.46)
Fp:€) = 1+1/( 2+ 2vp +1In (ii))

i P P’ 2 (P
1/2(4—47E+2’y]25—6 —2In <A2>+2731n <A2> —l R (4.47)

donde z,;, = 1/A. Podemos ver que estos resultados concuerdan con los resultados a
dos lazos en la forma perturbativa en [56].

Con esto concluimos nuestra discusiéon sobre la aplicaciéon de las transformaciones LKF
al propagador de fermiones masivos en la electrodinamica cuantica reducida. Hemos
derivado su expresién no perturbativa, llevado a cabo su expansion perturbativa en el
régimen de acoplamiento débil, y analizado sus propiedades asi como su comparacion
con resultados previos disponibles en la literatura.



Capitulo

Conclusion

En este trabajo, hemos estudiado las transformaciones de Landau—Khalatnikov—Fradkin
(LKF) para el propagador fermiénico masivo en la electrodindmica cudntica reducida
(RQED). Dichas transformaciones habian sido previamente analizadas inicamente para
fermiones sin masa en RQED [54]. En este estudio, hemos generalizado el caso para
incluir fermiones con masa. Los siguientes puntos resumen los aspectos mas originales
y relevantes del trabajo realizado:

1. El estudio de las transformaciones LKF se ha extendido desde el caso sin ma-
sa, [54], al caso del propagador fermiénico con masa en RQED. Esto implica la
transformacion de norma de una estructura de Dirac adicional del propagador,
normalmente referida como la funcién de masa del fermién M (p; £) en espacio de
momentos y Y (z; &) en el espacio de coordenadas:

o Fé)
S = M)
S(w;8) = X (2;8) + Y (7;6).

2. Hemos proporcionado argumentos que demuestran que la mejor elecciéon para
el pardametro de norma inicial es §, = 1/3, ya que la expansién en logaritmos
dominantes del propagador de fermiones sin masa se anula al nivel de un lazo [57].
Por lo tanto, nuestra nueva eleccion de norma inicial no sélo es valida a nivel
arbol (el cual es, de hecho, independiente de la norma), sino que permanece cierta
incluso al nivel de un lazo, una afirmacién que sélo se cumple para £ = 1/3.
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3. Hemos obtenido expresiones cerradas y no perturbativas para ambas funciones
que definen el propagador fermiénico masivo: la renormalizacién de la funciéon de
onda F (p;§) y la funcién de masa del fermion M (p; &).

4. En el caso de un acoplamiento débil, es decir, o < 1, nuestros resultados pueden
expandirse a cualquier orden en teoria de perturbaciones, O(a™). En esta tesis,
hemos elegido expandirlos hasta segundo orden, O(a?), tanto para la renormali-
zacién de la funcién de onda F'(p;€) como para la funcién de masa del fermién

M (p;€).

5. Una caracteristica particularmente distintiva del estudio de las transformaciones
LKF en RQED es que el comportamiento del propagador del fotén en (3 + 1)-
dimensiones interviene en el factor de transformacion de norma del fermion, el
cual, a su vez, esta restringido a moverse en (2+ 1)-dimensiones. Como resultado,
el propagador fermionico transformado adopta una forma que se asemeja mucho
mas a la de la QED, que a la de la QED3 convencional.

Como perspectiva futura, resulta particularmente interesante estudiar estas transfor-
maciones para el caso de la funcién de masa generada dinamicamente, un fenémeno
relacionado con la ruptura dinamica de la simetria quiral, el cual podria corresponder
a las diferencias de propiedades entre el grafeno aislado y el suspendido. Aunque en
esta tesis no se aborda dicho fenémeno, la inclusién del estudio de la funcién de masa
— incluso sin la ruptura dindmica de la simetria quiral — puede servir como una guia
hacia futuros trabajos que incorporen la generacion dindmica de masa.



Integrales utiles

La mayoria de las integrales requeridas en este documento se enlistan a continuacion

para su consulta [58]

/ﬂ— e—ipJJCOS 6) cos @ sin 6dO = 2i (COS (px) - S (p$)> 7
0

pT P2’
/oo p"cos (pz)dp = —(z)"™IT(1 + n) sin (?) ,
0

/OO p"sin (pz)dp = z~"IT(1 + n) cos (712#) :
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