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Enero, 2026

aticas, UNAM

aticas, UNAM

ınez



iii

Agradecimientos

Quiero expresar mi más sincero agradecimiento alPrograma de Apoyo a Proyectos

de Investigación e Innovación Tecnológica (PAPIIT) de laUniversidad Nacional
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del destino celular mediado por p53 y asociado a la cantidad de daño en el DNA”.

Agradezco profundamente a la Dra. Nelly Selem Mojica por permitirme hacer uso
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Resumen
El análisis de imágenes es una herramienta fundamental en bioloǵıa, ya que permite

estudiar propiedades celulares y tisulares relevantes para comprender el estado y funcio-

namiento de los sistemas biológicos. En particular, ha sido ampliamente utilizado para la

identificación de biomarcadores, la segmentación celular y la clasificación de tejidos. Sin

embargo, los métodos tradicionales presentan limitaciones cuando se enfrentan a tejidos

con alta densidad celular, formas irregulares o disposiciones espaciales complejas, como

ocurre en tumores, tejidos neuronales y datos derivados de ómicas espaciales. Estas técni-

cas generan imágenes de alta dimensionalidad que requieren enfoques capaces de capturar

no solo caracteŕısticas individuales de las células, sino también su organización espacial y

conectividad.

En este contexto, el Análisis Topológico de Datos (TDA, por sus siglas en inglés)

surge como una alternativa prometedora para el estudio de patrones celulares complejos.

A diferencia de los métodos convencionales, el TDA permite analizar la estructura glo-

bal de los datos, capturando relaciones espaciales y patrones de conectividad mediante

herramientas de la topoloǵıa algebraica, como la homoloǵıa persistente y los complejos

de Vietoris–Rips. Estas caracteŕısticas hacen del TDA una herramienta adecuada para

estudiar tejidos con alta heterogeneidad y organización espacial intrincada.

El objetivo de esta investigación es evaluar la utilidad del TDA en la clasificación

de patrones celulares en datos de ómicas espaciales, con especial énfasis en tejidos afec-

tados por Anemia de Fanconi, una enfermedad genética asociada a alteraciones en la

reparación del ADN y a una mayor predisposición al cáncer. Se busca determinar si las

representaciones topológicas permiten identificar diferencias estructurales relevantes entre

tejidos normales y afectados, contribuyendo al desarrollo de enfoques más robustos para

el análisis automatizado de imágenes biológicas en contextos complejos.

Palabras clave: topoloǵıa algebraica, homoloǵıa persistente, complejos simpliciales, análi-

sis de datos espaciales, Anemia de Fanconi.



Abstract
Image analysis is a fundamental tool in biology, as it enables the study of cellular

and tissue properties that are essential for understanding the state and function of bio-

logical systems. It has been widely applied to tasks such as biomarker identification, cell

segmentation, and tissue classification. However, traditional methods face important li-

mitations when dealing with tissues exhibiting high cellular density, irregular shapes, or

complex spatial arrangements, as observed in tumors, neuronal tissues, and data derived

from spatial omics. These techniques generate high-dimensional images that require ap-

proaches capable of capturing not only individual cellular features but also their spatial

organization and connectivity.

In this context, Topological Data Analysis (TDA) has emerged as a promising al-

ternative for the study of complex cellular patterns. Unlike conventional methods, TDA

focuses on the global structure of the data, capturing spatial relationships and connec-

tivity patterns through tools from algebraic topology, such as persistent homology and

Vietoris–Rips complexes. These properties make TDA particularly suitable for the analy-

sis of highly heterogeneous tissues with intricate spatial organization.

The aim of this research is to evaluate the usefulness of TDA for the classification

of cellular patterns in spatial omics data, with a particular focus on tissues affected by

Fanconi Anemia, a genetic disorder associated with defects in DNA repair and increased

cancer susceptibility. This work seeks to determine whether topological representations

can identify relevant structural differences between normal and affected tissues, thereby

contributing to the development of more robust approaches for the automated analysis of

biological images in complex contexts.

Keywords: algebraic topology, persistent homology, simplicial complexes, spatial data

analysis, Fanconi anemia.



Caṕıtulo 1

Cuerpo de la Revisión

El análisis de imágenes biológicas se ha consolidado como una herramienta fundamen-

tal en la investigación biomédica actual, al permitir la caracterización a múltiples escalas

espaciales de sistemas celulares complejos. Con tejidos complejos nos referimos a tejidos

con una alta densidad celular, con formas celulares irregulares y compuestos por una gran

diversidad de tipos celulares sin un patrón evidente [26]. Particularmente, el análisis de

imágenes de tejidos ha permitido profundizar en el estudio de la organización espacial de

células en tejidos sanos y patológicos, brindando avances importantes en la comprensión

de los mecanismos fisiopatológicos, la progresión de enfermedades y la respuesta a tera-

pias [17]. Si bien los métodos tradicionales de análisis de imágenes, como la morfometŕıa

clásica, los algoritmos de segmentación y los enfoques basados en aprendizaje profun-

do, han sido fundamentales para el desarrollo del análisis de imágenes, presentan ciertas

limitaciones cuando se aplican a tejidos complejos o a datos con alta dimensionalidad [44].

Estas limitaciones técnicas adquieren mayor relevancia en el contexto de la medicina

de precisión o personalizada, donde la capacidad para cuantificar y clasificar patrones

multicelulares podŕıa transformar los paradigmas diagnósticos y pronósticos [23]. En es-

pecial, en los últimos años, la medicina de precisión ha desarrollado un conjunto de nuevas

técnicas conocidas como ómicas espaciales. Las ómicas espaciales generan imágenes de

tejidos con los perfiles proteómicos o transcriptómicos asociados, con resolución unicelu-

lar, manteniendo la organización espacial de las células en el tejido. De esta forma, estas

técnicas han permitido realizar caracterizaciones de tejidos extremadamente detalladas,

que incluyen, además de la organización celular, los tipos celulares que las componen y la

variabilidad en la expresión genética entre las células que conforman el tejido. Al contener

tal cantidad de detalles, las imágenes generadas por las ómicas espaciales contienen enor-

mes volúmenes de información. Aunado a esto, estas técnicas son comúnmente empleadas

en tejidos complejos. Por estos motivos, los métodos tradicionales de análisis de imágenes

1
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se han visto limitados al tratar de analizar este tipo de datos [24, 45, 19, 28].

Es en este escenario donde el TDA emerge como un marco matemático innovador,

capaz de capturar caracteŕısticas globales de la organización tisular, entendida como la

disposición espacial de las células, sus relaciones de vecindad y la arquitectura colectiva

que conforman en el tejido. Estas propiedades trascienden las mediciones geométricas

convencionales y permiten superar varias limitaciones de los métodos tradicionales, ya

que el TDA puede lidiar con grandes cantidades de información, alta densidad celular y

formas celulares irregulares [8]. El objetivo de este trabajo es explorar la capacidad del

TDA para estudiar y analizar imágenes de tejidos generadas mediante una técnica de

ómica espacial llamada inmunofluorescencia ćıclica en tejido (t-CyCIF por sus siglas en

inglés).

Esta revisión se organiza en cuatro secciones principales que reflejan los ejes concep-

tuales de la investigación:

1. La primera sección examina las limitaciones fundamentales de los métodos tra-

dicionales de análisis de imágenes biológicas, con énfasis en su incapacidad para

caracterizar la topoloǵıa de sistemas multicelulares “complejos”.

2. La segunda sección introduce los fundamentos matemáticos del TDA y sus aplica-

ciones pioneras en biomedicina. Se discuten conceptos como homoloǵıa persistente

y complejos de Vietoris-Rips, ilustrando su implementación en problemas de clasi-

ficación de tejidos y análisis de imágenes médicas.

3. En la tercera sección hablaremos acerca de estudios recientes que emplean TDA

para clasificación de patrones celulares. Por ejemplo en tejidos generados in silico

[5], estudios en cáncer [46] entre otros.

4. La cuarta sección explora los entornos espećıficos donde se aplicará el TDA en esta

investigación. En particular, se detallan los análisis basados en datos derivados de

tecnoloǵıas de ómicas espaciales de nueva generación (como t-CyCIF), las cuales

generan imágenes con resolución unicelular que preservan la organización espacial

de los tejidos. Estas imágenes representan un escenario realista y desafiante para

evaluar el poder del TDA en contextos biomédicos complejos.

En conjunto, estas secciones proporcionan el marco teórico necesario para compren-

der la relevancia del TDA como herramienta de extracción de caracteŕısticas topológicas

en imágenes biológicas complejas, estableciendo aśı las bases conceptuales del presente

estudio.
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1.1. Métodos tradicionales en el análisis de imágenes

biológicas

Los métodos convencionales para el análisis de imágenes de tejidos biológicos se han

basado principalmente en técnicas de morfometŕıa, que, aunque han sido ampliamente

utilizadas, presentan importantes limitaciones al estudiar tejidos complejos [17]. Estos

enfoques se centran en medir caracteŕısticas geométricas básicas, como el tamaño nuclear,

la relación núcleo-citoplasma y la forma celular, aśı como parámetros de textura basados

en la intensidad de los ṕıxeles [20]. En aplicaciones cĺınicas rutinarias, como el análisis de

muestras de sangre o la evaluación de biopsias simples, estos métodos han demostrado ser

útiles, alcanzando precisiones del 85–92 % en la clasificación de tipos celulares [20]. Sin

embargo, cuando se enfrentan a tejidos con alta densidad celular o estructuras complejas,

su eficacia disminuye considerablemente [27]. Por ejemplo, en tumores sólidos como los

glioblastomas, los errores en la caracterización celular pueden alcanzar entre el 35 % y el

60 % [6], debido principalmente a la superposición de núcleos y a la pérdida de bordes ce-

lulares en zonas de contacto estrecho [27]. Las limitaciones se vuelven aún más evidentes al

estudiar células con morfoloǵıas irregulares, como las células metastásicas o las neuronas

con arborizaciones dendŕıticas. En estos casos, los descriptores geométricos tradicionales

resultan insuficientes para caracterizar adecuadamente la estructura celular y tisular [9].

Además, estos métodos muestran una marcada incapacidad para analizar patrones arqui-

tecturales complejos, como los que se observan en los microambientes tumorales o en las

redes vasculares tridimensionales [22].

A éstas limitaciones se suma la dificultad de trabajar con datos de alta dimensiona-

lidad. Por ejemplo, en imágenes biológicas modernas, especialmente aquellas generadas

mediante ómicas espaciales, es posible caracterizar varias propiedades de cada célula de

forma simultánea, incluyendo la concentración de distintas protéınas (marcadores protei-

cos) o la expresión de diferentes genes (información transcriptómica). La concentración de

cada protéına o el nivel de expresión de cada gen se puede considerar como una dimensión

adicional en un espacio de caracteŕısticas que describe a cada una de las células que com-

ponen el tejido. Aśı, aunque geométricamente una imagen sea bidimensional, cada célula

tiene asociada un vector de decenas o incluso cientos de dimensiones. Esta alta dimensio-

nalidad añade complejidad al análisis computacional y pone en evidencia la necesidad de

métodos capaces de integrar información multivariada.

Más allá de sus limitaciones geométricas y dimensionales, los métodos tradicionales no

capturan relaciones multivariantes ni dependencias espaciales entre células. Esto provoca

una pérdida de información sobre la organización global del tejido, dificultando la iden-

tificación de patrones multicelulares que podŕıan ser de relevancia cĺınica [26, 24]. Esta
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limitación cobra especial importancia cuando se busca explotar la riqueza de los datos de

ómicas espaciales, que combinan alta resolución espacial con múltiples propiedades celu-

lares, generando conjuntos de datos extremadamente grandes para los cuales los métodos

tradicionales de análisis de imágenes no están diseñados.

Además de las limitaciones estructurales y de complejidad celular, los métodos tra-

dicionales enfrentan dificultades significativas al manejar grandes cantidades de informa-

ción. En estudios modernos de tejidos, cada muestra puede contener miles de células y

múltiples regiones de interés, e incluso se analizan decenas o cientos de imágenes por pa-

ciente. Si bien varios enfoques convencionales pueden procesar estos datos a nivel local,

no están diseñados para integrar y resumir de manera efectiva la organización espacial

global de los tejidos, lo que dificulta la identificación de patrones multicelulares relevantes

y biomarcadores espaciales cŕıticos [26, 24, 19].

Frente a estas limitaciones, ha surgido la necesidad de desarrollar nuevos enfoques

anaĺıticos que permitan caracterizar la estructura espacial y topológica de los sistemas

biológicos, capturando relaciones multiescala que no son evidentes mediante descriptores

locales.

Como evolución natural de los métodos tradicionales, las técnicas de aprendizaje au-

tomático y en particular las redes neuronales convolucionales (CNNs) han emergido como

herramientas poderosas para el análisis de imágenes biológicas. Estos enfoques superan

muchas de las limitaciones de la morfometŕıa clásica al aprender patrones directamen-

te de los datos, sin depender exclusivamente de caracteŕısticas predefinidas. Las CNNs

han demostrado un notable éxito en aplicaciones como la clasificación automatizada de

tipos celulares y la detección de anomaĺıas morfológicas, alcanzando precisiones que supe-

ran el 90% en condiciones controladas. Su capacidad para capturar patrones complejos en

múltiples escalas las hace particularmente adecuadas para analizar tejidos con estructuras

irregulares, donde los métodos tradicionales fallan. Por ejemplo, en el análisis de tumo-

res cerebrales, las CNNs pueden identificar subtipos histológicos con una sensibilidad del

85-92%, superando significativamente los enfoques basados en morfometŕıa convencional.

Sin embargo, estos métodos presentan sus propias limitaciones. Requieren grandes

conjuntos de datos etiquetados para entrenamiento, son vulnerables a sesgos en los da-

tos de entrada y funcionan como “cajas negras”, proporcionando poca información sobre

qué caracteŕısticas espećıficas están utilizando para sus clasificaciones. Además, aunque

pueden detectar patrones complejos, no cuantifican expĺıcitamente las relaciones en que

las células están distribuidas y organizadas unas respecto a otras, más allá de su forma

individual. En otras palabras, las CNN no pueden cuantificar las propiedades topológicas

de los tejidos, las cuales son cruciales para entender la organización tisular. Esto incluye,

por ejemplo, conjuntos de células que se agrupan o se encuentran próximas, la formación
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de bucles o cavidades (zonas vaćıas rodeadas por células), y patrones generales que se

repiten a lo largo del tejido. Analizar las relaciones topológicas permite caracterizar la es-

tructura global del tejido, algo que los descriptores locales o incluso las CNNs no capturan

directamente. Es precisamente en esta última limitación donde los métodos basados en

topoloǵıa ofrecen una alternativa complementaria. Mientras que las CNNs se enfocan en

patrones locales de intensidad y textura, el análisis topológico proporciona herramientas

matemáticas para cuantificar propiedades globales como conectividad, agrupamiento y

patrones espaciales a gran escala. Esta diferencia fundamental sugiere que la integración

de ambos enfoques podŕıa ofrecer una solución más completa, combinando la potencia del

aprendizaje profundo para el reconocimiento de patrones con la capacidad de la topoloǵıa

para caracterizar la organización estructural de los sistemas biológicos.

Este marco conceptual nos lleva a explorar el análisis topológico de datos, un área de

las matemáticas que combina conceptos de topoloǵıa algebraica y geometŕıa para estudiar

la estructura intŕınseca de los datos. El TDA permite cuantificar de manera rigurosa la

conectividad, los agrupamientos y los patrones espaciales de las células en un tejido,

superando las limitaciones de los métodos tradicionales y complementando la información

extráıda por las redes neuronales convolucionales (CNNs). A continuación, se describe en

qué consiste el análisis topológico de datos.
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1.2. Introducción al Análisis Topológico de Datos

Como se describió en la sección previa, el surgimiento del TDA para el análisis de

imágenes de tejidos biológicos representa una respuesta a las limitaciones de los enfoques

tradicionales que existen en el área. Frente a la dificultad de caracterizar la estructura de

grandes bases de datos y de formas (celulares y tisulares) complejas mediante herramientas

métricas o geométricas convencionales, el TDA ofrece un marco matemático que permite

capturar la “forma” de los datos, entendida como su estructura global de conectividad y

organización.

En esta sección se presentan los fundamentos teóricos del TDA y se revisan ejemplos

de implementación de estas herramientas en múltiples entornos. Para las definiciones,

teoremas y resultados formales que se emplearán, aśı como para una exposición más de-

tallada del marco teórico, se puede consultar [8, 36].

Supongamos que se tiene un conjunto de puntos {x0, . . . , xk} en Rn. Se asume que

estos puntos satisfacen la condición de que el conjunto de vectores en Rn representados

por las diferencias {x1 − x0, . . . , xk − x0} son linealmente independientes.

Definición 1. El k-śımplice generado por los puntos {x0, . . . , xk} es el conjunto de todos

los puntos z =
∑k

i=0 aixi donde ai ≥ 0 y
∑k

i=0 ai = 1. Para un z dado, nos referi-

mos a ai como la i-ésima coordenada baricéntrica. El k-śımplice generado por los puntos

{x0, . . . , xk} se denota por ⟨x0, . . . , xk⟩. La dimensión de un k-śımplice se define como k,

es decir, el número de vértices que lo generan menos uno. En la Figura 1.1 se muestran

ejemplos de śımplices en distintas dimensiones.

Figura 1.1: Ejemplos de śımplices en distintas dimensiones: (a) 0-śımplice (vértice), (b) 1-śımplice

(arista), (c) 2-śımplice (triángulo) y (d) 3-śımplice (tetraedro). Cada śımplice es la envolvente convexa

de sus vértices.

Definición 2. El interior de un śımplice S generado por los puntos x0, . . . , xk, denotado

por int(S), es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas baricéntricas ai son
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estrictamente positivas, es decir,

int(S) =

{
k∑

i=0

aixi

∣∣∣∣∣ ai > 0,
k∑

i=0

ai = 1

}
.

La frontera del śımplice, denotada por ∂S, está formada por todos los puntos de S para

los cuales al menos una de sus coordenadas baricéntricas es cero, es decir,

∂S =

{
k∑

i=0

aixi

∣∣∣∣∣ ai ≥ 0,
k∑

i=0

ai = 1, ∃ i tal que ai = 0

}
.

La Figura 1.2 ilustra un ejemplo de un śımplice y la distinción entre su interior y su

frontera.

Figura 1.2: Ejemplo de un 2-śımplice (triángulo), su interior y frontera: (a) śımplice completo, que

incluye interior y frontera; (b) frontera del śımplice (∂S), correspondiente a los lados y vértices; (c)

interior del śımplice (int(S)), formado por los puntos cuyas coordenadas baricéntricas son estrictamente

positivas.

Definición 3. Para un śımplice S generado por los puntos P = {x0, . . . , xk}, una cara

de S se refiere a cualquier śımplice generado por un subconjunto no vaćıo de P .

Definición 4. Un complejo simplicial X en Rn es un conjunto de śımplices en Rn tal

que:

1. Cada cara de un śımplice en X también pertenece a X.

2. La intersección de dos śımplices cualesquiera en X, si no es vaćıa, es una cara común

de ambos.

La dimensión de un complejo simplicial X se define como la dimensión máxima de los

śımplices que lo componen.
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Ejemplo 5. A continuación se muestra un ejemplo de un complejo simplicial en R2. Sea

X el complejo simplicial definido como:

X = {⟨P ⟩, ⟨S⟩, ⟨N⟩, ⟨O⟩, ⟨Q⟩, ⟨T ⟩, ⟨R⟩, ⟨P, S⟩, ⟨P,N⟩, ⟨P,Q⟩, ⟨P, T ⟩, ⟨S,N⟩, ⟨N, T ⟩,
⟨N,O⟩, ⟨O,Q⟩, ⟨O, T ⟩, ⟨O,R⟩, ⟨Q, T ⟩, ⟨Q,R⟩, ⟨N,O, T ⟩, ⟨O,Q, T ⟩}.

La Figura 1.3 muestra la representación geométrica del complejo, donde se observan los

vértices (śımplices de dimensión 0), las aristas (śımplices de dimensión 1) y los triángulos

(śımplices de dimensión 2). En total, el complejo está formado por 7 śımplices de dimensión

0, 12 śımplices de dimensión 1 y 2 śımplices de dimensión 2.

Figura 1.3: Ejemplo de un complejo simplicial en R2. Se muestran los śımplices de dimensión 0, 1 y 2

que conforman el complejo, correspondientes a vértices, aristas y triángulos, respectivamente.

Definición 6. Sea X un conjunto, un recubrimiento de X es una colección de conjuntos

no vaćıos C = {Cα} tal que la unión de todos ellos contiene completamente a X, es decir,

X ⊂
⋃

α Cα.

Definición 7. Sea X un conjunto y C = {Cα} un recubrimiento de X. El nervio de

C, denotado K(C), es el complejo simplicial cuyos śımplices son todos los subconjuntos

finitos no vaćıos de C cuya intersección no es vaćıa.

Más precisamente, un śımplice s ∈ K(C) tiene la forma

s = {Ci1 , Ci2 , . . . , Cin} ⊆ C, con
n⋂

k=1

Cik ̸= ∅.

En otras palabras, la construcción del nervio se realiza de la siguiente manera: pri-

mero, cada conjunto del recubrimiento representa un vértice (0-śımplice). Cuando dos

conjuntos del recubrimiento se intersectan, se crea una arista (1-śımplice) entre sus vérti-

ces correspondientes. Si tres conjuntos tienen una intersección común, sus vértices forman

un triángulo (2-śımplice). Este proceso continúa de manera similar para intersecciones de

más conjuntos, generando śımplices de dimensiones superiores.
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Ejemplo 8. Consideremos X = {A,B,C,D,E} un conjunto de puntos con un recu-

brimiento C = {a, b, c, d, e}, como se muestra en la Figura 1.4. El nervio del complejo

simplicial asociado es:

N (C) = {⟨A⟩, ⟨B⟩, ⟨C⟩, ⟨D⟩, ⟨E⟩, ⟨C,E⟩, ⟨C,B⟩, ⟨B,D⟩, ⟨E,B⟩, ⟨A,B⟩, ⟨B,C,E⟩}

Como se observa en la figura, el nervio refleja la estructura de intersecciones del recubri-

miento.

Figura 1.4: Ejemplo de construcción del nervio a partir de un recubrimiento. Cada conjunto del re-

cubrimiento corresponde a un vértice (0-śımplice). Si dos conjuntos se intersectan, se genera una arista

(1-śımplice) entre los vértices correspondientes. Cuando tres conjuntos comparten intersección, forman

un triángulo (2-śımplice).

Teorema 9 (Teorema del Nervio [21, Corolario 4G.3]). Sea X un espacio topológico

paracompacto y U = {Ui}i∈A un recubrimiento por abiertos de X, donde A es un conjunto

finito o numerable. Si para toda familia finita no vaćıa S ⊆ A, la intersección
⋂

s∈S Us es

contráctil (o vaćıa), entonces el nervio N(U) es homotópicamente equivalente a X.

El Teorema anterior garantiza que, bajo ciertas condiciones, el nervio de un recu-

brimiento abierto de un espacio topológico es homotópicamente equivalente al espacio

original. Esto es relevante en este trabajo, ya que permite modelar los patrones celulares

mediante complejos simpliciales construidos a partir de centroides y relaciones de proxi-

midad, asegurando que la información topológica esencial del espacio original se preserve

en los análisis de persistencia.
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Con las definiciones anteriores podemos definir la construcción de uno de los complejos

simpliciales más utilizados dentro de lo que es el análisis de datos que usaremos a lo largo

de esta tesis.

1.2.1. Complejo de Vietoris-Rips

Definición 10 (Complejo de Vietoris-Rips). Sea (X, d) un espacio métrico finito y ε > 0

un parámetro. El complejo de Vietoris-Rips con parámetro ε, denotado por V Rε(X), es

el complejo simplicial que tiene como vértices los puntos de X, y donde un subconjunto

finito {x0, x1, . . . , xk} ⊆ X genera un k-śımplice si la distancia entre cada par de sus

puntos satisface

d(xi, xj) ≤ 2ε, para todo 0 ≤ i, j ≤ k.

Intuitivamente, el complejo de Vietoris–Rips conecta todos los puntos que están a una

distancia menor o igual que 2ε, y añade śımplices cuando hay conjuntos de puntos que

están mutuamente conectados por esa distancia.

En la Figura 1.5 se muestra un ejemplo con ocho puntos, a cada uno de los cuales

se le asignó un radio fijo. Como resultado, se generan nueve 1-śımplices (aristas) y dos

2-śımplices (triángulos) que ilustran cómo surge la estructura simplicial a partir de las

relaciones de proximidad.

Figura 1.5: Ejemplo de construcción de un complejo de Vietoris–Rips con ε = 2.1 sobre un conjunto de

ocho cero śımplices. Se forman nueve 1-śımplices (aristas) y dos 2-śımplices (triángulos).
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1.2.2. Homoloǵıa persistente

La homoloǵıa persistente es un método del Análisis Topológico de Datos (TDA) que

permite estudiar las caracteŕısticas cualitativas de los datos que persisten a través de

múltiples escalas. Este enfoque proporciona una representación compacta y robusta de

las propiedades topológicas de un conjunto de datos, siendo insensible a perturbaciones,

dimensiones o coordenadas espećıficas. Además, la homoloǵıa persistente constituye un

área activa de investigación, tanto en su formulación teórica como en el desarrollo de

algoritmos y software especializados para su cómputo [31, 8, 12]. En este trabajo no se

profundiza en los aspectos algebraicos formales de la homoloǵıa persistente, centrándose

en su interpretación geométrica y en su aplicación al análisis de datos espaciales. Para

una exposición detallada de la teoŕıa subyacente y de sus propiedades, se remite al lector

a [16, 14].

Definición 11. Sea S un complejo simplicial. Una filtración F de S es una familia de

complejos simpliciales {Si}i∈I , indexada por un conjunto totalmente ordenado I, tal que

Si ⊆ Sj si i ≤ j.

Un modo de obtener una filtración a partir de un conjunto de puntos es considerar,

para cada ε ≥ 0, el complejo de Vietoris–Rips V Rε(X). Dado un conjunto de puntos

(X, d) y un parámetro ε > 0, el complejo V Rε(X) tiene como vértices los puntos de X

y contiene un k-śımplice {x0, . . . , xk} siempre que d(xi, xj) ≤ 2ε para todo i, j. Si ε ≤ ε′,

entonces

V Rε(X) ⊆ V Rε′(X),

por lo que la familia {V Rε(X)}ε≥0 constituye una filtración. En la práctica, esta filtración

continua suele discretizarse mediante una sucesión finita de valores ε1 < ε2 < · · · < εn, lo

que permite identificarla con una filtración indexada por enteros del tipo {Si}i∈N.
En la Figura 1.6 se ilustra este proceso tomando como referencia el conjunto de puntos

mostrado en la Figura 1.5. Los vértices (los puntos) están presentes desde ε = 0; al

incrementar el radio ε aparecen aristas entre pares de puntos cuya distancia satisface

la condición, y para valores mayores de ε se forman śımplices de dimensión superior

(triángulos, etc.).

A cada nivel de la filtración se le puede asociar un grupo de homoloǵıa Hk(Si), que

describe las clases de k-agujeros presentes en dicha escala. Gracias a la inclusión Si ⊆ Sj

para i ≤ j, existe un morfismo inducido en homoloǵıa

fk
i,j : Hk(Si) → Hk(Sj),

el cual permite seguir la evolución de una clase de homoloǵıa a lo largo de la filtración.
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Figura 1.6: Filtración de un complejo de Vietoris–Rips construida a partir del conjunto de ocho puntos

mostrado en la Figura 1.5. Las subfiguras (a)–(e) muestran la evolución del complejo al incrementar el

parámetro ε = 0, 1.56, 1.64, 1.91, y 2.10, respectivamente. A medida que aumenta ε, aparecen progresi-

vamente aristas (1–śımplices) y triángulos (2–śımplices), generando la secuencia creciente de complejos

∅ = S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ S4.

Definición 12. Sea F : S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ Sn una filtración de complejos simpliciales y

α ∈ Hk(Si) una clase de homoloǵıa k-ésima no tivial. Decimos que α nace en Si si no está

en la imagen del morfismo inducido f k
i−1,i : Hk(Si−1) → Hk(Si). La clase α muere en Sj

(con j > i) si su imagen bajo f k
i,j : Hk(Si) → Hk(Sj) es trivial, es decir, f

k
i,j(α) = 0, pero

fk
i,j−1(α) ̸= 0.

Intuitivamente, una clase de homoloǵıa nace cuando aparece una nueva caracteŕıstica

topológica independiente, como un componente conexo o un agujero. Dicha clase muere

cuando, al aumentar el parámetro de filtración, la estructura que representa se rellena
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(por ejemplo, un ciclo que pasa a ser la frontera de un śımplice de dimensión superior)

o colapsa (como una componente que se fusiona con otra), volviéndose homológicamente

trivial.

Geométricamente, una clase puede representar:

Una componente conexa (dimensión 0): nace cuando aparece una nueva región

desconectada del resto del complejo y muere cuando esta región se conecta con otra

mediante la adición de śımplices.

Un ciclo o agujero (dimensión 1): nace cuando se forma un lazo cerrado de aristas

y muere cuando dicho lazo queda rellenado por śımplices de dimensión superior.

Una cavidad (dimensión 2): nace cuando se forma una superficie cerrada delimitada

por 2-śımplices y muere cuando esa superficie se rellena con śımplices de dimensión

superior.

Ejemplo 13. Considere un conjunto de puntos distribuidos en forma circular. Al cons-

truir el complejo de Vietoris-Rips, inicialmente sólo se observan componentes aisladas

(caracteŕısticas de homoloǵıa de dimensión 0). Conforme se aumenta el parámetro de fil-

tración ε, se crean conexiones (aristas) y eventualmente se forma un ciclo 1-dimensional

que representa el agujero en el centro del ćırculo. Este ciclo nace en un valor ε = εnacimiento

y muere en ε = εmuerte, cuando suficientes conexiones hacen que el ciclo quede rellenado.

El intervalo [εnacimiento, εmuerte) mide la persistencia del agujero.

El conjunto de clases de homoloǵıa y sus intervalos de persistencia puede representarse

de manera visual mediante dos construcciones equivalentes:

Código de barras: cada clase de homoloǵıa se representa mediante un segmento

horizontal que inicia en su punto de nacimiento y termina en su punto de muerte,

reflejando aśı su intervalo de persistencia.

Diagrama de persistencia: cada clase se representa como un punto en el plano

con coordenadas (nacimiento,muerte), donde los puntos más alejados de la diagonal

indican caracteŕısticas topológicas más persistentes.

Ambas representaciones están fundamentadas en una construcción algebraica llamada

módulo de persistencia, que formaliza cómo evolucionan las clases de homoloǵıa a lo

largo de una filtración [14, 32]. A continuación se presentan las definiciones formales del

código de barras y del diagrama de persistencia, que permiten no solo visualizar las clases

persistentes, sino también analizarlas de manera cuantitativa.
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Figura 1.7: Filtración del complejo de Vietoris–Rips construida sobre un conjunto de puntos distribuidos

en forma circular. (a) Para valores pequeños de ε, sólo existen componentes conexas aisladas (0-śımplices).

(b) Al incrementar ε, aparecen aristas (1-śımplices) que forman un ciclo 1-dimensional, el cual representa

el agujero central. (c) Para valores aún mayores de ε, se forman algunos triángulos (2-śımplices), rellenando

parcialmente el ciclo; sin embargo, la clase de homoloǵıa 1 asociada al agujero central todav́ıa persiste.

El intervalo de persistencia [εnacimiento, εmuerte) cuantifica la duración de este agujero.

Definición 14 (Código de barras). Sea F = {Si}i∈N una filtración de complejos simpli-

ciales y Hk(Si) el grupo de homoloǵıa en dimensión k. El código de barras es una colección

de intervalos [bi, di) que describen el tiempo de vida de las clases de homoloǵıa: bi corres-

ponde al nivel (o valor del parámetro de la filtración) en que una clase nace, y di al nivel

en que muere dentro de la filtración.

Formalmente, el código de barras resume la evolución de las clases de homoloǵıas a

lo largo de la filtración, indicando en qué valores del parámetro de filtración cada clase

aparece y desaparece. Para una exposición más detallada sobre su construcción, véase

[47, 14]. Un ejemplo de esta representación puede observarse en la Figura 1.8.
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Figura 1.8: Código de barras. Cada barra horizontal representa una clase de homoloǵıa: las barras

rojas corresponden a clases en H0 (componentes conexas), mientras que las barras azules representan

clases en H1 (agujeros o ciclos). El eje horizontal indica el parámetro de filtración, donde el inicio de

cada barra representa el nacimiento de una clase y el final su muerte. La longitud de la barra refleja la

persistencia de la caracteŕıstica topológica.

Definición 15 (Diagrama de persistencia). Dado un código de barras {[bi, di)}ni=1, el

diagrama de persistencia es un multiconjunto de puntos en el plano:

Dgm = {(bi, di) ∈ R2 | [bi, di) es un intervalo en el código de barras}.

Cada punto (bi, di) indica que una clase de homoloǵıa aparece en el nivel (o valor del

parámetro de la filtración) bi y desaparece en di. Si una clase persiste indefinidamente, se

le asigna di = ∞. Por convención, se incluye la diagonal b = d con multiplicidad infinita, lo

que significa que se considera disponible un número ilimitado de puntos sobre la diagonal

para emparejar clases que aparecen y desaparecen inmediatamente al calcular distancias

entre diagramas, permitiendo aśı definir métricas estables entre diagramas de persistencia

[12, 14, 32]. Un ejemplo de diagrama de persistencia correspondiente al código de barras

de la Figura 1.8 se muestra en la Figura 1.9.

Tanto el código de barras como el diagrama de persistencia representan la misma

información topológica: cada intervalo [bi, di) del código de barras se corresponde con un

punto (bi, di) en el diagrama de persistencia. La diferencia principal está en la visualización

y el análisis: el código de barras destaca la duración o persistencia de cada clase de

homoloǵıa a lo largo de la filtración, mientras que el diagrama de persistencia facilita

la comparación entre conjuntos de datos y el análisis de estabilidad mediante el uso de

distancias métricas entre diagramas [8, 31].
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Figura 1.9: Diagrama de persistencia. Cada punto (bi, di) representa una clase de homoloǵıa: los

puntos rojos corresponden a clases en H0 y los azules a clases en H1. El eje x indica el nacimiento de la

clase y el eje y su muerte. La distancia a la diagonal refleja la persistencia: los puntos más alejados de la

diagonal representan caracteŕısticas topológicas más estables.

Una vez obtenidos los diagramas de persistencia, surge la necesidad de compararlos

entre śı, especialmente al analizar múltiples conjuntos de datos, como distintas imáge-

nes celulares o tejidos. Estas comparaciones permiten identificar similitudes o diferencias

en las estructuras topológicas subyacentes. Para ello, se han desarrollado métricas que

cuantifican la distancia entre diagramas de persistencia, como la distancia de cuello de

botella y la distancia de Wasserstein. Estas métricas proporcionan una base matemática

sólida para evaluar la estabilidad de los invariantes topológicos y para construir modelos

de clasificación, agrupamiento o regresión sobre datos biológicos complejos [12, 32].

Definición 16 (Distancia cuello de botella). Sean D1 y D2 dos diagramas de persistencia.

La distancia cuello de botella entre ellos se define como

dB(D1, D2) = ı́nf
γ

sup
x∈D1

∥x− γ(x)∥∞,

donde γ recorre todos los emparejamientos (biyecciones parciales) entre los puntos de D1

y D2. En estos emparejamientos se permite asociar puntos de un diagrama con la diagonal

b = d, lo que corresponde a considerar clases de homoloǵıa que aparecen y desaparecen

inmediatamente. La norma ∥ · ∥∞ denota la norma del supremo en R2, definida para un

punto (x1, x2) ∈ R2 como

∥(x1, x2)∥∞ = máx{|x1|, |x2|}.
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Esta distancia mide el mayor desplazamiento necesario para transformar un diagrama de

persistencia en otro, capturando la diferencia máxima entre sus caracteŕısticas topológicas

más persistentes.

En la definición general, los puntos con coordenada de muerte infinita se consideran

emparejados entre śı o con la diagonal. En nuestro caso particular, como se explica en

la Sección 2.3, los diagramas de persistencia se generan a partir del complejo de Vieto-

ris–Rips usando un radio lo suficientemente grande, por lo que en cada diagrama aparece

exactamente un punto que persiste hasta el infinito. Al comparar diagramas, estos pun-

tos se ignoran de manera expĺıcita, ya que, al haber solo uno por diagrama, no aportan

información discriminante.

Ejemplo 17 (Cálculo paso a paso de la distancia de cuello de botella). Para ilustrar el

cálculo de la distancia de cuello de botella entre dos diagramas de persistencia, conside-

remos los diagramas D1 y D2 mostrados en la Figura 1.10. Cada diagrama representa

caracteŕısticas topológicas obtenidas a partir del complejo de Vietoris–Rips, donde los

ćırculos corresponden a componentes conexas (clases en H0) y los triángulos a ciclos (cla-

ses en H1).

La distancia de cuello de botella dB(D1, D2) mide la máxima discrepancia entre las

clases de homoloǵıa de ambos diagramas, de acuerdo con la correspondencia óptima entre

sus puntos. El cálculo se realiza de las siguiente manera:

1. Visualización de los diagramas: se consideran los dos diagramas de persistencia

D1 y D2, donde cada punto (b, d) representa el nacimiento y muerte de una clase de

homoloǵıa.

2. Superposición de diagramas: los diagramas D1 y D2 se superponen en un mis-

mo plano para identificar visualmente las posibles correspondencias entre puntos,

con esto podemos apreciar las diferencias globales entre las estructuras topológicas

representadas en ambos diagramas.

3. Emparejamiento óptimo de puntos: se busca una correspondencia γ : D1 → D2

que minimice la distancia máxima entre los puntos emparejados. Para un punto

x = (b1, d1) ∈ D1 y su imagen γ(x) = (b2, d2) ∈ D2, la distancia entre ambos se

mide utilizando la norma infinito

∥x− γ(x)∥∞ = máx{|b1 − b2|, |d1 − d2|}.

El valor óptimo de esta distancia máxima se denomina distancia de cuello de botella.
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Este procedimiento permite cuantificar la similitud entre diagramas de persistencia

de forma robusta, capturando la mayor discrepancia entre sus caracteŕısticas topológicas

dominantes.

(a)

(b) (c)

Figura 1.10: Distancia de cuello de botella. (a) Diagramas de persistencia D1 y D2. (b) Super-

posición de ambos diagramas. (c) Emparejamiento óptimo; la ĺınea más larga define dB(D1, D2). Esta

métrica se define por la mayor distancia entre los puntos emparejados, enfatizando las diferencias más

significativas entre diagramas.

Definición 18 (Distancia de Wasserstein). Dado p ≥ 1, la distancia de Wasserstein de

orden p entre dos diagramas de persistencia D1 y D2 se define como

dWp(D1, D2) =

(
ı́nf
ϑ

∑
x∈D1

∥x− ϑ(x)∥p∞

)1/p

,

donde ϑ recorre todos los emparejamientos admisibles entre D1 y D2, y ∥ · ∥∞ denota la

norma infinito.
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A diferencia de la distancia de cuello de botella, esta métrica considera el desplaza-

miento total acumulado (elevado a la potencia p y promediado), por lo que resulta más

sensible a diferencias pequeñas distribuidas a lo largo del diagrama.

De manera análoga al caso del cuello de botella, los puntos con muerte infinita suelen

emparejarse entre śı o con la diagonal. Sin embargo, en este análisis se ignoran dichos

puntos, ya que la construcción mediante complejos de Vietoris-Rips garantiza que única-

mente aparece un punto infinito por diagrama, el cual es común en todos los casos y no

afecta la comparación entre muestras.

Ejemplo 19 (Cálculo paso a paso de la distancia de Wasserstein). Para ilustrar el cálculo

de la distancia de Wasserstein entre dos diagramas de persistencia, consideremos los dia-

gramas D1 y D2 mostrados en la Figura 1.11. Cada diagrama representa caracteŕısticas

topológicas obtenidas a partir del complejo de Vietoris-Rips, donde los ćırculos corres-

ponden a componentes conexas (clases en H0) y los triángulos a ciclos (clases en H1).

El cálculo se realiza siguiendo los pasos que se describen a continuación, haciendo

referencia a la definición de la distancia de Wasserstein dWp(D1, D2) ya presentada:

1. Proyección de puntos a la diagonal: se proyectan los puntos fuera de la diagonal

sobre la diagonal. Los puntos cercanos a la diagonal representan caracteŕısticas

topológicas de corta duración y se consideran poco significativos, pudiendo ignorarse

temporalmente. Los puntos con muerte infinita también se ignoran en este paso,

ya que aparecen de manera consistente en todos los diagramas y no afectan la

comparación.

2. Intercambio de proyecciones entre diagramas: si los diagramas contienen di-

ferente número de puntos fuera de la diagonal, las proyecciones se intercambian para

equilibrar la cantidad de puntos y permitir un emparejamiento completo.

3. Determinación de la biyección óptima: se define la correspondencia s : D1 →
D2 que minimiza la suma total de las distancias entre los puntos emparejados. En

la práctica, cada elemento de una clase de homoloǵıa en dimensión 0 (ćırculo) se

empareja únicamente con otro elemento de dimensión 0, y cada clase en dimensión 1

(triángulo) con otra de dimensión 1, de modo que la biyección preserve la dimensión

homológica.

4. Cálculo de la distancia: una vez obtenida la biyección óptima s, se calcula la

distancia de Wasserstein Wp(D1, D2) como la suma acumulada de las distancias de

los puntos emparejados, elevada a la potencia p y posteriormente se extrae la ráız

p-ésima.
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Este procedimiento permite comparar diagramas de persistencia de manera rigurosa,

incluso cuando los diagramas contienen diferente número de caracteŕısticas, algunas des-

aparecen rápidamente o existen puntos con muerte infinita. En estudios de simulación, se

utiliza para cuantificar la similitud global entre configuraciones de part́ıculas y, en nuestro

caso, entre patrones de organización celular.
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(a)

(b)

(c)

Figura 1.11: Distancia de Wasserstein. (a) Proyección ortogonal sobre la diagonal. (b) Intercambio

de proyecciones entre diagramas. (c) Emparejamiento óptimo mediante la biyección S. La distancia de

Wasserstein evalúa la similitud entre diagramas considerando la suma total de las distancias entre los

puntos emparejados.
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1.2.3. Aplicaciones del TDA en imágenes biológicas

La homoloǵıa persistente, como herramienta computacional, ha sido implementada con

éxito en estudios de imágenes biomédicas, revelando patrones que pasan desapercibidos

para los métodos tradicionales basados en segmentación o geometŕıa local [44]. Gracias

a su naturaleza multiescala y a su invariancia frente a transformaciones geométricas, el

TDA permite capturar la estructura global de los datos, incluyendo relaciones espaciales

y organizaciones celulares no triviales.

La aplicación del TDA para la clasificación de patrones celulares ha sido previamente

demostrada. Por ejemplo, en el trabajo de Bhaskar et al. (2023) [5], el TDA se empleó

para analizar la distribución espacial de células con diferentes niveles de adhesión, utili-

zando la homoloǵıa persistente para agrupar patrones celulares basándose en su conectivi-

dad topológica, sin necesidad de segmentación expĺıcita. Este enfoque permitió distinguir

subpoblaciones celulares en ambientes heterogéneos u homogéneos, revelando estructuras

organizacionales relacionadas con estados funcionales. El trabajo previo se enfocaba en

la clasificación de patrones celulares simples con morfoloǵıas celulares sencillas. Sin em-

bargo, una de las aplicaciones más destacadas ha sido en el análisis de imágenes celulares

obtenidas mediante tecnoloǵıas de multiplexado o microscoṕıa de célula única, donde la

alta densidad y variabilidad morfológica dificultan el uso de herramientas convencionales.

Por ejemplo, el estudio de Aukerman et al.(2020)[3], utilizó homoloǵıa persistente para

caracterizar la organización espacial de células inmunes y tumorales en el microambiente

del cáncer de mama, a partir de imágenes obtenidas mediante inmunofluorescencia multi-

plexada. Los diagramas de persistencia extráıdos de las coordenadas celulares mostraron

capacidad para diferenciar subtipos de cáncer y predecir la supervivencia general de los

pacientes, incluso superando a métodos tradicionales de análisis espacial. Estos resul-

tados sugieren que los descriptores topológicos derivados del TDA pueden actuar como

biomarcadores robustos y cĺınicamente relevantes.

Por su parte, Samorodnitsky et al. (2023) [41] introdujeron TopKAT (Topological Kernel

Association Test), un método estad́ıstico que combina la información de homoloǵıa persis-

tente con pruebas de asociación basadas en kernels. Un kernel es una función matemática

que mide el grado de semejanza entre dos objetos (en este caso, entre dos diagramas de

persistencia), permitiendo representar relaciones complejas en un espacio de mayor di-

mensión sin necesidad de calcular expĺıcitamente esa transformación. La idea central es

transformar los diagramas de persistencia en funciones de kernel que capturan la simili-

tud topológica entre muestras, y luego evaluar si dichas estructuras topológicas se asocian

con variables de interés (cĺınicas o experimentales), que pueden ser continuas, binarias o

de supervivencia. Este enfoque no solo extiende el alcance del TDA hacia hipótesis es-

tad́ısticas formales, sino que también permite integrar covariables y ajustar por factores
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de confusión. En el contexto del cáncer de mama triple negativo (TNBC), un subtipo de

cáncer de mama más agresivo que no expresa ciertos receptores celulares, TopKAT iden-

tificó patrones celulares con organización tipo “anillo” que se correlacionaron con malos

pronósticos cĺınicos. Estos resultados superaron en potencia a métodos tradicionales basa-

dos en procesos puntuales espaciales, demostrando la utilidad de la homoloǵıa persistente

para capturar estructuras relevantes en datos complejos. La herramienta está disponible

como paquete de R [40], lo que facilita su aplicación.

La poca cantidad de trabajos empleando TDA para el análisis de tejidos biológicos

muestra que es un campo en desarrollo. Sin embargo, a nuestro parecer, en conjunto,

estos estudios demuestran el potencial del TDA no solo para representar la geometŕıa de

los tejidos, sino también para derivar caracteŕısticas que puedan alimentar modelos de

clasificación, agrupamiento o predicción cĺınica. Además, validan su utilidad en entornos

reales con alta variabilidad biológica, como el microambiente tumoral o los tejidos inmu-

nológicos. Es por estos motivos que, en nuestro trabajo, aplicaremos este enfoque para

analizar la organización celular en imágenes de tejidos, evaluando si las caracteŕısticas

topológicas se asocian con diferentes propiedades de las muestras, ya sean tumorales o

no tumorales, que puedan servir como posibles blancos terapéuticos para el tratamiento

de tumores. Para este propósito, emplearemos una patoloǵıa conocida como anemia de

Fanconi (AF) como modelo de estudio. A continuación, se describe la anemia de Fanconi

y se explica por qué sirve como un buen modelo para la búsqueda de nuevas terapias

tumorales, como se detalla en la Sección 1.3.

1.2.4. Ventajas del enfoque topológico

El TDA y, en particular, la homoloǵıa persistente, no solo permiten describir estructu-

ras espaciales complejas, sino que también ofrecen una base sólida para la clasificación de

patrones multicelulares a partir de caracteŕısticas topológicas extráıdas directamente de

datos geométricos. Estas caracteŕısticas, comúnmente representadas mediante diagramas

de persistencia o códigos de barras, pueden ser vectorizadas y utilizadas como variables

de entrada en modelos de aprendizaje supervisado o no supervisado.

Una de las principales ventajas del enfoque topológico es su capacidad para capturar

la conectividad y la organización espacial de las células en diferentes escalas, sin depender

de supuestos espećıficos sobre la forma, el tamaño o la orientación de los objetos en

la imagen. Esta invariancia geométrica le confiere robustez frente a ruido, rotaciones,

traslaciones y deformaciones locales [10]. De esta manera, el TDA proporciona descriptores

más estables y globales que complementan a los enfoques tradicionales basados en textura

o morfometŕıa.
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Además, el TDA puede integrarse fácilmente con técnicas de análisis de imágenes

existentes. Por ejemplo, las coordenadas de los centroides celulares, obtenidas mediante

segmentación automática, pueden servir como entrada para la construcción de comple-

jos simpliciales como el de Vietoris-Rips. A partir de estos, se genera una filtración cuya

homoloǵıa persistente describe las caracteŕısticas topológicas del patrón multicelular. Pos-

teriormente, los diagramas de persistencia pueden compararse entre muestras utilizando

distancias como la de Wasserstein o cuello de botella, o bien convertirse en vectores

mediante funciones resumen (persistence landscapes, persistence images, etc.) [37], habi-

litando aśı su uso en clasificadores estándar como máquinas de soporte vectorial (SVM),

redes neuronales o métodos de árboles.

Por su flexibilidad y capacidad para modelar relaciones espaciales no triviales, el

TDA se ha consolidado como una herramienta complementaria en el análisis de imágenes

biomédicas, especialmente útil en contextos donde los patrones celulares tienen implica-

ciones diagnósticas o pronósticas, como ocurre en el estudio de tejidos tumorales, tejidos

inmunes o cultivos celulares heterogéneos.

1.3. La anemia de Fanconi como modelo de estudio

del desarrollo de carcinómas

La anemia de Fanconi (AF) es una enfermedad congénita causada por mutaciones

bialélicas (es decir, mutaciones en ambas copias de un gen, tanto en el cromosoma paterno

como en el materno) en cualquiera de los 22 genes que conforman la v́ıa de reparación del

ADN conocida como v́ıa FA/BRCA [38]. Esta v́ıa funciona como un sistema molecular

especializado en detectar y corregir roturas en el ADN. Como consecuencia, los pacientes

con AF presentan inestabilidad genómica, es decir, una tendencia a acumular mutaciones

y reorganizaciones en su ADN generando inestabilidad estructural del genoma[7, 38].

Por estos motivos, la AF se clasifica dentro de los llamados śındromes de inestabilidad

genómica, un grupo de enfermedades caracterizadas por fallos en la preservación del ADN

que aumentan el riesgo de transformación tumoral.

Al afectar la correcta reparación del ADN, fallas en la v́ıa FA/BRCA termina com-

prometiendo múltiples procesos biológicos esenciales, generando un efecto sistémico en el

organismo. De esta forma, los pacientes con AF suelen presentar malformaciones congéni-

tas (defectos estructurales presentes desde el nacimiento), retraso en el crecimiento, talla

baja, insuficiencia medular (fallo en la producción normal de células sangúıneas), pre-

disposición a diabetes, envejecimiento prematuro y, de manera destacada, una elevada

susceptibilidad al desarrollo de carcinomas.
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Gracias a los avances en los trasplantes de médula ósea, la esperanza de vida de los

pacientes con AF ha aumentado significativamente. Sin embargo, este incremento conlleva

un mayor riesgo de desarrollar carcinomas agresivos, asociados a la acumulación progresiva

de mutaciones derivadas del daño genómico no reparado [1]. El tratamiento convencional

de tumores se realiza por medio de quimioteraṕıas y radioterapias, las cuales buscan

detener el crecimiento de las células tumorales dañando su ADN. Sin embargo, debido a

que los pacientes con AF presentan inestabilidad genómica, las terapias convencionales

resultan extremadamente tóxicas, por lo que el tratamiento de tumores representa un

desaf́ıo cĺınico en estos pacientes [25].

Ante este panorama, se ha propuesto enfocar la atención en el microambiente tu-

moral (MAT) como posible fuente de blancos terapéuticos alternativos para pacientes con

AF. El MAT puede entenderse como un ecosistema celular donde coexisten y se comu-

nican distintos tipos de células: malignas (tumorales), inmunes, endoteliales (que forman

vasos sangúıneos) y estromales (de soporte estructural). Estas interacciones conforman

una red dinámica que influye de manera decisiva en la progresión tumoral y en la respues-

ta a los tratamientos [2]. Por ejemplo, estudios del MAT han mostrado que las células

inmunes infiltrantes —aquellas que penetran el tejido tumoral— desempeñan funciones

duales, tanto proinflamatorias como antiinflamatorias, que son esenciales para mantener

el equilibrio tisular. Sin embargo, dentro del entorno tumoral, estos mecanismos pueden

invertirse y favorecer la progresión del cáncer. Por ello, dichas células representan blan-

cos prometedores para el desarrollo de nuevas estrategias terapéuticas [4]. No obstante, el

MAT en los carcinomas asociados a AF sigue siendo escasamente caracterizado, a pesar de

su relevancia para comprender los mecanismos que subyacen a la alta agresividad tumoral

observada en estos pacientes.

En este contexto, el grupo de investigación del Dr. Alfredo de Jesús Rodŕıguez Gómez

del Instituto de Investigaciones Biomédicas ha comenzado a generar imágenes del MAT

de carcinomas provenientes de pacientes con y sin AF mediante la técnica de inmuno-

fluorescencia ćıclica en tejido (t-CycIF). Esta tecnoloǵıa, perteneciente al campo de la

ómica espacial, permite cuantificar la expresión de múltiples protéınas a nivel de célula

única sin perder la organización espacial del tejido, ofreciendo aśı una representación in-

tegral del microambiente tumoral [33]. Es por estos motivos, que estos datos brindan una

oportunidad única para la caracterización y estudio de carcinomas argresivos. El hecho

de que los pacientes AF sean sensibles a las terapias tradicionales como la quimioterapia,

permite buscar en ellos blancos potenciales para nuevos tratamientos. Sin embargo, tal

como se describió previamente, los métodos tradicionales del análisis de imágenes de te-

jidos presentan varias limitaciones para el estudio de este tipo de imágenes, por lo que es

necesario buscar nuevos métodos para su análisis, como podŕıa ser el TDA.
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1.4. Resumen y planteamiento de la pregunta de in-

vestigación

En resumen, la literatura revisada respalda la utilidad del TDA para caracterizar

patrones multicelulares a partir de la estructura espacial de las células. Se ha demostrado

que el TDA permite identificar relaciones topológicas no evidentes mediante herramientas

como la homoloǵıa persistente, lo que le otorga ventajas frente a métodos tradicionales de

análisis de imágenes, que suelen centrarse únicamente en aspectos morfológicos o métricos

locales.

Además, el TDA ha mostrado ser una herramienta complementaria en entornos biomédi-

cos complejos, con aplicaciones que van desde la diferenciación de subtipos tumorales hasta

la predicción de desenlaces cĺınicos. Estos hallazgos abren nuevas perspectivas para su uso

en la clasificación automatizada de tejidos, especialmente cuando se combina con modelos

de aprendizaje automático o se emplea como herramienta de extracción de caracteŕısticas.

En el presente trabajo, se analiza un conjunto de datos reales obtenidos gracias a una

colaboración con el Dr. Alfredo de Jesús Rodŕıguez Gómez, quien junto con sus estu-

diantes, en especial el candidato a doctor en Ciencias Biomédicas Pablo Siliceo Portugal,

obtuvieron muestras de tejidos tumorales mediante t-CycIF (inmunofluorescencia ćıcli-

ca en tejido), técnica que posibilita la caracterización proteica con resolución unicelular.

Las muestras corresponden a tejidos tumorales de pacientes con y sin anemia de Fanconi

(AF), un śındrome de falla medular congénito que predispone a los pacientes a desarrollar

tumores [39].

En este contexto, utilizamos dos niveles de comparación:

La condición histológica, que se refiere al estado del tejido según su arquitectura

y composición celular, por ejemplo, carcinoma, displasia o estroma.

La condición cĺınica, que alude a las caracteŕısticas del paciente o su contexto

biológico, como la presencia o ausencia de anemia de Fanconi.

Este conjunto de datos permite explorar si las diferencias topológicas capturadas por el

TDA pueden utilizarse para clasificar tejidos según su condición histológica (por ejemplo,

carcinoma, displasia o estroma) y su condición cĺınica (pacientes con o sin anemia de

Fanconi). De esta forma, se evalúa sistemáticamente la utilidad del TDA como herramienta

de extracción de caracteŕısticas espaciales para la clasificación de patrones multicelulares

en aplicaciones biomédicas reales.

A partir de esta revisión, surgen las siguientes preguntas que orientan el presente

trabajo:
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¿Puede el Análisis Topológico de Datos capturar diferencias topológi-

cas relevantes en la organización espacial celular que permitan clasificar

tejidos según su condición histológica (carcinoma, displasia y estroma)?

¿Permite el Análisis Topológico de Datos identificar diferencias topológi-

cas asociadas a la condición cĺınica de los tejidos, en particular entre

pacientes con y sin anemia de Fanconi?

Estas preguntas articulan el desarrollo del trabajo: la primera evalúa la capacidad

del Análisis Topológico de Datos para distinguir patrones espaciales celulares, mientras

que la segunda explora si las diferencias topológicas identificadas se asocian con variables

biológicas y cĺınicas relevantes.



Caṕıtulo 2

Métodos

2.1. Descripción general del enfoque metodológico

Mediante técnicas de TDA, este estudio analiza la organización espacial celular de

imágenes de tejido tumoral obtenido por medio de biopsias. A continuación, se presenta

un resumen del protocolo para la obtención de imágenes:

Fuentes de datos: Se utilizaron imágenes de inmunofluorescencia ćıclica en tejido

(t-CycIF) provenientes de muestras tumorales de pacientes con y sin Anemia de

Fanconi.

Extracción de tipos celulares: La inmunofluorescencia fue diseñada para detectar

a nivel de protéına marcadores celulares. De esta forma, esta información permitió

definir el tipo celular de cada una de las células que conformaban cada tejido.

Clasificación de las células por funcionalidad: Con base en el tipo celular,

las células fueron agrupadas en cuatro categoŕıas principales las cuales represen-

tan diferentes funcionalidades biológicas: células tumorales, células linfoides, células

mieloides y otro tipo de células (ver Tabla 2.1).

Clasificación de las zonas del tejido: El tejido pod́ıa contener diferentes zonas,

las cuales fueron clasificadas en dos categoŕıas distintas que aqúı llamaremos zonas

histológicas: (1) estroma, las cuales son zonas que no tienen o tienen una muy baja

presencia de células tumorales, y (2) displacia y carcinoma, las cuales son zonas con

una alta presencia de células tumorales.

Extracción de coordenadas celulares: A partir de las imágenes segmentadas,

se obtuvieron las coordenadas (x, y) de los centroides de cada una de las células que

conformaban cada tejido.

28
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Tabla 2.1: Clasificación de los tipos celulares en cada una de las cuatro categoŕıas funcionales.

Categoŕıa Tipos de células

Células tumorales tumor cells, Ki67+ tumor cells, IBA1+ tumor cells

Células linfoides NK, B cells, effector CD8+ T cells, memory CD8+ T

cells, CD4+ T cells, regulatory T cells, memory CD4+

T cells

Células mieloides neutrophils, other APCs, dendritic cells, M1/M0 ma-

crophages, M2 macrophages

No tumorales endothelial cells, stromal cells

Toda esta información fue proporcionada por el estudiante de doctorado Pablo Siliceo

Portugal y el estudiante de bioloǵıa Cruz Francisco Osuna Aguirre, quienes realizaron su

tesis bajo la supervisión del Dr. Alfredo de Jesús Rodŕıguez Gómez del Instituto de Inves-

tigaciones Biomédicas de la UNAM. En total, se proporcionaron 288 muestras en archivos

csv, correspondientes a muestras individuales. La Tabla 2.2 resume la distribución de

estas muestras de acuerdo con la condición cĺınica de los pacientes (con y sin anemia de

Fanconi) y su clasificación histológica, incluyendo carcinoma, displasia y sus respectivos

estromas. Esta tabla permite visualizar el balance del conjunto de datos y proporciona un

contexto cuantitativo para los análisis posteriores de clasificación basados en TDA. Cada

muestra estaba compuesta por aproximadamente 2,000 células. El análisis de las muestras

mediante TDA se realizó en tres etapas principales:

Tabla 2.2: Número de muestras por presencia/ausencia de FA y condición histológica

Tipo histológico Paciente FA Paciente

no-FA

Total

Carcinoma 40 40 80

Displasia 32 8 40

Estroma adyacente

a displasia 74 5 79

Estroma adyacente

a carcinoma 39 50 89

Total general 185 103 288

Construcción de complejos simpliciales y obtención de diagramas de per-
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sistencia: A partir de las coordenadas de los centroides celulares, se construyeron

complejos de Vietoris–Rips para modelar la conectividad espacial entre las células

en cada muestra. Posteriormente, a lo largo de un rango de filtraciones ε se cal-

cularon las dimensiones de los grupos de homoloǵıa, con la finalidad de capturar

propiedades topológicas asociadas tanto a la conectividad (componentes conexas)

como a la aparición de cavidades o patrones espaciales (ciclos), respectivamente.

Este análisis se efectuó de dos maneras:

1. Considerando todas las células de cada muestra (análisis global), sin distinguir

por tipo celular;

2. Separando las células por grupos (análisis por grupos) según su categoŕıa (tu-

morales, inmunes, mieloides u otro tipo de células) (Tabla 2.1).

Generación de diagramas de persistencia: A partir de los complejos y de las

dimensiones de los grupos de homoloǵıa calculadas en el paso anterior, se obtuvie-

ron los diagramas de persistencia correspondientes a cada muestra. Estos diagramas

resumen, de manera compacta, la aparición y desaparición de las estructuras to-

pológicas a lo largo del proceso de filtración. Se generó un diagrama independiente

para cada grupo de homoloǵıa considerado: uno para H0 y otro para H1.

Extracción de caracteŕısticas topológicas y análisis comparativo: Los dia-

gramas de persistencia fueron comparados entre śı mediante el cálculo de distancias

topológicas (Wasserstein y Cuello de botella) entre pares de muestras.

Análisis de asociación cĺınica: Para evaluar si las diferencias topológicas entre

las muestras se relacionan con sus condiciones cĺınicas y caracteŕısticas histológicas,

se aplicó TopKAT. Este método combina la información de los diagramas de persis-

tencia con pruebas de asociación basadas en kernels, permitiendo determinar si las

muestras con estructuras topológicas similares también comparten atributos cĺınicos

o biológicos semejantes (por ejemplo, presencia o ausencia de anemia de Fanconi, o

tipo histológico del tejido).

En la Figura 2.1 se muestra un diagrama de flujo general del pipeline metodológico

seguido. A continuación, se describe con más detalle la metodoloǵıa empleada. La Sec-

ción 2.2 explica el trabajo realizado por el grupo del laboratorio del Dr. Rodŕıguez; una

descripción más completa del procesamiento de estas imágenes se encuentra en la tesis

de licenciatura del estudiante Pablo Siliceo [43]. A partir de la Sección 2.3 se detalla el

trabajo realizado por mı́ para el desarrollo de esta tesis.
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Imágenes de tejido tumorales

obtenidas por t-CycIF

de pacientes con y sin

Anemia de Fanconi

Visualización de

todas las células juntas

Visualización por

categoŕıa funcional:

tumorales, inmunes,

linfoides y mieloides

Análisis de aso-

ciación cĺınica

(FA vs. no-FA

con TopKAT)

Construcción de com-

plejos de Vietoris–Rips

y diagramas de persistencia

Cálculo de distancias

de Wasserstein

Cálculo de distancias

(Matriz de disimilitud)

Clustermap y análi-

sis de patrones
TopKAT: prueba de asocia-

ción con la condición cĺınica

(p-valor global, pruebas con dis-

tintos pesos, análisis post-hoc)

Figura 2.1: Diagrama de flujo del pipeline metodológico seguido para el análisis topológico de imágenes

celulares. El análisis parte de imágenes obtenidas mediante t-CycIF y se realiza en tres niveles: (1)

considerando todas las células juntas, (2) separadas por tipo celular, y (3) mediante evaluación formal

de asociación con la condición cĺınica (FA/no-FA). Todos los análisis convergen en la construcción de

complejos de Vietoris–Rips y diagramas de persistencia, a partir de los cuales se calculan distancias

topológicas o matrices de disimilitud, seguidas de análisis de agrupamiento o pruebas estad́ısticas mediante

TopKAT.

2.2. Datos: imágenes t-CyCIF

Para el análisis del microambiente tumoral se empleó la técnica de inmunofluorescencia

ćıclica en tejido (t-CyCIF), la cual permite obtener imágenes multiparamétricas con reso-
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lución unicelular, preservando la localización espacial de cada célula y su perfil proteico.

Esta metodoloǵıa posibilita la observación simultánea de distintas protéınas (comúnmente

denominadas marcadores) mediante ciclos secuenciales de tinción, adquisición de imagen

y eliminación de fluoróforos, lo que resulta en una reconstrucción espacial precisa del te-

jido.

Las muestras fueron procesadas mediante un protocolo de siete ciclos de tinción que

incluyó marcadores de distintos tipos celulares y funciones: inmunes (CD4, CD8a, FOXP3,

CD20), tumorales (SOX2, PAN-CK, E-cadherin) y funcionales (p-S6, gH2AX, PD-1, PD-

L1, TIM3). El escaneo se realizó con un microscopio RareCyte Cytefinder II, generando

imágenes por segmentos (tiles) que posteriormente fueron ensambladas y registradas en

una imagen multidimensional por muestra, donde cada dimensión corresponde a un canal

de fluorescencia asociado a un marcador espećıfico.

Los principales pasos de preprocesamiento e integración fueron:

Corrección de iluminación: realizada con el software BaSiC [34] para eliminar

artefactos ópticos y homogeneizar el fondo de las imágenes.

Reconstrucción de imágenes: mediante ASHLAR [18], se ensamblaron los tiles

y se registraron los ciclos de tinción para generar una imagen multicanal única por

muestra.

En particular, el canal de Hoechst marca el ADN nuclear y permite identificar la po-

sición de cada célula, mientras que el marcador PAN-CK resalta las células epiteliales

tumorales, facilitando la distinción entre regiones con diferente densidad tumoral. Un

ejemplo representativo de un corte procesado mediante t-CyCIF se muestra en la Figu-

ra 2.2.

Procedencia de los datos

Los cortes de tejido analizados corresponden a carcinomas de células escamosas obte-

nidos de dos grupos de pacientes provenientes de instituciones colaboradoras. Los tejidos

de pacientes con anemia de Fanconi (AF) —seis de cabeza y cuello y cuatro anogeni-

tales— fueron proporcionados por la Dra. Eunike Velleuer (Universidad de Düsseldorf,

Alemania), mientras que los tejidos de pacientes sin AF fueron proporcionados por la

Dra. Azucena Ocampo Bárcenas (Instituto Estatal de Canceroloǵıa, Guerrero, México).

Posterior a su procesamiento mediante la técnica t-CyCIF, patólogos especialistas

en imágenes tumorales identificaron y clasificaron las zonas histológicas de interés: dys-

plasia, carcinoma y stroma adyacente a carcinoma o dysplasia (stroma ad carcinoma o
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Figura 2.2: Imagen de una muestra de tumor anogenital de un paciente con anemia de Fanconi procesada

mediante t-CyCIF. El canal de Hoechst (gris) es un colorante fluorescente que marca el ADN nuclear,

permitiendo identificar la posición del cada núcleo y, por tanto, de cada célula en el tejido. El marcador

PAN-CK (verde) identifica las células epiteliales tumorales, facilitando la delimitación de regiones con

alta densidad tumoral.

stroma ad dysplasia). A partir de estas anotaciones, se extrajeron subzonas del tejido (en

adelante denominadas muestras), que constituyen las unidades de análisis utilizadas en los

procedimientos computacionales de esta tesis. Estas subzonas corresponden a áreas cir-

culares delimitadas dentro de las zonas histológicas clasificadas, seleccionadas de manera

que preservaran la organización celular local y el número de células. Ver Figura 2.3.
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Figura 2.3: Imagen procesada mediante t-CyCIF. Las zonas delineadas por colores corresponden a

regiones histológicas clasificadas por especialistas: azul, áreas de displasia; verde, estromas adyacentes

a displasia; rojo, regiones de carcinoma; y naranja, estromas adyacentes a carcinoma.

Obtención de las coordenadas celulares

Las imágenes finales fueron segmentadas utilizando el algoritmo StarDist [42], que

permite detectar núcleos y delimitar células individuales a partir de la señal de ADN.

A partir de las máscaras de segmentación generadas, se extrajeron las coordenadas del

centroide de cada célula, aśı como su área y forma aproximada.

Estos centroides, representados como coordenadas bidimensionales (x, y), constituyen

la base para los análisis espaciales posteriores. Además de la posición espacial, se asignó

a cada célula un tipo celular espećıfico en función de su perfil de marcadores inmunofe-

not́ıpicos, utilizando la paqueteŕıa SCIMAP [35]. Finalmente, para cada muestra se generó

un archivo en formato csv, donde se registraron las coordenadas de los centroides y el tipo

celular correspondiente de cada célula, junto con información adicional. Una muestra de

este tipo de imágenes segmentadas se muestra en la Figura 2.4a, donde se puede observar

la subzona extráıda para el análisis topológico. Asimismo, en la Figura 2.4b se muestra la

representación de dicha subzona obtenida en Python a partir de los centroides y su tipo



Métodos 35Métodos 35Métodos 35

celular.

(a) (b)

Figura 2.4: Ejemplo de una subzona de Displasia extráıda de la muestra para el análisis topológico. En

(a) se muestra la subzona seleccionada, delimitada por un ćırculo, donde se observan los núcleos celulares

identificados a partir de los marcadores de inmunofluorescencia. En (b) se presenta su representación

computacional generada en Python (esta representación puede encontrarse rotada con respecto a (a),

sin alterar las relaciones espaciales entre las células), donde cada punto corresponde al centroide de una

célula y el color indica su tipo celular. Los tipos celulares se detallan en el recuadro de la derecha.

Para estandarizar las visualizaciones y los análisis topológicos, se seleccionaron sub-

zonas aproximadamente circulares de cada muestra. Esta elección elimina sesgos por geo-

metŕıa irregular, permite comparaciones consistentes entre muestras y facilita la interpre-

tación de caracteŕısticas topológicas [8].

Una descripción más detallada del procesamiento de estas imágenes se encuentra en

la tesis de licenciatura del estudiante Pablo Siliceo [43].

2.3. Preprocesamiento de los datos

El preprocesamiento de los datos consistió en una serie de pasos orientados a garantizar

la homogeneidad, calidad y utilidad de las coordenadas celulares para los análisis espacia-

les posteriores. Este procedimiento se aplicó a cada una de las muestras derivadas de las

imágenes t-CyCIF en formato csv, asegurando que todas se encontraran en condiciones

comparables y adecuadamente normalizadas para los análisis computacionales subsecuen-

tes. Todos los códigos empleados en las siguientes secciones se encuentran disponibles en el

repositorio de GitHub: https://github.com/Luis0815/tda-histopathology-classifier.

https://github.com/Luis0815/tda-histopathology-classifier
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2.3.1. Limpieza y estandarización de coordenadas

En primer lugar, se verificó la estructura de cada archivo para identificar y unificar

las columnas relevantes: identificador celular (llamado dentro del archivo csv CellID),

coordenadas de centroides (X centroid, Y centroid) y tipo celular (phenotype key).

Dado que la nomenclatura de las columnas variaba entre archivos, se implementó

una detección condicional para garantizar la correcta asignación de nombres. Este primer

paso dio como resultado una base de datos homogénea, en la que cada muestra presenta

la misma estructura de variables, permitiendo su integración y posterior análisis espacial

sin inconsistencias.

Se realizó un conteo del número de identificadores únicos (CellID) en cada archivo con

el fin de comprobar que todas las muestras tuvieran una cantidad de células comparable.

En todos los casos, el número de células se mantuvo dentro de un rango estrecho —entre

aproximadamente 1,990 y 2,010 células por muestra—, lo que corresponde a una variación

menor al 1% entre los archivos. Este control fue esencial, ya que en análisis posteriores se

requiere que las muestras tengan tamaños celulares comparables para evitar sesgos en las

métricas espaciales y topológicas ocasionados por cantidades muy diferentes en el número

de células entre muestras.

Cabe mencionar que en etapas iniciales del trabajo se realizaron pruebas con conjuntos

de datos que presentaban variaciones más amplias en el número de células, lo que genera-

ba sesgos significativos: las diferencias observadas entre muestras estaban dominadas por

la cantidad total de células más que por la organización espacial o las propiedades to-

pológicas de las mismas. Por este motivo, se estableció como criterio mantener un número

de células prácticamente constante entre muestras antes de proceder con el análisis com-

parativo. Durante esta etapa, también se revisaron los tipos celulares presentes en cada

muestra, asegurando que no existieran valores nulos o células no identificadas. En caso

de encontrarse células sin un tipo asignado, estas se etiquetaron como Unknown para su

correcta diferenciación visual.

2.3.2. Visualización espacial de las células

Para facilitar la interpretación de los datos, se implementaron representaciones gráficas

de la disposición espacial de las células, utilizando dos esquemas de coloración comple-

mentarios:

Coloración por tipo celular: cada tipo celular se representó con un color único,

lo que permitió observar en detalle la distribución espacial de cada tipo celular

(Figura 2.4b).
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Coloración por agrupamiento funcional: los diferentes tipos celulares se re-

presentaron dentro de cuatro grupos funcionales definidos previamente cada uno

de los cuales contiene células con funcionalidades biológicas similares (tabla 2.1).

Este esquema permitió identificar patrones generales en la organización del tejido

(Figura 2.5).

Figura 2.5: Representación espacial de la misma subzona mostrada en la Figura 2.4b, donde los tipos

celulares se agrupan en las cuatro categoŕıas funcionales principales definidas en la Tabla 2.1.

Es importante resaltar que estas visualizaciones se emplearon como herramienta ex-

ploratoria visual para resaltar lo obtenido a partir de la extracción de tipo celular y su

clasificación funcional. Estas representaciones proporcionaron una primera intuición de

las diferencias estructurales entre las muestras.

2.4. Construcción de complejos simpliciales y obten-

ción de diagramas de persistencia

Para capturar la topoloǵıa de los datos espaciales celulares, se emplearon complejos de

Vietoris–Rips. Como vimos en la Subsección 1.2.1, este tipo de complejo se construye a

partir de un conjunto de puntos en el plano (en este caso, las coordenadas de los centroi-

des celulares) y un parámetro de filtración ε, conectando puntos cuya distancia euclidiana

es menor o igual a 2ε. El complejo describe la conectividad espacial entre las células y



Métodos 38Métodos 38Métodos 38

permite estudiar sus caracteŕısticas topológicas (componentes conexas, ciclos, cavidades)

a diferentes escalas de resolución conforme se incrementa el valor de ε. A partir de es-

tos complejos, se calcularon las dimensiones de cada uno de los grupos de homoloǵıa y

se obtuvieron los correspondientes diagramas de persistencia. Todo el procedimiento se

implementó con la biblioteca GUDHI 3.8.0 en Python 3.7.12 [29], que permite construir

complejos de Vietoris–Rips y extraer los pares de nacimiento y muerte (birth–death) aso-

ciados a cada clase topológica.

2.4.1. Cota máxima del parámetro de filtración (ε)

La construcción de un complejo de Vietoris–Rips depende de un parámetro de filtración

ε, que define la distancia máxima a la cual se consideran conectados dos puntos del

conjunto de datos. Aunque la distancia máxima entre puntos vaŕıa entre muestras, en el

conjunto completo de datos la distancia euclidiana máxima observada entre centroides

celulares es aproximadamente de 2000 unidades. Con base en esta escala, se utilizaron dos

cotas máximas distintas para ε, dependiendo del tipo de análisis.

Análisis global (todas las células): ε = 1000 unidades.

Análisis por grupos celulares: ε = 2000 unidades.

La elección de estos valores se realizó a partir de pruebas exploratorias sobre las

distancias intercelulares. Se observó que un valor de ε = 1000 permit́ıa capturar adecua-

damente la conectividad básica entre células sin generar un exceso de śımplices, mientras

que ε = 2000 resultaba más apropiado para los subconjuntos celulares, compensando

la menor densidad espacial que presentan algunos grupos. De este modo, ambos valores

proporcionaron un balance entre preservar la estructura topológica relevante y evitar la

aparición de ruido. Finalmente, ambos valores fueron lo suficientemente grandes como

para garantizar que en los diagramas de persistencia se observara únicamente un punto

que tiende a infinito en la dimensión 0 , correspondiente a la componente conexa principal

del sistema celular.

2.4.2. Dimensiones de los grupos de homoloǵıa analizados

La homoloǵıa se estudió en las siguientes dimensiones:

Dimensión 0: corresponde a las componentes conexas del espacio.

Dimensión 1: representa ciclos o agujeros unidimensionales.
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Dimensión 2: identifica cavidades bidimensionales.

A partir de la filtración inducida por el parámetro ε, la biblioteca GUDHI 3.8.0 calculó

las clases topológicas correspondientes a cada dimensión de homoloǵıa y obtuvo la homo-

loǵıa persistente, identificando los pares de nacimiento y muerte asociados a cada clase,

generando como salida principal:

Diagramas de persistencia: representaciones en las que cada punto (b, d) indica el

valor de filtración en el que una caracteŕıstica topológica aparece (nace) y desaparece

(muere).

En la mayoŕıa de los casos, los diagramas de persistencia estuvieron dominados por un

punto con valor de muerte infinito, correspondiente a la componente conexa que persiste

a lo largo de toda la filtración y que representa la conectividad global del conjunto celular.

El resto de los puntos representan caracteŕısticas con vida finita, asociadas a estructuras

locales o transitorias.

2.4.3. Ejemplo de los gráficos de salida

Para la visualización de los complejos de Vietoris-Rips y los diagramas de persistencia

se desarrollaron dos scripts que automatizan el proceso [15]. Estos scripts son:

rips.py: este script genera el complejo de Vietoris–Rips y su correspondiente dia-

grama de persistencia para todos los archivos de las muestras considerando todos

los centroides celulares.

rips grupos.py: aplica el mismo procedimiento, pero segmentando previamente

las células en los cuatro grupos funcionales (tumorales, linfoides, mieloides y no

tumorales), lo que permite explorar patrones topológicos espećıficos por grupos fun-

cionales.

Las visualizaciones generadas por los scripts son:

Complejo de Rips: representación bidimensional en la que los puntos negros in-

dican los centroides celulares y las aristas grises conectan células separadas por

una distancia menor o igual que 2ε. A modo de ejemplo, la Figura 2.6a muestra el

complejo de Rips correspondiente a la subzona presentada en la Figura 2.4a.

Diagrama de persistencia: cada punto en este gráfico representa un par birth–death,

que indica cuándo aparece y desaparece una caracteŕıstica topológica. Los puntos

cercanos a la diagonal suelen representar ruido topológico, mientras que los alejados

reflejan estructuras persistentes y relevantes (Figura 2.6c).

https://github.com/Luis0815/tda-histopathology-classifier/blob/85963084dfa03279d8358d72b18b02a2af23d7d3/Analysis_code/rips.py
https://github.com/Luis0815/tda-histopathology-classifier/blob/85963084dfa03279d8358d72b18b02a2af23d7d3/Analysis_code/rips_grupos.py
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.6: Resultados generados por los scripts del análisis topológico. (a) Complejo de Vietoris-Rips

generado a partir de la muestra, mostrando los centroides celulares (puntos negros) y las conexiones entre

células (aristas grises). (b) Ampliación del complejo para visualizar la formación de los śımplices. (c)

Diagrama de persistencia correspondiente, donde cada punto representa un par (birth–death).

Estas visualizaciones se generaron tanto para el conjunto completo de todas las células

que conforman cada muestra como para cada uno de los grupos funcionales celulares por

separado.
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2.5. Cálculo de distancias entre diagramas de persis-

tencia

2.5.1. Distancia de Wasserstein y cálculo computacional

Una vez obtenidos los diagramas de persistencia para cada muestra, el siguiente paso

consistió en cuantificar la similitud entre los diagramas. En este estudio se utilizó princi-

palmente la distancia de Wasserstein (ver Definición 18), la cual mide el coste mı́nimo

de transformar un diagrama en otro considerando el emparejamiento óptimo entre sus

puntos (b, d), que representan los tiempos de nacimiento y muerte de las caracteŕısticas

topológicas. En particular, se empleó la distancia de Wasserstein de orden p = 2,

ya que ofrece un equilibrio adecuado entre la sensibilidad a diferencias topológicas re-

levantes y la robustez frente al ruido, como los puntos cercanos a la diagonal [13]. El

cálculo computacional se realizó utilizando la función wasserstein distance de la bi-

blioteca GUDHI 3.8.0 en Python 3.7.12. Para automatizar el proceso y permitir el análisis

comparativo entre múltiples muestras, se desarrollaron los siguientes scripts:

distancias wasserstein.py : calcula matrices de distancias (Wasserstein y, op-

cionalmente, Cuello de botella) entre todos los diagramas de persistencia de un

conjunto de muestras, almacenando los resultados en archivos csv.

distancias grupos.py : aplica el mismo procedimiento segmentando las compara-

ciones según los cuatro grupos celulares definidos (tumorales, linfoides, mieloides y

no tumorales), generando matrices independientes para cada grupo.

2.5.2. Justificación del uso de la distancia de Wasserstein

La elección de la distancia de Wasserstein como métrica principal para comparar

diagramas de persistencia se basó en criterios teóricos y prácticos:

Estabilidad matemática: la distancia de Wasserstein es estable bajo pequeñas

perturbaciones de los datos originales, lo que significa que cambios menores en la

posición de los puntos del espacio no generan variaciones desproporcionadas en la

métrica [12, 13].

Sensibilidad controlada al ruido: a diferencia de la distancia de cuello de bote-

lla, que se enfoca únicamente en el punto más diferente entre dos diagramas, la de

Wasserstein considera todas las correspondencias entre puntos, penalizando de for-

ma proporcional según su persistencia. Esto reduce el impacto de ruido topológico

https://github.com/Luis0815/tda-histopathology-classifier/blob/85963084dfa03279d8358d72b18b02a2af23d7d3/Analysis_code/distancias_wasserstein.py
https://github.com/Luis0815/tda-histopathology-classifier/blob/85963084dfa03279d8358d72b18b02a2af23d7d3/Analysis_code/distancias_grupos.py
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(puntos cercanos a la diagonal) y da mayor relevancia a las caracteŕısticas persis-

tentes [11].

Interpretabilidad: su formulación se basa en el problema de transporte óptimo,

lo que permite interpretarla como el coste mı́nimo necesario para transformar un

diagrama en otro, ya sea moviendo puntos o enviándolos a la diagonal [30].

Versatilidad: permite trabajar con distintos órdenes p (en este trabajo p = 2),

ajustando la sensibilidad de la métrica a grandes o pequeñas discrepancias entre

diagramas.

Eficiencia computacional: existen implementaciones optimizadas en bibliotecas

como GUDHI y Hera, lo que permite procesar grandes volúmenes de datos en tiempos

razonables incluso en análisis masivos.

En conclusión, aunque en este trabajo también se calculó la distancia de cuello de

botella como referencia [15], se priorizó la de Wasserstein por su capacidad para capturar

diferencias topológicas de forma más gradual y robusta, facilitando un análisis cuantitativo

más representativo en contextos biológicos con alta variabilidad .

2.6. Agrupamiento jerárquico y visualización

2.6.1. Procedimiento de agrupamiento

Una vez obtenidas las matrices de distancia (tanto para dimensión 0 como para di-

mensión 1), se aplicó un análisis de agrupamiento jerárquico con el objetivo de identificar

patrones de similitud entre las muestras y evaluar la coherencia de la clasificación en re-

lación con las variables biológicas de interés. El agrupamiento jerárquico es un método de

análisis de datos que organiza los elementos en una estructura en forma de árbol (dendro-

grama), de manera que los objetos más similares se agrupan primero y, progresivamente,

se van uniendo a otros grupos hasta formar un único clúster. Este procedimiento no re-

quiere conocer de antemano el número de grupos. Esta propiedad lo hace especialmente

útil en contextos exploratorios como el presente, donde el objetivo es descubrir relaciones

intŕınsecas entre muestras.

Para aplicar el análisis de agrupamiento jerárquico es necesario definir un método

de enlace (linkage), el cual determina cómo se calcula la distancia entre dos grupos (o

clústeres) en cada etapa del proceso de fusión. En otras palabras, el método de enlace

especifica la forma en que se mide la similitud entre conjuntos de elementos ya agrupados.

Existen diversos criterios para ello:
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Single linkage (enlace simple): la distancia entre dos clústeres se define como el

mı́nimo de las distancias entre todos los pares de puntos, donde cada par está forma-

do por un punto de cada clúster. Este método tiende a generar clústeres alargados

o con estructura encadenada.

Complete linkage (enlace completo): la distancia entre dos clústeres se define

como el máximo de las distancias entre todos los pares de puntos, donde cada par

está formado por un punto de cada clúster. Este método favorece la formación de

grupos compactos y es menos sensible a valores at́ıpicos.

Average linkage (enlace promedio): considera el promedio de todas las distancias

entre los elementos de los dos clústeres. Es un método intermedio entre los dos

anteriores y suele producir agrupamientos equilibrados.

Ward : minimiza la varianza dentro de los grupos en cada paso de la fusión, bus-

cando maximizar la homogeneidad interna de los clústeres. Es especialmente útil

cuando se espera que los grupos sean relativamente esféricos y de tamaño similar.

Para seleccionar el método de enlace más adecuado, se evaluaron las distintas opciones

mediante el coeficiente de correlación cophenética, el cual cuantifica en qué medida

las distancias entre las muestras en el dendrograma preservan las distancias originales de

la matriz de entrada. Valores cercanos a 1 indican que la estructura jerárquica obtenida

representa fielmente las relaciones de distancia originales. Los valores obtenidos para cada

método de enlace se muestran en la Tabla 2.3. En el caso de las distancias de Wasserstein

con clase de dimensión 0, el método average linkage presentó el coeficiente más alto (0.872),

mientras que para las clases de dimensión 1, también fue el método average linkage el que

alcanzó el mejor ajuste (0.879).

Tabla 2.3: Coeficientes de correlación cophenética para los distintos métodos de enlace.

Ward Single Complete Average

wasserstein dim0 0.833 0.839 0.866 0.872

wasserstein dim1 0.699 0.578 0.871 0.879

En función de estos resultados, se seleccionó el método average linkage para la cons-

trucción de los dendrogramas y clustermaps, dado que ofrece la mayor consistencia con

las distancias topológicas originales. Este método calcula la distancia entre dos clúste-

res como el promedio de todas las distancias entre pares de elementos de cada clúster,

ofreciendo un balance adecuado entre:
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el efecto de encadenamiento (chaining effect) caracteŕıstico del método de enlace

single, el cual tiende a formar cadenas alargadas de elementos conectados por distan-

cias mı́nimas. Este comportamiento puede producir agrupamientos poco compactos,

especialmente cuando existen puntos intermedios que conectan regiones separadas

del espacio de datos;

y la alta sensibilidad a valores extremos del método de enlace complete, que define la

distancia entre clústeres como la mayor distancia entre sus elementos. Este enfoque

puede sobreestimar las diferencias entre grupos cuando existen pares de puntos

at́ıpicamente distantes.

De esta manera, el método de enlace average mantiene una estructura interpretable

y estable en contextos biológicos con alta variabilidad morfológica. Este comportamiento

coincide con reportes previos, en los cuales dicho método ha sido utilizado exitosamen-

te para agrupar datos basados en distancias de Wasserstein, gracias a su capacidad de

suavizar el efecto de variaciones extremas sin perder la estructura global de los datos

[11, 30].

2.6.2. Generación de clustermaps

El agrupamiento jerárquico se representó mediante clustermaps generados con la bi-

blioteca seaborn 0.12.2 en Python 3.7.12, utilizando como entrada las matrices de distan-

cia calculadas previamente. Se realizaron visualizaciones independientes para las dimensio-

nes de homoloǵıa 0 y 1. En cada clustermap, las muestras fueron anotadas con información

categórica adicional, como tipo de muestra, estado Fanconi y origen anatómico, codificada

mediante esquemas de color consistentes. Esto permitió observar la estructura jerárqui-

ca del agrupamiento y explorar visualmente posibles asociaciones con variables cĺınicas

o experimentales. El resultado de este análisis proporciona una representación integrada

de la similaridad topológica entre muestras, facilitando la interpretación de las relaciones

detectadas por las métricas de persistencia.

2.7. Análisis de diferencias entre grupos biológicos

mediante TopKAT

El objetivo de este análisis fue evaluar si la organización geométrica de las células en el

tejido, descrita a través de su estructura topológica, se asocia con las condiciones cĺınicas

de las muestras, para ello, se utilizó TopKAT, una herramienta que combina la técnica de

TDA basada en homoloǵıa persistente con pruebas de asociación mediante kernels [40].
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En términos generales, TopKAT emplea la homoloǵıa persistente para caracterizar la

cantidad y el tamaño de las estructuras topológicas presentes en las muestras (principal-

mente componentes conexas y ciclos), lo que proporciona una representación robusta de

la organización espacial celular. Posteriormente, el método evalúa si las muestras que pre-

sentan estructuras topológicas similares también comparten caracteŕısticas cĺınicas, como

en este caso la condición de anemia de Fanconi (AF vs. no AF). Esta comparación se

realiza mediante un enfoque de prueba no paramétrica basado en kernels, que permite

medir la similitud entre diagramas de persistencia y realizar inferencias estad́ısticas sobre

sus asociaciones con variables como las condiciones histológicas (por ejemplo, carcino-

ma, displasia o estroma) y cĺınicas (presencia o ausencia de anemia de Fanconi) de las

muestras.

Una de las principales ventajas de TopKAT es que integra la información geométrica

multiescala contenida en los diagramas de persistencia, permitiendo comparar muestras

en función de la presencia, ausencia y tamaño de las estructuras topológicas observadas.

Además, la homoloǵıa persistente confiere al análisis un efecto de suavizado frente al rui-

do o variabilidad técnica, ofreciendo una descripción más estable y representativa de la

arquitectura celular. En conjunto, esta herramienta proporciona un marco metodológico

que además de describir patrones espaciales complejos, también permite contrastar for-

malmente si dichas estructuras se asocian con condiciones biológicas o cĺınicas espećıficas.

TopKAT extiende el marco de las pruebas de asociación de kernels (Kernel Association

Tests, KAT) a datos topológicos, lo que permite:

Comparar grupos sin suponer distribuciones paramétricas de los datos.

Integrar información de todos los grupos de homoloǵıa (H0, H1, etc.) de manera

simultánea.

Evaluar la significancia tanto de forma global como por grupo de homoloǵıa.

Detectar el valor de ε que maximizan la discriminación entre grupos.

En este estudio, se analizaron comparaciones binarias entre muestras provenientes de

pacientes con anemia de Fanconi (FA) y sin anemia de Fanconi (no FA) para tres cate-

goŕıas histológicas: carcinoma, estroma y displasia.

A diferencia de las distancias clásicas empleadas en análisis de homoloǵıa persistente

(como las distancias de Wasserstein o cuello de botella), TopKAT define una medida de

disimilitud espećıfica denominada total dissimilarity, la cual enfatiza las diferencias tanto

en la cantidad como en la duración (lifespan) de las clases de homoloǵıa persistentes entre
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pares de diagramas. Para dos diagramas de persistencia Zi y Zj, la disimilitud de grado-k

se define como:

Dk(Zi, Zj) =

nk∑
p=1

∣∣ℓ(zki (p))− ℓ
(
zkj (p)

)∣∣ (2.1)

donde nk es el número máximo de clases de homoloǵıa persistentes de grado k entre

ambos diagramas, y ℓ(zk· (p)) representa la duración (lifespan) de la p-ésima clase de

homoloǵıa más persistente en el diagrama Z·.

Las diferencias en el número de caracteŕısticas se completan con ceros, y la suma de

desviaciones se utiliza como una métrica de disimilitud. Posteriormente, esta matriz de

disimilitud se transforma en una matriz kernel K que refleja la similitud topológica entre

las muestras.

El procedimiento completo se resume a continuación:

1. Construcción de complejos de Vietoris-Rips y diagramas de persistencia:

Para cada imagen, se generó la filtración hasta un umbral máximo predefinido y se

identificaron las clases de homoloǵıa persistentes en dimensiones 0 y 1.

2. Cálculo de matrices de similitud: Usando la función rips similarity matrix

de TopKAT, se calculó la matriz kernel K a partir de la total dissimilarity definida

sobre las clases de homoloǵıa persistentes en dimensiones 0 y 1, descrita anterior-

mente.

3. Pruebas de asociación TopKAT: Se aplicó la función TopKAT() con variable

de respuesta binaria (1 = FA, 0 = no FA) para evaluar la significancia estad́ıstica

global y por dimensión homológica.

4. Identificación de la escala topológica más discriminante: Se utilizó la fun-

ción scale importance() para explorar un rango de umbrales ε, determinando el

valor que maximiza las diferencias topológicas entre grupos. Este umbral se inter-

pretó como la escala espacial en la que se evidencian mayores discrepancias en la

conectividad celular.

5. Generación de matrices de conectividad:A partir del ε óptimo, se construyeron

matrices de adyacencia que representan la conectividad entre células, lo que permitió

visualizar y comparar patrones estructurales caracteŕısticos de cada grupo.

Este enfoque permitió detectar diferencias significativas en la topoloǵıa global de las

muestras entre FA y no FA e identificar la escala espacial espećıfica en la que dichas dife-

rencias son más pronunciadas, lo cual puede tener implicaciones biológicas relevantes en
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la caracterización del microambiente tumoral.

Con este conjunto de herramientas y procedimientos implementados, se estableció un

flujo completo desde la extracción de coordenadas celulares hasta el análisis topológico

cuantitativo y la evaluación de diferencias entre grupos biológicos. A continuación, se

presentan los resultados obtenidos, mostrando cómo las métricas de persistencia y los

análisis de agrupamiento permitieron identificar patrones espaciales caracteŕısticos en el

microambiente tumoral de pacientes con y sin anemia de Fanconi.



Caṕıtulo 3

Resultados

Este caṕıtulo presenta los resultados del análisis topológico de las distribuciones espa-

ciales observadas en las muestras de tejido tumoral de paciente con y sin AF obtenidas

mediante t-CyCIF. El objetivo principal fue evaluar si la homoloǵıa persistente permite

distinguir entre zonas tisulares correspondientes a distintas condiciones histológicas (car-

cinoma, displasia y estroma). Posteriormente, se exploró si existen diferencias topológicas

entre pacientes con anemia de Fanconi (FA) y sin anemia de Fanconi (no FA).

Como se describe en la sección previa, los análisis de las propiedades topológicas se

llevaron a cabo siguiendo la siguiente secuencia metodológica:

1. Construcción de complejos de Vietoris–Rips y extracción de caracteŕısticas topológi-

cas.

2. Representación de los resultados mediante diagramas de persistencia.

3. Cálculo de matrices de distancia de Wasserstein.

4. Análisis de agrupamiento jerárquico y visualización mediante clustermaps.

5. Comparación entre grupos FA y no FA a través del método TopKAT.

Los análisis se realizaron considerando dos enfoques complementarios: (i) un análi-

sis global, en el que se emplearon los centroides de todas las células presentes en cada

muestra, sin distinguir por tipo celular; y (ii) un análisis estratificado, en el que se con-

sideraron de forma individual los centroides correspondientes a cuatro grupos funcionales

definidos previamente: tumorales, linfoides, mieloides y no tumorales (Tabla 2.1).

48
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3.1. Análisis global de patrones topológicos

Como primer paso, se realizó un análisis topológico global considerando todas las

células en conjunto. El objetivo de este primer análisis fue evaluar si las distribuciones

espaciales globales de los centroides celulares son lo suficientemente informativas como

para distinguir entre diferentes condiciones histológicas, espećıficamente entre estroma

contra displasia y carcinoma.

Este análisis inicial permite validar la pertinencia de utilizar los centroides celulares

como representación de la organización espacial del microambiente tisular, y verificar si las

diferencias topológicas entre condiciones histológicas son detectables antes de introducir

distinciones más finas, como la presencia o ausencia de anemia de Fanconi.

3.1.1. Construcción de complejos de Rips y diagramas de per-

sistencia

A partir de las coordenadas de los centroides celulares de cada muestra, se construyeron

los complejos de Vietoris-Rips. Para el análisis global, se empleó un valor máximo de

filtración de ε = 1000 unidades, lo cual aseguró una conectividad suficiente sin introducir

ruido topológico excesivo.

En la Figura 3.1 se observa cómo el incremento del parámetro de filtración ε provoca

que las componentes conexas inicialmente aisladas comiencen a fusionarse, hasta que final-

mente toda la nube de puntos se conecta en una única componente. Este comportamiento

se registra mediante los diagramas de persistencia, que muestran los intervalos de exis-

tencia de las clases de homoloǵıa: clases de dimensión 0 asociadas a componentes conexas

y clases de dimensión 1 asociadas a ciclos unidimensionales, a lo largo de la filtración.

En la Figura 3.2 se muestran ejemplos de los diagramas de persistencia obtenidos pa-

ra muestras correspondientes a las cuatro condiciones histológicas analizadas: carcinoma,

displasia, estroma adyacente a carcinoma y estroma adyacente a displasia. En todos los

casos aparece una clase de homoloǵıa de dimensión 0 que persiste hasta infinito, lo que

refleja que el valor máximo de filtración ε genera una única componente conexa principal,

tal como se describió en la sección de Métodos. Por otra parte, el rango de nacimiento y

muerte de las clases de homoloǵıa de dimensión 0, aśı como la dispersión de las clases de

homoloǵıa de dimensión 1, parecen variar según la condición histológica. Estas diferen-

cias, detectables de forma visual, sugieren la existencia de variaciones topológicas entre las

distintas condiciones. Para corroborar estas observaciones de manera sistemática y cuan-

titativa, se calcularon las distancias de Wasserstein entre todos los pares de diagramas de

persistencia correspondientes a las muestras analizadas, y dichas distancias se organizaron

en matrices de distancia.
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(a) ε = 0 (b) ε = 50

(c) ε = 100 (d) ε = 1000

Figura 3.1: Ejemplo de complejos de Vietoris-Rips en una muestra de Displasia, construidos con diferen-

tes valores del parámetro de filtración ε, el cual representa el radio de vecindad empleado para conectar

puntos (centroides celulares) que se encuentran a una distancia menor o igual a 2ε. A medida que ε

aumenta, desde (a) ε = 0 hasta (d) ε = 1000, los centroides se conectan progresivamente, fusionando

componentes conexas y dando lugar a la formación de ciclos topológicos.

3.1.2. Cálculo de matrices de distancia

Una vez obtenidos los diagramas de persistencia para cada muestra, el siguiente paso

fue cuantificar su grado de similitud mediante distancias. Para este propósito se utilizó la

distancia de Wasserstein de orden 2, ampliamente empleada en el TDA por su capa-

cidad para comparar distribuciones en el plano (nacimiento–muerte) de manera robusta

frente a variaciones locales.

El procedimiento consistió en construir, de forma independiente para las dimensiones

de homoloǵıa 0 y 1, una matriz de distancia cuadrada y simétrica, donde la entrada Dij



Resultados 51Resultados 51Resultados 51

(a) ε = 1000 (b) ε = 1000

(c) ε = 1000 (d) ε = 1000

Figura 3.2: Diagramas de persistencia correspondientes a las clases de homoloǵıa de dimensión 0 y 1

para las cuatro condiciones: (a) carcinoma, (b) displasia, (c) estroma adyacente a carcinoma y (d) estroma

adyacente a displasia, generados con un valor de ε = 1000. En las clases de homoloǵıa de dimensión 0

se observa una única clase que persiste indefinidamente, mientras que las diferencias más marcadas entre

condiciones se reflejan en la homoloǵıa de dimensión 1, mostrando variaciones en la aparición y duración

de ciclos.

representa la distancia entre los diagramas de persistencia correspondientes a las muestras

i y j. De este modo, se obtuvieron dos matrices, una para cada tipo de clase de homoloǵıa

considerada.
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Tabla 3.1: Muestra de parte de la matriz de distancia obtenida mediante la métrica de Wasserstein para

la dimensión de homoloǵıa 0, asociada a la dinámica de las componentes conexas.

D1 C1 S1 C2 S2 S3 D2 C3

Dysplasia 1 (D1) 0.0 20464.5 13734.6 13693.4 26725.2 35421.3 14926.1 21342.0

Carcinoma 1 (C1) 20464.5 0.0 10663.0 6952.6 6541.8 43913.8 5630.5 970.1

Stroma ady. Carc. 1 (S1) 13734.6 10663.0 0.0 9826.1 15416.1 33606.6 8687.6 10970.7

Carcinoma 2 (C2) 13693.4 6952.6 9826.1 0.0 13465.0 41378.1 1900.2 7913.4

Stroma ady. Dysp. 1 (S2) 26725.2 6541.8 15416.1 13465.0 0.0 47265.1 12101.4 5583.4

Stroma 3 (S3) 35421.3 43913.8 33606.6 41378.1 47265.1 0.0 41126.7 44140.5

Dysplasia 2 (D2) 14926.1 5630.5 8687.6 1900.2 12101.4 41126.7 0.0 6572.3

Carcinoma 3 (C3) 21342.0 970.1 10970.7 7913.4 5583.4 44140.5 6572.3 0.0

Tabla 3.2: Muestra de parte de la matriz de distancia obtenida mediante la métrica de Wasserstein para

la dimensión de homoloǵıa 1, asociada a la dinámica de los ciclos.

D1 C1 S1 C2 S2 S3 D2 C3

Dysplasia 1 (D1) 0.0 5457.3 3518.3 3746.9 6803.5 9423.7 4091.2 5581.7

Carcinoma 1 (C1) 5457.3 0.0 4578.2 2547.6 3385.4 9023.8 1693.7 621.1

Stroma ady. Carc. 1 (S1) 3518.3 4578.2 0.0 4145.0 5105.9 6813.6 3877.0 4588.7

Carcinoma 2 (C2) 3746.9 2547.6 4145.0 0.0 5145.4 9360.4 1327.0 2815.3

Stroma ady. Dysp. 1 (S2) 6803.5 3385.4 5105.9 5145.4 0.0 8792.8 4379.6 3042.2

Stroma 3 (S3) 9423.7 9023.8 6813.6 9360.4 8792.8 0.0 9045.2 9015.2

Dysplasia 2 (D2) 4091.2 1693.7 3877.0 1327.0 4379.6 9045.2 0.0 1915.8

Carcinoma 3 (C3) 5581.7 621.1 4588.7 2815.3 3042.2 9015.2 1915.8 0.0

Las matrices de distancia mostradas en las Tablas 3.1 y 3.2 son una muestra de las

matrices generadas en este trabajo, las cuales representan el grado de disimilitud topológi-

ca entre pares de diagramas de persistencia : cuanto mayor es el valor, mayor es la

diferencia entre los diagramas de persistencia correspondientes, mientras que

valores cercanos a cero indican alta similitud. Es por este motivo que la diagonal de la

matrices es cero, ya que representa la distancia entre un diagrama y el mismo.

Tabla 3.3: Resumen de distancias de Wasserstein en dimensión H0.

Par de muestras Rango Media Desviación estándar

Carcinoma vs Carcinoma 0 – 27052 6410 4412

Displasia vs Displasia 0 – 16357 6064 4199

Displasia vs Carcinoma 511 – 28546 7655 5239

Carcinoma vs Estroma adyacente al carcinoma 501 – 51160 12137 8133

Displasia vs Estroma adyacente a la displasia 677 – 41936 14795 9830

Estroma adyacente al carcinoma

vs Estroma adyacente a la displasia 312 – 51567 17269 11145
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Tabla 3.4: Resumen de distancias de Wasserstein en dimensión H1.

Par de muestras Rango Media Desviación estándar

Carcinoma vs Carcinoma 0 – 6040 2327 1115

Displasia vs Displasia 0 – 4359 2094 1080

Displasia vs Carcinoma 685 – 5723 2528 1101

Carcinoma vs Estroma adyacente al carcinoma 711 – 9092 3778 1752

Displasia vs Estroma adyacente a la displasia 823 – 9424 4360 2204

Estroma adyacente al carcinoma

vs Estroma adyacente a la displasia 494 – 8979 4430 2003

En general, considerando las clases de homoloǵıa de dimensión 0, las muestras de

carcinoma presentan distancias relativamente bajas entre śı (rango: 0 – 27,052; media:

6,410; desviación estándar: 4,412). Esto indica que la organización de los conglomerados

celulares en estas muestras es bastante consistente, es decir, los patrones de conectivi-

dad de las células tumorales son similares entre diferentes muestras de carcinoma. Al

comparar carcinoma con estroma adyacente al carcinoma, las distancias son consi-

derablemente mayores (rango: 501 – 51,160; media: 12,137; desviación estándar: 8,133),

lo que refleja diferencias importantes en la conectividad: la distribución y agrupamien-

to de las células en el estroma adyacente difiere notablemente de la del tejido tumoral.

Las distancias entre displasia y carcinoma (rango: 511 – 28,546; media: 7,655; desvia-

ción estándar: 5,239) muestran valores intermedios, lo que sugiere que algunas muestras

de displasia presentan patrones de conectividad parcialmente similares al carcinoma. En

contraste, las distancias entre displasia y estroma adyacente a la displasia (rango:

677 – 41,936; media: 14,795; desviación estándar: 9,830) son elevadas y más variables,

indicando que la disposición de los conglomerados celulares en el estroma adyacente a dis-

plasia es más diversa y menos comparable con la propia displasia. Además, al comparar

los dos tipos de estroma, se observa que estroma adyacente al carcinoma vs estroma

adyacente a la displasia presentan distancias elevadas y mayor variabilidad (rango: 312

– 51,567; media: 17,269; desviación estándar: 11,145), lo que indica que la organización

de los conglomerados celulares en los estromas depende de su proximidad a la lesión y

difiere significativamente entre śı, ver Figura 2.3. En resumen, los resultados obtenidos a

partir de las clases de homoloǵıa de dimensión 0 indican que las muestras de carcinoma

presentan alta similitud entre śı, al igual que las muestras de displasia. Las comparacio-

nes cruzadas muestran que displasia y carcinoma mantienen similitudes intermedias,

mientras que las muestras de estroma presentan diferencias más pronunciadas tanto con

respecto a las otras zonas como entre ellas mismas. En particular, estroma adyacente

al carcinoma y estroma adyacente a displasia exhiben distancias elevadas y mayor

variabilidad. En conjunto, estos resultados sugieren que podŕıan identificarse patrones to-
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pológicos caracteŕısticos para los distintos tipos de tejido, aunque se requiere un análisis

más detallado para confirmarlo.

En las clases de homoloǵıa de dimensión 1 se observa un patrón general similar, aunque

las distancias tienden a ser menores que en H0. Las muestras de carcinoma presentan

distancias bajas entre śı (rango: 0 – 6,040; media: 2,327; desviación estándar: 1,115), lo

que indica que la presencia y disposición de los ciclos unidimensionales es consistente entre

estas muestras. Las distancias entre carcinoma y estroma adyacente al carcinoma

(rango: 711 – 9,092; media: 3,778; desviación estándar: 1,752) y entre displasia y estro-

ma adyacente a la displasia (rango: 823 – 9,424; media: 4,360; desviación estándar:

2,204) muestran diferencias moderadas. Por otra parte, la comparación entre estroma

adyacente al carcinoma y estroma adyacente a la displasia (rango: 494 – 8,980;

media: 4,430; desviación estándar: 2,003) revela que, aunque ambos tipos de estroma

presentan cierta consistencia interna, existen diferencias en la organización de los ciclos

unidimensionales entre estos dos tipos de estroma. Esto sugiere que, aunque la organi-

zación espacial general de los tejidos vaŕıa entre tipos de tejido, la formación de ciclos

dentro de cada conglomerado es relativamente consistente.

Las tablas 3.3 y 3.4 resumen los resultados de las distancias entre diagramas de per-

sistencia para las clases de homoloǵıa de dimensión 0 y 1, respectivamente. En general,

las diferencias topológicas más evidentes entre los tipos de tejido se manifiestan prin-

cipalmente en las clases de H0, correspondientes a componentes conexas, lo que indica

que la distribución global de los conglomerados celulares vaŕıa significativamente entre

Carcinoma, Displasia y los diferentes tipos de estroma. Por el contrario, la presencia de

ciclos unidimensionales es relativamente más consistente entre los tejidos, reflejando que

los patrones locales de vaćıos o ciclos dentro de los conglomerados celulares son simila-

res incluso entre tipos de tejido distintos. Estos resultados sugieren que, para diferenciar

tipos de tejido a partir de la organización espacial celular, las métricas derivadas de las

clases de H0 son más informativas, mientras que las clases de H1 aportan información

complementaria sobre la topoloǵıa local de los conglomerados.

Estos resultados muestran que, aunque algunas muestras de diferentes tipos de tejido

pueden compartir similitudes topológicas parciales, los tejidos tienden a diferenciarse en

términos de conectividad y presencia de ciclos. Esto sugiere que la información topológi-

ca capturada mediante las distancias de Wasserstein puede resultar útil para identificar

patrones de similitud entre muestras con respecto a su condición histológica y puede

orientar procesos de clasificación. Técnicas de clustering jerárquico sobre estas matrices

permitiŕıan visualizar si existen agrupamientos naturales determinados por la condición

histológica.
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3.1.3. Clustering jerárquico

Con el propósito de evaluar si las distancias topológicas reflejan la organización biológi-

ca de las muestras según su condición histológica (carcinoma, displasia y estroma), se

aplicó clustering jerárquico a las matrices de distancia construidas a partir de las clases

de homoloǵıa de dimensión 0 y 1. Este procedimiento permite representar gráficamen-

te la similitud entre muestras mediante dendrogramas y mapas de calor, facilitando la

identificación de agrupamientos naturales basados en su estructura topológica.

En la Figura 3.3 se muestra el análisis correspondiente a la homoloǵıa en dimensión 0.

Se observa que las muestras clasificadas como carcinoma y displasia tienden a agruparse de

forma diferenciada respecto a los estromas adyacentes, validando los resultados estad́ısti-

cos mostrados en la Tabla 3.3. Esta separación indica que las caracteŕısticas topológicas

asociadas con las conexiones entre conglomerados celulares son informativas para distin-

guir entre carcinomas y displasias frente a estromas. No obstante, se observan algunas

excepciones en las que ciertas muestras no se agrupan con otras de la misma condición

histológica. Estas desviaciones pueden explicarse por al menos tres factores:

1. Zonas de transición histológica: algunas muestras incluyen regiones mixtas, por

ejemplo, displasia–estroma, lo que puede hacer que se clasifiquen según la condición

con mayor similitud topológica. Como se observa en la Figura 2.5, la mayoŕıa de las

células pertenecen al grupo tumoral, por lo que resulta aceptable que estas muestras

(color negro en el dendrograma) esten más relacionadas con displasia o carcinoma.

2. Grado de displasia: las displasias de bajo grado (LG) presentan una organiza-

ción celular más cercana al estroma adyacente que las de alto grado, lo que puede

provocar su agrupamiento con muestras estromales.

3. Error de delimitación manual: dado que la selección de regiones fue realizada por

un patólogo, no se descarta cierta variabilidad o error humano en la segmentación.

En la Figura 3.3 se observa que algunas regiones incluyen mezclas entre displasias

de bajo grado, zonas de transición y estroma adyacente, o regiones mixtas denominadas

displasia–estroma, donde el ĺımite entre el epitelio displásico y el estroma no es ńıtido.

Estas transiciones topológicas se reflejan en valores intermedios de la matriz de distancias

de Wasserstein, lo que dificulta su separación completa mediante clustering jerárquico.

Por tanto, las mezclas puntuales observadas en el dendrograma no invalidan la separación

global por condición histológica; más bien, señalan la existencia de casos intermedios o

con ruido biológico que merecen inspección adicional. En conjunto, los resultados obte-

nidos a partir de las clases de homoloǵıa de dimensión 0 indican que las diferencias en
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la conectividad celular constituyen un descriptor topológico robusto para distinguir entre

regiones epiteliales y estromales.

Figura 3.3: Clustermap jerárquico basado en las distancias de Wasserstein para las clases de homoloǵıa

de dimensión 0. El dendrograma muestra la relación jerárquica entre las muestras. El mapa de calor

representa la magnitud de la distancia: los colores azul indican mayor similitud topológica entre muestras,

mientras que los tonos verdes reflejan menor similitud. Las barras de color superiores indican la condición

histológica (displasia – azul oscuro, carcinoma – verde, estroma adyacente a displasia – lila, estroma

adyacente a carcinoma – verde claro, regiones mixtas – negro) y la condición cĺınica (Fanconi – rojo, No

Fanconi – azul).

De manera análoga, en la Figura 3.4 se muestran los resultados del clustermap para las

caracteŕısticas topológicas persistentes de dimensión 1. Se destacan varios agrupamientos
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señalados con cuadros de color:

Cuadros naranjas: similar a lo observado en H0, se aprecia un agrupamiento

de condiciones histológicas de carcinoma y displasia, reflejando consistencia en la

organización de ciclos unidimensionales entre estas muestras.

Cuadro negro: se observan zonas de carcinoma–estroma agrupadas junto con

muestras de estroma adyacente al carcinoma y otras relacionadas con carcinoma. La

variación en la agrupación se debe a la proporción de células tumorales presentes,

la cual está influida por la proximidad de la región con la zona tumoral.

Cuadro amarillo: se agrupan zonas de estroma adyacente con muestras de dis-

plasia de bajo grado, indicando que las configuraciones locales de ciclos presentan

similitudes topológicas entre estas regiones.

En conjunto, estos resultados muestran que, aunque las clases de homoloǵıa persistente

de dimensión 1 reflejan principalmente la topoloǵıa local de los ciclos, es posible identificar

agrupamientos coherentes con la organización histológica de las muestras.

Figura 3.4: Resultados del análisis de clustering jerárquico basado en las distancias de Wasserstein para

la homoloǵıa en dimensión 1. La figura muestra la estructura jerárquica de similitud topológica entre las

muestras, junto con las barras de color que representan la condición histológica y la condición cĺınica.

Los resultados obtenidos a partir de los análisis de clustering jerárquico basados en

las distancias de Wasserstein evidencian que la información topológica capturada por las

clases persistentes de dimensión 0 y 1 permite diferenciar de forma consistente los tejidos

tumorales (carcinoma y displasia) de los estromales, reflejando variaciones estructurales

relevantes en su organización celular. No obstante, al considerar la condición cĺınica de los

pacientes (FA vs. no FA), no se observaron agrupamientos claros que indiquen una separa-

ción topológica consistente entre ambas categoŕıas, como se aprecia en la barra de estado
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“Fanconi” de la Figura 3.4. Esto sugiere que, con base en las caracteŕısticas topológicas

analizadas, la condición cĺınica (FA o no FA) no se refleja en diferencias detectables en la

organización global del tejido. Sin embargo, estas propiedades podŕıan variar al considerar

niveles más espećıficos de organización. Por ello, en la siguiente sección se presenta un

análisis por grupos funcionales, con el objetivo de evaluar si las caracteŕısticas topológicas

permiten distinguir entre distintos tipos de tejido y condiciones biológicas.

3.2. Análisis por grupos celulares

Los análisis previos mostraron que, aun sin distinguir a las células según su funciona-

lidad, el clustering jerárquico basado en las distancias de los diagramas de persistencia

tiende a agrupar correctamente las muestras tumorales entre śı y las no tumorales entre śı.

Sin embargo, diferenciar a las células por su funcionalidad, podŕıa mejorar el agrupamien-

to, ya que es probable que dada su funcionalidad las células tengan distintas disposiciones

dentro del tejido. Por ello, se realizó nuevamente el análisis topológico considerando gru-

pos celulares definidos según su función biológica, tal como se describe en la Tabla 2.1.

Esta agrupación permitió evaluar si las relaciones topológicas vaŕıan de acuerdo a la prin-

cipales funcionalidades celulares y si dichas variaciones contribuyen a distinguir entre las

distintas condiciones histológicas.

3.2.1. Procedimiento topológico por grupos

A partir de las muestras analizadas, se generaron subconjuntos de datos correspon-

dientes a los grupos celulares definidos en la Tabla 2.1. Para cada grupo se construyó un

complejo de Vietoris-Rips y se calcularon los diagramas de persistencia correspondientes

a las clases topológicas de dimensión 0 y 1. En la Figura 3.5 se muestran ejemplos de los

complejos generados, y en la Figura 3.6 los diagramas de persistencia correspondientes.

A partir de estos diagramas se calcularon las distancias de Wasserstein y se construyeron

las matrices de distancia para cada grupo celular, sobre las cuales se aplicó clustering

jerárquico para evaluar la similitud topológica entre muestras.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Ejemplos de complejos de Vietoris–Rips construidos para los cuatro grupos funcionales de

células en una muestra de carcinoma: (a) células tumorales, (b) células linfoides, (c) células mieloides, y

(d) otros tipos celulares. Se observa que la distribución y densidad de los centroides vaŕıa entre grupos,

lo que se refleja en la conectividad del complejo. Los complejos correspondientes a las células tumorales

presentan conglomerados más compactos, mientras que los de células linfoides o mieloides muestran una

disposición más dispersa y conexiones menos densas.

Al realizar el agrupamiento jerárquico en el grupo de células tumorales (Figura 3.7),

observamos que el agrupamiento generado por los clústeres mejora en comparación con
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(a) Células tumorales (b) Células linfoides

(c) Células mieloides (d) Células no tumorales

Figura 3.6: Diagramas de persistencia generados a partir de los complejos de Vietoris-Rips para los

cuatro grupos celulares en una muestra de carcinoma.

el análisis global. En este caso, se logra una separación más clara entre estromas, por

un lado, y carcinomas/displasias, por otro. Este resultado corresponde a las distancias

de Wasserstein calculadas sobre los diagramas de persistencia de clases topológicas de

dimensión 1.

Asimismo, aunque la separación general entre las condiciones histológicas es consis-

tente, se identifica una región del dendrograma que muestra una mezcla de muestras

pertenecientes a distintas condiciones histológicas (zona resaltada en amarillo en la Figu-

ra 3.7).

De manera análoga a lo observado en el análisis global, este comportamiento se debe

a que dichas muestras corresponden a carcinomas, displasias de alto grado y regiones de

transición que incluyen tanto áreas de displasia como componentes estromales. A pesar

de contener una fracción de estroma, la topoloǵıa global de estas zonas de transición se
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Figura 3.7: Dendrograma jerárquico basado en las distancias de Wasserstein correspondientes a la

homoloǵıa de dimensión H0 para el grupo de células tumorales. La longitud de las ramas refleja la

distancia topológica entre muestras. Las barras de color inferiores indican la condición histológica y la

condición cĺınica. El cuadro amarillo resalta una región del dendrograma donde se observa una mezcla

de muestras pertenecientes a distintas condiciones histológicas relacionadas con carcinomas, displasias de

alto grado y zonas de displasia o carcinoma con estroma.

asemeja más a la de los tejidos con condición histológica de carcinoma y displasia, como

se observa en las regiones (a) y (b) de la Figura 3.8. Sin embargo, pueden existir casos

en los que la fracción estromal sea mayor, mostrando una organización más similar a la

del estroma adyacente, como se aprecia en la región (c) de la misma figura. Esto sugiere

que la organización espacial de las células en estas regiones mixtas conserva caracteŕısti-

cas topológicas propias del tejido tumoral, incluso cuando coexisten con componentes

estromales.



Resultados 62Resultados 62Resultados 62

(a) (b)

(c)

Figura 3.8: Representación espacial de cuatro regiones mixtas de displasia–estroma con diferentes pro-

porciones de células tumorales. En (a) y (b) se observa una mayor presencia de células tumorales,

mientras que en (c) la proporción de células tumorales es menor, manteniéndose la presencia de los otros

tres grupos celulares.

Por otro lado, al incorporar la condición cĺınica (FA vs. no FA), no se observa una

separación clara entre ambas categoŕıas dentro del grupo de células tumorales, lo que

indica que las diferencias topológicas detectadas en esta escala se asocian principalmente

con la condición histológica del tejido y no con la presencia de anemia de Fanconi (ver

Figura 3.7). Este patrón se mantiene al considerar las distancias de Wasserstein calcula-

das sobre los diagramas de persistencia de clases topológicas de dimensión 0, donde los

agrupamientos siguen la misma tendencia general observada en el análisis jerárquico.
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En la Figura 3.9, se presentan los dendogramas correspondientes a los grupos de células

linfoides, mieloides y no tumorales, construidos a partir de las distancias de Was-

serstein para la homoloǵıa de dimensión 1. En comparación con las células tumorales, la

agrupación por condición histológica en estos casos resulta menos definida; sin embargo,

se observa que las muestras tienden a preservar ciertos patrones de similitud topológica,

consistentes con las tendencias descritas tanto en el análisis de células tumorales como en

el análisis global. Esto sugiere que, aunque las diferencias más pronunciadas emergen en la

organización espacial de las células tumorales, los demás tipos celulares también reflejan,

en menor medida, la estructura jerárquica y las relaciones espaciales caracteŕısticas de

cada tipo de tejido.

En conjunto, los resultados, tanto del análisis global como del análisis por grupos,

sugieren que la estructura topológica captura de manera efectiva las diferencias espaciales

entre condiciones histológicas, pero no permite distinguir con claridad entre las condicio-

nes cĺınicas (AF vs. no AF). Con el fin de profundizar en este aspecto y evaluar si la

topoloǵıa de las interacciones celulares puede revelar diferencias asociadas a la condición

genética, se empleó el método TopKAT. Esta herramienta permite incorporar información

cĺınica durante el análisis topológico, facilitando la identificación de patrones estructurales

relacionados con la condición de interés.
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(a) Células linfoides

(b) Células mieloides

(c) Otro tipo de células

Figura 3.9: Dendogramas obtenidos a partir de las distancias de Wasserstein para la homoloǵıa de

dimensión 1 en distintos grupos celulares. Aunque la agrupación por condición histológica es menos

definida que en el caso de las células tumorales, se conservan ciertas caracteŕısticas topológicas comunes

que reflejan las tendencias observadas en los análisis previos.

3.3. Análisis complementario con TopKAT

El análisis topológico global y posteriormente el realizado por grupos celulares mostra-

ron que es posible identificar diferencias entre las zonas tumorales (carcinoma y displasia)

y los estromas adyacentes. Sin embargo, esta aproximación no fue suficiente para res-

ponder otra pregunta central de este trabajo: determinar si la condición cĺınica de los
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pacientes (anemia de Fanconi, FA, frente a no-FA) se refleja en la organización espacial

celular.

Para abordar este punto se recurrió aTopKAT (Topological Kernel Association Test),

una herramienta estad́ıstica espećıficamente diseñada para evaluar si los diagramas de

persistencia presentan diferencias significativas entre grupos predefinidos [41]. El uso de

TopKAT permitió complementar el análisis previo, ya que proporciona un marco formal

para poner a prueba la hipótesis de que existen diferencias topológicas asociadas con la

condición FA/no-FA. Entonces, se aplicó TopKAT restringiendo el análisis únicamente

a las muestras de carcinoma, con el objetivo de identificar diferencias topológicas entre

los carcinomas provenientes de pacientes con anemia de Fanconi (FA) y aquellos sin dicha

condición (no-FA).

Los datos de entrada para este análisis fueron los mismos utilizados en la sección

anterior, es decir, las coordenadas espaciales y los tipos celulares obtenidos a partir de

las imágenes de tejido. A diferencia del análisis exploratorio, en este caso se incorporó

una variable cĺınica binaria que codifica la condición de cada paciente: FA o no-FA. De

esta forma, cada imagen se asoció no solo con su estructura celular, sino también con la

condición cĺınica correspondiente, lo que permitió evaluar si los patrones topológicos de

organización celular difieren significativamente entre ambos grupos de pacientes.

Paso 1: Complejo de Vietoris-Rips y diagrama de persistencia

Al igual que en las secciones anteriores, el punto de partida es la construcción de com-

plejos de Vietoris–Rips a partir de la distribución espacial de las células en cada muestra.

En la Figura 3.1 y la Figura 3.2 se muestra un ejemplo ilustrativo: una representación del

complejo de Vietoris–Rips y su correspondiente diagrama de persistencia. Este esquema

resume el flujo de trabajo aplicado de manera consistente en todos los conjuntos de da-

tos y proporciona una base visual para comprender cómo la organización espacial de las

células se traduce en caracteŕısticas topológicas cuantificables.

Paso 2: Similitud topológica entre imágenes

A partir de los diagramas de persistencia se calcularon las matrices de disimilitud

topológica, empleando la métrica definida en la Ecuación 2.1. Cada entrada de la matriz

Dk(Zi, Zj) cuantifica la diferencia topológica entre dos muestras i y j, para la homoloǵıa

de dimensión k. En este contexto, una matriz de disimilitud es una matriz cuadrada

y simétrica donde cada elemento (i, j) representa la distancia o diferencia topológica

entre dos diagramas de persistencia, de modo que valores pequeños indican alta similitud

topológica y valores grandes, mayor divergencia entre las imagenes y constituyen el insumo
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principal para el test estad́ıstico TopKAT, que evalúa la asociación con la condición cĺınica

FA/no-FA

Estas matrices se generaron mediante la función rips-similarity-matrix, obtenien-

do una matriz independiente para cada dimensión homológica.

Paso 3: Test estad́ıstico (TopKAT)

Una vez obtenidas las matrices de disimilitud topológica para cada dimensión de ho-

moloǵıa, se aplicó el test estad́ıstico TopKAT para evaluar si la organización espacial de

las células se asocia con la condición cĺınica FA/no-FA.

Se plantearon las hipótesis estad́ısticas:

Hnull: No existe asociación entre la topoloǵıa celular y la condición cĺınica.

Halt: Existe asociación entre la topoloǵıa celular y la condición cĺınica.

TopKAT utiliza un enfoque tipo kernel, que consiste en representar las relaciones

entre imágenes mediante matrices de similitud y combinar estas matrices linealmente con

distintos pesos (ω = 0, 0.5, 1). De esta manera, se evalúa simultáneamente la contribución

de diferentes dimensiones de homoloǵıa a la asociación con la variable de interés. El test

resultante se denomina omnibus, porque integra información de múltiples kernels en un

solo valor p global que resume la evidencia de asociación.

El resultado del test corresponde a un valor p global, el cual indica si existe evidencia

estad́ıstica de diferencias topológicas significativas entre pacientes FA y no-FA. En este

estudio se adoptó un umbral de significancia de p < 0.05, siguiendo la práctica estándar.

Por lo tanto, valores menores a este umbral permiten rechazar la hipótesis nula (Hnull) y

sugieren que la organización espacial de las células difiere según la condición cĺınica de los

pacientes. En este caso, el valor obtenido fue p = 0.0002, lo que es suficientemente bajo

para indicar una diferencia topológica significativa entre ambos grupos.
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Paso 4: Análisis post-hoc (análisis descriptivos)

Una vez obtenido un valor p global mediante el test de asociación (TopKAT), el

siguiente paso consiste en realizar un análisis post-hoc. En términos generales, este tipo de

análisis se aplica tras un test global para identificar qué aspectos espećıficos del fenómeno

contribuyen a la asociación detectada. En este contexto, el objetivo es determinar en

qué escala de distancia —definida por el parámetro ε utilizado en la construcción del

complejo de Vietoris–Rips— la relación entre la topoloǵıa celular y el outcome cĺınico

es más fuerte. La escala de distancia representa el radio máximo de conexión entre

células, es decir, la resolución espacial a la que emergen las estructuras topológicas. Por

su parte, el outcome corresponde a la condición cĺınica de los pacientes, codificada como

1 para Anemia de Fanconi (FA) y 0 para no FA. Este análisis se lleva a cabo mediante

la función scale importance, que estima la contribución de cada escala de filtración a la

señal estad́ıstica global.

El procedimiento puede describirse de la siguiente manera:

1. A partir de los diagramas de persistencia obtenidos en pasos previos, se consideró

un conjunto discreto de 50 valores de la escala de filtración ε (radios en los com-

plejos de Vietoris–Rips), uniformemente espaciados en el intervalo [0, εmáx], donde

εmáx corresponde a la cota máxima utilizada en la construcción del complejo. Ver

Figura 3.10.

2. Para cada valor de ε, los diagramas de persistencia se truncaron eliminando las clases

topológicas con nacimiento o muerte mayores que dicha escala, y posteriormente se

calculó un estad́ıstico global de asociación mediante TopKAT, análogo a un valor

p, que cuantifica las diferencias topológicas entre pacientes con anemia de Fanconi

(FA) y sin anemia de Fanconi (no-FA).

3. Los resultados se resumieron en una curva que muestra el valor del estad́ıstico de

asociación en función de ε, lo que permite identificar la escala en la que dicho

valor alcanza su mı́nimo, correspondiente a la escala espacial donde las diferencias

topológicas entre ambos grupos son más marcadas.

En este caso, el análisis reveló que la escala óptima de asociación se encontró en

res scale = 30.61224, lo cual sugiere que, a dicha resolución espacial, la organización de

las células tumorales refleja con mayor claridad las diferencias entre ambas condiciones

cĺınicas. La Figura 3.11 muestra el resultado de este análisis, destacando el punto en el

que el valor p alcanza su mı́nimo al considerar exclusivamente las muestras de carcinoma.
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(a) ε = 20 (b) ε = 30

Figura 3.10: Diagramas de persistencia y sus complejos de Vietoris–Rips para distintos valores ε. Estos

ejemplos ilustran cómo las propiedades cambian a medida que aumenta el radio, lo cual permite identificar

las escalas en las que emergen diferencias entre pacientes FA y no-FA.

Figura 3.11: Resultado del análisis iterativo, en el que se identifica la escala óptima de asociación

topológica (res scale = 30.61224), correspondiente al mı́nimo del estad́ıstico de asociación entre las

condiciones (FA y no-FA). El eje vertical se muestra en escala logaŕıtmica y representa el valor del

estad́ıstico de asociación (análogo a un valor p), con el fin de mejorar la visualización. La ĺınea horizontal

indica el umbral de significancia estad́ıstica (p = 0.05), permitiendo identificar las escalas con asociación

significativa, mientras que la ĺınea vertical negra marca la escala de filtración asociada al valor mı́nimo

del estad́ıstico.
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A partir de la escala óptima definida, se construyeron matrices de conectividad para las

muestras de carcinoma, las cuales resumen las interacciones más frecuentes entre tipos

celulares dentro del complejo simplicial.

En el caso de las muestras no-FA, se observa que las conexiones predominan entre

células tumorales, lo que sugiere una organización más homogénea del tejido neoplási-

co. En contraste, en las muestras FA comienzan a aparecer interacciones relevantes entre

células no tumorales, lo que podŕıa indicar una mayor heterogeneidad en la microarqui-

tectura tumoral. En la Figura 3.12 podemos obsercar 2 ejemplos representativos tanto de

muestras FA como de muestras no-FA donde se pueden observar estas diferencias.

(a) Matriz de conexiones Carcinoma no-FA (b) Matriz de conexiones Carcinoma FA

(c) Matriz de conexiones Carcinoma no-FA (d) Matriz de conexiones Carcinoma FA

Figura 3.12: Matrices de conectividad obtenidas con res scale = 30.61224 en muestras de carcinoma.

(a) y (c) Son ejemplos de muestras no-FA donde las conexiones predominantes ocurren entre células

tumorales. (b) y (d) Son ejemplos de muestras FA en la que se observan interacciones relevantes entre

células no tumorales.

De manera complementaria, se generaron matrices de conectividad promedio para cada

condición cĺınica (FA y no-FA), promediando las conexiones obtenidas a partir de todas las
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muestras pertenecientes a cada grupo. Estas matrices permiten visualizar las tendencias

globales en la organización celular, eliminando las variaciones individuales entre muestras.

En la Figura 3.13 se observa que en el grupo no-FA las conexiones más fuertes se man-

tienen principalmente entre células tumorales, reflejando una red interna densa y cohesiva.

En cambio, en el grupo FA se evidencia un aumento en la conectividad entre células no

tumorales y entre tipos celulares mixtos, lo que sugiere una desorganización estructural y

posibles alteraciones en la interacción tumoral–estromal asociadas a la condición cĺınica.

Figura 3.13: Matrices de conectividad promedio calculadas para las condiciones cĺınicas FA y no-FA.

La matriz izquierda corresponde al grupo FA, donde las conexiones predominan entre células tumorales,

indicando una organización interna más homogénea. La matriz derecha corresponde al grupo no-FA, mos-

trando una mayor heterogeneidad estructural con conexiones distribuidas entre distintos tipos celulares.

En conjunto, estos resultados sugieren que las caracteŕısticas topológicas detectadas me-

diante el método TopKAT capturan diferencias significativas en la organización celular

entre las condiciones FA y no-FA. Estas diferencias se pueden observar en la mayoŕıa de

las muestras, lo cual sugiere que la arquitectura tisular de los carcinomas asociados a FA

presenta una mayor complejidad en comparación con los casos no-FA.



Caṕıtulo 4

Discusión

Introducción

El presente estudio tuvo como objetivo evaluar el potencial del Análisis Topológico de

Datos como herramienta para caracterizar la organización celular espacial de tejidos tu-

morales en imágenes obtenidas mediante inmunofluorescencia ćıclica en tejido (t-CycIF).

A través de la homoloǵıa persistente y del uso de distancias topológicas, se buscó determi-

nar si las propiedades topológicas de las distribuciones celulares permiten distinguir entre

diferentes condiciones histológicas y cĺınicas.

Los resultados obtenidos muestran que los descriptores topológicos derivados de los

diagramas de persistencia capturan diferencias estructurales en la disposición celular entre

zonas tisulares con distintas condiciones histológicas, como carcinoma, displasia y estro-

ma adyacente. Además, mediante el uso de TopKAT se identificaron variaciones topológicas

asociadas a la condición de anemia de Fanconi, lo que sugiere que las diferencias en la

arquitectura celular entre muestras FA y no-FA presentan una base topológica detectable.

En consecuencia, los análisis realizados evidencian que los descriptores topológicos permi-

ten cuantificar diferencias significativas en la organización espacial de las células dentro

del tejido. Las zonas tisulares provenientes de distintas condiciones histológicas presen-

tan firmas topológicas diferenciables, indicando que la estructura celular subyacente tiene

una correlación cuantificable con el estado biológico del tejido. El uso de TopKAT permitió

identificar asociaciones significativas entre las caracteŕısticas topológicas y la presencia o

ausencia de anemia de Fanconi, evidenciando que estas alteraciones genéticas o funcio-

nales se reflejan en la arquitectura celular y pueden ser detectadas mediante enfoques

topológicos. Estos hallazgos establecen un puente directo entre los métodos topológicos

aplicados y la interpretación biológica de la organización del microambiente tumoral.

Los hallazgos se alinean con Bhaskar et al. (2020) y Aukerman et al. (2024), quienes
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demostraron que el TDA es capaz de extraer información espacial significativa en po-

blaciones celulares heterogéneas. Samorodnitsky et al. (2023) introdujeron TopKAT como

un método estad́ıstico que combina la información de homoloǵıa persistente con pruebas

de asociación basadas en kernels; nuestros resultados confirman que esta combinación es

efectiva para detectar diferencias asociadas a condiciones cĺınicas, como FA vs no-FA, en

contextos tisulares complejos. De manera complementaria, Keren et al. (2023) mostraron

que el análisis espacial detallado de microambientes tumor-inmunes mediante técnicas

multiplexadas permite identificar estructuras celulares organizadas correlacionadas con

fenotipos cĺınicos, reforzando la relevancia de aplicar enfoques topológicos y estad́ısticos

para capturar la heterogeneidad y las interacciones celulares. De esta forma, este trabajo

fortalece la propuesta de TDA como una herramienta efectiva para estudiar tanto datos

provenientes de ómicas espaciales como de tejidos complejos.

Estos resultados tienen varias implicaciones para la investigación en bioloǵıa celular

y medicina. Primero, demuestran que el TDA puede complementar los análisis espaciales

tradicionales, ofreciendo un nuevo punto de vista de la organización multicelular. Segun-

do, la detección de diferencias topológicas entre muestras FA y no-FA sugiere que estas

herramientas podŕıan ser útiles para estudios de biomarcadores espaciales o para carac-

terizar microambientes tumorales asociados a alteraciones genéticas. Además, desde un

enfoque metodológico y matemático, este trabajo destaca el potencial del TDA como un

área en desarrollo con aplicaciones amplias; la integración de herramientas topológicas

con métodos estad́ısticos basados en kernels, como TopKAT, establece un marco robusto

y reproducible que puede inspirar nuevas métricas, algoritmos y enfoques para analizar

datos espaciales complejos en diversos contextos. Finalmente, estas estrategias ofrecen un

camino para formalizar y cuantificar patrones estructurales de manera rigurosa, abriendo

oportunidades tanto para la investigación fundamental como para aplicaciones cĺınicas.

Limitaciones

Si bien los resultados muestran el potencial del TDA para caracterizar la organiza-

ción espacial celular, este estudio presenta algunas limitaciones que deben considerarse al

interpretar los hallazgos.

Primero, la cantidad de muestras disponibles fue limitada, apenas suficiente para rea-

lizar los análisis. Con un mayor número de muestras, las firmas topológicas detectadas

podŕıan variar, afectando la generalización y robustez de los resultados.

Segundo, los estudios de imágenes mediante TDA aún no se encuentran estandariza-

dos, por lo que se requiere un largo y arduo trabajo antes de que esta metodoloǵıa pueda

ser empleada de forma extendida por la comunidad cient́ıfica y médica. De hecho, todav́ıa
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existe falta de claridad en aspectos fundamentales, como la definición del rango de filtra-

ción, la elección de la métrica para la construcción de los complejos de Vietoris–Rips o

los criterios de preprocesamiento y estandarización de los datos, aśı como en la aplicación

e interpretación de métodos estad́ısticos como TopKAT. Estas decisiones metodológicas

pueden influir de manera significativa en los resultados, ya que la homoloǵıa persistente

depende de la escala de filtración y de la resolución espacial de los datos. Diferentes con-

figuraciones podŕıan conducir a variaciones en las distancias topológicas y en la detección

de asociaciones estad́ısticas. Por estos motivos, será fundamental avanzar hacia una mayor

estandarización del análisis de imágenes basado en TDA.

Tercero, aunque el TDA permite capturar patrones abstractos de organización, su in-

terpretación biológica requiere cautela. Las diferencias topológicas identificadas no siem-

pre implican causalidad o relevancia funcional directa, por lo que deben complementarse

con análisis adicionales o validaciones experimentales.

Cuarto, el análisis topológico implica un costo computacional considerable. El cálculo

de los complejos de Vietoris-Rips y la generación de los diagramas de persistencia requieren

una cantidad significativa de memoria y tiempo de procesamiento. En este estudio, el

procesamiento se realizó utilizando los servidores disponibles, cuyas caracteŕısticas son

las siguientes:

338-CGRJ: Intel Xeon W5-3423 con 12 núcleos y 24 subprocesos, 30 MB de caché,

frecuencia base de 2,1 GHz y hasta 4,2 GHz con turbo, con un consumo de 220 W.

370-AHHP: 512 GB de memoria RDIMM DDR5 a 4800 MHz con ECC, distribuida

en 8 unidades de 64 GB, expandida posteriormente a 755 GB.

El uso de cinco núcleos del servidor demandó aproximadamente 400 GB de memoria

RAM por ejecución, y el procesamiento de alrededor de 100 muestras requirió cerca de 20

horas. Este elevado costo computacional se debe a la naturaleza combinatoria del complejo

de Vietoris-Rips, cuya complejidad crece rápidamente con el número de puntos (células)

en la muestra. Además, la variación en el número de células por imagen puede influir

directamente en los resultados topológicos. Comparar, por ejemplo, imágenes con 1000

células frente a otras con 3500 puede generar diferencias en las distancias topológicas

que no reflejan cambios biológicos reales, sino el tamaño desigual de los conjuntos de

puntos. Por ello, es fundamental estandarizar o seleccionar subconjuntos con un número

comparable de células antes del análisis, garantizando que las diferencias observadas sean

atribuibles a la organización espacial y no a la cantidad de elementos analizados.

Por último, el estudio se centró en datos de t-CycIF de un tipo espećıfico de tejido y

condiciones cĺınicas, lo que puede limitar la extrapolación de los hallazgos a otros contextos

o tipos de cáncer.
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Recomendaciones para futuras investigaciones

Primero, seŕıa fundamental aumentar el número y la diversidad de muestras analizadas

para evaluar la robustez del estudio. De esta manera, se podŕıa lograr un equilibrio entre

las diferentes condiciones histológicas y cĺınicas, lo cual seŕıa vital para corroborar los

resultados obtenidos.

Segundo, se recomienda explorar otros métodos más allá del complejo de Vietoris-Rips,

por ejemplo el complejo Alfa, aśı como el uso de imágenes de persistencia u otras transfor-

maciones de los diagramas de persistencia. Estas alternativas podŕıan ofrecer perspectivas

complementarias de la organización celular y capturar patrones que podŕıan pasar des-

apercibidos con un único enfoque.

Tercero, la integración de estas representaciones topológicas con técnicas de aprendi-

zaje automático, incluyendo redes neuronales convolucionales o modelos h́ıbridos, podŕıa

mejorar la capacidad de clasificación y predicción de condiciones histológicas y condiciones

cĺınicas, aprovechando al máximo la información estructural contenida en las distribucio-

nes celulares.

Finalmente, se sugiere realizar estudios complementarios que validen biológicamente

las diferencias topológicas identificadas. Por ejemplo, se podŕıa incorporar información

adicional disponible, como variables de tiempo o supervivencia de las muestras para for-

talecer la interpretación biológica de los resultados.

Desaf́ıos y oportunidades en el análisis topológico

A pesar de sus ventajas teóricas y aplicaciones exitosas, la adopción generalizada del

Análisis Topológico de Datos en el ámbito biomédico enfrenta ciertos desaf́ıos técnicos y

metodológicos. Uno de los principales obstáculos es la complejidad computacional asocia-

da al cálculo de la homoloǵıa persistente, especialmente cuando se trabaja con grandes

volúmenes de datos o en espacios de alta dimensión. La construcción de complejos simpli-

ciales como el de Vietoris-Rips tiene un crecimiento exponencial en el número de śımplices

respecto al número de puntos, lo que puede limitar su escalabilidad en conjuntos de datos

masivos. A esto se suma el hecho de que actualmente no existe un procedimiento estan-

darizado para llevar a cabo análisis topológicos en datos biomédicos, lo que genera una

alta dependencia del diseño experimental, las decisiones computacionales y la experiencia

del usuario. Esta falta de estandarización representa una barrera para la reproducibilidad

y comparabilidad entre estudios, y limita su adopción en contextos cĺınicos.

Además, aunque existen bibliotecas eficientes como Ripser y GUDHI, muchas de ellas

requieren conocimientos técnicos avanzados, por ejemplo, en topoloǵıa algebraica y en

el manejo computacional de complejos simpliciales de alta dimensión. La correcta im-
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plementación de estos métodos demanda comprender cómo se representan y procesan

los complejos de Vietoris–Rips, aśı como la interpretación adecuada de los diagramas de

persistencia y de las métricas empleadas para comparar su estructura. Estas exigencias

pueden representar una barrera para usuarios no especializados y limitan, por ahora, la

adopción generalizada de estas herramientas en el análisis de imágenes biológicas.

Por otro lado, una de las áreas de oportunidad más prometedoras es la integración

del TDA con modelos de aprendizaje profundo. Esta combinación permite aprovechar

el poder expresivo de las redes neuronales para aprender representaciones latentes que

capturen patrones topológicos relevantes. Por ejemplo, se han desarrollado arquitecturas

que incorporan información de persistencia como capas dentro de redes convolucionales,

o que utilizan diagramas de persistencia como entradas para modelos h́ıbridos (Hofer et

al., 2019). Estas estrategias abren la puerta a aplicaciones más precisas y robustas en

clasificación, segmentación o predicción cĺınica basada en imágenes.

Finalmente, se reconoce la necesidad de diseñar pipelines automatizados que integren

TDA con procesos estándar de análisis de imágenes médicas, desde la adquisición y pre-

procesamiento de datos hasta la interpretación cĺınica. En este sentido, el presente trabajo

busca contribuir con una aplicación práctica del TDA como herramienta de extracción

de caracteŕısticas espaciales para la clasificación de patrones multicelulares, evaluando su

desempeño en datos reales.

Conclusión

En conclusión, los resultados de este estudio sugieren que el Análisis Topológico de

Datos, en combinación con métodos estad́ısticos basados en kernels como TopKAT, puede

capturar diferencias significativas en la organización espacial de poblaciones celulares y

ayudar a discriminar entre condiciones histológicas y cĺınicas relevantes. El TDA ofrece

una perspectiva complementaria a los análisis espaciales tradicionales, proporcionando una

representación abstracta y cuantitativa de la arquitectura celular que puede integrarse con

información biológica y cĺınica.

En conjunto, este trabajo indica que la homoloǵıa persistente y las herramientas de

asociación topológica constituyen un marco metodológico sólido y con gran potencial para

el estudio de tejidos complejos. Si bien su aplicación aún enfrenta desaf́ıos relacionados

con la estandarización y la reproducibilidad, los resultados obtenidos respaldan su valor

como enfoque emergente para el análisis cuantitativo del microambiente tumoral y sientan

las bases para desarrollos futuros que consoliden su uso en investigación biomédica.

Estos hallazgos responden directamente a las preguntas de investigación planteadas:

¿Puede el Análisis Topológico de Datos utilizarse para clasificar patrones
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celulares a partir de su organización espacial?

Los resultados sugieren que los descriptores topológicos derivados de los diagra-

mas de persistencia podŕıan permitir diferenciar patrones celulares y caracterizar su

organización dentro del tejido.

¿Permite el TDA identificar diferencias topológicas que reflejen propieda-

des biológicas y cĺınicas relevantes, como la condición histológica o cĺınica

de los tejidos?

Los análisis indican que las diferencias topológicas capturadas por el TDA y evalua-

das mediante TopKAT podŕıan reflejar variaciones asociadas a la condición cĺınica,

como la presencia o ausencia de anemia de Fanconi.
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