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Introduccion

La presente tesis aborda un resultado fundamental de la geometria compleja: el Teorema del Encaje
de Kodaira. Este establece sobre una variedad compleja compacta, la equivalencia entre admitir un
encaje proyectivo y el de admitir un haz lineal positivo. En combinacién con el Teorema de Chow,
este resultado permite construir un camino a la Geometria algebraica, al garantizar que tal encaje
corresponde a una variedad algebraica proyectiva.

El objeto central de estudio de este trabajo son las variedades complejas compactas, que seran

abordadas mediante herramientas como los haces lineales, las gavillas y la nociéon de positividad;
elementos esenciales en la formulaciéon y demostracion del teorema
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Resumen/Abstract

El Teorema del Encaje de Kodaira

Juan Pablo Penaloza Pacheco

Resumen

La presente tesis estudia el Teorema del Encaje de Kodaira, uno de los resultados cen-
trales en geometria compleja. Este teorema caracteriza cudndo una variedad compleja
compacta puede encajarse de manera holomorfa en un espacio proyectivo, estableciendo
la equivalencia entre la positividad y la amplitud de un haz lineal. A lo largo del trabajo
se desarrollan las herramientas necesarias —como haces lineales, positividad, cohomolo-
gia y el teorema de anulamiento de Kodaira— para presentar una demostracion detallada
del resultado y algunas de sus aplicaciones geométricas.

Palabras Clave: Encaje, Haces lineales, Variedad, Conexiones, Positivo.

Abstract

This thesis studies the Kodaira Embedding Theorem, one of the central results in com-
plex geometry. The theorem characterizes when a compact complex manifold admits
a holomorphic embedding into a projective space, establishing the equivalence between
positivity and ampleness of a line bundle. Throughout this work, the necessary tools —
including line bundles, positivity, cohomology, and the Kodaira vanishing theorem —
are developed in order to present a detailed proof of the result and some of its geometric
applications.

Keywords: Embedding, Line bundles, Manifold, Connections, Positive.
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Chapter 1

Preliminares

Una variedad compleja X es una variedad diferenciable que admite una cubierta abierta {U,}
y funciones coordenadas ¢, : U, — C" tales que ¢4 0 gagl es holomorfa sobre ¢g(Uy N Ug) para
cada ay f.

A toda variedad compleja X se asocia su espacio tangente complejificado T'X, donde cada
vector tangente v € T'X puede verse como una transformacién C-lineal

v:C®(X,C) — C*(X,C)

que satisface la regla de Leibniz v(fg) = v(f)g + fv(g); es decir, v es una derivacién sobre X. El
conjunto Tt X hereda de manera natural una estructura de variedad compleja.
Decimos que una variedad diferenciable X admite una estructura compleja si existe una

aplicacién suave
J:TX —TX

tal que J? = —idrx y las transiciones locales son holomorfas. A dicha aplicacién J se le llama la
estructura casi compleja de X, la cual permite descomponer el espacio tangente complejificado

Ccomo
TeX =TYWX T X,

a partir de la cual se definen las formas de tipo (p, q):

7<X = /p\(TlvOX)* ®/q\(TO71X)*.

El siguiente ejemplo variedad compleja es crucial para la demostracién del Teorema del Encaje.



Ejemplo 1.0.1 (Explosiones). Sean X una variedad compleja de dimensién n y puntos py,...,p, €
X. Definimos la explosiéon de X a lo largo de S = {p1,...,pp} como Xg = X\S u IP’(TI}I’OX) L
= ~|_:IP>(TZ}T;0X ) la cual admite una estructura de variedad compleja. Tenemos asociado X una funcién
holomorfa 7g : Xg — X tal que

z, z€ Xg\S,
m(x) = Lo
pj, z€P(I,7X).

La explosion de X a lo largo de S es la variedad Xg junto con la funcion w. El divisor
excepcional de Xg se define como 7T§1(S) y es una hipersuperficie compleja.

1.1. Haces vectoriales

Un haz vectorial de rango r sobre una variedad compleja X es una variedad compleja E junto
con una funcién holomorfa 7 : E — X tal que para cada punto x € X la fibra 7—!(z) es un espacio
vectorial complejo de dimensién 7, y existen vecindarios abiertos U < X donde 771 (U) = U x C"
mediante un biholomorfismo, llamado trivializacion, que respeta la estructura lineal en las fibras,
i.e. la restricciéon a cada una de ellas es un C-isomorfismo.

Ejemplo 1.1.1 (El haz tautolégico). Definimos la variedad O(—1) = {(£, z) € P* x C"*1) | z € £}
y consideramos 7 : O(—1) — P" como la proyeccién al primer factor. Las funciones de transicién
del haz lineal m : O(—1) — P" estan dadas por 7, : Uj n U — C* por 7,([&o, - - -, &n]) = &/

El haz lineal O(—1) es llamado el haz tautolégico de P".

Ejemplo 1.1.2 (Haz de hiperplano). El haz de hiperplano O(1) es el haz dual de O(—1) y las
funciones de transicién son 7j;, : U; n U, — C* tales que 71 ([0, - - -, &n]) = &k/&5-

Ejemplo 1.1.3 (Pullback). Sea f:Y — X una funcién holomorfa entre variedades complejas. Un
haz vectorial m : E — X induce un haz vectorial f*E — Y de la siguiente manera. Definimos la
variedad f*FE = {(y,v) €Y x E) | 7(v) = f(y)}.

Si {(Uj, %)} es un atlas de trivializaciéon de F, con v; : Ey; — U; x C" biholomorfismo, entonces
{(f7H(U;),%;)} es un atlas de trivializacién de f*E, con

Gy (F*E) gy — FHU) x T, ahyly,v) = (y, pra(¥(v))).
El haz f*E — Y se llama el pullback del haz F — X por la aplicacién holomorfa f.

Sea S < X una hipersuperficie compleja cerrada. Decimos que una funcién f : U <« C" —- C
holomorfa se anula de manera simple sobre S si f(p) = 0y df, = >, g—é(p)dzj #+ 0 para cada

pe S,y ademas f(x) + 0 para todo x € X\S.

Ejemplo 1.1.4 (Haz lineal asociado a una hipersuperficie). Consideremos una variedad compleja
X y S © X una hipersuperficie compleja cerrada. Podemos definir una familia de funciones f, :
U, — C holomorfas tales que se anulan de manera simple sobre S y que {U,} es una cubierta
abierta de X. Sobre U, n Ug + & definimos las funciones holomorfas 7,5 : (Uy N Ug)\S — C
como 7,3 = fa/fs; dado que f, y f3 se anulan de manera simple sobre la hipersuperficie cerrada S,
podemos extender 7,4 de manera holomorfa a todo U, n Ug. Notemos que sobre U, nUg n U, + 0
tenemos la condicién de cociclo
f « f B

TaﬂTB"f = TBE = Ta,-y.



Por tanto, las funciones 7,3 determinan un haz lineal Lg — X. Al haz lineal obtenido de esta
manera lo llamamos el haz lineal asociado a S, y se puede demostrar que, hasta isomorfismo, no
depende de la eleccién de las funciones holomorfas f,,.

Para un haz vectorial 7 : £ — X y un abierto U de X definimos el C-espacio vectorial de las
secciones sobre U':

O(U,E) ={s:U — E | s es holomorfa y mo s = idy}.

Un marco local para U son secciones $1,...,s, € O(U, E) tal que s1(x),...,s.(x) es una base
para E(x), para un punto x € U. Diremos que algunas secciones son un marco local alrededor
de un punto p € X si existe un vecindario de U de p tales que son un marco local para U.

Sice O(U,E)y s1,...,sr es un marco local para U entonces existen funciones holomorfas f; € O(U)
tales que o = ), f;s;. Llamaremos a las funciones f; las funciones componentes de o con respecto
al marco dado.

Teorema 1.1.5. Sea X wuna variedad compleja y E — X un haz vectorial. Si X es compacta,
entonces O(X, E) es un C-espacio vectorial de dimension finita.

La demostracién de este resultado se omite; véase el Teorema 3.13 en [4].

Sea L — X un haz lineal. Definimos el conjunto de puntos base de L como
Bs(L) = {r € X | s(x) = 0 para todo s € O(X, L)}.

Supongamos que X es compacta y que dim O(X, L) > 0. Sea sy, ..., sy una base de O(X, L).
Para cada punto p € X, elegimos un marco local ¢ definido en un entorno de p. Podemos escribir
localmente cada seccién s; como s; = fjo, donde f; es una funcién holomorfa. De este modo,
obtenemos una funcién holomorfa

oL :X\Bs(L)—»IP’N, er(z) = [fo(x),..., frn(2)].

Esta aplicacién estd bien definida, es decir, no depende del marco local elegido. En efecto, si o’
es otro marco definido en un entorno de p, entonces existe una funciéon holomorfa nunca nula A tal
que 0 = Ao’. En consecuencia, s; = fjo = (Afj)o’, y por lo tanto,

[fop), .-, INn()] = [M®) fo(p), .-, A(p)fn(p)]-

Ademas, si se elige otra base de O(X, L), las funciones holomorfas asociadas varfan mediante un
isomorfismo lineal proyectivo. Por esta razén, cualquiera de las aplicaciones holomorfas obtenidas
de esta manera se denomina el morfismo asociado a L y se denota por ..

Proposicion 1.1.6. Si X es una variedad compleja compacta y L — X un haz lineal tal que
Bs(L) = &, entonces L =~ ¢t O(1) como haces lineales sobre PV.

Proof. Consideremos la cubierta abierta afin U;j = 0V de PV, una base s, ...,sy de O(X,L), y
las funciones de transicién (Ua, 7,3) de L. Para ¢} O(1) las funciones de transicién estan dadas por
bik : 9 (U;) — C* donde ¢y (x) = h(sp(x))/h(sj(z)) y h: Ly = U x C es cualquier trivializacién
de L alrededor de z. Definimos el refinamiento W,; = V, n gozl(Uj) y obtenemos funciones de
transicion para L y ¢7O(1) en estos abiertos: 7jsr ¥ @aj gk, que son las restricciones de 7,5 y
¢jk a Wa; N Wgi. Vamos a mostrar que existe una familia de funciones holomorfas nunca nulas
VU, ; € O*(W,;) tales que para todo x € Wy; n Wpy, se tiene

Tajoke(®) = (Vo (2)) ™ Pajisr (@) U pp ().



Si {ha : Ly, = Uy x C} son las trivializaciones que definen las funciones de transicién (Uqyg, Tag)
de L, entonces para cada abierto U, existen funciones biholomorfas v, : Ly =~ C tales que para
cada y € Ly, se tiene ho(y) = (7(y),¥a(y)). Ademds, 1), restringido a cualquier fibra L(z) es
un isomorfismo al que denotamos por o (7) = Y| @ L(z) — C. Por tanto, las funciones de
transicién de L satisfacen To5(x) = Yo (x)15(z) "' € C* para todo z € Uy N Up.

Sea V,; : W,; — C la funcién holomorfa definida como Wy ;(x) = 1/ (¢a(x)(s;(x))), la cual satisface
que para x € Wy n Wpy

Yp(@)(si(z)) 1 Ya(r)(s(2))

(2)) Ly x x) = Walx)(si(T =
(Vg (@)™ Gagn(2) () = val@)s;(2) 5 on e 0 Go@)an@) — (@) (5;@)

= Taj o1 (%),
lo que demuestra que L = ¢7O(1). O

Cuando Bs(L) = ¢, diremos que ¢ separa puntos si ¢y es inyectiva, y que ¢ separa
direcciones tangentes si el diferencial de ¢y, es inyectivo en todo punto de X.

Proposicién 1.1.7. Sea X una variedad compleja compacta y L — X un haz lineal tal que Bs(L) =
. Entonces, son equivalentes:

(i) @1, separa puntos;

(ii) para todo par de puntos distintos p,q € X existe una seccion s € O(X, L) tal que s(p) =0y
s(q) +0;

(7ii) para cualesquiera p,q € X, la transformacion lineal evaluacion ex : O(X, L) — L(p) ® L(q)
tal que ex(s) = (s(p),s(q)), es sobreyectiva.

Proof. Fijemos una base sq,...,sy para O(X,L). Mostremos la contrapositiva de la implicacién
(1) = (17). En este caso, la hipotesis es que existen dos puntos distintos p, g € X tales que cualquier
seccién s € O(X, L), se tiene que s(p) = 0 implica s(g) = 0. Sin pérdida de generalidad, asumimos
que so(g) + 0 por lo que so(p) + 0. Para 0 < j < N existen funciones holomorfas f;, g; tales que
sj = fjso y s; = gjso alrededor de p y ¢ respectivamente. Definimos la seccién s = s; — f;(p)so
y notemos que s(p) = 0, por lo que la hipétesis asegura que 0 = s(q) = g;(q)so(q) — fj(r)so(q),
obteniendo que g;(¢) = f;(p) para cada j; esto significa que ¢r(p) = ¢r(q), de donde se sigue que
1 1o es inyectiva.

Ahora veamos la contrapositiva de (i) = (7). Podemos asumir que para ciertos puntos distintos
p,q € X tenemos so(p) + 0y sk(q) & 0 para algin k. Sean f; y g; las funciones holomorfas que
satisfacen las identidades locales s; = f;so en un entorno de p, y s; = gjs; en un entorno de g,
respectivamente.

Por hipétesis, existe un A € C* tal que g;(q) = Afj(p). Para cualquier seccién s = Y a;s; € O(X, L)
que se anula en p, tenemos que 0 = Y ojs;(p) = (3 @ fj(p))so(p) de donde obtenemos Y} a; f;i(p) =
0, por tanto

$(a) = Y 55(0) = D050, (@3k(@) = YA (0)su(@) = A (X 05 f5(p)) sula) = 0.

como era deseado.

(7i) = (ui1) Sean (u,v) € L(p) @ L(q), para puntos distintos p,q € X; por hipdtesis existen
secciones s,t € O(X, L) tales que s(p) =0, s(q) £ 0, t(p) + 0y t(q) = 0. Escogemos A,y € C tales
que As(q) = v y vt(p) = u y definimos la seccién o = vt + As la cual satisface

ex(0) = (a(p),o(q)) = (At(p),vs(q)) = (u,v).



(7it) = (i) Para cada par de puntos distintos p,q € X elegimos un v € L(q)\{0}, por la
sobreyectividad de ex existe s € O(X, L) tal que (0,v) = ex(s) = (s(p), s(q)). O

Sea S € X un cerrado, definimos el subespacio
Iisy (X, L) = {s € O(X, L) | s(x) = 0 para todo x € S}.

Proposicion 1.1.8. Sea X una variedad compleja compacta de dimensionn y L — X un haz lineal
tal que Bs(L) = (J. Entonces, son equivalentes:

(i) @1 separa direcciones tangentes;

(it) para cada p € X y cada v € T)OX\{0}, existe una seccion s € Ip(X, L) que puede escribirse
localmente como s = fo, donde o es un marco local alrededor de p, tal que f(p) = 0 yv(f) # 0;

(iii) para algin marco local o definido en un entorno de p, la aplicacion lineal

dx : Ty (X, L) /\X dx(s) = dfy,

donde f es la funcion componente de s respecto de o, es sobreyectiva.

Proof. Fijemos sg,...,sy € O(X, L) una base y p € X. Podemos asumir que so(p) # 0, de modo
que sg define un marco local sobre un entorno U alrededor de p. Existen funciones holomorfas
fj tales que s; = f;s0, y por lo tanto, el morfismo asociado se puede expresar localmente como
or =[1,f1,..., fn] : U — PV, que en una carta afin se escribe como @z = (f1,..., fx): U — CV.
Sea (z1,...,2y) un sistema de coordenadas locales en py (w1, ..., wn) coordenadas locales en ¢r,(p).
El diferencial de ¢y, en p aplicado a un vector tangente v = > akfk eT pl’OX se expresa como

D)= Y L)L - i o))~ (1.1)
11<’?<]7\1[ aZk (9’11)]‘ a J aw]
<J<

(1) = (i1) Siv #+ 0, como D(¢r)(p) es inyectivo, de (1.1) obtenemos que v(f;) + 0 para algin
j. Definimos s = s; — f;(p)so € Zy, (X, L) que localmente se escribe como s = (f; — f(p))so que
satisface v(f — f(p)) = v(f) £ 0.

(74) = (i) Notemos primero que la propiedad (ii) no depende del marco local elegido. Supong-
amos que v #+ 0 pero tal que D(¢r)(p)v = 0, por (1.1) esto significa exactamente que v(f;) = 0 para
cada j. Por hipétesis existe una seccién s € Zy, (X, L) tal que para el marco sy alrededor de p, ella

{r}
admite la expresion s = fsg con v(f) + 0. Dado que s = ), 5;s; para ciertos 3; € C, localmente ten-

emos fso = 3] B fjs0, de aqui deducimos que f = 38;f; y que 0 + v(f) = v(X B8, f;) = X Bjv(f));
pero esto contradice la suposicion de que v(f;) #+ 0 para cada j. Por lo tanto, D(pr)(p)v £ 0y

ker D(pr)(p) = 0.
(i1) = (i77) Por linealiadad nos basta probar que para cada 1 <1 < n existe un o7 € Zy, (X, L)

tal que dx(o7) = dz.

Sean o1,...,0, € I{p}(X , L) cuyas funciones coordenadas en el marco local o alrededor de p son
fi, ..., fn respectivamente. El desarrollo en serie de Taylor alrededor de p de las funciones compo-
nentes son

fi = anz+otanz+ h

: (1.2)
fn = Qip21 + -+ aQpnzp + ]En



donde los términos f; son de orden al menos dos y ay; = az ( ). Sea A = (ajx) la matriz jacobiana
y ¢e; el [-ésimo vector de la base canénica de C™. Si det A =|: 0 entonces el sistema lineal

a1x - Alp a1

Ao = € (1.3)

Gnp1 - Onpn Qo

tiene solucién. Por lo que en este caso existen escalares o que resuelven (1.3) tales que para la
seccion s = Y o € Iy (X, L) admite la expresion local s =} a; fjo y ademas

9 =d (Z Oéjfj) — Nad(f)y = Yay (2 (ii(@d%) => (Z akjaj) dzy,
J D j 7 : :

k

= Z&kldzk = dz.
k

Por tanto, el problema se reduce a construir secciones en Z,(X, L) cuyas funciones componentes
f1,..., [ satisfagan que det A # 0, siendo A = (af’f (P))jk-

Introduzcamos la siguiente notaciéon: si 1 < k < ny fi,..., fr son funciones holomorfas alrededor
de p, que se anulan en p y tienen expansiones de Taylor como en (1.2), definimos la matriz

aiyr - G1g
ag1 - Gk
Afirmamos que, para 1 < k < n, es posible construir recursivamente, secciones oi,...,0; €

Ty (X, L), con representacién local 0 = fjo tales que det M(f1,..., fx) £ 0.
Comenzamos para k = 1. Para vy = % por hipdtesis existe 01 € Zy,,, (X, L) tal que o1 = fi0 para

alguna funcién holomorfa f; con 0 # vi(f1) = %( ) por lo que det M(f1) £ 0.
Supongamos que para k — 1 ya hemos construido secciones o1,...,05-1 € (X, L), siendo sus
funciones coordenadas f1,..., fx—1 tales que det M (f1,..., fx—1) + 0. Usando la notacién como en

(1.2), definamos la matriz A,s como el menor (r,s) de orden k x k de la matriz

ail s ai1k—1 aik
a21 s a2k—1 a2k
ap—11 *°  Okg—1k—1 Ok—1k

y notemos que det Ay, = det M(f1,..., fx—1). Definimos el vector tangente

1)7+* det Aj,ké e T, X\{0}.
j

[l
<.
Il M >
—
—~
\

Por hipétesis existe una seccion o, € Ty (X, L) tal que oy = froy

k k
0
0+ vp(fr) = Z 1)7+F(det Ajr) 7 f’“ Z TR0k det Aj; (1.4)



pero la tltima expresién de la derecha de (1.4) es el desarrollo en cofactores de Laplace del determi-
nante de la matriz M(fi,..., fi). Por tanto, la afirmacién queda probada, y para k = n obtenemos
las secciones deseadas de Z,(X, L).

(tit) = (i7) Sea v = Zaja%j e T)°X\{0}. Para u = Y @jdz; € /\;’OX existe una seccién
s € g (X, L) tal que alrededor de p se localmente se escribe s = fo y u = dx(s) = dfy, esto
significa que (%(p) = @;j para cada j. Por lo que v(f) = ozjg?fj(p) = > ]aj]* > 0. O

Sea L un haz lineal sobre una variedad compleja X. Se dice que L es muy amplio si ¢, : X —
PN es un encaje, i.e. una inmersién que es un homeomorfismo sobre su imagen con la topologia de
subespacio. Si existe un k& > 0 tal que L* es muy amplio diremos que L es amplio.

Corolario 1.1.9. Sea L — X un haz lineal sobre X una variedad compleja compacta. Entonces L
es muy amplio si y solo si pr, separa puntos y direcciones tangentes.

Proof. Por los resultados previos (1.1.7) y (1.1.8) s6lo queda probar que si ¢ separa puntos y
direcciones tangentes, entonces ¢y es un homeomorfismo sobre su imagen. Veamos que ¢ es
cerrado: si Y es un cerrado de X, dado que X es compacto, entonces Y es compacto y su imagen
¢r,(Y) es un compacto de PV, pero como P" es Hausdorff, se sigue que o, (Y) es cerrado. Entonces
@1, es continua, cerrada y biyectiva, por lo que ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen. O

Una variedad proyectiva es una variedad compleja que es biholomorfa a una subvariedad
cerrada de P™.

Corolario 1.1.10. Una variedad compleja compacta X es proyectiva si y solo si admite un haz
lineal amplio.

Proof. Sila dimensién de X es cero, entonces X es un conjunto finito de puntos y no hay nada que
demostrar. Asumamos que dim X > 0.

Si L — X es un haz lineal amplio, entonces para algtin entero k > 0 tenemos que ¢, : X — PV es
un encaje. En particular, ¢y, es una aplicacién holomorfa inyectiva y, por tanto, un biholomorfismo
sobre su imagen. Ademads, como ¢y, es cerrado, la imagen ¢y (X) es una subvariedad proyectiva de
PN,

Supongamos ahora que la variedad X es proyectiva. Podemos asumir sin pérdida de generalidad
que X < PV y es cerrado. Sea L — X el haz lineal que es la restriccion del haz de hiperplano
O(1) — P a la variedad X. Usaremos las equivalencias de (1.1.7) y (1.1.8) para verificar que L es
amplio.

Mostremos que ¢y, separa puntos. Sean p = [pg,...,pn]| ¥ ¢ = [qo,- -, qn]| puntos distintos de
X. Definimos los puntos P = (pg,...,pn), @ = (qo,...,qn) € C¥*1. Como ellos son linealmente
independientes, existe una solucién al sistema

Ao 0
(). 0

(Po PN)
qgo -+ (4N

Definimos la funcién lineal f : CN*! — C como f(z) = Zj'v:o Ajzj, donde los A; satisfacen la
ecuacion anterior. Asi, f(P) =0y f(Q) = 1.

Toda funcién lineal F : CN*! — C define una seccién global en o € O(PY,O(1)), donde oF :
PN — O(1) estd definido como op(§) = F|, la restriccién de F a la recta § € PN,

Sea 05 € O(X, L) la seccién obtenida por f, entonces tenemos que o7(p) =0y o¢(q) + 0.



Veamos que @y, separa direcciones tangentes. Sea p = [po, ...,pn] € X y supongamos que pg = 1
y tomamos z = (z1, ..., zn) coordenadas locales alrededor de p. Consideremos v = > O‘ja%j € Tpl’OX

tal que algtin v # 0. Definimos las funciones f : CN*! — C como f(z) = 2z, —pr y F: CN*1 - C
tal que F(z) = (pr/po + 1)z0 — 2. Notemos que f(P) = 0y F(P) #+ 0. La funcién lineal F
induce una seccién global op € O(X, L) tal que op(P) £ 0. Entonces s = fop € O(X, L) satisface
o(f) =Sy g(p) = ar 4 0. O

1.2. Gavillas sobre variedades

A continuacion, daremos ejemplos de gavillas sobre una X variedad compleja. Sean F — X
un haz vectorial, S € X un cerrado y U un abierto de X. Las gavillas O,0* O(E), O*(E),¢&,
EP1E(E),EPY(E),Zs(E) y TA(E) estan definidas de la siguiente manera:

(a
(b
(c

) O(U) es el espacio vectorial de las funciones holomorfas sobre U.
) O
)
(d) O*(U, E) es el espacio vectorial de secciones sobre U de E nunca nulas.
)
)
)

*(U) es el grupo abeliano de las funciones holomorfas sobre U nunca nulas.

O(U, E) es el espacio vectorial de secciones sobre U de E.

(e

(f) EPY(U) es el espacio de (p, q)-formas diferenciales sobre U.

E(U) es el espacio vectorial de las funciones diferenciales complejo valuadas sobre U.

E(U, E) es el espacio vectorial de las secciones diferenciales sobre U de E visto como un haz
vectorial diferenciable.

(g

(h) EP(U, E) es el espacio de (p, q)-formas diferenciales sobre U que estan valuadas en E.
(i) Zs(U, E) es el espacio de secciones sobre U de E que se anulan en S.

(j) Z2(U, E) es el espacio de secciones sobre U de E tal que sus funciones componentes en cualquier
marco local se anulan de orden al menos 2, es decir, las funciones componentes escriben
como una suma finita ) u;v; donde cada u; y v; son funciones holomorfas que se anulan en
la interseccion de sus dominios y S.

Proposiciéon 1.2.1. 5S¢ X es una variedad compleja, S < X una hipersuperficie cerrada compleja,
Ls — X el haz lineal asociado a S wvisto en (1.1.4) y E — X algin haz vectorial sobre X de rango
r. FEntonces

(1) La gavilla Zg(E) de secciones que se anulan en S es isomorfa a O(L§® E).

(i) La gavilla TA(E) de secciones que se anulan al menos a sequndo orden sobre S es isomorfa a

O(Ls®Ly® E).

Proof. (i) Sean ¥ : UsnUg — GL(r,C) cociclos de E'y To8 = fg/fa : UsnUg — C* cociclos de L
vistos en la demostracién de (1.1.4). Para cada abierto U de X vamos a definir una transformacién
C-lineal @y : Zg(U, E) — O(U,L% ® E) de la siguiente manera: una seccién s € Zg(U, LY) estd
determinada por funciones holomorfas s, : Uy, n U — C" tales que s, se anula en S n U, y



Sa = Yapsg sobre U n Uy N Ug. Como f, se anula de manera simple sobre U, n S podemos definir
funciones holomorfas o, := f%sa : Uy nU — C" y sobre U n U, n Ug tenemos que

f3 1 1 1
TaBOB = = —53 = —YuBS3 = —Sa = Oaq,
YafTap0s = Vas N7 8 fa%ﬁ 8 7, Sa o

por lo que {0} define una secciéon o € O(U, L ® E). Definimos ®y;(s) = o y podemos ver que cada
®;; es una transformacién lineal de C-espacios vectoriales y que son compatibles con la restriccion,
por lo que hemos definido un morfismo de gavillas ® : Zg(E) — O(LE ® E).
El morfismo ® es inyectivo. En efecto, para cualquier abierto U < X y para toda seccién s €
Zs(U, E) tal que &y (s) = 0, entonces tenemos f%sa = 0, asi que s, = 0 para cada «; por lo que la
seccién s es la seccién nula.
Ahora probaremos que ®r; es sobreyectivo para cada abierto U — X. Dado o € O(U, LE®QFE) existen
funciones holomorfas o : U n U, — C" tales que sobre U n U, n Ug tenemos que 04 = 90370303,
es decir, fo0q = Yapfsop. Por tanto, {sq := fo0q} define una seccién s € Zg(U, L). Notemos que
®(s) = o, pues las funciones holomorfas asociadas a ®(s) son f%Sa que es justamente oy.
(ii) Para cada abierto U = X definimos la transformacién lineal @ : Z2(U, E) — O(U, L% ®

*®FE) como sigue: si s € Zi(U,E) y {sq : UnU, — C"} son las funciones holomorfas asociadas a s
las cuales se anulan en S al menos en orden dos, entonces podemos considerar funciones holomorfas
On 1= %sa :U nU, — C". Notemos que sobre U n U, n Ug tenemos

f31 1 1
Vs (Tap)?08 = Yap s =558 = =5Vapss = =550 = Ta,
PRICB) 08 T Rl gy paoh T pa Relt T pata = Ta

por lo que {0,} define una seccién o, € Z4(U,L) y definimos ®;(s) = o. Tal como en el inciso
anterior, ¢y define un morfismo de gavillas ® : ZZ(E) — O(L% ® L% ® E) y de manera andloga se
prueba que es un isomorfismo. ]

1.3. Positividad de haces lineales

Una métrica hermitiana h sobre un haz vectorial E — X es una asignacién de un producto
hermitiano h(z) = { , ), sobre cada fibra E(x) para cada x € X, tal que para cualquier abierto
U c X y secciones 1,0 € (U, E), la funcién (n,d) : U — C definida como (n, d)(x) = (n(x),d(x))s
es C*-diferenciable.

Una métrica hermitiana h sobre una variedad compleja X es una métrica hermitiana sobre
su haz tangente TX — X. Podemos descomponer la métrica hermitiana en g = Reh y w = —Imh
(esta ultima se llama la 2-forma fundamental de la métrica) y escribir h = g — iw, con g una
métrica riemanniana y w una 2-forma de tipo (1,1).

Una (1,1)-forma w es positiva si en coordenadas locales z = (z1,...,2,) sobre X, la forma se
expresa como

]
w(z) = B Z hjk(z)dz; A dZy,

siendo la matriz (h;,(z)) hermitiana y definida positiva para cada z.

Sea J : TX — TX la estructura casi compleja de la variedad compleja X, entonces w es cualquier
(1,1)-forma definida positiva si y solo si w(v,Jv) > 0 para cualquier vector tangente real v no
nulo. En consecuencia, una (1,1)-forma definida positiva w define una métrica hermitiana h( , ) =

w(, J()) —iw(, ).



Ejemplo 1.3.1 (La métrica de Fubini-Study). Sobre el espacio proyectivo P" definimos una métrica,
llamada métrica de Fubini-Study, de la siguiente manera. Fijemos P" = | U; la cubierta abierta es-

tandar y consideremos las coordenadas afines ¢; : U; — C™ tal que ¢;([20, - .., zn]) = (20/%j,. .-, zj-/\zj, e Zn)75) =
(w1, ..., wy). Definimos la 1-forma sobre U; como
2)

7 —
wj=%8810g<
i & 9
5 001og <Z\wk| +1>.

k=1

)

k=0

2k
j

que bajo ¢; se expresa como

Se verifica que wj|u;~v, = Wk|u;~U,, POT lo que se pegan en una (1,1)-forma wrg llamada forma
de Fubini-Study. Ademéas wrg es una forma real, cerrada y admite la expresién local

] 1
- hondw: A di
CES T or1 JrZ|wl|2Z JREW A Ok

donde hjj, = (1 4+ X |wy|*)d;1 — Wjwy define una matriz hermitiana definida positiva. En conse-
cuencia, wpg define una métrica hermitiana, que es la métrica Fubini-Study.

Una conexién sobre un haz lineal L — X es una transformacion C-lineal
D:&(X,L)— &YX, L)
tal que satisface la regla de Leibniz

D(f§) = df ¢ + fDE,

para toda funcién diferenciable f € £(X) y toda secciéon & € £(X, L). Elegimos un marco local e

para L y podemos escribir
De =0®e, (1.6)

donde € es una 1-forma y estd determinada de manera tnica por el marco e. La 1-forma 6 se
denomina 1-forma de conexién de D con respecto al marco e, y para indicar explicitamente esta
dependencia, la denotamos por 6 = 6.

Si£e€e&(U, L)y e es un marco sobre U, entonces £ = fe. En tal caso, se tiene

D¢ =D(fe)=df ®e+ fDe=df Qe+ fO®e
= (df + fO) ®e. (1.7)

De este modo, una 1-forma determina localmente una conexiéon sobre U una vez fijado un marco
local. Si €’ es otro marco sobre U entonces tenemos que €/ = ge para alguna funcién diferenciable

ge&*(U). Asi,
(0eg)®e=0,®¢ec =De =D(ge) =dg®e + gDe =dg®e + gb. ®e = (dg + gbe) e,

de donde obtenemos
O = g tdg + 0.. (1.8)
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La igualdad (1.8) permite definir una conexién global a partir de 1-formas dada por la identidad
(1.7). En efecto, si f € E(U, L), e y ¢ marcos sobre U tal que € = ge, entonces

(df + o) @€ = (df + f(g 'dg + 0.)) ® (ge) = (gdf + fdg + fgb.) ®e
= (d(fg) + (fg)0.) ®e.

Recordemos que, por ser X una variedad compleja, tenemos sobre el haz lineal L — X la descom-
posicién de las gavillas de secciones diferenciales evaluadas en L

ML) = @ erUL),

p+a=k
donde EP(L) = EP1®¢ E(L). Por tanto, una conexién
D:&(X,L) - &YX, L) =YX, L)% (X, L)
se descompone como D = D0 + D%! donde
DY .g(X,L) - WX, L)y D™ : £(X,L) - %X, L).

Sea L — X un haz lineal hermitiano provisto de una conexiéon D. Diremos que D es:
(a) Compatible con la métrica si, para toda pareja de secciones locales {,n € E(U, L), se
cumple

d<¢,m) = (D&, m) + <&, D),

donde d{¢,n) denota la derivada exterior del producto hermitiano, y, por definicién
{a®e,e):=ale, ey y andlogamente {e,a ® e) := ale, e),

siendo o una 1-forma.
(b) Compatible con la estructura compleja si, para toda seccién local o € O(U, L), se tiene
D%l = 0.

Teorema 1.3.2. Todo haz lineal hermitiano admite una Unica conexion que es compatible tanto
con la métrica como con la estructura compleja. Esta conexion es llamada la conexion de Chern
de L.

Proof. Sea e un marco local de L sobre un abierto U. Si ¢ = fe, con f una funciéon holomorfa en
U, una conexién D se escribe como Do = (df + 0f) ® e. Comparando los tipos de las 1-formas, se
obtiene D9(fe) = (0f + fO1)Y®ey DYI(fe) = (0f + fO" ) ®e = f6%! ®e. De aqui se deduce que
D es compatible con la estructura compleja si y solo si la 1-forma de conexion 6 es de tipo (1,0).
Sea ahora h = {e,e). Si D es compatible con la métrica, entonces

dh = d{e,ey = (De,ey +{e,De)y =0 ®e,e)+{e,0 ®e)
= 0le,e) + Ole,e) = Oh + Oh.

Comparando el tipo de las 1-formas tenemos que

Oh = 0%'h + (91O)h,
oh = 0%°h + (601)h. (1.9)
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Volviendo al teorema, supongamos que existe tal conexiéon D. En un marco local, tenemos que
la 1-forma de conexién 6 de D es de tipo (1,0) y la ecuacién (1.9) implica

6 = h™1oh = 0(logh).

Asi, localmente la conexién D estd determinada de manera tnica. Para ver que la féormula para
f determina una conexién global debemos mostrar que para marcos locales e y €' las 1-formas
satisfacen la identidad (1.8). Si €/ = ge con g una funcién local holomorfa que no se anula, he =
(e €'y y he = (e, e) entonces he = Gghe; asi que
90 = g(h'ohe) = g (9719 he 1) (0(gghe)))

=g 'he'o(gghe) =g 'he ' (ghedg + ggohe + ghedq)

= dg + gh, '0h, = dg + gh_ ' 0h,

=dg + gb..

Por tanto, las 1-formas locales § = h™'0h satisfacen la relaciéon de compatibilidad requerida, y la
conexién que definen es global y tinica O

Podemos extender una conexiéon D a un operador
D:EYX,L) - £*(X,L)
de la siguiente manera: si « es una 1-forma sobre X y £ € £(X, L),, entonces
Da®¢&) =da®&—an DE.

La curvatura de la conexiéon D se define como el operador D? : £(X, L) — £%(X,L). Si 0. es la
1-forma de conexién de D asociada al marco local e, vemos que

D*(fe) =D(df ®e+ fOQe) =d’f@e—df A De+d(f8)®e— f n De
=—df NOQ®e+df nO®e+ fdIR®e— fOAOIReEe
= fdd®e = fD?.

De aqui se sigue que D? es £(X)-lineal. Para otra eleccién de marco local €/ = ge se cumple
g(df. ® e) = gD?*(e) = D?*(ge) = D*¢ = df @ ¢’ = dfs ® (ge),

de donde se sigue que 0. = 6,. Esto permite definir una 2-forma global ©, caracterizada por la
identidad local © = dfl. La 2-forma O se llama forma de curvatura de la conexién D.

Proposicién 1.3.3 (Operaciones en las formas de curvatura de conexiones de Chern). Sean X
e Y wariedades complejas, L y L' haces lineales hermitianos sobre X, y f: X — Y wuna funcién
holomorfa. Denotemos por O y O las formas de curvatura de las conexiones de Chern de L y
L.

Si Orgr, Orx y Opxr, son las formas de curvatura de las conexiones de Chern en el producto
tensorial, el dual y el pullback, respectivamente, entonces se cumple que:

(Z) @L®L’ = @L + @L’;
(i) Ops — —O;
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(1it) O« = f*Op.
La demostracion de este resultado se omite; véase la Proposicion 4.3.7 en [2].

Ejemplo 1.3.4. Para el haz tautolégico O(—1) — P™ tenemos una métrica hermitiana {, ) candnica:
cada fibra puede identificarse con una linea que pasa por el origen en C"*!, de modo que hereda la
métrica hermitiana estandar de C"*1. En la carta afin U; = {[w] € P* | w; # 0}, la seccién local
sj : Uj — O(—1) definida como s;([w]) = ([w], w%,(wo, ...,Wy)) es un marco sobre U;. Definimos
h = (sj,s;) y tenemos que h? = |w|?/|w;|>. Por tanto, sobre U; la 1-forma de la conexién de Chern
es 0 = dlogh y la forma de curvatura correspondiente es

2 2
—_— ~ 2
Op(_1) = 0df = ddlog < [ 2) — —00log < [ 2) — — L wps = 2miwps
|wj] |wj] i
En consecuencia,
Oo(1) = —Op(-1) = —2miwrs. (1.10)

Dada una conexién D y su forma de curvatura ©, definimos la primera forma de Chern de
D como ;
= 5-6.
Como c¢1(D) es una 2-forma cerrada, su clase define un elemento en HC%R(X ,C) y puede verificarse
que esta no depende de la conexién elegida.
Ademés, si la conexién D sobre una haz vectorial hermitiano es compatible con la métrica, ¢ (D)
es real y su clase define un elemento en H3,(X,R).
Dado que toda conexién admite una métrica hermitiana compatible, definimos la primera clase
de Chern de L como

C1 (D)

c1(L) = [ex(D)] € Hip(X,R),

para cualquier conexién D sobre L.

Si, ademas, la conexiéon D es compatible con la estructura holomorfa, la primera forma de Chern
asociada a D es una 2-forma de tipo (1,1). En consecuencia, las primeras formas de Chern asociadas
a conexiones de Chern son 2-formas cerradas, reales y de tipo (1,1).

Un haz lineal es positivo si su primera clase de Chern puede ser representada por una (1,1)-
forma positiva.

Proposicion 1.3.5. Sea L — X un haz lineal sobre una variedad compleja compacta X. Entonces,
L es positivo si y solo si existe una métrica hermitiana sobre L tal que la primera forma de Chern
asociada es una (1,1)-forma positiva.

La demostracién de este resultado se omite; véase la Proposicién 2.2 en [5].
Observacion 1.3.6. Del ejemplo (1.3.4) vemos que el haz de hiperplano O(1) es positivo.
Proposicion 1.3.7. Supongamos que X es una variedad compleja compacta y L — X un haz lineal

positivo. St'Y es una variedad compleja y f:Y — X es una inmersion holomorfa entonces el haz
lineal f*L — 'Y también es positivo.

Proof. Consideremos la primera forma de Chern #@ I positiva asociada a una métrica hermitiana
dada por (1.3.5). Esta métrica induce una métrica hermitiana en f*L tal que su primera forma de
Chern es 5~ f*©p como en (1.3.3). Para cada y € Y y para todo v € T;’OY\{O} tenemos

- Orn(0,J0) = 500, J0) = S OLDI (4}, (DI ()0)
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y como D f(y) es inyectiva se sigue que %Gf*L(v, Jv) > 0. Por lo tanto, %Gf*L es positiva y asi
el haz f*L también. O
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Chapter 2

El Teorema de Kodaira

En este capitulo se presenta el Teorema del Encaje de Kodaira, el cual fue probado por Kunihiko
Kodaira en [3] el cual es uno de los resultados fundamentales que permite caracterizar haces lineales
positivos.

2.1. Teorema de anulamiento de Kodaira

Teorema 2.1.1 (Anulamiento de Kodaira). Si L es un haz lineal positivo sobre una variedad
compleja compacta X y K — X el haz candnico, entonces

H' (X, O(K®L))=0 parar>0.
La demostracién de este resultado se omite; véase el Corolario 10.7 en [4].

Corolario 2.1.2. Si L — X es un haz lineal sobre una variedad compleja compacta X tal que
K*® L es positivo, entonces H"(X,O(L)) = 0 para todo r > 0.

Proof. Denotamos con L’ al haz lineal positivo K*®L y tenemos el isomorfismo canénico K®L' =~ L.
Por el teorema de anulamiento de Kodaira H"(X,O(L)) = H"(X,O(K ® L')) = 0 para todo
r > 0. O

Lema 2.1.3. Sean X una variedad compleja compacta y p,q € X puntos distintos. Denotemos por
Tp: Xp =X Yy Ty Xpg— X

las explosiones de X en {p} y en {p,q}, respectivamente. Sea S, < X, (resp. Spq © Xpq) el divisor
excepcional asociado, y K, (resp. Kpq) el haz candnico de X, (resp. Xpq).

Si L — X es un haz lineal positivo, entonces existe un entero ky > 0 tal que para todo k = kg los
siguientes haces lineales sobre las variedades explotadas son positivos:

(a) m L* @ Lg, @ K,
(b) mMLF®LE ®LE ® K.
Aqui Lg, (resp. Ls,,) denota el haz de linea asociado al divisor excepcional S (resp. Spq).

La demostracion de este resultado se omite; véase la Proposicion 3.3 en [5].
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2.2. Teorema de encaje de Kodaira

Comenzamos primero tratando el caso cuando la variedad tiene dimensién uno, es decir, para
superfices de Riemann.

Lema 2.2.1. Sea L un haz lineal sobre una superficie de Riemann conexa X compacta.
(i) Sideg L > 2g — 1 entonces para todo p € X existe una seccion s € O(X, L) tal que s(p) + 0.

(i) Si deg L > 2g entonces para todo par de puntos distintos p,q € X existe una seccion s €
O(X, L) con la propiedad s(p) =0 y s(q) 0.

(iii) St deg L > 2g entonces para todo p € X entonces existe una seccion s € O(X, L) tal que

ordy(s) = 1.

Proof. (i) En este caso tenemos que deg (K@ L* ®L{p}) = deg K —degL +deglLy, =29—1-—
deg L < 0, por el Teorema de Riemann-Roch y (1.2.1) deducimos

dimZ,y (X, L) = dim O(X,L® L},)) = deg L + g = dim O(X, L) — 1.

(4i) Como deg (K ® L* ® L, ® Lq) < 0 tenemos por Riemann-Roch dim Z, (X, L) = deg L — 1 +
g = dimO(X,L®L?p}) —1= dimI{p}(X, L) — 1.

(7i1) Tenemos que deg (K RL*® LIQ)) por lo que por Riemann-Roch dimI{zp} (X,L) =degL—1+g =
dim(’)(X,L@L?‘p})—l = dimZy,, (X, L) — 1. O

Teorema 2.2.2. Sobre es una superficie de Riemann conexa y compacta X todo haz lineal L — X
positivo es amplio.

Proof. Si L — X es un haz lineal positivo, entonces deg L > 0. Sean g el género de X y k un entero
positivo tal que kdeg L > 2g, asf tenemos que el haz lineal L¥ tiene grado deg L* > 2g y satisface
las hipdtesis de (2.2.1). El inciso (7) del lema precedente garantiza que Bs(L) = ¢J. Usando las
equivalencias de (1.1.7) y (1.1.8), el inciso (i7) nos dice que ¢« separa puntos y (iii) que @ x separa
direcciones tangentes. De (1.1.9) concluimos que L es amplio. O

Teorema 2.2.3 (Encaje de Kodaira). Sea X una variedad compleja compacta. Un haz lineal L
sobre X es positivo si y sdlo si es amplio. En consecuencia, por (1.1.10), X es proyectiva si y solo
st admite un haz lineal positivo.

Proof. Fijemos la dimensién del espacio O(X, L) como N + 1, con N > 0.

Supongamos primero que el haz L es amplio. Entonces existe un entero positivo k tal que prx : X —
PN es un encaje; por (1.1.6), el haz L* =~ ¢, O(1) es positivo ya que O(1) lo es y ¢, conserva
la positividad por ser una inmersién (1.3.7). Escogemos una métrica hermitiana (,);x sobre LF
garantizada por (1.3.5) y definimos la métrica hermitiano sobre L inducido por

(v, 0) = (0@ @vypr) k.

Por lo tanto, la primera forma de Chern de L asociada a esta métrica es %@ L= ﬁ@ Ik que es
positiva. Por lo que L es un haz lineal positivo.

Supongamos ahora que el haz L es positivo. El caso en que n = dim X = 1 ya fue tratado
en (2.2.2); en adelante, supondremos que n > 2. Consideremos el entero ko del lema (2.1.3).
Demostraremos que para todo k = kg, el espacio ¢, separa puntos y direcciones tangentes.
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Probemos que ¢ separa puntos. Fijemos p,q € X puntos distintos, deseamos mostrar que el
homomorfismo ey de (1.1.7) (iii) es sobreyectivo, el cual proviene de una sucesién exacta de gavillas
sobre X

0 = Iy (LF) = O(LF) 5 (LH(p))p @ (L*(a))q — O (2.1)

Como (L¥(p)), @ (L¥(q))q es isomorfa a la gavilla O(LF)/Zy, ,(L¥), la sucesion (2.1) induce la
sucesion exacta de gavillas sobre X

1l
0= Zpp g (LF) = O(LF) = O(LF) /T 4 (LF) — 0. (2.2)
Obtenemos una sucesion exacta a nivel de secciones globales
11
0 Ty gy (X, LF) = O(X, L) 25 T (O(L9) /T (L)) (2.3)

por lo que la sobreyectividad de ex estd garantizada si Ilx es sobreyectivo. Sean m,, : X, — X la
explosiéon de X en {p,q}, Spq = qul (p) L ﬂ;}(q) y Lpg = 7, L. Andlogamente a (2.3) tenemos una
sucesion exacta:

II
0 Ts,, (Xpgs Liy) <> O(Xpq, L) =2 T (O(LL,)/Ts,, (L)) (2.4)

La funcién holomorfa 7y, : Xp; — X define una transformacion lineal 7, : O(X, LF) — O(X,py, L];q)
que es el pullback de secciones globales. Las sucesiones (2.3) y (2.4) y 7, forman un diagrama
conmutativo:

O(X, LF) —2 T(O(L¥) /Ty 0 (IF))

| It

k k k
O(Xpg; Lyy) ?’ F(O(qu)/Iqu(qu)),
rq
donde ¥ es el morfismo que induce m, en los cocientes. Probaremos que 7, y I X, SON sobreyectivos
vy que ¥ es inyectivo, de donde obtendremos la sobreyectividad de IIx.
Veamos que 775, es sobreyectivo. Consideremos una secciéon o € O(X,q, L’;q). Como la restricciéon

Pq
Tpg * Xpg\Spg — X\{p, ¢} es un biholomorfismo tenemos que 7 [x,\s,, € un isomorfismo, por lo

tanto, o := F;q|;{1q\qu(5') e O(X\{p,q}, L*). Escogemos un vecindario de p lo suficientemente
pequeno para podper aplicar el teorema de Hartogs y extendemos la seccién ¢ a una secciéon en
O(X\{q}, L¥). Haciendo lo mismo para el punto ¢, obtenemos una seccién global o € O(X, L¥) que
satisface 7% (0) = @ sobre Xpq\Spg. Como Spq es la unién m, ! (p) Lim,!(q), el Teorema de identidad
implica que Sy, no tiene interior; de donde deducimos que X,,\S,q es denso y, por la continuidad
de las secciones, la igualdad W;q(a) = 7 se da sobre todo X;. Concluimos de esta manera que 7,
es sobreyectivo.

Para mostrar ahora que ¥ es inyectivo vamos a usar la construccion explicita de la gavillifacacién.
Fijemos una seccién global ¢ € T ((’)(L’;q) /Zs,, (ngq)) tal que ¥(p) = 0. Para cualquier x € X existen
un abierto U = X vecindario de x y una seccién s € O(U, L*) tal que el germen de s + Tip,qy (U, LY
en x es precisamente p(z). Como ¢ € ker U, restringiendo el vecindario U alrededor de x de ser
necesario, tenemos que 7% (s) € Zg,, (m,. (U), L’;q), esto implica que si p € 7 1(p) = S,, entonces
0 = mp,(8)(D) = (B,s(m(p))) = (B,s(p)), ie. s € Iy(U, L*). Hacemos lo mismo para un punto
qe W}qu (q) y obtenemos, de esa manera, que s € Zg, (U, L¥). De esto se sigue que o(z) = 0 para
todo z € X y por tanto, ¢ = 0, como queriamos.

Mostremos que II X,, €s sobreyectivo. Como el homomorfismo IZIXP , proviene de una sucesion
exacta larga de cohomologia de gavillas, serd suficiente probar que H I(qu,Iqu (Ll;q)) se anula.
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Por (1.2.1) sabemos que Iqu(L];q) = O(L];q ® LG ); denotando Kp, el haz candnico de Xy,
nuestra elecciéon del entero k asegura que K, ® L’;q ® Li’;pq es positivo y de (2.1.2) se sigue que
Hl(qu,ngq(L’;q)) HY (X, O(Lk ® LG ) =0, como era deseado.

Ahora demostraremos que ¢ r separa direcciones tangentes. La técnica sera similar a la utilizada
para demostrar que separa puntos. Por (1.1.8) deseamos probar que, para todo punto p € X, el
homomorfismo dx : Ty, (X, L — /\[1)’O X es sobreyectivo. El homomorfismo dx proviene de una
sucesion exacta corta de gavillas sobre X

1,0
k
0 — I}, (LF) = Ty (L) % (/\ X), — 0. (2.5)
p

Como la gavilla Zy,, (L¥) / i (L*) es isomorfa a la gavilla skyscraper ( /\1 Y X),, la sucesién (2.5)
induce la sucesién exacta de gavillas sobre X

0 — Zpy (LF) > Ty (LF) = Ty (19)/ T3, (LF) — 0,

evaluando en las secciones globales obtenemos la sucesién exacta
1
0 — T, (X, L¥) > Tjpy (X, LF) 5 T (T (E9)/T2, (1Y) (2.6)

Por tanto, la sobreyectividad de dx esta garantizada si IIx lo es. Denotemos 7, : X, — X la
explosion de X a lo largo de {p}, S, = 7 1(p) y L, = m, L. Andlogamente, tenemos una sucesion
exacta de gavillas sobre X,.

i
0 — I3, (Ly) = Is, (Ly) = s, (Ly)/T5, (Ly) — 0; (2.7)

evaluando en las secciones globales, tenemos la sucesién exacta
Tix
0~ T3, (X, Lf) = Ts, (X, L) —2> T (Ts, (LE)/T3, (LE) ). (2:8)

Notemos que 7, induce una transformacién lineal 7y : Zg (X, Lk — Zs, (Xp,L’];)7 entonces las
sucesiones (2.6) y (2.8) dan lugar al siguiente diagrama conmutativo:

Ty (X, LX) =2 T (T (L9)/ T2, (L9))

1| I

Ts, (Xp, L) — T (Isp(L’;)/Igp(L’;)>,
P

donde @ es el homomorfismo inducido por 7 en los cocientes. Probaremos que los homomorfismos

m, y Ilx, son sobreyectivos y que ® es inyectivo; asi, la sobreyectividad de IIx estd asegurada.
La demostracién de que 7, es sobreyectiva sigue exactamente el mismo argumento que utilizamos
para 7, al probar que ¢y« separa puntos.

Veamos la inyectividad de ®. Sea ¢ € ' (I{p}(Lk) /I{2 }(Lk)) una seccién global tal que ®(¢p) = 0.

Debemos probar que ¢(x) = 0 para todo z € X. Como I{p}(Lk)/ {p} = /\1 Y X),, sabemos

que ¢(x) = 0 para todo x € X \{p}, de modo que basta demostrar que ¢(p ) O
Como ¢ € ker @, existen un vecindario abierto U de p y una seccién s € Zy,y (U, L*) tales que ¢(p)
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es el germen en p de la seccién 7, (s) + I?qp(ﬂp_l(U),L’;), por lo que 7 (s) € Igvp(ﬂ'p_l(U),L];) y lo

que queremos probar es que s € I?p}(U, Lk) para U vecindario de p. Escogiendo un marco local ¢
para L alrededor de p podemos escribir s = f-t®---®¢t con fe OU) y f(p) =0.
Vamos a estudiar la representacion de la secciéon s en coordenadas locales. Después de restringir el

abierto U de ser necesario, consideramos ¢ = (v1,...,v,) : U = B:(0) € C™ una carta centrada en
p, definimos U, = m,1(U) c X, y la subvariedad T'(¢) = {([w],v) € P"~! x B.(0) | v € [w]} del haz
tautolégico. Como S = m, Lp) = IP’(Tpl’OX ) = P! tenemos un biholomorfismo

([p(0)], p(2)), = ¢ Sp,

U, — T(e), —
! P ( ) ! {(x70)7 :EESp,

por lo que identificaremos U, = T'(¢). En coordenadas locales, s se expresa

s(v) = f(v) (t(v) ®--- @ 1(v)) .

Como f(v) esté en el ideal {v1,...v,) < Clvy,...,v,], podemos escribir en coordenadas locales
f(v) = Xj_1v; fj(v) para algunas funciones f; € O(U).

s(v) = (Z Uﬁj(ﬂ)) tv) ®- - Qt(v).

=1

Por tanto, para demostrar que s € I{Zp}(U , L¥) es suficiente mostrar que f;(p) = 0 para cada j.
Sea eq,...,e, la base canénica de C". Para cada 1 < [ < n definimos la funcién holomorfa que
m : D:(0) € C — U, tal que ni(2) = ([e1], ze;). Notemos que 7;(z) € Sp si y solo si z = 0. Entonces

m (8)(m(2)) = (m(2), s(mp(m(2))))
= (m(Z), (i vj(zer) - fj(zez)) t(v(zer) ®--- ®t(v(zez))>

Jj=1

= (m(2), (zfi(C(zer)) - t(C(zer) ® - -- @ L(((zer)))).-

Como 7 (s) € Igp(Up, L’;), se sigue que fi(p) = 0 para cada 1 <! < n. Por lo tanto, s € I{Qp}(U7 L*)
y, en consecuencia, ¢(p) = 0, como querfamos.

Lo siguiente es probar que Il x, es sobreyectivo. Como este homomorfismo proviene de la sucesion
exacta de gavillas (2.7), basta verificar que Hl(Xp,Igp (LE)) = 0. Por (1.2.1) tenemos que Igp(L’;) ~
O( j‘qp ® Lf‘gp ® L’;). Ademaés, la eleccién de k garantiza que el haz lineal Lf‘gp ® L’;p ® L’; ® K;‘ sea
positivo, donde K, denota el haz canénico de X,,. Por (2.1.2) obtenemos que Hl(Xp,Igp(Ll;)) =
HY(X,, O(L}, ® L%, ® LE)) = 0.

Hemos probado que ¢+ separa puntos y direcciones tangentes; por lo tanto, L* es amplio. ]

2.3. Aplicaciones del Encaje de Kodaira

En esta dltima seccién se presentan algunas consecuencias del Teorema del Encaje de Kodaira.
Encaje de Kodaira versién geométrica. Una métrica de Kihler es una métrica hermi-

tiana cuya 2-forma fundamental es cerrada; la cual se llama forma de Ké&hler.
El morfismo inclusién de gavillas Z < R induce un homomorfismo v : H?(X,Z) — H*(X,R) y
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ademés, existe un isomorfismo H?(X,R) =~ H3,(X,R), llamado de de Rham-Weil, tal que bajo esta
identificacion, la primera clase de Chern de cualquier haz lineal pertenece a la imagen de v.
Decimos que una métrica de Kéahler es una métrica de Hodge si la clase de la 2-forma fundamental
es entera, es decir, si su imagen en H2(X,R) estd en la imagen de v.

Teorema 2.3.1. Una variedad compacta compleja X es proyectiva si y solo si admite una métrica
de Hodge.

Proof. Si X es proyectiva, entonces existe un encaje X < PY. De identidad (1.10) vemos que la
forma de Fubini-Study wrg es %@@(1), lo que implica que la clase de wrg es entera. Por tanto, la
métrica pullback de la métrica Fubini-Study sobre X es de Hodge.

Asumamos ahora que X admite una métrica de Hodge con forma de Kéhler w. el teorema de
Lefschetz sobre clases de tipo (1,1) garantiza la existencia de un haz lineal positivo cuya primera
clase de Chern es [w]. Por el teorema del Encaje de Kodaira, X es proyectiva. O

Toros complejos. Sea un V un C-espacio vectorial de dimensién n y A < V una red en V, es
decir, A es una subgrupo discreto de rango 2n que libremente generado por una base real de V. El
cociente V /A es una variedad compleja compacta, que es llamada un toro complejo.

Una forma de Riemann para A es una aplicacién bilineal alternante w : V' x V — R que cumple:
(i) w(iu,iv) = w(u,v),
(ii) w( ,i( )) es definida positiva,
(iii) w(u,v) € Z, si u,v € A.

Proposicién 2.3.2. Un toro complejo X = V /A es proyectivo si y solo si V' admite una forma de
Riemann.

Proof. Si w es una forma de Riemann para A, al identificar cada espacio tangente de V con su
estructura real subyacente, w puede verse como una 2-forma con coeficientes constantes sobre V.
Las condiciones (i) y (ii) equivalen a que w sea una forma (1, 1) positiva y ya que tiene coeficientes
constantes también es cerrada. Ademés, como A*V* =~ H?(X,R), la condicién (iii) asegura que
w sea entera, es decir, que su clase pertenezca a H?(X,Z). Por el Teorema (2.3.1), concluimos el
resultado. O

Variedades algebraicas proyectivas. Una variedad compacta compleja es una variedad
algebraica proyectiva si puede ser encajada en algtin espacio proyectivo. Por el Teorema de Chow
(véase [[1], pdg. 167]), toda variedad algebraica proyectiva puede expresarse como el conjunto de
ceros de polinomios homogéneos complejos; de ahi el calificativo algebraica.

Proposicion 2.3.3. Si Vi y Va5 son variedades algebraicas proyectivas entonces Vi x Vo también.

Proof. Como V; y V3 son proyectivas, por (2.3.1) admiten métricas de Hodge cuyas formas de Kéhler
enteras, digamos w1 y wo respectivamente. Si definimos m : Vi x Vo — Vi y w9 : V1 x Vo — V5 como
las proyecciones, entonces mfw; + miwa es una (1,1)-forma positiva, cerrada y entera. Aplicando
nuevamente (2.3.1) obtenemos que Vj x V5 es una variedad algebraica proyectiva. O

Una consecuencia inmediata de este resultado es que la imagen del encaje de Segre P x P —
PrmtmEn o5 una variedad algebraica proyectiva.
Explosiones de variedades proyectivas.

Teorema 2.3.4. Si X es una variedad proyectiva y S € X es un subconjunto finito, entonces la
explosion Xg es proyectiva.
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Proof. Como la explosion Xg puede obtenerse mediante una sucesion finita de explosiones en los
puntos de S, basta considerar el caso en que S es un punto. Sea 7, : X, — X la explosién de X en
p. Dado que X es proyectiva, existe un haz lineal positivo L — X. Por el resultado (2.1.3), para
algin entero k > 0, el haz lineal w; L*® L”ép ® L§p ®K;‘ sobre X, es positivo. Aplicando el teorema
de Encaje de Kodaira se sigue que X, es proyectivo. O
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