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Introducción

La presente tesis aborda un resultado fundamental de la geometría compleja: el Teorema del Encaje
de Kodaira. Este establece sobre una variedad compleja compacta, la equivalencia entre admitir un
encaje proyectivo y el de admitir un haz lineal positivo. En combinación con el Teorema de Chow,
este resultado permite construir un camino a la Geometría algebraica, al garantizar que tal encaje
corresponde a una variedad algebraica proyectiva.

El objeto central de estudio de este trabajo son las variedades complejas compactas, que serán
abordadas mediante herramientas como los haces lineales, las gavillas y la noción de positividad;
elementos esenciales en la formulación y demostración del teorema
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Resumen/Abstract

El Teorema del Encaje de Kodaira

Juan Pablo Peñaloza Pacheco

Resumen

La presente tesis estudia el Teorema del Encaje de Kodaira, uno de los resultados cen-
trales en geometría compleja. Este teorema caracteriza cuándo una variedad compleja
compacta puede encajarse de manera holomorfa en un espacio proyectivo, estableciendo
la equivalencia entre la positividad y la amplitud de un haz lineal. A lo largo del trabajo
se desarrollan las herramientas necesarias —como haces lineales, positividad, cohomolo-
gía y el teorema de anulamiento de Kodaira— para presentar una demostración detallada
del resultado y algunas de sus aplicaciones geométricas.

Palabras Clave: Encaje, Haces lineales, Variedad, Conexiones, Positivo.

Abstract

This thesis studies the Kodaira Embedding Theorem, one of the central results in com-
plex geometry. The theorem characterizes when a compact complex manifold admits
a holomorphic embedding into a projective space, establishing the equivalence between
positivity and ampleness of a line bundle. Throughout this work, the necessary tools —
including line bundles, positivity, cohomology, and the Kodaira vanishing theorem —
are developed in order to present a detailed proof of the result and some of its geometric
applications.

Keywords: Embedding, Line bundles, Manifold, Connections, Positive.
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Chapter 1

Preliminares

Una variedad compleja X es una variedad diferenciable que admite una cubierta abierta tUαu

y funciones coordenadas φα : Uα Ñ Cn tales que φα ˝ φ´1
β es holomorfa sobre φβpUα X Uβq para

cada α y β.

φβ φα

X

Uβ
Uα

φβpUα X Uβq

Cn

φα ˝ φ´1
β

φαpUα X Uβq

Cn

A toda variedad compleja X se asocia su espacio tangente complejificado TX, donde cada
vector tangente v P TX puede verse como una transformación C-lineal

v : C8pX,Cq ÝÑ C8pX,Cq

que satisface la regla de Leibniz vpfgq “ vpfqg ` fvpgq; es decir, v es una derivación sobre X. El
conjunto TCX hereda de manera natural una estructura de variedad compleja.

Decimos que una variedad diferenciable X admite una estructura compleja si existe una
aplicación suave

J : TX ÝÑ TX

tal que J2 “ ´idT X y las transiciones locales son holomorfas. A dicha aplicación J se le llama la
estructura casi compleja de X, la cual permite descomponer el espacio tangente complejificado
como

TCX “ T 1,0X ‘ T 0,1X,

a partir de la cual se definen las formas de tipo pp, qq:
p,q
ľ

X :“
p

ľ

pT 1,0Xq˚ b

q
ľ

pT 0,1Xq˚.

El siguiente ejemplo variedad compleja es crucial para la demostración del Teorema del Encaje.

1



Ejemplo 1.0.1 (Explosiones). Sean X una variedad compleja de dimensión n y puntos p1, . . . , pr P

X. Definimos la explosión de X a lo largo de S “ tp1, . . . , pnu como XS “ XzS \ PpT 1,0
p1 Xq \

¨ ¨ ¨\PpT 1,0
pn
Xq la cual admite una estructura de variedad compleja. Tenemos asociado X una función

holomorfa πS : XS Ñ X tal que

πpxq “

#

z, z P XSzS,

pj , z P PpT 1,0
pj
Xq.

La explosión de X a lo largo de S es la variedad XS junto con la función π. El divisor
excepcional de XS se define como π´1

S pSq y es una hipersuperficie compleja.

1.1. Haces vectoriales
Un haz vectorial de rango r sobre una variedad compleja X es una variedad compleja E junto

con una función holomorfa π : E Ñ X tal que para cada punto x P X la fibra π´1pxq es un espacio
vectorial complejo de dimensión r, y existen vecindarios abiertos U Ă X donde π´1pUq – U ˆ Cr

mediante un biholomorfismo, llamado trivialización, que respeta la estructura lineal en las fibras,
i.e. la restricción a cada una de ellas es un C-isomorfismo.

Ejemplo 1.1.1 (El haz tautológico). Definimos la variedad Op´1q “ tpξ, zq P Pn ˆ Cn`1q | z P ξu

y consideramos π : Op´1q Ñ Pn como la proyección al primer factor. Las funciones de transición
del haz lineal π : Op´1q Ñ Pn están dadas por τjk : Uj X Uk Ñ C˚ por τjkprξ0, . . . , ξnsq “ ξj{ξk.
El haz lineal Op´1q es llamado el haz tautológico de Pn.

Ejemplo 1.1.2 (Haz de hiperplano). El haz de hiperplano Op1q es el haz dual de Op´1q y las
funciones de transición son τjk : Uj X Uk Ñ C˚ tales que τjkprξ0, . . . , ξnsq “ ξk{ξj .

Ejemplo 1.1.3 (Pullback). Sea f : Y Ñ X una función holomorfa entre variedades complejas. Un
haz vectorial π : E Ñ X induce un haz vectorial f˚E Ñ Y de la siguiente manera. Definimos la
variedad f˚E “ tpy, vq P Y ˆ Eq | πpvq “ fpyqu.
Si tpUj , ψjqu es un atlas de trivialización de E, con ψj : EUj Ñ Uj ˆ Cr biholomorfismo, entonces
tpf´1pUjq, ψ̃jqu es un atlas de trivialización de f˚E, con

ψ̃j : pf˚Eqf´1pUjq Ñ f´1pUjq ˆ Cr, ψ̃jpy, vq “ py,pr2pψjpvqqq.

El haz f˚E Ñ Y se llama el pullback del haz E Ñ X por la aplicación holomorfa f .

Sea S Ă X una hipersuperficie compleja cerrada. Decimos que una función f : U Ă Cn Ñ C
holomorfa se anula de manera simple sobre S si fppq “ 0 y dfp “

ř Bf
Bzj

ppqdzj ­“ 0 para cada
p P S, y además fpxq ­“ 0 para todo x P XzS.

Ejemplo 1.1.4 (Haz lineal asociado a una hipersuperficie). Consideremos una variedad compleja
X y S Ă X una hipersuperficie compleja cerrada. Podemos definir una familia de funciones fα :
Uα Ñ C holomorfas tales que se anulan de manera simple sobre S y que tUαu es una cubierta
abierta de X. Sobre Uα X Uβ ­“ H definimos las funciones holomorfas ταβ : pUα X UβqzS Ñ C
como ταβ “ fα{fβ; dado que fα y fβ se anulan de manera simple sobre la hipersuperficie cerrada S,
podemos extender ταβ de manera holomorfa a todo Uα XUβ. Notemos que sobre Uα XUβ XUγ ­“ 0
tenemos la condición de cociclo

ταβτβγ “
fα

fβ

fβ

fγ
“ ταγ .
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Por tanto, las funciones ταβ determinan un haz lineal LS Ñ X. Al haz lineal obtenido de esta
manera lo llamamos el haz lineal asociado a S, y se puede demostrar que, hasta isomorfismo, no
depende de la elección de las funciones holomorfas fα.

Para un haz vectorial π : E Ñ X y un abierto U de X definimos el C-espacio vectorial de las
secciones sobre U :

OpU,Eq “ ts : U Ñ E | s es holomorfa y π ˝ s “ idU u.

Un marco local para U son secciones s1, . . . , sn P OpU,Eq tal que s1pxq, . . . , srpxq es una base
para Epxq, para un punto x P U . Diremos que algunas secciones son un marco local alrededor
de un punto p P X si existe un vecindario de U de p tales que son un marco local para U .
Si σ P OpU,Eq y s1, . . . , sr es un marco local para U entonces existen funciones holomorfas fj P OpUq

tales que σ “
ř

fjsj . Llamaremos a las funciones fj las funciones componentes de σ con respecto
al marco dado.

Teorema 1.1.5. Sea X una variedad compleja y E Ñ X un haz vectorial. Si X es compacta,
entonces OpX,Eq es un C-espacio vectorial de dimensión finita.

La demostración de este resultado se omite; véase el Teorema 3.13 en [4].

Sea L Ñ X un haz lineal. Definimos el conjunto de puntos base de L como

BspLq “ tx P X | spxq “ 0 para todo s P OpX,Lqu.

Supongamos que X es compacta y que dim OpX,Lq ą 0. Sea s0, . . . , sN una base de OpX,Lq.
Para cada punto p P X, elegimos un marco local σ definido en un entorno de p. Podemos escribir
localmente cada sección sj como sj “ fjσ, donde fj es una función holomorfa. De este modo,
obtenemos una función holomorfa

φL : XzBspLq ÝÑ PN , φLpxq “ rf0pxq, . . . , fN pxqs.

Esta aplicación está bien definida, es decir, no depende del marco local elegido. En efecto, si σ1

es otro marco definido en un entorno de p, entonces existe una función holomorfa nunca nula λ tal
que σ “ λσ1. En consecuencia, sj “ fjσ “ pλfjqσ1, y por lo tanto,

rf0ppq, . . . , fN ppqs “ rλppqf0ppq, . . . , λppqfN ppqs.

Además, si se elige otra base de OpX,Lq, las funciones holomorfas asociadas varían mediante un
isomorfismo lineal proyectivo. Por esta razón, cualquiera de las aplicaciones holomorfas obtenidas
de esta manera se denomina el morfismo asociado a L y se denota por φL.

Proposición 1.1.6. Si X es una variedad compleja compacta y L Ñ X un haz lineal tal que
BspLq “ H, entonces L – φ˚

LOp1q como haces lineales sobre PN .

Proof. Consideremos la cubierta abierta afín Ujj “ 0N de PN , una base s0, . . . , sN de OpX,Lq, y
las funciones de transición pUα, ταβq de L. Para φ˚

LOp1q las funciones de transición están dadas por
ϕjk : φ´1

L pUjq Ñ C˚ donde ϕjkpxq “ hpskpxqq{hpsjpxqq y h : LU – U ˆ C es cualquier trivialización
de L alrededor de x. Definimos el refinamiento Wαj “ Vα X φ´1

L pUjq y obtenemos funciones de
transición para L y φ˚

LOp1q en estos abiertos: ταj,βk y ϕαj,βk, que son las restricciones de ταβ y
ϕjk a Wαj X Wβk. Vamos a mostrar que existe una familia de funciones holomorfas nunca nulas
Ψαj P O˚pWαjq tales que para todo x P Wαj XWβk se tiene

ταj,βkpxq “ pΨαjpxqq´1ϕαj,βkpxqΨβkpxq.
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Si thα : LUα – Uα ˆ C} son las trivializaciones que definen las funciones de transición pUαβ, ταβq

de L, entonces para cada abierto Uα existen funciones biholomorfas ψα : LU – C tales que para
cada y P LUα se tiene hαpyq “ pπpyq, ψαpyqq. Además, ψα restringido a cualquier fibra Lpxq es
un isomorfismo al que denotamos por ψαpxq “ ψ|Lpxq : Lpxq Ñ C. Por tanto, las funciones de
transición de L satisfacen ταβpxq “ ψαpxqψβpxq´1 P C˚ para todo x P Uα X Uβ.
Sea Ψαj : Wαj Ñ C la función holomorfa definida como Ψαjpxq “ 1{ pψαpxqpsjpxqqq, la cual satisface
que para x P Wαj XWβk

pΨαjpxqq´1ϕαj,βkpxqΨβkpxq “ ψαpxqpsjpxqq
ψβpxqpskpxqq

ψβpxqpsjpxqq

1
ψβpxqpskpxqq

“
ψαpxqpsjpxqq

ψβpxqpsjpxqq

“ ταj,βkpxq,

lo que demuestra que L – φ˚
LOp1q.

Cuando BspLq “ H, diremos que φL separa puntos si φL es inyectiva, y que φL separa
direcciones tangentes si el diferencial de φL es inyectivo en todo punto de X.

Proposición 1.1.7. Sea X una variedad compleja compacta y L Ñ X un haz lineal tal que BspLq “

H. Entonces, son equivalentes:

(i) φL separa puntos;

(ii) para todo par de puntos distintos p, q P X existe una sección s P OpX,Lq tal que sppq “ 0 y
spqq ­“ 0;

(iii) para cualesquiera p, q P X, la transformación lineal evaluación eX : OpX,Lq Ñ Lppq ‘ Lpqq

tal que eXpsq “ psppq, spqqq, es sobreyectiva.

Proof. Fijemos una base s0, . . . , sN para OpX,Lq. Mostremos la contrapositiva de la implicación
piq ñ piiq. En este caso, la hipótesis es que existen dos puntos distintos p, q P X tales que cualquier
sección s P OpX,Lq, se tiene que sppq “ 0 implica spqq “ 0. Sin pérdida de generalidad, asumimos
que s0pqq ­“ 0 por lo que s0ppq ­“ 0. Para 0 ď j ď N existen funciones holomorfas fj , gj tales que
sj “ fjs0 y sj “ gjs0 alrededor de p y q respectivamente. Definimos la sección s “ sj ´ fjppqs0
y notemos que sppq “ 0, por lo que la hipótesis asegura que 0 “ spqq “ gjpqqs0pqq ´ fjppqs0pqq,
obteniendo que gjpqq “ fjppq para cada j; esto significa que φLppq “ φLpqq, de donde se sigue que
φL no es inyectiva.

Ahora veamos la contrapositiva de piiq ñ piq. Podemos asumir que para ciertos puntos distintos
p, q P X tenemos s0ppq ­“ 0 y skpqq ­“ 0 para algún k. Sean fj y gj las funciones holomorfas que
satisfacen las identidades locales sj “ fjs0 en un entorno de p, y sj “ gjsk en un entorno de q,
respectivamente.
Por hipótesis, existe un λ P C˚ tal que gjpqq “ λfjppq. Para cualquier sección s “

ř

αjsj P OpX,Lq

que se anula en p, tenemos que 0 “
ř

αjsjppq “ p
ř

αjfjppqqs0ppq de donde obtenemos
ř

αjfjppq “

0, por tanto

spqq “
ÿ

αjsjpqq “
ÿ

αjgjpqqskpqq “
ÿ

αjλfjppqskpqq “ λ
´

ÿ

αjfjppq

¯

skpqq “ 0,

como era deseado.
piiq ñ piiiq Sean pu, vq P Lppq ‘ Lpqq, para puntos distintos p, q P X; por hipótesis existen

secciones s, t P OpX,Lq tales que sppq “ 0, spqq ­“ 0, tppq ­“ 0 y tpqq “ 0. Escogemos λ, γ P C tales
que λspqq “ v y γtppq “ u y definimos la sección σ “ γt` λs la cual satisface

eXpσq “ pσppq, σpqqq “ pλtppq, γspqqq “ pu, vq.
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piiiq ñ piiq Para cada par de puntos distintos p, q P X elegimos un v P Lpqqzt0u, por la
sobreyectividad de eX existe s P OpX,Lq tal que p0, vq “ eXpsq “ psppq, spqqq.

Sea S P X un cerrado, definimos el subespacio

ItSupX,Lq “ ts P OpX,Lq | spxq “ 0 para todo x P Su.

Proposición 1.1.8. Sea X una variedad compleja compacta de dimensión n y L Ñ X un haz lineal
tal que BspLq “ H. Entonces, son equivalentes:

(i) φL separa direcciones tangentes;

(ii) para cada p P X y cada v P T 1,0
p Xzt0u, existe una sección s P IppX,Lq que puede escribirse

localmente como s “ fσ, donde σ es un marco local alrededor de p, tal que fppq “ 0 y vpfq ‰ 0;

(iii) para algún marco local σ definido en un entorno de p, la aplicación lineal

dX : ItpupX,Lq ÝÑ

1,0
ľ

p

X, dXpsq “ dfp,

donde f es la función componente de s respecto de σ, es sobreyectiva.

Proof. Fijemos s0, . . . , sN P OpX,Lq una base y p P X. Podemos asumir que s0ppq ‰ 0, de modo
que s0 define un marco local sobre un entorno U alrededor de p. Existen funciones holomorfas
fj tales que sj “ fjs0, y por lo tanto, el morfismo asociado se puede expresar localmente como
φL “ r1, f1, . . . , fN s : U Ñ PN , que en una carta afín se escribe como φL “ pf1, . . . , fN q : U Ñ CN .
Sea pz1, . . . , znq un sistema de coordenadas locales en p y pw1, . . . , wN q coordenadas locales en φLppq.
El diferencial de φL en p aplicado a un vector tangente v “

ř

αk
B

Bzk
P T 1,0

p X se expresa como

DpφLqppqv “
ÿ

1ďkďn
1ďjďN

αk
Bfj

Bzk
ppq

B

Bwj
“

N
ÿ

j“1
vpfjq

B

Bwj
. (1.1)

piq ñ piiq Si v ­“ 0, como DpφLqppq es inyectivo, de (1.1) obtenemos que vpfjq ­“ 0 para algún
j. Definimos s “ sj ´ fjppqs0 P ItpupX,Lq que localmente se escribe como s “ pfj ´ fppqqs0 que
satisface vpf ´ fppqq “ vpfq ­“ 0.

piiq ñ piq Notemos primero que la propiedad piiq no depende del marco local elegido. Supong-
amos que v ­“ 0 pero tal que DpφLqppqv “ 0, por (1.1) esto significa exactamente que vpfjq “ 0 para
cada j. Por hipótesis existe una sección s P ItpupX,Lq tal que para el marco s0 alrededor de p, ella
admite la expresión s “ fs0 con vpfq ­“ 0. Dado que s “

ř

βjsj para ciertos βj P C, localmente ten-
emos fs0 “

ř

βjfjs0, de aquí deducimos que f “
ř

βjfj y que 0 ­“ vpfq “ vp
ř

βjfjq “
ř

βjvpfjq;
pero esto contradice la suposición de que vpfjq ­“ 0 para cada j. Por lo tanto, DpφLqppqv ­“ 0 y
kerDpφLqppq “ 0.

piiq ñ piiiq Por linealiadad nos basta probar que para cada 1 ď l ď n existe un σl P ItpupX,Lq

tal que dXpσlq “ dzl.
Sean σ1, . . . , σn P ItpupX,Lq cuyas funciones coordenadas en el marco local σ alrededor de p son
f1, . . . , fn respectivamente. El desarrollo en serie de Taylor alrededor de p de las funciones compo-
nentes son

f1 “ a11z1 ` ¨ ¨ ¨ ` an1zn ` f̃1
...

fn “ a1nz1 ` ¨ ¨ ¨ ` annzn ` f̃n

(1.2)
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donde los términos f̃j son de orden al menos dos y akj “
Bfj

Bzk
ppq. Sea Λ “ pajkq la matriz jacobiana

y el el l-ésimo vector de la base canónica de Cn. Si det Λ ­“ 0 entonces el sistema lineal

Λα “

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n
... . . . ...
an1 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‚

¨

˚

˝

α1
...
αn

˛

‹

‚

“ el (1.3)

tiene solución. Por lo que en este caso existen escalares αj que resuelven (1.3) tales que para la
sección s “

ř

αjσj P ItpupX,Lq admite la expresión local s “
ř

αjfjσ y además

dXpsq “ d

˜

ÿ

j

αjfj

¸

p

“
ÿ

j

αjdpfjqp “
ÿ

j

αj

˜

ÿ

k

Bfj

Bzk
ppqdzk

¸

“
ÿ

k

˜

ÿ

j

akjαj

¸

dzk

“
ÿ

k

δkldzk “ dzl.

Por tanto, el problema se reduce a construir secciones en IppX,Lq cuyas funciones componentes
f1, . . . , fn satisfagan que det Λ ‰ 0, siendo Λ “ p

Bfk
Bzj

ppqqjk.
Introduzcamos la siguiente notación: si 1 ď k ď n y f1, . . . , fk son funciones holomorfas alrededor
de p, que se anulan en p y tienen expansiones de Taylor como en (1.2), definimos la matriz

Mpf1, . . . , fkq “

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1k
... . . . ...
ak1 ¨ ¨ ¨ akk

˛

‹

‚

P MkˆkpCq.

Afirmamos que, para 1 ď k ď n, es posible construir recursivamente, secciones σ1, . . . , σk P

ItpupX,Lq, con representación local σj “ fjσ tales que detMpf1, . . . , fkq ­“ 0.
Comenzamos para k “ 1. Para v1 “ B

Bz1
por hipótesis existe σ1 P ItpupX,Lq tal que σ1 “ f1σ para

alguna función holomorfa f1 con 0 ­“ v1pf1q “
Bf1
Bz1

ppq por lo que detMpf1q ­“ 0.
Supongamos que para k ´ 1 ya hemos construido secciones σ1, . . . , σk´1 P ItpupX,Lq, siendo sus
funciones coordenadas f1, . . . , fk´1 tales que detMpf1, . . . , fk´1q ­“ 0. Usando la notación como en
(1.2), definamos la matriz Ars como el menor pr, sq de orden k ˆ k de la matriz

¨

˚

˚

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1k´1 a1k

a21 ¨ ¨ ¨ a2k´1 a2k
...

...
...

ak´11 ¨ ¨ ¨ ak´1k´1 ak´1k

˛

‹

‹

‹

‚

y notemos que detAk,k “ detMpf1, . . . , fk´1q. Definimos el vector tangente

vk “

k
ÿ

j“1
p´1qj`k detAj,k

B

Bzj
P T 1,0

p Xzt0u.

Por hipótesis existe una sección σk P ItpupX,Lq tal que σk “ fkσ y

0 ­“ vkpfkq “

k
ÿ

j“1
p´1qj`kpdetAj,kq

Bfk

Bzj
ppq “

k
ÿ

j“1
p´1qj`kaj,k`1 detAj,k; (1.4)
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pero la última expresión de la derecha de (1.4) es el desarrollo en cofactores de Laplace del determi-
nante de la matriz Mpf1, . . . , fkq. Por tanto, la afirmación queda probada, y para k “ n obtenemos
las secciones deseadas de IppX,Lq.

piiiq ñ piiq Sea v “
ř

αj
B

Bzj
P T 1,0

p Xzt0u. Para u “
ř

αjdzj P
Ź1,0

p X existe una sección
s P ItpupX,Lq tal que alrededor de p se localmente se escribe s “ fσ y u “ dXpsq “ dfp, esto
significa que Bf

Bzj
ppq “ αj para cada j. Por lo que vpfq “

ř

αj
Bf
Bzj

ppq “
ř

|αj |2 ą 0.

Sea L un haz lineal sobre una variedad compleja X. Se dice que L es muy amplio si φL : X Ñ

PN es un encaje, i.e. una inmersión que es un homeomorfismo sobre su imagen con la topología de
subespacio. Si existe un k ą 0 tal que Lk es muy amplio diremos que L es amplio.

Corolario 1.1.9. Sea L Ñ X un haz lineal sobre X una variedad compleja compacta. Entonces L
es muy amplio si y solo si φL separa puntos y direcciones tangentes.

Proof. Por los resultados previos (1.1.7) y (1.1.8) sólo queda probar que si φL separa puntos y
direcciones tangentes, entonces φL es un homeomorfismo sobre su imagen. Veamos que φL es
cerrado: si Y es un cerrado de X, dado que X es compacto, entonces Y es compacto y su imagen
φLpY q es un compacto de PN . pero como Pn es Hausdorff, se sigue que φLpY q es cerrado. Entonces
φL es continua, cerrada y biyectiva, por lo que φL es un homeomorfismo sobre su imagen.

Una variedad proyectiva es una variedad compleja que es biholomorfa a una subvariedad
cerrada de Pn.

Corolario 1.1.10. Una variedad compleja compacta X es proyectiva si y solo si admite un haz
lineal amplio.

Proof. Si la dimensión de X es cero, entonces X es un conjunto finito de puntos y no hay nada que
demostrar. Asumamos que dimX ą 0.
Si L Ñ X es un haz lineal amplio, entonces para algún entero k ą 0 tenemos que φL : X Ñ PN es
un encaje. En particular, φL es una aplicación holomorfa inyectiva y, por tanto, un biholomorfismo
sobre su imagen. Además, como φL es cerrado, la imagen φLpXq es una subvariedad proyectiva de
PN .

Supongamos ahora que la variedad X es proyectiva. Podemos asumir sin pérdida de generalidad
que X Ă PN y es cerrado. Sea L Ñ X el haz lineal que es la restricción del haz de hiperplano
Op1q Ñ PN a la variedad X. Usaremos las equivalencias de (1.1.7) y (1.1.8) para verificar que L es
amplio.

Mostremos que φL separa puntos. Sean p “ rp0, . . . , pN s y q “ rq0, . . . , qN s puntos distintos de
X. Definimos los puntos P “ pp0, . . . , pN q, Q “ pq0, . . . , qN q P CN`1. Como ellos son linealmente
independientes, existe una solución al sistema

ˆ

p0 ¨ ¨ ¨ pN

q0 ¨ ¨ ¨ qN

˙

¨

˚

˝

λ0
...
λN

˛

‹

‚

“

ˆ

0
1

˙

. (1.5)

Definimos la función lineal f : CN`1 Ñ C como fpzq “
řN

j“0 λjzj , donde los λj satisfacen la
ecuación anterior. Así, fpP q “ 0 y fpQq “ 1.
Toda función lineal F : CN`1 Ñ C define una sección global en σF P OpPN ,Op1qq, donde σF :
PN Ñ Op1q está definido como σF pξq “ F|ξ

la restricción de F a la recta ξ P PN .
Sea σf P OpX,Lq la sección obtenida por f , entonces tenemos que σf ppq “ 0 y σf pqq ­“ 0.
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Veamos que φL separa direcciones tangentes. Sea p “ rp0, . . . , pN s P X y supongamos que p0 “ 1
y tomamos z “ pz1, . . . , zN q coordenadas locales alrededor de p. Consideremos v “

ř

αj
B

Bzj
P T 1,0

p X

tal que algún vk ­“ 0. Definimos las funciones f : CN`1 Ñ C como fpzq “ zk ´ pk y F : CN`1 Ñ C
tal que F pzq “ ppk{p0 ` 1qz0 ´ zk. Notemos que fpP q “ 0 y F pP q ­“ 0. La función lineal F
induce una sección global σF P OpX,Lq tal que σF pP q ­“ 0. Entonces s “ fσF P OpX,Lq satisface
vpfq “

ř

αj
Bf
Bzj

ppq “ αk ­“ 0.

1.2. Gavillas sobre variedades
A continuación, daremos ejemplos de gavillas sobre una X variedad compleja. Sean E Ñ X

un haz vectorial, S Ă X un cerrado y U un abierto de X. Las gavillas O,O˚,OpEq,O˚pEq, E ,
Ep,q, EpEq, Ep,qpEq, ISpEq y I2

SpEq están definidas de la siguiente manera:

(a) OpUq es el espacio vectorial de las funciones holomorfas sobre U .

(b) O˚pUq es el grupo abeliano de las funciones holomorfas sobre U nunca nulas.

(c) OpU,Eq es el espacio vectorial de secciones sobre U de E.

(d) O˚pU,Eq es el espacio vectorial de secciones sobre U de E nunca nulas.

(e) EpUq es el espacio vectorial de las funciones diferenciales complejo valuadas sobre U .

(f) Ep,qpUq es el espacio de pp, qq-formas diferenciales sobre U .

(g) EpU,Eq es el espacio vectorial de las secciones diferenciales sobre U de E visto como un haz
vectorial diferenciable.

(h) Ep,qpU,Eq es el espacio de pp, qq-formas diferenciales sobre U que estan valuadas en E.

(i) ISpU,Eq es el espacio de secciones sobre U de E que se anulan en S.

(j) I2
SpU,Eq es el espacio de secciones sobre U de E tal que sus funciones componentes en cualquier

marco local se anulan de orden al menos 2, es decir, las funciones componentes escriben
como una suma finita

ř

ujvj donde cada uj y vj son funciones holomorfas que se anulan en
la intersección de sus dominios y S.

Proposición 1.2.1. Si X es una variedad compleja, S Ă X una hipersuperficie cerrada compleja,
LS Ñ X el haz lineal asociado a S visto en (1.1.4) y E Ñ X algún haz vectorial sobre X de rango
r. Entonces

(i) La gavilla ISpEq de secciones que se anulan en S es isomorfa a OpL˚
S b Eq.

(ii) La gavilla I2
SpEq de secciones que se anulan al menos a segundo orden sobre S es isomorfa a

OpL˚
S b L˚

S b Eq.

Proof. piq Sean ψαβ : UαXUβ Ñ GLpr,Cq cociclos de E y ταβ “ fβ{fα : UαXUβ Ñ C˚ cociclos de L˚
S

vistos en la demostración de (1.1.4). Para cada abierto U de X vamos a definir una transformación
C-lineal ΦU : ISpU,Eq Ñ OpU,L˚

S b Eq de la siguiente manera: una sección s P ISpU,L˚
Sq está

determinada por funciones holomorfas sα : Uα X U Ñ Cr tales que sα se anula en S X Uα y
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sα “ ψαβsβ sobre U XUα XUβ. Como fα se anula de manera simple sobre Uα X S podemos definir
funciones holomorfas σα :“ 1

fα
sα : Uα X U Ñ Cr y sobre U X Uα X Uβ tenemos que

ψαβταβσβ “ ψαβ
fβ

fα

1
fβ
sβ “

1
fα
ψαβsβ “

1
fα
sα “ σα,

por lo que tσαu define una sección σ P OpU,L˚
S bEq. Definimos ΦU psq “ σ y podemos ver que cada

ΦU es una transformación lineal de C-espacios vectoriales y que son compatibles con la restricción,
por lo que hemos definido un morfismo de gavillas Φ : ISpEq Ñ OpL˚

S b Eq.
El morfismo Φ es inyectivo. En efecto, para cualquier abierto U Ă X y para toda sección s P

ISpU,Eq tal que ΦU psq “ 0, entonces tenemos 1
fα
sα “ 0, así que sα “ 0 para cada α; por lo que la

sección s es la sección nula.
Ahora probaremos que ΦU es sobreyectivo para cada abierto U Ă X. Dado σ P OpU,L˚

S bEq existen
funciones holomorfas σα : U X Uα Ñ Cr tales que sobre U X Uα X Uβ tenemos que σα “ ψαβταβσβ,
es decir, fασα “ ψαβfβσβ. Por tanto, tsα :“ fασαu define una sección s P ISpU,Lq. Notemos que
Φpsq “ σ, pues las funciones holomorfas asociadas a Φpsq son 1

fα
sα que es justamente σα.

piiq Para cada abierto U Ă X definimos la transformación lineal ΦU : I2
SpU,Eq Ñ OpU,L˚

S b

L˚
S bEq como sigue: si s P I2

SpU,Eq y tsα : UXUα Ñ Cru son las funciones holomorfas asociadas a s
las cuales se anulan en S al menos en orden dos, entonces podemos considerar funciones holomorfas
σα :“ 1

f2
α
sα : U X Uα Ñ Cr. Notemos que sobre U X Uα X Uβ tenemos

ψαβpταβq2σβ “ ψαβ

f2
β

f2
α

1
f2

β

sβ “
1
f2

α

ψαβsβ “
1
f2

α

sα “ σα,

por lo que tσαu define una sección σα P I2
SpU,Lq y definimos ΦU psq “ σ. Tal como en el inciso

anterior, ΦU define un morfismo de gavillas Φ : I2
SpEq Ñ OpL˚

S b L˚
S b Eq y de manera análoga se

prueba que es un isomorfismo.

1.3. Positividad de haces lineales
Una métrica hermitiana h sobre un haz vectorial E Ñ X es una asignación de un producto

hermitiano hpxq “ x , yx sobre cada fibra Epxq para cada x P X, tal que para cualquier abierto
U Ă X y secciones η, δ P EpU,Eq, la función xη, δy : U Ñ C definida como xη, δypxq “ xηpxq, δpxqyx

es C8-diferenciable.
Una métrica hermitiana h sobre una variedad compleja X es una métrica hermitiana sobre

su haz tangente TX Ñ X. Podemos descomponer la métrica hermitiana en g “ Reh y ω “ ´Imh
(esta última se llama la 2-forma fundamental de la métrica) y escribir h “ g ´ iω, con g una
métrica riemanniana y ω una 2-forma de tipo (1,1).

Una (1,1)-forma ω es positiva si en coordenadas locales z “ pz1, . . . , znq sobre X, la forma se
expresa como

ωpzq “
i

2
ÿ

hjkpzqdzj ^ dzk

siendo la matriz phjkpzqq hermitiana y definida positiva para cada z.
Sea J : TX Ñ TX la estructura casi compleja de la variedad compleja X, entonces ω es cualquier
(1,1)-forma definida positiva si y solo si ωpv, Jvq ą 0 para cualquier vector tangente real v no
nulo. En consecuencia, una (1,1)-forma definida positiva ω define una métrica hermitiana hp , q “

ωp , Jp qq ´ iωp , q.
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Ejemplo 1.3.1 (La métrica de Fubini-Study). Sobre el espacio proyectivo Pn definimos una métrica,
llamada métrica de Fubini-Study, de la siguiente manera. Fijemos Pn “

Ť

Uj la cubierta abierta es-
tándar y consideremos las coordenadas afines ϕj : Uj Ñ Cn tal que ϕjprz0, . . . , znsq “ pz0{zj , . . . , zzj{zj , . . . , zn{zjq “

pw1, . . . , wnq. Definimos la 1-forma sobre Ui como

ωj “
i

2πBB log
˜

n
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zk

zj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
¸

que bajo ϕj se expresa como
i

2πBB log
˜

n
ÿ

k“1
|wk|2 ` 1

¸

.

Se verifica que ωj |UjXUk
“ ωk|UjXUk

, por lo que se pegan en una (1,1)-forma ωF S llamada forma
de Fubini-Study. Además ωF S es una forma real, cerrada y admite la expresión local

ωF S “
i

2π
1

1 `
ř

|wl|
2

ÿ

hjkdwj ^ dwk

donde hjk “ p1 `
ř

|wl|
2qδjk ´ wjwk define una matriz hermitiana definida positiva. En conse-

cuencia, ωF S define una métrica hermitiana, que es la métrica Fubini-Study.

Una conexión sobre un haz lineal L Ñ X es una transformación C-lineal

D : EpX,Lq Ñ E1pX,Lq

tal que satisface la regla de Leibniz

Dpfξq “ df b ξ ` fDξ,

para toda función diferenciable f P EpXq y toda sección ξ P EpX,Lq. Elegimos un marco local e
para L y podemos escribir

De “ θ b e, (1.6)

donde θ es una 1-forma y está determinada de manera única por el marco e. La 1-forma θ se
denomina 1-forma de conexión de D con respecto al marco e, y para indicar explícitamente esta
dependencia, la denotamos por θ “ θe.
Si ξ P EpU,Lq y e es un marco sobre U , entonces ξ “ fe. En tal caso, se tiene

Dξ “ Dpfeq “ df b e` fDe “ df b e` fθ b e

“ pdf ` fθq b e. (1.7)

De este modo, una 1-forma determina localmente una conexión sobre U una vez fijado un marco
local. Si e1 es otro marco sobre U entonces tenemos que e1 “ ge para alguna función diferenciable
g P E˚pUq. Así,

pθe1gq b e “ θe1 b e1 “ De1 “ Dpgeq “ dg b e` gDe “ dg b e` gθe b e “ pdg ` gθeq b e,

de donde obtenemos
θe1 “ g´1dg ` θe. (1.8)
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La igualdad (1.8) permite definir una conexión global a partir de 1-formas dada por la identidad
(1.7). En efecto, si f P EpU,Lq, e y e1 marcos sobre U tal que e1 “ ge, entonces

pdf ` fθe1q b e1 “ pdf ` fpg´1dg ` θeqq b pgeq “ pgdf ` fdg ` fgθeq b e

“ pdpfgq ` pfgqθeq b e.

Recordemos que, por ser X una variedad compleja, tenemos sobre el haz lineal L Ñ X la descom-
posición de las gavillas de secciones diferenciales evaluadas en L

EkpLq “
à

p`q“k

Ep,qpLq,

donde Ep,qpLq “ Ep,q bE EpLq. Por tanto, una conexión

D : EpX,Lq Ñ E1pX,Lq “ E1,0pX,Lq ‘ E0,1pX,Lq

se descompone como D “ D1,0 `D0,1 donde

D1,0 : EpX,Lq Ñ E1,0pX,Lq y D0,1 : EpX,Lq Ñ E0,1pX,Lq.

Sea L Ñ X un haz lineal hermitiano provisto de una conexión D. Diremos que D es:
(a) Compatible con la métrica si, para toda pareja de secciones locales ξ, η P EpU,Lq, se

cumple
dxξ, ηy “ xDξ, ηy ` xξ,Dηy,

donde dxξ, ηy denota la derivada exterior del producto hermitiano, y, por definición

xα b e, ey :“ αxe, ey y análogamente xe, α b ey :“ αxe, ey,

siendo α una 1-forma.
(b) Compatible con la estructura compleja si, para toda sección local σ P OpU,Lq, se tiene

D0,1σ “ 0.

Teorema 1.3.2. Todo haz lineal hermitiano admite una única conexión que es compatible tanto
con la métrica como con la estructura compleja. Esta conexión es llamada la conexión de Chern
de L.

Proof. Sea e un marco local de L sobre un abierto U . Si σ “ fe, con f una función holomorfa en
U , una conexión D se escribe como Dσ “ pdf ` θfq b e. Comparando los tipos de las 1-formas, se
obtiene D1,0pfeq “ pBf `fθ1,0q be y D0,1pfeq “ pBf `fθ0,1q be “ fθ0,1 be. De aquí se deduce que
D es compatible con la estructura compleja si y solo si la 1-forma de conexión θ es de tipo p1, 0q.
Sea ahora h “ xe, ey. Si D es compatible con la métrica, entonces

dh “ dxe, ey “ xDe, ey ` xe,Dey “ xθ b e, ey ` xe, θ b ey

“ θxe, ey ` θxe, ey “ θh` θh.

Comparando el tipo de las 1-formas tenemos que

Bh “ θ0,1h` pθ1,0qh,

Bh “ θ1,0h` pθ0,1qh. (1.9)
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Volviendo al teorema, supongamos que existe tal conexión D. En un marco local, tenemos que
la 1-forma de conexión θ de D es de tipo (1,0) y la ecuación (1.9) implica

θ “ h´1Bh “ Bplog hq.

Así, localmente la conexión D está determinada de manera única. Para ver que la fórmula para
θ determina una conexión global debemos mostrar que para marcos locales e y e1 las 1-formas
satisfacen la identidad (1.8). Si e1 “ ge con g una función local holomorfa que no se anula, he1 “

xe1, e1y y he “ xe, ey entonces he1 “ gghe; así que

gθe1 “ gph´1
e1 Bhe1q “ g

`

pg´1g´1h´1
e qpBpggheqq

˘

“ g´1h´1
e Bpggheq “ g´1h´1

e pgheBg ` ggBhe ` gheBgq

“ Bg ` gh´1
e Bhe “ dg ` gh´1

e Bhe

“ dg ` gθe.

Por tanto, las 1-formas locales θ “ h´1Bh satisfacen la relación de compatibilidad requerida, y la
conexión que definen es global y única

Podemos extender una conexión D a un operador

D : E1pX,Lq Ñ E2pX,Lq

de la siguiente manera: si α es una 1-forma sobre X y ξ P EpX,Lq„ entonces

Dpα b ξq “ dα b ξ ´ α ^Dξ.

La curvatura de la conexión D se define como el operador D2 : EpX,Lq Ñ E2pX,Lq. Si θe es la
1-forma de conexión de D asociada al marco local e, vemos que

D2pfeq “ Dpdf b e` fθ b eq “ d2f b e´ df ^De` dpfθq b e´ fθ ^De

“ ´df ^ θ b e` df ^ θ b e` fdθ b e´ fθ ^ θ b e

“ fdθ b e “ fD2e.

De aquí se sigue que D2 es EpXq-lineal. Para otra elección de marco local e1 “ ge se cumple

gpdθe b eq “ gD2peq “ D2pgeq “ D2e1 “ dθe1 b e1 “ dθe1 b pgeq,

de donde se sigue que θe1 “ θe. Esto permite definir una 2-forma global Θ, caracterizada por la
identidad local Θ “ dθ. La 2-forma Θ se llama forma de curvatura de la conexión D.

Proposición 1.3.3 (Operaciones en las formas de curvatura de conexiones de Chern). Sean X
e Y variedades complejas, L y L1 haces lineales hermitianos sobre X, y f : X Ñ Y una función
holomorfa. Denotemos por ΘL y ΘL1 las formas de curvatura de las conexiones de Chern de L y
L1.
Si ΘLbL1, ΘL˚ y Θf˚L son las formas de curvatura de las conexiones de Chern en el producto
tensorial, el dual y el pullback, respectivamente, entonces se cumple que:

(i) ΘLbL1 “ ΘL ` ΘL1;

(ii) ΘL˚ “ ´ΘL;
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(iii) Θf˚L “ f˚ΘL.

La demostración de este resultado se omite; véase la Proposición 4.3.7 en [2].

Ejemplo 1.3.4. Para el haz tautológico Op´1q Ñ Pn tenemos una métrica hermitiana x, y canónica:
cada fibra puede identificarse con una línea que pasa por el origen en Cn`1, de modo que hereda la
métrica hermitiana estándar de Cn`1. En la carta afín Uj “ trws P Pn | wj ‰ 0u, la sección local
sj : Uj Ñ Op´1q definida como sjprwsq “ prws, 1

wj
pw0, . . . , wnqq es un marco sobre Uj . Definimos

h “ xsj , sjy y tenemos que h2 “ |w|2{|wj |2. Por tanto, sobre Uj la 1-forma de la conexión de Chern
es θ “ B log h y la forma de curvatura correspondiente es

ΘOp´1q “ Bdθ “ BB log
ˆ

|w|2

|wj |2

˙

“ ´BB log
ˆ

|w|2

|wj |2

˙

“ ´
2π
i
ωF S “ 2πiωF S

En consecuencia,
ΘOp1q “ ´ΘOp´1q “ ´2πiωF S . (1.10)

Dada una conexión D y su forma de curvatura Θ, definimos la primera forma de Chern de
D como

c1pDq “
i

2πΘ.

Como c1pDq es una 2-forma cerrada, su clase define un elemento en H2
dRpX,Cq y puede verificarse

que esta no depende de la conexión elegida.
Además, si la conexión D sobre una haz vectorial hermitiano es compatible con la métrica, c1pDq

es real y su clase define un elemento en H2
dRpX,Rq.

Dado que toda conexión admite una métrica hermitiana compatible, definimos la primera clase
de Chern de L como

c1pLq “ rc1pDqs P H2
dRpX,Rq,

para cualquier conexión D sobre L.
Si, además, la conexión D es compatible con la estructura holomorfa, la primera forma de Chern
asociada a D es una 2-forma de tipo (1,1). En consecuencia, las primeras formas de Chern asociadas
a conexiones de Chern son 2-formas cerradas, reales y de tipo (1,1).

Un haz lineal es positivo si su primera clase de Chern puede ser representada por una (1,1)-
forma positiva.

Proposición 1.3.5. Sea L Ñ X un haz lineal sobre una variedad compleja compacta X. Entonces,
L es positivo si y solo si existe una métrica hermitiana sobre L tal que la primera forma de Chern
asociada es una (1,1)-forma positiva.

La demostración de este resultado se omite; véase la Proposición 2.2 en [5].
Observación 1.3.6. Del ejemplo (1.3.4) vemos que el haz de hiperplano Op1q es positivo.

Proposición 1.3.7. Supongamos que X es una variedad compleja compacta y L Ñ X un haz lineal
positivo. Si Y es una variedad compleja y f : Y Ñ X es una inmersión holomorfa entonces el haz
lineal f˚L Ñ Y también es positivo.

Proof. Consideremos la primera forma de Chern i
2π ΘL positiva asociada a una métrica hermitiana

dada por (1.3.5). Esta métrica induce una métrica hermitiana en f˚L tal que su primera forma de
Chern es i

2πf
˚ΘL como en (1.3.3). Para cada y P Y y para todo v P T 1,0

y Y zt0u tenemos

i

2πΘf˚Lpv, Jvq “
i

2πf
˚ΘLpv, Jvq “

i

2πΘLpDfpyqv, JpDfpyqvq
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y como Dfpyq es inyectiva se sigue que i
2π Θf˚Lpv, Jvq ą 0. Por lo tanto, i

2π Θf˚L es positiva y así
el haz f˚L también.
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Chapter 2

El Teorema de Kodaira

En este capítulo se presenta el Teorema del Encaje de Kodaira, el cual fue probado por Kunihiko
Kodaira en [3] el cual es uno de los resultados fundamentales que permite caracterizar haces lineales
positivos.

2.1. Teorema de anulamiento de Kodaira
Teorema 2.1.1 (Anulamiento de Kodaira). Si L es un haz lineal positivo sobre una variedad
compleja compacta X y K Ñ X el haz canónico, entonces

HrpX,OpK b Lqq “ 0 para r ą 0.

La demostración de este resultado se omite; véase el Corolario 10.7 en [4].

Corolario 2.1.2. Si L Ñ X es un haz lineal sobre una variedad compleja compacta X tal que
K˚ b L es positivo, entonces HrpX,OpLqq “ 0 para todo r ą 0.

Proof. Denotamos con L1 al haz lineal positivoK˚bL y tenemos el isomorfismo canónicoKbL1 – L.
Por el teorema de anulamiento de Kodaira HrpX,OpLqq “ HrpX,OpK b L1qq “ 0 para todo
r ą 0.

Lema 2.1.3. Sean X una variedad compleja compacta y p, q P X puntos distintos. Denotemos por

πp : Xp Ñ X y πpq : Xpq Ñ X

las explosiones de X en tpu y en tp, qu, respectivamente. Sea Sp Ă Xp (resp. Spq Ă Xpq) el divisor
excepcional asociado, y Kp (resp. Kpq) el haz canónico de Xp (resp. Xpq).
Si L Ñ X es un haz lineal positivo, entonces existe un entero k0 ą 0 tal que para todo k ě k0 los
siguientes haces lineales sobre las variedades explotadas son positivos:

(a) π˚
pqL

k b L˚
Spq

bK˚
pq

(b) π˚
pL

k b L˚
Sp

b L˚
Sp

bK˚
p .

Aquí LSp (resp. LSpq ) denota el haz de línea asociado al divisor excepcional Sp (resp. Spq).

La demostración de este resultado se omite; véase la Proposición 3.3 en [5].
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2.2. Teorema de encaje de Kodaira
Comenzamos primero tratando el caso cuando la variedad tiene dimensión uno, es decir, para

superfices de Riemann.

Lema 2.2.1. Sea L un haz lineal sobre una superficie de Riemann conexa X compacta.

(i) Si degL ą 2g ´ 1 entonces para todo p P X existe una sección s P OpX,Lq tal que sppq ­“ 0.

(ii) Si degL ą 2g entonces para todo par de puntos distintos p, q P X existe una sección s P

OpX,Lq con la propiedad sppq “ 0 y spqq ­“ 0.

(iii) Si degL ą 2g entonces para todo p P X entonces existe una sección s P OpX,Lq tal que
ordppsq “ 1.

Proof. piq En este caso tenemos que deg
`

K b L˚ b Ltpu

˘

“ degK ´ degL ` degLtpu “ 2g ´ 1 ´

degL ă 0, por el Teorema de Riemann-Roch y (1.2.1) deducimos

dim ItpupX,Lq “ dim OpX,Lb L˚
tpuq “ degL` g “ dim OpX,Lq ´ 1.

piiq Como deg pK b L˚ b Lp b Lqq ă 0 tenemos por Riemann-Roch dim Itp,qupX,Lq “ degL´ 1 `

g “ dim OpX,Lb L˚
tpu

q ´ 1 “ dim ItpupX,Lq ´ 1.

piiiq Tenemos que deg
`

K b L˚ b L2
p

˘

por lo que por Riemann-Roch dim I2
tpu

pX,Lq “ degL´1`g “

dim OpX,Lb L˚
tpu

q ´ 1 “ dim ItpupX,Lq ´ 1.

Teorema 2.2.2. Sobre es una superficie de Riemann conexa y compacta X todo haz lineal L Ñ X
positivo es amplio.

Proof. Si L Ñ X es un haz lineal positivo, entonces degL ą 0. Sean g el género de X y k un entero
positivo tal que k degL ą 2g, así tenemos que el haz lineal Lk tiene grado degLk ą 2g y satisface
las hipótesis de (2.2.1). El inciso (i) del lema precedente garantiza que BspLq “ H. Usando las
equivalencias de (1.1.7) y (1.1.8), el inciso piiq nos dice que φLk separa puntos y piiiq que φLk separa
direcciones tangentes. De (1.1.9) concluimos que L es amplio.

Teorema 2.2.3 (Encaje de Kodaira). Sea X una variedad compleja compacta. Un haz lineal L
sobre X es positivo si y sólo si es amplio. En consecuencia, por (1.1.10), X es proyectiva si y sólo
si admite un haz lineal positivo.

Proof. Fijemos la dimensión del espacio OpX,Lq como N ` 1, con N ě 0.
Supongamos primero que el haz L es amplio. Entonces existe un entero positivo k tal que φLk : X Ñ

PN es un encaje; por (1.1.6), el haz Lk – φLkOp1q es positivo ya que Op1q lo es y φLk conserva
la positividad por ser una inmersión (1.3.7). Escogemos una métrica hermitiana x, yLk sobre Lk

garantizada por (1.3.5) y definimos la métrica hermitiano sobre L inducido por

xv, vyL :“ pxv b ¨ ¨ ¨ b vyLk q1{k.

Por lo tanto, la primera forma de Chern de L asociada a esta métrica es i
2π ΘL “ i

2πk ΘLk que es
positiva. Por lo que L es un haz lineal positivo.

Supongamos ahora que el haz L es positivo. El caso en que n “ dimX “ 1 ya fue tratado
en (2.2.2); en adelante, supondremos que n ě 2. Consideremos el entero k0 del lema (2.1.3).
Demostraremos que para todo k ě k0, el espacio φLk separa puntos y direcciones tangentes.
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Probemos que φLk separa puntos. Fijemos p, q P X puntos distintos, deseamos mostrar que el
homomorfismo eX de (1.1.7) (iii) es sobreyectivo, el cual proviene de una sucesión exacta de gavillas
sobre X

0 Ñ Itp,qupLkq ãÑ OpLkq
e

ÝÑ pLkppqqp ‘ pLkpqqqq Ñ 0. (2.1)

Como pLkppqqp ‘ pLkpqqqq es isomorfa a la gavilla OpLkq{Itp,qupLkq, la sucesión (2.1) induce la
sucesión exacta de gavillas sobre X

0 Ñ Itp,qupLkq ãÑ OpLkq
Π
ÝÑ OpLkq{Itp,qupLkq Ñ 0. (2.2)

Obtenemos una sucesión exacta a nivel de secciones globales

0 Ñ Itp,qupX,Lkq ãÑ OpX,Lkq
ΠX
ÝÝÑ Γ

´

OpLkq{Itp,qupLkq

¯

. (2.3)

por lo que la sobreyectividad de eX está garantizada si ΠX es sobreyectivo. Sean πpq : Xpq Ñ X la
explosión de X en tp, qu, Spq “ π´1

pq ppq \ π´1
pq pqq y Lpq “ π˚

pqL. Análogamente a (2.3) tenemos una
sucesión exacta:

0 Ñ ISpq pXpq, L
k
pqq ãÑ OpXpq, L

k
pqq

Π̄Xpq
ÝÝÝÑ Γ

´

OpLk
pqq{ISpq pLk

pqq

¯

. (2.4)

La función holomorfa πpq : Xpq Ñ X define una transformación lineal π˚
pq : OpX,Lkq Ñ OpXpq, L

k
pqq

que es el pullback de secciones globales. Las sucesiones (2.3) y (2.4) y π˚
pq forman un diagrama

conmutativo:
OpX,Lkq Γ

`

OpLkq{Itp,qupLkq
˘

OpXpq, L
k
pqq Γ

`

OpLk
pqq{ISpq pLk

pqq
˘

,

ΠX

π˚
pq Ψ

Π̄Xpq

donde Ψ es el morfismo que induce π˚
pq en los cocientes. Probaremos que π˚

pq y Π̄Xpq son sobreyectivos
y que Ψ es inyectivo, de donde obtendremos la sobreyectividad de ΠX .

Veamos que π˚
pq es sobreyectivo. Consideremos una sección σ̄ P OpXpq, L

k
pqq. Como la restricción

πpq : XpqzSpq Ñ Xztp, qu es un biholomorfismo tenemos que π˚
pq|XpqzSpq

es un isomorfismo, por lo
tanto, σ :“ π˚

pq|
´1
XpqzSpq

pσ̄q P OpXztp, qu, Lkq. Escogemos un vecindario de p lo suficientemente
pequeño para poder aplicar el teorema de Hartogs y extendemos la sección σ a una sección en
OpXztqu, Lkq. Haciendo lo mismo para el punto q, obtenemos una sección global σ P OpX,Lkq que
satisface π˚

pqpσq “ σ sobre XpqzSpq. Como Spq es la unión π´1
pq ppq \π´1

pq pqq, el Teorema de identidad
implica que Spq no tiene interior; de donde deducimos que XpqzSpq es denso y, por la continuidad
de las secciones, la igualdad π˚

pqpσq “ σ se da sobre todo Xpq. Concluimos de esta manera que π˚
pq

es sobreyectivo.
Para mostrar ahora que Ψ es inyectivo vamos a usar la construcción explícita de la gavillifacación.

Fijemos una sección global φ P Γ
`

OpLk
pqq{ISpq pLk

pqq
˘

tal que Ψpφq “ 0. Para cualquier x P X existen
un abierto U Ă X vecindario de x y una sección s P OpU,Lkq tal que el germen de s` Itp,qupU,Lkq

en x es precisamente φpxq. Como φ P ker Ψ, restringiendo el vecindario U alrededor de x de ser
necesario, tenemos que π˚

pqpsq P ISpq pπ´1
pq pUq, Lk

pqq, esto implica que si p̃ P π´1ppq Ă Spq entonces
0 “ π˚

pqpsqpp̃q “ pp̃, spπpp̃qqq “ pp̃, sppqq, i.e. s P ItpupU,Lkq. Hacemos lo mismo para un punto
q̃ P π´1

pq pqq y obtenemos, de esa manera, que s P Itp,qupU,Lkq. De esto se sigue que φpxq “ 0 para
todo x P X y por tanto, φ “ 0, como queríamos.

Mostremos que Π̄Xpq es sobreyectivo. Como el homomorfismo Π̄Xpq proviene de una sucesión
exacta larga de cohomología de gavillas, será suficiente probar que H1pXpq, ISpq pLk

pqqq se anula.
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Por (1.2.1) sabemos que ISpq pLk
pqq – OpLk

pq b L˚
Spq

q; denotando Kpq el haz canónico de Xpq,
nuestra elección del entero k asegura que K˚

pq b Lk
pq b L˚

Spq
es positivo y de (2.1.2) se sigue que

H1pXpq, ISpq pLk
pqqq “ H1pXpq,OpLk

pq b L˚
Spq

qq “ 0, como era deseado.
Ahora demostraremos que φLk separa direcciones tangentes. La técnica será similar a la utilizada

para demostrar que separa puntos. Por (1.1.8) deseamos probar que, para todo punto p P X, el
homomorfismo dX : ItpupX,Lkq Ñ

Ź1,0
p X es sobreyectivo. El homomorfismo dX proviene de una

sucesión exacta corta de gavillas sobre X

0 Ñ I2
tpupLkq ãÑ ItpupLkq

d
ÝÑ p

1,0
ľ

p

Xqp Ñ 0. (2.5)

Como la gavilla ItpupLkq{I2
tpu

pLkq es isomorfa a la gavilla skyscraper p
Ź1,0

p Xqp, la sucesión (2.5)
induce la sucesión exacta de gavillas sobre X

0 Ñ I2
tpupLkq ãÑ ItpupLkq

Π
ÝÑ ItpupLkq{I2

tpupLkq Ñ 0,

evaluando en las secciones globales obtenemos la sucesión exacta

0 Ñ I2
tpupX,Lkq ãÑ ItpupX,Lkq

ΠX
ÝÝÑ Γ

´

ItpupLkq{I2
tpupLkq

¯

. (2.6)

Por tanto, la sobreyectividad de dX esta garantizada si ΠX lo es. Denotemos πp : Xp Ñ X la
explosión de X a lo largo de tpu, Sp “ π´1ppq y Lp “ π˚

pL. Análogamente, tenemos una sucesión
exacta de gavillas sobre Xp.

0 Ñ I2
Sp

pLk
pq ãÑ ISppLk

pq
Π̃
ÝÑ ISppLk

pq{I2
Sp

pLk
pq Ñ 0; (2.7)

evaluando en las secciones globales, tenemos la sucesión exacta

0 Ñ I2
Sp

pXp, L
k
pq ãÑ ISppXp, L

k
pq

Π̃Xp
ÝÝÝÑ Γ

´

ISppLk
pq{I2

Sp
pLk

pq

¯

. (2.8)

Notemos que πp induce una transformación lineal π˚
p : ItpupX,Lkq Ñ ISppXp, L

k
pq, entonces las

sucesiones (2.6) y (2.8) dan lugar al siguiente diagrama conmutativo:

ItpupX,Lkq Γ
´

ItpupLkq{I2
tpu

pLkq

¯

ISppXp, L
k
pq Γ

´

ISppLk
pq{I2

Sp
pLk

pq

¯

,

ΠX

π˚
p Φ

Π̃Xp

donde Φ es el homomorfismo inducido por π˚
p en los cocientes. Probaremos que los homomorfismos

π˚
p y Π̃Xp son sobreyectivos y que Φ es inyectivo; así, la sobreyectividad de ΠX está asegurada.

La demostración de que π˚
p es sobreyectiva sigue exactamente el mismo argumento que utilizamos

para π˚
pq al probar que φLk separa puntos.

Veamos la inyectividad de Φ. Sea φ P Γ
´

ItpupLkq{I2
tpu

pLkq

¯

una sección global tal que Φpφq “ 0.
Debemos probar que φpxq “ 0 para todo x P X. Como ItpupLkq{I2

tpu
pLkq – p

Ź1,0
p Xqp, sabemos

que φpxq “ 0 para todo x P Xztpu, de modo que basta demostrar que φppq “ 0.
Como φ P ker Φ, existen un vecindario abierto U de p y una sección s P ItpupU,Lkq tales que φppq

18



es el germen en p de la sección π˚
p psq ` I2

Sp
pπ´1

p pUq, Lk
pq, por lo que π˚

p psq P I2
Sp

pπ´1
p pUq, Lk

pq y lo
que queremos probar es que s P I2

tpu
pU,Lkq para U vecindario de p. Escogiendo un marco local t

para L alrededor de p podemos escribir s “ f ¨ tb ¨ ¨ ¨ b t con f P OpUq y fppq “ 0.
Vamos a estudiar la representación de la sección s en coordenadas locales. Después de restringir el
abierto U de ser necesario, consideramos φ “ pv1, . . . , vnq : U Ñ Bεp0q Ă Cn una carta centrada en
p, definimos Up “ π´1

p pUq Ă Xp y la subvariedad T pεq “ tprws, vq P Pn´1 ˆBεp0q | v P rwsu del haz
tautológico. Como Sp “ π´1

p ppq “ PpT 1,0
p Xq – Pn´1 tenemos un biholomorfismo

τ : Up Ñ T pεq, x ÞÑ

#

prφpxqs, φpxqq, x R Sp,

px, 0q, x P Sp,

por lo que identificaremos Up “ T pεq. En coordenadas locales, s se expresa

spvq “ fpvq ptpvq b ¨ ¨ ¨ b tpvqq .

Como fpvq está en el ideal xv1, . . . vny Ă Crv1, . . . , vns, podemos escribir en coordenadas locales
fpvq “

řn
j“1 vjfjpvq para algunas funciones fj P OpUq.

spvq “

˜

n
ÿ

j“1
vjfjpvq

¸

tpvq b ¨ ¨ ¨ b tpvq.

Por tanto, para demostrar que s P I2
tpu

pU,Lkq es suficiente mostrar que fjppq “ 0 para cada j.
Sea e1, . . . , en la base canónica de Cn. Para cada 1 ď l ď n definimos la función holomorfa que
ηl : Dεp0q Ă C Ñ Up tal que ηlpzq “ prels, zelq. Notemos que ηlpzq P Sp si y solo si z “ 0. Entonces

π˚
p psqpηlpzqq “

`

ηlpzq, spπppηlpzqqq
˘

“

˜

ηlpzq,

˜

n
ÿ

j“1
vjpzelq ¨ fjpzelq

¸

tpvpzelqq b ¨ ¨ ¨ b tpvpzelqq

¸

“
`

ηlpzq,
`

zlflpζpzelq
˘

¨ tpζpzelqq b ¨ ¨ ¨ b tpζpzelqqq
˘

.

Como π˚
p psq P I2

Sp
pUp, L

k
pq, se sigue que flppq “ 0 para cada 1 ď l ď n. Por lo tanto, s P I2

tpu
pU,Lkq

y, en consecuencia, φppq “ 0, como queríamos.
Lo siguiente es probar que Π̃Xp es sobreyectivo. Como este homomorfismo proviene de la sucesión

exacta de gavillas (2.7), basta verificar que H1pXp, I2
Sp

pLk
pqq “ 0. Por p1.2.1q tenemos que I2

Sp
pLk

pq –

OpL˚
Sp

b L˚
Sp

b Lk
pq. Además, la elección de k garantiza que el haz lineal L˚

Sp
b L˚

Sp
b Lk

p bK˚
p sea

positivo, donde Kp denota el haz canónico de Xp. Por (2.1.2) obtenemos que H1pXp, I2
Sp

pLk
pqq “

H1pXp,OpL˚
Sp

b L˚
Sp

b Lk
pqq “ 0.

Hemos probado que φLk separa puntos y direcciones tangentes; por lo tanto, Lk es amplio.

2.3. Aplicaciones del Encaje de Kodaira
En esta última sección se presentan algunas consecuencias del Teorema del Encaje de Kodaira.

Encaje de Kodaira versión geométrica. Una métrica de Kähler es una métrica hermi-
tiana cuya 2-forma fundamental es cerrada; la cual se llama forma de Kähler.
El morfismo inclusión de gavillas Z ãÑ R induce un homomorfismo ν : H2pX,Zq Ñ H2pX,Rq y
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además, existe un isomorfismo H2pX,Rq – H2
dRpX,Rq, llamado de de Rham-Weil, tal que bajo esta

identificación, la primera clase de Chern de cualquier haz lineal pertenece a la imagen de ν.
Decimos que una métrica de Kähler es una métrica de Hodge si la clase de la 2-forma fundamental
es entera, es decir, si su imagen en H2pX,Rq está en la imagen de ν.

Teorema 2.3.1. Una variedad compacta compleja X es proyectiva si y solo si admite una métrica
de Hodge.

Proof. Si X es proyectiva, entonces existe un encaje X ãÑ PN . De identidad (1.10) vemos que la
forma de Fubini-Study ωF S es i

2π ΘOp1q, lo que implica que la clase de ωF S es entera. Por tanto, la
métrica pullback de la métrica Fubini-Study sobre X es de Hodge.

Asumamos ahora que X admite una métrica de Hodge con forma de Kähler ω. el teorema de
Lefschetz sobre clases de tipo p1, 1q garantiza la existencia de un haz lineal positivo cuya primera
clase de Chern es rωs. Por el teorema del Encaje de Kodaira, X es proyectiva.

Toros complejos. Sea un V un C-espacio vectorial de dimensión n y Λ Ă V una red en V , es
decir, Λ es una subgrupo discreto de rango 2n que libremente generado por una base real de V . El
cociente V {Λ es una variedad compleja compacta, que es llamada un toro complejo.
Una forma de Riemann para Λ es una aplicación bilineal alternante ω : V ˆ V Ñ R que cumple:

(i) ωpiu, ivq “ ωpu, vq,
(ii) ωp , ip qq es definida positiva,
(iii) ωpu, vq P Z, si u, v P Λ.

Proposición 2.3.2. Un toro complejo X “ V {Λ es proyectivo si y solo si V admite una forma de
Riemann.

Proof. Si ω es una forma de Riemann para Λ, al identificar cada espacio tangente de V con su
estructura real subyacente, ω puede verse como una 2-forma con coeficientes constantes sobre V .
Las condiciones (i) y (ii) equivalen a que ω sea una forma p1, 1q positiva y ya que tiene coeficientes
constantes también es cerrada. Además, como

Ź2 V ˚ – H2pX,Rq, la condición (iii) asegura que
ω sea entera, es decir, que su clase pertenezca a H2pX,Zq. Por el Teorema (2.3.1), concluimos el
resultado.

Variedades algebraicas proyectivas. Una variedad compacta compleja es una variedad
algebraica proyectiva si puede ser encajada en algún espacio proyectivo. Por el Teorema de Chow
(véase [[1], pág. 167]), toda variedad algebraica proyectiva puede expresarse como el conjunto de
ceros de polinomios homogéneos complejos; de ahí el calificativo algebraica.

Proposición 2.3.3. Si V1 y V2 son variedades algebraicas proyectivas entonces V1 ˆ V2 también.

Proof. Como V1 y V2 son proyectivas, por (2.3.1) admiten métricas de Hodge cuyas formas de Kähler
enteras, digamos ω1 y ω2 respectivamente. Si definimos π1 : V1 ˆV2 Ñ V1 y π2 : V1 ˆV2 Ñ V2 como
las proyecciones, entonces π˚

1ω1 ` π˚
2ω2 es una (1,1)-forma positiva, cerrada y entera. Aplicando

nuevamente (2.3.1) obtenemos que V1 ˆ V2 es una variedad algebraica proyectiva.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que la imagen del encaje de Segre Pn ˆ Pm Ñ

Pnm`m`n es una variedad algebraica proyectiva.
Explosiones de variedades proyectivas.

Teorema 2.3.4. Si X es una variedad proyectiva y S Ă X es un subconjunto finito, entonces la
explosión XS es proyectiva.
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Proof. Como la explosión XS puede obtenerse mediante una sucesión finita de explosiones en los
puntos de S, basta considerar el caso en que S es un punto. Sea πp : Xp Ñ X la explosión de X en
p. Dado que X es proyectiva, existe un haz lineal positivo L Ñ X. Por el resultado (2.1.3), para
algún entero k ą 0, el haz lineal π˚

pL
k bL˚

Sp
bL˚

Sp
bK˚

p sobre Xp es positivo. Aplicando el teorema
de Encaje de Kodaira se sigue que Xp es proyectivo.
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UMSNH. 
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