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Abstract

Obtaining the dynamic model of manipulator robots through traditional analytical
methods, such as Euler-Lagrange, presents an algebraic complexity that increases enor-
mously as degrees of freedom are added to the system. This difficulty becomes evident
in complex articulated mechanical systems, where a large number of joints lead to long
equations of motion that are difficult to handle and prone to errors. Furthermore, they
do not offer a clear structure that facilitates the implementation of control.

In this research, the use of the Bond Graph methodology is proposed to model 3D
manipulator robots, aiming to simplify the creation of the mathematical model. The ex-
tension to the three-dimensional movement of the Stanford robot was achieved through
the application of Euler rings in Bond Graph. This approach allowed for the descrip-
tion of rigid body dynamics and coupled inertia interactions across the x, y, and z axes,
integrating revolute and prismatic joints into a single diagram.

It was verified that the dynamic models created with Bond Graph are equivalent to
those of the Euler-Lagrange method, demonstrating that the equations of motion are
mathematically identical. Finally, the torque controller designed and implemented in the
Bond Graph domain, using modulated gyrators and transformers, stabilized the system
and eliminated the non-linear terms of the robot’s dynamics. Simulations conducted in
the 20-sim software showed that the joint angles and displacements reached the desired
values.



Resumen

La obtencién del modelo dinamico de robots manipuladores mediante métodos analiti-
cos tradicionales, como Euler-Lagrange, presenta una complejidad algebraica que aumen-
ta enormemente a medida que se suman grados de libertad al sistema. Esta dificultad
se hace evidente en sistemas mecanicos articulados complejos, donde un gran nimero de
uniones lleva a ecuaciones de movimiento largas, dificiles de manejar y propensas a erro-
res. Ademas, no ofrecen una estructura clara que facilite la implementacién del control.

En esta investigacién, se propone usar la metodologia de Bond Graph para modelar robots
manipuladores en 3D, con el objetivo de simplificar la creacién del modelo matematico. La
extension al movimiento tridimensional del robot Stanford se logré mediante la aplicacion
de los anillos de Euler en Bond Graph. Este enfoque permitié describir la dindmica del
cuerpo rigido y las interacciones de inercia acopladas en los ejes x, y y z, integrando las
uniones de revolucion y prismaticas en un solo diagrama.

Se verificé que los modelos dinamicos creados con Bond Graph son equivalentes a los del
método de Euler-Lagrange, mostrando que las ecuaciones de movimiento son matemati-
camente idénticas. Finalmente, el controlador por par que se disend e implementd en
el dominio de Bond Graph, mediante giradores y transformadores modulados, estabilizo
el sistema y elimind los términos no lineales de la dindmica del robot. Las simulacio-
nes realizadas en el software 20-sim mostraron que los angulos y desplazamientos de las
articulaciones alcanzaron los valores deseados.

Palabras clave

Robots manipuladores, Metodologia de Bond Graph, Anillos de Euler, Espacio de
estados, Grados de libertad, Retroalimentacion de estados, Controlador por par calculado.
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Capitulo 1

Protocolo

1.1. Introduccion

En la actualidad, existen diversos tipos de sistemas, entre los cuales se encuentran los
sistemas mecanicos, que transmiten fuerzas y movimiento; y los sistemas eléctricos, que
emplean circuitos para transmitir voltaje y corriente [1]. Estos sistemas a menudo coexis-
ten y se integran en aplicaciones avanzadas como la robodtica, a este tipo de sistemas en
donde se transmiten variables fisicas diferentes se les denomina sistemas multidominio. La
robdtica ha evolucionado a lo largo de los anos y puede clasificarse diferentes formas una
de ellas es segun las etapas de desarrollo. En la primera etapa se encuentran los robots
manipuladores no inteligentes, que son capaces de tomar, sujetar y mover objetos, pero
no de detectar si existen obstaculos en su trayectoria de movimiento, sin embargo otra
forma de clasificar a los robots manipuladores es de acuerdo a su geometria, esto se refiere
a la disposiciéon y al tipo de uniones que tenga el robot, ya sea de revolucién o prismatica

2].

Los manipuladores pueden dividirse en dos, los de cadena cinemaética en serie, y los de
cadena cinematica en paralelo, los manipuladores en serie reciben el nombre de mani-
pulador de cadena cinematica abierta, porque inician desde una base y terminan en un
eslabon libre, en cambio los manipuladores en paralelo reciben el nombre de manipulador
de cadena cinematica cerrada porque inician en una base fija y terminan en la misma, es
decir que se forma un circuito cerrado [2].

Bond Graph, es una metodologia grafica utilizada para el andlisis de sistemas multidomi-
nio [3], con esta metodologia se pueden analizar sistemas puramente hidraulicos, mecanicos
y eléctricos y multiples sistema dinamicos mas, o en otras palabras, sistemas cuyos esta-
dos cambian o evoluciona con el tiempo, a esto se le denomina, sistemas dindmicos, sin
embargo también pueden analizarse sistemas que estan conformados por mas de un solo
dominio[4].

El uso de Bond Graph presenta ventajas significativas, como la capacidad de analizar los



diferentes tipos de sistemas de forma unificada, lo que facilita una vision integral de este
ademas ademas de llegar a la representaciéon matemaética de espacio de estados la cual es
necesaria para determinar la estabilidad de un sistema independientemente de el deseo del
control. Sin embargo, esta metodologia también puede ser méas dificil de dominar debido
a su escasa informacién accesible [5].

Bond Graph a sido utilizado para desarrollar multiples mecanicos en el drea de la mecani-
ca, por ejemplo, en el articulo realizado por Berger et al (1990), desarrolla un modelo de
masa distribuida para un robot manipulador de dos enlaces, a través de la metodologia
de Bond Graph, resalta la gran ventaja que tiene esta metodologia respecto al andlisis
de Lagrange, al encontrar un modelo matematico de forma mas sencilla con operaciones
puramente matriciales sin la necesidad de derivar [6].

Otra aplicacién se explica en el articulo realizado por Raguisila y Emami (2014), se pre-
senta la metodologia para simplificar un modelo de una pierna robética, utilizando graficos
de enlace (Bond Graph), para encontrar mecanismos mas sencillos con el comportamiento
similar al de una pierna original, es decir, un modelo equivalente que mantiene las carac-
teristicas dindmicas del sistema real, lo que facilita el disefio del sistema [7].

Por otro lado, Roberts et al (1995) presenta el modelado de un robot manipulador de
dos eslabones utilizando Bond Graph y disena un observador no lineal basado en dicho
modelado para estimar las velocidades angulares de los eslabones, debido a la presencia de
ruido en las mediciones fisicas. Finalmente, demuestra que el observador creado a partir
del modelado en Bond Graph es capaz de estimar las velocidades angulares de los eslabo-
nes incluso en presencia de ruido [8].

Otro estudio realizado por Cheng Yin et al (2014) aplica la metodologia de Bond Graph a
un robot paralelo planar 3-RPR. Disenan e implementan tres controladores PID, uno para
cada motor de corriente continua que acciona los actuadores prismaticos (P). El propdésito
de este estudio no es solo obtener un diagrama en Bond Graph del robot mencionado,
sino también de los controladores PID, para establecer las ecuaciones cineméticas inversas
que permitan calcular las longitudes deseadas de los actuadores prismaticos a partir de la
posicion y orientacion del efector final [9].

En la investigacién realizada por Sahoo (2017), se presenta el modelo en Bond Graph
de un robot omnidireccional de tres ruedas. Este enfoque permite modelar de manera
mas eficiente los sistemas multidisciplinarios que conforman el robot, como lo es el motor
eléctrico, el sistema de transmision y las ruedas, lo cual resultaria complejo con un enfo-
que distinto para cada sistema [10].

En este trabajo de investigacién, se propone la aplicacion de la metodologia de Bond
Graph, para el modelado de robots manipuladores en 3D, con la finalidad de simplificar
la obtencion del modelo matematico en comparacién con los métodos tradicionales sin
importar el numero de eslabones.



1.2. Planteamiento del problema

La obtencién del modelo dinamico de robots manipuladores mediante métodos analiti-
cos tradicionales, como Euler-Lagrange, conlleva una complejidad algebraica que crece de
manera exponencial conforme aumentan los grados de libertad del sistema. Esta limi-
tacion se hace evidente en sistemas mecéanicos articulados complejos de 3 o mas grados
redundantes de libertad, donde el ntimero elevado de uniones resulta en ecuaciones de
movimiento extensas, dificiles de manipular y propensas a errores humanos durante su
derivacion, ademas de no ofrecer una estructura clara que facilite la implementacion del
control.

1.3. Justificacion

Los métodos tradicionales pueden volverse tediosos y complicados a medida que los
robots manipuladores aumentan el nimero de articulaciones que lo conforman, deman-
dando nuevas formas de obtener su modelo dindmico y el control del mismo. La aplicacion
de la metodologia de Bond Graph en los robots manipuladores en un gran atractivo, de-
bido a su gran capacidad de modelar sistemas dinamicos no lineales, como es el caso de
los manipuladores, ademés de la facilidad para encontrar el modelo dindmico en espacio
de estados a partir del modelo unificado, entre otras las cuales pueden aprovecharse para
un diseno mas completo de un robot manipulador y beneficiar al sector industrial, sin
necesidad de hacer calculos mateméticos complejos.

1.4. Hipotesis

Es posible modelar robots manipuladores seriales 3D, ademés de disenar el controlador
de forma unificada al modelo a través de la metodologia de Bond Graph.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Desarrollar una metodologia basada en Bond Graph que sirva tanto para obtener el
modelo matematico como para disenar el control de robots en 3D.

1.5.2. Objetivos especificos

1. Aprender los conceptos bésicos sobre modelado de sistemas mecanicos en Bond
Graph.

2. Aprender la representacién Denavit-Hartenberg para la obtencién de transformacio-
nes homogéneas y la cinematica directa de robots manipuladores.



3. Formular las ecuaciones dindmicas de un manipulador 2D mediante el método de

Euler-Lagrange.

4. Construir el modelo Bond Graph de robots de 1 y 2 eslabones en 2D y verificar su

equivalencia con el modelo Euler-Lagrange obtenido.

5. Aplicar la metodologia Bond Graph a un manipulador Stanford cuyo movimiento

1.6.

es 3D, obteniendo su modelo dinamico y disenando un controlador tedrico en BG.

Metodologia/Procedimiento experimental

La metodologia planteada para esta investigacion es la siguiente:

1.

Revisién bibliografica Se llevara a cabo una revision bibliografica de articulos
cientificos, libros, tesis y otros recursos académicos relacionados con los siguientes
temas:

» Fundamentos de Bond Graph y su aplicacién en sistemas mecanicos.

» Cinematica de robots manipuladores, con énfasis en robots RRR y RRP

= Dindmica de robots manipuladores, con el método de Euler-Lagrange.

. Aplicacién del conocimiento previo

» Se aplicaran los conocimientos adquiridos en el paso anterior, a ejercicios sim-
ples para entender y digerir el conocimiento.

e Modelado de sistemas mecanicos en Bond Graph.
e Analisis dindmico por Euler-Lagrange de un péndulo simple.

. Modelado de robots manipuladores en 2D, de 1 y 2 eslabones mediante

Bond Graph

» A partir de los modelos en Bond Graph de sistemas mecénicos se realizara el
modelo de los robots manipuladores de 1 y 2 eslabones cuyo movimiento este
dentro de un plano 2D asi mismo, partiendo del modelado general de 1 eslabodn,
cuyo movimiento es en 2D.

. Modelado de robots manipuladores en 2D, de 1 y 2 eslabones mediante

Euler-Lagrange

» En este paso de la metodologia se obtendra el modelo dinamico de los robots
manipuladores de 1 y 2 eslabones mediante Euler-Lagrange, es decir calculan-
do la energia cinética total y energia potencial total de cada eslabén de los
manipuladores.

. Validacion del modelo en Bond Graph respecto a Euler-Lagrange

» Teniendo ambos modelos dindmicos, se tratara de llegar al modelo de Euler-
Lagrange por medio de Bond Graph, para ello se emplearan las relaciones que
existen entre los vectores clave y las variables generalizadas para convertir el
modelo en espacio de estados a la forma dinamica general.
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6. Extensién al movimiento tridimensional

» Una vez validado el modelo de 1y 2 eslabones en 2D, se extenderan los modelos
para que su movimiento sea tridimensional, para ello se hard uso de herramien-
tas exclusivas de Bond Graph, como lo son los anillos de Euler, que parten de
las ecuaciones de Euler de forma analitica. Teniendo como objetivo principal
el robot Stanford.

7. Diseno e implementacion del controlador

» Una vez que se tenga el modelo en Bond Graph del Robot Stanford, se disenara

un controlador y se simulara para verificar el efecto del controlador sobre el
modelo en BG.

1.7. Infraestructura y recursos financieros

Los recursos que se requieren para la realizacion de este trabajo de tesis, se cuenta con
la bibliografia, el software y las condiciones para el buen desarrollo del proyecto.

1.8. Aportacion a la solucién de problemas
prioritarios

El proyecto de investigacién ”Modelado y control de robots manipuladores en 3D con
un enfoque de Bond Graphcontribuye a la soluciéon de problemas prioritarios en varios
sectores estratégicos. Enseguida, se presentan las contribuciones alineadas con los objeti-
vos prioritarios del Programa Especial de Ciencia, Tecnologia e Innovacién (PECITI) del
Secihti.

Mejoramiento de la calidad y productividad en la industria (Objetivo prioritario 1): El
proyecto proporciona las bases para un mejor disenio que pueda contribuir a la optimiza-
cién, precisién y el control de los robots manipuladores, lo cual incrementara la eficiencia
operativa y reduce el desperdicio de energia. Esto es importante en sectores industriales
como el automotriz, aeroespacial y de electrénica, donde la exactitud y la eficiencia son
puntos clave. La reduccién en el consumo de energia conlleva una disminucion en la que-
ma de combustibles fésiles, contribuyendo asi a la reducciéon de emisiones de CO2 y el
impacto ambiental. [11]

Innovacién en tecnologias de la salud (Objetivo prioritario 2): En el dmbito de la salud, la
aplicacion de robots manipuladores avanzados puede revolucionar los servicios médicos,
especialmente en areas criticas como las cirugias de alta precision y los cuidados a largo
plazo. La precision y la capacidad de control mejorada que ofrece este proyecto pueden
aumentar la seguridad y la eficacia de procedimientos médicos, beneficiando directamente
a pacientes y profesionales de la salud. Esta investigacién es importante en la salud al



proporcionar las herramientas de modelado y control basicas para el desarrollo de este
tipo de tecnologfa enfocadas a esta drea tan importante. [11]

Desarrollo de capacidades cientificas y tecnolégicas en areas prioritarias (Objetivo prio-
ritario 4): La metodologia de Bond Graph facilita un anédlisis integrado y eficiente de
sistemas complejos, lo que puede ser aplicado a diversos campos de la ingenieria y la
tecnologia. Esto promueve soluciones innovadoras y abre nuevas vias de investigacion y
desarrollo en disciplinas variadas, mejorando asi la capacidad cientifica y tecnoldgica del
pais en dreas prioritarias. [11]

1.9. Acciones de difusion

Se realizara la redaccion de dos articulos de investigacion, el envié y la posible publica-
cion de los resultados en dos congresos internacionales, asegurando asi el acceso universal
al conocimiento cientifico y tecnolégico.



Capitulo 2

Modelado de sistemas en Bond Graph

2.1. El Bond

Bond Graph se define como una metodologia propuesta por Henry Paynter en 1959,
en donde la idea principal resulta en que la potencia se transmite a los elementos del
sistema, a través de las variables de esfuerzo e y flujo f [12]. Las variables de esfuerzo y
flujo, dependen del sistema que se este analizando, con la condiciéon de que, el resultado
de la multiplicacién escalar sea potencia como en la ecuacién (2.1) [3].

P(t) =e(t) o f(t) (2.1)

A estas variables (esfuerzo y flujo), se les conoce como variables de potencia. Los sistemas
pueden ser eléctricos, mecanicos, hidraulicos o térmicos, de manera que cada sistema tiene
su variable de esfuerzo y flujo como se muestra en la tabla 2.1 [12].

Cuadro 2.1: Variables de Esfuerzo y Flujo en Diferentes Sistemas

Sistema Variable de Esfuerzo Variable de Flujo
Mecéanica (Traslacién) Fuerza (N) Velocidad (m/s)
Mecénica (Rotacién) Torque (N-m) Velocidad angular (rad/s)

Eléctrico Voltaje (V) Corriente (A)

Térmico Temperatura (°C) / (K) Calor (J/s)

Hidrdulico Presion (Pa) Caudal (m3/s)

Fluido Tensién superficial (N/m) | Flujo volumétrico (m?/s)

En Bond Graph, al igual que en los sistemas antes mencionados, se cuenta con dos
magnitudes fisicas adicionales sin embargo solo tienen sentido para los elementos de al-
macenamiento, ya que representan la cantidad de energia almacenada, y se definen como
momento p y desplazamiento ¢ y se les denomina variables de energfa [12]. Estas dos can-
tidades se obtienen de la integracion de las variables esfuerzo e y flujo f como se muestra
en las ecuaciones (2.2) y (2.3).

p(t) = /0 e(t) dt (2.2)



0= | p0)de (2.3

En la tabla 2.2 se muestran las variables de momento y desplazamiento en los distintos
sistemas en los que puede aplicarse esta metodologia [3].

Cuadro 2.2: Variables de Momento y Desplazamiento en Diferentes Sistemas

Sistema Variable de Momento Variable de Desplazamiento
Mecénico (Traslacional) | Cantidad de movimiento (kg-m/s) Posicién (m)
Mecénico (Rotacional) Momento angular (kg-m?/s) Angulo (rad)

Eléctrico Flujo magnético (Wb) Carga eléctrica (C')

Térmico Entropia (J/K) Temperatura (C' / K)

Hidraulico Momento del fluido (Pa - s - m?) Volumen (m?)

Fluido Masa del fluido (kg) Concentracién (kg/m?)

Los Bonds en Bond Graph, estan asociados a las variables de esfuerzo y las variables
de energia, los Bonds sirven para interconectar los elementos del sistema, y se representa
graficamente como se muestra en la figura 2.1 [13].

e(?)
f@ -

Figura 2.1: Representacion grafica del Bond

2.2. Bond Activo

Ademas del Bond tradicional /bésico, existe otro tipo de Bond cuya caracteristica recae
en el producto escalar del esfuerzo y flujo, el resultado de dicho producto es cero, por tanto,
su potencia es cero. A este tipo de Bond se le denomina Bond Activo o enlace de senal,
porque transmite informacion sin afectar la conservacién de la potencia, su representacion
de ilustra en la figura 2.2 [12].

P(t)=e(t)* f(t)=0 (2.4)

Figura 2.2: El Bond Activo

La aplicacion de este tipo de Bond en Bond Graph, surgen los detectores, los detectores
pueden definirse como sensores cuya tarea es medir una senal, en este caso existen dos
tipos de detectores, partiendo de la ecuacién (2.4), si el esfuerzo e(t) = 0, se tiene un
detector de flujo (se transmite la senal de flujo), pero si f(t) = 0, se denomina detector
de esfuerzo (se transmite la senial de esfuerzo), estos detectores son representados como
se ilustra en la figura 2.3 [3].
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Figura 2.3: Detectores de esfuerzo y flujo

2.3. Elementos de puerto-1

En Bond Graph, existen tres grupos basicos:
1. Fuentes de energia

2. Elementos de almacenamiento

3. Elementos de disipacién

Las fuentes de energia, se encargan de dar la energia al sistema, y se dividen en fuentes
de esfuerzo Se y fuentes de flujo Sf, se representan como se ilustra en la figura 2.4, estos
elementos reciben el nombre de puertos activos de un solo Bond [12].

En el grupo de elementos de almacenamiento se tienen dos tipos, el tipo esfuerzo (Iner-
cias denotados como ) o tipo flujo (Capacitancia denotados como C'), y su funcién es
almacenar la energia en forma de la integral del esfuerzo o del flujo aplicado al elemento,
los inductores en sistemas eléctricos y los resortes en sistemas mecéanico, son ejemplos de
elementos de almacenamiento de esfuerzo y capacitores, masas o inercias, son ejemplos
de elementos de almacenamiento de flujo, este grupo de elementos recibe el nombre de
puertos pasivos de un solo Bond, su representacion es como se muestra en la figura 2.5

3], [13].
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Figura 2.4: Representacion grafica de las fuentes en Bond Graph

Los elementos de disipacién (figura 2.5), también llamados elementos irreversibles
porque disipan parte de la energia que reciben, y a diferencia de los elementos de almace-
namiento, no tienen variables de energia asociadas sin embargo, también se le denomina
elemento pasivo.

A estos tres grupos de elementos se les conoce como elementos de puerto unico porque
tienen solo un Bond asociado a ellos, es decir, un solo flujo y un solo esfuerzo asociado,
por ello, los elementos basicos también son llamados elementos de un solo puerto y todos
estos, reciben potencia [12].



[l ————
C:Cr——
R:R——

Figura 2.5: Elementos de puerto unico

2.4. Elementos de puerto-2

Los elementos de puerto-2, tienen asociados a ellos, dos Bonds, uno entra al elemento, y
otro sale del elemento, y por tanto, existe una relacién de entrada/salida del esfuerzo/flujo
a través de una constante cuyo nombre depende del tipo de puerto. Estos elementos con-
servan la potencia es decir que el producto del flujo y esfuerzo de entrada son iguales al
producto de flujo y esfuerzo de salida [12]. Los elementos de puerto-2, pueden ser de dos
tipos, Transformadores o Giradores.

e1(t) * fi1(t) = ea(t) * fo(t) — Pi(t) = Pa(t) (2.5)

Los Transformadores (figura 2.6) se describen a través de la ecuacién (2.6), los trans-
formadores en Bond Graph, se caracterizan por mantener la variable de entrada a la
salida, esta es la diferencia principal con el tipo girador (figura 2.6), ya que este ultimo
gira la variable de potencia, como se observa en la ecuacién (2.7) [3].

Figura 2.6: Elementos de Puerto-2

Los transformadores y giradores, también son considerados elementos de unién, debido
a que cumplen una funcién de acoplamiento y unién entre dominios igual o diferentes,
ademas de su capacidad para conservar la potencia [12].

Transformadores :— es(t) = nxe(t);  fi(t) = n* fot) (2.6)
Giradores :— e1(t) = m* fo(t);  es(t) =m* fi(t) (2.7)

2.5. Elementos de puerto-3

En Bond Graph, existen dos tipos de uniones que representan las dos formas de co-
nexion (serie y paralelo): la unién 0 y la unién 1. Estas uniones se originan a partir de la
ley de la conservacion de la energia y la ley de la conservacién de la masa, esto significa
actian como restricciones que debe cumplir cualquier sistema dindmico [12], [4]. La unién
0, y la unién 1, se ilustra en la figura 2.7.
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Figura 2.7: Unién 0 y 1

La unién 0, impone que todos los Bonds conectados a la unién, deben tener el mismo
esfuerzo, sin embargo, la suma de los flujos que entran y salen de la unién deben ser igual
a cero como se observa en la ecuacién (2.8).

e1(t) = ex(t) = ... = e,(t)
A+ fo8) + o+ falt) =0

La union 1, por su parte establecen que todos los Bonds conectados a la unién, deben
tener el mismo flujo, sin embargo, la suma de los esfuerzos que entran y salen de la unién
debe ser igual a cero , esto se representa mediante la ecuacién (2.9).

filt) = fa(t) = .. = fult)
e1(t) +ea(t) + ... +en(t) =0

(2.8)

(2.9)

La union 0 representa la conservacion de la masa y la conexién en paralelo. La unién 1
representa la conservacion de la energia y la conexion en serie [3].

2.6. Causalidad

Los Bonds estéan asociados a las variables de potencia, sin embargo estas deben seguir
direcciones opuestas, para definir la direccién del esfuerzo y flujo no la direccion de la
potencia, se utiliza el concepto de causalidad. La causalidad define que variable de potencia
entra/sale del Bond, mediante el trazo causal (figura 2.8) [12].

Figura 2.8: Trazo causal

El esfuerzo siempre seguira al causal. Los elementos de Bond unico, tienen su causa-

lidad definida:

1. Causalidad necesaria: Los elementos activos tienen causalidad ya prescrita, como se
observa en la figura 2.9

€

/1
f/

Figura 2.9: Causalidad necesaria de elementos activos

Se
Sf}
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2. Causalidad integral /derivativa: Los elementos de almacenamiento, pueden tener cau-
salidad integral o derivativa (figura 2.10), dependiendo cual es la variable de poten-
cia que reciba, se prefiere que los elementos de almacenamiento tengan causalidad
integral, sin embargo no siempre resultara posible [3].

Figura 2.10: Elementos de puerto tinico con causalidad

3. Causalidad arbitraria: Los elementos de disipacion, no tienen una causalidad prefe-
rida, puede recibir cualquier variable de potencia, sin tener preferencia por alguna,
se puede representar como se observa en la figura 2.11 [13].

p |
R:R, S

R:R, < I

Figura 2.11: Causalidad arbitraria

La asignacion de la causalidad a los elementos de almacenamiento se basa en su com-
portamiento natural y la forma en la que se relacionan las variables de potencia en el
elemento.

La causalidad en las uniones, representan restricciones a los Bonds conectados. La union
0, esta restringida a que solo debe entrar una variable de potencia de tipo esfuerzo, por
cada uniéon 0, de forma similar la unién 1 esta restringida a que solo puede entrar una
variable de potencia de tipo flujo, y el resto deben salir de la unién [12].

Figura 2.12: Causalidad de elementos de uniéon

\TF A | GY 7
n m
| | | |
| 7 TF| 1GY]
n m

Figura 2.13: Causalidad Elementos de puerto-2
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Los transformadores y giradores, también forman parte de la causalidad restrictiva,
ya que el trazo causal del Bond de salida, dependera del trazo causal del Bond de entrada
y viceversa. La causalidad de los transformadores y giradores se define como se ilustra en
la figura 2.13 [3].

2.7. Estructura de unién y vectores clave

De forma general, se puede clasificar a los Bond como Bonds externos y Bond internos,
estructuralmente son similares, pero la diferencia principal radica en donde estan conec-
tados.

Los Bonds internos siempre estaran conectados a los elementos del sistema, ya sean ele-
mentos activos o elementos pasivos, es decir, a los elementos de puerto unico, por otro
lado, los Bonds externos estan conectados a los elementos de unién (unién 0 y unién 1) y
a los elementos de puerto-2 (transformadores y giradores) [12].

La estructura uniéon (figura 2.14) puede definirse como la relacién de los elementos de
union y los elementos de puerto tnico a través de los Bonds internos y Bonds externos,
esta estructura contiene la informacion sobre todas las interconexiones del sistema, y sobre
la distribucion de la potencia. Las uniones 0 y 1 son los nodos que componen la estructura
central y permiten representar graficamente las leyes de conservacién de la potencia [12].

Elemento Activos

u(t)

x(1)

D, (1)

2() g

/)

Elementos de Almacenamiento) Uniones 0y 1 Elementos de DisipaciéD

AN
7

0 x(0) ] ~ D)

(1)

z,(1)
( Detectores )

Figura 2.14: Estructura Unién

En la figura 2.14, los elementos activos, dan la energia al sistema, denotado por el
vector u(t), este vector de entrada, se distribuye al sistema a través de las uniones, la
energia llega en forma de esfuerzo/flujo a los elementos de almacenamiento y a los ele-
mentos de disipacién, denotado por los vectores @(t) y D;, respectivamente, los elementos
de almacenamiento, devuelven la energia hacia los uniones nuevamente, denotado por el
vector z(t), los elementos irreversibles, disipan parte de la energia y el resto es, entregada
nuevamente al sistema, denotado por el vector D,,; [12]. Los elementos de almacenamien-
to pueden tener causalidad integral o causalidad derivativa, como resultado se generan
los vectores 24(t) y z4(t). El vector x(t) y x4(t), representan la integral del vector @(t) y
del vector 24(t), es decir las variables de energia.
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Las salidas del sistema, son detectores que transmiten una senal de esfuerzo/flujo que
se encuentre en la estructura de las uniones, de alguno de los elementos que también se
encuentre conectado a la unién, se representa como el vector y(t), a estos vectores se les
conoce como vectores clave y relacionan las variables de potencia que entran/salen del
elemento, hacia/desde la estructura unién [12].

2.8. Relaciones Constitutivas

Los vectores clave relacionan las variables de esfuerzo y flujo, que entran o salen de la
estructura unién, desde o hacia los elementos de disipacién, almacenamiento, entradas y
salidas del sistema en Bond Graph, sin embargo las relaciones constitutivas describen el
comportamiento de los elementos individuales del sistema modelado en Bond Graph.

Las relaciones constitutivas de los elementos de almacenamiento, relacionan la magnitud
del elemento con las variables de potencia, las relaciones constitutivas se describen en la
ecuacion (2.10), para las capacitancias la ecuacién (2.11) para las inercias [3].

e(t) = % / () dt (2.10)
1

(1) = Z/e(t) dt (2.11)

Sin embargo, la integral del flujo resulta en desplazamiento (ecuacion (2.3)) y la integral
del esfuerzo resulta en momento (ecuacién (2.2)), por tanto las ecuaciones (2.10) y (2.11)
pueden escribir como las ecuaciones (2.12) y (2.13).

elt) = Zalt) (2.12)
f(t) = %p(t) (2.13)

Las ecuaciones (2.12) y (2.13) son descritas para los elementos de almacenamiento en
causalidad integral, y se puede expresar entonces de forma vectorial como la ecuacion
(2.14):

z=F x (2.14)
Donde F, es una matriz diagonal, cuyos elementos de la diagonal son los inversos de las

magnitudes de las capacitancias e inercias, de los elementos en causalidad integral [12].

Los elementos de disipacion de energia, se comportan de forma distinta a los elementos
de almacenamiento, en este tipo de elementos, la relacion del esfuerzo y flujo es a través
de la propia magnitud de la resistencia, como se muestra en la ecuacién (2.15).

e(t) = Rf(#) (2.15)

La resistencia representa una relacién de proporcion entre el esfuerzo y el flujo, ademas
el flujo es proporcional al esfuerzo. El vector D;,, contiene las variables de esfuerzo y flujo
que entran a los elementos de disipacion, mientras que D,,;, contiene las variables de

14



esfuerzo y flujo que salen de los elementos. Entonces, de forma vectorial puede escribirse
como la ecuacién (2.16) [12].
Dout =L Dm (216)

Donde L es una matriz diagonal, cuyos valores de la diagonal son las magnitudes de los
elementos de disipacién del sistema. Debido a que estos elementos tienen una causalidad
arbitraria asignada, dependerd de la ecuacién (2.15), para encontrar los valores de la
diagonal de la matriz L.

2.9. Espacio de Estados a través de Bond Graph

El modelo matemético en espacio de estados de un sistema modelado en Bond Graph,
puede obtenerse a partir de la matriz de unién s, se tiene la ecuacion tal, los vectores de
entrada a cada elemento del sistema son igual a la matriz de unién por los vectores de
salida de los elementos del sistema en Bond Graph con causalidad integral [12].

T 511 S12 S13 z
Din| = 821 S22 23| |Dowt (2.17)
Yy 831 S32 S33 U

Donde s;; son matrices, y se obtienen de la aplicacién de las propiedades de las uniones
0 y uniones 1. Al realizar la multiplicacién matricial y sustituir la ecuacién resultante de
D;,, en tanto la ecuacién de estados y la ecuacién se salida se obtienen las siguientes
ecuaciones [12]:

M = L(I — sy L)7" (2.18)
A= (511 + 812M821)F (219)
B = S13 —+ 812M823 (220)

mientras que la ecuacion de salida en la representacion en espacio de estados, se obtiene
también del andlisis de la estructura unién resultando en la obtencién de las matrices C'5
y D, como resultado se obtienen las ecuaciones x y.

C = (831 + 832M821) - F (221)

D= S33 + 832M823 (222)

Sin embargo, cuando se tiene un Bond Graph con causalidad derivativa, existe una relacion
entre los elementos en causalidad integral y los elementos en causalidad derivativa la cual
se denota como F, y se obtiene del andlisis de la matriz de uniéon y los vectores clave,
como se ilustra en la ecuacién (2.23) y de su andlisis se obtiene las ecuaciones (2.24) [12].

T 511 S12 S13 Sui4 z
Dip _ | %21 S22 S23 0 Doy (2 23)
Y s31 832 s33 0 u '

Zd S41 O 0 0 I:d

Los elementos en causalidad derivativa, no producen un aumento en el numero de
ecuaciones de estado, debido a que la dinamica de estos elementos con dicha causalidad,
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depende de la dinamica de los elementos en causalidad integral.

En los elementos con causalidad derivativa, la variable de estado asociada a ese elemento
no es la variable de potencia de su versiéon en causalidad integral, sino que su estado
aparece en forma de derivada del estado de su versién en su causalidad contraria.

E=1-54F;"'syF (2.24)

Esta matriz F, afecta a la matriz de estados A y la matriz de entradas B, como se observa
en las ecuaciones (2.25) y (2.26), sin embargo, no afecta al tamafio de las matrices, por
tanto no genera un aumento en las ecuaciones del sistema [12].

A= E"(s11+ s12Msn)F (2.25)

B = E71<813 + 812M823) (226)

E solo afecta a la ecuacion de estado, y no a la ecuacion de salida, y por ello, la
forma de calcular las matrices que conforman la ecuacion de salida, es igual a la forma de
calcularlas en causalidad integral.

2.10. Modelado y andlisis de sistemas eléctricos en
Bond Graph

Un sistema eléctrico transmite potencia entre sus elementos en forma de voltaje y de
corriente, dicha potencia se distribuye a través de las conexiones en serie o paralelo, de
tal manera que si los elementos estan conectados en serie, tendran la misma corriente
fluyendo a través de ellos, pero si la conexién es paralela, el voltaje sera el mismo entre
ellos. La potencia que se distribuye en el sistema, es dada por las fuentes de voltaje y las
fuentes de corriente principalmente, estas fuentes son representadas en Bond Graph como
fuentes de esfuerzo y flujo respectivamente, mientras que las variables de potencia seria
el esfuerzo-voltaje y el flujo-corriente eléctrica [3].

Los sistemas eléctricos estan formados por elementos que interactian con las variables de
potencia en este sistema, entre ellos esta el capacitor C, el inductor I, que cumplen la
funcién de almacenar y entregar energia en alguna forma de variable de potencia, es decir,
reciben energia en forma de voltaje o corriente y la seden en forma de la misma variable.
La resistencia eléctrica por su parte disipa la potencia en forma de calor.

Los capacitores en el dominio de Bond Graph son elementos de almacenamiento en forma
de esfuerzo, y los inductores son elementos de almacenamiento en forma de flujo, también
llamadas capacitancias e inercias en Bond Graph [13].
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Figura 2.15: Modelo de un sistema eléctrico

El circuito de la figura 2.15, es modelado en Bond Graph a través de los elementos y
conceptos vistos en secciones pasadas y se ilustra en la figura 2.17.

La forma de modelar el sistema eléctrico en Bond Graph, se resume en los siguientes
pasos:

1. Por cada nodo existente en el circuito, se coloca una union 0.

2. Por cada elemento (Fuentes, elementos de almacenamiento, disipadores), se coloca
una unién 1 con su respectivo elemento y su Bond con la direccién correspondiente.

3. Se unen las uniones 0 y 1, a través de Bonds en direcciéon del Bond de los elementos
activos.

4. El nodo tierra, en el sistema eléctrico equivalente a la unién 0 en Bond Graph, se
elimina, y con ello, todos los Bonds conectados a esa unién en especifico.

5. Reducir las partes del modelo que cumplan las reglas de la figura 2.16.
6. Se enumeran todos los Bonds, de preferencia de forma ordenada.

7. Establecer la causalidad de cada elemento de acuerdo a las reglas de causalidad.

70 7
7! 7

7
7

Figura 2.16: Reglas de reduccion
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Figura 2.17: Modelo del sistema eléctrico en Bond Graph

Como el Bond Graph del sistema tiene causalidad integral, los vectores clave del
modelo se muestran a continuacién [12].

e f
Tr = |:q6:|7 T = |:f6}7 = {;160:|7 Din: fz ) Dout: 62 y U= |:61}7 Yy :[613}7

P1o €10

€12 Ji2
La salida ej3, es un Bond Activo, que esta conectado junto con el capacitor Ci, y

por tanto el esfuerzo del elemento sera la senal de salida del Bond Activo. Mientras las

relaciones constitutivas para el sistema eléctrico de la figura 2.15 son las siguientes

1 0 Ry O 0
F:{% 1}, L=lo & o
Lo 0 0 R
Y su estructura unioén esta descrita por:
_f_ €g
6
J1o
€10
511 S12 513 f4
€4 i
f = | 821 S22 S23 €8
8
531 832 833 f12
€12 e
1
| €13 ] e
11

La obtencién de las matrices s;; se realiza de elemento a elemento, a través de las reglas
de las uniones 0 y 1, por ejemplo la primera fila de toda la matriz s;;, esta en relaciéon con
Cs (es decir C, pero como esta asociado al Bond numero 6, el nombre cambia a Cg para
una identificacién mas répida) porque fg viene del Bond del elemento Cg, con el resto de
elementos del sistema partiendo siempre del Bond 6 en este caso. La forma de obtener la
primera fila es la siguiente [3].

Jo =[5 — 1, I5s = [, Jr=Jfo = fi0 — [13, J13 = f12,

fo = fa— (fro = fi2),

Jo = f1+ fi2 — fio-
f6, esta conectado a una uniéon 0, sin embargo, el flujo en las uniones 0 representa una
suma (lo que entra debe ser igual a lo que sale), posteriormente f; esta conectado a una

unién 1 donde los flujos conectados son iguales sin embargo, fg no relaciona, pero el flujo
f5 que esta conectado a una unién 1, y el flujo f; si se relaciona. Este proceso se debe
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realizar hasta que se haya encontrado el maximo de relaciones posibles con fg, y asi mismo
para cada fila de la matriz s;;. Por lo tanto, la primera fila de la matriz s;;, queda de la
siguiente manera:

fs1 o =1 101 0 0] %
€10 T T T T T T X Jo
eal |l z oz ox oz oz ox fa
fsl |z 2 2 x z x w Cs
12 T T T T T T X Sz
€13 e v 2 27 oz x| |
- - - Lé11]

Al encontrar todas las relaciones con cada uno de los elementos del sistema a través de
las reglas de las uniones 0 y 1, se obtiene la matriz completa para el sistema de la figura
2.15, la cual se muestra a continuacion.

61 0 -1 1 0 1 00 J‘fﬁ‘
€1 1 0 0 -1 0 00 fm
es| |[-1 0 0 0 0 10 64
s 0o 1 0 0 =100 f8
€12 -1 0 0 1 0 11 612
e1s 1 0 0 0 0 00 61
- - - - LC11
Se aprecia que las matrices s;; son las siguientes:
0 —1 1 0 1 00
S11 = [1 0 } y  S12 = {O _1 O] ,  S13 [O O} )
-1 0 00 0 10
S91 = 0 1 s S99 = 00 —1 s S93 00 ,
-1 0 01 0 11
ssp=1[1 0], s3=1[0 0 0], sz=][0 0].

Como el modelo en Bond Graph del sistema eléctrico de la figura 2.15, es de causali-
dad integral, se pueden utilizar las ecuaciones (2.19), (2.20) para encontrar su modelo
matemadtico en espacio de estados [12]. Al operar las ecuaciones matriciales, resultan las
siguientes matrices.

Rg Rig Rig

Ry 0

0 Ra+

_ Rg+Ri9 Rg+tRip
0 1 _ R Cs Ly
m — Rg+Ry2 Rg+Ri2 - A= ;
Rig
O R12 Rg R12 _ R8+R12 _ 1
Rs+Ri2  Rg+Ris Cé Lqo (Rs+R12)
Rg Ry Rg Ryo
Ry + Rs+Ri12  Rg+Rio
B =
Rio R
Rs+Rqo Rs+Rqo

La ecuacién de estado del sistema eléctrico de la figura 2.15, es entonces:
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Rg Rio Rig

_ Rat Rg+Ryo Rg+Rig -1 R, + Rg Ry» Rg B9
Cs Lyo 4™ Rs+Ri2 Rs+Ri
xr = x + U
Rip 4 Rio R
. Rg+Rq19 . 1
Cs Lqo-(Rs+Ri2) Ra+Faz RstFz

Mientras que las matrices de salida C'y D se calculan a través de las expresiones (2.21)
y (2.22), al operar resultan que las matrices C'y D para el sistema eléctrico son las si-
guientes.

Por tanto, la ecuacién de salida para el sistema eléctrico de la figura 2.15 es
y=(z 0)z+(0 0)u

Con la finalidad de comparar las senales de salida entre el modelo en Bond Graph y el
modelo fisico, considere el circuito eléctrico de la figura 2.18.

Figura 2.18: Sistema eléctrico 2

Al aplicar los pasos para modelar los sistemas eléctricos vistos anteriormente, se ob-
tiene el modelo en Bond Graph del sistema 2.19.

Figura 2.19: Sistema eléctrico 2 modelado en Bond Graph
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Utilizando el software de simulado de MATLAB, denominado Simulink, se construye
el diagrama de la figura 2.18, utilizando los bloques necesarios para su funcionamiento, se
ilustran en la figura 2.20.

Figura 2.20: Sistema eléctrico 2 Simulink

Para la simulacién del modelo en Bond Graph, se hace uso del software denominado
20 sim, y a través de sus bloques, se construye el diagrama en BG, con los elementos
necesarios para su funcionamiento y se ilustra en la figura 2.21.

Figura 2.21: Sistema eléctrico 2 en 20 sim

La simulacion de Simulink se divide en 2 partes, denominados sistemas fisicos y siste-
mas Simulink, este caso el sistema fisico es el circuito eléctrico, y el sistema Simulink es
el osciloscopio, sin embargo el sensor de voltaje también es considerado parte del sistema
fisico, por lo que su salida se transforma al sistema Simulink a través de un conector de-
nominado ¢onvertidor PS-Simulink”. El voltaje del inductor es medido a través del sensor
de voltaje y la senal de salida fisica es transformada a una senal Simulink y graficada en
el osciloscopio.

En sistemas eléctricos, la medicién de voltaje se realiza en paralelo (figura 2.22) al ele-
mento en el cual se desea hacer la medicion, caso contrario ocurre en la medicién de la
corriente, el sensor de corriente se coloca en serie al elemento, pero en este caso solo se
realizan mediciones de voltaje para el inductor (figura 2.23), el capacitor (figura 2.24) y
la resistencia (figura 2.25).
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Figura 2.22: Medicién de voltaje en inductor circuito 2

Figura 2.23: Voltaje en el inductor a través de Simulink

Figura 2.24: Voltaje en el capacitor a través de Simulink

Figura 2.25: Voltaje en la resistencia a través de Simulink

22



Utilizando el software de 20 sim, se obtienen las figuras 2.26, 2.27 ,2.28 que representan
el voltaje en el inductor, en el capacitor y en la resistencia respectivamente. Comparando-
las con las figuras obtenidas desde Simulink, se aprecia que son exactamente iguales, por
lo que el modelado de sistemas en Bond Graph no solo de sistemas eléctricos sino sistemas
dindamicos en general, es valido y preciso.

Figura 2.26: Voltaje en el inductor a través de 20 sim

Figura 2.27: Voltaje en el capacitor a través de 20 sim

Figura 2.28: Voltaje en el resistencia a través de 20 sim
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2.11. Modelado y analisis de sistemas mecanicos en
Bond Graph

El modelado de sistemas mecanicos en BG, es similar al modelado de un sistema
eléctrico, la diferencia radica en que las leyes de conservacién que representan las uniones
0 y 1, cambian, mientras que en un sistema eléctrico las uniones 0 y 1 representan las
leyes de kirchhoff, en sistemas mecénicos representan las leyes de Newton, es decir que la
union 0 representa la segunda ley de Newton, la suma de todas las fuerzas de un sistema

debe ser igual a cero y la unién 1 representa la primera ley de Newton, la ley de la inercia
[12], [1].

En mecéanica de traslacion, existen elementos que son semejantes a los elementos que
encontramos en el area de eléctrica, como una inductancia, en un sistema mecanico puede
representar una masa, un capacitor su equivalente es un resorte, y la resistencia eléctrica
se asemeja a una resistencia mecdanica, pero esto tiene un trasfondo matemaético, y es que
las relaciones entre las variables que transmite cada elemento son idénticas, es decir, un
inductor relaciona linealmente al voltaje y la corriente, y la masa también, y lo mismo
ocurre con el resorte y la resistencia mecanica. Para comparar las expresiones partimos de
la ecuacién (2.27) y (2.28) que expresan que la fuerza es igual a la derivada del momento,
y que la velocidad es igual a la derivada de la posicién [16].

() = O (2.27)
o(t) = dzgt) (2.28)

Las expresiones anteriores relacionan las variables de potencia con las variables de
energia, es decir que la variable de potencia en un sistema de mecénico de traslacion se
relaciona linealmente con su variable de energia que es el momento, de la misma forma la
velocidad. En el caso de una masa, estas variables de potencia se relacionan también de
forma lineal, a través de la ecuacién de la fuerza que establecié Newton (2.29).

ft)=m=a (2.29)

Sin embargo, al ser la aceleracion la derivada de la velocidad, se puede expresar de la
siguiente forma.

(1) = m ™0

Al encontrar la equivalencia de la velocidad en la ecuacién (2.30), se llega a la expresién
(2.31), donde se asemeja a la corriente en el inductor (2.32) [12].

(2.30)

o(t) = % / F(#) dt (2.31)

i) = 7 / o(t) dt (2.32)

Esto sucede porque ambos elementos, el inductor y la masa, se oponen a un cambio de
movimiento, en el caso de un inductor, se opone al cambio de la corriente, y una masa
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debido a su inercia, trata de oponerse al cambio de movimiento.

En el caso de un resorte, la expresion que relaciona las variables de potencia en un sistema
mecéanico de traslacién, es la ley de Hooke f(t) = k x x. Ocurre algo similar, que al
desarrollar se llega a una expresién similar al del voltaje en el capacitor (2.33), (2.34) y
la expresién (2.35) y (2.36) para las resistencias [3].

HOES: / o(t) dt (2.33)

o(t) = é / it) dt (2.34)
() = bo+ (1) (2.35)

v(t) = Ri * () (2.36)

En Bond Graph, las variables de fuerza y velocidad, representan las variables de potencia
de esfuerzo y flujo, mientras que el momento y la posicion, representan las variables de
energia momento y desplazamiento, de esta manera, se puede modelar los sistemas fisicos
de mecdnica de traslacién en esta metodologia, a través de los siguientes pasos [12], [1].

1. Identificar los elementos del sistema que comparten la misma velocidad y sustituirlos
por una unién 1 y conectar a través de un Bond el elemento a esta unién 0.

2. Identificar los elementos del sistema que compartan la misma fuerza, y sustituirlos
por una unién 0 y conectar esos elementos a su unién 0 a través de un Bond.

3. Conectar las uniones 0 y 1, mediante Bonds.

4. Sustituir las referencias por una unién 1, y conectar una fuente de flujo con valor
cero.

5. Eliminar la unién 1 de referencia y con ello, los Bonds conectados a esa unién y
reducir el diagrama.

Estos pasos, son la tnica diferencia entre modelar los diferentes sistemas fisicos en esta
metodologia, el andlisis para encontrar su modelo en espacio de estados, es exactamente
el mismo para cualquier tipo de sistema fisico modelado en esta metodologia.

Por ejemplo, se tiene el sistema mecénico de la figura 2.29.

Figura 2.29: Ejemplo de sistema mecanico de traslacion
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El sistema de figura 2.29, esta conformado por un resorte k, una resistencia mecénica
b y una inercia m, lo que sucede en este sistema, este que la masa tendera a acelerarse
por la gravedad, al tener aceleracién tiene una velocidad vy, sin embargo, tanto el resorte
como la resistencia se oponen a este cambio velocidad, y el peso de la inercia recae en
ambos elementos k y b por lo que se les esta aplicando la misma fuerza, mientras que
la referencia tiene una velocidad de cero. Aplicando los pasos vistos anteriormente, lo
anterior corresponde al paso 1 y 2, identificar cuales son las velocidades diferentes en el
sistema, e identificar que elementos tienen la misma fuerza, y el resultado de estos pasos
se ilustra en la figura 2.30 [12].

Cik ﬁ'o 0 ﬁR:h

-
1 4 Irm

Figura 2.30: Paso 1 y 2 de modelado de sistemas mecénicos de traslacién

El paso siguiente es conectar las uniones 0 y 1 mediante Bonds como se ilustra en la
figura 2.31.

Figura 2.31: Paso 3 de modelado de sistemas mecanicos de traslacion

Ahora se colocan las fuentes respectivas, por cada velocidad es una fuente de flujo, sin
embargo como la masa m, esta bajo el campo gravitacional, generara un peso mg, y por
tanto es una fuente de esfuerzo, esto se ilustra en la figura 2.32.
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Mse: V,
Figura 2.32: Paso 4 de modelado de sistemas mecanicos de traslacion
Como la velocidad de referencia casi siempre es cero, se elimina y con ella, la unién

y los Bonds conectados a ella. Finalmente el sistema de la figura 2.29 tiene el modelo
equivalente en BG como ilustra en la figura 2.33.

C:k < | 7 [im

Mse: V,

Figura 2.33: Modelo del sistema mecanico de traslacion

Como se vié anteriormente en el modelado de sistemas eléctricos, a través de los
vectores clave se genera la estructura unién, y queda como se ilustra en la ecuacién (2.37)
para este sistema mecanico de traslacion. Al realizar el andlisis de la estructura union
se obtienen las matrices s;; mostradas en la ecuacién (2.38) [12]. En la figura 2.34 se
muestra el sistema modelado en BG con la causalidad ya asignada, siguiendo las reglas
de asignacién de causalidad.
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Figura 2.34: Sistema mecanico de traslacién en BG con causalidad asignada

fa 0 1 0 0 [e
esl [-1 0 -1 1 f3
f5 0 1 0 0 €1
0 1 0 1
1= _4 ol S12= (1| 513 0l
(2.38)

sop=1[0 1], s32=1[0], s25[0],
ss1=10 1], s32=1[0], s35=10].

Como el sistema tiene elementos en causalidad integral, se pueden calcular las matrices
de estado y de entrada A y B, como se expresan en las ecuaciones (2.19) y (2.20).

0 1

Mientras que las matrices de la ecuacion de salida C'y D.
1.
-0 ) o-[o
m
Realizando el modelo fisico en Simulink (figura 2.35), y dando valores a todos los elementos
de 1 con excepcién de la fuente constante de entrada, cuyo valor es de 9,81 representando
el valor de la fuerza de entrada, en unidades del sistema internacional y utilizando un

sensor de velocidad para medir la velocidad de la masa, se tiene la grafica de salida en la
figura 2.36.

Figura 2.35: Sistema mecanico de traslacién en Simulink
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Figura 2.36: Velocidad de la masa en Simulink

Ahora construyendo el diagrama en BG del sistema utilizando 20-Sim (figura 2.37)
y dando valores unitarios a todos los elementos de igual manera, la fuente de entrada
teniendo un valor de 9,81 puesto que la masa cuyo valor es unitario, por la fuerza de
gravedad que es de 9,81m/s, resulta en 9,81 N. Entonces se tiene la grafica del flujo en el
elemento de inercia m 2.38.

Figura 2.37: Sistema mecanico de traslacién en Simulink

Figura 2.38: Velocidad de la masa en 20-Sim

Finalmente se observa que se obtiene exactamente la misma respuesta en ambas si-
mulaciones, siendo la simulacién del modelo en BG mas sencilla que la construccion y
simulaciéon del modelo fisico en Simulink.

2.12. Controlabilidad y Observabilidad en Bond Graph

Bond Graph posee varias propiedades, las cuales estan descritas y explicadas en los
articulos [15] y [14], sin embargo las propiedades que mas destacan para este trabajo son las
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propiedades de Controlabilidad y Observabilidad desde el propio modelo en Bond Graph
del sistema fisico, las cuales se denominan Controlabilidad Estructural y Observabilidad
estructural.

El teorema 11l del articulo [14], explica que un sistema modelado en Bond Graph es
estructuralmente controlable, si en el BG integral, los elementos en causalidad integral,
estan conectados a las fuentes de entrada a través de la causalidad, en otras palabras
si existe una trayectoria causal simple desde los elementos de almacenamiento hacia las
fuentes, entonces el sistema es estructuralmente controlable, pero ademas, se debe cumplir
que el rango estructural de la matriz [AB] debe ser igual a n, donde n, es el numero de
variables de estado del sistema (ecuacién (2.39)).

RE[AB] =n —t, (2.39)

Para que se cumpla que RE[AB] = n, t; debe ser cero, t; representa a los elementos en
causalidad integral, en un BG priorizando la causalidad derivativa de todos los elementos
de almacenamiento, esto quiere decir que, de forma grafica si en el BG derivativo, existen
elementos en causalidad integral, significa que ¢; # 0 y por tanto el sistema es estructural-
mente no controlable. Sin embargo, si al dializar los elementos activos, aquellos elementos
con causalidad integral, cambian a causalidad derivativa, entonces t; = 0 y por tanto, es
estructuralmente controlable [14].

Para ejemplificar considere el BG de la figura 2.18, este BG esta en causalidad integral
(figura 2.39) puesto que los elementos dindmicos se prioriza su causalidad integral. Se par-
te de estos elementos, hacia las fuentes de entrada para verificar si existe una trayectoria
causal entre ellos, sin tomar en cuenta las reglas de las uniones 0 y 1.

Figura 2.39: Bond Graph en causalidad integral

Partiendo del elementos I, la variable que sale de su Bond asociado es flujo y la variable
que entra hacia la fuente también es flujo, por tanto existe una trayectoria causal de I hacia
M se, y viceversa (figura 2.40). En el caso del elemento C|, no existe una trayectoria causal
directa sin embargo, existe una trayectoria la cual es el esfuerzo saliente del elemento C'
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hacia el elemento I, posteriormente el elemento I regresa esa energia en forma de flujo y
va hacia la fuente Mse (figura 2.41).

Figura 2.40: Trayectoria causal de I hacia M se

Figura 2.41: Trayectoria causal de C' hacia M se

Estas trayectorias se denotan de la siguiente manera:
Trayectoria causal de [ — Mse : 4-1
Trayectoria causal de C' — Mse : 2-4-4-1

Como se observa el BG de ejemplo cumple con la primera parte de la controlabilidad
estructural, en la figura 2.42, se muestra el mismo BG pero priorizando su causalidad
derivativa de los elementos, al priorizar la causalidad derivativa de los elementos de alma-
cenamiento, y no existe ninguno con causalidad integral, entonces el sistema es estructu-
ralmente controlable.
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Figura 2.42: BG Derivativo del sistema 2

La observabilidad estructural es similar a la controlabilidad estructural en cuanto a

procedimiento. Un sistema modelado en BG es observable, si todos los elementos de alma-
cenamiento estdn casualmente conectados a los detectores/salidas y si el rango estructural
de [A C|" =n.
Esto quiere decir que se parte del BG integral, y si los elementos en causalidad integral
estdn conectados casualmente con las salidas y ademas si al realizar el BG derivativo y al
dualizar las salidas, todos elementos quedan en causalidad derivativa entonces el sistema
es observable [14], [15].

Como ejemplo, considere el circuito de la figura 2.18, se construye su modelo en BG
priorizando la causalidad integral de los elementos de almacenamiento ademas se quiere
medir la salida del inductor I, por ello se coloca un detector de flujo en la unién 1, su BG
integral se ilustra en la figura 2.43

Figura 2.43: BG derivativo observabilidad estructural
Las trayectorias causales de los elementos son las siguientes:

Trayectoria causal de I — Dy : 4-5
Trayectoria causal de C' — Dy : 2-4-4-5
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Figura 2.44: Trayectoria causal del elemento [ hacia Dy

Figura 2.45: Trayectoria causal del elemento C hacia Dy

Estas trayectorias causales se ilustran en as figuras 2.44 y 2.45. Al construir el BG
derivativo (figura 2.46), se observa que todos los elementos ahora poseen causalidad deri-
vativa y por tanto el sistema entonces, es observable desde esa salida.
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Figura 2.46: BG derivativo

Obteniendo el modelo en espacio de estados del sistema de la figura 2.18 a través de
Bond Graph se obtiene la ecuacion de estados y la ecuacion de salida.

_R 1
: b a H
T = T + U
0
1
I 0

Y= [Lil O}x—l— [O]U
La matriz de controlabilidad para este sistema se define como C = [B  AB], y por tanto
la matriz de controlabilidad resulta de la siguiente manera.
Ry
L =%
C =
1
O
Se puede observar que las dos columnas que conforman la matriz son linealmente in-
dependientes tanto de forma horizontal como vertical, por tanto se tienen dos vectores
linealmente independientes lo que significa que su rango es de 2, esto coincide con el nu-
mero de estados del sistema y por ello el sistema es controlable, tal como se obtuvo a
través de la controlabilidad estructural sin ningin calculo. Utilizando ahora las matrices
que conforman la ecuacién de salida y la matriz de estados A, se construye la matriz de
observabilidad que para este sistema de ejemplo se construye como O = [A  C]T, de este
como la matriz de observabilidad es la siguiente.

L 0

Ly
O =
Ry 1
L2 0L

En la matriz anterior tanto la columna 1 y 2, son linealmente independientes al igual que
los vectores horizontales son linealmente independientes, por tanto su rango es de 2, al
igual que el numero de estados del sistema y por ende el sistema es observable.
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2.13. Retroalimentacion de estado

Se sabe que en la representacién matematica de espacio de estados, se tienen las varia-
bles de estados, las cuales se encuentran en el vector  y multiplican a la matriz de estados
A en la ecuacién de estado, ademas se tiene un vector u que representa las entradas a
un sistema en general, este mismo vector u se encuentra multiplicando a la matriz de
entradas B, la suma de estos dos términos Ax + Bu resulta en la ecuacion de estados &
[5]. Sin embargo, esta ecuacién de estados se considera que esta en lazo abierto, puesto
que no existe una retroalimentaciéon de los estados con las entradas, el sistema al estar en
lazo abierto posee una estabilidad natural, que puede ser estable o inestable, la estabilidad
o inestabilidad puede darse de forma rapida o lenta, con oscilaciones o sin oscilaciones.
La finalidad de la retroalimentacién de estados, es modificar esta estabilidad natural del
sistema, modificando la estructura de la matriz que contiene toda la informacion del sis-
tema, es decir, la matriz de estados A, sin embargo esta modificacién no se realiza sobre
el sistema fisico, anadiendo o quitando elementos del sistema inicial, sino que se realiza
a través de un lazo que conecta los estados con las entradas, pasando por constantes k,
los cuales representan los polos deseados que se quieran en el sistema, esto se ilustra en
forma de diagrama de bloques en la figura 2.47 [5].

Figura 2.47: Diagrama de retroalimentacion de estados

Para que pueda existir la retroalimentacién de estados en un sistema, este debe cumplir
con una condicion, y es que los estados deben ser controlables, es decir que exista una
conexion directa desde las entradas hacia los estados, basta con un estado que no sea
controlable, para que el sistema entero sea no controlable, y por tanto no puede modificarse
la estabilidad del sistema.

Si el sistema es controlable, entonces debe existir una entrada u(t) que pueda modificar
los estados de manera arbitraria esto se representa a través de la ecuacién (2.40).

u(t) = Kx(t) + v(t) (2.40)
Al sustituir la expresiéon anterior en la ecuacién de estado y al reducirla se obtiene la
expresion (2.41)

2(t) = (A + BK)z(t) + Ba(t) (2.41)

donde K es una matriz de ganancia de retroalimentacién, obtenidas de la igualacién
entre el polinomio natural del sistema y el polinomio deseado, mientras que v(t) es el
vector de entradas.
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A continuacién se propone un ejemplo. Consideremos un sistema de segundo orden descrito
por las siguientes matrices:

(t) = Az(t) + Bu(t),

0 1 0
a=foo o=
Para que el sistema sea controlable, la matriz de controlabilidad C debe tener rango
completo. La matriz de controlabilidad se define como:

donde:

c=[B AB].

0 1
AB_AM _ [0]
Por lo tanto, la matriz de controlabilidad es:
01
e
El rango de C es 2, lo que indica que el sistema es controlable. El objetivo es disenar una
matriz de ganancias K = [l{:l kﬂ tal que el sistema en lazo cerrado:

Se calcula entonces AB:

t(t) = (A — BK)x(t) + Bo(t)

tenga autovalores en ubicaciones deseadas. Supongamos que queremos asignar los polos
en s = —2 £ 3j. La ecuacién caracteristica deseada es:

(s+2—-3j)(s+2+3j) =" +4s+13=0.

La matriz del sistema en lazo cerrado es:

0 1
tmamm- [0 1]

La ecuacién caracteristica de A es:
det(sI — Aq) = s* + kas + k; = 0.
Igualando con la ecuacién deseada:
s+ kos + ky = s + 4s + 13.
Por lo tanto, las ganancias son:
k=13, ky=4.

Asi, la matriz de ganancias es:
K =[13 4].

Y por tanto, el sistema retroalimentado se describe como:

e[, e [o
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Y el sistema natural (sin control):

T = 01 T+ 0 U
10 0 1l
Los estados naturalmente son inestables y pueden observarse en la figura 2.48 pero al
modificar los polos del sistema ahora es un sistema estable, figura 2.49.

Figura 2.48: Estabilidad natural del sistema

Figura 2.49: Estabilidad deseada

2.14. Retroalimentacién de estados en Bond Graph

En Bond Graph esta implicito un modelo matemético de espacio de estados, el cual
puede obtenerse a través del andlisis de la estructura unién o bien, directamente a través
de las trayectorias causales [12].

Aligual que la retroalimentacion de estados en el modelo matematico de la representacién
en espacio de estados, el sistema debe ser controlable, en BG esto se realiza a través de
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la propiedad de Controlabilidad estructural vista en otra seccién de este documento.

Partiendo de que los BG integral representan un sistema en lazo abierto, debido a que
tiene como resultado un modelo en espacio de estados en lazo abierto, entonces la retro-
alimentacion de estados, puede también representarse graficamente en Bond Graph, esto
puede lograrse al realizar un seguimiento de las variables de esfuerzo/flujo de los estados
y de las entradas [8], [15].

En un BG integral, los elementos de inercia entregaran la energia almacenada en forma
de flujo, mientras que los elementos de capacitancia lo haran en forma de esfuerzo, sin
embargo, si las entradas son de esfuerzo, las retroalimentaciones deben ser también de
esfuerzo y por ello, pueden implementarse elementos como giradores para rotar las va-
riables de flujo a esfuerzo, pero en la retroalimentacién de estados se tiene la matriz K
que contienen las constantes que haran que los polos del sistema se muevan en el plano
complejo a donde el disenador lo desee, estas constantes en BG, se representan a través
de las ganancias de los giradores y transformadores del lazo que conecta a los estados con
las entradas [12].

Por ejemplo, considerando el modelo de un motor en CD en BG, como se ilustra en la
figura 2.50.

Figura 2.50: Motor de CD en BG

Como los elementos de almacenamiento, son elementos de inercia y estan en causalidad
integral la salida de estos dos sera flujo, y puesto que la entrada es una fuente de esfuerzo,
se debe rotar esta variable de salida de ambos elementos de inercia, para ello se utilizan
los detectores vistos en secciones pasadas, aunado a este detector una fuente de flujo que
representan en conjunto con el detector, una fuente de flujo de senal, posteriormente el
girador que se encarga rotar la variable de flujo a esfuerzo para poder cerrar el lazo, como
son dos elementos de almacenamiento serdn dos lazos [12]. El diagrama retroalimentado
del motor de CD en BG se ilustra en la figura 2.51.
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Figura 2.51: Motor de CD en BG

Las ganancias de ambos giradores que estan en el lazo de retroalimentacion corres-
ponden a las ganancias de retroalimentacion en la representacion de espacio de estados,
las cuales se obtienen como el ejemplo visto en la secciéon anterior.

Las ganancias de retroalimentacion de este sistema son las siguientes.

K=[-1,55 —148]

Sin embargo, estas constantes estan en funcion de las variables generalizadas de energia,
para obtener su valor relacionado a las variables de potencia se debe multiplicar por el
inverso de la magnitud del elemento, para este caso k1 = &1

L; y k2= % Los valores fisicos
se muestran en la siguiente figura 2.52.

Figura 2.52: Valores fisicos de simulacién

El sistema es naturalmente estable, sin embargo a través de las ganancias de retroali-
mentacién, se mejora su estabilidad en cuanto a la velocidad de estabilizacién, los estados
con las ganancias de retroalimentacién puedes observarse en la figura 2.53.
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Figura 2.53: Estados retroalimentados
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Capitulo 3

Modelado de Robots Manipuladores

3.1. Elementos y uniones de un Robot industrial

Mecanicamente un robot industrial, se compone de un brazo, una muneca y una he-
rramienta, el brazo esta conectado de forma rigida a una base de soporte mientras que la
muneca tiene la funcién de conectar y darle movimiento a la herramienta con el extremo
del brazo. Estos robots industriales tienen un érea/volumen de trabajo, dependiendo de
su movimiento, esto puede entenderse como el rango maximo y minimo de movimiento

del robot [1].

La muneca consta de normalmente tres movimientos giratorios: elevacién, desviacién y
giro, esto quiere decir que la muneca da la orientacién y el brazo la posiciéon. El bra-
zo esta formado por una cadena de eslabones rigidos, conectados entre si a través de
uniones/juntas, donde cominmente son de revolucién o prisméticas, este tipo de uniones
aporta 1 movimiento independiente al robot [16].

Las uniones prismaticas, se representan por una letra P, y permite el movimiento relativo
lineal entre dos eslabones, mientras que las uniones de revolucién, se representan por una
letra R, y permiten el movimiento relativo angular entre dos eslabones, estas uniones se
representan en la figura 3.1 y 3.2 [29].
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Figura 3.1: Unién de revolucién

Figura 3.2: Unién prismatica

Se denota el eje de rotacién y/o lo largo del desplazamiento, por z; si la unién conecta
a dos eslabones. Las uniones revolucién, tiene como variable el dngulo de giro, es decir
0; mientras que la variable de las uniones prismaticas es la distancia d;. Cada unién da
n grados de libertad al robot, es decir que si un brazo tiene tres uniones de revolucion,
el brazo tendra tres movimientos independientes (61, 05 y 603) y sin embargo si tiene
1 unién esférica, también tendra 3 grados de libertad, puesto que las uniones esféricas
giran alrededor de los 3 ejes, esto surge a parte ir de la aplicacién del criterio de x para
determinar los grados de libertad de un mecanismo [30].

Normalmente, un robot manipulador debe tener al menos seis grados de libertad para
poderse mover en tres dimensiones, lo que conlleva a que tenga un volumen de trabajo,
si un robot tiene menos de esa cantidad de grados de libertad, significa que no puede
moverse en tres dimensiones, y por tanto su espacio de trabajo se reduce a un plano, sin
embargo si tiene més de esa cantidad de grados de libertad, se denomina como un robot
cineméaticamente redundante. El espacio de trabajo de un robot manipulador esta limitado
por la geometria del robot y por las limitaciones mecanicas de las articulaciones/uniones

1].

3.2. Clasificacion de los Robots

Los robots industriales son disenados con distintos propdsitos, como puede ser ensam-
blaje, soldadura, pintura, etc. lo que conlleva a una seleccién de varios parametros de
diseno, incluyendo su geometria y su estructura cinemaética. Existen varias maneras de
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clasificar a los robots manipuladores, entre ellas esta su geometria, cadena cinematica, su
funcién, la forma en la que son controlados, etc [2], [28].

La clasificacién geométrica donde caen la mayoria de robots manipuladores es la siguiente:

1. Articulado (RRR)

[N}

. Esférico (RRP)
3. SCARA (RRP)
4. Cilindrico (RPP)
5. Cartesiano (PPP)

Los elementos de esta clasificacion, reciben el nombre de configuraciones, los robots ar-
ticulados (RRR) por ejemplo, significa que las tres uniones son de revolucién, pero en
los robots esféricos (RRP), significa que su ultima unién, es remplazada por una unién
prismatica [29]. Algunas representaciones graficas de estas configuraciones se pueden ob-
servar en la figura 3.3.

Figura 3.3: Estructura de Robot Elbow RRR

Figura 3.4: Configuracion del manipulador esférico RRP
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3.3. Transformaciones Homogéneas

Las transformaciones homogéneas, se refieren a una funcién matematica que se utiliza
para transformar vectores y matrices en un espacio de un marco de referencia a otro
preservando sus magnitudes. En la robdtica, las transformaciones homogéneas se utilizan
para describir el movimiento rotacién y traslacion de un robot, la matriz de transformacion
unifica la representacion de la rotacién y traslacién de todos los elementos que conforman
al robot en un solo marco de referencia [16].

3.3.1. Rotacién

Un objeto rigido s cuyo marco de referencia es Oxqy;21, ademas de un punto p que
se encuentra en s y se desea relacionar las coordenadas del punto p con las coordenadas
de referencia fijas Ox,y,2,. Como p es un punto se construye un vector P, del origen al
punto p, y puede expresarse en términos del marco de referencia Ox1y,2; y del marco de
referencia Ox,y,2, debido a que comparten el mismo origen, de manera que respecto al
marco de referencia original se puede expresar como se la ecuacion (3.1) [30].

Py = Piiy + Piyji + Pk (3.1)

Sin embargo, también puede expresarse en términos de las coordenadas fijas como se
observa en la ecuacion (3.2).

PO - POzio + POyjo + P()zko (32)

Como P; y P, son el mismo vector en marcos de referencia diferentes, la relacion de sus
componentes entre estos dos marcos de referencia puede expresarse como las ecuaciones

(3.3), (3.4) v (3.5).

P, = P,i, = Pii, (3.3)
Po' = ojo = Pljo (34)
P =Pk, = Pk, (3.5)

Al factorizar en las tres ecuaciones el vector P; puede escribirse como la ecuacién (3.6).
P,=RP, (3.6)

La matriz R! representa la matriz de transformacién desde el marco de referencia
Oz1y121 al marco Ox,y,2, y es una matriz ortogonal. Si se desea encontrar la matriz
de transformacién desde el marco Ow,y,2, al marco Oxyy;2;, como R! es una matriz
ortogonal es decir que R¢ = (RL)™' = (R})T, entonces la ecuacién (3.6) puede expresar
como se muestra en la ecuacién (3.7) [1].

Py = R]P, (3.7)

Esta matriz de transformacion implica rotacion, por lo que se pueden tener 3 rotaciones
bésicas estas son respecto al eje x, al eje y y al eje z, como se muestra a continuacion.

1 0 0
R.(0) = |0 cosf —siné (3.8)
0 sinf cosf
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[ cos® 0 sind
R,(0) = 0 1 0 (3.9)
| —sin 6 0 coséb

[cosf —sinf 0]
R.(#) = |sinf cosf 0O (3.10)
0 0 1

La rotacién desde un marco de referencia Oxqy;2; hacia un marco de referencia Ox,y,z2,
o viceversa, depende del dangulo # como se ilustra en la figura 3.5. Partiendo de que el
marco Oxyy; 21 esta superpuesto en el marco Ox,y,2,, €l angulo 0 sera positivo, y entonces
la transformacién sera del marco Ox,y,z2, hacia Oxy,21, pero caso contrario si el marco
Ox,y,z, esta superpuesto en el marco Ox1y;12; y existe una rotacion sobre el eje z de 6
grados, entonces la transformacion es del marco Ox1y;z; hacia el marco Ox,y,2, con un
dngulo 6 negativo [16].

Figura 3.5: Rotaciéon sobre el eje z en 6 grados

Si existiera un tercer marco de referencia el tercer marco respecto al marco fijo se
representaria por B2 = R1R? es decir que para encontrar la representacién en el marco
fijo se debe encontrar la representacion del marco anterior hasta el marco deseado y
representar ese marco deseado en el marco anterior o bien como se muestra en la ecuacion
(3.11).

P,= R!RIP, (3.11)

Para 5 marcos de referencia entonces, la rotacion del quinto marco respecto al marco de
referencia fijo sera como muestra en la ecuacién (3.12).

P, = R:RIRSR;R,P; (3.12)

3.3.2. Traslacion

Ahora supongamos que se tienen dos marcos de referencia con origen distinto, es decir,
un marco de referencia fijo Ox,y,z, y un marco de referencia O;x1y;2; como se ilustra
en la figura 3.6 ambos son paralelos entre si, pero ahora se puede trazar un vector d que
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representa la distancia entre ambos marcos de referencia, de igual manera un vector P,
puede representarse tanto en el marco fijo como en el marco no fijo como la ecuacion

(3.13) [1].

0 Vi

Figura 3.6: Traslacion de Sistemas de referencias

P,= P +d; (3.13)
Por ende sus componentes seran:
Po:r; = Plx + dia} (314)
P,y = Py + déy (3.15)
P,. = P, +d,, (3.16)

La expresién (3.13) puede ser expresada en términos de rotacién y traslacién como se
muestra en la ecuacién (3.17).
P, = RyP, +d} (3.17)

Donde R} P, es el movimiento de rotacién y d! es el movimiento de traslacién, a este tipo
movimientos se les llama movimientos rigidos. Si existiera un tercer marco de referencia,
el vector P, se representaria en el marco de P; de la siguiente manera.

Py = RiP>+d; (3.18)

Como P; puede ser representado en términos de P, a través de la expresién (3.13), susti-
tuyendo (3.18) en (3.13), se obtiene la siguiente expresion [30].

P = R.R:P, + R.d} + d} (3.19)

En este caso R!R? representa el movimiento rotacional que puede ser escrito también
como R%y Rld? + d} representa el movimiento de traslacién que puede ser escrito como
d? Esto puede escribirse de forma matricial de la siguiente manera.

{Rl d})} [R% R%} B [R})R% RIdZ + d}

0 1 0 1

0 (3.20)
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Se observa que cada posicién de la matriz resultante sin embargo, vimiento rigido especifi-
co, es decir, que la posicion fila uno columna uno, esta conformada por un movimiento de
puramente rotacién, mientras que el elemento fila uno columna dos esta formado por un
movimiento de traslacion y por tanto se puede resumir esa matriz de la siguiente manera.

H= [Zf) ﬂ (3.21)

A esta matriz se le conoce como matriz homogénea o bien transformacion homogénea,
para poder representar la ecuaciéon (3.13) de forma matricial como una multiplicacién
(ecuacién (3.24)), se debe aumentar los vectores P, y P, como sigue [16].

F,
n= | (3.22)
P
Po = Hpr = po = Hypy (3.24)

Algunas transformaciones homogéneas basicas estan dadas de la siguiente manera.

1 00 a

Trans,, = 8 (1) (1) 8 (3.25)
000 1]
[1 0 0 0]

Transy, = 8 (1) (1J 8 (3.26)
000 1
[1 0 0 0]

Trans,,. = 8 (1) (1) 2 (3.27)
(000 1]

Estas transformaciones son para movimientos puramente de traslacion, respecto a x,y, 2
respectivamente. Para movimientos puramente rotacionales, se muestran a continuacion.

1 0 0 0
0 cosf —sinf 0
Rotyo = 0 sinf cosf 0 (3.28)
0 0 0 1]
[ cosf® 0 sinf 0]
0 1 0 0
Rotys = | _Gng 0 cosd 0 (3.29)
|0 0 0 1}
[cos® —sinf 0 0
Rot, o = S”S 0 COS 0 (1) 8 (3.30)
0 0 01
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La forma mas general de representar esta matriz de transformaciones homogéneas es la
siguiente.

T— | ™ Sy Gy dy _ |7 s
n, s, a, d, 0 0
0 0 0 1

1 -

O

Donde 77 es un vector representando la direccion del eje ox en el sistema 0,2,y,2,. y de
igual manera para los vectores §'y @ con respecto a los ejes oy y 0z respectivamente en el
sistema 0,,Yy,%,. El vector d representa el vector desde el origen o, al origen 0; expresado
en las coordenadas de 0,2,Y,2, [16].

3.4. Cinematica directa

La cinemética directa puede plantearse como determinar la posicion y orientacion del
efector final, conociendo las variables de las uniones del robot. Estas variables son las
establecidas por el tipo de unién, sera angular si la unién es revoluta o de traslacion si la
union es prismética [1].

3.4.1. Cadena cinematica

El objetivo principal del andlisis de la cinemética directa, ademas de calcular la po-
sicion y orientacion del efector final, es conocer los efectos acumulativos de todas las
variables de unién del robot, considerando que es un objeto rigido.

Partiendo de un robot que tiene n + 1 eslabones partiendo del eslabén 0 que es la base,
las uniones son enumeradas desde 1 hasta n e ;A es el punto en el punto de conexion
con los eslabones que estan enumerados como ¢ — 1. Las variables de cada union ;A son
enumeradas como ¢;, es decir que ¢; puede ser una variable angular o de desplazamiento

[16].

Ahora bien, se considera que cada unién, tiene asignado un marco de referencia distinto,
empezando por la base cuyo marco de referencia sera 0 es decir ogzoyozg, entonces la ma-
triz de transformaciones homogéneas, denotado por A;, transforma el marco de referencia
¢ al marco ¢ — 1 o bien al marco j, esta matriz de transformacién cambia dependiendo
de la configuracién y el movimiento que se tenga en el marco i, y por tanto la matriz A;,
dependera del tipo de variable que tenga la unién i, como muestra la expresién (3.32)
[29].

Ai = Ai(q) (3.32)

Ahora esta matriz, que transforma las coordenadas de un punto que se encuentra en el
marco de referencia j al marco de referencia ¢ también es llamada matriz de transformacion
sin embargo se denota por Tz-j , v se define de forma general para cada condicién como se
muestra en las siguientes ecuaciones.

T‘z] = Ai+1Ai+2---Aj—1Aj Si 1 < ] (333)
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V=1 si i=j (3.34)

)= (T)7 i i= (3.35)
Mientras tanto, el efector final sera una constante que es independiente de la configuracion
del robot, y se denota a través de un vector que une el marco de referencia del efector
final directamente con la referencia 0. Este vector de posicién se representa como dj y

una matriz de rotacién asociada al movimiento del efector final, la cual es una matriz de
3x3 dimensiones que se denota por R{, es decir como la matriz homogénea de la ecuacion

(3.36) [16].
H— [%0 dﬂ (3.36)

Entonces los tres movimientos del efector final (que conforman la posicién y orientacién)
estan dados por la expresién (3.37)

H = T3 = Ay(g1)An(ga) (3.37)

Cada transformacion homogénea de A;, es una matriz de transformacién homogénea de
la forma

_ | R dy
H = { 0 1 ] (3.38)
Entonces
Tij =Ain. A= { 6‘1 diil} (3.39)

Las matrices R expresan las rotaciones desde el efector final hasta la base, pasando por
todos los ejes de referencia anteriores a los ejes de referencia del efector final, de la misma
manera los vectores d [29].

3.5. Denavit-Hartenberg

La metodologia vista anteriormente, sugiere una gran dificultad que depende el nu-
mero de eslabones y uniones del robot, en la actualidad es normal encontrarse con robots
que posean minimo seis grados de libertad, lo que involucra seis uniones y al rededor de
la misma cantidad de eslabones, sin embargo también es comin encontrarse con robots
que posean mas de esta cantidad de grados de libertad, por ello se necesita una manera
mas sencilla de poder resolver el problema cinematico de un robot.

La representacién de Denavit-Hartenberg es una convencién, puesto que en la matriz de
transformaciones homogéneas se tenian seis variables, de las cuales 3 eran variables de
rotacion y 3 eran variables de desplazamiento, sin embargo al tratarse de marcos de refe-
rencia arbitrarios, se tiene la libertad de escoger minuciosamente que marco de referencia
conviene para cada eslabdn, en esta convencion, se escogen los marcos de referencia es-
pecificos para que el numero de variables pase de 6 a tan solo 4. Esto quiere decir que
la matriz de transformacién homogénea puede representarse como la multiplicacién de 4
transformaciones basicas, como se muestra en la ecuacién (3.40) [1].
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cosf; —sinf;, 0 O |1 O O O 1 0 0 a;f |1 0 0 0
A — sinf; cos# O Ol [0 1 0 O] (0 1 O O] |0 cosa; —sina; O
o 0 0 1 010 01 4|0 01 0| |0 sinaoy cosa; O
0 0 0O 1{{0 0 0 1|0 O O 1] 10 0 0 1
(3.41)
cosf;, —sinb;coscy; sinf;sincq;  a;cosb;
A, = sinf; cos 9Z cosqw; —cosb;sina; a;sind; (3.42)
0 sin oy COS 4 d;
0 0 0 1

Donde las cuatro cantidades 0;, «;, d; , a;, son parametros de cada eslabén i y union
1, ademas corresponden al angulo, torsién, desplazamiento y longitud respectivamente.
De estas cuatro cantidades, solo de una dependera la matriz de transformacién A; y las
otras cantidades restantes, seran constantes y por tanto dependera del tipo de unién que
una a los eslabones, si la unién es de tipo revolucién, entonces se tendra una matriz
de transformacion dependiente de 6;, pero si es de tipo prismatica, sera dependiente del
desplazamiento d; [1].

Los pasos para aplicar esta convencién a un robot en general son los siguientes:

1. Asignar los ejes de coordenadas a cada eslabdn del robot de tal manera que el eje z;,
se defina a lo largo del 7 — esimo par cinemético, en otras palabras el eje z; se define
a lo largo del eje i — esimo de rotacién de una union revoluta o a lo largo del eje
1—esimo de desplazamiento de una unién prismatica. Ademas el eje x; debe definirse
perpendicular al plano formado por los ejes z;_1 y z; apuntando en la direccién del
movimiento relativo del los eslabones ¢ — 1 e ¢ 0 en otras palabras, el eje x; tiene
que ser perpendicular al plano formado por los ejes z; y 2z;_1 apuntando hacia z;_1.
Por 1ltimo, el eje y, se define de tal manera para que el sistema de coordenadas
cartesianas x;¥;2;, sea un sistema dextro-giro, es decir que siga la regla de la mano
derecha [29].

2. El paso siguiente es construir una tabla donde el primer rengléon seran las cuatro
cantidades vistas anteriormente, es decir 0;, oy, d; , a;, los cuales reciben el nombre
de parametros de Denavit-Hartenberg. Estos parametros se obtienen de la siguiente
manera:

0; es el angulo que tiene que girar el eje z; para alcanzar la posicion de z;_; o
en otras palabras, el angulo para que z; sea paralelo a z;_1.

a; Es el angulo que tiene que girar x; para ser paralelo a x;_;.
d; es la distancia entre los ejes z; y 2;_1.
a; es la distancia entre los ejes z; y x;_1.
3. El paso siguiente es construir la matriz de transformacién homogénea T? | recordando
que esta matriz relaciona el sistema de coordenadas del eslabén 7 — 1 con el eslabon

i. Sustituyendo las cantidades en la expresién (3.42), de tal manera que si existen 3
eslabones, la matriz de transformacién homogénea seria de la siguiente forma [16].

T, = A; para el primer eslabdn.
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T2 = A A, para el segundo eslabén.

T3 = A Ay Az para el ultimo eslabén.
Finalmente, la tltima columna de T contiene la posicién del efector final en el
marco de referencia fijo, mientras que las 3 primeras columnas de T;; contienen su
orientacién también respecto al marco de referencia fijo.

3.6. Principio de D’Alembert

El analisis dinamico de sistemas mecanicos parte de la segunda ley de Newton, la cual
significa que la suma de todas las fuerzas aplicadas a un sistema debe ser igual al producto
de la masa por su aceleracién (ecuacion (3.43)), el andlisis estatico, parte de la misma ley,
sin embargo la diferencia es que si el sistema permanece sin movimiento, significa que la
suma de todas las fuerzas debe ser igual a cero, esto se define como un caso especial de
la segunda ley de Newton, donde la aceleracién a es igual a cero (ecuacién (3.44)) lo que
resulta en un andlisis de equilibro o estética [28].

Z F =ma (3.43)

Y F=0 (3.44)

Pero analizar la dinamica de los sistemas a través de la segunda ley de Newton puede
no resultar en una tarea facil, especialmente para sistemas grandes entonces el principio
de D’Alembert juega un papel importante en el andlisis dindmico. D’Alembert propuso
interpretar el andlisis dindmico como un simple problema de estatica, introduciendo el
concepto de fuerzas muertas y fuerzas vivas, lo que mas tarde se llamarian fuerzas de
restriccion y fuerzas aplicadas o de entrada y que la suma de estas dos fuerzas debe ser
igual al producto de la masa del sistema por su aceleracién [30].

Para entender mejor esto, imagine que se tienen n cantidad de particulas, enumeradas
desde 1 hasta n, todas las n particulas poseen un vector de posicién desde el origen de un
marco de referencia hasta cada particula n. Este conjunto de particulas, experimenta tanto
fuerzas internas, entonces se puede aplicar la segunda ley de Newton, donde la sumatoria
de las fuerzas internas que se ejercen entre todas las articulas, es decir entre la particula
1y la particula j mas la sumatoria de las fuerzas externas sobre cada particula i, debe
ser igual a la sumatoria del producto de la masa de cada particula ¢ por su aceleracion
correspondiente, todo esto puede expresarse como la ecuacion (3.45) [16].

o Fi+ Y FE =S m (3.45)
4,577 i i

Debido a la tercera ley de Newton las fuerzas Fj; y Fj; se contrarrestan, es decir que
F,; = —Fj};, al igual que las fuerzas Fj;, y por lo tanto, nos queda la expresién (3.46)

STEE =N (3.46)

(2

Sin embargo, esta expresién anterior no describe completamente el movimiento del sis-
tema, debido a que las fuerzas externas no son totalmente externas, sino que también
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existen las fuerzas de restriccién que limitan el movimiento del sistema y entonces se
puede expresar como la ecuacién (3.47).

SFEP + f) = me (3.47)

%

Donde f; son las fuerzas de restriccién. Considerando un desplazamiento infinitesimal dr;
ocasionado por estas fuerzas, se obtiene el trabajo virtual (3.48).

w="> (F“)dr, (3.48)

%

Entonces, si la expresién anterior es igual a cero, estamos hablando de que el sistema
esta en equilibrio puesto que no hay movimiento, no hay trabago realizado y a esto se le

conoce como el principio del trabajo virtual es decir que »_( Fdr; = 0. Sin embargo

Fi(m) = Fi(ap " 4 f;, entonces se obtiene la expresion (3.49).

ST(E 4 f)dr =0 (3.49)

i

Sin embargo, el principio de D’Alembert nos dice que las fuerzas muertas (fuerzas de
restriccién) no realizan trabajo, esto quiere decir que ), fidr; = 0, entonces se tiene la
siguiente expresion (3.50).
> (FPdr;) =0 (3.50)
(2
Las restricciones cuyo trabajo es 1gual a cero, se les denomina restricciones holonémica.
Pero como Fz(m) =F; (@P) 4 f, = p; = my#, sustituyendo en la expresién (3.51) se obtiene
el principio de D’ Alembert [30].

S (FE — i) dr; = 0 (3.51)

7
(2
Finalmente, una restriccion holonémica es aquella que puede expresarse de la forma
ri(q1,92,43,---,¢,) = 0 en otras palabras, una expresiéon algebraica dependiente de las
variables generalizadas, estas ultimas son linealmente independientes, mientras que r; son
linealmente dependientes de las variables generalizadas [16].

3.7. Ecuacién de Euler-Lagrange

El principio de D’Alembert esta en funcién de las coordenadas r;, que pueden ser
linealmente independientes, sin embargo se desea que el principio de D’Alembert este
en funcién de las variables generalizadas ¢;;,7 = 1,2, 3, ...,n. Partiendo de que F (eat)

F; (apl) fi = F; (apl) Fi(ext) — fi y como »_.(fidr; = 0) sustituyendo en el principio de
D’Alembert (Ec. (3.51)), se obtiene la siguiente expresién [30].

— (apl -
SOE™ — i = 0 (3.52)
i
Ahora se debe expresar el diferencial de los desplazamientos virtuales dr; en funcion
de las variables generalizadas ¢;, para ello, se deriva parcialmente cada desplazamientos
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virtuales dr; respecto a cada variable generalizada ¢; y multiplicado por un diferencial de
la variable generalizada, esto se muestra en la siguiente ecuacion.

. or;
dr; = Z ae dqy
k

Sustituyendo y operando en la ecuacién (3.52), se obtiene la siguiente expresion.
S n . 6_; . a f
> [z(na_r_mia-ar )]aqk_o
k=1 Li=1 r r
Donde

noo a??l
Q=) F- 90,
=1

or;
E m,m

oqy

Es la fuerza generalizada o bien, el trabajo virtual de las fuerzas aplicada y la sumatoria de
las masas m; por la segunda derivada de la posicién 7; es el termino inercial. Sustituyendo
Q@ se tiene la siguiente expresion.

Z (Qk—Zmn- >5Qk_0 (3.53)

Sin embargo, el termino Zi:l mir; puede ser expresado como

u = 8ﬁ “ d 87"1 N d 87"_;
;mﬂ”za—qk—;(a( ma k) ,ﬁ%a_qk)

Donde se resta el termino mmiggl debido a que queda el producto de dos variables

ory

distintas al extraer un diferencial respecto al tiempo de 7, en o m; 7 2 e Dado que

. dry or; . 0r;
T % = ZZ: 8—%% E
Es decir
i or; . 0r; . 0 . or; . 81”1
Ty = o0 G 62Q2+83Q3+ +8 It 57
Y por tanto
or;  Or
G N Iq

Reescribiendo el termino inercial

im.ﬁ..@ N~ (4 0B e d O
i1 v qu N 1 dt v 8qk v dt(‘?qk




Donde la energia cinética 1" es
1 .1 o . 0\
T=2 miii= 23 (migd; + o
22 2Z< aqjqﬁat)

Sustituyendo el termino inercial en la ecuacion (3.53) se obtiene la siguiente expresion.

: d o 0
———T+—T)-dq, =
I;:l(Qk it 9, + 9. )-0q =0

Si las restricciones son tipo holonémica entonces todos los dg; son linealmente indepen-
dientes entonces

d 0 0
2%y Y
Qk it Da + 90
d 0 0
_ 290 Y7 54
O Ogx - Ogy (3:54)

. . 1 . ., .
Si las fuerzas aplicadas F;*" son derivadas de una funcién potencial entonces, la fuerza
generalizada (), toma la siguiente forma.

a 0
‘Fi Pl = —ariV(T’l, T, )
apl O oV Or; ov  or ov  or ov  or
Qk:ZFipl_: - . :__._1_|__._2_|__._3_|_”_)
; o : r; gy, Ori dq1  Ory Oqa  Orz Ogs
Entonces
8‘/(7’1, T2,T3, )
Qr = — 3
4k
Como la funcién V' depende de las variables generalizadas ¢, entonces %—‘q/ = (0 entonces la
ecuacién (3.54) puede reescribirse como.
a0, 0,
dt gy, I,

Donde se define la funcién de Lagrange L =T — V donde T es la energia cinética y V' la
energia potencial. En el caso en que se tengan fuerzas de torsién o torques no derivables
de una funcion potencial, Q)5 puede dividirse en las fuerzas que si lo son y en las que no
lo son (7}), como es el caso de las fuerzas de friccién. Entonces se tiene la ecuacién de
Euler-Lagrange ((3.55)) [17], [16].

d 0 0

———L——L=T, 3.55

dt g, gy . (3.55)
Un ejemplo de aplicacién de la ecuacion de Euler-Lagrange, considere un péndulo de masa
m, suspendido a través de una cuerda rigida de longitud [, como se ilustra en la figura
3.7.
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Figura 3.7: Péndulo simple

El vector de posicién 7 desde el origen del sistema de coordenadas hasta la masa m,
se define como 7 = [ cos ¢i + [sin ¢j. Donde la variable generalizada es ¢, debido a que
es la variable que esta cambiando en el sistema. De manera que la energia cinética puede
ser calculada como se muestra a continuacion.

1 . 1 or or 1 or .
T=-mP?=-m(=— ¢+ =)= -m(=—-0¢)?
5" =5 (8(1 it5)" =3 ((% 9)
La derivada parcial de 7" es cero, puesto que no depende del tiempo y entonces la derivada
parcial de 7 respecto a ¢ es ¥ = (—Isin ¢i + [ cos ¢j), sustituyéndolo en la ecuacién de la
energia cinematica se tiene que.

T - %m((—lsin gi + Lcos ¢j) - §)?
= L@ sin? ¢ + P eos? 8) - )
= “m((sin? ¢+ cos? §) - 12 - ¢2)
= Gm((1)- - %)

= Imit-dy

Donde [ - gzﬁ es la velocidad tangencial, mientras tanto la energia potencial V| se define
como V = mgh, pero la altura h, es desde la masa hasta el marco de referencia, de tal
manera que es posible calcular la altura en funcién del angulo ¢, ya que se forma un
triangulo rectangulo y utilizando la funcién coseno, se puede calcular la altura, es decir
que queda como h = [ - cos ¢, sin embargo como se encuentra en el eje y negativa, este
termino es negativo, es decir h = —[ - cos¢ y sustituyendo este termino en la energia
potencial, resulta lo siguiente.

V=m-g-(=l-cos¢)=—l-m-g-cos¢

El lagrangiano se define como L =T — V', lo que resulta en L = %m(lgb)Q — (—=Img cos ¢),
reduciendo se tiene que L = %m(l(/ﬁ)2 + Im - gcos ¢. Aplicando la formulacién de Euler-
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Lagrange se obtienen los siguientes resultados.

oL
8_<b = —myglsin ¢
8—[.1 = ml2gz5
9¢
d oL, -
£<8_¢) =ml“¢

Y por lo tanto, el modelo de Euler-Lagrange para este sistema correspondiente a un
péndulo simple es. )
ml*¢ +mglsing = 7

Sin embargo, se puede factorizar la masa m y la longitud [?, ademas de que como no
existen fuerzas de entrada, ni friccién, 7 = 0 y por tanto.

é—k%sinqb:()

Lo que significa que el sistema es no lineal, porque la variable ¢ se encuentra como
argumento de la funcion seno, y es de segundo orden porque se encuentra la segunda
derivada de la variable ¢ [30].

3.8. Analisis dinaAmico de Robot manipulador de 1
eslabon 2D

Se tiene el robot de un eslabdn en la figura 3.8, cuya longitud es [ y se encuentra fijo
en el origen a través de uno de sus extremos, rota a través del angulo #, en el plano xy,
encontrar el analisis dindamico de este tipo de robots resulta cada vez mas complicado con
forme aumentan el numero de eslabones y por ende, el siguientes de uniones que aportan
nuevos grados de liberar. Para este robot al estar en un plano xy, y al ser solo un eslabon,
se puede encontrar su vector de posicién desde el origen hasta ya sea el centro de masa o
hasta la préxima unién, en este caso el otro extremo no fijo del robot [16].

Figura 3.8: Manipulador de un eslabén
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Entonces el vector de posicién r, sera igual en su componente en z a [ - cos(f;) y
su componente y esta dado por [ - sin(6,), debido a que estamos en un plano, se puede
construir triangulos rectangulos para calcular estas componentes. De esta manera se tiene
el vector en términos de los vectores unitarios 7, ;.

7= (1-cos(fy)) -7+ (I-sin(6y)) - J

Teniendo el vector de posicion, se puede encontrar el vector de velocidad, puesto que es la
derivada respecto al tiempo t del vector de posicién r y asi calcular la energia cinética del
eslabon y posteriormente la energia potencial del mismo. Entones el vector de velocidad
U resulta en la siguiente expresion.

U= (—1l-sin(b) - 01) 1+ (I - cos(6y) - 91) -j

El producto punto entre el mismo vector v es necesario para el calculo de la energia
cinética ya que esta es una magnitud escalar, y por tanto esto resulta en la siguiente
expresion.

U0 =11%- cos?(0;) - 912 + 112 - sin®(6,) - 912
=124,
Entonces la energia cinética resulta como sigue.
1 :
T:—-m1~l12-912
2
De forma similar, la energia potencial.
U=my-g-1l-sin(6y)
El lagrangiano resulta en:

1 .
L:5.(llQ.ml-6’12)—g-l1-m1-8in(91)

y la derivada parcial del lagrangiano respecto a la derivada del angulo #; resulta en:

oL .
—_— = ll2 ~Mmy - 01
00,
Al derivar la expresién anterior resulta en la aparicion de la aceleracién angular 0;.
d 0L .2
— (=) =12 -0
dt (891) e
Al derivar el lagrangiano respecto al angulo.
dL

a0 —g-l1-my - cos(b)

Y al restar ambas expresiones resulta en la ecuacion dinamica del robot de 1 eslabén en

2D.

d 0L dL

G5 = = 1 gy cos(6,) -1
1 1
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3.9. Analisis dinaAmico de Robot manipulador de 2
eslabones 2D

Se presenta el robot planar de dos eslabones en la figura 3.9 [1].

Figura 3.9: Manipulador de 2 eslabones

De forma vectorial se tienen dos vectores, uno por cada eslabén, desde el marco de
referencia cero hasta el eslabén, como se ilustra en la figura 3.10.

Figura 3.10: Manipulador de 2 eslabones

El vector Rs es la suma vectorial del vector R, + Rs,, de manera que los vectores R;
y Ry estéan definidos como. Donde z(t) = 01 y xo(t) = 0s.

Ry = [l cos 0, (1)) i+ [l sin 6, ()] j,
Ry = [l1 cos 01 (t) + ls cos O ()] 1+ [I1 sin b1 (t) + lo sin Oz(1)] j
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Las velocidades, son las derivadas de los vectores de posicién, y por tanto estan defi-
nidas como.

vV, = (-zl sin Hl(t)él(t)> i+ (zl cos Gl(t)él(t)> i
V, = (-zl sin 6, (£)6, () — I sin 92(t)92(t)) i
+ (11 cos 0y (£)6:(t) + I cos «%(t)«%(t))j

Teniendo estas velocidades se puede calcular la energia cinética asociada a cada eslabon,
para posteriormente , sumar ambas y obtener la energia cinética total.

1 .

T, = % <lf9'f + 1202 + 2141, cos(6y — 92)9192>

T = §lf(m1 + m2>8% + 5[%77@2&% + lllgmg COS(@l — ‘92)6192

La energia potencial esta asociada con la altura de cada eslabon respecto al eje x y por
tanto la altura del eslabén es la componente j de cada vector de posicién.

uy = glymy sin(6,)
U = ll sin(&l) + lg SiIl(eg)

u = gly(my + ms) sin 0y + glams sin 6y

Entonces, el lagrangiano se define como.
1
L=-
2

Para obtener la primer ecuacién entonces:

oL . .
87 = l%(ml —+ m2)91 + lllng COS(@l — 92)92
1
d 0L N _ . N ' .
E . (87) = ll(ml + m2)91 + lllgmg sm(@l — 92)92 + lllgmg cos(@l — 92)92 — l112m2 s1n(91 — 92)9192
1
dL _ .
d_el = —lllgmg 8111(91 — Q2)9182 — gll(ml + mg) COS 91
d 0L dL - . ; "
% . <%) — % = l%(ml + m2)91 + gl1<m1 + mz) COS 6‘1 + lllgmg sm(91 — 92)05 + l1l2m2 008(91 — 92)(92
1 1

Y para la segunda ecuacion.

29

l%(ml + mg)é’% + 5[%771293 — gll(ml + mg) sin Ql - glgmg sin 92 + l112m2 COS(@l - 02)9192



L . .
a—. = m2l§92 + l1l2m2 COS(91 — 92)61

00,

d 0L . . . .
E . <87) = mglgeg + l1l2m2 008(91 - 92)81 - lllgmg Sil’l(@l - 92)9% + l1l2m2 sin(ﬁl - 92)0192
2

dL
dbs

= l1l2m2 sin(@l — 02)9192 — gl2m2 COS 92

d 0L dL

i (87) = mglgég + l1lamy cos(6; — 92)51 — lilomg sin(6y — %)9% + glams cos Oy
2 2

Reordenando los términos se encuentra que la matriz de inercia M es.

M= ( l%(ml + mg) l112m2 COS(@l — 92))

lllgmg COS(Ql — 02) l%mg

Mientras que la matriz de Coriolis C'.

C = ( 0 lllzmg sin(<91 — 92)02)

—l1l2m2 sin(91 - 92)91 0
Y el vector de gravedad G.

G (gll(ml + my) cos 91)

glams cos 0
Entonces la ecuacién dinamica queda.

M(6)0 + C(0,0)0 +g(0) =T (3.56)

Matriz de inercia:
. l%(ml + m2> lllng COS(Ql — 92)
M(e) - (lllgmg COS(91 — 02) l%mg

Matriz de Coriolis/centrifugas:

; 0 l112m2 sin(91 — 62)92
0.0) = .
C( ’ ) (—lllgmg SiH(@l — 02)01 0

Vector gravitatorio:

~ (gli(mq + my) cos b,
8(0) = ( glamey cos By

Vector de torques: T = <7—1)

T2
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3.10. Analisis dinamico de Robot manipulador de 3
eslabones 2D

Anteriormente se obtuvo el modelo dindmico del péndulo a través del método de
Euler-Lagrange, sin embargo, este trabajo de investigacién esta orientado a los robots
manipuladores, mas concretamente al manipulador de tres eslabones. Se tiene el robot
manipulador de 3 eslabones en la figura 3.11, la conexién entre la base y entre cada
eslabdn, esta dada por uniones de revolucion, que suman 1 movimiento independiente por
cada unién, asi como son 3 uniones de revolucion, se tienen 3 movimientos independientes
en los angulos 6, 65 y 65 [16].

Figura 3.11: Robot Manipulador de 3 Eslabones

Se aprecia que existen 3 vectores, que parten desde el origen hacia cada extremo
superior de cada eslabon, de manera que se tendran 3 vectores desde el origen hasta cada
extremo de unién (3.12) y estos estardn en funcién de los angulos 6.

Figura 3.12: Vector de origen-unién 3

Las uniones estan enumeradas empezando por la unién-0 hasta la unién-3. De manera
que los vectores Ry, Ry y R3 son los siguientes:
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Ry = [l cos 01 (t)] i+ [l sin 6y ()] j,
Ry = [l cos 01 (t) + Iy cos 05(t)] i + [I1 sin 6y (£) + Iy sin 65(2)] ],
Ry = [l cos 04 (t) + Iy cos O (t) + I3 cos O5(t)] i

+ [l1sin 61 (t) + o sin Oo(t) + I3 sin b5(t)] j.

Las variables independientes #,, 65 y 603, son derivables respecto al tiempo ¢ y por tanto
se pueden encontrar los vectores de velocidad.

V, = (—11 sin&l(t)él(t)>i + (h cos 91(2?)91(2?))J'7

v, = (—zl sin 6, (£)6, (1) — Iy sin eg(t)éz(t)) i
(I cos 04 (0)61 (1) + L cos 0o(0)6 (1) )

Vs = (1 sin (1)1 (1) — Lasin Bu(t)i(t) — Ly sin s (1))
+ (z1 cos 01 ()01 (1) + L cos B (£)fa(t) + I3 cos 93(t)93(t)> j

El calculo de la energia cinética para este caso se define como T' = %mV2, sin embargo, el
termino V2 puede expresarse como el producto punto entre el mismo vector V' y entonces
para este caso la energia cinética se define como T = %ml(Vl )+ %mg(‘/g o)+ %mg(Vg
V3) = Ty +T»+ T3, debido a que son 3 masas distintas, 3 vectores distintos. A continuacién
se muestra la energia cinética correspondiente a cada eslabdn.

1 .
T = §m15f93(t),

T, = %mQ [ (l1 cos 01 (t)01(t) + Iy cos 92(t)92(t))2

+ (ll sin 61 (t)@l (t) + lQ sin 02<t>02<t>>2 ] )

1 ) : '
Ty = gms [l%@%(t) + 1565(2) + 1565(¢)

+ 2[1[2 COS (01 (t) — 92(75)) 91 (t)@g (t)

+ 2[1[3 COS (91 (t) — 93(t)) 91 (t)@g (t)
+ 2l2l3 COS (92 (t) — 93(15)) 92 (t)63 (t)] .
Mientras que la energia cinética total T'="T} + Ty + T3

2
+ 20115 (my + m3) cos (B1(t) — Bo(t)) 61(1)0a(t)
+ 2[1[37713 COS (81 (t) — 93(t)) 91 (t)03 (t)

+ 2lyl3mg cos (B5(t) — O5(t)) B2(t)05(t) ]
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El célculo de la energia potencial, de la misma manera que la energia cinética resulta en
la suma de la energia potencial del eslabon 1, mas la energia potencial del eslabon 2 y la
la energia potencial del eslabon 3, mientras que las alturas corresponden a la componente
J de su vector asociado. Las energias potenciales resultan en las siguientes expresiones.
Definiéndose la energia potencial como U = mgh.

U1 = gl1m1 sin 91 (t),
U2 = gms (ll sin Ql(t) + lQ sin 02<t)) s
Ug = gms (ll sin 91 (t) + lg sin 92<t) + 13 sin (93(15)) s

Mientras que la energia potencial total es.
U=g| lysin®(t)(m1 +mg +m3) + lasinby(t)(me + ms) + l3sinbs(t)ms

Teniendo la energia cinética total y la energia potencial total, se puede calcular el La-
grangiano, el cual es L =T — U, la diferencia entre la energia cinética total y la energia
potencial total.

1 . . .
L= 5 [ (m1 + mo + mg) lf@f(t) + (mg + mg) l%é’%(t) + mglggg(t) ]

— g[ l1sin 6y (t)(mq + mg + mg3) + lasinbOy(t)(ma + mg) + l3sinO3(t)ms }

+ | 2010y (g + mg) cos (61 (2) — 02(t)) 61(£)s(2)

+ 2l113m3 COS (91 (t) — 93 (t)) 91 (t>03(t>

+ 2lyl3ms cos (B (1) — O5(t)) O2(1)05(t) ] .

Al ser tres variables generalizadas (los tres dangulos independientes), se tendran tres ecua-
ciones diferenciales, obtenidas de la aplicacion de la formulaciéon de Euler-Lagrange al
Lagrangiano, la primera ecuacién resulta del angulo 6;, esto puede ser en cualquier or-
den, sin embargo, para que sea mas visible se hara primero 6; luego 6, y por ultimo 65.
Aplicando la formulaciéon de Euler-Lagrange para 6.

oL

1

+ l112m2 COS (01 (t) - 02 (t)) 92(t>
+ l112m3 COS (91 (t) - 92 (t)) 92 (t)

+ lilgmg cos (61 () — 03(t)) O3(1).
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d (0L .
" (—) = (my + ma + mg) 170, (¢)

06,
+ (ma + mg) iy cos (61(t) — (1)) (1)
+ mylyls cos (01(t) — B5(t)) O5(t)
+ (ma + ms) Lily sin (61(t) — 6(t)) 65(t)
+ mglyls sin (01 (t) — 05(1)) 02(t)
— (ma +mg) lLilysin (01(t) — 92@)) 1(1)6s(t)
— mglylssin (01 (t) — 05(t)) 01()05(t).

oL

— = —gly cos 01 (t) (my + mg + m3)
00,

— 1ly (Mg + ms) sin (61(t) — 05(1)) 0, (1)05(t)
— Lylgmagsin (6, (t) — 05(t)) 6, (1)8s(2).
Por tanto la primera ecuacion queda de la siguiente forma:
B = (my +my + mg) 136, (t)
+ gly cos 01 (t) (my + mg + ms3)
+ l1ls (mg + mg) sin (61(t) — 02(1)) Hg(t)
+ lilgmg sin (61 (t) — 03(1)) ég(t)
+ Uyly (mg 4 ms) cos (01 (t) — Ba(t)) b(t)
+ lilsmg cos (61 () — 65(t)) 93(25)

Repitiendo esto mismo pero para el dngulo 65 y su derivada 6, se tienen las siguientes
expresiones aplicadas al lagrangiano L.

oL .
8—9.2 = (mg + mg) l292(t)
+ (m2 + mg) lllg COS (91(1?) — eg(t)) 91 (t)

(

+ m3l2l3 COS (02 (t) — (93 (t)) 93 t)

d (OLY _ 0
& (8_92) = (m2 + m3) l2(92(t)

+ (mg + mg) l1ls cos (91 —6s) 91( )
) 05(1)
— (mg +ms) Ll sin (6 — 6,) 02(1)
+ mglyls sin (0 — 63) 02(t)
+ (Mg + ms) il sin (6, — 92) )1 (£)0(t)
( ) 62(1)65(1)

+ m3l2l3 COSs (92 — 93

- m31213 sin 92 93
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oL

26, = —gly cos O5(t) (mg + mg)
+ (mg + m3> lllg sin (Ql — 92) 6 ( )Qg(t)
)

— m312l3 sin (92 ‘93) 92( )9 (

Eey = (ma + mg) 1264(t)
+ gl cos O5(t) (ma + ms3)
— (mg + mg) l1ly sin (91 — 6,) 0%(t)
+ mlyls sin (6, — 03) 03 (t)
+ (Mg +msg) L1y cos (B — 6) 61 (t)
+ mslyls cos (B — 63) O5(t)

finalmente para 65 y su derivada 6s.

8L
—l m36’3( )

3
+ l1l3m3 COS (81 (t) — 03(

—+ l2l3m3 COS (92<t> — 93( )

d (0L o, -
E (a—‘93> = l3m303(t)

4~ 4~
SN—
SN— SN—
. D
[\ =
~
N— S—

— lylymg sin (0; — 63) 03(¢)
— lylymig sin (05 — 63) 02(¢)
+ Iylgms cos (61 — 63) 61 (t)
+ lylgms cos (B — 63) 6 (1)
+ l1lsmgsin (6, — 03) 93<t>91 (1)
+ lylgmg sin (6 — 0s) B3(t)05(t)

0L

l1l3m3 sin (91 — 93) 93( )91 (t)
00,

— glgmg COS Qg(t)
+ l2l3m3 sin (92 - 93) 93(t)92 (t)

E.5 = 12ms05(t)
+ glsms cos Os(t)
— lilsmgsin (0, — 03) 63(t)
— lylgmg sin (65 — 63) 02(t)
+ 1yl3ms cos (0; — 603) 1(t)
+ lylymi cos (03 — 63) Os(t)
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Pero, generalmente estas ecuaciones se reordenan sus elementos para reescribirlas en forma
de la ecuacion dindmica de un robot, la cual tiene la siguiente forma.

M@0+ C(0,0)0 + g0 = _T (3.57)
—— —_———— ~—~ T\/
Inercia Coriolis/Centrifugas Gravedad orques

Los términos de la matriz de inercia M, dependen de las variables generalizadas y estan
acompanadas de sus segundas derivadas, para este robot, su matriz de inercia es la si-
guiente:

2(my + ma + m3) lila(mag 4+ mg) cos (61 — B)  l1lzms cos (61 — 63)
M(0) = |[lilo(me + m3) cos (61 — 65) 13(ma + m3) lolsms cos (6, — 653)
lll3m3 COS (01 — 03) l2l3m3 COS (82 — ‘93) l§m3
(3.58)

De una forma similar, la matriz de Coriolis o matriz de Centrifugas, depende de las
variables generalizadas y de sus derivadas, y su derivada se puede factorizar. Para este
robot la matriz de Coriolis es la siguiente.

) 0 . l1l2(m2 -+ mg) sin (91 — 92) 02 l1l3m3 sin ((91 — 93) Qg
C(O, 0) = —lllg(mg + m3) sin (01 - 92) 61 0 . lzlgmg sin (62 - 93) ‘93
—l1l3m3 sin (01 - Q3) 01 —l2l3m3 sin (62 - 03) 62 0
(3.59)

Por otra parte, el vector de gravedad G, solo depende de las variables generalizadas, para
este robot, este vector es el siguiente.

gly cos by (t) (my + ma + mg)
g(0) = gla cos Oy(t) (mg + ms3) (3.60)
glsmg cos 05(t)

El vector de torques 7, representan las fuerzas que actiian sobre cada articulacién, se decir
las entradas al sistema, entre otras fuerzas que actian sobre las articulaciones [28].

3.11. Movimiento en 2 dimensiones en Bond Graph

Hasta el momento, todos los modelos antes vistos de sistemas mecanicos en Bond
Graph, han sido unidireccionales, es decir que su movimiento solo es a lo largo o alrede-
dor de un solo eje, sin embargo, existen movimientos compuestos que hacen que existan
movimientos en mas de un solo eje, como por ejemplo, movimiento a lo largo de dos ejes, o
a lo largo de un solo eje y ademas rotando al rededor de otro. El ejemplo mas comun para
ilustrar el movimiento en dos dimensiones es con un eslabén o barra rigida, consideremos
que tenemos la barra rigida en un eje de coordenadas arbitrario (x,y) ilustrada en la figura
3.13, la barra no esta sujeta a nada, es decir que no tiene restricciones por lo que puede
moverse a lo largo del eje x e y, ademas de poder rotar en direccién horaria o antihoraria
[21].
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Figura 3.13: Eslabén 2D sin restricciones

Se observa en la figura 3.13, que el eslabon posee tres puntos clave, los dos extremos
(A y B) y el centro de masa (CM), los dos extremos son puntos de conexién con otros
elementos mecanicos, mientras que el centro de masa, es el punto de interés, puesto que
el centro de masa concentra toda la masa del eslabén en un solo punto, lo que facilita
la interpretacion dinamica debido a que ya no se observa como un eslabén entero sino
como un punto. El movimiento del eslabén, puede ser ocasionado por fuerzas aplicadas en
ambos entremos, lo que producird que se traslade o rote, o bien un movimiento combinado
[23]. En Bond Graph, los tres puntos importantes tienen un eje de coordenadas distinto,
al derivar dichos ejes de coordenadas, se tienen ahora en funciéon de la velocidad y no
en funcién de la posiciéon, puesto que la velocidad es una variable de potencia en Bond
Graph.

Figura 3.14: Ejes de coordenadas absolutos

La velocidad v, es la misma para los tres puntos, puesto que los tres puntos son
restricciones entre si, y rotan a la misma velocidad. Debido a la esta velocidad angular,
se produce un nuevo marco de referencia en cada punto, los cuales son iguales, ya que
la velocidad angular tiene asociado una velocidad tangencial la cual es descrita por las
ecuaciones de transformacion cuyas componentes de esta velocidad son Vyaa y Vyaa para
el punto de unién a, y Vyaa y Vyaa. Por tanto, la cinemaética del eslabén queda descrita
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por las siguientes expresiones:
me = ‘/1‘ - ‘/Ia“a
Vym =V, + Vyaa
Ve =Vom — Viba
Vy = Vi — Vyba

La dinamica de la barra esta dada por las siguientes tres ecuaciones:

. Af,
V;:m: f
m

. Af

Vom = =10
. AT
v, ==
J

Donde m y J son la masa e inercia del eslabén, mientras que Af, y Af, son las fuerzas
netas actuando en las direcciones x e y del centro de masa, y A7 es el par neto actuando
también en el centro de masa. En la figura 3.15, se presenta el Bond Graph de un eslabén
[21], [12].

Figura 3.15: Bond Graph de un eslabén con movimiento bidimensional

A continuacién se presenta una explicacion del BG de la figura anterior, como cada
punto de union tiene dos componentes de velocidad diferentes, eso significa que se tienen
tres uniones de conservacion de flujo, es decir tres uniones 1, puesto que la velocidad an-
gular V,, también es una variable de velocidad en mecanica rotacional. De manera que las
uniones 1 etiquetadas como V,,, V,, corresponden a las velocidades lineales de la unién a,
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mientras que las uniones V3, V,, corresponden a las velocidades en el punto de unién b, sin
embargo, en ambos puntos la velocidad angular es la misma, sin embargo, la localizacion
de la velocidad angular es diferente, por ello la uniéon V, en ambos extremos.

Las tres componentes etiquetadas como m,, m, y J, representan las tres ecuaciones
dinamicas vistas anteriormente, mientras que la componente etiquetada como C', repre-
senta la rigidez del eslabdn, la variable de flujo integrada ¢ de este elemento, resulta en
el dngulo a (debido a que la senal de flujo es la velocidad angular, y la integral de la
velocidad angular resulta en el propio angulo, asi mismo la integral del flujo resulta en la
carga ¢, que equivale al dngulo «), y este modula los transformadores mediante un Bond
activo [23].

Los ejes que se encentran en el centro de masa son representados por las uniones 1 cu-
yas etiquetas son iguales a las mostradas en la figura 3.14, lo que significa que de estas
uniones salen las velocidades asociadas al centro de masa, ademas de estar ligadas a las
uniones 0 que representan la conservacién de la fuerza en los ejes x e y y estas a su vez,
en conjunto con las uniones 1 del centro de masa, calculan los esfuerzos netos actuando
sobre el elemento de inercia I del eslabon. Por si solas, estas uniones 0 representan las
ecuaciones cinematicas del eslabén. Las ganancias de los transformadores representan las
ecuaciones de transformacién y estan modulados por el 4&ngulo « proveniente de la rigidez
del elemento C.

Las fuentes que se encuentran en el exterior del rectangulo, representan las entradas que
se suministran a los extremos del eslabdén, estas pueden ser fuentes de velocidad o fuentes
de fuerza/par, sin embargo, estas fuentes no siempre existiran, por ejemplo si la unién b
del eslabon esta fija, no tiene movimiento, y por lo tanto no, no interesara la fuentes de
entrada en este punto, sino en el punto a que esta libre sin embargo, para el anélisis en
BG, se requieren estas fuentes de forma simbdlica, al final del analisis todas las fuentes
no implicadas se harén cero [12].

Por ejemplo, se tiene un manipulador de un eslabon, como se ilustra en la figura 3.16, y
su Bond Graph en la figura 3.17, nétese que se ha anadido una fuente de esfuerzo en la
union 1 vy, la cual representa el peso del eslabon, debido a que su masa esta bajo accion
del campo gravitacional.

Figura 3.16: Manipulador de un eslabén
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Figura 3.17: BG manipulador de un eslabén general

Figura 3.18: BG manipulador de un eslabon

Los elementos en causalidad integral son los elementos de rigidez y de inercia, debido
a que estos deben ser linealmente independientes del resto de los elementos, ya que re-
presentan la propia inercia de la barra y su dangulo. Mientras que los demés elementos de
almacenamiento deben ser linealmente dependientes de los elementos antes mencionados,

por tanto los vectores clave de este BG son los siguientes:

| @ s | L | _
v {ng}’ B {629}7 {f29]’ “

fi
€12
€13
€16

fir

€23

€28 |

_ | Ps . _ | €6 | Je
= [pzz}’ = [622}7 = [fm}
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Se observa que no existen los vectores D;, v D,,; debido a que no existen elementos que
de disipacion en este sistema. Los vectores de relaciones constitutivas para este robot de
un solo eslabon son las siguientes:

1 1
) ol )

1
J My
Por tanto, la estructura unién para este BG, resulta en el siguiente:

2o

€7
bil

€12
€29

€13
f7 | S11 S13 Su4

= €16
f6 531 533 S34

foo Sz

€23
€28
€6

€22 |

Al realizar el andlisis de trayectorias causales, se encuentra que la estructura union es la
siguiente, recordando que las ganancias de los transformadores son I cos(q14) v I*sin(qi4)
debido a que estan modulados por el elemento Cy4 [12].

€14
fas
fr

—lcos(g7) —2lcos(q7) —lsin(g7) lcos(qr) {;ﬁ

0 0 0 0 i
0 0 0 0 3
0 0 0 0 c2

€29 0 -1
7| 1 0
fe| | Isin(gz) 0O
fo2 —lcos(qr) O

0 2lsin(gr) 11
0 0 00
0 0 00
0 0 00
€11
€17
€18

€29 |

Como este es un sistema cuyo Bond Graph esta formado por elementos en causalidad
integral pero también elementos en causalidad derivativa, la matriz de estados A y la
matriz de entradas B, estan afectados por una matriz E que representa el efecto de
los elementos en causalidad derivativa en el sistema, dichas matrices se calculan con
ecuaciones vistas en secciones previas. Por tanto la matriz F resulta en lo siguiente:

1 0

E= ,
mil“+J
0 —J+

Y en consecuencia la matriz A y B son descritas como:

0 l 0 0 0 0 0 0 0
A= J Jlip= | o _J  _2Jising) J 2Jlcosler) Jlcos(ar)
T OmiZ+ ) ! mi2+J  omlP+J miP+J o miP+J o mli+J
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La ecuaciéon de estados es entonces & = Ax + Bu + Hu, donde H es obtenido mediante
S14 * FJ1 * §31 sin embargo, este calculo resulta en la cancelacion de todos los términos
resultantes de la matriz H, por tanto el termino Hu resulta cancelado [12]. Entones se
tiene que:

LR

P29

e
9 C(mi2+ J) mil2+J ml2+J

o Yl

{‘ﬂ+ 3 _ch(z)s(q7) : {616}

Al aplicar la tranformacion de # = F~'2 — 2 = F#, lo que significa que ahora esta en
términos de la derivada del vector Z, es decir que con esta transformacion la ecuacién de

estados ahora es Z = Az + Bu y por tanto la primera ecuacién se muestra a continuacién
[21]:

1 J 1 J 1 J

Jo9 J T CmiE+ ) Q7+J 2] €16 T mP L cos(qr) - ea3

e = (ml* + J) 0+ % + lcos(qr) - €23
Donde fa representa la derivada del flujo fa, fisicamente representa la derivada de la

velocidad angular, es decir la aceleracién angular 6, si la rigidez C, es considerada como
rigidez infinita, entonces.

(ml?+J) -0+ lcos(qr) - €23 = exg

Donde es3 representa el peso del eslabon, es decir la masa del eslabén por la gravedad mg
y e16 es el par de entrada mientras que g7 el angulo 6 y ademas al considerar J = 0, se
tiene la siguiente expresion representa la dinamica del eslabdn:
(ml?+J)-0+1cos(d) -mg= 7
mi? - 6 + 1 cos(0) - mg

T

Al comparar la expresion obtenida a través del andlisis dinamico de Euler-Lagrange y
la expresién obtenida aparir del andlisis en Bond Graph, se aprecia que si el elemento
J = 0, lo que significa que no se toma en cuenta el momento de inercia del eslaboén, las
expresiones matematicas son exactamente iguales [21], [23].

3.12. Manipulador de 2 eslabones en Bond Graph

El robot manipulador de 2 eslabones planar en Bond Graph, es una extension del de
un solo eslabdn, a continuaciéon se presenta el diagrama del robot de 2 eslabones, en la
figura 3.19 se presenta la parte 2, es decir la parte del eslabon 2, mientras que en la figura
3.20 se presenta la parte 1, referente al eslabén 1 [23].
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Figura 3.19: BG del robot manipulador de 2 eslabones parte 2

Figura 3.20: BG del robot manipulador de 2 eslabones parte 1

Al enumerar todos los Bonds, se obtienen los siguientes vectores clave.

D43 €43 f43

q42 . fa2 €42 T
xr = T = z = U= (€1 € €3 €17 €30 €45 Es6 55 57| -

P15 |’ ers | fis |’ [ fos ]

q14 fia €14

Los vectores clave de los elementos en causalidad derivativa son:

P41 €41 far
P44 . €44 f44
Tq = ) XTq = 5 Zd = 5
P15 €15 f15
D16 €16 f16

Las matrices F'y F, (relaciones constitutivas), que contienen las magnitudes de los ele-
mentos de almacenamiento en causalidad integral y derivativa respectivamente quedan de
la siguiente manera.

= 0 0 0 =0 0 0
0 L 0 o0 0o -~ 0 0
i Cq — miy
F=10 Y = 0]’ Fa 0 0 4 0
0 0 0 & 0 0 0 ==
2 may
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Esto significa que la matriz de estructura uniéon sera como sigue:

[ fa3 ]
€42
Jis
€14
—- - €1
€43 es
fio 63
€15
fia S11 S12 S13 €17
fa = | S21 S22 S23 €30
831 832 533 €45
Jaa s
f15 for
_f16_ for
€41
€44
€15
| €16

Al realizar el analisis de la estructura unién resulta en que las matrices Si1, Si3, S14 ¥
S41 son como sigue.

0 -1 0 O
1 0 0 O
Su=1y o o -1
0O 0 1 0
—ly sin (1) 0 Iy cos (x1) Iy cos (1) -1 lycos(zy) 1 0 O
S, — 0 0 0 0 0 0 0 0 O
13— losin(zy —x2) 1 Iy cos(zy —xe) Iz cos(zy —xe) 1 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
Iy sin(z1) 1 cos(x1) 1y sin (z1) —ly cos(x1)
g 0 0 0 0
1= 0 0 —lg sin (x1 — z2) —lo cos(x1 — x2)
0 0 0 0
711 sin (131) 0 0 0
—ly cos(z1) O 0 0
Sy = . :
—lysin(zy) 0 Ilpsin(zy—x3) O
lycos(z1) 0 lpcos(xy—x2) O

Como se tienen elementos en causalidad integral, se debe calcular la matriz E, la cual
describe la relacion entre estos elementos y los elementos con causalidad integral que en
este caso son los elementos de momento de inercia y de rigidez La matriz de estados A,
para este caso es directamente, la forma de calcular esta matriz, al igual que la matriz de
estados y la matriz de entradas, se vio en secciones previas, entonces las matrices quedan
de la siguiente forma [12].
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Esta matriz F esta en funcién de las masas en x e y de los eslabones, sin embargo, se debe
sustituir que m1 = mlx = mly de la misma manera para el eslabon 2, m2 = m2x = m2y,
al realizar esta sustitucion, y reduciendo, se obtiene la matriz E antes mostrada. Mientras

B =

Jitl®mi 2 mo

J1

l11lxms cos(2x1—x2)

J1

l1lomg cos(2x1—x2)

0 J2

1 0

0 ma lg2+j2
J2

0 0

tanto la matriz A y B, son como se muestran a continuacion.

—ll sin (xl)
0

B=FE""'.

Iy sin (1 — x2)

Sin embargo, solo nos interesan las entradas correspondientes al par aplicado al primer
eslabon y el par aplicado al segundo eslabdn, asi como las entradas de masa por gravedad
de ambos eslabones, y por tanto las deméds entradas son cero, entonces se obtiene una
matriz B acorde al modelo comin del robot, la matriz de entradas se convierte en la
siguiente expresion matricial.

Asi se obtiene entonces el modelo de espacio de estados del manipulador de 2 eslabones

planar.
€43 0
Ji2| 1 JL1
€15 =L 0
J1a 0

Sin embargo, este espacio de estados esta en funcion de los estados, que son las integrales
de las variables de esfuerzo y flujo y como es un sistema mecanico rotacional, los esfuerzos
corresponden a par, y los flujos a velocidad angular, y por tanto los estados son momento
angular y el dangulo, ya que la integral del par, es el momento angular y la integral de
la velocidad angular es el propio angulo. En la formulacion de Lagrange, se tienen acele-
raciones angulares y velocidades angulares por tanto se requiere llegar a estas variables,
entonces se sabe que hay una relacién entre los estados x y los estados z, de forma que

0

B=E".

|~

OOOQ

[y

S-o o o

o O O =

= O O O

0 -& 0 0
1
- 0 0 0
A=E1' | "
0 0 0 —C%
0o 0 4 0
0 Iy cos (z1) Iy cos(x1) -1
0 0 0 0
1 lpcos(xy—xa) lpcos(xy—x) 1
0 0 0 0

—1 Ij cos(xq) Iy cos(x1)

0 0 0

1 0 lo cos (331 - $2)
0 0 0

u=[e56 €30 ed5 el

0
1
0

+E7

o O O
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0
0
0

11 cos
0
0
0

—1 1y cos (1)

(z1)

o O O O
S O O O

1
0
0
0

Iy cos (x1)
0
ly cos (z1 — xg)
0

eb6
e30
edb
el7



z = f -z, de la misma forma existe una relacion entre & y 2, de manera que 2 = F' - &,
aplicando estas transformaciones queda entonces que.

|~

fa (3 -z 0 0 fi3 1 =1 I cos(xy) Iy cos (x1)
é42 _ 1 J_l 0 0 0 -1 €42 0 0 0 0

fis FE=( 0 0 0 _c% F fis + 0 1 0 ly cos (x1 — 9)
é14 0 0 5 0 €14 00 0 0

Ja

Operando las matrices A - F' y aplicando la operacién opuesta al termino F - E~! se tiene
entonces que [21].

f43 0 -1 0 0 f43 1 -1 ll COS (ZEI) ll COS (I'1> €56
-1 é42 . 1 0 0 0 . €49 0 0 0 0 ) €30
ok fis] 10 0 0 -1 fi5 + 0 1 0 ly cos (x1 — 9) €45
é14 0O 0 1 0 €14 0 0 0 0 e17
donde
jl —I—ll2m1 +l12 mo 0 ll lg Mo COS (2!131 —272) 0
0 c 0 0
—1 _ 1
b= lilamg cos (221 —x2) 0 ma ls® + jo 0
0 0 0 Co

Aparentemente la matriz F~! - E no es igual a la matriz M de la formulacién de
Lagrange, sin embargo, los angulos z; y 2, son dngulos respecto a un marco de referencia
absoluto, es decir que engloba a 6, y 65, de manera que los angulos x; y x5 equivalen a
x1 = 61 y x5 = 05 4 61, haciendo la sustitucién de los angulos absolutos por los angulos 6,
se obtiene que.

jl + l12 my + l12 meo 0 ll l2 Mo COS (91 — 92) 0

-1 _ 0 C1 0 0
F E= ll l2 Mo COS (91 — 92) 0 meo l22 + j2 0
0 0 0 Co

Aplicando esta igualdad a la matriz B y multiplicandola por el vector u, se obtiene
que.

es6 — €30 1 €171y cos (61) + eq5 1y cos (60;)

G = 0

es0 + ez la cos (6)
0

Donde e17 y e45 representan ms - g y my - g respectivamente, por tanto la matriz G es.

es6 — €30 + Mo -g - Iy cos(by)+my-g- Iy cos(br)
0
eso+mg-g - lg cos(6s)
0

Donde ademas esq — e3g representan el par neto aplicado al eslabon 1 y e3p representa
el par neto aplicado al eslabon 2. En cuanto a la matriz de Coriolis C', puede obtenerse a
través de los simbolos de Chistoffel aplicado a la matriz de inercias M [28].
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M(9) = My Mz _ 12(my + my) l1lams cos(6; — 6s)
My Ms, l1lams cos(0; — 05) 12m,

sea A =0, — 0y, My =1(mi+my), Mpg=1IllymycosA, My = I2ms.

calculando las derivadas parciales de M;; :
oMy 0 OMy,

R

oM . OM :

5 9112 = —llmaysin A, — 9212 = +11lymy sin A,
aMQQ _ 0 aMQQ _ 0

90, © 90, '

Los simbolos de Christoffel de 12: T';;, = l(

OM;;  OMy, — OM;
1 J + k_ gk).

00, 00, 00;
Célculo de los términos simbdlicos de Christoffel no nulos:

T122 = 5 (99, My + Og, M1z — 09, Mao) = liloma sin A,

F27171 = %(891 M21 + aglMgl - 892]\/[11) = — lllgmg sin A.

2
por tanto, la matriz de Coriolis es:  Cy;(6, 6) = Z Lijk 0.
k=1

Por componentes:

Cu =0,

Ciz =T12101 + 12202 = 0+ (LilamasinA) fy = lilymy sin(6y — ) by,
Co1 =To11 01 + o120 = (—lilomasin A) 0; + 0 = — l11ymy sin(6; — 62) 6y,
Chy = 0.

C(Q 0) 0 l1l2m2 sin(91 — 02) 92
’ a — l112m2 sin(91 — 02) él 0 '

3.13. Robot manipulador de 3 eslabones en Bond
Graph

El diagrama de este manipulador, se obtiene al colocar 3 veces el diagrama en BG de
un solo eslabon, en forma de pilar, o bien el diagrama del robot de 2 eslabones, anadir
un eslabon extra, como el diagrama es relativamente grande, se parte en dos para su
ilustracién, en la figura 3.22 de muestran los dos primeros eslabones, mientras que en la
figura 3.21 se muestra el eslabon final, que va encima de los dos primeros eslabones de la
misma forma conectado mediante una unién 0 para evitar conflictos de causalidad.
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Figura 3.21: Parte superior del robot

Figura 3.22: Parte inferior del robot

Cada eslabdn tiene asociado su masa distribuida en los ejes absolutos x e y, asi como
su elemento de rigidez y de inercia asociados a sus centros de masa respectivos, ademas de
considerar la fuerza de gravedad por su masa como una fuente de esfuerzo, colocadas en
el eje absoluto y del centro de masa. Enumerando cada elemento en causalidad integral,
empezando con el eslabon 1, es decir enumerando su elemento de momento de inercia
como el primero, posterior su elemento de rigidez, seguido de su masa distribuida en x y
después su masa distribuida en y, se consigue tener los vectores clave de los elementos en
causalidad integral y en causalidad derivativa, asi como las entradas [23].

P
q2
p3
g4
ps

| 96

€1

f2

€3

fa

€5

| fe ]

S

€9

fs

€4

f5

€6

T
U= [613 €14 €15 €16 €17 €1z €19 € €21 fao f23} ~
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_p7 1 [ €7 1 [ Iz 1
Ps €s fs
P9 . €9 fo
Tqg — Tqg — Zd —
P1o ’ e |’ flo ’
P11 €11 f11
| P12 | | €12 | _f12 ]

Mientras que las relaciones constitutivas para este robot son las siguientes.

r 1

o0 oo of
oo o ofko
o o oo o
o oo oo
oF o o o o
gHOOOO
|~ooooo

ro oo oo

Z

En este caso, al igual que los anteriores robots de menor niimero de eslabones, la relacion
constitutiva L = 0 porque no existen elementos de resistencia o de disipacién que provo-
quen que el sistema sea no conservativo. Esto tiene como consecuencia que solo tengamos
las matrices de estructura unién cuyos indices sean distintos de 2, es decir.

fi

€2

g

€4

5

s o
€13

2 €14
f €15
e: €16
o S11 S13 S14 €17
f = | S31 833 S24 €18
f S41  S43 S44 €19
¥ €20
o oo
J1o o
fi Fon
| f12] e
€s

€9

€10

€11

| €12 |

Sin embargo, como tampoco se tiene alguna salida deseada, la fila s3; también resulta
inexistente en este caso. Al aplicar el analisis de estructura unién a través de las ecuaciones
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de conservacion, se tienen las siguientes matrices.

0O -1 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O
/0 0 0 -1 0 O
WT 1o 0 1 0 0 0}’
0O 0 0 0 0 -1
00 0 0 1 0]
[1 lycosfy —1 lycosby 0 Ilycosfy —lisind; 0 licosf; O O]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00
|0 0 1 Ilycosfy —1 lycosfy —lasinfy 0 Ilycosfy 0 O
BZ g0 0 0 0 0 0 o 0 0o’
0 0 0 0 1 l3cosf3 —l3sinfl3 1 lIzcosf; 0 0O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
[1,sin#;, —lycosfy [ sinf; —ljcosf; lisinf; —I; cosb,]
0 0 0 0 0 0
- 0 0 ly8infy; —lycosby lysinfy, —Ilycosbsy
1= 0 0 0 0 0 0 ’
0 0 0 0 l3sinf; —l3cosfs
0 0 0 0 0 0 |
[—1;sinf; 0 0 0 0 0]
lycost; O 0 0 0 0
| =lLisinty 0 —lysinfy 0O 0 0
541 = lycos; 0 lycosbBy O 0 0
—ll sin 01 0 —lg sin 92 0 —l3 sin 93 0
| licosfy 0 Iycosfy 0 lIzcosfz O]

Teniendo estas matrices podemos calcular la matriz de estados A, y la matriz de entradas
B, sin embargo como es un sistema con elementos en causalidad derivativa, se tiene
que calcular la matriz F, entonces obteniendo dichas matrices se llega a las siguientes
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expresiones [12].

A +l%m1 +l%m2+l%m3 1113 cos(01 —02) (m2+m3) l1l3m3 cos(01—03)

A 0 . 0 A 0]
J1 J2 J3
0 1 0 0 0 0
1112 cos(91792)(m2+m3) 0 j2+l§m2+lgm3 0 laolsms COS(@Q*OS) 0
E= g1 J2 J3
0 0 0 1 0 0
l1l3ms COS(91—93) 0 laolgmg COS(02—93) 0 m3l§+j3 O
Ji J2 J3
i 0 0 0 0 0 1_
(0 —= 0 0 0 0
jil 0 0 0 0 0
e 0 0 0 —é 0 0
|0 0 ]iz 0 0 0
0o 0 0 0 0 —
0 0 0 0 L
L 73 i
[1 lycosfy —1 lycosfy O lycosb]
0 0 0 0 0 0
B 0 0 1 lscosfy —1 Iycosby
) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 I3cosf;
_0 0 0 0 0 0 i

En caso de la matriz B, las entradas de interés son solo las primeras 6 columnas, ya que
representan los 3 pares aplicados uno a cada articulacion y el peso de cada eslabon. Para
llegar a la forma en donde aparecen los termino de Euler-Lagrange, se necesita llevar al
sistema de la foorma i =A-2+B-u— E-F'-2=A-F'. 2+ B-u. Entonces estas
matrices son las siguientes.

i jl + l%ml + l%mz + l%mg 0 lllg COS(91 — 92)(7’)12 + m3) 0 l113m3 COS(91 — 93)
0 c1 0 0 0
E. F_1 . lllg 008(91 — 62)(7712 + mg) 0 j2 + l%mg + l%mg 0 l2l3m3 COS(92 — 63)
N 0 0 0 Co 0
l1l3m3 Cos(6’1 - 83) 0 l2l3m3 COS(QQ - 93) 0 m;;l% + j3
I 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0]
1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 O
. _1 f—
A-F 0o 01 0 0 O
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 1 0
[e15 — €15 + €141y cos (x1) + e16ly cos (1) + egly cos (21)]
0
Boue e15 — e17 + egla coso(:cg) + eqgly cos (z2)
e17 + eis l3 COS (1]3)
0
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Pero, e;g = mg3 - g, e16 = mo - g vy €14 = my - g mientras que ey3, €15 y €17 son las entradas
a las articulaciones 1, 2 y 3 respectivamente. La matriz A - F~! esta multiplicada por el
vector z, el resultado de esta multiplicacién es entonces.

e
J1
A Fl.,= | ™
T g
L f5 ]
[e13 —e15+my-g- 1y cos(0y)+ma-g- 1y cos(0y)+msz-g- 1y cos(6)]
0
B e1s —e1r+mao-g- ly cos(0s) +ms-g- ly cos(6s)
. u P O
err +ms-g- l3 cos(63)
0

Los términos de —es;, —ey y —eg en conjunto con los términos e;3 — €5, €15 — €17 y
e17 forman las entradas 7, 75 y 73 respectivamente, porque son variables de esfuerzo y
representan par. Al considerar los momentos de inercia iguales a cero, se obtiene que la
matriz F - F~' = M osea a la Matriz de Inercia [12], [23].

l%(ml + mo + m3) 0 lllg(mQ + m3) COS((91 - 02) 0 l1l3m3 COS(QI - 93)
0 c1 0 0 0
E. Fil _ lllg(mg + m3) COS(Ql — 02) 0 l%(mg + m3) 0 l2l3m3 COS(QQ - 93)
0 0 0 C2 0
l1l3m3 COS(el — 03) 0 lzlgmg COS(92 — 03) 0 mglg’
I 0 0 0 0 0

Para la matriz de Coriolis, los simbolos de Chistoffel son los siguientes:

C”’“_z( 20, o9, _ o0, > (3:61)

Para la matriz de inercia M(60) dada, los simbolos de Christoffel no nulos son:

c112 = —L1la(mg + mg) sin(6; — 0s)

c113 = —l1lgmgsin(6, — 03)

C121 = C112

C131 = C113

Co11 = £1€2<m2 -+ mg) sin(@l — 92)
C923 = —€2€3m3 sin(92 — 03)

C232 = C223

C311 = €1€3m3 Sin(91 — 63)
C399 — €2€3m3 Sin(eg — 93)

C332 = C322
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Todos los demas simbolos de Christoffel son cero. Los términos se pueden agrupar
como:

{ C1g = C13 = —€1€2<m2 + m(;) sin(91 — 92) para k=2

ke - C13 = C31 = —€1€3m3 sin(91 — 93) para k=3
o co1 = l1la(mg + m3) sin(f; — 6,) para k=1

2k Co3 — C39 = —€2€3m3 sin(¢92 — 93) para k=3
o c31 = l1lsmgsin(0; — 03) para k =1

Sk C3g — C33 = €2€3m3 Sin(92 — 93) para k=2

Donde se ha utilizado la simetria ¢;j, = ¢ [16], [28].

3.14. Linealizacién por retroalimentacion de estados

En secciones pasadas se explico el concepto de retroalimentacion de estados, la cual
es una forma de control de sistemas lineales, sin embargo en la realidad la gran mayoria
de sistemas son no lineales, lo que complica a niveles exponenciales su control, debido a
que no es predecible su respuesta, ademas de que varian en torno a puntos de equilibrio,
pudiendo ser inestables o estables al rededor del mismo punto. Para reducir la dificultad de
estos sistemas, y poder controlarlo, se aplica la linealizacion, a través de las entradas, para
el robot de un solo eslabon, se tiene un solo termino no lineal, y una entrada, por lo que la
entrada replicara el termino no lineal con signo opuesto, haciendo que matematicamente
se elimine y se obtenga un modelo lineal, esto matematicamente resulta en lo siguiente

[16].

m1-lf-é.l—kg-ml-cos(el)-ll:Tl

Al comparar la ley de movimiento obtenida del manipulador de un eslabdn, con la ley de
movimiento general resulta en que:

M= m112

C=0

G = myglcosb,

7 = G — M(ks0; + k(601 — 614))
Donde kd, kp, 614, son las constantes que aparecen también en la retroalimentacion de
estados de sistemas lineales, sin embargo el angulo 614 es el angulo deseado, o en otras
palabras es el angulo de seguimiento del angulo 6y, el resultado de sustituir esta entrada

en la ley de movimiento del manipulador de un eslabdn, se llega a la siguiente expresion
lineal.

Oy + kg6 +ky- (01 —0149) =0

Ahora que se tiene un sistema lineal, se pueden encontrar los valores de las constantes
kp v kd, de tal manera que para este caso estas constantes resultan ser kd = p; + ps ¥
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kp = p1 - p2, donde p; y p2, son los polos deseados del sistema, como se vio en la explica-
cion de retroalimentacion de estados lineal, los sistemas poseen polos y ceros naturales,
sin embargo, se pueden modificar por constantes kp y kd haciendo que se tengan polos
deseados, entonces este concepto es el mismo en este método. De modo que si p; = py = 2,
se obtiene que k, = 4 y kq = 4, entonces el polinomio deseado es (s + 2) - (s + 2), cuyas
raices son s; = s = —2 en el dominio de Laplace, y como naturalmente el nuevo sistema
linealizado tiene su polinomio caracteristico como s> + kd - s + kp, al comparar ambos
polinomios se llega a las equivalencias antes mencionadas de kp y kd. Por tanto al sustituir
las constantes resulta que [28]:

0y +4-0,+4- (0 —010) =0
Mientras que en el dominio de Laplace:

0.(s) _ kp
61a(s) s2+kd-s+kp

Al resolver cualquiera de ambos sistemas y con un dangulo deseado de 1rad, se obtiene
grafica de la figura 3.23.

Figura 3.23: Retroalimentacién de estados del sistema linealizado

En la figura 3.23 se observa que el angulo deseado es una constante y que el dngu-
lo 6; parte de cero grados y sigue al angulo deseado hasta alcanzarlo y convergiendo
asintéticamente a su valor.

3.15. Linealizaciéon por retroalimentacion de estados
en Bond Graph

Replicar la linealizacion por retroalimentacion de estados en Bond Graph es relativa-
mente sencillo, puesto que en el diagrama de Bond Graph, se tienen implicitamente las
variables de #; y su derivada 91, por lo que se genera un bloque constante, que reciba
estados variables y en su interior se defina la expresion de 71, vista anteriormente. El
modelo en BG de este sistema con la linealizacién por retroalimentacién queda entonces
como se ilustra en la figura 3.24 [21], [24].
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Figura 3.24: Retroalimentacién de estados del sistema linealizado en BG

El contenido del bloque de dos entradas aparece en la figura 3.25.

Figura 3.25: Contenido del bloque k

Mientras que el contenido del otro bloque k, en la figura 3.26

Figura 3.26: Contenido del bloque k

La simulacién se muestra en la figura 3.27 con un angulo deseado de 15 rad .
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Figura 3.27: Respuesta de linealizacién y control en BG

Se observa que se acerca sin embargo no llega a ser idéntica a la solucién numérica
mediante la funcién analitica, esto es debido al método numérico de la simulacién en
BG, no es el mismo método numérico de solucién y es complicado realizar sustituciones
o modificaciones en los métodos de solucion en el programa.

3.16. Linealizacion del manipulador de 2 eslabones
planar

La linealizacion y el control de este robot es similar al visto anteriormente, sin embargo
al tener dos eslabones el resultado de la linealizacion resulta en dos expresiones lineales
desacopladas, pero es completamente correcto, debido a que desaparecen los términos no
lineales. Se parte de que la ley de movimiento del manipulador es la siguiente:

M@0+ C(0,00 + g0 = _T
——— ———— ~—~ T\f’
Inercia Coriolis/Centrifugas Gravedad orques

Hay que tener en cuenta que como el manipulador es de dos eslabones, el tamano de estas
matrices y vectores es de 2 x 2, 2 x 2, 2 x 1 y 2 x 1 respectivamente, ademas de que el
efecto Coriolis se desprecia, lo que significa que la matriz de Coriolis es igual a cero. El
sistema en lazo abierto es entonces:

O6=M"' 7 —-M'.C.06 —-M'-G
0 = M*' (r -G)

Y por tanto la ley de control es [16]:
T=G-M-(kq-0+k, (0—0,)

Debido a las dimensiones del sistema, las constantes k; y k,, ya no seran solo valores
escalares, sino seran vectores escalares de dimensiones 2 x 1. Al operar, se llega a que las
entradas 7 y 7o son entonces:

A= el E
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Donde k; y ko son: )
|:k‘1:| _ |:l€d1 . 91 + kpl : (01 - 91d):|
kg kdg . (92 + kpz : (62 - 92d)

Esto quiere decir que habran dos pares de k, y k4 por cada eslabdn, asi como dos dngulos
deseados 614 vy 6o4. Al sustituir estas entradas en la expresién de lazo abierto del sistema,
operando y reordenando términos, se llega a que el sistema no lineal, equivale a dos
sistemas lineales desacoplados:

et &) Bl
0, 0 Foa| |05 kop | |02 — O2q 0

Entonces las ecuaciones son:

Oy + k1g 01 + k1 (61 — 610) = 0,
O + koq By + kap (B2 — Bag) = 0.

Mientras que en el dominio de Laplace:

01(5)(s* + kars + kp1) = ki (s)
62(8) (82 + ]{?dgs + ]{Zpg) = pgedg(s)

En funcién de transferencia:

91(5) _ kpl
9d1<8) 52 + k‘dls + kpl
92(8) kpg

9d2(8) N 52 + deS + kpg

Ahora se seleccionan dos pares de polos deseados, deben ser negativos para que se tenga estabilidad:
P11, P12 <0, pa1, pa2 < 0.
Los polinomios deseados en s :

Di(s) = (s = pu)(s — p12) = s% — (p11 + p12) S + P11P12,
Dy(s) = (s — pa1)(s — p) = s% — (p21 + p22) S + P21Paz.

Al igualar estos dos polinomios deseados con el caracteristico resulta que:

kia = — (p11 + p12),

s+ kig s+ ki, = Di(s) =
klp = P11 P12,

koqg = — (pa1 + p22),

82+l€2d8+l{72p = DQ(S) —
k2p = P21 P22.

Si los polos son:

pi1=—-2+1:
pr2=—2-1i
P21 = —3
P2 =—4
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Eso significa que las constantes son:
kia = —(p11 +p12) =4
kip = pii-p2=>5
koq = —(p21 +p22) =7
kop = D21 - P2 = 12

Y las funciones de transferencia entonces:

81(8) . 5
On(s)  s2+4s+5
92(8) 12

Opo(s) 82+ Ts+ 12

Al simular las funcién de transferencia con valores de angulos deseados de 5 y 3, se
consiguen las siguientes graficas de los angulos 0, y 65 siguiendo a los angulos deseados
014 v O9q, figuras 3.28 y 3.29.

Figura 3.28: Control del angulo del primer eslabén

Figura 3.29: Control del angulo del segundo eslabén

En ambas figuras, los dangulos 6; y 6, parten del origen, siguen y convergen asintoti-
camente a los angulos 014 v 024
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3.17. Linealizaciéon y control del manipulador de 2
eslabones planar en Bond Graph

De manera similar a como se realizo para el de un solo eslabon, se tendran bloques de
ganancia k, cuyo interior se calculan los par de entradas necesarios para eliminar la no
linealidad del sistema, pueden haber dos bloques k, uno por cada eslabon, sin embargo
una forma mas simple y comoda es realizarlo solo con un solo bloque. De manera que el
diagrama en BG queda como se ilustra en la figura 3.30 [21].

Figura 3.30: Linealizacién por retroalimentacién en Bond Graph

En la figura 3.30 se observa que existen tres bloques k, de los cuales, los bloques que
estan conectados a los elementos de inercia I, son bloques que se utilizan para convertir
la variable de estado x de los elementos de inercia, en variables de coenergia z, se tiene el
estado de los elementos I, que es momento p, sin embargo visto anteriormente las entradas
T1y T2 estan en funcién del angulo y su derivada, por tanto si se tiene el estado x, se puede
conocer la variable de coenergia z, tal que si x es momento, & es esfuerzo, y z es flujo, y
esta variable de flujo, resulta ser la velocidad angular, es decir 0. Para la transformacién
ambos bloques k antes mencionados utilizan la relacion z = F' - x. La programacién de
estos bloque se muestra en la figura 3.31 y 3.32

Ty I2-g-my-cos(by) Iy - 1y - my - cos(0) — 0y) 12 my

T\ l%-g-(ml—i-mg)-COS(91—92)—lf-(m1+m2)-k1—ll-lg-mg-cos(el—ﬁg-kg
o l%~g~m2-cos(91)—l1'12-m2~cos(91—92)~k1—l%~m2-k2

Figura 3.31: Programacién del bloque k1

89
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Figura 3.32: Programacion del bloque k2

El bloque k£ con mas entradas, es el bloque principal de control y de linealizacion, este
bloque tiene de entradas los estados 6; y 65, ademas de sus derivadas 91 y 92, también
posee dos salidas que alimentan a las fuentes de esfuerzo que representan el par de entrada
a la articulacion 1 y 2. La programacién de este bloque se muestra en la figura 3.33.

Figura 3.33: Programacion del bloque k principal

Las expresiones de ky y ko son las mismas vistan en la seccién anterior, asi como el par
calculado. Al simular con los mismos valores del vector k, y k4, modificando los angulos
deseados a 20 y 10 se obtienen la grafica de la figura 3.34.

Figura 3.34: Programacion del bloque k principal

Modificando los angulos deseados a 40 y 10, en la figura 3.35 se muestra la grafica de
los angulos 6, y 6-.
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Figura 3.35: Programacion del bloque k principal
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Capitulo 4

Modelado en Bond Graph de Robots
Manipuladores

4.1. Las ecuaciones de Euler

Considere un cuerpo en movimiento en el espacio (figura 4.1), este cuerpo tiene un
centro de masa que concentra toda su materia en un punto, como dicho sistema se esta
moviendo en el espacio, el marco de referencia xyz asociado al centro de masa, también
esta en movimiento, al igual que los marcos de velocidad lineal y velocidad angular, sin
embargo, el marco de referencia inercial XY Z, es un marco que esta fijo por lo que carece
de velocidad lineal, angular y desprecia efectos de coriolis, centrifuga etc., porque no esta
dentro del sistema, y por tanto no experimenta estos efectos.

Figura 4.1: Cuerpo cualquiera en movimiento

La velocidad expresada en términos del marco de referencia inercial, resulta en com-
ponentes puramente de velocidad lineal, es decir X, Y y Z y por tanto la fuerza F, que es

. . .. . d .
la derivada del momento de inercia lineal p, resulta en directamente F' = ¥, sin embargo
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respecto al marco de referencia rotacional esto cambia, debido al efecto rotacional de los
propios marcos de referencia, esto se expresa como:

d
F:d—i)—l—wxp

p=m-v

Donde el producto cruz entre w y p representa el efecto coriolis generado por la rotacion
del cuerpo. De forma similar para el par, el par respecto al marco de referencia inercial
es simplemente 7 = j—)};, sin embargo respecto al marco de referencia rotacional zyz esto

se define como:

T:Z—ZL—I—th
h=J w

Donde h es el momento angular del cuerpo, J es el momento de inercia del cuerpo. Al
expandir en ambos casos (fuerza y par), se obtienen las componentes de la fuerza y el par:

F, = mu, + m(wyv, — w,vy)
F, = mv, + m(w,v, — w,v,)

F, = mv, + m(w,vy — wyvy)

To = Jpay + (JZZ - Jyy)wywz
Ty = Jyywy + (Joz — Joz)wewy
T, = Jw, + (Jyy - Jxm)w:pwy

A estas ecuaciones anteriores, se les denominan ecuaciones de Euler, estas ecuaciones solo
pueden resolverse para casos especificos y por tanto no tienen una solucién general, sin
embargo es un punto clave para los anillos de Euler en Bond Graph. En la figura 4.2 se
muestran los dos anillos de Euler, uno para el movimiento lineal y otro para el movimiento
rotacional.

Figura 4.2: Anillos de Euler en Bond Graph

Al realiza el andlisis de estructura unién a ambos anillos, resultan en las seis ecuaciones
antes vistas.

4.2. Transformacion de coordenadas

En un cuerpo rigido, los ejes de posicion, velocidad y aceleraciéon no estan alineados,
lo que supone un gran problema al momento de describir la dindamica del cuerpo, por
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ello se requiere que estos ejes estén alineados respecto a un marco fijo, de manera que en
el movimiento del cuerpo, estos mismos ejes sean descritos plenamente en este marco de
referencia fijo. En Bond Graph existe un marco de referencia adicional, denominado marco
de referencia generalizado o inercial, la caracteristica de este marco de referencia es que
es inmovil, es decir no se mueve con el movimiento del cuerpo, sin embargo este marco de
referencia describe toda la dindmica del cuerpo, como se vio en el capitulo anterior con los
robots manipuladores de 1, 2 y 3 eslabones. Para que los ejes del cuerpo en movimiento
se alinean con el marco de referencia generalizado, se requiere de las rotaciones béasicas al
rededor de los ejes de posicién xyz. Las rotaciones bésicas son las siguientes.

1 0 0
R,(®)= |0 cos® —sind
0 sin® cos®

[ cos® 0 sin®
R,(0) = 0 1 0

| —sin® 0 cos©
[cosI' —sin 0

R,(I') = |sin' cosI' 0

0 0 1

Si esta idea es correcta, entonces se deben poder conseguir estos mismos ejes partiendo
del marco de referencia fijo, y esta es la idea principal, esto se ilustra en la figura 4.3.

Figura 4.3: Rotacién de los ejes del cuerpo cualquiera

Al aplicar una rotacion sobre el eje Z, se obtiene el marco de referencia primado es
decir ©, y v 2, al rotar ahora este marco de referencia primado respecto a su eje g, se
obtiene el marco de referencia biprimado #, ¢ y Z al final, se rota este ultimo marco de
referencia ahora sobre su eje ¥ y se obtiene el marco de referencia de posicion z, y y z,
utilizando el angulo ® para describir la rotacion sobre el eje Z, el &ngulo © para describir
la rotacién sobre el eje 7, y el angulo I sobre el eje Z.

Al estar los ejes conectados en un mismo punto, y al aplicar solo rotaciones se tienen
velocidades y aceleraciones angulares, nada de velocidades lineales de momento. Entonces,
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se puede describir que el marco de referencia primado puede conseguirse como:

W 1 0 0 wx
wy| = |0 cos® —sin®| - |wy
w; 0 sin® cos® Wy

Del mismo modo los ejes aceleracion angular:

Wi cos® 0 sin® Wi

OJy' = 0 1 0 . (.Uy

W —sin® 0 cosO W
El marco z, y y z:

Wy cosI' —sinI" 0 Wi

wy| = [sinl'  cosI' 0] - |wy

Wy 0 0 1 Wz

Esto quiere decir, que al aplicar una rotacién sobre z, luego sobre y y por tltimo sobre el
eje x, partiendo del marco de referencia fijo, se obtiene directamente el marco zyz:

Wy cosI' —sinI" 0 cos® 0 sin® 1 0 0 wx
wy| = |sinl'  cosI' 0] - 0 1 0 -0 cos® —sinP| - |wy
W, 0 0 1 —sin® 0 cos® 0 sin® cos® Wy

Esto quiere decir entonces que, ocurre lo mismo con la velocidad lineal, la fuerza y el par:

. [cosT' —sinl' 0 [ cos® 0 sinO] 1 0 0 Vx
vy | = |sinl' cos' Of - 0 1 0 -0 cos® —sind| - |vy
v, | | 0 0 1] |=sin® 0 cos®] |0 sin® cos® | |vg
F, ]| [cosT' —sinll 0] [ cos® 0 sin©®] [1 0 0 | [Fx
F,l = |sinl' cosI' 0} - 0 1 0 <10 cos® —sind| - [Fy
F | | 0 0 1] [-sin® 0 cos®] |0 sin® cos® | |Fy
T | [cosT' —sinll 0] [ cos® 0 sin®] [1 0 0 1 [7rx
T,| = |sinl' cosI" 0] - 0 1 0 <10 cos® —sind| - (1
T2 | 0 0 1] |[—sin® 0 cos®] |0 sin® cos® | |77

Lo que se resume a:

Fy =R.(T) R, (0) R.()- Zﬁ
Fy = R.(I)-Ry(0) - Ro(®) - Z)y{]

E,] [ Fy
[Fy =R.(I')-R,(O) - R,(P) - Fy]
Fz

Fﬁ =R.(I)-R,(0) - R.(®) - Z]
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Esto quiere decir que, en Bond Graph se pueden obtener los marcos de referencia del
cuerpo, a través de los transformadores modulados, donde la funcién escalar de cada
transformador es cada fila de la matriz resultante de la multiplicacion de las tres matrices
de rotacion, esto se ilustra en la figura 4.4.

F, ’\v‘ F, rv‘ F:P': T F) I\(o T. I\(o

MTF D > MTF

F. F\FFF F\ T, F.) r T, Fv)
MTF C}

F\‘F’\ F“Fv“ F:vl\v:v T, Fu) T r(v) T, F(v)
MTF I MTF

FXFVX F)'I\“y FZFVZ r-“r(')\ T)'P))' TZF')Z

Figura 4.4: Transformacion de ejes en Bond Graph

4.3. Los anillos de Euler en Bond Graph para movi-
miento tridimensional

Anteriormente se explico el origen de las ecuaciones de Euler, que describen los movi-
mientos maximos independientes que puede tener un cuerpo, sin embargo un cuerpo en la
realidad, no posee plenamente y al mismo tiempo todos los movimientos independientes,
puesto que fisicamente seria un caos, y matemadaticamente seria extremadamente compli-
cado de resolver las ecuaciones, puesto que todo seria variable.

En Bond Graph, estas ecuaciones de Euler pueden representarse a través de lo que se
llama, anillos de Euler 4.5

Figura 4.5: Anillos de Euler en Bond Graph

Al aplicar el analisis de la estructura unién al anillo de rotacion, resulta en que solo
existen las matrices s1; y s13, esto es porque se esta analizando la forma mas general,
es decir los tres movimientos independientes, los giros en los tres ejes zyz, la matriz de
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estructura unién es la siguiente:

S

. . f

e1 0 7w, Jywy, 1 0 0 fi
er| = | jow, 0 —jyw, 0 1 0 63 (4.1)

es Wy el 0 00 1f][™*

€5

_66_

De modo que la matriz de estados A = sq; - I’ y la matriz de entradas B = s13 y por
tanto la estas matrices quedan de la siguiente manera:

0 = Lt
jz'wz v ;;'ULL
A= 5= 0 -5=
%y JaWa 0
L Jz Jy
(1 0 0
B=|010
0 0 1

Recordando que los vectores clave &, x y z para este caso son:

D1 €1 f1 €4
r=|p2|, T=|ea|, z=|f2|, u=|es
p3 €3 f3 €6

Y por tanto el espacio de estados queda de la siguiente manera:

_ JaWs JyWy
0 » A 100
g | B g —kwe| i 0g 1 0] ou
Jx . Jz
_]y?uy ]aclwac 0 O O 1
Jx Jy

Sin embargo este espacio de estados esta en funcién de los estados x, es decir la integral
de las velocidades angulares, y las ecuaciones de Euler estan en funcién de las propias
velocidades angulares, entonces se aplica la transformaciéon z = F' -z en donde al despejar
x resulta que la matriz de estados debe ser multiplicada por la inversa de la matriz F,
entonces el espacio de estados ahora queda en funcion de z, es decir.

0 —J2Ws  JyWy 100
T= | j,w, 0 —JeWe | -2+ {0 1 0f -u
_ijy jzwx 0 0 01

El resultado de multiplicar las matrices por los vectores, da la siguiente expresién.

eq + fajywy — faj.w,
T = €5 — f3j:pw:v + fljzwz
€ + f2]mwz - flijy

Sin embargo, los flujos fi1, fo y f3 corresponden a las velocidades angulares wz, wy y
wz, v los esfuerzos ey, e5 vy eg son los pares de entrada T4, Ts y T3. Al sustituir queda la
siguiente expresion:

Tl + ijywz - jzwywz
T = T2 - jxwxwz + jzwxwz
T3 + JoWeWy — JyWew,y,
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Al tratar cada ecuacion por individual se obtienen:

€1 = Tl + ijywz - jzwywz
€y = T2 - ]xwzwz + jzwxwz

e3 =13+ jmwzwy - ijxwy

Los esfuerzos ey, ey y es, representan el par aplicado a los elementos respectivos de
inercia, es decir que son equivalentes a j, - W, j, - Wy, y j. - wz. Al despejar las entradas
y al aplicar este cambio a los esfuerzos, se llega a las mismas ecuaciones de Euler para
movimiento rotacional.

Jaly — JyWyW, + Jwyw, = T
ijy + ]mwmwz - ]zwxwz = T2

jzwz - jzwzwy + ijxwy = T3

La obtencion de las ecuaciones de Euler para el movimiento de traslacion son exacta-
mente los mismos pasos que se siguié para obtener las ecuaciones de Euler para movimiento
rotacional, la tnica diferencia radica en el nombre de las variables, ahora son masas en
los tres ejes, fuerzas en los tres ejes, velocidades lineales en los tres ejes, y los esfuerzos
provenientes de las masas seran masa por aceleracién, de tal manera que si se siguen
exactamente los mismos pasos y cambiando la nomenclatura se llegara a las ecuaciones
de Euler para movimiento de traslacién vistas anteriormente. Es decir:

0 —MU, My,
S11 = | myv, 0 —MpUy
—Myly My, 0
1 00
S13 — 010
0 0 1

La matriz de relaciones constitutivas F', la
B para este caso son:

=

atriz de estados A y la matriz de entradas

- 0 0

F=10 - 0

0 0 7;

0 —_mézz mn?ijy
A= | mo 0 _ Mavs

1 00
B=1(01 0
0 0 1
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Al igual que el anillo de Euler para movimiento rotacional, las matrices A y B solo estan
determinadas por las matrices de estructura unién s;; y si3. Al obtener el espacio de
estados en funcién de x se tiene la siguiente expresion.

mzv My Uy
0 Ty m. 1 00
T = mmz—i’z 0 mﬂﬁj’“‘ z+ [0 1 0w
mﬂi‘vy —mnzlvz 0 0 0 1
T Yy

Donde el vector de estados x y el vector de entradas u asi como z y z son:

D1 e fi ey
r= |p2|, T=|e|, z=|fa|, u=|es
Ps3 €3 f3 €6

Son exactamente igual a los definidos anteriormente en el movimiento rotacional. Al
poner la ecuacién de estado en funcién de las variables de coenergia z se obtiene lo
siguiente:

0 —MU, My, 1 00
T = | My, 0 —myuz| 2+ |0 1 Ofu
—MyVy My, 0 0 01

Ahora, al desarrollar las operaciones obtenemos tres ecuaciones mas explicitas:

€4+ f3myvy - mezUz
T = €5 — mea:Ux + flmzvz
e6 + famave — fimyu,
Sin embargo, fi, fo ¥ f3 corresponden a las velocidades lineales vy, v, y v, respectiva-

mente, mientras que los esfuerzos ey, e5 v eg corresponden a las fuerzas de entrada en los
ejes x, y y z respectivamente. Al aplicar estas equivalencias se obtiene lo siguiente:

e1 Fy +myv v, — myoyv,
e | = | Fy — mypUv, + myu,
es F, + mgv,vy — myv,v,

Los esfuerzos e, e; y e3 representan el producto de la masa en el eje correspondiente
por su aceleracién también en el eje correspondiente, es decir m,v,, myv, y m.v, respec-
tivamente. Al despejar las fuerzas de entrada de cada ecuacién, se obtienen las ecuaciones
de Euler para el movimiento de traslacion:

Mgy — MyUyU, + Myvyv, = I,
My Uy + MUV, — MU0, = Iy

M0, — MyUaVy + MyVavy = I

4.4. Manipulador Prismatico

El manipulador prismatico se ilustra en la figura 4.6, el cual estd compuesto por un
eslabon fijo en la base, que rota al rededor de un eje fijo esto quiere decir que su variable
es 61, unido a través de una unién prismatica, cuya variable es #3 y que esta a un angulo
6, constante.
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Figura 4.6: Manipulador Prismético

A continuacion, se presenta el Bond Graph del sistema anterior en la figura 77.

Figura 4.7: Manipulador Prisméatico

La unién vg, representa al eslabon fijo en conjunto con la fuerza de gravedad sg, los
transformadores T'F' representan el movimiento que se transmite a la siguiente union, las
ganancias son cos(f;) y sin(6), para tg, y tg, respectivamente. Al aplicar el andlisis de
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conservaciéon de energia al sistema, se obtiene las siguiente matrices de estructura unién.

0 0 0 10 0 0 i
S | T o B B D
0 -1 0 01 ~1 0 !

Al no tener elementos de disipacién, las matrices s12, So1, S22 ¥ So3 son cero. Los vectores
clave para este sistemas son los siguientes.

D1 €1 f1
. . . €20
r=|qg|, T=|f3], z=|es|, u= .
€21
D2 €2 fa

Como es un sistema en causalidad derivativa, existe la matriz de relacién entre los ele-
mentos de causalidad integral y los elementos en causalidad derivativa E, la cual es de la
siguiente manera para este sistema.

1 0 0
E = 0 1 0
my sin(62) mi
ig 0 i s+l
Las matrices A y B son por consiguiente:
0 0 0 1 0
A= 10 0 L p= 0 0
O _ i3 76 _ i3 M1 sin(92) 13
c3 (i3+m1) ig (iz3+m1) i3+mq

Entonces el espacio de estados queda de la siguiente manera:

e 0 0 (1) 2] 1 0 .

fs] =10 0 iz G|+ 0 (6) 0 - [ezﬂ
i 13 M1 sin(02 %,

€2 O - c3 (igim1) 0 p2 B ig (i3+m1) iB‘S’nl

Los estados p1, q3 v po, representan el momento angular del eslabon fijo, el desplazamiento
del eslabon prismatico y el momento angular del eslabén prisméatico respectivamente.
Al simular con todos los valores unitarios (los elementos ig, i3, ¢3, my), la gravedad
g = 9,81m/s?, las entradas m1 * g y 10n * m, asi como un dngulo 6, constante de 45
grados y un angulo #; de cero grados, se consiguen las siguientes graficas de la figura 4.8.

Figura 4.8: 20 sim vs simulacién del modelo espacio de estados
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Como este es un sistema conservativo, los estados que representan fisicamente el des-
plazamiento y el momento angular, oscilan en el tiempo. Al conectar dos resistencias en
las uniones principales de los eslabones, se consigue el modelo fisico mas acercado a la
realidad, simulando la resistencia del aire con el movimiento del sistema, esto se ilustra
en la figura 4.9.

Figura 4.9: Robot prismatico con elementos resistivos

El espacio de estados del mismo sistema pero con resistencia es el siguiente:

_n
€1 ig 0 (1) D1 1 0 .
= 20
Bl=] 0 0 oo ) I R I
e igmiry sin(f2) i3 ) __i3my sin(f2) i3 €21
2 ig? (i3+m1) c3 (t3+m1) i3+m1 P2 ig (i3+ma1) i3+my

Los estados son iguales que el sistema anterior, la diferencia esta en la matriz de estados,
que representa la relacién de todos los sistemas que lo conforman. Al simular nuevamente
con los mismos valores unitarios y los mismos angulos, las mismas entradas, ahora in-

cluyendo las resistencias cuyos valores también son unitarios, se obtiene la grafica de la
figura 4.10.

Figura 4.10: Sistema fisico real

La representacién de espacio de estados expandida es la siguiente:

€20
p2
A= i . '
ea1iy i3¢3 _ e20i3my sin(zz)
i3+m c3 (t3+m1) ig (i34+m1)
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Teniendo la representacién en espacio de estados, se puede obtener la representacion
equivalente a Euler Lagrange, la cual se obtiene de aplicar las siguientes equivalencias
2=F-2yz=F-x, es decir de pasar de un sistema en funcién de los angulos, a pasar
a un sistema en términos de sus velocidades y aceleraciones. La matriz de inercia es la
matriz £ que se encontrd, multiplicada por la matriz de relaciones constitutivas de los
elementos en causalidad integral F', por lo que, si F' es:

1

z 00
F=10 -~ 0
0 0 L
i3
Entonces, la matriz de inercia equivalente, M es:
ig 0 0
M=E-F= 0 C3 0

mq sin (92) 0 2.3 (T—; + 1>

En este caso, el termino de coriolis es nulo, porque la matriz de coriolis puede obtenerse al
derivar parcialmente la matriz de inercia a través de los indices de Chistoffel, sin embargo
se podria pensar que como la matriz de inercia contiene un termino sin(6s,), existe pero,
este angulo es constante es decir, que durante el movimiento del eslabéon prismatico, este
angulo permanece sin movimiento y por tanto su derivada es cero. Por ultimo queda el
vector de gravedad, que esta implicito en b * u.

€20
G = 0
e2143 €20 i3 m1 sin(x2)
i3+m ig (i3+m1)

Por tanto la representacién equivalente/similar a la lagrangiano es:

ig 0 0 0, €20
0 o 0 el 0
my sin(6y) 0 i3 (T—; + 1) 0 e — 6201?33(22;752()@)

En cuanto al control, partiendo del espacio de estados es mas simple, porque la entrada
debe ser igual a todo el termino del lado izquierdo que le corresponda en el espacio de
estado expandido. Recordando que el controlador es k = kq - g3 + k;, - (¢3 — ¢3q) esto
es debido a que la otra entrada, es la fuerza de gravedad, entonces solo se tiene una
entrada la cual es ey, es decir que la entrada debe ser igual a todos los términos, mas el
controlador. La tercer ecuacion es la que describe el movimiento del eslabén prismatico,
asi que esta es la que debemos cancelar, la entrada ey, debe ser exactamente igual pero
con signo contrario para que se cancelen todos los términos mas el controlador, esto de
forma burda, formalmente se vera mas adelante el porque de esto, con el PUMA de 2
GOF. Aplicando esto entonces, la entrada debe ser igual a:

(i5 + m21) ('cg by — kAt —emi?(?;ix()mv

€20= - + k
13

Si la entrada es asi, entonces el modelo en espacio de estados queda de la siguiente manera:
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€20
P2
13

Donde k, es el controlador visto anteriormente. Nétese que ahora es un sistema lineal
invariante en el tiempo, y por tanto es mas simple de controlar. Al implementar este
control en el diagrama de BG se obtiene la figura 4.11.

Figura 4.11: Controlador del Stanford constante

En la figura 4.11 se aprecia el bloque de "Submodell”, en el cual se tiene programado
el controlador, su contenido se ilustra en la figura 4.12.

Figura 4.12: Contenido del bloque controlador

En la figura 4.12; el angulo deseado esta en 1, por tanto el dngulo 65 debe ser 1 rad,
entonces se tiene la figura 4.13 que confirma que el controlador es correcto.
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Figura 4.13: Respuesta del angulo controlado

Para un angulo deseado de 50 rad la salida debe ser 50 y efectivamente, en la figura
4.14 se observa que si.

Figura 4.14: Respuesta del angulo controlado

La aplicacion de este bloque de control, utilizando elementos de Bond Graph, se aprecia
en la figura 4.15.

Figura 4.15: Controlador aplicado en Bond Graph

En esta ultima figura se aprecian tres giradores, dos de ellos son modulados por el
angulo 63, porque la expresién del controlador posee 3 términos, de los cuales el primero
de ellos contiene a 03 o bien g3, el segundo termino contiene al controlador k, y este esta
en funcién principalmente de g3 y su propia derivada, es decir ¢z, por esta razén, es que
estos dos primeros giradores son modulados, mientras que el ultimo contiene términos
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puramente constantes, por ello es un girador simple cuya ganancia es una constante. La
naturaleza del porque son giradores, radica en que la senal que se extrae es la integral
de g3, es decir flujo, sin embargo la senal de par, es una senal de esfuerzo y por tanto se
debe ”Girar”la senal de flujo que representa la velocidad angular de g3 a una senal de
esfuerzo que la represente. Al obtener la respuesta con un angulo deseado de 33 se observa
en la figura 4.16 que obtenemos también el control de forma correcta del angulo g3 pero
implementado en Bond Graph.

Figura 4.16: Respuesta del angulo al controlador en BG

Figura 4.17: Acercamiento a la respuesta anterior

4.5. Manipulador PUMA de 2 GOF

Antes de atacar el robot principal de esta investigacién, es fundamental entender el
comportamiento del mismo robot con un grado de libertad inferior, el cual se muestra
esquematicamente en la figura 4.18. Este robot, se puede apreciar que tiene dos eslabones,
el primero de ellos esta fijo y su movimiento es puramente rotacional respecto al eje
comunmente z, sin embargo el segundo eslabon también sin embargo, vimiento puramente
rotacional pero el movimiento del primer eslabén influye sobre el propio eslabén, haciendo
que su trayectoria describa un movimiento en un plano comunmente zy. Esto en BG es
sencillo de modelar, gracias a los anillos de Euler, para el primer eslabén, como solo gira
al rededor de un eje puede modelarse en BG como una simple unién 1 con su respectiva
inercia, debido a que no existe un angulo entre el eslabén y el propio eje pero el eslabon
dos, depende del movimiento anterior por lo que se necesita representar esa relacion entre
ambos eslabones. El Bond Graph de este robot se muestra en la figura 4.19.
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Figura 4.18: Esquema del robot PUMA 2 GOF

Figura 4.19: Bond Graph del robot PUMA 2 GOF

La unién 1 donde se encuentra unido el elemento C y el elemento I; (inercia) re-
presenta el motor unido a la articulacién del eslabén 1, la fuente de esfuerzo representa
el par de entrada en esa unién. Ahora como el segundo eslabén ya gira en torno al eje
z, también tiene movimiento en los ejes x e y pero son dependientes a la velocidad del
eslabén anterior, por ello estan los dos transformadores modulados MTF que convierten
ese movimiento unicamente en el eje z a los ejes x e y del segundo eslabdén, y son entradas
a las uniones que representan estos mismos movimientos en el anillo de Euler.

La union 1 donde se encuentran los elementos Cs, I5 e eq1, pertenecen al motor acoplado
al eslabon 2, la inercia I que se encuentra en la parte inferior junto la resistencia R re-
presenta la propia inercia del eslabdn 1, la inercia del eslabon 2, aparentemente no existe,
pero realmente esa inercia que deberia estar junto al elemento R; se ha transformado en
las 3 inercias Ix, Iy e I del anillo.

Entonces obtenemos los vectores claves, recordando que z es la variable de esfuerzo o

107



flujo que entra a los elementos en causalidad integral, x es su integral, z es la variable
de coenergia que se relaciona directamente con el vector x a través de la matriz F' de
relaciones constitutivas, y el vector u son las fuentes de esfuerzo o flujo que dan la energia
al sistema.

b1 €1 fi
o= q2  i= fa C a= €2 7 u:|:€10:|.

Ps3 €3 f3 €11
q4 fa €4

% 0 0 0

1

e 0 Yo 0 0 I— Ry O

0 O i 0 0 Rs

1
_O 0 0 o

El vector Dy, de forma similar que el vector &, es la variable de esfuerzo o flujo que
entra a los elementos de disipacion, mientras que Doy, s la variable que entrega de regreso
al sistema, L es la matriz de relaciones constitutivas de estos elementos.

i 0O 0 O
e 0o X 0 0
Dln == f20 5 Dout = 2 ) Fd == Iy
fa €21 0 O i 0
I 0 0 %_

Los vectores @4, x4, 24, son el mismo concepto, sin embargo la diferencia estd en que
estos elementos corresponden a los elementos de almacenamiento con causalidad deri-
vativa, lo que significa que son elementos linealmente dependientes de los elementos en
causalidad integral, que son los linealmente independientes.

Ds €5 f5
De . €6 fe
Tg = Tq = 24 =
pr|’ er|’ f7
Ds €8 I3

El andlisis de la estructura de unién significa como se relacionan todos los elemen-
tos, tanto las fuentes de entrada, los elementos de almacenamiento independientes, los
elementos de disipacién y los elementos dependientes entre si, a través de las leyes de
conservaciéon de la energia, la ley de conservacion del desplazamiento que son las uniones
1, y la ley de conservaciéon del momento que son las uniones 0. Como resultado de dicho
analisis, se obtienen las matrices de union S, las cuales contienen toda la informacién del
sistema, por esta razon es que se puede obtener la representacién en espacio de estados e
incluso, como se ha visto en secciones anteriores, el analisis dindmico de Euler-Lagrange.
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0
1

S11 =
I 0
ftooo
17000 10

Ps5 cos(qs) — pesin(qy)

,  S14 =

—1 pesin(qs) — ps cos(qa)

0 0
0 0
0 1
—sin(qy) —cos(qs) O
0 0 0
0 0 -1
0 0 0

0
0
1l
0
0 0
0 0
01
0 0

S13 =

o O OO

Como es un sistema en donde existen elementos dependientes, los cuales son los ele-
mentos de la inercia del eslabon 2 porque dependen del movimiento del eslabon 1, entonces
existe la matriz F la cual es una matriz que representa la relacion entre los elementos
dependientes e independientes sin aumentar el nimero de ecuaciones, aparece la matriz
de estados A y la matriz de entradas B, como se mostrd en las ecuaciones (2.24), (2.25)
y la ecuacién (2.26).

Iy cos?(qa)+1Ix sin?(qq)+1
Y q4 ]1X q4 +1 0 0 0
0 1 0 0
E = ,
0 0 #+1 0
0 0 0 1
pisy __nh
ai Cron
1
A=| " ’
b
11(122+2IZ) 0
0 0
Donde:

Iy

Ty cos2(qa)+1x sin?(qq)+11+1

0
B =
0
0
La
~har 0
0 0
_ _Re . 1o
Io+1, 02(12+IZ)
1
I 0]

ay = Iy cos?(qy) + Ixsin®(qq) + I, + 1
g = p5 cos(qq) — pesin(qa)

Esto quiere decir entonces, que el modelo en espacio de estados del robot manipulador
PUMA de dos grados de libertad es:

109

o O O+

O = O O



R I I I
B 04_11 - 011011 B I;g? 0 04_11 0
€1 1 b1
f 2| _ I 0 0 0 q2 + 0 0 {610]
e (&
3 Ioao 0 __Re o 1o ps 0 Ip) 1

Ja T (Ia+17) Totl;  Callatlz) | |4 Totly

0 0 % 0 0 0

donde: ) )
ay = Iy cos™(qq) + Ixsin“(qq) + 11 + 1,
Qg = p5 €08(qs) — Pe Sin(qa).

Sin embargo, este modelo esta incompleto, porque aun falta la matriz de Coriolis
representada en espacio de estados. En secciones pasadas se explicé como obtenerla a
partir de la matriz de inercias, sin embargo, se puede obtener también directamente del
formalismo Bond Graph a través de la ecuacion C' = Si4F; 1S,41. Esta no es la matriz de
Coriolis clasica, sino un equivalente en espacio de estados, entonces se obtiene que:

sin(qgy) 0 0 0 facos(gs) 0 0 O

g cos(qs)) 0 0 O g —fasin(qs) 0 0 O
T 0 o010 M7 0 000
1 0 00 0 0 00

Este efecto Coriolis estd en funcién de los estados y no de las velocidades angulares
(variable de flujo). Al sustituir en la ecuacién que se mostré anteriormente, se llega a:

Iy fycos(qs) sin(qa) — Ix fycos(qs)sin(qs) 0 0 0

c = 0 0 0 0
58 0 0 0 0
0 0 0 0

Esta matriz se suma con la matriz de estados obtenida anteriormente, por lo tanto, el
sistema en espacio de estados completo es el siguiente:

Ri+ I I I

B 1a10‘3 B 011041 _ﬁ 0 04_11 0
e 1 4!
Jo _ I 0 0 0 q2 + 0 0 {610]
(& e

3 DY D) 0 __Re o 1o Ps O Io u
f4 Ii(I2+1Iz) Io+1z Ca(I2+1z) d4 Io+1z
0 0 & 0 0 0
Donde:

oy = Iy cos?(qs) + Ix sin®(qq) + I + 1,
g = p5 cos(qs) — pe sin(qa),
az = Ix fycos(qq)sin(qs) — Iy fs cos(qq) sin(qy).
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Realizando todas las operaciones de la ecuacién anterior se obtienen las cuatro ecua-
ciones de estado:

e Lew _ pallitlxfacos(gs)sin(ga)—Iy facos(ga) sin(ga)) _ Tgz _ Iipsas
1 a1 a1 Cra Isa
f p1
2 I
e Ipe1n  Rops I2q4 + Iopiag
3 Io+1z7 Io+1z Co(la+1z) Ii(I2+17z)
b3
/i o

Donde:

oy = Iy cos®(qq) + Ix sin®(qq) + I + 1,
Qg = ps5 cos(qs) — pesin(qa).

Al implementar, estas cuatro ecuaciones en un bloque de ecuaciones en 20 sim (figura

4.20) y comparando las graficas respecto al modelo en Bond Graph, se obtiene la figura
4.21.

Figura 4.20: Implementacion del modelo matematico
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Figura 4.21: Respuesta en BG y del modelo matematico

El valor de todos los elementos es unitario Iy, Iy, Iz, I, Cy, Cy, I, Ry y Rs, asi como
las fuentes de entrada ejg y ej;. Las unidades de las graficas estdan en radianes, puesto
que los angulos q; y go aparecen por los elementos Cy y Cs, dichos elementos reciben
flujo f2 y f4, estas son velocidades angulares rad/seg entonces sus integrales respecto al
tiempo son los estados ¢; y ¢ y por tanto son radiantes. Las gréaficas cuyas etiquetas son
C1 — state y C2 — state, corresponden a los estados de los elementos C; y C obtenidos
directamente de Bond Graph, mientras que las graficas cuyas etiquetas son ¢z y g4 son las
graficas obtenidas de resolver el modelo matematico.

Al darles valores de Ix = 1,3, [y = 3,3 ambos en kg- m?, R = Ry = 2,5 en N-m-s/rad y

conservando los demés valores como unitarios, tanto en BG como en el modelo matematico
se obtienen la figura 4.22.

Figura 4.22: Stuper posicion de los dngulos obtenidos

Las graficas C'1 — STATE y go estan superpuestas, asi como las graficas de C2 —
STATE y q4, lo que significa que son iguales.
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4.6. Control por par calculado del manipulador PU-
MA 2 GOF

Como se ha explicado en alguna seccion pasada, el control por par calculado se refiere
a que, se tiene un numero finito de entradas en un sistema, que va ligado al nimero de
grados de libertad que tenga el sistema, puesto que por cada grado de libertad, debe haber
una fuente que impulse ese movimiento, por tanto habra la misma cantidad de entradas,
y la idea principal es que esas entradas tengan el mismo comportamiento no lineal que
el sistema, o visto de otra manera, matematicamente las entradas deben ser igual a la
parte no lineal del sistema mas un controlador, para que matematicamente los términos
no lineales se eliminen y solo quede el controlador actuando como el sistema, lo que genera
nuevos sistemas desacoplados pero la diferencia es que ahora estos son lineales, esta es la
idea general de este tipo de controlador.

Recordando que la ley de control es:
T=C-q+G-q— M- (kq-q+Fky-(q—qa))

Que se obtiene a partir de la ecuacién de movimiento, al conseguir que la ecuacion este
solo de un lado la variable ¢, es decir:

M-q+C-q+G-q=17
M-§g=7-C-4-G-q
=M‘'7-M*'1.C.q-M1'-G-q

Ahora, los términos de la derecha se igualan a cero, porque la entrada debe cancelar a todos

los términos y ademas se suma el controlador k, y se encuentra la expresion matematica
a la que debe ser igual 7 para generar sistemas lineales desacoplados y controlables.

0O=M"'7-M"'C-qg-—M"' G q+k
Mt r=M"'C-q+M*' G- q—k
rT=M-M*'C-q+M-M"'- G q-M-k
T=0C-9q+G-q— M-k
Asi, no estamos en la representacion de Lagrange, sino en espacio de estados, sin embargo
es exactamente la misma idea, de hecho la variable ¢ en la representacion de espacio
de estados ya esta despejada, y solo queda realizar el segundo paso, que es sumar el

controlador y encontrar a que debe ser igual la o las entradas en cuestion. Es decir,
partimos del modelo matematico en espacio de estados del PUMA es el cual es:

_]1610 _ P1 (Rl + IXf4 COS(Q4) sin(q4) — IYf4 COS(Q4) SiH(Q4)) _ 11QQ _ Ilpgoég_
a7 aq Cion Iyoq
€1 Zﬂ
f2| _ 5
“ Iaey  Rops Dby Irpray
Ja L+1Z2 L+1Z2  Cy(I,+1Z)  L(I +17)
b3
i I i
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donde:
a; = IY cos?(qq) + IXsin?(qq) + I, + 1,
g = 5 cos(qa) — pesin(qa)-

De forma nemotecnica, solo se agrega en este caso, dos variables k; y ko, una por cada
entrada que se tenga, en este caso se tienen dos entradas, e;g y e, por tanto el sistema
queda por el momento de la siguiente manera:

[ I,e10 ;m (Ry + IX fycos(qq) sin(qq) — IY f4 cos(qq) sin(qq)) B Lo B Iipsas
aq (05} 01041 ]2061
€1 &
f2| _ I
€s lenn  Rops I>q4 Lpiay Lk
J4 LtlZ L+1Z Col+12) LI +1Z) 2
3
i I,
donde:

o = IY cos?(qy) + IXsin®(qs) + I +1,
ay = p5 cos(qa) — pe sin(qa)

ki = ka1 - Go+kp1 - (g2 — q2a)

ko = kao - Ga + Kpo - (g4 — qua)-

Ahora cada ecuacién que contenta una entrada, se iguala a cero, y se encuentra la expresién
equivalente de tal manera que se cumpla que 0 = 0, como la ecuacién 2 y 4 (de la ecuacién
de estados de este sistema), no estan en funcién de las entradas entonces permanecen sin
afectar. Para la primera ecuacién entonces se encuentra que ey debe ser:

— Xy + +
(651 ! Cl (651 ]2 aq

S (pl (Ri + (IX = IY) fycos qssing,)
0= >
I

I o [1]93(1?5 COS 44 — Pe sinq4)>

donde oy =IY cos?qq + IXsin?qy + I; + L.

Realizando lo mismo con el tercer renglon de la ecuacion de estados para encontrar eqq,
resulta que:

I, + 17 Ry ps3 I q4 I p1(ps cos qs — pe sin qu)
€11 = —( ) ko

I CL+1Z Cy (L +17) I (I +17)

Al sustituir estas equivalencias de entrada, en la representacion de espacio de estados del
PUMA se obtiene el nuevo sistema:

€1 _kl

f p1
20 _ I

€3 —ks

f b3
4 I
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Al sustituir k; y kg, se obtiene el sistema linealizado y controlado, solo resta encontrar
los polos y seleccionar los polos deseados para el control, sin embargo esto se puede hacer
de forma aleatoria observando la respuesta del sistema.

el —ka1 - G2 + kp1 - (2 — q2a)
f pL

2] I
es3 —kaz - Ga + kpo - (@4 — qua)
f b3

4 I

Al realizar esto en un bloque de ecuaciones en 20 sim, programando estas estadas e
introductorias como senales moduladoras de los elementos activos correspondientes a eqq
y e11, para que el programa, al resolver el sistema se quede solo con los controladores.
En la figura 4.23 se muestra el diagrama del PUMA de 2 GOF con el bloque controlador
incluido.

Figura 4.23: Diagrama del PUMA 2 GOF con par Calculado

El bloque controller, internamente tiene las expresiones de las entradas que encontra-
mos anteriormente, y para generar esas salidas, necesita de los estados y la derivada de
los mismos, por esta razon, se obtiene del diagrama py, q2, p3, q4, Ps, Ps, las variables dotqs
y dotqy son los flujos fo v fi respectivamente que pertenecen al vector derivada de los
estados z, el bloque tiene dos salidas que van directamente a las fuentes de esfuerzo e y
e11, las cuales son contienen los términos a eliminar del sistema, o en otras palabras el par
calculado para eliminar los términos del sistema. En la figura 4.24 se muestra el cédigo
del controlador.
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Figura 4.24: Cédigo del controlador en 20 sim

Al simular este sistema y graficar los estados ¢ y q4, que son los angulos 0, y 6,
respectivamente, y al tener todos los elementos en valores unitarios, exceptuando los
valores de las resistencias, cuyo valor es igual a 2,5 para ambas, se obtiene la siguiente
figura 4.25, la cual esta en radianes.

Figura 4.25: Respuesta con control aplicado

Ambas senales resultan asi, porque los angulos deseados estdn puestos para que el
angulo 6; sea de 1 rad, mientras que el angulo 6, esta puesto para que sea 2 rad, esto esta en
el codigo del controlador mostrado anteriormente, los parametros gdeseado. Modificando
estos angulos deseados a 30 y 25, para los angulos 6, y 05 respectivamente, se obtiene la
siguiente grafica 4.26, en donde se observa, que los dngulos siguen el valor deseado, eso
significa que las entradas estan cancelando todos los términos dejando solo el controlador
1y 2 actuando.

Figura 4.26: Nuevos dngulos deseados
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Ahora bien, hacer esto en Bond Graph no es una tarea sencilla, pero partimos de que al
igual que el modelo programado, no debe consumir potencia, al observar con detenimiento
el modelo programado, todos los Bonds de entrada y salida del bloque de control, son
meramente Bonds de senal, lo cual significa que no estan consumiendo potencia, sino una
de las variables de esfuerzo, flujo, desplazamiento o momento, es transmitida y su contra
parte es cero, de la misma manera, el controlador hecho en Bond Graph, debe tener esta
caracteristica, de lo contrario, el controlador formaria parte del sistema, lo que significa
que ya no seria un PUMA 2 GOF, por el hecho de que la matriz de estados A ya no seria
la misma.

Una restricciéon que se tiene, es el utilizar los estados para modular fuentes de esfuerzo
o flujo, debido a que fisicamente estas fuentes representan las entradas comunes a los
distintos tipos de sistemas, como por ejemplo fuerza, velocidad, voltaje o corriente, no
existen fuentes de momento, de posicién, o de carga eléctrica, por ello no se puede utilizar
los estados como senales moduladoras de fuentes de esfuerzo o flujo, un ejemplo de este
error se presenta en la figura 4.27

Figura 4.27: Error de modulacién de fuentes de esfuerzo/flujo

Solo se pueden utilizar senales de esfuerzo o de flujo para modular estas fuentes, otra
cosa a considerar es que los elementos como transformadores, transformadores modulados,
giradores y giradores modulados que estén lo que comuinmente llamamos en serie o linea,
pueden expresarse como uno solo, siempre y cuando sus causalidades sean compatibles, en
la figura 4.28 se ilustran algunas combinaciones que dan origen a un solo transformador
o un solo girador.

Figura 4.28: Combinaciones equivalentes

Como los transformadores modulados tienen una funcién como ganancia, el transfor-
mador resultante de una linea de transformador simples y transformadores modulados
sera un transformador modulado, sin embargo su ganancia ahora sera la funciéon que
tenia anteriormente por la constante del transformador modulado, por ejemplo, se tiene
la siguiente configuracion de transformadores en la figura 4.29
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Figura 4.29: Transformadores en serie

El transformador modulado tiene una funcién de ganancia R(t), mientras que el trans-
formador simple una ganancia constante de n, como ambos tienen la misma causalidad,
tienen las mismas ecuaciones, fo = R(t) - f1, para el caso del transformador modulado,
y fo = n - fi; para el transformador simple, lo que significa que el flujo de entrada al
transformador modulado, se relaciona con el flujo de salida del transformador simple por
n - R(t), lo que significa que puede remplazarse esos dos transformadores por un solo
transformador modulado, cuya ganancia es la funcién R(t) multiplicada por la ganancia
constante del transformador simple n, es decir n - R(t).

Teniendo en cuenta todo esto anteriormente explicado, se puede modelar el control por
par calculado en Bond Graph, el primer termino de la entrada ey, al reducir, simplificar
la expresion encontrada es pll'f‘l, donde pl es un estado, corresponde a R(t) y % es una
constante, que corresponde a la ganancia n, el segundo termino es pl - (IX — 1Y) - dotg4 -
cos(q4) - sin(q4)/I1. donde pl - dotq4 - cos(q4) - sin(q4) corresponde a R(t) cabe resaltar
aqui, que esta R(t) esta formada por la ganancia de 3 giradores modulados, pl tendria
su GY M, dotq4 también tendria un MTF y cos(q4) - sin(q4), lo que significa que R(t)
seria la multiplicacion de R(pl), R(dotq4) y R(cos(q4) - sin(g4)), mientras que el termino
(IX—-IY) y . o

constante es ~——". Y asf sucesivamente con todos los términos, de la entrada ejo y €11,
de manera que se obtiene el siguiente diagrama del PUMA 2 GOF con el par calculado

en BG 4.30

Figura 4.30: PUMA 2 GOF par calculado en BG

Al graficar los dngulos nuevamente, con todos los valores unitarios y los angulos de-
seados en 10 y 5 para los , se obtiene la siguiente figura 4.31.
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Figura 4.31: Angulos 6; y 65 con control en BG

Modificando los angulos deseados a 7.5 y a 12, se obtiene la grafica 4.32.

Figura 4.32: Angulos 6; y 65 con control en BG

4.7. Robot Stanford 3 DOF

El robot Stanford presenta una cadena cinematica RRP, lo que significa que tiene una
union de revolucién en la base, seguida de otra unién de revolucién y una unién prismatica,
este robot fue de los primero en construirse, quizds no para un proposito industrial, pero
si para sentar las bases de lo que hoy es la robética moderna. A continuacién se presenta
una figura de este robot en la figura 4.33.
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Figura 4.33: Diagrama del Robot Stanford

El robot Stanford, esta una seccién mas adelante que el robot PUMA de 2 GOF, porque al
tener un grado de libertad extra, su modelo es mas complicado de disenar, sin embargo,
si analizamos friamente, la cadena cineméatica del PUMA anterior, esta implicita en la
cadena cinematica del robot Stanford, esto es porque el PUMA anterior tiene dos uniones
de revolucién exactamente en las misma configuracion que las dos primeras uniones del
robot Stanford, lo que significa que, el modelo en BG del PUMA anterior, estard presente
también, en el modelo en Bond Graph del robot Stanford. Ademads de esto, el robot
prismatico también esta implicito, de hecho fue una version simplificada del Stanford,
puesto que el robot prisméatico, tenia un eslabon fijo, que rotaba manualmente y no se
movia en la ejecucién del eslabén prismético, al igual que el angulo 6, en el mismo robot
prismatico, el cual era constante a eleccion manual y no tenia movimiento durante la
ejecucién de la union prismatica. A continuacién se presenta el diagrama en BG de este
Robot 4.34.

Figura 4.34: Bond Graph del Manipulador Stanford
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En la figura 4.34, se puede apreciar que en la parte izquierda del diagrama, se encuentra
el modelo del PUMA de 2 eslabones, esto es porque la base del robot Stanford, solo gira
en torno al eje z, y por tanto puede modelarse como una sola inercia I, mientras que ¢ es
la inercia del motor que da el movimiento (par) a esa articulacion, el eslabén 2, como ya
sin embargo, vimiento transmitido por el eslabén 1, su movimiento es tridimensional, esto
es porque su propio movimiento sumado con el movimiento que le transmite el eslabon
1, hace que su inercia se descomponga en el anillo de Euler, haciendo que aparezcan
tres inercias que representan la inercia del eslabén 2 pero en los ejes x, y y 2z, mientras
que iy representa la inercia del motor que da el movimiento (par) a esa articulacién. El
movimiento del eslabén 1 hace que el eslabén 2 tenga un movimiento rotacional en el plano
xy de alli que existan los dos transformadores que conectan al eslabén 1 en las uniones
de movimiento x y movimiento y. Ahora, del lado izquierdo se tiene la parte del iltimo
grado de libertad, la articulacion prismatica, donde la inercia i3 representa la inercia del
motor que da el movimiento (fuerza) al eslabén para hacer que se extienda o se contraiga,
sin embargo, nétese que existe un segundo anillo de Euler, en donde antes solo existian
las masas m, y my,.

Entonces, empezando a analizar el modelo del robot Stanford, se tendréan 7 ecuaciones,
porque existen 7 elementos en causalidad integral, sin embargo, de estas 7 ecuaciones solo
3 describiran a los 3 grados de libertad del robot, estas ecuaciones vienen de los elementos
de inercia Iy, Iy e I3. Los elementos se enumeran de la siguiente manera:

1. Los elementos causalidad integral son enumerados a partir del numero 1.

2. Los elementos en causalidad derivativa son enumerados a partir del numero 10.

3. Los elementos activos o bien, elementos de entrada estan enumerados desde el nu-
mero 20.

4. Los elementos de disipacion estdn enumerados a partir del numero 30.

A continuacién se presenta la figura 4.35 donde se ilustra esta enumeracién anterior.

Figura 4.35: Modelo del robot Stanford enumerado

121



Con esto entonces, ya puede obtenerse los vectores clave, que son que reciben y que
regresan al sistema los elementos anteriormente enumerados. Para los elementos en cau-
salidad integral, elementos de disipacion y entradas se tienen los siguientes vectores clave
y la relacién constitutiva de los elementos integrales a partir de la enumeracion anterior:

b1 €1 fi
> f2 2 J30 €30 €20
Ps . 63 Js f31 €31 €21
r=|q|, 2= |fa| 2= |es| ,Din= o s Dowy = €39 y U = Pk

Ps © /5 f33 €33 €23
ds Jo €6
| P7 | | €7 ] _f7_

(£ 0 0 0 0 0 0]

0 c% 0O 0 0 0 O

0 0 %2 0O 0 0 0

F=10 0 0 CLQ 0O 0 0],

0O 0 0 O %3 0 O

0O 0 0 0 O C% 0

_0 0O 0 0 0 O %_

Los vectores clave de los elementos en causalidad derivativa son los siguientes, asi co-
mo las relaciones constitutivas de los elementos en causalidad derivativa y elementos de
disipacion:

P1o €10 J10 & 0o 0 0 0 0 0

P11 €11 fu 0 % 0 0 0 0 0 R 0

P12 €12 fi2 0 0 % 0 0 0 0 01 R
Tqg = | P13 ,l:d = [€13]| , 24 = f13 ,F = 0 0 0 $ 0 0 0 ,L = 0 02

P14 €14 J14 0 0 0 0 m%, 0 0 0 0

D15 €15 fis 0O 0 0 0 O $ 0

| D16 ] | €16 ] | f16] 00 0 0 0 0 1]

Al aplicar el andlisis de estructura unién, explicado en el capitulo 2, se obtienen las
siguientes matrices de union:

0 =1 —o1—pio 005(44) + P Sill((h) 0 02 0 prags 005(44) Siﬂ(%) — P139s COSQ(%)
1 0 0 0 0 0 0
o1+ piocos(qs) — prisin(qs) 0 0 -1 —pisgg O —D1596 Sin(qq)
0 0 1 0 0 0 0
—02 0 P1596 0 0 -1 0
S11 = 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0

Donde
01 = P13 005(44)(1?,
02 = P14Gs c05(qa)
Los elementos de inercia se relacionan con la matriz sq1, los estados pio hasta el pi5 son

los estados de ambos anillos, del anillo de rotacién y de traslacion, esto significa que las
tres principales inercias se estdn acoplando a través de los momentos de inercia de los
anillos, ademas de representar un acoplamiento rigido, que si el eslabén 1 se mueve, el
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movimiento repercute en los demés eslabones.

-1 0 0 0
) 0 -1 0 0
2o o 0 -1

0 0 -1 0

La matriz sis, relaciona los elementos inerciales integrales con los elementos de disipacion,
solo existe un valor por fila/columna, lo que significa que la resistencia del movimiento de
cada elemento de inercia, solo tiene efecto en el propio elemento de inercia que interactua
con la resistencia y no con las demads, fisicamente, representa que si se obstaculiza el
primer eslaboén, ese obstaculo/resistencia solo afectara al movimiento del primer eslabén,
y légicamente esto afectara de forma indirecta a las demads inercias, pero no de forma
directa.

1000
s foroo
Blo o 01

0010

La matriz s13 relaciona las inercias con las entradas, de forma similar que con los elemen-
tos de disipacién, fisicamente representa que la entrada del eslabén 1, no producirda un
movimiento directo en los demés eslabones, sino que se produce por el movimiento propio
del primer eslabdn.

—sin(g4) —cos(qs) 0 0 0 —ggcos(qs) —1

0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 —g 0 0
S14 = 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

La matriz si4 representa como retornan las fuerzas desde los elementos derivativos hacia
los elementos integrales, es decir se aplica una entrada, y la energia se transmite a todos
los elementos, entones esta matriz representa el retorno de esa fuerza desde los elementos
antes mencionados.

Las demas matrices significan lo mismo que las anteriores, pero en sentido opuesto es
decir si la matriz s relaciona los elementos de disipacién con los de inercia, La matriz
s91 relaciona a los elementos de inercia con los elementos de disipacion. Estas matrices que
podrian parecer repetitivas, tienen una funcién mas profunda, y es que si estas matrices no
coinciden con las de su indice opuesto, significa que fisicamente no se conserva la energia
en el trayecto opuesto al que ocurre en la misma matriz con los indices opuestos lo cual,
es fisicamente imposible. El resto de matrices:

sin(gq)) 00 000 0
1000000 Coséq4)8(1)888 8
0010000 '
S21 = 0000001 9 522:07 523:0 S41 = 0 00010 SIH(Q4) ,
0000100 0 0 g6 0 0 0 cos(qa)
gscos(qs) 0 0 000 0

1 00 00O 0
La matriz s4; se tiene la teoria de que este relacionada fisicamente con el jacobiano, por-

que si la matriz E, representa la matriz de inercia, en el modelo de Euler Lagrange, la
matriz de inercia viene del andlisis de la energia cinética del sistema, y esta a su vez, del
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jacobino, pero aqui el punto esta en que las velocidades y aceleraciones de las articulacio-
nes son dadas por los elementos integrales, sin embargo, las velocidades cartesianas del
efector final estan contenidas en los elementos derivativos, entonces la matriz s4;, parte
de la relacién de los elementos derivativos hacia los elementos integrales, sin embargo esta
teoria se probara mas adelante.

La matriz sq9, es cero porque los efectos de disipacién, no se acoplan, sino que actian de
forma individual en cada eslabdn, mientras que la matriz so3 representa que las entradas
no interactuan con los efectos de disipacién, es decir que las entradas no anaden un efecto
extra. A partir de aqui, se calcula el modelo matematico, con solo operaciones matriciales,
en comparacion con el método tradicional, se debe conocer el andlisis cinematico directo,
el cual da la posicién y velocidad del efector final en funcién de las velocidades articu-
lares, sin embargo se requiere que este en funcion de las velocidades del efector final y
por ello se requiere el jacobino y después el analisis de la energia cinética, potencial, el
lagrangiano y la aplicacién del andlisis dindmico como tal, en Bond Graph, se utilizan
las ecuaciones vistas en el capitulo 2, las cuales son (2.24), (2.25) y (2.26) para encon-
trar su representacion en espacio de estados. La matriz E para este robot es la siguiente:

mz g62 cos(qq)2+IY CzS(q4)2+IX sin(gq)2+1 +1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
my ge>+17Z m cos(qa)
0 0 melZ g g g el
b= 0 0 0 1 0 0 0
mx mx sin(gy4)
0 0 0 0 mxi] o mxsint)
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

Esta matriz en esencia representa que todas las masas del sistema no se mueven a su an-
tojo, sino que se mueven de forma conjunta, unida convirtiéndose en una sola identidad
de inercia, que al momento de mover alguna inercia que lo conforma, este movimiento se
transmitird a través de la geometria del sistema a las demés inercias.

I
mz 62 cos(qq )2 +1Y cos(lq4)2+IXsin(q4)2+Il+I 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
I I my g6 cos(qa)
1 0 0 mY(QG2jI2+IZ) 0 0 0 _IG2(IHY!152+12+412)
E = 0 0 0 1 0 0 0
I- I3 mx sin(g4)
0 0 0 0 13+5mx 0 - 13G (I:erz?)
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

La matriz H representa las fuerzas de velocidad, coriolis y centrifugas, que tan rapido
esta cambiando la forma del robot, en cuanto a postura mientras esta en movimiento,
estructuralmente como ya se vio en secciones pasadas la forma de calcular esta matriz es
similar a la de la matriz £, con la diferencia que existe una derivada si4f; Lyt

IY f4 cos (gs) sin (qs) — IX fy cos (qs) sin (qs) — fsmz gg cos (¢a)° + famzge? cos (gs) sin (qz) 0 0 000 0

0 0 0 000 0
0 0 —femyge 0 0 0 fymygesin(q)

H= 0 0 0 000 0
0 0 0 0 0 0 —fymx cos(q)

0 0 0 000 0

0 0 0 000 0

La matriz A, que en espacio de estados representa toda la informacion estructural del siste-
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11 (p13 g6 cos(a1)>—p1a g cos(qa) sin(ga))

_o __h _Los 0 L p1a g6 cos(qs) 0
101 Ciro1 Iy 01 I3 01 1G oy
+ 0 0 0 0
Iyos 0 _Rotfomygs _ _Io _Ipisge 0 Iy R3my qg cos(qa) _ Iz (P15 qe sin(ga)—fa my g sin(qa))
. I 02 ) Co o2 I3 02 1G2 o3 1G oo
ma: A= 0 0 i 0 0 0 0
_ I3piage cos(qa) 0 I3 p15 g6 0 _ Ry _ I3 I3 R3mx sin(ga) _ I3 famx cos(qs)
I (I3+mx) I (I3+mx) I3+mx Cs3 (I34+mx) 1G? (I3+mx) 1G (I3+mx)
0 0 0 0 i 0
) _Rs
0 0 0 0 0 0 o

Donde
o1 = mz qg2 cos (q1)° +IY cos (q4)° + IXsin (¢4)° + [, + 1
09 = myq(,-2 + I, + 17
03 = P13 €08 (1) 6”4 P1o €08 (¢a) — 11 sin (qu)

04 = Ry 4+ IX fy cos (qu) sin (qu) — IY f4 cos (qs) sin (q4) + fo mz gg cos (q4)° — famzgg cos (g4) sin (

La matriz B que relaciona las entradas del sistema con la dindmica de los estados:

Iy
mz o2 cos(qa)2+TY cos(qq)?+IX sin(qa)?+11+1 0 0 0
0 0 0 0
0 Iy 0 Iz myge cos(qs)
my ge2+I2+17Z IG (my g2 +12+1Z)
B = 0 0 0 0
I I3 mx sin(gq4)
0 0 I3 +3rnx B ISG (13S+mi4)
0 0 0 0
0 0 0 1

En este punto ya se puede formar la ecuacién de espacio de estados, para encontrar el
bloque de control, de manera que al realizar las operaciones que existen de forma explicita
en & = A-x+ B-u se obtienen las 7 ecuaciones de estado que describen toda la dindmica
del manipulador Stanford en el espacio de estados.

Ley _ Pt (R1+IX f4 cos(qa) sin(ga)=TY fa cos(qa) sin(qa)+fo mz g5 cos(qa)’—fa mz gs? cos(qa) sin(qs)) _ Lg _ hrr (P13 46 cos(q4)*—p1a g6 cos(qa) sin(qa)) _ Lpsos | Lipspiag cos(q4)

o1 o1 P Cioy 1G oy Iyo1 Iso1
DL
I
Iyes; _ pa(Retfomygs) I> (p15 g6 sin(ga)—famy ge sin(qs)) _ T2 Rsmyaqs cos(qa) \ _ I2qa + Iapios _ Iapspisgs _ I2e23myqgs cos(qa)
e C pr 1Gos 1GZos Cooz T hos Tsoz 1Gos
T = b3
I
Is R3mx sin(qa) _ I3 famx cos(qa) 4 fsexm _ Raps _ I3 g6 + Ispspisgs _ Isezsmxsin(gs) _ Ispipiage cos(ga)
P7{ 7167 (Tyrmx) 1G (I3 +mx) Istmx ~ Tstmx O3 (ls+mx) ' I (Is+mx) TG (I3+mx) T (Is-+mx)

D5
I3

_ Rspr

€23 G
Donde

o1 = mz g2 cos (q1)° +TY cos (q1)° + IXsin (q1)* + I, + 1
oy =myqs’ + I, +17
03 = P13 €08 (qs) g5~ + P1o €0 (qa) — Py sin (qa)
Al probar el modelo matematico obtenido, con el grafico de Bond Graph, deben dar

exactamente las mismas senales, ya que de lo contrario no se estaria representando exac-
tamente la misma dindamica, para probar el modelo matematico, se utiliza un bloque de
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programacion en 20-sim, junto al diagrama en Bond Graph, como se ilustra en la figura
4.36.

Figura 4.36: Bloque de modelo matematico junto al diagrama en BG

En la figura 4.36, se aprecia que este bloque tiene diferentes entradas, dichas entradas
son los estados de los elementos en causalidad derivativa y las propias entradas al sistema,
esto para evitar el calculo de estos estados y definir las entradas dentro del bloque, el cual
su contenido se ilustra en la figura 4.37.

Figura 4.37: Cédigo del bloque matematico

Este bloque contiene los pardametros de las inercias, capacitancias, resistencias y de
otros elementos asi como los valores de las entradas esg = 10, €91 = 2, €90 = 5y €93 = —9,81
que representa la fuerza de gravedad, ademas de contener las ecuaciones de estado ,
mientras que la ultima linea es donde se realiza el calculo de los estados, donde ¢, q4 y
ge son los de interés puesto que representan los angulos 6,, 6, y 3. Al simular con los
parametros contenidos dentro del bloque de modelo matematico, se obtienen las graficas
de las figuras 4.38 y 4.39.
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Figura 4.38: Comportamiento angular del robot Stanford
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Figura 4.39: Comportamiento angular del robot Stanford superposicion

En la figura 4.38, se muestra el comportamiento de los dngulos state(rojo), state(verde)
y state(azul) representan los angulos 0y, 05 y 65 obtenidos por el propio diagrama de Bond
Graph, mientras que ¢2, g4 v ¢ representan los mismos angulos 61, 05 y 63, pero obtenidos
por el bloque del modelo matematico, estas graficas deben resultar exactamente iguales,
es decir state(rojo) con qq, state(verde) con q4 y state(azul) con gg, al siper poner las
graficas, pasamos de 6 graficas reconocibles a solo 3, lo que significa que son iguales, esto
se aprecia en la figura 4.39. Sin embargo, cual es la interpretacion de estos resultados,
significa que para los parametros de prueba (los que estan dentro del bloque del modelo
matemadtico), y las entradas cuyos valores se mencionaron anteriormente, el angulo 6; co-
rrespondiente a la primera articulacién (el eslabén que rota solo en el eje z) giro 1 radian
en sentido antihorario, se observa en la grafica que se sobrepasa de 1 radian y después
se estabiliza, este "sobre paso”sera mas grande dependiendo de los pardmetros y se debe
a la matriz de inercia y la matriz de coriolis, el angulo 6, gira 0.4 radianes en sentido
antihorario, pero el angulo 03 que realmente es ds porque es una distancia en metros,
correspondiente a la articulacion 3 prismética, se extiende de su longitud inicial, hasta
1.5 metros mas.

Al obtener la ecuacién de movimiento del Stanford, a partir de las matrices de unién S,
como se calculo exactamente igual que con el manipulador PUMA de 2 GOF, se llega a
las siguientes matrices:

mz gg2 cos (q4)° + IY cos (qu)° + IXsin (q¢)° + I, +1 0 0
M= 0 my q¢2 + Iy + 1Z 0
0 0 Is + mx

$(Ix — Iy — m.q}) sin(2q4)Gs + m.qs cos*(qa)ds  5(Ix — Iy — m.q3) sin(2q4)gs  m-qs cos®(qa) o
= —3(Ix = Iy = m.q3) sin(2q4)s mydede My Q6Gs
—1m.qe c08°(qa) o — 1My Q64 0
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My €0S(qa)
G = 0
My sin(q4)

Para que este modelo pueda existir en la realidad, la ecuaciéon de movimiento debe
cumplir dos reglas: la propiedad de simetria y ser definida positiva. La matriz de inercia
debe cumplir ambas. Esto significa que el efecto de la aceleracion de la articulacion ¢ sobre
la articulacién j es el mismo que el de j sobre i. Mientras que la matriz de inercia sea
definida positiva significa que existe energia cinética, lo que implica movimiento real del
robot.

Ademés, existe la propiedad de anti-simetria, que establece que ¢7 (M (q)—2C(q, 4))¢ =
0. Esto significa que la matriz de Coriolis no realiza trabajo sobre el sistema, lo que tiene
como consecuencia que estos efectos solo redistribuyen la energia, pero no la modifican.
Si la ecuacion de movimiento cumple con ambas propiedades, entonces quiere decir que
es correcta y que puede existir en la realidad.

Dada la matriz de inercia es diagonal:
M(q) = diag(Mi1, Mo, M33) (4.2)

La matriz es simétrica por definicién (M;; = Mj;). Dado que los parametros de masa e
inercia (m, I) son estrictamente positivos, se cumple que 7 M(q)z > 0,Vz # 0.

Mientras que la propiedad de antimateria:
Se debe satisfacer que la matriz N = M(q) — 2C(q, ¢) sea anti-simétrica (N + N7 = 0).
Para que no sea tan laborioso se definen términos auxiliares:

a= (Ix — Iy —m.q2)sin(2q,)
B = 2m.qe cos(qa)
V= 2myQ6

La derivada temporal de la matriz de inercia M (q):

~ [adi+ B 00
0 0 0

Mientras que el término 2C(q, q):

ags+ Bds  agy B
2C=| —ad v (4.4)
—BG2 =@ 0
Al realizar la resta N = M — 2C"
0 —ag —Fg
Bda vGs 0
Se observa que la diagonal es nula (NV; = 0) y los términos cruzados son opuestos
(N;; = —Nj;), lo que confirma que la matriz es anti-simétrica.
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Entonces, teniendo el espacio de estados, se sabe que el robot Stanford tiene tres grados
de libertad, y que por cada grado de libertad debe haber una fuente que suministre el
par para generar su movimiento independiente, en este cazo se tiene tres entradas y el
control por par calculado, linealiza el modelo a través de las entradas, haciendo que el
sistema ahora pase a ser de un sistema no lineal variante en el tiempo, a un sistema
lineal invariante en el tiempo, sin embargo por medio del controlador k que se ha visto
implementado en los robots anteriores, es que da el control del nuevo sistema que se le
denomina sistema desacoplado, porque cada ecuacién es ahora independiente de las demas
como se ha visto implementado anteriormente. Es un sistema lineal, porque solo aparece
la primera derivada de la ¢; en cada controlador, asi como la propia variable de estado
¢;- Anteriormente se habia demostrado la ley de control para la ley de movimiento, esto
se encuentra en la seccién 4.7, para el caso del modelo en espacio de estados, el vector
derivada ya esta despejado el cual es &, por lo tanto, se debe encontrar las equivalencias
de las entradas junto con el controlador, es decir...

Para la primera ecuacion:

Tiex
mz 2 cos2(qs) + IY cos?(qq) + IX sin?(qq) + I +1

€] =

n (R1 + IX f4 cos(qq) sin(gs) — TY f1 cos(qq) sin(qs) + f¢ mz qg cos?(qs) — famz g2 cos(q) sin(q4))

mz g2 cos?(qq) + 1Y cos?(qq) + IXsin?(qs) + I +1

Liga
C1 (mz g2 cos?(qs) + IY cos?(qa) + IX sin?(qs) + I1 + 1)

Ip7 (p13gs cos*(qa) — p1age cos(qa) sin(qs))
IG (mz g2 cos?(qs) + 1Y cos?(qa) + IX sin®(qs) + I1 + 1)

Lips (p13 COS(Q4)Q§ =+ D1o COS((M) — P SiH(Q4))
I (mz ¢2 cos?(qa) + IY cos?(qs) + IXsin®(qq) + L1 +1)

I1psp14ge cos(qa)
I (mz q2 cos?(qa) + IY cos?(qs) + IXsin®(qq) + [1 +1)

+

La entrada que nos interesa es ey, entonces ahora como se vio en la demostracion en la
seccion 4.7, igualar a cero para encontrar cuanto debe valer esta entrada para que toda
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la ecuacién sea cero mas el controlador, esto en términos simples.

Iiex

0 p—
mz g2 cos?(qs) + IY cos?(qq) + IXsin?(qq) + I +1

n (R1 + IXf4 cos(ga) sin(qa) — IY f4 cos(qa) sin(qa) + f6 mz g cos®(qs) — f1mz g3 cos(qs) sin(qs))
mz g2 cos2(qs) + 1Y cos?(qq) + IXsin®(qq) + I +1

Lig
C1 (mz g2 cos?(gs) + IY cos?(qa) + IXsin?(qs) + I1 + 1)

Lip7 (1396 cos?(qa) — prage cos(qa) sin(qa))
IG (mz g2 cos?(qs) + IY cos?(gs) + IXsin?(qq) + I + 1)

Lips (p13 cos(ga)gg + p1o cos(gs) — p11sin(qa))
I (mz g cos?(qa) + IY cos?(qq) + IXsin?(qs) + I1 +1)

I psp1age cos(qa)

+ +k
I5 (mz g2 cos?(qa) + IY cos?(qs) + IXsin?(qq) + L1 +1) !

Entonces, se aprecia que la entrada ey para que cancele a toda la primera ecuacién de
estado debe ser igual a:

. D1 (R1 +IX f4 cos(qq) sin(qa) — IY f4cos(qa) sin(gs) + fo mz g cos?(qs) — famz g2 cos(qs) sin(q4))
20 =
L

k1 (mzgg cos®(ga) + IV cos?(gs) + IXsin*(qa) + I + 1) LG P (13 g6 c08?(q4) — P14 g6 cos(qa) sin(qa)

Il Cl 1G

p3(p13 cos(qa) @3 + pro cos(qs) — p11sin(qa)) 5 P14 g6 cos(qa)
IQ I3

_l’_

Al remplazar la entrada en la primera ecuaciéon de estado, debe quedar unicamente el
controlador —k1, con esto, el primer eslabén ahora esta desacoplado, y controlable. Las
ecuaciones 3 y 5, corresponden a los eslabones 2 y 3, porque estan relacionadas con las
inercias [y e I3, al realizar los pasos anteriores ahora con las ecuaciones de estado 3 y 5,
se obtienen la expresiéon correspondiente a las entradas eg; y e9s.

[ pisaesin(qs) — famygesin(qs) Rsmyggcos(qs) \ ke (myg§ + I> +17)
2= b G - 1G? - I

ps(Re+ fomyaqs) qu  p1(p13cos(qa) @3 + procos(qs) — pi1sin(gs))
+ +
I Cy I
P5P15q6 | €23 MYy G cos(qa)

Tt T G

_ Ryps R3zmx sin(qs)  famx cos(qa) k3 (I3 +mx) g6  P3P15G6
e = —p7 3 — - + -
I3 IG IG I3 Cs I

mx sin(qy) P1 P14 g6 €08(q4)
+ G €23 + I

Al sustituir estas entradas en la ecuacién de estado, se eliminan todos los términos resul-
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tando solamente en los controladores ki, ko y k3, es decir:

€1 _kl
p1
f2 L
€3 _k2
f — b3
4 — Is
€5 —k3
pPs
fs w
3 P7
| 67 €23 — &

Donde:

ki = (kdy - fo + kp1 - (g2 — gdeseado))
ko = (kdy - fa + kpa - (@1 — qdeseado,))
ks = (kds - f6 + kps - (g6 — qdeseados)).

Esto implementado en un bloque de programacion en Bond Graph, se tienen las tres
expresiones de las entradas como salidas del bloque, que van conectadas a cada fluente
activa correspondiente. El diagrama se ilustra en la figura 4.40.

Figura 4.40: Stanford bloque de control

Notese que el bloque de control tiene varias entradas y solo 3 salidas, las entradas
corresponden a los estados de los elementos derivativos e incluso los elementos integrales,
incluyendo los dngulos, esto es porque las salidas de este bloque deben de representar
toda la dindamica de cada grado de libertad, y esto alimentando las entradas. El bloque
de control internamente contiene las tres ecuaciones que se mostraron anteriormente para
las entradas e, €21 v €99, y los pardmetros de simulacion, asi como los angulos que se
desean tener se ilustra en la figura 4.41.
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Figura 4.41: Codigo del bloque controlador

De manera que el bloque controlador genera las senales que van directamente a las
fuentes de esfuerzo ey, €21 y e99. Al simular el sistema con esos parametros del bloque
de controlador, y los valores de los angulos deseados y de k, y k; para cada controlador,
mostrados en la figura 4.42, se obtienen las siguientes graficas.

Figura 4.42: Pardametros de los controladores k;

Figura 4.43: Angulos controlados

Los angulos deseados como se aprecia en la figura 4.43 son de 1, 2 y 4 para los algunos
01, 0 v 03 0 bien d3, eso quiere decir que el angulo 6; se movera 1 rad en sentido antihorario,
el angulo 05 se movera 2 rad en sentido antihorario y la articulacion prismatica se extendera
4 metros, se debe tener cuidado principalmente con este ultimo en la realidad, puesto que
las articulaciones prisméticas tienen una longitud minima y una longitud méaxima de
alcance, si se desea una extension mas alla de la alcanzada naturalmente, siempre dara
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el maximo y nunca el deseado. Modificando los angulos deseados a los mostrados en la
figura 4.44, se obtienen los angulos de la figura 4.45.

Figura 4.44: Parametros de los controladores k;

Figura 4.45: Angulos controlados simulacién 2

En este caso los dngulos deseados son 1,4 y 1 y en la figura 4.45, se aprecia como los
primeros dngulos rotan 1y 4 radianes en sentido antihorario (de forma positiva), mientras
que la distancia dsz se extiende 1 metro.

Hasta ahora, el control se ha realizado con un bloque de control que calcula la dindamica
del sistema de forma matematica, ahora solo queda mapear el controlador al dominio
de Bond Graph, para esto se utilizan los transformadores y giradores modulados y no
modulados, dependiendo de los moédulos. Para mapear los 3 controladores al dominio
de Bond Graph, se debe analizar termino a termino, para asi, adaptarlo a un girador o
transformador modulado o no modulado. La ecuacién (4.7), puede reescribirse de manera
que sea un poco mas compacta y visible cada termino.

p1Ry n p1facos(ga) sin(gq) (IX —IY) _ p1facos(ga) sin(ga) mz 4

€20 =

4 p1femzgscos?(qs) ki (mz q2 cos?(qa) + IY cos?(qq) + IX sin(qq) 4+ Iy + I)
I I

(4.6)
@2 | PrP13gs cos”(qa) _ P7P14g6 c08(g4) sin(gs)
Cq IG IG

P3P1345 c08(qa) , Psp1o cos(qa)  papiisin(gs)  pspiage cos(gs)

+ _[2 IQ 12 [3

En donde existen 12 términos y todos son giradores modulados, porque aparecen estados
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de algiin elemento integral o derivativo, no puramente parametros constantes.

p7(p15 g6 sin(ga) — famy gesin(qa))  pr Rymy g cos(qa)

e1 = G 1G2
B ko (my gf + I + 1Z) +p3(Rz+f6H1YCI6) L8 (4.7)
I Ip Co '

p1(p13 cos(qa) @3 + procos(qa) — p11sin(qs))  pspisge | eas my ge cos(qa)
I + I + 1G
1 3

Para es; existen 8 términos de los cuales todos seran giradores modulados, porque también
existen estados de elementos de derivativos e integrales.

Coy = R};f5 N p7R3nIzé;‘in(q4) + p7f4m;GCOS(q4) —k (134;%) + g_z _ p3p]125qs + eggmg;éin(qzx) + p1p14q§1<:OS(q4)
(4.8)

Para esy de forma similar a la entrada anterior, existen 8 términos de los cuales en
todos aparece un estado, y por tanto, seran giradores modulados. Entonces, por cada
elemento que aparezca en un termino, debe haber un transformador o girador modulado,
y el primero de la serie, debe ser un girador dependiendo de la senal que se quiera generar,
por ejemplo en este caso se quiere generar el par o en Bond Graph el esfuerzo a partir de la
derivada del estado del elemento de inercia que genere la ecuacién dindmica, en este caso
I; genera una ecuacién dindmica, y su derivada de variable de estado es velocidad (flujo),
entonces hay que girarla a esfuerzo, si fuese esfuerzo, deberian ser todos transformadores

p1 fa cos(qa) sin(qa) (IXle)
I

modulados. Por ejemplo para el término
como se ilustra en la figura 4.46.

, su configuracién de seria

Figura 4.46: Representacién de un termino en Bond Graph

Sin embargo, hacer esto es extremadamente tedioso, como se tienen 28 términos por
representar y de estos 28 términos contienen varios elementos, seria un desastre, por ello
al igual que en los sistemas eléctricos y mecanicos, estos elementos pueden reducirse para
generar un solo elemento que represente exactamente la misma cadena, de manera que
todos los moédulos de la serie pasaran a ser solo uno, pero este unico elemento debe ser
un girador, puesto que se requiere esfuerzo a partir de una senal de flujo, por tanto, el
elemento reducido que representa el termino antes mostrado se ilustra en la figura 4.47.

Figura 4.47: Representacién de un termino en Bond Graph reducido

Esta representacién anterior es equivalente, y puede usarse para representar cada ter-
mino de cada expresion, de manera que la representacion de la ecuacién 4.6, en Bond
Graph, se ilustra en la figura 4.48.
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Figura 4.48: Entrada ey en BG

Los términos que aparecen en la ecuacion 4.6 estan en lista en la figura 4.48, el pri-
mer girador modulado de arriba abajo, representa el termino pll'—f”l, por ello como entrada
tiene solo pp, el segundo girador modulado representa al termino antes explicado, por
ello recibe py, q4 v fi, el tercer girador modulado de arriba abajo, representa el termino
PLfa Cos(q“)lslm(%)mz qg, recibe entonces p;, f1 y ahora la variable de estado gg, v asi sucesiva-
mente para el resto de términos, son 12 términos para la primera entrada, 12 giradores
modulados, cuya senal de final o de salida de todos los giradores modulados, van a una
unién 1 (circulo amarillo), recordando que en una unién 1, todos los esfuerzos que entran
deben ser iguales a los esfuerzos que salen, lo que implica que todas las salidas de los
giradores se van a sumar en esa unién porque todas entran y solo un Bond sale, caso
contrario a lo que ocurre en la unién 1 de las entradas de los giradores (circulo rojo),
en esta todos son Bonds de flujo, y por tanto, todos los flujos son iguales a la entrada
que es la velocidad de eslabén 1, el inico Bond que sale de la unién 1 de salida (circulo
amarillo), contiene toda la expresién de la ecuacién 4.6 y va directo a una unién 0, donde
el esfuerzo se conserva, es igual para todos los Bonds que se conecten a esa unién, sin
embargo no se puede conectar esta unién 0 a la entrada (circulo naranja) a través de un
Bond convencional, porque este Bond consume potencia (transmite tanto esfuerzo como
flujo), entonces se debe conectar a través de un Bond activo, recordando que un Bond
activo proveniente de una unién 0, transmite solo la senal de esfuerzo mientras que la
senial de flujo es cero, entonces la senal de esfuerzo modula la entrada (circulo naranja)
y alimenta al sistema, esta senal que alimenta al sistema no es mas ni menos que el par
calculado, que al calcularlo con los mismos parametros vistos en el bloque del controlador
en la figura 4.41, modificando el angulo deseado #; a 1.5 se obtienen las figuras 4.49 y
4.50.

136



Figura 4.49: Angulo 1 controlado por ey par calculado

Figura 4.50: Par calculado ey

En la figura 4.49 se aprecia el angulo ya controlado, de la misma manera que con
el bloque de control, pero hecho puramente en Bond Graph, y en la figura 4.50 el par
calculado, esto que significa, la entrada debe tener esa forma de senal para que el angulo
01 sea exactamente el angulo deseado en este caso 1.5 rad. Para el eslabén 2 se repite
todo lo anterior, tenemos la ecuacion 4.7, donde esta ecuacién tiene 8 términos, si tiene
8 términos significa que habra 8 giradores reducidos, uno por cada elemento, en la figura
4.51, se tiene ya el control del segundo eslabén en BG.

Figura 4.51: Entrada es; en BG
Donde el primer girador modulado representa el termino p7x ((p15% g6 * sin(qd) — f4*
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my * q6 * sin(q4)))/I1G, donde f; ya esta implicito en la ecuacién del girador modulado
es = r(q) - f1 este fi es fi y por ello no aparece de forma explicita, el segundo girador
modulado representa el termino —p7 * (R3 * my * ¢6 * cos(q4))/(IG?), recibe pr, s, qu, los
demds parametros son constantes dentro del elemento, y asi sucesivamente con el resto
de los 6 términos. De la misma manera que el eslabén anterior, todas las entradas de los
giradores reciben el mismo flujo, en este caso f;, y convierten esa variable de flujo en
esfuerzo, multiplicando/dividiendo por los estados de entrada en cada girador modulado,
para posteriormente sumarse en la union 1 de salida y extraer la senal de esfuerzo en la
union 0 para modular la entrada, de manera que al simular con los mismos parametros,
modificando solo el angulo deseado a 0.8 rad, se obtienen las siguientes graficas 4.52 y
4.53.

Figura 4.52: Angulo s controlado por ey par calculado

Figura 4.53: Par calculado e

En la figura 4.53 se aprecia el par que tiene que generar el actuador fisico, para
que produzca que el segundo eslabon, se mueva 8 rad en sentido antihorario como en la
figura 4.52. Para la articulacién prismética se tiene la ecuacion de la entrada 4.8, que
también consta de 8 términos y cada termino tiene 2 o mas elementos que corresponden
a los estados de los elementos integrales o bien de los elementos derivativos, entonces su
representacion en Bond Graph sera como los anteriores uniones, esto se muestra en la
figura 4.54.
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Figura 4.54: Entrada egs en BG

De manera que el primer girador de arriba abajo representa el termino R}‘—?, la enume-
racion ps3 solo es nombre, no representa otra variable, el nombre puro p; estaba ya en uso,
de la misma manera con los demés nodos donde se aprecie un numero extra, es notacion.
El segundo girador de arriba abajo representa el termino —’an(q‘*), donde el signo

negativo esta dentro del modulo, el tercer girador representa el termino —}-mﬂ‘mf—éos(q‘*) y asf

sucesivamente hasta el octavo termino. Al simular con los mismos parametros modificando
solo el angulo deseado, se obtienen las figuras 4.55 y 4.56.

Figura 4.55: Extension dz controlado por ey par calculado
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Figura 4.56: Par calculado egy

En la realidad se veria al robot partir de la posicion inicial, moverse a cada uno de
los dangulos deseados, siempre y cuando se genere la misma forma de senial de cada par de
entrada, es decir si partimos de la posicién inicial arbitraria del Stanford por ejemplo la
que se muestra en la figura 4.57, Al aplicar aplicar el primer par calculado, el eslabén 1
debe moverse 1.5 rad, o bien aproximadamente 86 grados 4.58.

Figura 4.57: Stanford posicion inicial
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Figura 4.58: Rotacién de 86° de la primera unién

Al aplicar el par 2, la segunda unién de revolucién debe rotar 0.8 rad o bien aproxi-
madamente 85 deg, como se ejemplifica en la figura 4.59.

Figura 4.59: Rotacién de 46° de la segunda unién

Por ultimo, si se aplica el par 3 graficado anteriormente, a partir del control en Bond
Graph la unién prismatica debe extenderse 5 metros, extenderse implica a largarse, des-
plegarse, a manera de ejemplo esto se ilustra en la figura 4.60.
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Figura 4.60: Extension de 5 m de la tercera union
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Capitulo 5

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

Se desarroll6 una metodologia basada en Bond Graph que sirvié tanto para obtener
el modelo mateméatico como para disenar el control de robots manipuladores en 3D. La
aplicacion de este enfoque grafico permitio unificar el andlisis de sistemas mecdanicos y de
control, facilitando la obtencién de las ecuaciones en el espacio de estados directamente
a partir de la estructura de unién y los vectores clave, sin la necesidad de recurrir a la
complejidad algebraica de los métodos analiticos tradicionales.La hipdtesis planteada fue
validada mediante los resultados obtenidos.

Se verifico la equivalencia entre los modelos dindmicos generados por Bond Graph y el
método de Euler-Lagrange para manipuladores de 1 y 2 eslabones, demostrando que las
ecuaciones de movimiento son matematicamente idénticas. Esta validacién confirma que
la metodologia preserva la interpretacién fisica del sistema, relacionando linealmente las
variables de potencia (esfuerzo y flujo) con las variables de energia (momento y desplaza-
miento).

La extension al movimiento tridimensional del robot Stanford se logré mediante la im-
plementacién de los anillos de Euler en Bond Graph. Este marco permitié describir la
dindmica de cuerpo rigido y las interacciones de inercia acopladas en los ejes =, y y z,
integrando las uniones de revolucién y prismaticas en un solo diagrama. El analisis de la
causalidad integral y derivativa en la estructura de unién evidencio la controlabilidad y
observabilidad estructural del sistema, propiedades necesarias para el diseno del contro-
lador.Finalmente, el controlador por par calculado, disenado e implementado dentro del
dominio de Bond Graph a través de giradores y transformadores modulados, estabilizo
el sistema y anul6 los términos no lineales de la dindmica del robot. Las simulaciones en
el software 20-sim demostraron que los angulos y desplazamientos de las articulaciones
convergieron a los valores deseados, corroborando la capacidad de la metodologia para
sistematizar el modelado y control de sistemas multidominio complejos.
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5.2. Recomendaciones

Como trabajo futuro se sugiere la implementacién fisica del controlador realizado en
un robot Stanford real para poder validar los resultados de la simulacién obtenidos en el
software 20-sim con datos empiricos.

Como parte de esta investigacion, se sugiere profundizar en la usabilidad de los anillos
de Euler en el Bond Graph para el modelamiento de la dinamica de sistemas con cuerpos
flexibles o que integren otros dominios (hidraulicos o térmicos) para un nivel de aplicacién
mas sofisticado.

Se propone que se considere la ensenanza de la metodologia de Bond Graph en los
programas de ingenieria mecanica, asi se desarrollara la capacidad cientifico-tecnolégica
en areas prioritarias, permitiendo el ejercicio de un analisis integrado y eficiente de siste-
mas complejos.

Se propone que el control de los manipuladores se optimice por medio del modelado

unificado, lo que puede conllevar a la disminucién del consumo energético y, por ende, a
la reduccién de efectos ambientales adversos en el nivel de la produccién industrial.
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